FERROMAGNETISMO COM ANISOTROPIA NA
APROXIMAGCAO DE ACOPLAMENTO CONSTANTE

por Adolpho Hengeltraub*

* Trabalho apresentado ao Instituto de Fisica
"Gleb Wataghin”, UNICAMP, para obtengdo do
titulo de Doutor em Ciéncias.

Agosto de 1976.



Resumo

0 estudo de propriedades termodinamicas de um sistema
ferromagnético de Heisenberg, com anisotropia unixial de Jon in-
dividual, foi abordado por diversos autores, com tecnicas de Fun
¢oes de Green, alem do emprego, mais simples, da aproximacao de
campo molecular. Esta Ultima di resultados insatisfatdrios - pe
quenTssima'variagEO das propriedades termodinamicas para grandes
variagoes na anisotropia-ao passo que diferentes desacoplamentos,
pafa;aﬁ Fungoes de Green, conduzem a resultados discordantes.

A aproximacao de acoplamento constante, originalimente
proposta para o caso particular de spin 1/2, produz resultados -
bastantes bons, especialmente para a temperatura chti;a e calor
especTfico (ordem de curto alcance). Neste trabalho & feita uma
genera1izag50 da aproximacao de acoplamento constante, para spiﬁ
‘arbitrario e para tratar o termo adicional, anisotropico, que e
em séguida, empkegada no calculo das propriedades termodinami -
cas de um sistema ferromagnatico de spins 1. H3 indicagdes que -
alguns resultados deste trabalho sao melhores que os anteriormen
"te obtidoes com outras teécnicas, especialmente-aﬁ témperaturas -

criticas.
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PREAMBULOD

0 6bjet1vo basico deste trabalho @ o calculo de pro-
ﬁriedades termodinamicas de um ferromagnéto de Heisenbergq com
anisotropia uniaxial de fon_fndividual, no caso de N spins com
S =1, Tomou-se, como ponto de partida, o hamiltoniano de Heisen
berg, (1.11)*, com um termo de Yosida, [ 29 ]** , representando
a anisotropia. Ndo sendo possivel calcular os autovalores exa -
tos deste hamiltoniano, foi necessario escolher um_método. de
aprbximag&o, dentre os varios existentes; Alauns desses metodos
ji'foram aplicados por diferentes autores, ao mesmo prohlema
aqui discutido, conduzindo a solugdes conflitantes, 0 caminho es
colhido neste frabaiho foi o de estender e modificar a aproxima-
¢do devida a Kasteleijn & Kkanendan [74] , por eles denomi-
nada de acoplamento constante. £ um metodo de campo efetivo com
sEiida'fundaﬁentagso em mecdnica estatistica quantica.

Ho CapTtulo 1 & discutida a validade do uso do hamil
tonfano de Heisenberg, enquanto'que, formando o Capitulo 2, &
feito uh confronto entre as vifias tecnicas de aproximagdo dispo -
nTins para tratar.o problema do hamiltoniano de Heisenbherg, in-

ctuindo-se, também, uma discussdo a respeito da origem do termo

* 0s numeros entre parénteses referem-se a equag¢ggesdo texto.

*h i A ,
| Os nimeros éntre colchetes referem-se a citacoes bibliograficas.



de Yosida. No CapTtulo 3 & desenvolvido o método de aproximacdo
proposto e aplicado ao problema acima mencionado. Finalmente ,
no Capitulo 4, sio apresentades e discutidos os resultados obti

dos.



CAPITULGO 1

0 MODELO DE HEISENBERG

1.1. ‘Origens do Modelo de Heisenberg

P

0 estado atual das teorias do magnetismo ordenado e
descrito, clara e concisamente, por Keffer [ 1 ] em seu artigo
"Spin Waves" no Handbuch der Physik

“There is 1ittle doubt that ordered magnetic behavior
s a natural consequence of the known laws of electrodynamics
tdgether with the quantum statistics of certain many-atom systems.
But the only computing machine which at present is:capable of
e]ﬁcidating the consequences of these laws for a given magnetic
‘matefia] is saﬁp]e of the material itself.”

0 trabalho de Weiss [ 2 ], publicado em 1907,& consi-
derado come o marco inicial das teorias modernas do ferromagnetis
mo. Nesée trabalho Weiss procﬁrou exp]icér,de maneira es§€nc1a1h@g
te fenomenclogica, a propriedade que tem um ferromagneto de pas-
sar de um estado de magnetizagﬁé nula para um no qual eia tem 0 seu
valor de saturagio mediante a aplicacao de um campo magnetico ex -
terno relativamente pequeno, isto s0 acontecendo se a tehperatura
_estiver abaixo de um valor critico T, denominado temperatura de
Curie. Weiss postulou que um s6lido ferromagnetico € composto
de um nlmero grande de ‘*micro-cristais" , cada um com uma
maghetizagao expontanea ( ndo nula ) , mesmo na ausencia de um
campo eXterno.. As diregBes das magnetizacbes nos diversos "mi-
cro-cristais” sao distribuidas ao acaso, fazendo com que a mag-

netizacdo resultante seja nula, quando nao ha um campo aplicado



ao.561ido. Se, por outro lado, tal campo for aplicado ao sistema,
0s "micro-cristais® - denominados dominios, hoje em dia ~ acabam
por orientaf—se ao longo do campo externo de modo que, com peque-
nos valores deste, se obtém a saturacao da magnetizacao. Para ex
plicar a origem da magnetizacao H em um- dominio, Weiss postulou a
existencia de um "campo mo]ééﬁ]ar" AN ao qué1 estariam sujeitos

o§ imds elementares que compdem um material ferromaanetico. Assim,
quando ge aplica um campo externo B cada md elementar fica sujei-
to ao campo A+ a8, Nao explicou ele,entretanto, 2 oriagem desse
campo mo]écu1ar, limjtando-se a atribu?-]o a presenca dos imds ele
menfares que compdem cada dominio. Anteriormente a ?eiss;'Langevin
[ 3] havia apresentado um modelo para o paramaanetismo. Supondo
que a distribuicao de Boltzmann governa a orientagﬁb de cada dipo-
1o magnético %, de um sistema de N dipolos idénticos e ndo infera-
gentes colocados em um campo externo ﬁ, Langevin obteve a2 sequinte

magnetizagao para o sistema :

M = Nu (cotgh x - l) 3 X =H-ﬂ-. (1.1)
X kT
sendo k a constante de Boltzmann e T a temperatura Kelvin do siste

ma. De acordo com Weiss, pode-se substituir H por H + AM obtendo-

se |

M = Nu (cotgh y - l) 3y = Ei%ilﬂl ; (1.2)
| y T

Para temperaturas elevadas { y << 1 ) pode-se escrever, sequndo

Langevin :



cotghy - L = ¥ | (1.3)
, y 3 :

gque, substituido na equagao (1.2}, acarreta

2 ) .
x=§l.’.._. 1 : TCEM . {(1.4)
- 8k T-T 3k

M/H a suscetibilidade magnética, a qual torna-se infini

H1

sqndo'x
ta para T.» T . Assim sendo, a teoria de Weiss prediz um ponto cri
tico : a temperatura T. de Curie. Para temperaturas abaixo de T_
a aproximacdo (1.3) ndo & mais valida, devendo a maanetizagao ser
obtida através de (1.2). Para isto, definem-se a magnetizacdo

c e a temperatura t, reduzidas

o= M 3 i = 1 {1.5)
Nu - Tc
obtendo-se, no caso em que H = 0, de (1.2)
s=cotghy -1 3 o = Ly, (.6

'Considerando -se t como um parametro, determina-se o(t) pela inter-
.segao dos do1s graf1cos de o obtidos de (1 6). 0 resultado & a cur

indicada com’ S =« na Fig. 1.

1.0 |
Fig.1.1 Magnetizagao
v reduzida, o=M/Nu em
05 funcao de E=T/Tc . A
curva S=o g obtida
com a teoria de leiss.
0 0,5 T/TC 1.0



A curva o{(T) € universal, ja que ndao depende de u ,e
aﬁresanta de maneira gualitativamente correta, a variagao da mag
netizagio com a temperatura [ 4 ]. Da equagdo (1.4), obtém-se
que 1/X% varia linearmente com a temperatura, para T N Te , 0 que
-@ verificado, experiméntalmente, para ferro, cobalto e niquel

(47, .
. « 0 modelo de Weiss g, pois, excencionalmente bom, ja
Que.acarreta uma descricao qualitativamente correta das princi -
pais céracter?sticas de um ferromagneto . Ele apresenta, porem,
uma falha bisica : ndo especifica a origem do campo molecular
Aﬁ.‘ Pior do que isto, a teoria cldssica [ 5 ] da o valor A=4x/3,

(3k/Mu 8T

a0 passo que uma estimativa, a partir de A , da

[
A % 7000, bastando para isso tomar N ¥ 6x10%3Tmis/mol , uv107?
-16

0

erg/gauss e k Y 1.4x10 erg/K, Assim, o eletromagnetismo clas-
sico ndo & capaz, por si so, de explicar a oriacem do campo de
WEiss. Para complicar a situacgao mais ainda, em 1919, J.H. Van
Leeuwen imostrou, em sua dissertacdoc de doutoramento, (veja-se a
Ref. 6 para maiores detalhes) que, quando se aplica a estathti
ca de Boltzmann, tratando corretamente um sistema ( cTassico )
‘Hinimico qualquer, resu]ta.uma suscetibilidade magnética que &
identicamente nula. Note-se que este resultado conflita com o de.
Langevin sequndo o qual a suscetibilidade & X = NuzlkI. A expli-

- cagdo ests no fato de Langeviﬁ ter feito hipdoteses,a respeito

das possiveis orientacghes dos momentos magnéticos elementares,
que nao estdo de acordo com os principios das teorias classicas
(uma discussao muitd clara deste bonto enconfra-se na Secao 24

da Ref.6). |

A sftuacio do modelo de Weiss, na década de . 20,era



- quase insustentEVEI quando, em 1928, Heisenberg [ 7 ] e, indepen-
dentemente, Frenkel [ 8 ],publicaram suas teorias a respeito do
ferromagnetismo. Heisenberg mostrou que & génese do campo molecu-
lar de Weiss pode ser atribuida ao fenomeno essenC1a1mente quant1
co de 1ntercamb1o ou "exchange". Ele afirmou, em seu trabalho ,
que bastam a interacao coulombiana e b principio de exclusdo de
Pauli - que da origem a termos de intercsmbio - para que sejam
obtidos os mesmos efeitos que sao produzfdos pelo campo molecu -
lar. Baseando-se em trabalhos de Wigner, Hund e de Heitler e
London [ 9], He1senberq estudou um s1stema de N atomos, cada
um com um e1etron de vaienc1a, dispostos em uma rede cristalina.
Na aproximaciao de altas temperaturas, obteve [ 10 ] formulas seme

‘Thantes as de Weiss, com

A 2 o | (1.7)

2Nu§

onde z & o nimero de primeiros vizinhos de cada atomo, up © maane

ton de Bohr e

: | o2 2 2
_ 1 2e e
J = J(kg) T J l!’k ‘bk lbg wg ( + - -
2 vs  Tag  Tak
2 2 2
- S0 & L&y de drg,
et Tak Tpe

"o intercambio de Heitler-London para os “nicleos" a e 8 com ele-
‘trons k e &. Com X = 7000 e z = 8 a expressdo (1.7) da Jvo.lev

-0 que ndo constitui um absurde para interagodes coulombianas.



"~ multiplicade pelo operador P

Heisenberg utilizou, como funcao de onda do cristal, produtos de
fungoes de onda atomicas, as quais ndo sdo ortogonais entre si,
Considerou ﬁue isto s8 introduziria erros em 22 ordem, ao passo
que o seu calculo era em 12 ordem de teoria de perturbacao.

A etapa final, no sentido de completar o que hoje &
denominado modelo de He1senberg, & devida a Van Vleck [ 6]. 0
seu mérito estd em ter reconhecido a aplicabilidade, a problemas
de ?érr&magnetismo, do resultado de um teorema apresentado por
Dirac. De fato, em 1929, Dirac [11] mostrou que a energia de
intercambio de um sistema de N eletrons, que tém funcdes de onda
ihd%viduais|015 , ortogonais, tem a forma -
-+

) Ve < ]+3r'°s > (1.9)
r

sendo 3. = (¥/2) o, o operador de spin de um eletron aue estd
no estado orbital r s €

V.=<x [ VP

rs [ x > (1.10)

rs

o elemento de matriz do potencial V de interacdo entre os eletrons.

que permuta as coordenadas orbitais

rs
r e s na fungio de onda | x > = | u]1>| a22 >,..|aNN>. Tomando -
V = t-.\zfr",s , & lembrando que as fungdoes de onda | ai'> $ao ortogo

nais, obtem-se Vvs = J(rs) » Sendo J(rs) dado por {(1.8), para o ca

so de fungoes de onda ortogonais e quando ndo se leva em conta a

‘interacdo eletrostatica entre os "nicleos"

.Desprezando o termo constante de E1n’ em (1.9), pode-se

obter s} ham11ton1ano



He = -21 9., % .%, ‘ (1.11)

se for feita a substituicao 31 -+ gi do operador de spin de um
eletron pelo operador do spin total do ion que estd na posigdo i,
de acordo com Van Vieck [ 4_1. 0 hamiltoniano (1.11) serd referi-
do como "hamiltoniano de Heisenberg", eﬁbora, a bem da justica ,
ele déva ser denominado hamiltoniano de Heisenbero-Dirac-Yan Vleck.
Como observacdo final convém ressaltar que o modelo
de Heisenberg, na forma em que esta escrito em (1.11), foi obtido
levando-se em conta apenas a_interagEO de intercambio, de oricenm
coulombiana, entre eletrons de Etbmos pr%meiros vizinﬁos. Quando
alguma-outra interacao €& importante & provavel que a expressao do

hamjltoniano deva ser mudada.



- 1.2. Fundamentacio e Limite -de Aplicabilidade do Modelo de

Heisenberg

0 modelo de Heisénberg tem sido usado, com grande
sucesso, na determinacao das propriedades de sistemas que'apreseﬂ
téﬁ comportamento'ﬁaghético forte : ferro, antiferro e ferrimagne
tismo [ 12, 13, 14 ]. Em geral, os bons resultados sio obtidos
com'métodos de éproxiﬁagﬁo, tanto para o hamiltoniano como para a
funcao de particao, que sao relativamente elaborados, como sera
discutido no proximo capitulo.

Uma das limitacgoes do modelo reside no fato dele es-
tar baseado na hipdotese de que os eletrons respongiveis pelo com-
-portamento magnetico estao ligados a atomos de uma rede cristali--
na. Ha, entretanto, materiais em qde o comportamento magnetico e
fortemente influenciado, e mesmo determiﬁado, por eletrons itine-
rantes [ 15 ]. Neste caso, torna-se necessiria a utilizagao de
um modele diferente [ 16 7.

E justificavel, em priﬁchio, a aplicacgao do modelo a
isolantes ou a metais de terras raras [ 15 ]. HNestes Gltimos a
.inf]uéncig dos‘eletrons de condugao €& pequena, pois o comportamen
to maénético e determiﬁado basicamente por eletrons, localizados
em orbitais atomicos 4f, que formam uma camada inéomp1eta, haven-

2 6 mais externas, completas. Estas reduzem a

do camadas 5s° e 5p
influencia dos eletrons itinerantes, em comparagdo com 0 caso se-
melhante dos metais do grupo de ferro, em que a camada incompleta

'€ a mais externa. Nos metais de terras raras, entretanto, a inte

ragdo spin-drbita & bastante forte - mais forte do que a influén-
cia do cdmpblérista1ino {17 ] - o que torna questionavel a apli-

cabilidade pura e simples do hamiltoniano de Heisenberg [ 18 J.

10



"Mesmo no dmbito restrito acima dé11neado, a aplicabi-
~ lidade do modelo de Heisenberg foi duramente questionada. A razao
basica estava na hipotese formulada por Heisenberg [ 7 ], de que
a8 nao ortogonalidade das fungoes de onda de eletrons de atomos mag
néticos primeiros vizinhos podia ser desprezada. Ele nao conside
rou poténcias maiores que a primeira da integral de sobrepos1gao

( overTap )t
- | ok (105 (1) dry (1.12)

- onde wE e a fungao de onda do eletron « tigado ao nucleo k.

Slater [ 19 ], em 1930, argumentou que podia ser peri-
goso-traba)hér com funcoes de onda nao ortogonais para os n eletrons
( Tocalizados ) de um cristal. Segundo ele fatores, que na aproxi
magao de Heitler-London para a energia da molécula de hidrogeénio
sio da forma 1/(1 + S°), tomam nesse caso a forma /00 + ns® + .;.].
Conc?ufu entao, que modelos baseados na aproximagao de Heitler-Lon-
aon, desprézando-se termos devidos 3 nio ortogdﬁa]idadé'daQ funcgdes
dq'onda eletronicas, poderiam levar a graves erros, questionando,as
~sim, a_vaIidade do modelo de Heisenberg.

' Tentando verificar a verac1dade ou nao da afirmacao de’
Slater, Ingtis [ 20 ] estudou o que resolveu denominar de estados
moleculares analogos ao ferromagnetismo : estados de energia mais‘
baixa e de multiplicidade alta. Foi levado a este estudo pela di-
ficuldade de'tratar o problema de eletrons em um cristal e por pen
sar que, considerando moléculas -com niumeros crescentes de eletrons,
’poderia ter uma idéia do que deveria acontecer em um cristal. Estu
 dou moleculas di, tri e tétra-atamicas, e concluiu que a influencia

de poténcias maiores que a primeira da integral de sobreposicao de

1



funcoes de onda e1etr6n%cas na expressao da energia eletrsnica s
cresce com o numero de eletrons. Estava-se, portanto, apos a pu -
ﬂlicagﬁo do trabalho de Inglis, em plena era da "catastrofe da n3o
ortogonalidade", com opinides e indicios apontando na direciao da
nio validade do trabalho de Heisenberg I?] e da nao aplicabilida
de do hamilteniano de Dirac (-1.11 ) a probTemas de ferromagnetis
mo, pois este havia sido obtido para eletrons com funcgcesde onda
ortogonais, o que nao e verificado para eletrons ligados a atomos
diferentes.

0 modelo de Heisenberg foi reabilitado, em 1936, por
Van VlieckP{ePor. razdes anilogas as de Ing]is;‘ele nao fez calcu -
1ds rigorosos, mas estimativas, que o levaram a concluir que, quan
do a nao ortogonalidade das funcgOes de onda eletronicas & levada
em conta, a energia eletronica passa a ser igual a que havia sido
calculada, despfezando-se potencias maiores que a primeira da in-

2

tegral de sobreposicao, multiplicada por um fator que € (1+3$ +.Q)

2h. .. 1 , em

no caso de uma cadeia atdmica linear, e [ 1+ (2z-1) S
‘ configuracOes tridimensionais, sendo z o numero de primei?os vizi
nhos. Em nenhum caso, entretanto, obteve ele uma expressao do ti
po [ 1 + nsls. .. ], prevista por Slater.

Apegar das indicacoes obtidas por Van Vleck, faltava -
ainda uma prova rigorosa da validade do modelo de Heisenberg. Em
1952, $later [ 22 ], na Conferéncia de Washington sobre Haghetismo,
realizada na Universidade de Maryland, fez uma nova analise criti
ca, concluindo que nao havig Justificativa ampla para o modelo
Propos que se fizesse uma teoria de bandas de energia usando fun-
¢oes de onda determinantais - determinantes de Slater - formadas

a partir de funcgoes de onda ortogohais de um eletron. Curiosamen

te, no mesmo ano da publicagdo do trabalho de Slater, foi realiza

12



ff:ﬁazpor'Cdnr.[ 23 ] uma anilise do problema do magnetismo‘em um
.sistema de.n atomos, cada um tendo um eletron em uma camada incom
-'pleta;. Usou, como fungao de onda ¢y , um determinante de S]atér \

'formadﬁcpor_fungﬁes de onda de um eletron, ¢i(§i)gi onde £, & a

pé;te de spin. Calculou a energia média

Fd

f = LY*HypdT ' : S (1.13)
perpde
com’
2 2 '
H=W-ZI‘—— V.I? +"z 1"Jr-| + 1 ) £, : (1.14)
i 2m i 2 i#j r'i,]' . |

‘sendo W a energia e1etrost5tica dos nicleos, V, a energia coulom

b1ana do eletron i no campo dos niucleos e e /F ij @ energia de in-

teragao cou1ombiana dos eletrons i e j. Mostrou ele que

_F . ' i, & ' ije ije.
E=Bo -1 gy <Pyt D JJK1 Piei > ¥
J>1 k>j>1i
c+ g e op k1 g | (1.15)
k1]~ kid - S ' :
onde J,. e J, 1K sﬁo integrais de intercambio a dois e trés cor

jei

pos, respect1vamente e <P, j > e <P; 13k

<3 > O0s valores medios dos

operadores que permutam do1s e tres corpos respect1vamente Mostrou

a1nda que, para se desprezar R, e suf1c1ente ter

PSS <1 - (1.16)

13



sendo p igual ao numero de fungdoes de onda vizinhas que tém inte-

- gral de intercambio n3ao nula com b, > ©

. « :
Sap = J ¢, p dr , {(1.17)
Para que as integrais de intercambio a tkEs corpos possam ser des
prezadas, concluiu Carr, que uma relacao analoga a (1.16) deve ser
satisfeita, com a diferenga de que p, nesse caso, deve ser o nume
ro de fungbes de onda que tem integral de sobreposicao n3ao nula

simul taneamente com ¢ e ¢, € que tém o mesmo spin. Carr tomou

a
de acordo com Dirac [ 11 ],

ij = .:I- + . .

obtendo - na aproximagao ate exchange a dois corpos -

Sy o). (18

que corresponde a energia obtida a partir do hamiltoniano de Dirac,

a menos dos termos constantes E0 e 1 Z ‘Jd:;: . Carr afirmou que -

_ . 2 j>i WY
a sua prova & valida para o caso em que ha mais de um eletron na

camada incompleta de cada atomo e para o caso em que'f¢ € uma com
binagao Tinear de determinantes de Slater. 0 mesmo problema foi
‘retomado por' Nesbet [ 24 ] , em 1958, que calculou a energia de um
cristal, com Etomos ou ions que tém camadas incompletas, na aproxi
macgao Hartree-Fbck e analisou a parté da energia dependente dos
‘spjns'usandd técnicas de 6peradores_de projecdo desenvolividos por

Ldywdin. Ele obteve, portanto, o hamiltoniano de Heisenberg, para o

- | 14



;lbrimeiro caso acima, a bartir de primeiros principios. Fiﬁalmente
. Mullin, em 1964, usando tecnicas de expansoes em "clusters” para
'ﬁ?ghergia dada em (1.13), mas com y dada por uma combinagac 1inear
de determinantes de Slater, mostrou que o modelo de Heisenberg tam
;_.bém‘véié no ultimo caso acima, [253
| Independentemente dos trabalhos- ji citados,Arai [ 26 ],
expandindo a energia media (1.13) em termos de representagoes do
grupo de.permutagaes, obteve uma serie, cujo primeiro termo & o
hamiltoniano de Heisenberg. Sendo que.cada coeficiente
da'série & determinado univocamente e & limitado. Enfatizou ain-
da que o uso de orbitais ndo ortogonais nao leva @ catastrofe da
nao orfogonalidade. Também Mizuno e Izuyama [ 27 ] concluiram que
nio ha ocorréncia da catastrofe no modelo de Heitler-London para
f“ﬁﬁukistema de N particulas com spin, mostrando que as matrizes den
‘sidade reduzidas, a um e a dois corpos, escritas em termos de or-
bitais ndo ortogonais,sao finitas e bem definidas. -
Finalmente, convém enfatizar que todas as demonstra -
¢bes de validade do hamiltoniano de Heisenberg, (1.11) sdo basea-
das em calculos de valores médios quanticos da energia , do tipo
‘(1.13) onde o hamiltoniano H cohtém apenas interacdes coulombia -
nas, de e]etroﬁs localizados. Se poré&m h3a outras interagoes que,
em certos casos, sao importantes - como acontece com a interagao
spin-orbita nos metais de terras raras - & de se esperar [ 18 ]
que nao se conserve mais a forma simples (1.11), valida para as

interacoes coulombianas.
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CAPITU L O 2

ANISOTROPIA OE YGSIDA. APROXIMACDES PARA O MODELO DE HEISENBERG.

2.1 Introdqgio

Neste Capitulo & feita, em primeiro lugar, uma breve
discussao da origem do termo de Yosida, o qual descreve a ani;o-
tropia uniaxial de jon individual. Em seguida, uma vez estébe1g
cida a ap]icabi]idade do modelo de Heisenberg a descrigdo de sis
- temas ferromagnéticos de spins loca1izados,-é apresentada uma re
senha dos meétcdos de aproximagao que tem sido ép]icados ao modelo.
Existem, basicamente, cinco destes métodos dos quais quatro sao
aqui analisados sucintamente, a saber

- as expansoes ( da fungao de particao ) a altas tem

peraturas;

- as expansoes em agrupamentos ( clusters ) a altas

temperaturas da energia livre; |

- 0 método das fungoes de Green, e

- as teorias de campo efetivo.

0 quinto mEtodolE o da teoria de ondas de spin - valida apenas a -
bﬁixaﬁ temperaturas'[ 1 ] - que nido é'aqui ahalisado ja que o in
teresse central neste trabalho consisté'na determinacao da tempg
ratura de transig¢ao, da suscetibilidade e do calor especifico a
altas temperaturas.

No fim de cada Segdq dedicada a um dos métodos de
‘aproximagﬁo, e sembre que for cébTve], sao analisados resultados
© obtidos, pgridiyersos_autores, para as propriedades termodinami-

cas de um ferromagneto de Heisenberg com anisotropia uniaxial
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de ion individual descrita por um termo de Yosida.

2.2 Origem do Termo de Anisotropia de Yosida

IEm 1951, Gorter e ca1aborad3res [ 28 ] observaram o
fenomeno de spin-flop em mono-cristais antiferromagnéticos | de
Cu Cep . 2H,0 , com campo critico da ordem de 7000 Oersteds . Ten
tando explicar o comportamento das suscetibilidades paralela e
perpendicular em fung3o do campo magnético externo, Yosida [ 29 ]

~as calculou a partir do hamiltoniano

z 2.2 ‘
H=-20 ¥ §i.§j -gugh ] S% - D] (S3) (2.1)
<ij> _ i i

sendo 0 ¢ o fator giromagnetico, ug © magneton de Behr e R o cam
po magnetico aplicado na direcao z. Foi a primeira vez que se con
siderou, adicionados ao hamiltoniano de Heisenberg, termos de ani

sotropia uniaxial de ion individual do tipo

-0 1 (sH? . (2.2)
i ' o

"y

Yosida introduziu estes termos por que Nagamiya [ 30 ] havia mos-
trado que so & possivel explicar certos valores da suscetibilida-
~de magnética se existir anisotropia no sistema magnetico. Os seus
calculos foram 1ﬁspirados no Mn F2 que tem a estrutura da rutila,
+ com os Tons de manganes forméhdd uma rede crista1fna de corpo cen

2+

_trado, e cada ion Mn“" cercado por seis Tons F~ . A interagao de

- 2+ . . P ~ . Y
cada an com o campo cristalino e a interagao spin-orbita foram

) ’ ' 17



consideradas passiveis de serem descritas pelo hamiltoniano de

ion individual

L z 2 _ 4 <2 4 4 4
Hii' DS, DESE Dnsn + A (S] + 52 + 53) (2.3)
no qual aparecem as constantes D e A, as. componentes SZ s SE e S11

do operador de spin 3 segundo eixos ortorrombicos, e S1 s 52 e 33
as.componentes do spin ao longo de eixos cubicos. Os termos qua-
draticos foram atribuidos & agao da interagao spin-orbita e do cam
po cristalino ortorrombico , e, os termos restantes, a parte cubi
cé do campo cristalino. Argumentando que,.seﬁdo 0 Mn F2 um-cris. -
tal de simetria tetragonal, a parte dominante em Hii e formada pe
los termos quadraticos, e que oS eixos £ e n tém diregoes dife -

2+ de cada ceélula primitiva, decidiu

)2

rentes para os ﬁois ions Mn
ele reter apenas o primeiro termo, - D(Sz , de modo a‘manter a
simetria tetragonal'do cfista). { Veja-se o Apendice 1 para uma
dischssﬁo deste ponto ). Desta maneira, Yosida chegou a expressio
{ 2.2 ) para a energia total devida a an{sofropia em cadalion, ‘a_
qual deve ser somada ao hamiitoniano, isotropico, de Heisenberg
(1.11 ) e ao hamiltoniano de Zeeman, para se obter o hamiltonia-
no { 2.1 ). A‘partir deste, conseguiu ele calcular a suScetibi]i
dade magnética, a altas temperaturas, expandindo a fungdo de parti

¢do em poténcias de 8 =1/kT , até o termo em g2

Z = Tr [exp(-BH)] ~ Tr [ 1-8H + % s2K? ]'. (2.4)

Utilizou formulas deduzidas por Var Vlieck [ 31 ] para tragos de
operadores de momento angular; Sehdo.a aproximacao contida em

{ 2.4 ) grosseira, os resultados obtidos sao apenas qualitativos.
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A temperétura de tranéig3o, na qual a suscetibilidade magnética
diverge, e igual a obtida_com a aproximagao do campo molecular.
(Veja;se a Segcao 2.6.1). Os vé1ores calculados para a diferenga
entre as suscetibi]idades paralela e perpendicular, Xy - {L,néo'
concordam com 05 obtidos experimenta1meete, sendo que a diferenca
s0 nioc & nula quando D # 0. |

Um ano mais tarde, Kubo [ 32 ] também utilizou o hamil
toniano { 2.1 ) no estudo de ondas de spin em antiferromagnetos a
temperaturas um pouco acima de O0K. A anisotropia foi introduzida
com o objetivo de estudar as suscetibilidades paralela e perpendi
cutar, no caso simples de duas sub-redes, como ja.haviam feito
Yosida e Nagamiya a altas temperaturas. Entretaﬂto, Kubo verifi-
- cou que a anisotropia era nesse caso essencial, pelo menoS na apro
ximagao em que, no hamiltoniano, sao levados em conta apenas pro
dutos de até dois operadores de bOSOnSFVOS quais sao introduzidos
quando se escreve Os.operadores de spin segundo expressges propos
tas por Holstein e Primakoff [ 337]. Nesta aproximagao, quando
se faz D » 0 , a magnetizagao das sub-redes, M, . e 2 suscefibili
dade magnetica paralela, X(] divergem a_T - 0K. Para temperatu
ras nao nu]éé, Ms e X divergem para redes uni e bidimensionais.
Se D # 0 , mesmo com |D[<<|J|, essas grandezas permanecem finitas.
Paira ainda, entretanto, a duvida se a presenga da anisotropia &
essenciaj, ou se ela apenas remenda os buracos broduzidos pelas
.aproximagaes feitas.
Ao que parece foi Narath [ 34 ] quem, pela primeira
~vez, estudou’ um ferromagneto'com anisotropia-uniaxfa]. 0 seu tra
batho & comentado na Secao 2.5 , dedicada ao metodo das fungoes
de Green: Ha; na realidade, um grande nimero de trabalhos, de

diferentes autores, nos quais sao calculadas propriedades termodi
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A
namicas de ferro e éntiferromagnetos conm anisotropié uniaxial,des
- critos por um hamiltoniano cbmo_( 2.1 ). Em cada uma  das proxi-
‘mas Segﬁes deste Capitulo sera feita uma resenha de trabalhos  em
que sao estudados os sistemas assim descritos, sendo o metodo de

aproximacao exposto no inicio da respectiva Secao.

s

2.3 Expansoes a Altas Temperaturas

A expansaoc da funcao de particao em série de poténcias
de 1/T foi proposta por Kramers e aplicada por Opechowski-[BS]f

‘Para altas temperaturas, com

kT > |a] ,

mas com wh/kT arbitrﬁrio, Opechowski calculou alqumas proprieda-
des termodinamicas de um ferromagneto de Heisenberg, de spin 1/2,
na presenca de um campo externo b na direcao z. Tomou o‘hamiitonii
noldo sistema igual a (2,1), com D = 0.:Def1niu

1
E = m e g'ogt
| >l

i3
<i,j»>

B o,
ey = - 2 § S 3 aE w3y

“Tr[P exp(-eH/T)]

Trlexp(-ey/T)]

exp (-NG/T) = exp (-¢,/T)
" onde T represénta, na verdade, kT/J.
Propondo a expansao
- n;l
6= I AT

n=1

[+ g



obteve a seguinte expressao para a energia livre por spin

F T v n-1
- == gn Tr [exp({-e, /T)] + A /T
J - N [ H ] nZI n

onde An e o coeficiente de N na expressao (-1)"+] egln!, n=1,2,....

A dificuldade do metodo, entretanto, est§ no calculo dos _E. Tem-
sg:' |
21 = - % N z 12
EE = %.N z [3 + 4(2-1)12 + (1-4z)t4]+ % (Nz)2 G
T = tgh (a/T)

onde z & ¢ numero de primeiros vizinhos, A partir dai obt&m-se:

. 2
A1 = =-—12T1 ; A, = - %z [3 + 4(z-1)1 .+ (1-42)14]
0s quais, juntamente com ‘a expressao exata

Tr [exp(- eH/T)] [2 cosh(a/Tj] s

permitem o ca!cu]o da magnet1zagao obt1da por He1senberg [7] al'
culando, adicionaTmente.‘e e Zg, determinou Opechowski, A3 e A4
e.a energia livre F e, a partir desta Ultima, a suscetibilidade mag

~ netida, x, para estruturas hcp e fcc, obtendo

1' 6 . 30 138 1193

_ - D F ; .
. TX—'-.T"_' = o+ 2+ + .\ (2,5)
322 | a=0 T 712 - 13 2714

Definindo a temperatura de Curie, Tc, como o valor de

T que anula 1/Tyx, obteve, nas diversas ordens de aproximagao:

a6y 18 aayr; 13-4 (2.6)
définfndo-BeJTgi) comg a temperafura‘de'Curie'na aproximagao que
inclui termos ate 1/Ti. Opechowski nao encontrou; entretanto, um

-
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valor real e positivo para Téq). Van Vleck, aparentemente incon -
formado com este resultado inesperado, reféz os calculos, juntamen
.'te com P.R, Heiss. Encontraram um erro no termo 1/T4 apresentado

em (2.5), qﬁe foi.modificado para 2365/4T4. Mesmo assim, continuou
nio havendo uma temperatura de Curie na aproximacio de 42 ordem
[36]. Este fato levou Van Vleck [4] a_afirmar que o método de ex
pansdo em sErie a altas temperaturas ndo tinha um futuro promissor,

Zehler [37], entretanto, onze anos mais tarde, retomou ¢ problema

e vérificou que Van Vleck e P.R. Weiss também haviam errado! 0
termo de 42 ordem & realmente 2445/4T4. Com este termo correto
obteve:

) .6 . (2) . 3) _ .1 (4)
ihhes s 18 cass 13 2265 1) -aes o)

esclarecendo assim o aharente mistério que envolvia os calculos de
Opechowski,

Brown e Luttinger [38] empregaram o metodo de expansio
a altas temperaturas, expandindo a suscetibilidade magnética em SE

rie de potencias de t = kT/J, para spin §, quaiqderi,

x = gfud 23]y 4 yen (2.8)
3t n=0 .
‘com
3 d An : guBh
TS a2 T g (2.9)

onde foi utilizada a mesma notagio anterior. 0s cinco primeiros

coeficientes, Bgs A soey Aa, foram calculados para redes bidi-
mensionais e para redes SC, bcc.e fcc., De posse da expressdo da
suscetibilidade ate 42 ordem (termo a4/t ), as temperaturas de
tran51gao foram ca]cu]adas para ferromagnetos com spins de 1/2 ate

3, para todas as redes mencionadas. Para ant1ferromagnetos naoc foi
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possivel, entretanto, obter as temperaturas de transigﬁb,.pois .
nesse caso, a suscetibi]idade tem um maximo finito na temperatu-
ra de transicdo e diferentes critérios utilizados para a locali-
zacdo do maximo conduzem a diferentes valores para a temperatura
critica.

| Brown [39] calculou o coeficiente a; de (2.8), melhg
rando a convergencia, exceto nas redes bidimensionais,

0s coeficientes atE~a6, inclusive, foram calculados

por Rushbrooke e Wood [40], para diversas redes uni, bi e tridi-
mensionais e para spins de 1/2 até 3. Cé1cu1aram as temperatufas
criticas para os diversos casos e os seus resultados s3o conside
rados padrao, exceto para spin 1/2. Para. este caso, hz um traba-
iho, em 1967, de Baker Gilbert, Eve e Rushbrooke [41], os quais
calcularam os 9, e, em alguns casos, os 10 primeiros coeficien -
tes da serie da suscetibilidade e do calor especifico. Ajustaranm,

tambem, o expoente critico da suscetibilidade

L 1,10 , TsT (2.10)

: ~ €
fs 2 (1 - T /Ty1e%3 SR

0 método de expansdo em série a2 altas temperaturas g,
em prinéTpio, ¢ mais preciso dos metodos de aproximacao que fo
ram desenvolvidos para calcultar propriedades termodinamicas  de’
sistemas descritos pelo hamiltoniano de Heisenberg. H3, porem,
grandé§ dificuldades envolvidas no emprego deste métddot Uma de
las @ a convergéncia lenta, oscilatdria, das temperaturas cri-
ticas, Assim, por exemplo, para redes sc com spin 1, a temperatu

ra critica, nas diversas ordens de aproximacao, & dada na Ref.

[40], por

e

i = s,0 5 1) = 5,187 5 13 25,0316 5 T(H) - 5,363
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185) = 5,6814 5 7(8) = 5,185

coﬁ a notagao uti]iiada na relagao (2.6). Apesar do_grande desen
volvimento das t&cnicas de calculo empregadas, a parte computa -
cional exiée um enorme dispendio de trabalho e de tempo. A publi
cagdo de autoria de Baker, Gilbert, Eve e Rushbrooke [41] repre
senta a sintese do esforgo concentrado, durante um perTodo de
tres anos, de pessoas com mu{ta experiEncia'no uso de tecnicas

cbmputacionais. Um trabalho deste folego s0 se justifica quando

€ voltado a problemas de amplo campo de interesse.
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2.4 Expansoes em Agrupamentos (clusters) a Altas Temperaturas

A expansao da fungao de particao em agrupamentos
("clusters") de duas ou mais particulas, a altas temperaturas ,
foi obtida por Strieb, Callen e Horowitz [42]. 0 objetivo que
estes autores tinham em vista era o dertratar _perturbativamenJ
té o hamiltoniano de Héiéenberg, expahdindo a energia livre em
agrupamentos ligados (“linked;clusters"j, de modo a obter aproxi
magoes em agrupamentos de duas ou tres pa}tTcu1as, semelhantes as
que sao discutidas na Secg3o 2.6 e no Capitulo 3, sem introdugao
de hipoteses ad hoc, tais como campos moleculares. Trataram 13
autores perturbativamente o hamiltoniano de-Hefséﬁbérg com campo

o> . -
externo h na direcao 2z :

. . - ) z
'i.,j : 1
escrevendo
H = Hd + v
H=E +L } ¥
. i
= - T . <2y . - 1T . -
3
= © o z
U'l = S S,I

Z.2
V=2 } Jy;[040; +§i.§j - sis3l
1]

~onde N & o numerc de spins e S & um parametro determinado  por

£

minimizagao da energia 1{vre, e definiram a energia livre pertur
bativa, F*, '
-BF* = - (BF -BFO)
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com

~BF = &n Tr exp(;BH) s - BFo = an Tr exp (-BHo)

Da comutagio de H, e V obtiveram

exp(-BHo)

~BF' = &n Tr [po exp(~BV)] 3 Py =
' . Tr[exp(-BHo)]

Em seguida, -BF' foi éxpandida em serie de agrupamentos ligados
("1inked clusters"), Na aproximacdo de agrupamentos de 2 spins-
considerando apenas a interagao de intercambio entre primeiros
vizinhos - obtiveram os mesmos resultados que se obtem com a
aproximagao de acoplamento cqnstante (Cap?tp1o 3), para spin
1/2. Calcularam, ainda, o caso da aproximagao déuagruﬁamento§ 
de tres spins, mas as temperaturas criticas obtidas nesta ordem
de aproximagao sao mais altas que as ca]culadas na aproximacao
anterior (agrupéméntos de duas particulas)}, quando, na verdade,
deveriam ser ainda mais baixas, se comparadas com as temperaturas
criticas obtidas por Rushbrooke e Wood [40]. E possivel que os
resultados, que eventualmente venham a ser obtidos, para a tem-
peratura critica, com agrupamentos de numero crescente de spins
oscilem assintoticamente em torno de um dado valor lTimite, mas
0 que sabe, com segﬁranga, g2 que os resultados em 3 ordem S30
piores que os obtidos em 22 ordem., Deve-se ressaltar, porem,que
os calculos envolvidos neste método de aprokimgio sao extrema -
mente elaborados. | |

Callen e Callen [43] estenderam o metodo anterior
para inpluirlinteragﬁes entre segundos vizinhos, na aproximacao
de agrupamentos de duas particulas, C§m o'objétivo de explicar
algumas prqp(iedades dos compostos Eu0, EuS, EuSe e EuTe, 0
que fizeram:cbm sucesso, Nesse trabalho foram desenvolvidos cal

culos detalhados para spin qualquer, o que levou os autores a
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afirmar que haviam generalizado a aproximagao de acoplamento cons
tante. . |

Callen e Callen [44], novamente, propuseram uma exten
sao da aproximacao de agrupamentos de duas particulas, para o ca
so de antiferromagnetos, com apenas duas sub-redes, de spin 1/2.
Mesmo ca]cu1ando com interacoes entre primeiros e segundos vizi
nhos, as temperaturas criticas -(de Négl) diferem apenas de cerca
de 10% das obtidas com a aproximacdo do campo molecular de Weiss
(Segao 2.6.1). Verificaram,0s autores, a existencia de um  anti-
ponto de Neel, espurio, (uma outra temperatura de transicao, mais
baixa), que n2o deve existir, para que a entropia ndo viole a 3

lei da termodinamica.

2.5 0 M8todo das Funcoes de Green

A discussao de propriedades termodinamicas de siste -
mas descritos pelo hamiltoniano de Heisenberg tambem tem sido fei
ta atraves do emprego de fungoes de Green a dois tempas e depen -
‘dentes da temperatura (FG)., Esta & a unica sistemst{ca-quea em
principio, n3o tem restricoes de validade, sendo aplicavel a al
tas, medias e baixas temperaturas. H3, entretanto, dificuldades
no calculo das FG, o qual sd se torna exeqiivel quando certas hi
poteses (desacoplamentog ad hoc sEo.feitas,'substituindo—se FG
complicadas por butras mais simples. Nao h3 nenhum critério geral
que discipline essas substitui¢oes, ao passo que os fesu]tados.dg
pendem drasticamente delas.

As FG normalmente empregadas, no estudo de proprieda-
~des de sistemas que apresentam magnetismo forte, sao as FG retar-

dada, G., e avangada, Ga' definidas [45] como
G.{t,t') = <<A{t); B(t')>> = -fe(t-t')<[A(t), B(t')]> (2.12a)
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Gatt,t') = <<A(t);‘B(t')>>a = ie(t'-t)<[A(t), B(t')]> {2.12b)

- sendo A(t) e B(t') dois operadores na representacao de Heisen -

'berg
A(t) = et p o~HE (2.18)

AR um operador na representagao de Schrddinger, e H o hamilto-
niano do sistema. Na definic3o das FG aparecem as médias estatis
tfcas

Z-l

<A>

Tr [A exp(-8H)] ,
com

- 2 = Tr [exp(-8H)]

-

B = 1/kT- ,
e a fungio de Heaviside
1, se t > 0
g (t) =
0, se t <0 .
Partindo da equagac de movimento de um operador na representa -
¢ao de Heisenberg
i (%) - [a(t),H] = A(t)H - HA(t) , 2.13)
dt
vefifica-se que as FG, retardada e avancada, satisfazem a eaqua

¢ao diferencial

i 4 <<A(t); B(t')>> =.6(t-t')<[A(t); B(t*)]> + <<[A{t),.H]: B{t*)>>

dt
(2.14)
Esta equagdo mostra que a determinagao de uma FG a dois operado
.res envolve o conhecimento de uma FG a mais de dois operadores:
o Ultimo termo do lado direito da relacdo {2.14). Em geral, a
equacao diferencial para uma FG com m opefadores contem FG
.com mais do que m operadorés. Résu]ta disto que, quando se

pretende calcular uma FG, a partir da equagﬁo_diferencia] que
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se obtém aplicando a relagdo (2.13) a FG, obt&m-se uma sucessao
infinita de equagﬁes‘diferenciais acopladas. Para i]ustfar as
.implicacbes deste fato na aplicagdo do método de FG a prob?emas
de m&gnetismo forte, pode-se tomar, como exemplo, a publicacao
de Tahir-Khelli e ter Haar [46]. Eles estudaram as propriedades
de um sistema ferromagnético de spins § tocalizados em uma rede
cristalina, com um campo magnetico P na diregao z, supondo o ha

miltoniano do sistema dado por {(2.11). £les escolheram

+ iHt .+ _~-iHt o x ' . oY
= = 5 . = t
A(t) Sg(t) e g S Sg i Sg s
onde gg = (S;, Sg, S;) € o operador de spin localizado na posi

¢ao g da rede cristalina. Definiram a FG
[ = + N | '
Gge(tst’) = << S (t); B (t')>>

deixando para especificar Be(t‘) numa fase mais adiantada dos
‘calculos. Reescrevendo o hamiltoniano (2.11) na forma
= . +e = ZeoZy z
H==-27 353 (515j + 5555) - ugh g S
1,3 '
pode-se verificar [47] que calculada a transformada de Fourier

da equacao (2.14), obtém-se

(E - ugh) Ggg(E) = =L e[5!, Bl> = 4 F 950 [6g;,(E) = 650, ()] 4

27 g i J9 ‘
(2.15)
onde, por def{h{gﬁo, |
oo
GgelE) =_E% I_w<<s;(0) st(0); B (t)>> ' Et at (2.16)

Vé-se claramente, em (2.15) e (2.16), que a equacao para a FG a
dois operadores, Gge(E), envolve FG a mais de dois operadores ,

G e G, . Para resolver a equagdo (2.15) Tahir-Khelli e ter

gje Jge®
Haar propuzeram a sequinte substituigao



<<S; ;; Be>> : Eii’f5;>,<<5;i39>> : = <Sz><<5;;Be>> - - (2.17)
~admitindo, adicionalmente, que o valor medio estatTstico <S;> nao
‘depende da particular posigcao g da rede., Efetuando-~se a substi-
tuigao (2.17) em (2.15), resulta:

| 2 _ 1 + z
(E - ugh = 49 <S >)Gge(E) g <[sg, gé]>-.4<s >§ Jjgaje(s)

{2.18}

com

Jy = 2 Jjg .
k]

A equa¢ao acima nao envolve FG a mais de dois operadores, o que
gignificé que nao existe mais uma sucessdo infinita de equagdes
acép]adas. Bs substituigbes que,_como (2,17}, permitem deéacopTar
as equa¢bes, da-se o nome de desacop1amentos("decoup1ings"). 0
desacop1aﬁento contido em (2.17) @ conhecido como Random Phase
Approximation {(RPA}. A equagdo (2.18), obtida através do desaco -
plamento RPA, pode ser resolvida [50] , apds uma escolha convenien
te de B, obtendo-se, como consequencia, as funcoes termodinami-
éaé desejadas.

A situagdo, que acaba de ser descrita, € tipica. To
dos os calculos com FG envolvem um desacoplamento que influi dras
ticamente na qualidade dos resu];ados. Assim, Bogolyubov e Tyablji
kov [48] (spin 1/2) e Tahir-Khelli e ter Haar [46] (spin qualquer),
empfegando desacoplamentos R?A,_obtiveram resultados .apenas razoa
veis para a magnetizagao a bﬁixas temperaturas, quaﬁdo comparados
com os resultados rigorosos de Dyson [49] obtidos atraves de cal-
culos da interagao de ondas de spin. Por outro tado, esses mesmos
autores calcularam temperaturas &é transigﬁd bastante boas, bem
proximas as de Brown e Luttinger [38], obtidas com expansoes a
altas témperatu}as. Callen [51], com um desacoplamento mais elabo’

-rado, que visava melhores resultados tanto a altas, como a baixas
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temperaturas, obteve bons resultados para a magnetizacao a bai
xas temperaturas apenas'para spins maiores ou iguais a 1. Para

. $=1/2 o resultado obtideo € ainda pior que o de Bogblyubov e
Tyablikov [48]. Para a temperatura de transigio obteve ele valo
res altos demais, para qualquer spin, Dembinski [52], objetivan-
do melhorar os resultados para S = 1/2, propos um outro desaco -
plamento que produziu uma boa magnetii;gﬁo-a baixas temperaturas -
e uma temperatura de transicao igqual 3 obtida com RPA, mas ape-
nas para S = 1/2, Coutinho e Fittipaldi [53]_estudaram dois aco-
plamentos diferentes chegando a obter, no trabalho mais recente,
e para spin 1/2, bons resultados para a temperatura de transicao
& para a magnetizacao a baixas tgmperaturas; mas as enernias re
ﬁorma]fzadas das ondas de spin ndao apresentaram o comportamento
cﬁrreto a baixas temperaturas [54].

0 panorama acima evidencia que o metodo das FG apre-
senta ainda brbb]emas tecnicos fundamen;ais, ja aue nenhuma das
jnumeras tentativas realizadas produziu um desacoplamento Unico,
em_‘ig ordem, que permitisse obter bons resultados para qualauer
spin e para qualquer temperatura. Existem também; desacoplamentos
feitos em 22 ordem [55]. Destes, o de Cooke e Gersch [13], vEli-
do.para spin arbitrario, produi bons resultados para $ = 1/2, com
temperaturas de transigao com precisao comparivel as de Rushbrooke
e wpod.[40]..05 calcutos,porém, s3o extremamente elaborados.

H3 um niimero relativamente grande de pubTicacdes em
que © metodo das FG € aplicado a ferromagnetos com anisotropia
uniaxial, descritos pelo hamiltoniano (2.1). Aparentemente, o
primeiro autor a fazer esté estudp foi Narath EBﬂ,que calculou a
temperatura de Curie dos ferromagnetos Cr13 e CrBr3, usando 0
hami]toniano (2,1), modificado pela introducdo de duas constan -

tes de intercambio entre primeiros vizinhos, devido 3 estrutura
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desses cristais. Utilizou Narath o desacoplamento RPA para as FG
provindas dos termo$ de intercambio do hamiltoniano, Para as FG
devidas a0 termo de anisotropia utilizou ele um desacoplamento
que équivaTe a substituir. |

(sZ2)2 » <5Z557
no hamiltoniano, o que & altamente criticavel. Mesmo assim, obte
?e excelente concordancia com os valores experiﬁéntais para as
temperaturas de transicao, tendo utilizado, para as integrais de
inferc&mbio, para a anisotropia e para o fator giromagnetico, va
lores obtidos de experiencias realizadas em baixas temperaturas.
Em conseqliencia disto, os bons resultados obtidos ndo permitirém
concluir que as aproximacoes efetuadas foram boas. -

'Dois anos depois da publicacdo dos calculos de
Narath , Lines [56] propos um outro desacoplamento para as FG
devidas ao termo de anisotropia uhiaxia1, tendo em vista que 0
eféito da anisotropia obtido por Naratﬁ e dez vezes maior que o
calculado com a aproximagao do éampo molecular (ACM). .Lines obte
ve, realmente, temperaturas de transigao, em fquﬁo da anisotro-
pia, intermediarias entre as de Nérath e as da ACM. Para aé FG
devidas aos termos de intercambio utilizou o desacoplamento RPA,

Murao e Matsubara [57] voltaram a utilizar o desa-
cop1émento RPA, mas adicionahdo um outro termo anisotropico,
'E[(Sx)z_- (Sy)zj, ao hamiltoniano (2,1), para Spfn 1, Mo caso
E=0,D#0 (anisotropia uniaxial), tanto a magnetizacio como
a temperatura critica diferem-pouco das obtidas com a ACH.

Uma Eontribuigﬁo importante ao estudo do problema
~em pauta e aquela devida a Devlin [58]. Ele mostrou que ndo e
necessario desacoplar as FG que teém origem no termo de anisotro-
pia, podendo-se trata-las exatamente, As FG devidas aos tefmos

de intercambio, porem, tiveram que ser desacopladas. Para $ = 1,
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obteve ele temperaturas criticas, em fung3o da anisotropia, prd
ximas das de Lines [56] e magnetizacio, em funcio da anisotropia
e da temperatura, comparaveis com as que sao calculadas com a
aprokimaqio de campo molecular. |

‘Haley e Erd0s [59] desenvolveram um formalismo de
operadores matriciais e o aplicaram ao problema em discussao,
argumentando, para justificar a nova.tentat1va, ‘que o0s trabalhos
énteriores haviam produ;idos resultados discrepantes. Utilizaram
FG e aproximacoes que, no caso isotropico (D = 0), reproduzem os
resultados de Tahir-Khelli e ter Haar [46]. N3o analisaram, po
rem, em detathe, os resultados para D # O,

Tanaka e Kondo [60] voltaram-a utilizar o desacopla
mento RPA para as FG provindas dos termos de intercimbio e a tra
tar, de maneira exata, as FG geradas pelo termo de Yosida. Efe
tuaram eles. calculos para spin qualquer, restringindo parte de
les para § =1, nao deta]hando, entretanto, os resultados.

Duda e Puszkarski [61] complicaram um pouco a parte
anisotropica, introduzindo um termo do tipo B Z(S{)Z. Desacopla
ram todas as FG, inclusive as oriundas dos term;s anisotropicos,
usando RPA para as FG provindas dos termos'de jntercambio. _

| Tanaka e Kondo [62] voltaram a apresentar algoritmos
para trétar. de maneira exata, as FG originadas pelo termo de
anisotropia, |

‘Hengeltraub, Tenan, Ramos e Algérte [63] analisaram
o problema para um modelo de dois spins, caso em que ha solucao
exata. A conclusdo obtida foi que, para se melhorar os resulta -
- dos, & necessario desacoplar bem as FG oriundas do termo de  in
tercambio do hamiltoniano, o que nao se sabe fazer de maneira
geral e ampla, como ja foi indicado anteriormente, pois os desa-

coplamentos em 12 ordem s3o baseados em argumentos intuitivos ,
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nao justificados a priori. Conclui-se que, apesar do razoavel ni-
meto de publicagdes existente, nio se pode afirmar que as proprie
dades termodinamicas de um ferromagneto de Heisenberg, com ani
SOfropia uniaxial descrita por um termo de Yosida, tenham sido sa

tisfatoriamente estudadas atraves do metodo das FG.

V'

2,6 Teorias de Campo Efetivo

2.6,1 - Introdugdo

As teorias de campo efetivo tem sua origem no modelo
proposto por Weiss [2], o qual ja foi apresentado, na sua formula
q%o'originai, cﬁEssica, na Secgao 1.1. A versio quantica desse 'mg
delo consiste em se efetuar uma aproximacao no hamiltoniano de
Heisenberg, e @ exposta na sub-secao 2.6.2. As sub-ﬁegaes seguin
tes, ate o fim deste Capitulo, ﬁontEm aperfeicoamentos da aproxi-
magao do campo molecular de Weiss. A aproximacdo de acdeamento
cbns@ante, que também pode ser pensada como uma aproximagao de
~ campo efetivo, sera apresentada no Capitulo 3, por duas razdes:
& a aproximacao que foi escolhida, neste trabalho, para.ser
aplicada ao hamiltoniano (2.1) g & uma aproximag¢do que tem uma

fundamentagao solida em mecanica estatistica quantica, ao contra-

rio das apresentadas nesta Secao.

2.6.2 - Cémpo Molecular de wéiSs

A aproximagao de campo molecular de Weiss (ACH), se-
gundo Van Vleck [4], foi proposta por Stoner [64]. Ela se aplica
ao hamiltoniano H, do spin i, que € obtido de {2.11) :

‘;' R . | .'-— z : . ‘

Hy = =2 3., g by §J. gughsy . o (2.19)

34



Em essencia, a ACH consiste em desprezar as correlacgoes instanta

- neas entre os spins, o que e -feito, formalmente, escrevendo

z _
onde <§j> e o valor médio estatistico de §j. Na aproximacao em

que s3o levadas em conta apenas as interagdes isotrdpicas entre o

spin i e seus z primeiros vizinhos, a relagdo (2.20) toma a forma

H.

i -2z §1..<§J.> - gugh ST, (2.21)

H

H.

Z
; -[220 o + gugh] Sj . (2.22)

tendo~se feito a substituigao de Jij por_J.,porqug,_para intera -
coes isotropicas, a constante de intercambio Jij'independe de j,

e, além disso, a invariancia por tfans?agio no cristal impde que
ela ndo dependa do ndice i. Na passagem de (2,21) para (2.22) fo
ram feitas,ainda, as hipGteses de que o valor médio <§j> nio de
pende de j ——.E 0 mesmo para todos os spins do sistema — e que

<§j> estd orientado na direc3o do eixo 2z, sendo g = <$%>, Pode-se

escrever, de (2.22), que

. . z
e = h + 222 = h 4 an S (2.24)

guB
sendo He_o campo molecular de Weiss e M = 'NguBo, o momento magn§

tico do sistema de N spins. A constante de Weiss A & definida por

2z4J

A= Rl (2.25)
Ngz ug
‘Notéfse que, supondo como na Secdo l;i, A = 7,000, N =6 x 1023'
spins/mol, g = 2, up = 19-20 erg/gauss e z = 6, tem-se J = 0,leV.

Uma estimativa melhor serd feita mais adiante, a partir do valor

da temperatura critica.
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b

0 hamiltoniano H;, dado por (2.23),e facilmente dia

' gonalizavel, sendo seus autovalores as energias

Em = ~gup He m 3 m= =S, -S+1,..., +S, (2.26)

" onde (3.)% = S(S+1). A fungdo de particdo do spin i & obtida en

tio, de (2.26):

4

L +$ :
Z = Tr exp(-gH;) = ) exp(Bgug H,m)
m=-3
senh[(2S+1)x/25]
L= H x = Bgug S He 3y B = 1/kT (2.27)

senh[x/2$]
bestando, para isso, utilizar a formula que da a soma dos termos
‘de uma progressioc geometrica [65]. Da energia livre F = -{1/8)2nZ
obtém-se
a = (1/gug) (3F/3h) = SB.(x) (2.28)

sendo Bs(x) a fungap de Brillouin

- Bg(x) = 25+] coth 23l . 1 coth <. {2.29)

2S - 2S5 - 25 . 25

0 momento magnetico M = Ngugo g2 obtido determinando-se os valores

de © que satisfazem simultaneamente as equagoes

o SBS(£)

(2.30)
x/2208S - gugh/2zJ |

g

onde B figura como um dos parametros. A Fig.ll, do CapYtulio 1, apre
senta graficos de o(T)/o(0) para S = 1/2 e 1. Para temperaturas
elevadas, proximas da temperatura. de transigao Tc' espera-se que

¢ =0, se h = 0. Neste caso, usando-se a relagdoc [65]

coth z = 1y * oiee szl <m0,
z ' _

z
3
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obtem-se
2 .
B(x) = (25+1)°-1
x>0 3(25)°
que, substituida em (2.28), permite escrever
2zjo )
9113_

O F e X = e BguB S(ll'l- . (2.31)
-3 !

Desta expressao calcula-se facilmente {se h # 0, h = 0)

gup S(S+1}/3 '
g = h T=Tceh=0.
kT - 2zJS({S5+1}/3

s

A suscetibilidade magnética &, para h = 0,
s Nouf s(s+1)/3 | |
= NguB-—-= . N (2.32)
_ h kT - 2z JS(5+1)/3

x =

- |=

podendo ser reescrita,mais sucintamente, como

N
T-8
C w22 Y
¢ = Ng%ul S(s+1)/3k (2.33)
; 6 = 220-S(S+1)/3k . - -~

A relacdo (2.33) evidencia que, para T = 0, a suscetibilidade magng
‘tica n3o & definida, o que significa que h3 uma transicido de fase
na temperatura {critica)

T 6 = 22JS (S+1) ;

s 3k b

A mesma temperatura critica, T_ = 68, @ obtida fazendo-se h = 0 em

c
(2.31). A expressao {2.33) para a suscetibilidade magnétita descre
- ve bem 0s resuTtadps experimentais, mesmo para metais ferromagne-

Eicos. em témberaturasac{ma da_de trénsiqﬁo [4,12]. As temperaturas
"crﬁtiﬁas, dadas_por'(Z,BQ) s3o, entretanto, altas demais, como mos

tra a Tabela 1 para S = 1/2.
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Rede _(chfﬁAC” (ch/d)EAT
s.c, 3,0 1,68 ¥ 0,01
b.c.c. 4,0 2,53 ¥ 0,015

Tabela 1: Temperaturas criticas na aproximacao do campo molecular
de Weiss (ACW) e no método de expans3o a altas tempera-

turas (EAT), Ref, 14, §=1/2 .

0 calor especifico magneético,a campo externo nulo,
calculado na ACYW, também descreve, de maneira grosseira, os resul

tados experimentais, De fato, a energia‘magngtica do sistema de N

sbjhs e,

U = g <H:;> = -NzJo <S€> = - Nz ¢ czl , (2.35)
e dela obtém-se o calor especifico magnético

1 2Nz J o 29 | (2.36)

9T 3T
" que se anula para T > T, (pois o = 0) e para T = 0 K (onde a fun

¢ao o(T) tem um maximo)

-
mol.K
CdCly
¢ . 20 |-
Wk . |
20 ' . U ¢ | Cuk Tl 2020
ioF g3 1 r
Ref. [66] Ref. [67]
0 05 1o - '
T/Te X A 1 ) I

_ k0 s 20 25 307K
Fig. 2.1 - Calor especifico mag - Fig., 2.2 - Valores experimentais

netico na ACW. _ para o calor especifico magneti-
| . co. B '

- _ ' 38



A comparacdo entre as Fig., 2.1 e Fig. 2.2 mostra que a ACW nao re
produz os valores nEo.nulos, obtidos experimentalmente,do calor
especifico magnetico acima da temperatura de transigao, Isto e
uma conseqiiéncia direta da aproximag?o feita na passagem de (2.19)
para (2.20) e que corresponde a desprezar as correlagGes entre pa
res de spins primeiros vizinhos, Note-sg que & em conseqliencia
desta aproximagdo que U & proporcional a o2 e que, partanto, C @
proporcional a ¢, Sera visto, nas proximas sub-secoes deste capi-
tulo;.qde o calor especifico e diferente de zero, acima da tempera
tura de transigﬁo, quando a correlacao entre pares de spins pri
meiros vizinhos & considerada. Deve ser enfatizado, finalmente,

" que embora a relagdo {2.34) determine temperaturas de transigao
altas demais, os valores de J obtidos est3ao dentro de limites ra

zoiveis. Assim, no caso em que g =2, z =8, S=1¢ k = (4/3)10'16

erg/K obtém-se T_ = (8x10'6

rio  J =1014 erg = 6 x 10

J)K Pode-se dai observar que & necessa
-3 eV, valor bastante razoavel, para
que:se tenha T = 800 K. |

. A ACW pode ser fac11mente ap11cada ao ham11t0n1ano
(2.11}. Entretanto. deve ~se observar que, neste caso, ela nao con

siste numa simples linearizag3ao do hamiltoniano. De fato, escreven

do-se o hamiltonianoc do spin i, a partir de (2.1 ),

Hy = =20 3.0 53 - p(shH? - qughs? (2.37)

J
¢ linearizando-o, de maneira analoga 3o que foi feito na obtengao

i J

de (2.20), obtem-se

- - z _ z _ z
H,i = =22 Jo Si Do Si guBh Si

z ' ' o : \ .
<Sj> = <S§> . Pode-se reescrever este hamiltoniano na

com ¢
- forma’

Hy = -220'0 5% - guph S5 5 9" = 9+ D, (2.38)
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0 que evidencia que {2.20) e (2.38) diferem apenas pela mudanga
ne valor da'constante“de intercambio. Para que este resuitado tri
vial ndo seja obtido, e preciso tratar o termo em D de maneira
exata; o que & possivel fazendo-se a ACW apenas no termo de inter

cambio:

- z _ z,2 | z ’
Hy == 2z J oS5 - D(S§) gugh S5 (2.39)

0s auto-valores de H, sdao, entdo:

E.i = _(22 lJG + guBh) m - D mz ; m = -S. -S+1,.-.,+S,

e com eles & possivel calcular-se a fungao de parti¢do, sendo que,
neste caso, nao existe uma formula fechada.'AIgumas-bropriedades
tekmodinﬁmicas — & temperatura de.transigﬁo, a éuscetibi]idade

- magnética e o calor especifico ~—, calculadas a partir de (2.39)
para $ = 1, s3o0 apresentadas no Capitulo 3, onde sdo comparadas
com os resultados 1a obtidos. Observa?sé que na ACW a anisotropia
tem muito pouca influéncia nos resultados. '

Para finalizar esta sub-segdo, deve ser mencionado
que E.R. Callen [68] estudou 3 variagdo da temperatura de transi-
¢ao com a dire¢do de magnetizagio em um ferromagneto de spin 1,
descrito pelo hamiltoniano (2.1), com anisotropia uniaxial, usan-
do a'Acw; A aproximagio @ grosseira demais para se poder utili -

zar 0s resultados por ele obtidos.

2,6.3 - 0 Método de Oguchi

~Procurando levar em conta a correlacao entre spins ,
‘,ngchi [69] considerou, de maneira "exata", a interagdo entre dois

spins, primeiros vizinhos, escrevendo o hamiltoniano

Hi2la - 29 $,.8, - gup Hye (ST + sZ) (2.40)
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EHERS e

U= <H>

com

Hef

= h + 2{z-1)J 2, (2.41)

QIJB_

{ver Ap@ndice 2), sendo oum campo magnetico ap?icadb na direcao

L do eixo z.

A magnetizagdo, por sua vez, & proporcional a <S$%>

d‘qual & dado por

. Tr[(5§f+ s;) exp (-8 Hsg)]

L 2 z -
| st = esT e sp =g (2.42)

Tr [exp(-8#{2))]

;-prnduzindo uma equacdo implicita para <S%>, pois este Giltimo apg
E}rece'em Héf, dado por (2.41), e, portanto,'em'Hgﬁ); dado por - -
*i(2.4°)- Nio & diffcil calcular o traco em (2.42), se a represen-
f‘tagao das auto-fungdes simultaneas de §2 §2 e de (§ + § 3
f;ut111zada.As-temperaturas cr1ticas, nas quais <$%> dado por
; {2.42) se anula, sao, entretanto, altas demais: diferem apenas
;_de 2% a 5% das obtidas a Acw,lpafa estruturas cubicas. 0 caior

l_espechico magnegtico, calculado nesta aproximagiq, nao se anula

¥ péra temperaturas acima da de traﬁsigﬁo. Para spin 1/2-costﬁma -

. se definir o parametro de ordem de curto alcance t por

T ;_4f§].§2> . ' C o (2.43)

Comcampo magnetico externo nulo, a energia interna do sistema de

spins, com interacao de intercambio isotropica entre primeiros

vizinhos, & dada por:

[ (1)

<-2J T .85 = -2 <$..8.5 =
' '<i§j> vl <1§j> v

-o#f

-aJ <38, = - N2d o, (2.48)
4 ‘ .
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lembrando que existem Nz/2 pares de spins primeiros vizinhos, T
ndo & constante para temperaturas acima da de transigdo, como mos

tra a Fig. 2.3, de

1or—--
o

o Fig. 2.3 - Variacdo do parame-
tro de ordem de curto alcance,
T = 4<§].§2>;'c0m a temperatu-

ra, Ref. [12].

AT

modo que o calor especifico C = 3Y/3T, que e proporciona1-a 31/03T7,
nao se anula para T > Tc' Esta e, na verdade, a Unica diferenca
importante entre a aproximacao de Oguchi e a ACH,upqis a magneti-
zagcdo @ quase identica nas duas aproximagoes, o'meémo ocorrendo
~com a suscetibilidade magnética. |

A aproximagdo de Oguchi foi aplicada por Cocper [70],
a0 hamiltoniano de Heisenberg com anisotropia uniaxial, descrita
.pdr termos de‘Yosida, no casoc antiferromagnético. Estudou ele um
sistema de spins1 com o parametro de anisotropia, D = 2; 5 J,
bastante grande, Obteve diferencas de cérca de 1%, para T/Tt =0,8,
entre a magnetizacao ca1cu1ada na ACW, com D = 0, e a calculada
na aproximagao de Oguchi,.com D = 2,5J, Para outras temperaturas
estaldiférenga @ ainda menor. A temperatura critica,calculada na
aproximacdao de Oguchi,com D - 2,5J,(ch/J = 11,24), quase nao di
fere da obtida na ACW (ch/J = 11,42} com_mésﬁo valor de D.  Con
clui-se pois, que a aproxima¢ao de Oguchi eaACW, que praticamente
ddo resultados identicos no casoc isotropico, também nao dao resul
tados muito diferentes quando aplicadas ao caso em que ha aniso -

tropia uniaxial descrita .por um termo de Yosida.
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2.6.4 - A AproxfmagEo de Bethe-Peierls~Weiss

A aproximacdao de Oguchi, se por um lado tem a virtu-
de de reproduzir o andamento do calor especifico a altas tempera-
turas, por outro lado & inconsistente. De fato, considera ela de
maneira "exata" apenas um par de spins primeiros.vizinhos quando,
em geral, n3o ha um critério que permita individualizar o dito
par. P.R. Weiss [71] propos uma aproximagdao em pares na qual esta
inconsistencia nao aparece. Na realidade o estudo de MWeiss foi pu
blicado sete anos antes do de Oguchi) . |

_ A aproximagio de Weiss baseia-se em t&cnicas utiliza
das por Bethe e por Peierls [72] no estudo da transicdao ordem- de

sordem em ligas binarias., Weiss considerou a interacdo "exata" en

tre m + 1 spins de um grupo formado por um spin "“central" §0 e
seus m primeiros vizinhos §], §2,...,§m ,
_ _ z _ z '
Hop = -2 '50.'§T qugh 52 - gugh,s% o (2.45)

‘§ = §] +.§2 + ... + 8

T m

> - . R . >
onde h0 0 campo magnetico externo na direcao do eixo z, € h1 a

soma. de com o campo medio produzido por todos os outros spins

-+
o

nao pertencentes ao grupo de m + 1 spins escolhido. 0 campo 31 e

determinado impondo-se que
.<Sg> =_<S§> 3 =1, 2,,.., m s

ou seja, que o momento ﬁagnético médio seja o mesmo para todos os
m+ 1 spins do grupo,.

Este metodo de aproximagao e muito mais traba]hbso
que todos os outros metodos de campo'efetivd, tanto os ja discuti
dos, .como a aproximagao de acoplamento constante, que & apresenta

da no CapTtulo 3. A dificuldade de calculo esta na diagonalizacdo
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do hamiltoniano_ (2.45), a qual € muito mais trabalhosa que a

correspondente operagiao nos outros casos. OImEtodo, porem, produz
;'\temperaturas de transigao comparaveis as que se obteém com a apro-
ximagao de acoplamento constante,que s3ao as mais precisas que se
consegue com teorias de campo efetivo. Também, o calor especifico
apresenta uma ordem de curto alcance e a temperatura paramagneti-

.

ca (8 T =0, quando se calcula, a altas temperaturas, 1/y= T - 9)
5% mais alta que a ferromagnética (na qual a magnetizagﬁo-a cam
po nulo.se anulta) quando calculados na aproximagao em pauta, para
spin 1/2. Estas sao caracteristicas experimentais, que s3ao tambem
obtidas com a aprbximagio de acoplamento constante, mas nao com a
ACW.. 0 metodo, .poreém, apresenta uma caracteristica que Strieb,

Callen e Horowitz [42] classificam de catastrdfica, ou seja, exis

te um anti-ponto de Curie: a baixas temperaturas o sistema deixa

de ser ferromagnetico, o que viola a 32 lei da Termodinamica.
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cApPTITULO 3

A APROXIMACAOD DE ACOPLAMENTO CONSTANTE

3.1 Introducao

s

A aproximagio de acoplamento constante (AAC) tem uma
histdria curiosa. Van Vieck [73], no "Colloque International de
Magnetisme" de Grenoble, em 1958, apresentou uma resenha dos pro
gressos realizados, na teoria de magnetismo localizado, desde 0
Coloquio anterior, de 1950, até aquela data. Entre as aproximacoes
para o hamiltoniane de Heisenberg apresentou ele a AAC, desenvolvi
dé por Kasteleijn e Kranendonk [74], a partir de um método de apro
~ ximagao aplicado por Fowler e Guggenheim [75] na determinacao das
propriedades de um sistema de Ising. Em seguida & exposicao de Van
V1eck, houve um debate, aberto por Kikdchi, que afirmou que os re
sultados de Kasteleijn e Kranendonk haviam sido obtidos\antériormeﬂ
te por Yvon, Kikuchi e Nakamura. Aparentemente Yvon [76] desenvol=-
veu um método de expansao em agruhamentos,'seme]ﬁante ao de'Strieb,
Callen e Horowitz [42] , tendo obtido, na éproximagio de agrupa -
mentos de dois spins, para spins 1/Z em diversas estruturas crista
linas, og mesmos valores para a temperatura critica que Kasteleijn
e Kranendonk, De acordo com Kikuchi [77] , o método de Nakamura
[78] e a AAC s3o identicos. Estudando Uma-rEdé cristalina de N.ato
mos, com uma camada s (inéomp]eta) com apenas um eletron | por
atomo, Kikuchi [77] verificou a coincidéncia dos seus resultados
~para as propriedades termodinﬁmicas,_com os da AAC ép]icada ao ha
miitoniano de Heisenberg (com J > 0) com spins 1/2. Em seu traba-
tho ele admitiu gque os eletrons tém apenas interacgoes coulombianas

e tomou, como parametros, as probabilidades dos quatro auto-esta -
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do; da componente 2z do spin total de um par de eletrons ligados
a Stomos primeiros vizinhos, Calculou, entd3o a energia livre do
sistema de eletrons, usando uma aproximacao que havia desenvolvido
para tratar um ° sistema de Ising, Em seguida, ele determinou os
quatro parametros impondo qua a energia livre fosse minima em re
lagdo a cada um deles. Resultados idEnticos_aos da AAC s3o também
obtidos, para o modelo de Héﬁsenberg com intercambio isotropico,
cﬁm a aproximacgao em_agruﬁamentos de dois spins de Strieb, Callen
e Horowitz [4Z] e com uma teoria de campo efetivo desenvolvida
por E1Tiot e Marshall [79], que foi empregada, por Elliot [80] ,
no estudd de ferromagnetos, acima da temperatura de transicao. Re
cgﬁtemente, saville [81] usou a AAC no cilculo de momentos para
estudar o espalhamento Raman a dois magnons em Nin. Finalmente ,
cumpre notar que Kasteleijn e Kranendonk [82] estenderam a - AAC
para antiferromagnetos de Heisenberg de spin 1/2.

Na Secao 3.2 & desenvolvida a teoria gera]-dé AAC,
~para o hamiltoniano (2.1 ), que g apiicada ao caso de spins 1 na
Secao 3.4. Trata-se, na realidade, de uma extensido da AAC feita
para se poder adicionar, ao hamiltoniano de Heisenberg, um termo
de Yosida e para tratar o caso de spins 1. (Para spins 1/2 o ter
mo de Yosida & constante)., Ha uma aproximagdo mais grosseira, tam
bém devida a Kasteleijn e Kranendonk [74], — que serid referidé
como aproximagao de primeira.orqem (AP0) — que, quando utilizada
para calcular bropriedades de.ferromagnetos, descriﬁos pelo hamil
toniano de Heisenberg isotropico {1.11), da os mesmos resultados
que a ACW, da Secao 2,6.1. Ela tambem foi proposta apenas para
spins 1/2 e sera estendida para qha]quer valor dos pins, na Secao
3.3. Esta extensdao & essencial pafé que se possa também generali-

zar a AAC para valores arbitrarios dos spins.
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3.2 Teoria Geral da Aproximaciao de Acoplamento Constante

Nas teorias de campo efetivo comega-se sempre fazen-
- do alguma aproximacdo no hamiltonianoc de Heisenberg, A aproxima -
¢ao de acoplamento constante, por seu lado, consiste de uma apro-

ximagdo feita na matriz densidade p

1

Z°' exp(-gH) ,

°
]

-(3.1)

N.
[

Tr exp(=8H) = E exp(-BE,)
correspondente ao hamiltoniano (2.1 ):

‘H= -2J <1§J>§ § - gugh § s - % (s§)2
onde <ij,j> indi;a pares de spins primeiros vizinhos. A soma em k;
na expressao (3.1) paré a fungao de particao Z, & feita sobre to
dos os auto-estados de H. Devido a comutacao do operador Z S? ,
componente z do spin totdl, com o hamiltoniano (2.1 ) (verlApéndi
ce 3),‘pode-se agrupar os auto-estados de H segundo cada um dos
ZNs + 1 auto-valores daquele operador,. sendo §§.='s(§+ﬂ), : com
i=1,2,...,N. Define-se o parametro de ordem de longo alcange a
por:- ‘

o= M » mo= =Ns, -Ns+1,,,.,Ns (3.2)
Ns:

que sera usado em 1ugar dos auto- va1ores m. A fungao de part1gao,

dada por (3 1), pode ser escrita como
2= ‘2. , (3.3)

com ¢ percorrendo todos os valores dados em (3.2), sendo

"o fixo ' : ' o
Z, = ) exp(-BE, ) (3.4)
a fun¢3o de partigdo restrita ao grupo de auto-estados do hamilto

niano (2.1 ), com auto-valores E » que tem o mesmo auto-valor
| . ]
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m= Nsg de I S:} Em lugar de se tentar obter a fungao de parti -
gao Z, diretimente, serd calculada a energia livre, ou, o que @ a
mesma coisa, &nZ. Para isto usa-se a aproximagao usual

enZ = enZ- (3.5)

sendo g o valor de ¢ para 0.qual £nZU &€ 'miximo, no limite N+=

Derivando-se Z, 4,44 por (3.4), em relacio a 8

obtem-se

3% -1 cfixo
;E_ Z0 = ZU E (-Ek) exp(-Ek) = -t , (3.6)

‘com Eo representando o valor medio do hamiltoniano (2.1) , calcuy

lado com os auto-valores Ek correspondentes a auto-estados si -

multineos de H e de £ S* que tém o mesmo auto valor m = Nsg. In-
i
tegrando a equa¢ao (3.6), como e h fixos, obtem-se

8
in Z_ = - f E d8" + &n glo) , (3.7)
o © _ ‘ :

tendo-se representado o numero de estados com o fixo, e com
B = 0(T=+=)}, por g(c). Na Secao 3.3 g(o) & calcutado explicitamen
te para spins s, e verifica-se que, alem de o, ha 2s - 1 parame -
tros termodinamicos na expressao de g(o). As equacoes (3.5) e (3.7}
permitem, em principio, que se calcule £&nZ, desde que se tenha a
expressao de EO; Para se obter este valor medio, com a2 metodologia
da AAC,é necessario demonstrar o teorema enunciado a segquir,

Se @ & um operador do tipo

= ¥ afé) o . (3.8)
<i,j> " |
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onde 9(2) é um cgperador definido para as posicoes i e J da rede,
ij
sendo a soma feita apenas para pares de primeiros vizinhos, en -

tao vale a relagdo

=

=

Irt foa] | Nz g (20p(2) y (3.9)
Tr' o 2

Na expressao {3.9), Tr' e o-traco ca1tu1ado em um grupo de esta -
dos tem o mesmo valor de o; p € dado por (3.1);

p(z) exp ( - BHQ )'

Tr exp («BHE)
(3.10)

o2) - o(2)
12

sendo, ainda, z o numero de primeiros vizinhos. No Apendice 4 a
demonstrada validade de (3.9) com

; © fixo

(2) = '
<m1 mylot=/ fmimy> = Em : <m]m2m3...lep|m1 o 3...m >
g 34N
(3.11)
onde
!m1m2...mN> E ]m]>|m2>...|mN> | (3.12)

z _ .
Silmi>- milmi>

"Tambem, no Apendice 4, mostra-se que uma forma plau -
sivel para H, €
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Hy = -2B,5,.%, - 2ugA, (S]+s7)- 232[}s§)2 + (sg)zJ - 2A,5755
o (3.13)

::sendo os coeficientes A e B fungoes de B e o que, em principio,

. podem ser'ca]culadas a paftir de ﬁ3.11), mas que — no eSp?rito-da

. AAC — sao tomadas como parametros. A aproximagao de acoplamento

. constante consiste em admitir que

D ' :
B] = J 3 A2 = 0; 282 = 5 s (3.14)
sendo- que A] g determinado impondo-se que a energia livre seja

minima com relagdaoc a o, No trabalho de Kasteleijn e Kranendonk 74]

nao aparece o parametro B, porque, para spin 1/2, tem-se
L 2,2 z ' o
-28, {(s]) " (52)2] = -B, = constante .

Com a escotha (3.14) tem-se: =

- . _. z zy _ D z\2 2,2
He = -2J §].§2 ZHBA](S1 + 52) 5 {(S]) +(55) ] .

‘ {3.15)
Note-se que, de (2.1 ),
H o= CH.. L . (3.16) -
<i§j> 1
' 2u,h '
= B z z D z z,2
;. o= S, - ~ + 8%2) - Z : ,
iy = =29 3.5, — (5] +s)) - - [(51)f (S

tendo-se dividido por z, o 22 e o 39 termos, porque, ao se somar

0s pares, cada spin & contado z vezes. Tem-se, de (3.6) e {3.9):

E - Ir' [oH] . ¥z p, [?(Z)H(Z?]', | (3.17)
- Tr'p 2
com '

w(2) = K (3.18)

12

‘sehdq_H12 obtido de Hij’ dado por (3.16), fazendo-se i = 1e
je 2, Em (3;#7), p(z)‘é dada por (3;]0)”e (3.15). Assim, a equa

.

gao (3.17) permite calcular Ed que, substituido em (3.7), determi
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ha ¢nZ , se g(o) & conhecido. 0 pardmetro A, & finalmente obtido,

impondo-se que

07 =0 . | (3.19)

ac ©
Com 2nZ- escolhido pela imposigEo.(3.19) tem-se, de (3.5), a expres
sao para &nZ. .
Kasteleijn e Kraneridonk propuzek&m este metodo de
aﬁroximagﬁo em duas etapas, sendo a 22 a que acaba de ser e#posta.

Na primeira etapa tomaram, em (3.13),
By = A, =B, =0 (3.20)

senQo_que para spin 1/2 n2o ha o termo em B,. Esta aproximagao, de '
nominada aproximacao de primeira ordeﬁ (AP0), e discutida né Se-
¢ao 3.3, para spin qualquer, La & mostrado explicitamente que, Qg
ra spins s >1, a exp}essEo,que da o numero de estados g(o), com
B =0, envolve 2s - 1 parametros, cuja determinacao, por ser bas
tante elaborada, torna razoavelmente complicada a teoria da APO ,
embora as aplicacdes sejam bastante simples.
. . Deve ser enfatizado, finalmente, que'as.aproximagﬁes

envolvidas no processo de calculo de 2nZ acima exposto, estdo tra

dizidas nas condigoes (3.13) e {3.14), ou seja, na matriz densida-

de.

3.3 Aproximacao de Primeira Ordem (APO)

Esta aproximacao, proposta por Kasteleijn e Kranendonk
[}4] para o modelo de Heisenberg com intercambio isotropico e para
spin 1/2, foi estendida, por Hengeltraub e Parada, para spin 1 [83
e, posteriormente para sﬁjn s [B4], arbitrario. A extens3o da APO
para.'s'g 1 & um importante passo na direcgao da extensao da AAC ,

aplicavel ao hamiltoniano de Heisenberg com intercambio isotropico
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Eentre primeiros vizinhos, para um sistema ferromagnético de spins
%’ 5.
J3 foi visto, na Secao 3.2, que a APO consiste em to

L mar -

- - z Z
Hy = -2uphy (ST + S3). (3.21)

e

Para maior clareza, a exposigao @ dividida em trés
‘partes: spin 1/2, spin 1 e spin s, arbitrario. Nos tres casos €

utitizada a representacdo das auto-fungdes simuitaneas de T2 e L ,

z
_ . I | 2
L= $, + §2 3 L, =87 + S3 (3.22)
.tzlL,M> = L(L+1) |L,M> ;3 L =0,1,...,2s

(3.23)

L LM = MILM> 5 M= =L, -L+l,...,L

Sera considerado o hamiltonianho isotropico
= : z
H=-2J {iz_ §i'§3 - 2ugh %,
»J” i

S o ' . ) .
sendo h o campo magnetico orientado na direcao do eixo z,

-3.3.1 Spin_1/2

Tem-se,das relagdes (3.10}, (3.21) e (3.22), que ' a

- matriz densidade, no sub—espaqo_de dbis_spins, e dada por

oy e 77V expzx Ly, o (3.24)
e 2z
onde |
Ze.= Tr exp(zxLZ) , (3.25)
X = Bup Ay, o - (3.26)

" 0s cd@lculos sdo detalhados no Apéndice 5. Mostra-se 13, que:

7, = 4 coshix (3.27)
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mz =X
£nZ0 = ”

ST T T TR g, T R R TR T S T T e e A L R

e que de (3.17), (3.18), (3.16) e (3.24) obt@m-se

o = tgh x (3.28)

= N{zJ 2 '
Ec = - ,2-[? tgh®x + 2uBh tghx} . (3.29)

Substituindo (3.28) em (3.29), chega-se ao sequinte resultado

FE =-1 {?—:’. % 4 2ug ho] | (3.30)
[s) 2 2 .

- Para se calcular 2nZ_, utilizando a relagdo (3.7), necessirio se

torna determinar o numero de estados de N spins 1/2, com 8 = O

(T =+ =), No Apendice 5 mostra-se que, no limite N » », tem-se

g(c) = N(&n N-1) -g (1 +o) {kn 3 (1 +0) - 1] - ,'z“- h -a){&n !}(1-0)—1
(3.31)
Finalmente, de (3.7), (3.30) e (3.31) obtem-se :

{.Z..i]_ 0-2 + zuth}e + N{2n N=1) - g('l +g){en -; (1+g) .- 1}
2 :

. - g (1 -o)'{Ln g {1 =) =~ 1 } b . _ ‘(3.32)

relacao que permite obter, atraves de (3.19), a equagao

N [ZJU + ZuBh }B
2

onde ¢ representa, na realidade, s S. De (3.33) obtém-se faciimen-

(3.33)

+
N =

=

=

[l

o

-

ie

o = tgh y sy = (-’:;_‘1 o + ugh)8 (3.34)

i_As retagoes f3;30) e (3.34) mostram que foram obtidas exatamente

as mesmas expressoes que com a ACW (Secdo 2.5,2).

§ Nesté trabalho, por simplicidade, n3o sera escrito ¢ para simbo
lizar ‘a sotugao de (3.19), mas simplesmente o.
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De (3.26), (3.28) e (3.34) verifica~-se que

=h+ 2 o (3.35)

ZuB

Ay
0 que evidencia que a consig¢ao (3.19) realmente determina Ay

Do acima exposto verifica-se que a AP0 - contida nas
equagoes (3.10), (3.13) e (3.21) - , para o hamiltoniano (3.24),
gue descreve a interagdo isotrdpica de intercimbio de um sistema

ferromagnetico de N spins 1/2, conduz aos mesmos resultados que

a ACH. A mesma conclusao e obtida, a seguir, para spins 1 e para

spins s, Note-se que o da Secao 2.6 corresponde a so deste Capitulo.

3.,3.2 Spin 1

A sistematica & a mesma que a apresentada no caso an

terior, com os calculos feitos, detalhadamente, no Apendice 5.

Tem-se:
Z = Tr e » 2 2 |
e = Ir exp(-BHe) = (4 cosh“x -1) (3.36)
5 = -2 senh 2x - o o o (3.37)
2 cosh 2x + 1
E = - N 22J02 + 4u ho (3.38)
o 2 B ? )

- com x dado por (3.2B6), Ho limite N-+Iw, tem-se que a expressao

do nimero de estados com g=.0 € :
- N - N .
g(o) = N{gn N-1) = 5(] +0=-0' ) [gn E (1 + 0 -0") - I]
N ' N ' _ ' 1
- E (Y -¢ =o' ) [gn E (1.-6-6") - 1] - Ng {%n Ng' - 1‘ .
| ' (3:39)

sendo ‘No* o niumero de -spins cuja componente 2z tem auto-valor O.

be {3.7), (3.38) e (3.39) calcula-se
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inZ_ = L
2

g [ZZJG? + 4uBhU]B - §(1 +o- o') [%n g (1 +0-0') - ]]

._.’2‘1 1 -o-o')[ﬂ,n Ez{ (1 -o-c')-'l} - Ng! {2.n No! -'I] _
' . (3.40)

que, com a condigao (3.19), da origem & equagio

N N " Veug-g! '
E {4;Jq + 4th B+ &n T _ =0 , (3.41)
: 14+0-0'

Bes;a equagao calcula-se, facilmente

¢ = (1 = 0') tgh 2y 3 y = (zdo + uBh)B (3.42)

Verifica-se, neste ponto, que a sistematica adotada para s = 1/2
nEp permite, no caso em estudo, cbter a expressao-de ¢ em funcao

de B e h , pois, em (3.42), aparece o parametro o', que até aqui
‘n3o foi ainda determinado. Na realidade, a questao e mais complica
da do que aparenta ser, pois o' ——-que a meﬁos de uma constante
multiplicativa € igual ao nimero de spins cuja componente z  tem
auto-valor zero — ndo estd associado a nenhuma grandeza qué e con -
servaéa. Para que se possa interpretar a' como uma fungao termodiné
mica deve-se mostrar que a distribhigﬁo dos seus valores, em um con
junto de sistemas identicos igualmente preparados, tem uma distri-
buigao estreita — com as flutuacoes proporcionais a 1/ VN [85] —
centrada em um certo valor o', Este tipo de problema ji foi aborda
do por Kgbo [32] que, ao estudar as ondas de spin em antiferromag-
netos, analisou a possibilidade de se considerar a magnetizacdo

das sub-redes como variiveis termodinamicas. Utilizando o formalis
mo de Holstein-Primakoff [33], para introduzir os operadores de
.triagdo e aniquilamento, em termos dos quais s3ao escritos os opera
dores de spin e consequentemente, o hamiltoniano (2.11), Kubo trun
cou,nos termos quadraticos, a série de potencias destes operadores

ebtida para o hamiltoniano., Esta aproximacao &€ muito grosseira, o
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que faz com que os resultados poe ele obtidos nao sejam seguros.
Concluiu, entretanto,‘que e possivel considerar as magnetizagoes
das sqb-redes como variaveis termodinamicas, embora com flutuacoes -
grandes. Estes resultados n3o s3o porém confiaveis devido as apro
ximagoes drasticas feitas por Kubo. |
Neste trabalho & feita, injicialmente, a hipotese de
qﬁe o' € uma variavel termodinamica e, a posteriori, & examinada
a coerencia desta suposi¢3o com os resultados obtidos. Conclui-se,
como resultado desse exame, que a hipStese & realmente valida.
Considerando ¢' como uma verdadeira variavel termodi

namica impoe-se a condigdo
a7z -9 ' (3.43)

que, a partir de (3.40), determina.

. .

L} [-an g + g L1FO70 )(1'°'°’)] = 0 (3.44)

: "2 ;
: (¢")

Esta equacao, de facil solugdo, fornece a relagao procurada entre

.
»

¢ eqg

C -1+ (4 - 365172

3

)

o . (3.45)

Na realidade, de (3.44) obtém-se uma equagio algébrica do 29 grau

da qual (3.45) & uma das sclugoes. Ha uma outra solug3o, nao fisi

ca, que foi despkezada por dar o' < 0, ‘ao passo que,'por defini

¢ao, o' > 0, A relacao (3.45) entre o e o¢' reproduz os resulta-

dos previstos, baseados em argumentos fisicos bastante gerais. Se
.

6 =1 tem-se de (3.45) que o' = 0, o que significa que s

e
* - . ! * g -n . -
todos os spins estao alinhados na direcao do campo magnetico h
{eixo z) ndo ha spins com componente .z igual a zero. Se o = 0

entao, de (3.45), o' = 1/3, determinando assim que quando a com-

56



ponente 2z do spin total & zero ha 1/3 dos spins com componente

. Z nula, e, conseqﬁentemente,.1/3 dos spins com componente z igual

241 e 1/3 com componente z igual a -1,

Substituindo-se o', dada por (3.45), em (3.42), che
ga-se 3 expressao

ra

39 = tgh 2y . (3.46)

. No Apendice 5 mostra-se que desta relacao & possivel obter que

o = L SeMh 2Y . g (2y) (3.47)
2 cosh 2y+1

sendo B, (2y) a fungao de Brillouin Bs(x)_para S = 1. Comparando

{3.37) com (3.47) verifica-se que
A. = h + 299 (3.48)
] - — -

Assim sendo,da comparagao entre (3.47) e (3.38)e as relag¢oes ana-
logas encontrédas na Secao 2.5.2,pode-se observar que os resulta-
dos obtidos com a APD,que ja eram coincidentes com os dé ACY para
s=1/2 tambeém o s3o para s=1. Ha, porém, uma diferenca importante

na aplicacao da APO aos casos s=1/2 e s=1:neste ultimo & necessario
fazer a hipotese subsidiaria (3.43), para que seja possivel obter a
expressao de o' em fun¢3do de o. No caso s = 1/2 n3o existe a varia
vel ¢', de modo que nao & necessario impor uma condigdc como a
{3.43), Resulta .porem que, em ambos os.cdsds. sao reproduzidos
0S mesmos resu1tadbs que com a ACW. Pode-se entao, concluir que
a condigao {3.43) ndo interfere com o grau de precisido dos cilcu -
los, isto @&, ndo torna a aproximagao mais grosseira. Isto indica
que'q' pode sér considerada, com razoEVel plausibilidade, uma va

ridvel termodinamica, Esta conclusao foi reafirmada por Hengeltraub

e Parada'[84], ao verificarem que, para spin arbitrario, a APO, com
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2s-1 condigoes subsididarias do tipo (3.46), també&m leva aos resul

l tados da ACW, o que sera a seguir discutido.

3.3.3 Spin Qualquer

Com a2 mesma sistematica dos dois casos anteriores

e com detalhes de c&lculo apresentados no Apendice 5, tem-se:

"
Z, = Tr exp(2x L) = Senf (2s+])x | (3.49)
senhzx
o] _ 2s+1 1
0=—TIr L exp(2xLz) = cotgh (2s+1)x = — cotgh x {3.50)
- 2s z 2s 25
= Bs(Zs x) .

~sendo B.(x) a funcgao de Brillouin. Com

Ea = Nz Tr[?(?)H(z)]= - Nz,JsZO2 - ZNUB h's o
2k © o (3.51)

pode-se calcular, com o auxilio de (3.7),

oz = {Nz IsZot + 2NuBhsc} 8+ N(an N-T) - Mot (an LA
2
s-1 , - _
N - Y 7oy - No. (en No, -1) (3.52)
2° V2 ) i=§s+1 1 L
sendo
s=1
ot =1+0-1-7 (s41) oy . (3.53a) -
s i==s+4]
- -I s-] .
"6 =l-g -~ ] (s=1) o5 . (3.53b)
: s. i=-5+}

A express3do de tn g(o) que figura em (3.52) — e que & calculada
no Apéndice 5 — contém 2s -1 parametros o,, i = -s+l, ~s+2,...,

s-1.  Eles sio definidos pelas relacdes
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o5 = x; /N ;4= -s#l, -s42,...,s-1  (3,54)

£ onde X3 € o numero de spins individuais que, com 8= 0, tem compo-

' pente. z igual a i. Os dois parﬁmetros_o_s e o, foram elimina-

;-dos por meio das equagoes de vinculo

n 1 +$ 1 ¥
0= —=— T ix,=~ T o, (3.55a)
Ns Ns i=-s $ ..
| i=-s -
+5 +5
1= ) x/N= 1 e (3.55b)
i=-s i=-5

De maneira analoga ao que ocorre para s = 1, que &

| uma situagdo particular do caso presente, a imposigdao da condigdo
- (3.19) @ relagao (3.52) da origem a equagdo

- g = exp(-4sy) ' (3.56a)
? o '
| ¥ = B(zdsy + ugh) (3.56b)

L » » — - +
que nao determina o, pois as relagoes (3.53) mostram que 0 e o
dependem de o e de 05 i= -s+1, -s+2,..., $-1, Seguindo a mesma

51stem5tica do caso s = 1, impBem-§e, tentativamente, as condigoes

94N . '
Z =20 i = =541, =542,...45-1 .. (3.57)
3o, ‘o 4 , 2 yeens
“De (3.52), (3.53) e (3.57) obtem-se as equagoes

‘Uf)s-j (G+)s+j

=1, J = =s+1, -542,...,5~1
(zcj)ZS | (3.58)

Resolvendo o sistema de equagpes acima , da maneira exposta no

Apéndice 5, obtem-se

gy = senh y exp (2jy) | (3.59)
n senh (2s+1}y
o o 25t1 cotgh 2s+1 25y - 1 cotgh 2 2sy
2s 2s , 2s 25
=B (2sy) - (3.60)
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sendo Bs(x) a funcao de Brillouin, Finalmente, de (3.50), (3.60)
e (3.56b), determina-se
A = h + 2950 . (3.61)
L u
B

A magnetizagao reduzida (2,30), calculada com a ACW, coincide com

o dada por (3.60)., Tambem as energias mtdias U(2 35) e E (3.51)
coinc1dem, a menos da parte referente ao campo externo h, que nao
foi computada na ACW, mas que tambem & a mesma, Pode-se concluirp

. - - . - -
entao, com razoavel segurancga, que as condigoes (3.57) mantem 0

grau de aproximagao determinado por (3.21), pois tanto para s = 1/2-

|
1
-
|
]

caso em que nao ha necessidade das condigdes subsidiarias (3.60)-
f'comb para s > 1, a AP0, determinada por (3.21), reproduz os resul-
? tados da ACW. Esta conclusio & importante em dois aspectos: em pri
 meiro lugar, permite que as vgfiaveis oF sejam consideradas varia-
veis termodinamicas e, em segundo lugar, possibilita a extensio da
aproxima¢do de acoplamento constante (AAC) para s 21, ja que as
variﬁgeis o, aparecem, na relacao (3.7), apenas no numero de 'estg
dos com B = 0, g{o), g_nio em E;. Sendo g9(c) o mesmo, qualquer
que seja a aproximagao escolhida para Hy (3.13), obtém-se ¢ impor-
.tante resultado que as equagoes (3.58) nao dependem da particular
forma de fo. Ainda mais, devido a forma apresentada pela relagio

(3.56a) ser sempre a mesma:

S = exp( -4s¢) , E | (3.62)
g

entao, as variaveis o sao sempre dadas por

- senhd
oy =
"senh{2s5+1)¢

exp(2ie) | (3.63)

eo0 @ dada por (3 60) com ¢ no lugar de y, sendo ¢ definida pela

re]acao
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3.4 Ferromagneto com Anisotropia Uniaxial

Nesta Secdo e fe1to o calculo de algumas proprieda=-
des termod1nam1cas de um sistema ferromagnético de spins s = 1 ,
que teém interacgao de intercambio isotropica, mas que tem anisotro
pia uniaxiai de 1ion indfvidua]. Para estudar este sistema aplica-
se a AAC ao hamiltoniano_(2.1). Os cE]cLlos sao .feitos expTiqit&e
mente para s = 1, mas toda a metodologia aqui empregada € valida
para spin arbhitrario., Este fato & apontado durante o desenrolar
dos calculos, fazendo-se, inclusive, indicag¢oes de como déve ser
feita a generalizacgao.
~ Mostrou-se, nas Secodes precedentes deste Cap1tu1o,
que, em essEncja, na AAC, procura-se ca]cu1ar ﬁnZ fazendo uso
da relagaoc (3.7). Uma vez obtida a expressao de znzc, impoe-se a
condig3o (3.19), o que permite determinar a magnetizacdo reduzida
g, que, por simplicidade de escrita, sera representada por o, De
posse da express3o de o e com o auxilio da relacdo (3.17), calcu-

la-se a energia interna-magnética Ege Esquematicamente; e este o
procedimento aqui seguido. A discussio da suscetibilidade magnéti
ca — que & propoercional a derivada da magnetizag3o em relacao ac
module do campo magnético aplicado —, da temperatura de transi -
¢ao e do calor especifico & deixada para o Capitulo 4.

Para efetuar os calculos explicitamente, torna-se
necessario calcular os auto-valores dos hgmetonianos He’ dado

por {3.13),e H cbtido de Hij’ apresentado na relacao (3.16b)

L4

12
fazendo-se i = 1 e Jj = 2. Para determinar esses auto-valores e

conveniente utilizar a representaciao |LM> as auto-fungbes simulté

neas dos operadores

BRSNS L . . (3.68a)
v o= e z _
L o=sie s | (3.68b)
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com §§ = s{s+1) = 2, pois foi fixado s = 1. As auto-funcgoes |LM>
PZ[LM> = L(L+1)|LM> 5 L =10, 1 e 2 (3.692)
LzlLM> = M[LM> ; M = "L’ -L+1.uoo’t- (3.69b)

e os elementos de matriz de He € H(z) entre elas estao listados

no Apendice 6, As matrizes de H, e de #2) n3o sio diagonais na re
presentacdo |LM>, devido aos termos em D, F necessidrio efetuar uma
transformacao de sémelhanga, que diagonalize He, a fim de que seja
possivel utilizar as relacoes (3.17) e A,21), nas quais se deve
calcular tragos de exp(=8H ). Por coincidencia, as partes nao dia-
donais das matrizes de He e H(z) sao identicas, de modo que ambas
podem ser diagonalizadas simult3neamente, A diagonalizagdo simultd
nea, que & decorrente da comutagio de He com H(z), & feita no Apén
dice 6. Uma vez calculados os auto-vetores e auto-valores de Ho e
de H(Z) 5 conveniente calcular os elementosdas diagonaisdas matri-
)2

zes dos operadores §].§2, S? + S% e (Sﬁ)2 + (Sg » 0 que tambem e

1]

feito no Apéendice 6. Com todos o5 elementos de matriz calculados

imediato verificar a validade das relagbes:

It

Z

e Tr exp(—BHe) . (3.70a)

I~
1]

{expét) {Z(expst) [(expst) cosh 4x + cosh 2x] + ..

+ [exp(-2t)][exp 6t + 2Icosh 2x] + Z[exp(-t)]coshyt}

(3.7bb)

onde, por definigao,
t = BJ é J/kT - : ' : (3.71)
_ﬁ.e D/zd : 1 : | - (3.72)
Y 2

2.(9 + 6% - 26)1/2 | (3.73)
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v9

i

% Tr [p(z) (S% +1S§)]

senh 2x  {(exp 2t} {d4(expSt)cosh 2x+1] + exp (-2t}}

2(exp 2t) [(expst) cosh 4x + cosh 2x] + [exp(-2t}] [2cosh 2x + exp &t] + 2[exp(-8t)jcoshyt

Tr [9(2) §].§2]

2(exp 2t) [(expst) cosh 4x + cosh 2x] -[exp(-2t)] [2cosh 2x+expst]

. 2{exp  2t) [(exp &t) cosh 4x + cosh 2x] + [exp(-2t)][2cosh 2x + exp &t] + 2[exp(-6t)]cosh yt

_{[exp(-tll[L1fa2)} f(az-Z) expyt + (1- Zazj exp (-vt)] N
2(exp 2t)[(expst) cosh 4x + cosh 2x] + [exp(-2t)][2 cosh 2x + exp &t] + 2[exp(-6t)]cosh vyt

Lo {6 tsp? + 5]

(exp 2t) [2(expst) coshdx + cosh 2x] + [exb(-Zt)][cosh 2x + exp 6t)

2(exp 2t)[{expdt) cosh 4x + cosh'2x]+[exp(~2t)][2cosh 2x + expst] + 2[exp(~-6t)]cosh vt

{[exp(-t}]/3(1+a2)}f [(o - 72)% expyt + (1+/20)% exp(-yt)]

2(exp 2t)[(expdt) cosh 4x + cos 2x] +[exp(-2t)][2 cosh 2x + expdt]+[2 exp(-at)]cdshyt

| (3.745

(3.75a

(3.75b

(3.76

(3.76b)

(3.77a)

(3.77b)



sendo os detalhes de calculo apresentados no Apendice 6, La tam -
bém & mostrade que a expressio (3.17), com o auxTlio das relagdes

(3.75a), (3.76a) e (3.77a), acarreta

E; = - Nz Jt - 2Npgho - NDK . | (3.78)

s

7 Para poder utilizar a relacdo (3.7) deve-se integrar
E& em fe1ag50 a B com o fixo, 0 que e complicado de ser feito, de

vido aos termos em <t e k. Pode-se contornar esta dificuldade

atraves do emprego da identidade, demonstrada no Apéndice 6,

21 + 2 Dy = & (2BJT + 2B gx - ¥ fign fi)
b4 3B _ i
| ' (3.79)
onde
A %n exp(-BR)) 5 i = 1,2,...,9 (3.80)
. e . . )

sendo Z dado em (3.70) e os H; na Tabela A.4 e na relacao (A.76),
ambas do Apendice 6. AtrévEs das relacgdes (3.78), (3.79) e (3.7)

obtem~se, finalmente:

B . - s
¢z = Nz l (2d7 + 2 g k) dB' + 2Nugh JodB' + 2ng (o)
2 0
o fixo o fixo
Nz : D Nz
= — (2BJT + 28 —-x = f.inf,) + — f.ainf,

'+'2NﬁBth +2ng{o) ,
ou, com o auxilio da relacdo (3.78),

- 3 Nz Nz. - :
.LnZU = -k - ~—= _z foanf, + — ) fiznfil + 2ng(o) (3.81)
2 1 : 2 1 _
, g =0
No Apéndice 6 & mostrado que, para spin s arbitrario, vale a rg

1&;50
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LED R N ITS = -2ng(o) , - (3.82)
2 i g = 0 -

b que, substituVda na retagao (3.81), acarreta

£ﬁfi - {(z-1)2n g(o) (3.83)

' - Nz
gnZ_ = -BE_ - ’y Z_fi

i :
;‘Esta equagao & formalmente a mesma quando o spin @ s, qualguer ,

com a unica diferenca que

E_ = - Nz Jd s?c - 2Mugh s o - NDsPk (3.84)
sendo 2)
o s‘%; Tr [p( (s3 + s2)] (3.85)
|
E T = ;% Tr [p(z) §];§2]' :  (3.86)
o ¢ = 2_12. Tr[p(z)‘ [(s5)? + (s2)%] ] (3.87)

Isto acontece porque a identidade (3.79) generaliza-se para

20s%t + 2 2 5% = 2 (2p0s%c 4 282 s%e - ) flanf) (3.88)
i

z aB z
e esta re1é§50. com o aux¥lio de (3.7) e (3.82); da of{gem-d uma
~relagao identica a (3.83). |

R fim de facilitar a imposi¢ao da condigdo (3.19) a

Z

gnzo, dado por (3.81), mostra-se, no Apendice 6, que valem as
identidades |
o aA , _ _ .
3akn 1 -
227, = 4By = O (3.89)
3 e B vo0
13 : -
o Nz 3 D
— = = — o (2JT + 2 -k ) - 2Nuph (3.90)
2 ] D
— ) fianfi = BS— (20t + 2 = k) + 4gug Ay (3.91)

"BU' i . 30 .
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Estas identidades podem ser faci]mente génera]izadas,_

- para spin s, tomando a forma

oA

20y =gy —Lso (3.92)
o 1] )

%  _mzs (zaszr + 2 2 s%k) - 2Nughs (3.93)
0o ) 5? z UB .

2y foanf, = 82 (2057

30 . 30

D.2
T 4+ 2 7S K) + 4BpB A]s (3.94)
5

A condig¢io (3.19), imposta a 4nZ , apresentado em

(3.83) da origem 3 equagao -

0= 280 7 -9 N22 yopgnr, - (2-1) Zanglo),  (3.95)
90 0 2 90 ' o

A
queyatraves da utilizagdo das identidades (3.89) a (3.91), trans-

forma=se em

N D  Nz© 3 D .
-_g 3 (2BdT-+ 282 «) + 2NBuyh - mi - (283t + 207 )
. a
- 2NzBugh, - (z-1) 2— &ng(o) = O,
B
90
de onde resulta,
2Ngup [h - zA{] = (z-1) 2 gng(o) (3.96)

a0
‘No caso de spin s, arbitrario, esta equacao & substi
tuida por

3

2Ngugs [h - zAl]:(z-n'ao

tng{a) . (3.97)

thanﬂo qﬁe a éxpress%o (A.SZj para £ng(0), do Apéndice 5, produz
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- A varidvel x de (3.74) & determinada auto-consistentemente

T g(o) = =, (3.98)
Lo 2 o
;;com o e 0+ definidos em (3.56), conclui~se que a relacao (3.97)
Efacarreta '
2o = exp(-4s9) (3.99)
b ' o 4
i onde '
. zAy-h ‘
o= By —l— = ZX (3.100)
z-1 -1
| sendo x definida em (3.74) e
y = Bugh . (3.101)
_fDe acordo com as observactes referentes 3as relacbes (3.65) e
%(3.66) pode-se escrever, devido a (3.99),
o, senhd exp{2i6) 3 j o= -s+1, =s+2,...,s-1 (3.102)
senh[(2s+1}¢] ' | :
o = B_(2s9) , (3.103)

- sendo B (2s¢) a funcdo de Brillouin (3.60), com ¢ dado em (3.100).

por

Infe]izmente nao ha uma expressao fecha

K (3.103), (3.100) e (3.85).

pauta, farao. parte de uma publicacdo

Vo1tando ao caso s =

part1cu1ar de (3 102) e (3. 103),

Bt S

= 68

colocando s = 1.

Q-Ha para a re]agao (3 85) que deve ser calculada especificamente em

en

futura.

é cada. caso, para Hy dado em {3.15). No caso isotropico (D = 0),
; tretanto, a reltacgdo (3.85) e calcutada com relativa facilidade,

E porque He e diagonal na representacao |LM> de (3.69), sendo  que
E os detalhes deste calculo, que nac sao pertinentes ao problema em
.

1, pode-se obter o, como caso

Resultam, obser



fvando que o' de (A.28) (Apéndice 5) coincide com o_ de (3.54)

#as relagoes

o = o' =3E0RQ (3.704
0 senh3¢ ' )
2 senh 2¢

2 cosh 2¢ + T

f com ¢ dada em (3.100). K guisa de verificacdo, pode-se continuar
?bcé]cu?o particular para s = 1, interrompido em (3.96). Com g(o)

 de (3.39) obtém-se

2 2n g(o) = N ogn l-9-0 o 3.106)
aa yi 1 + o~ g . ( o

que, substituida em (3.96), produz -

gn 29 = 97 gy (3.107)

1+0 -0

;com_¢ dada em (3.100). Deve-se, agora, impor, de acordo com o que

Efoi discutido na Segdo 3.3, a condic3o {3.43) a anZ dado em (3.81),

.com g{o) dado em (3.39). Como ¢ so aparece em g(o}, resulta que

2 o o Zlt (4-30%)172
§ 3
§Segu1ndo exatamente os mesmos passos dados na Secdo 3.3.2, para

passar das relagdes (3.41) e (3.45) 3 relacdo (3.47), obtém-se de

(3.108)

fato

__2 senh 29 S | (3.709)
2cosh 29 + 1
~com ¢ dada em (3.100). E imediato verificar, finalmente, que subs
;tituindo (3.109) em (3.108), resulta a relacio (3.104).
| Como comenfario final deste Capitulo, cabe obser -
var que,iumé,ﬁez determinados os valores de x = Bugh, para cada

temperatura — o que & feito numericamente. impondo-se a  auto -
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consistencia de (3.109) e {3.75b) — , pode-se calcular EG em
(3.78), através de empregqo das relacGes (3.75) a (3.77). Tendo-
-se determinado a magnetizacao reduzida o e a energia interna

magnEtica Eo » pode-se calcular a suscetibilidade magnética,.o
calor especifico magnetico e a températura critica. Estas gran-

dezas sdo calculadas e discutidas no Capitulo 4.
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cAPTTULO 4

PROPRIEDADES TERMODINAMICAS

4.1 Introducao

Neste Capitulo s3o discutidas propriedades termodini
micas de um sistema ferromagnético de spins 1, com anisotropia u-
niaxial de Ton individual. Este sistema € descrito, neste traba -

Tho, pelo hamiltoniano (2.1) ao qual foi aplicada, no Capitulo 3,

a aproximagao de acoplamento constante {AAC). Dessa maneira foi

possivel obter as relagGes (3.75b), (3.76b),. (3.77b), (3.78),

{3.105) e (3.100); a partir das qﬁais s3o aqui calculadas diver

sa$ propriedades termodinamicas do sistema, para vErios valores
- do parametro de anisotropia.

A AAC permite que se calcule a magnetizacao reduzida
o, da maneira que E_apresentada na Se95074.2, e a energia interna
magnetica dada em (3.78). Na Segao 4.3 & calculada - a partir das
_expreséﬁes que determinam a magnetizagao-a temperatura de transi-
¢do T Tambem a partir de o, na Segao 4.4, & calculada a susceti
bilidade magnética. O parametro'de ordem de curto alcance t e dis
cutido na Segdo 4.5. Ele permite estudar a correlagao entre um -
par de spins vizinhos, que nao & nula para T > T, Também na Se -
¢io 4.5 & calculada a energia de anisotropia. Finalmente, na Se -
¢ao 4.6, s3ao discutidos a energia interna magnética e o calor es-

pecifico.

4.2 Magnetizacao

A magnetizacgao reduzida 6 = M(T)/M(0), onde M(T) & a

magnetizagdo a temperatura T, & determinada pelas relacdes (3.75b)
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e (3.105), com ¢ dado em (3.100), E interessante notar que, quan
do o campo externo h e nulo, a expressao (3.105) para o depende -
de t apenas atraves de x, ao passo que a expressao (3.75) para o
depende explicitamente de x e de t. Para determinar ¢ em fungao -
de t, determina-se, para cada valor t, o valor x(t) que satisfaz

a fungao implicita obtida ao igualar as'g}pressﬁes (3.75b) e -

(3.105).

1,0
- o3
oT
| =T /Te acw 20625
- | - y=8=0
5 05 - | z=6
b _ : oji= o7+ 50( 0y - 03 )
' l
N
* i
5 X(s,t ,\l | |
0 05 1,0 20

Fig. 4.1 - Determinagao do parametro x=BuBA],

com h = 0,

Na Fig. 4.1 sao apresentados grEficbs de oy " simbolo utilizado

para representar ¢ dada por (3.75b) - eog, - que tambem represen-
ta g, mas, desta vez, dada pela relacao (3.105)-, em fungao de x,
mantendo-se a temperatura T fixa. As curvas cortam-se em dois
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pontos, x(5,t) # 0 e x(6,t) = 0, - para facilitar a localizagdo

dos pontos de interse¢dao a Fig. 4,1 apresenta, também, a curva

o' = c]'+ 50 (a] - cz), que coincide com o, e com o, quando a -

1

~diferenga (o]- 02) se anula,- se a temperatura for inferior a -

temperatura critica Tc' Pode-se, entretanto, verificar facilmen
te, atraves das relagoes (3.78), (3.75b), (3.76b) e (3.77b),que
a energia interna magnética E_ @ menor quando x # 0. Resulta -
disso que, para T < T.» somente a solucdao x # 0 & estavel e & ,
portanto, a Unica a ser considerada. Para T > Tc ha apenas uma

solugao: x = 0. Quando o campo externo h @ nulo, a curva cz(x)

.8 a mesma para qualquer valor da temperatura, ao passo que -

e](x,t) varia com t. Quando h # 0, a variavel y = h't, com -

h' = uB'h/J, dada por (3.100), depende de t de modo que passa-se

a2 ter oz(x,t), jsto @, curvas °2(x)’ uma para cada valor de t.

- Neste caso ha apenas a solugao x(t) > 0, como mostra a Fig.4.2.

1,0 -
26 . o2
or=o;+ 50(a] - o)
Y
%= T/ ¢ acw=0,625
6=0
- _
i h/3 =0, 0!
o 0.5 HB
O'l' ’
+] I
o Xt " 05 1,0
b

‘.Fig. 4.7 - Determinacio do parametro i=BpBA],

comh # 0.
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Deve-se notar que apenas valores X > 0 sao procurados, em quatl
quer caso, pois as sdlucBeS‘x < 0 nao sao estaveis.

A magnétizagio reduzida foi calculada, da maneira a
¢ima indicada, para estruturas magneticas com nimero de primei -
ros vizinhos z = 6,8 e 12 e com § = D/zJ variando-se de 0 a 2,0,
com e ‘sem campo externo, As Figs. 4,3 a 4.5 apresentam a varia -
EEO de g, na auééﬁcié'de campo externo, para virios valores de §.

Em Tugar da temperatura € utilizada a variavel T/Tz,ACN-’ sendo

T° = 420/3k a temperatura de transi¢3o, para § = 0 e s = 1,na

C,ACW

aproximacao do campo molecular de Weiss (ACW). A variavel -

1/1° e utilizada apenas nas figuras deste Capitulo, sendo re-
c,ACW

presentada nelas pela letra t*, que nZo deve ser confundida com

a variavel t de (3.71).

1,0

2,0

0 il |
0 - 05 g g |,0L<l> 2
BT ew B

Fig. 4,3 - Variacao da magnetizacao reduzida
A c = M{t)/M(0) com a temperatura ,
para estruturas com z = 6.
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1.0 —
o
0.§ — 2=8 6=0\ \6=0,1 \620,5 \6=1,0 §%2,0
I 1) b N
0 © «w o 6:
T to
'I"T/Tc..gcw
Fig. 4.4 - Variacdo da magnetizacdc reduzida
o=M{T)/M(0) com temperatura, para
estruturascom z = 8,
O =
0.5 Z+12 820 \\6+0,\6:0,5 \ 61,0 62,0
o | L 1] :
0.5 g_,,j l.oj o S
(RVA % S o Lo

Fig. 4.5 - Varia¢ao da magnetizac3do reduzida

g=M(T)/M(0) com a temperatura,pa-
ra estruturas com z = 12,
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Pode-se observarnas Figs.-4.3 a 4.5 que, a medida que au
menta o valor de parametro de anisotropia 6, aumenta a temperatu
ra de transicao Tc. Ainda mais, a magnetizagao, para valores fi-
xos de T/Tc. cresce com 63 | |

A Fig. 4.6 mostra a variagao do * campo interno -

(o .
0 05 5,2 1,071
=T/ T acw %

F1g 4 6 - Variacao do campo interno A= “BAIIJ com
a temperatura,para estruturas com z =6
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A = uBA]/J com a temperatura, para z = 6. Para z = 8 e 12 a varia
¢do de A com T & semelhante; a Unica diferenca & que o valor ma xi
"mo de A cresce com Z ,

A AAC apresenta a curiosa peculiaridade que

1im A = 0
T+0

1im SA

T+0 kT

xz(O) £ 0 e finito

Resulta deste fato que ¢{T=0) < 1,0, Para z=6, o=0, por exemplo, -
xz(O) = 1,681, o que determina o{T=0) = 0,9820. Quando se pde § =
= 0,1, entretanto, mesmo com .z=6, para T/TE;ACH = 0,00892 obtem -
se 0=1.0000. Com 6=0 obtem-se, para z=8, d(0)=0,9959 e, para z=12,
~o(0) = 0,9997. . Este comportamentd a baixas temperaturas e prova
velmente devido @ AAC levar em conta apenas a interag¢do entre pa-
res de spins primeiros vizinhos, ao pas§0 que a temperaturas mui-
to baixas, a EOrre1a;Eo entre spins de agqupamentos com mais'de do
is deles € importante.

As Fiﬁs. 4.7 e 4.8 mostram a varia956 da magnetizagio '
com a temperatura, quando sao aplicados campos h, tais que -
h* = ugh/Jd toma os valores 107% ¢ 1072, como ja era de se esperar,
a-magnetfzagﬁo nao apresenta mais uma temperatura de transigio,maﬂ'-

tendo-se sempre diferente de zero. Para z =6 e & = 0, com T/Tg ACH
- | .

0,00892 - neste caso, na ausencia de C&mp0 externo, TC/TE ACW =

0,73746 - tem-se o = 0,987, com h' = 0,01, ou seja, mesmo com cam
po externo elevado, o nao tende a 1 quande T +0K. |
‘ Na sec¢do 4.6 & discutido o0 comportamento da magnetiza -

¢ao nas vizinhangas de Tc}
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26
05 1= LghsT=0,001
0,5, 61,0
oL i
0 05 73 2 10\e
I O A 4
t*"‘T/Tco’Acw

Fig. 4.7 - Variag3ao da magnetizacao reduzida o=M(T)/
M(C). com a temperatura, para estruturas-
com z = 6 para campo h' = uBh/J = 10'3

1,0
Z:=6
05 | |
g h/T=0,01
o l -
0 05 Seo g L0
*x o -
- KO o

Fig. 4.8 ~ Variacdo da magnetizacao reduzida o=M(T)/
' M(0) com a temperatura, para estruturas-

com z = 6 para'campo h' = ugh/d = 10_2.
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4.3 Temperatura Critica

A temperatura critica T, e aqui definida como a menor
‘temperatura em que a magnetizagao & nula, na ausencia de campo ex
terno. Como ja fsi visto na Secao 4.2, a medida que a temperatura
cresce, a partir de OK, a magnetizacdo diminui, do seu valor maxi
mo ate o valor zero correspondente a uma temperatura finita Tc,na
qyaTItambém se anula o "campo iﬁterno“ A. Ségﬁe day qué a varia -
vel x =A(J/kT) tende a zero, quando T + T . Lembrando [65], que

na aproximagdo ate termos lineares em X,

i
b3

senh x s | x] << 1

coshx= 1 s | x] <<'1,'

tem-se, das relagGes (3.75b) e (3.105), respectivamente, que

o = 4x f(6,t) : - (4.1)

Zz

gu%q;:'-;..z_:.rx . 7 | (4.2)

'sendo . . B o

f£(5,t) = 2 exp[(2+8)t]+cosh2t
? 2 expl{2+8)t]+4cosh2t+[exp({~t)][2coshyt+exp(s-1)t]

(4.3) .

Igualando as expressoes (4.1) e (4.2), obtém-se, para t = tes 3 e

quacgao

f(s,t,) - .3-(._.1_).;_ =0 , (4.4)

que determina a temperatura critica, em fun¢ao do numero de primei

ros vizinhes z e do parametro § de. anisotropia.
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kT

|

Variag3o da temperatura critica com o -
parametro de anisotropia &, para estru-
turas com z = 6,8 e 12, Tc diverge com
6.
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A Fig. 4.9 contem as curvas que mostram a variacao de
ch/J com o parﬁmetro-ﬁ de anisotropia. A temperatura chtica Tc.
cresce quase linearmente com o parametro &, quando este varia_no
intervalo de 0 a 2, para z = 6;8, e 12. Em consequencia deste fa-
to, € razoavel supor que o produto Gtc = GJ/ch mantenha-se fini-
to quando § + =, Com base nesta hipotese calcula-se o limite para

-

tﬁ + 0 da equacao {4.4), obtendo-se, facilmente

- z
St 5, o &0 ol . (4.5)

ou, equivalentemente,
ch | ey
T § e

— (4.6)
z-3
Na Fig. 4.9 este comportamento assintdotico de ch/J, para valores
grandes de 6; éliﬁdicado por segmentos de reta, um para cada va-
lor de z,

E interessante, antes de prosseguir na dischssio da
dependencia da temperatura critica com 0 parametro de anisotropia
ter yma ideia da precisao dos resultados obtidos com a AAC. Na -

Tabela 4.1 s3ao apresentados valores calculados para a temperatu-

ra critica, com 6§ = 0.. Alem dos resultados da AAC.

Tabela 4.1 - Temperaturas Criticas,8=0 (s=1)
AAC (3) EAT RPA
2 kT, /9 KT~/ /3 kT /9 kT "/9
6 5,900 5,932 5.469 5.276
8.651 8.662 ~ 7.656 - 7.035
12 14,085 13.097 12,03 10.552
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S3o apresentados ,tambam, valores calculados por Rushbrooke e Wood

3
|40|, que expandiram o inverso X da suscetibilidade magnetica -

em serie de potencias de X = J/kT, sendo kT£3)/J a raiz real da e

quagdo obtida ao igualar a zero a exbressﬁo de Xf‘ ate 30 grau em

EAT

X, 0s valores kT /J foram obtidos, pelos mesmos autores, a par-

tir das raizes de equacoes analogas, obtidas da expressao de X

PA/J sao valores obtidos com -

até o 69 grau em X, Finailmente, kT
técnicas de FungSes de Green (FG) com desacoplamento RPA [50]. V

rifica-se, na Tabela 4.1, que o pior resultade da AAC & para z=12
0 que corresponde a rede fcc. Neste caso, uma aproximacdao de pri-
meiros vizinhos, como a AAC, nao &, a rigor, valida, representan-
~ do os resultados aqui obtidos apenas uma estimativa.E interessan-

te notar que T(s) e TAAC

s30 praticamente coincidentes, para z=6.
e 8. Voltando a enfatizar que os resultados de Rushbrooke e Wood

[40] s3o considerados "exatos", os melhores que se pode obter pa

ra 0 modelo de Heisenberg, verifica-se que as temperaturas TAAC
séofcerca de 10% superiores as TEAT. Por outro lado, as TRPA Sao0
EAT

cerca de 4% (z=6) a 8% (z=8) inferiores 3as correspondentes T
Infe11zmente nao existem resultados d{5p0n1ve1s, com o metodo de
expansao a altas temperaturas (EAT), para o hamiltoniano (2.1)
aqui analisado. £ interessante, por outro lado, comparar os re -
sultados existentes , obtidos com FG com desacoplamento RPA, com
0s agui calculados. As Fig, 4,10 e 4.11 mostram a variagao da
razao Tg/Tz , das temperatur%s criticas calculadas com parametro
de anisotropia § # 0 e comé = 0, para 2 = 6 e 8, Verifica-se -

que os resultados obtidos com metodes de FG {curvas a),b),c) e

d}) s3ao bem maiores que os da AAC, havendo uma inversao do anda-
RPA < TACC.
rqzﬁo.Ti/Tg cresce pouco com &, na ACW, e tende a 4/3, quando -

mento observado na Tabela 4.1, onde T Note-se que a

&+ =,
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e SRR AT T AT
" A

cm o T R

Esta razio & mais sensivel a & na APO e mais ainda na AAC. As té

2,0
(q) (b)
2=6 {c)
OO'
'_
N 15 - (d)
w
< ’ .
- AAC
=~ | APO
1,0
0 0,5 & ,O

Fig. 4.10 - As curvas dao a variacio da razao ¢ /

' T0 ,das temperaturas criticas com an1-
sotrop1a 8§ e sem anisotropia (6=0).As
diferentes curvas foram obtidas por :
ACW e APO Hengeltraub e Parada [90]
AAC neste trabalho; a) Narath [34];b)
Anderson and Callen [91];c)Lines [56]
e d) Devlin [58].

c
nicas de FG, por outro lado, dao resultados discrepantes devido a

utilizagao de diferentes desacoplamentos, por diversos autores,pa

ra as FG prdvindas_dos termos de anisotropia de (2.1). Apenas -

Devlin [58] tratou de maneira exata estas FG,mas utilizou o desa-
top1amentb RPA pafa as FG geradas pelos fermos de intercambio de
{(2.1). Este autor afirma que a razao Ti/Tz » por ele calculada, -

tende a 4/3 quando § + =, 0 que e um resultado surpreendente pois

esta razao ja & maior que 1,5 para § = 1,0, tantc para z = 6 como

para z = 8. As curvas apresentadas por Devlin nao indicam para -

. _ Lo o _
que valor de 8§  a razao Ti/Tc comeca a decrescer, tendendo ao va-
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lor 4/3.

2.0

(a) zza (b)

{c)
(d)

LS

T¢ / T

AAC

| _, A PO
- _— ‘ CM

o) 0,5 {,0
| g

Fig. 4.11 - Variacao de Ti/Tgo)'em funcao do para-
" metro de anisotropia 8. A notacaoc e a
mesma da Fig. 4.10.

Por outro lado, dos calculos de Anderson e Callen [91], Narath[34]
e Liﬁes [66] - autores que empfegaran tecnicas de FG, desaCOpIan-
do tanto as FG geradas pelos termos de intercambio como as devi -
das aos termos de anisotropia de (2.1) - resulta que Ti/Tz + o

- quando 6§ + o,

4,4 Suscetibilidade Magnetica

Uma caracteristica importante da suscetibilidade mag-
netica, na AAC, & gque ela perhite determinar uma temperatura para

'magnética mais alta que a temperatura de transigao, como sera mos
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trado mais adiante.

4,4,1 Suscetibilidade a Campo Nulo

No 1fmite'em que o campo magnéticp externo tende d ze
ro, a magnetizagao anu1a—sg na_temperatura critica. Para T = Tc -
pode-se fazer uso das relacgoes (4.1) e,(4.2), sendo a ultima modi
ficada, para permitir a inclusdo de um campo externo infinitesi -

mal h, de acordo com (3.100):

4(zx - BuBh)
o — (4.7)
3 (z - 1)

Dbtem-se desta_re1ag50 e de (4.1), respectivamente,

30 ax‘

2o . §T%7TT (z 3% - Bup) | (4.8)
> 1 3 |
3t ° TF(EEY) oh | (4.9)

Substituindo (4.9) em (4.8) e reagrupamento os termos, chega-se 3

expressao

30 4Buyf(s,t) ug 4tf(8,t)
BT 7T = 3(z-T)T(6,¢t) T TR 3(ZETT(E, )

(4.10) -

A suScetibi]idade magnética a campo nuTo X & definida por
. oM = o0 Néiz 2t f(s,t)
X = = = 2Nguso= Nou = —B
3h ° IR IMRT B 3F T 9 z - 3(z-T)f(8,t) °

sendo mais conveniente estudar X definida por
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J 5 . 2t f(8,t) (4.11)
Ngzug z - 3(z-1)F(s,t)

X =

com f{(§,t) dada em (4.3), Meste trabalho, por simplicidade, X se-
ri denominada suscetibilidade magnetica. Verifica-se da equagso -

(4.4), a qual determina a temperatura critica, que
z - 3(z-1)f(6,t ) = 0,

o qué implica que a suscetibilidade X, definida eml(4.11), torna-
~-se infinita em t = tc. A Fig. 4.12 mostra a variagao de x-] com
a temperatura, As curvas, uma para cada valor de &, cortam o eixo
das abcissas nas temperaturas criticas Tg/Tg,ACH' Tem-se a impres
sEo,olhéndo a Fig. 4.12, que os graficos de x“]xT sao retas para-
lelas. Na realidade, elas curvam-se gradativamente para cima, a -
medida que T cresce, ou t = J/kT decresce, Para t << 1 tem-se, de

(4.3), na aproximagao até termos lineares em t:

1 . 44§ |
f(s,t) = 7+ 55—t , S (8.12)
T e 3 \ - A

que, substituida em (4.11), acarreta

-1 3 § kT, 8

X = T " (z-])(2+z) = 3 -.(1-1)(2+§). (4.13)
Lembrando que T/Tg ACH = 3kT/4zJ, obtem-se, de (4.13),

-1 '

X" w2z { —— ) - (2 1) (2+Y) . - (4.14)

c,ACW-
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'0 5='0,5 :6::1,0

o=

=T/7T¢ acw

t

Fig. 4.12 - Inverso da suscetibilidade magnética

a campo nulo em funcao da temperatu-

0s valores 66 indicam temperatu-

ra.

-

ras-paramégneticas.
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é A relagao (4.14) evidencia que, para temperaturas elevadas, na AAC,

E'1‘.ern-s.e que x"]'cresce linearmente com a temperatura, de acordo com
a lei de Curie-Weiss [12]. A temperatura paramagnetica Tp’ definida

3 como a temperatura em que Xni, obtida por (4.14})}, se ﬁnula, e, en -

tao, dada pela relagao

IE_ oo z-1 s _ - ) .
70 . =T(1 +—4—) = GG(Z). {4.15)
‘e, ‘

- Na Fig. 4.12 estao indicados alquns valores de 96(6)’ teﬁdo-se es -

'crito, por simplticidade, apenas Bs e
Como comentario final, deve ser,obsegva#o que as retas

obtidas de (4,14), para diferentes valores de 6,‘£§m coeficienfe an

cgular 2z,Isto explica o "paraleliémo" das curvas da Fig. 4.12.

4.4.2 Suscetibilidade a Campos Finitos’

E interessante calcular a variacao da suscetibi1idade -
magnética com o campo magnetico externo. Para sisteqas antiferromag
nEticbs, foi observado que a suscetibilidade maghética paralela a_?
presenta um maximo quando o campo magnetico cresce [92]. Este maxi-
mo foi obtido [93] em calculos nos quais foi utilizada uma aproxima
¢ao muit6 parecida com a AAC para o hamiltoniano (2.1) com D=0, A =
-Fig. 4.13 mostra que, para sistemas ferromagnétiﬁos, este maximo -
nao ocofre. |

A suscetibilidade magnética com campo externo finito po
de ser calculada a'partir das relagoes (3.75b) ,(3.105) e (3.100).

 De (3.75b) tem-se |

-.lc~_=-([:- | ' L - (4.16)
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:
E com

©
1]

Fal
it

‘2(exp2t)[cosh4x(exp6t)+cosh2x]

{(exp 2t)[4(expSt)cosh2x + 1] + exp(-2t)}

(4.17a)

e

+ [exp(-2t)]{2cosh2x+expst)+2[exp(-t)]coshyt

£ valida a relagao

% _ 30 3x _, 38X
9y ~ 8x 3y’ 3y
com
L:..a..g—.l E.E...(R)l a_p-l.g.g...
SR T 3X T g 9x 'q’q X o X
pois
39 .
aq - P
De maneira analoga, obtem-se:

de (3.105)

g _ 3¢ 30 _ G (z 3t - 1)
oy dy &8¢  z-1 Y
cOm
- A4cosh 2¢ R 2
G = 2cosh 2o+l 20

De (4.18) e (4.20) obtem~se, apds a eliminagdo de
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tGL |
[ . ) 4.22
X 2[z6 - (z-1)t] ( )

2 — gl -
-com X = (J/Ngug)x , sendo X = 3aM/dh, a suscetibilidade magnetica.
"G el sao calculados numericamente apos ter-se determinado, da ma-
neira exposta na Se¢dao 4.2, o valor de x que satisfaz as relagoes

(3.75b) e (3.105) com z fixo, h fixo, &§fixo, para cada valor de t,

£=0,5
| Z=6 §=0,!
00— 6=0
T/T, =10l
2
50 |—
0 | |
0 0,5 {,O
. _ peh
y -

kT

Fig. 4.13 - Inverso da suscetibilidade, a tempe
' ratura T = I,iITTC, em fungao do -
campo externo.Ndo se observa minimo
algum, ‘
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A Fig. 4.13 apresenta graficos de X em fungao do cam
po magnetico externo, a uma temperatura 11,1% acima de TC, para al
~guns valores de & e para z=6. Para z=8 e 12 as curvas sao semelhap.

tes n3o apresentando minimo algum.

4,5 Parametro de Ordem de Curto Alcance e Energia de Anisotropia

s

4.5.1 Ordem de Curto Alcance

Uma das boas caracierTSticaS‘da AAC & gue ela permite
obter uma correlacao nao nula, entre spins primeiros vizinhos, a-
cima da temperatura de transicao.

A correlagao entre os spins 1 ¢ 2, primeiros vizinhos,
pode ser estudada pelo parametro 1t de (3.76a}.

A Fig. 4.14 apresenta a variagao de T com a temperatu
ra para z=6 e varios valores do pérEmetro de anisotropia 6.As cur
~vas para z=8 e 12 sao semelhantes as da Fig. 4.14). Verifica~se -
que 1 nao e nulo para T > Tc.'téndendo, na verdade, assintdtica -
mente, para zero, quando T + «, E interessante notar que, acima -
das temperaturas de transicao, as-curvas para diferentes vaiores
de 8 sao praticamente coincidentes, o que mostra que a anisotro -
pia de fon individual s afeta a correlacio de spins quando h3 um
ordenamento co]etivo..Nota-se tamb&m a brusca variagio ﬂa'incling
‘¢30 de T x T, em t_, aqual apresenta uma influencia marcante no
calor especTfico (Secio 4.6). |

A ordem de curto afcance @ importante em estudos de -
espalhamento Ramab.de dois magnons [94] , problema esse aoc qual

'sera tentada a aplicacdo da AAC, num futuro proximo.
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1,5

l ’0
C,ACW

/TS

t=

0,5

»

Fig. 4.14 - ParEmetEo de ordem de curto alcance,
t=<§]-.§2>, em fungao da tempera'tur‘a,
para varios valores do parametro de
anisotropia §.
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4.5.2 Energia de Anisotropia

Quandoe nao ha campo magnetico aplicado, a energia in-
terna magnetica Eo’ dada por (3.78), contém, além de um termo pro
porcional a t, - ja discutido na Se¢3ao anterior - um termo devido

a anisotropia:

E, = - NDK, | _ (4.23)
com K dado em (3.77b)

Define-se a fungao EA por

B, 2 Eg/Nzd = - 2y 6 = - 6k ' (4.24)

A
com &, dado em (3.72).

A Fig. 4.15 mostra a variagao de 8K com a temperatura
para z=6 e para varios valores de §.Nota~-se que ha uma Qeédontinui
dade em 3K/3T e que 6K e praticamente cpnstante acima de Ti A con
clusdo que se tirﬁ destes dois fatos & que a ene}gia de anisotro -
pia, de maneira analoga a energia de intercambio (que & proporcio-
nal a t dado por (3.76a),contribui para que o calor especifico te-
nha um ga]to finitoem T = Tc’ mas que para T > Tc o cator especi--

fico praticamente nao depende de anisotropia.

4.6 Energia Interna e Calor Especifico a Campo Nulo

0 calor especifico magnetico Cy e calculado numerica -

‘mente a partir de E_ , dada por (3.78). Sendo-

o BE
w3 S - (4.25)
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0.5 |- | i
; | §8K—=>1/3
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|
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) |00 joslwo p2o
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* ' o
¥=T/Tc acw

Fig. 4.15 - Energia de anisotropia, para estruturas
com z=6, e para varios valores do para-
metro de anisotropia §.
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E na realidade calcula-se

n’ B
(na ]

CM ! V]
¢ = WK "Wz 3T (4.26)
et (L X, | | (4.27

relacio que se obtém facilmente de (3.71).

_ A Fig. 4.16 apresenta a variacao da energia interna -
magnetica Ed , dada por (3.73), com a temperatura, para o caso -
z=6 - que @ analogo aos casos z=8 e 12 - e para viriqs valores -
de§. A caracteristica mais importante & a mudanga,brusca, em Tc s
da ‘inclinagao das curvas. Deve ser'sa1ientado, eﬁtretanto, que a
:.inclinagﬁo da curva Eo x T, tanto antes como depois de T, e me -
nor do que m/2. Isto significa qué o calor especifico magnetico ,
?_na AAC, apresenta um salto finito em Tc; Curiosamente isto & con-

seqliencia da maneira com que a magnetizacdo tende a zero em Te o

na ausencia de campo externo. De fato, de (4.27), (3.76b) e (3.77
{'(3.7fb) verifica-se que, na éxpressEo de C em te}mos de x e t -dgl
dos em (3.74) e (3.71) - aparecem, apenas no numerador, termos -
que sao prbporcionais a-(senth)éx/Bt. Quando T = Tc tem-se x = 0

? ¢ entio vale [65]

2 -
{senh 2x) -g-% = 2X %{- ='-g-%— : (4.28)
T+T _
c

Tem-se ainda, de (4.2),
x == 3221) o - (4.29)

z

T+_Tc
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= T/T¢ acw

Fig. 4.16 -~ Energia interna magnetica em fungao da

temperatura, para varios valores do pa
rametro de anisotropia & e para estru-
turas com z = 6,
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que, substituida em (4.28), determina

2

2
(senh 2x) 2% = [3(2") ] 3¢ (4.30)

at . 42 at

De acordo com a teoria de transigoes de fase & razoavel supor [12]

que /

o = o, (1 - %—) y T < T (4.31)
T+Tc . ¢

sendo a um expoente critico. DE (3.71) e (4.31) tem-se

- t ' .
g z . 00(1 - ¥£]a : t.< t : (4.32)
-
c
Assim
20 (20)0 (1 - EE) 2a-1 EE . 2ag (i_EE)Za-]
ot tot 0 t t t t

De - (4.33) e (4.30) chega-se ao resultado

3(z-1)1% %% ) Lo e
4z t t

' ' 9x
(senh 2x) 3E = [ (4.34)
Como jz fof salientado antes;"as curvas Eo x t da Fig. 4.16 indi-
cam que €, dado por (4.27), nao diverge em tc’ 0 que implica que
(senh 2x) %% » que aparece no numerador de C, deve permanecer fi-

nito em tc. Isto implica que
a > . | S . (4.35)
2 ° : _ N *
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Por outro lado, as mesmas curvas indicam que C tem um salto em

té, 0o que faz com que §e conclua, de (4.34), que
o < | - C(4.36).
2 -

De (4.35) e (4.36 obtém-se

o =5 -‘ | (4.37)

Assim, na AAC, do grafico EU x T pode-se deduzir que o expoente
critico da magnetizagao & 1/2, valor também encontrado na ACHW -
[12].

' | A Fig. 4.17 contem aslcurvas'obtidas por &erivagﬁo -
numérica de EU, que diao a variacdo do calor especifico coma -
temperatura, para o caso tipico z = 6, com varios valores de §.
A curva tracejada € o resultado da ACW, Verifica-se que, como -
ja era esperado, o.calor especifico nEo-se anula para T > Tc s
mas apfesenta uma dependencia muito pequena em §, nestas mesmas
'tehpefatufaé.

Finalmente vale a pena ressaltar que foi feito um a-
juste de quadrados minimos para os parametros do e « na expres-
sao (4.32) de o. Verificou-se que os valores destes parametros
dependem crucialmente da precisao empregada nos calculos, como

se vé. na Tabela 4.2,

Fixando o = 0,5, para 6§ = 0, ajustou-se apenas o0 parametro a em

(4;32), obtendo-se (com precisio de 10-7 nos calculos)

S =.1,7066 .
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1.?========%=====

T ATIRTIO
0 05 1 1 12%10 1e°
12 T/78 acw

Fig. 4.17 - As curvas mostram a variagao do calor
' especifico magnético, a campo nulo ,

ctom a temperatura, para estruturas -

com 2=6 e para virios valores do para

metro & de anisotropia. A curva trace

jada foi obtida com a ACM para & = O,
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Tabela 4.2 Valores Ajustados de oze «
226 3 §=0 226 ; §=0,1
Precisao Sy a o, o
107° | 1,9376 0,5198 1,7559 0,5043
107% | 1,7462  0,5021 11,7235 0,5009
107 | 1,7216 0,4996 1,707 0,4992

0 salto do calor especifico, como ja foi observado, & proporcio-
nal a (senh 2x) 8x/50t. No caso z=6, 6=0, ve-se na Fio. 4.17 que
o salto tem amplitude 0,26 determinando, para o parametro Uy a

partik da expressao (4.34), o valor

Oy = 1,72
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COMENTARIO FINAL

0 desenvolvimento deste trabalho, cujo objetivo cen -
tral-era o estudo das propriedades termodinamicas de um sistema-
ferromagnetico com anisotropia uniaxial de ion individual, atra-.
yés do emprego dabaproximacéo dg acoplamento constante para o ha
miltoniano (2.1), conduziu a analise de outros problemas.Talvez
o mis interessante deles tenha sido a generalizacao da aproxi-
magao de.aCOpIamento constante para spin 1 e, em seouida, para -
spin arbitrario,

Alguns dos prob1eﬁas ﬁue surgiram nao foram aihda a -
bbrdadas, a nao éer supérficia1mente. Entre eles destacam-se as

possibilidades de um estudo tedrico, do espalhamento Raman em ma

teriais magneticos e da generalizacao da AAC para sistemas anti -
ferromagneticos de spin arbitrario, a fim de possibilitar a utili

zagao desta aproximagdo, bastante precisa, na comparagao com os -

. resultados experimentais obtidos, em substituicio 3 ACH, cujos. de

feitos ja foram anteriormente aqui apbntados.
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- |
i -  APENDICES

Al Ions 3d

[ - . . = .
2+ & um Ton com uma camada d meio cheia (3d5) .

0 Mn
EO éstado de menor energia de um Jon 3d5 tem L = 0 e S = 5/2 , pois
0s 5 e]etrons da camada d tem os spins para]elos. Como L = 0, em -~
pr1ne1ra ordem de teoria de perturbacao, nem 0 campo cristalino nem
- a interagio spin-orbita separam o nivel fundamental %5 que tem dege
nerescencia sextupla. Verifica-se, entretanto, experimentalmente, -

2+ ,~ \ . . -
tem um eixo de simetria, ha uma

- que quando os Jons vizinhos do Mn
fremoqio da degenerescéncia do nivel fundamental, o0 que da origem a
‘niveis cuja estrutura pode ser descrita pelo hamiltoniano de spins
~ 4 4 & .4 2
H=a(s, ¢+ Sy + S, 707) * D3, gg)
16 -
‘Para obter este resultado por caminhos tedoricos & necessario - no
?caso de Tons 6S - efetuar calculos em ordens mais altas que a primei
ra, em teoria de perturbacao. O termo de quarto grau do hamiltonia-

no de spins & obtido lTevando-se em conta a interagdo spin-orbita em

100

fl ordem e o campo cristalino em 42 ordem. O termo em D & devido

a0 campo cristalino e pode ser obtide de duas maneiras distintas:

1) .com interagdo spin-orbita em 22 ordem e campo-cristalino e campo
;. : . _
~axial -, ambos em 12 ordem, e 2) supondo que o campo axial mistura

4 5 -1

configuragdes 3d" 4s e 3d°. Os dois procedimentos dio [D] X 0,1 em™ ',

mas com sinais opostos para D. Valores experimentais sdo D] ~ 0,03

4 2+

5cm para o Mn , com sinajis + ou - dependendo da distorc¢dao, ao pas-

-3 -1 2+

$0 que a ~ 10 " ¢m '. No caso do Mn ~pode-se pois,'considerar ape-

nas a separagao de niveis produzida pelo termo em D:
_ 2
H -.D(Sz)

|

=

:

s

3

|

E

l .
kdeSprezando se 0 termo de 49 grau e a parte constante.
&

b
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A discussio de Tons 3d° & feita por Price [86] e

Bleaney e Stevens [87].
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- AL A S T SRR ottt S ol itk E & Tk
S ik

S e R T e e .

A.2 Campo Molecular de Oguchi

Para obter a expressao (2.41) para Hef a partir do
hamiltoniano de Heisenberg (2.11) , separa-se a parte que envolve

os spins 1 e 2 :
pyv ~* pv > z 7
H, = -23151 5 - S5 - 2Jj§2 3, . Ej - 235,.5, - guBh (s3 + s3)

ou ainda,
-

o -+
~ Z.c2 r APY 4 z z
le.-.ZJ {z-1) <§ >$7 - 2J(z-1)<S >S2 - 2651.§2 - gugh(Sy + S3)

0s indices pv nas somatorias indicam soma apenas sobre os z primei

ros vizinhos. Na passagem da primeira para a segunda expressao de

Hlé foi feita a aproximacdo de campo molecular para os operadores
+ .

5. . i £, 2,

1
- o -+
s1 .p<.§i>= k <S§> = k <Sz> »

N >

- onde k & o versor da diregao z, ao longo da qual estd orientado h

Pode-se agrupar termos em H12 escrevendo

Hio

-29%,.3, - qug {h+ 2(z-1)J<5%> } (ST + s3)
gUB
+ @

Z z

onde o campo efetivo de Oguchi &

H

of = h + 2{z-1)}J<5"> . (A.1)
: QUB_ ' o
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A3 A Componente z do Spin Total & um Bom Nimero Quantico
Com o hamiltoniano H dado por (2.1) tem-se que

[z St »H] =0 (A.2)

_ou seja, a componente z do spin total & uym bom nilmero quantico

- De fato, utilizando a expressao (2.1) obtém-se:

[zsg »Hl= z[sg,Hn]e-

2 P z .z 2.
T [SZ,-20 I $.5, -2uph I $Z -D £(S°)°)
k k * B8 e meom

<i,j> T e
-+ >
. 2
=--20 £ [S2, & 8.5, J-2uph z ¢ [5%,82 70 ¢ = [SZ,(s%)]
k [ <i,j> J 1-2uy e ke m - kTme
z -+ > :
= =2J © z St ,S5:.5,; ) : “(A.3
k <'i,,}> k i J] . ( )

: ' W2 Z
,l}i, (S2)). = s2 [sg» sp 1+ [s§, s]] S = 0

 Finalmente, notando que,

- 9
= X X Y'ey z oz
Si'sj S,i.Sj + Si Sj + Si Sj f

. *> > o I ' ' ' .
; Z ' L X X z Z 2 2
;-fs {si.sj] = [ 5g.87 85+ [sk,s{_s§ T+ [5§.85 s5]

L eX Z X Z X X y Z Y reZ ¢Y1eY
Tae? el oZ 2 ¢27cl
+85 [sk,sj] + [sk,si]sj

- §isX oY 5

< X .Y ) oY o X
155 sy 6,5 + sy 3 AR T

- Y y isY ¥

j Ski T 15y Sk Syj

iobtém-ééf

f

k.
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z s kay ve¥ieX _ ge¥eX o se¥el o
i [Sk’§i'§j] = isys% + is¥sy - isysy - isys¥ =0, (A.4)

e de (A.3) e (A.4) resulta a relacao (A.2) .
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A.4 Calculos Referentes a Secdao 3.2

A4.1 Obtencao da Relacao (3.9)

-

Em primeiro lugar & mostrada, neste Apéendice, a vaiidi |
de da relagdo (3.9). Para isto e cbnveniente utilizar a representa-
¢do das auto-fungoes simultaneas de I S? e de S? dada em (3.12)
Tem-se de (3.8): i |

' ofixo | |
Ir'lpR] _ Z ¢ <My oo My |p bX 0. My oo.My>, (A.5)
Terg g mpeesmy 0 iy T

pois de (3.1) e (3.4) resulta que

Tr! exp(-BH) = Eg . , - (A.6).

z .

Trip.= Trt[ 277 exp(~gH)] = 1
| Z
sendo o conjunto de'autOifungaes‘de ;15§ completo, pode-se rees-

crever (A.5) na forma

Trt [p] .z g fifo ) <m1...mN|p|mi...mﬁ>
Tr'o - 7& <H,3> my,..aly M. my
<mj.oomyl 43 Imyeamy>
= z b i | g'fixo‘ <My .. .M |p}m'...§i>
1 N 1 N

q .<i ’j> m'i"*lqmrll m-l,. o.‘mﬂ

e Q. s mimts calb : 8 . vedd '
<m1m3|913|m1W3 6:11{,111-l .m%-l’mifl LA P m3_12Mj-1

6 4 ---6 ] 3
Mir1°™541 My > My

pois ﬂij so atua em |mi>|mj> €, alem disso, <mk1m£ > = 8y o

Entao:

SRR - : g fixo g

Irt ool %. ?izj> ”m'zm' ; m c<my e mydplmyoim gmime gL
Trl P o L] -i ’ J‘ ]" b ) N

| Ju |
> <mimjl91j|mim‘> .

¥
.c.mj_lmjmj_i_-l...mﬂ J

T 1A



. Lembrando que a interagdo entre pares de spins, na forma descri-

- ta em (2.1), e isotropica, isto & , @ a mesma para todos os %5

‘pares, pode-se escrever

' o fixo .
| ::.ipﬂl . gz %3 o f . gron!mﬂ_<m1...mN|me1m2m3...mN>
<mimé|n{2|m1mz>
. ' , g’fixo ' . }
_ %5 gl,mz,mi,mé {m3v;qmn <my.oomyfo] mimima .. umy>

<m{mé|912]m]m2>

Nz I '
2 1
m] ’mz ’m-l ,|‘='12

=

2 MMy | 2
onde foram definidos

7 © fixo

HI

<mym |p(2)|m'm'>
172 12 o m
. . o. 3’. - ,. N

2) -
n( )‘: Q}Z .

e foi utilizada e relacao

T | mimd > <miml| = 1
) 172 172 i
mims;

"~ valida no espacgo de dois spins.

-A4.2 Obtengcao da Forma (3.13) para Hq

A sequir, & mostrada que a forma (3.13) para H

amymy o) fnimy> <nimgiay ,imn,

2) o |
z I <m1m2|p( ) Q]2|m1m2> = Nz Tr[p(z)ﬁ(z)]

T <m1m2m3...mN|p|mimém3..me> (3.11)

(3.10)

E -

~ plausivel. Para isto & conveniente observar, inicialmente, que

aynglol® ning> = cnpmy [002) Ingni>

(A7)

. pois em (3.11}). nada se altera quando se troca‘m] por m, e M, por
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LI pois tanto ]m]mz...mN> como p .sao simetricos em relaciao a es -

sa troca , como pode ser observado nas relagoes (3.12) , (3 . 1) e
(2.11) .. -

Uma outra relagdo importante &
<m1m2|p(2)|mimé> # 0, s0 se mytm, = mi+mé' T (A.8)

Para demonstra-la, utiliza-se a relagao de comutacas do hamiltoniano

(2.1) com a componente z do spih total, demonstrada no Apendice 3:

- ' k -
0 = <mimé...mﬁ| [ %Si’H] Im]mz...mN.> =
= <miml...mt| = SkH—HE Sk[m m m,> =
Myge -yl 2oogi-ie SRy -My> =
N N - X |
= (Zmi=-Zm, ) <mimi...m H lmym, .. .my> (A.9)
Segue entao , de (A.9) que <m{mé...mﬁf H Im]mz...mN> = 0, se

ndo for satisfeita a condigdo

N N ' .
L omi=I m, _ _ : . . (A.10)
i=1 ' j=1 Y : -
-] : i .
Llogo, sendo p = I (-1)181 H , tem-se que
o i= il
_ ‘ i1 i
Lggo, sendo p =w§1(-1) 8 M

- » tem-se que <miméﬂ..m§[plmim2...mn>'
= 0 a nao ser que seja satisfeita a relacao (A.10), Desta condigio
e da definig3o (3.11) de p(Z) obtém-se a relagao (A.8).

Resta, agora, mostrar que a forma escolhida para He sa-~
tisfaz as relagoes (A.7) e (A.8). E imediato verificar, em (3.13) ,
que H, e invariante & troca de indices .1 por 2 e de 2 por 1, 0 mesmo
ocorrendo para p(z) em (3.10), o que ﬁostra que (A.7) esta satisfeita.
Para verificar.-que a relacdo (A.8) e também satisfeita, deve-se come-
car observando que os operadores hermiteanos Hg» dado por (3.13), e |
Sf + 82 cbmutﬁm:‘

2
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- > > ' '
; Z,027 o . 2,621 _ Z,c2 Z,co2Z
- [H,,53+s7] 28, [s].,g',s]+52] -2ug Ay [sT+s] , sT+s?]
2
-2B [(sz) + (52) . ST + 3 1-2A,[s§s3 , 5T + sé]

[s 2,51 + 53] = [5] s2 . 571 + [sysy ., s]1 + [s"‘s2 . s’-] +

z X 24X Z7eV
+ [5152’52] + [5Y §2,52] + [s2 sz,sz] [57.5715p + [sél',s]]s--2

FeZ o272 XreX o2 Yrey <2 Zre2 o2
+ [s],s]]s2 + $7[55.55] + sy [sz,szj + 57[55.55]
- -1is¥sh + is)sy -i5753 + is¥s} = 0
2 2 2,2 2
(s + (s5)° 5 57+ 530 = [(57)° » 591 + [(s3)° , s3] = 0
(5i55 » 5 + 530 » [ssg . 51 » kR 31 = [s7.570s5 +

Zre2 zZq _
+ 87[8; » 551 =0

- z zq. z, .2
Conc]ui-se R gntao , que [He » 57+ 52] =0 Logo, H, e S1+S,
admitem um mesmo conjunto de auto-funcgoes [m] m,> tais-que
Z Zz _ ' . . ._ - . s ) :
(S]+52)|m]m2> = (m]+m2) 1m1m2> b My = =s,-shl L. u,8 g 1—1,2 (A.11a)

Helm.l m2> = Em1m2 Im]m2> > (A.11b)
+ -

‘sendos,i = s(s+1) . Estas auto-funcOes certamente satisfazem a re

i

lagao

<mimy | mym, > = 0 se m'y + my ¢ my +m, ' (A.12)
pois (m{ + mé) e (Tl + mz) sao auto-valores de S% + S; . Seque

dai e de {A.11b) que

] ] - :
<m]m2| He|m1m2> = Emlmz 5mi+m2 sy, - (A.13)

(A.13) e (3.10) permitem‘conc1uir que a relacao (A.8) & realmente
wvatida . '
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A.5 Cilculos Referentes 3 Secdo 3.3

Nestes calculos & utilizada a representagao |S1SZLM> )
das auto-funcdes simultineas de 32 , 32 2 s 3, 2
1 *» V2 ) ( 1 + 2 ) e

z 2 _ o2 '
L, = S3 + Sg » com Sy = 5, = s(s+1) . Estas auto-fungoes sdo da

z

forma [89] :

m]+m2=M
My sM,

1SS, LM>

(h.14)

onde (5152m1m2|L“) sio coeficientes de Clebsch -~ Gordan e |S.m.>
sd&o auto-fungoes de-Si e de S? » 1 =1,2 . A representagcao expli
cita (A.14) nio & necessaria nos calculos referentes a A PD, mas
ela 0 € na AAC. Para os calculos aqui efetuados & suficiente sa-

ber que
|3152 EM>= [LM> , L= 0,1,...,2s8 3 M = =L, ,-L+1,..L

(A.15)

-+ -;'-pz -+

-
L'M!]25,.5,|LH> £ <L'M'| L-ST-sE LM (A.16)

n

{L(L+1)'-2s(5+1)} St Sy,u

<L'M'|ST + STILM> = M 8 L §M’M. (A.17)

De (3.24) tem-se.dué
> -» z z
H= I {-2&5 S, ~2p h (SZ + S )} = T OHy,
<1,i> 1772 HB 7 ! 2 <i,j>

relagao esta.qﬁe permite escrever

(2) Y e z z

WY =y, = 20808, - 2up b (ST 53) (A.18)

z
Ut{lizando as relacgdes (A.16) , (A.17) e (A.18) obtem-se que
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S Lt Sm.me
(A.19)

<L'M'|H(2)|LH> = - -J[L(L+1) -2ss+1)]-2ug h M
ot ' z

De (3.21) e (A.11) resulta , finalmente,que

.<LiM-]He|LM> = -2up Ay M 8 14 8y ye ‘ (A.20)

Hi ainda uma relagdo importante a obter, quée & vialida em qualquer
ordem de aproximagac . De {3.2) e (3.9) obtém-se:

Tr' (o £ S? ) Trt [p I (S§+S?)]

o E._.ql_ = 1 = 1 <1,3>
Ns N—S- ir'p Ns2 Tr? P
.1 Nz (2),c2 2,7 _ Y (2),.2 z .
c = —— =2 Tr [p S2 + S = — Tr] p'¢7(s? + s2)1 - (AL 21
LA (57 + 1 = L rel o s+ s3] (A.21)

0s calculos, seguindo a ordem estabalecida na secdo 3.3, estdo di-

vididos em tres partes: spin 1/2, spin 1 e spin s3l.

A5.1. Caso s = 1/2 (Secdo 3.3.1).

De (A.19) e (A.20) obtém-se os elementos de matriz

: apresentadds'na Tabela A1,

LM <LM| H[LM> ' I EEE

0,0 o | (3/2)4

1,-1 2ughy - (-172)d+2ugh/z
1.0 | 0 (<1/2)J

1,1 o - =2uph, - (-1/2)3 -2ugh/z

Tabela A.1 Elementos de matriz de H, e de H{Z), spin 1/2

Com os elementos de matriz da Tabela A.1 calcula-se

i +L ' -
) z exp (-8 <LM|He|LM>

Z_ = Tr exp (-BHe) =
S 0 M=-L

€. L

= 1+ exp {-2x) + 1 f exp (2x) = 2{1+ cosh 2x)
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s 4 coshzx,

(A.22)
onde
xEBuBA]. (A.23)
De (A.17), (A.23) e da Tabela A.1 obtém-se:
. _ (2) -1 _ _
g = Tr(p Lz) = Ze -exp{-2x) + exp(2x);= tgh x
(A.24)

Finaimente, de (3.17), (3.18), (3.21), (A.23) e com

0s elementos de matriz'apresentados na Tabela A.1, resulta que

Nz Tr [p(?) w(2)] g

= 33 { -J | 2u, h) exp (-2x
b= 2 - {"z‘“* 7+ g P )
e .
-J + (-3 - 2u, h) exp(2x
3 ( 3 B E) p(2x) }
2 '
= -l J'zJ tgh®x + 2uphtgh x (A.25
2{2‘ | BE } )

0 numero g{c) de estados, com g = 0 , de um sistema

de N spins 1/2 & igual ‘ao nimero N! de permutacoes dos'spins divi

do pelo numero u! de
z igual a + 1/2 e pelo
componente z igual ah-l

Nl
9(0) =gy

permutacdes dos u spins que tém
numero y. de permutacdes dos ¥y

/2, isto e:

h B

componente

spins com

~ N(ln.N-l) ~u(en u=-1) =-y{eny-1) ,

tendo sido utilizada a aproximagao de Stirling [65]. Notando que

uey satisfazem as -equagoes

‘u(%) + y(}%)'= m = Nso _gg'.'

. - ut+t y=N,

obtém-se
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h
u=7 (v} 3 y=5 (-0,
que, substituidas na expressao de g{¢) , determinam:

9(o) = H(2n N-1) -§ (1+0) [2n §(1+0)-1.]-§ (1-0) [2ny (1-0)-1]

 (A.26)

s

A5.2 Caso S = 1 (Secdo 3.3.2)

As relacfes (A.19) e (A.20) permitem obter os resulta

dos apresentados na Tabela 2.2,

L <LM[H|LMH> | TS

0,0 o - | g

1,-1 'zuéﬂ.1 ’ 23+2ugh/z

1,0 | 0 - 23

1,1 ~2ugh, 20-2u,h/2

2,-2 bugh, - ~20+4ugh/z

2,-1 2ughy -2042u h/z

2,0 o . S =2

2,1 -2pBA1 | | —2J-2uBh/z‘

2,2 -Aughy | i - ~2d-8ugh/z
; | Tabela A.Z'Eieméntos'de;matriz de H e w(2), spin 1}

Com x dado por (A23) obtém-se entdo:

2 +L
Zo-® Troexp(-8H,) = L I exp(-8<LM|He]LM> =

L=0 M=-L

=1 + exp(-2x) + 1 + exp(2x) +.§xp(-4x) + exp{~2x} + 1 + exp(2x) ;
: ' + exp(4x)

lﬁcqshqx - Bcoshzx +1 = (4cosh2x - l)2 (A.27)
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De (A.17) , {(A.21) , (A.23) e (A.27) verifica-se que

G =-% Tr (p(z)Lz) =_—l- {-exp ( -2x) + exp (2x) ~2exp { ;4x)

ZZe

- exp(-2x) + exp{2x) + 2 exp(4x)}

2

8 senh x cosh x(4 cosh” x-1) _ 2 senh 2x . (h.28)

2{4 cosh2 x#l)z 2 cosh 2x + 1

Finalmente, utilizando (A.27) e os dados apresentados na Tabela

A.2 , obtém-se que

EU.; Nz . [p(Z)HIZ)] . %?“ ' {44 + (29 + 2uBh/z) exp(-2x) + 2J
| TR

N

+ (Zd-zuBh/z) exp(2x) + (-2 + 4uBh/Z) exﬁ(-4x)
+ (-ZJ + ZuBh/z) egp(—Zx) -2Jd + ( -2J-2uBh/z)‘exp(2x)
+ (-2J—4uBh/z) exp(4x)}

. =N {ZZJ ( 2 senh 2x \2 + Augh 2 senh 2x (2cosh Zi}l) ,

? 2 cosh 2x+1 ( 2cosh 2x+1)2

ue , com o auxT]io'de “(A.28), acarréta
. | o _
' E - =N { ZzJo2 + 4uBho} . : (A.29)
0‘ .
o 2. L : :

0 nimero de estados com B = 0O & dado por

iﬁ) - i H ~ N(&n N«1).-u (fnu~-1) -y(&ny~1) -v(&nv-1) (A.30)
1 Tutylvt Noe - ' o

hde u, y e v representam o numero de ép{ns com-componente z, respecti-
Mente igual a +1, -1 e 0, tendo-se feito a aproximacio de Stirling -

ira N+ o
t
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0s nimeros u, y e v devem satisfazer as condigdes
u(1) + y(=1) +v(0) = m = Nso = No
u o+ y‘+ v = N, |

dé onde se obtém

u="(l46-0') ;3 ¥y = N (1-0-0")7; v=Na' , (A;3])

N =
g ]

com o' = ¥/N, por defini¢do. Substituindo {A.31) em (A.30) chega-se

i expressao

g{o) = N{2nN-1)~ %'(1+c—o') il Rn% {(1+0-0')-1 ]-% (1-c-0')

- %(1+c-c')[1n%(1-c-c')-1] - No'[enc' -1j - {A.32)

Para se chegar 3 relagdo (3.47) eleva-se ao quadrado a
equacdo (3.46), obtendo-se,apds o rearranjo dos termos:

(3 + tgh 2y)o® -(8 tgh 2y) o + 4 tgh 2y = 0.  (A.33)

Estas equacdo tem duas solugdes das quais a dnica valida e

2 tgh 2y

2. )2 :
2 « (1- tgh%-2 A.34
3etgh? 2y i (1- tg y) 7] ( )

og.=

& - ‘ | S .

A outra solucdo, com sinal+no radical ‘de (A.34), nao e fisica,

- pois acarreta que o > 1, e foi introduzida ao se eTevar a (3.46)-
ao quadrado. Finalmente, utilizando a identidade (1- tgh Zy)I/ZE

z sech 2y , chega-se ao resultado procurado

‘2 senh 2y
2 cosh 2y + 1

g =

(A.35)
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,A.S.Caso $»1 (Secao 3.3.3)
De (A.20) tem-se

LMIH [LM> = -2u AM 5 M= -L,-LeT,...,L 5 L = 0,1,...25, (A.36)

que, juntamente com (3.26), permite obter

2s +L o '
Ze = Tr exp(-BHe) = I I exp(2x M) (A.37a)
' L=0 M=L )

) '| 2s .
£ —_— 1 {exp(ZL + 1)x - exp({ -2L - 1)x

_g sgnh X L=0

1 - \

= ———— Jexp 2(2s + 1)}x -2 + exp 2(-2s - 1)

. 4senh® x { I
_ senh? [(2s + 1)x] , o . (A.37b).

senh

tendo sido utilizada, duas vezes, a expressdo que da a soma dos ter
mos de umﬁ progressdo geometrica. A'partir'de (A.20) , (A.21),
(A.36) e (A.37b) tem-se

1 2s  +1

o = o Tr(p?) L) - o L Mexe(ax ) (A.38)
25 +L1 9L
1 3 ] e
rz— 7 [ Doexp(zx M) | = TSI, oy

s 25 +.1 cotgh [(2s+1)x] -—%; cotgh x

t 2s

e | |

o = 25+1 2541 cotgh [(25+1) (st)j _ 2%_ cotgh _%E.(str = B (2sx)
(A.39)

onde B e a fungdo de Brillouin. As relagbes (A.19) e (A.20) permi

tem calcular a energia média
=Nz oo r(2)u(2) -
E = M2 {pf (2) 1.
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Nz 2s 'L | h

LZO {-J[L(L+1) - 25(s+1)] - 2 uB—M exp(ZxM)} (A.40) .
-ZZ ==L z
Nao sendo razoavel detalhar completamente os calculos, o que ocupa
ria o espaco de varias paginas, & feita apenas uma indicacdo das -
etapas a cumprir. Em (A.40) ha tres somatorias duplas das quais -

duas ja foram calculadas:

1 e +L | ' ' ‘ f
v LEO ﬁ ) 20s(s+1) exp(2x M) = 2Js(s+1), " (A.41)
e = 8- .

resﬁfta&o devido a (A.37), e

2s +L
-4y, hs 1 I I M exp (2x M) = =4y, hs o _ (A.42)
BT ST, L=0 HeeL B

resultado obtido de (A.38). A terceira somatoria dupla &

2s  +L ' - 2s ' +L
-J E T L{L+1) exp(2x M) = ~J L (L +L) I exp(2x.M)
L=0 M=-L : L=0 M=l
2s 2 i ' _
= =3 & (L°+L) exp(2L+1)x - exp{-2L-1)x , (A.43)

expx - exp(-x)
onde foi empregada a expressio para a ‘soma dos termos-de uma pro--
gressdo geométrica. Para calcular a Ultima somatoria em (A.43) &

mais facil utilizar as relacgédes

= R |

, n | _
m exp{m x) = I exp(m x) =d. exp(n+tl)x -1
= dx m=1 X exp x - 1
_ n_exp(n+2)x -(n+1) exp{n+1)x + exp x (A.44)
exp x-1
n n
) m? exp(mx) = a? Z exp(m x) =
.m=1 3;? =] :
s S !{.nz exp(n+d)x - (3n2+2n-1)exp(n+3)x % n({3n+d)exp(n+2}x
(exp x -1)4 '

- (n+'|)2 éxp(n+1)x - exp 3x + exp x] . (A.45)
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Com as relagdes (A.44) e (A.45) utilizadas em (A.43) obtém-se

2s  +L
- ¥ 7  L{L+1) exp 2xM =
L=0 M=-L '

- 452 senh{4s+5)x - (1252+45-1)senh(4s+3)x
4 senh’x 4 senhzx

©, 4s(35+2) senh(4s+1)x-(25+1)%senh(4s-1)x - senh 3x-senhx .

4 senhzx

4+ 2s senh(4s+3)x - (2s+1) senh(4s+1)x + senh x ]

(A.46)
Combinando (A.41), (A.42) e (A.46), ¢ utilizando profusamente iden-
tidades de fungﬁes'hiperb51icas, chega-~se a¢ resultado simples

= 22
E, = -Nz Js"o" - ZN ugh so : (A.47)
com g = B (25 x) dado em (A.39).

0 niumero g{o) de estados de N spins s &

N .

g{o) = - {A.48)
(X_g)i(x_goq)res (%)
séndo X 0 numero de spins que tém componente z jqual a i, i=-s,

-s+1,...,5., No limite N + «, tem-se, gracas a aproximacao de
stirling, ’ |
5-1

-1) - i'(znx -1y - x.(ﬁnx_—li

(A.48)

¢n g{o) ="N{en N-1) - x_s(nnk_

Deve-se ter presente que os 2s+1 numeros X ndo sdo todos indepen
dentes, pois ha dois vinculos: ¢ nimero total de spins & N e a com
ponente z do spin total € m = Nso. Estes vinculos sao expressos pe

las equagaésé
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+S :

=§s xg = N ‘(A.49a)
+5 - : -

] ix; =m= Nso . (A.49b)
i=-3 ' -

E conveniente definir os parametros

i

oy = xg/N 50 4 =S, “S+1 4000 ,S S (A.50)

que tomam valores .no intervalo 0 a 1. Com eles as equacgoes

(A.4%) reescrevem-se na forma

+$ s-1

I o5 =ogt+o g% ! a; = 1 (.5T2)
1=~5§ . 'i=-s+.1. ‘
1 Eszﬁf R S 1 Sg] ' | (A.51b)
1 g. = @ - 0- + - 'io. = o . . b
s ii-s i S. S s jz-s+1

- Das equagdes (A.51) calcula-se

Q

s i=-s+T

T s-1 '
O.g = 1 { 1-0-1 7 (s-1) o, JE o ~(A.52a)

o, _ ) 1z +
s = ~41 +g -4 {s + 1) o, = o (A.52b)
.2 { s i=-s+1 1 >

- Com as re}agﬁes"(A;Bﬁ)ib’(A;SZ) substituidas em (A.48) obfém-se

€+
tng(c) = N{an N-1) - No~ (&no” - 1) - No* (2not*- 1)
: 2 2. o
1

s-
- -
faesar iM% - 1) (au63)

;A condigao (3.19) imposta a 2n Zc » dada por (3.52),‘produz:

2t 2 2
. seguindo dai que -

| [42Jszo + 4ths ]B -N tnot N 'an; = 0 , | - (A.54)
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exp(-4;y) _(a.55a)

a la
R D |

h
1

B{2dso + ugh) ' (A.55b)

Note-se que qualquer que seja a aproximagao para He', dado por

(3.13), a expressio (A.54) apresenta a forma

Ew-{‘J Eo dB'} -N enoet 4 Negno=0,
30 [ & 2 2
de onde se obtém

LA exp(-4s¢) 5 ¢ = 12 ( -

, (A.SG?

i
. O ——\TD
Sl
o
o]
Mg

Impondo-se , agora, as condi¢des (3.57) a (A.53) resultam as equacdes

M Al W

=13 j = -s+1, -s42, ..., s-1 - (A.57)

0 conjunto de equacdes (A.55), (A.57) pode ser PesolQido‘de maneira
exata. Antes de passar a solugao con?ém notar que a funcao y aparece
apénas'na equacao (A.52). Se em outras aproximagaés.a keIang |
(A.55) for substituida pela (A.56) continuario vilidas as solucdes

aqui encontradas, bastando fazer a substituicdo y=+¢ nas expressoes

qas cj‘
Pbefinindo _
. _ 1 5-1 C , : -
r =1V =--—- 1 (s-i)oi' 3 - (A-58a) .
s  i=-s+l
+ " s-1 .
I = 1- =12 {s+1) Os s (A.58b)
o S i=~s+] ‘ :

e fazerdo uso das relacgdes (A.52) e (A.55), obtém-se

1 L.o - : L '
= ex -4s -
P p{ y ) | (R.59)
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Resolvendo a equacao (A.59) para determinar o, e multiplicando o

_ numerador e o denominador obtidos por exp{2sy), resulta

. = (1-27) exp(2sy) -(1- ¢*) exp(-2sy) (A.60)
2 cosh 2sy

Pode-se, agora, substituir esta expressdao para o nas relagoes

(A,SZ), determinando, entdo:

¢ = EX]J("ZS}’) ‘ (c- + C+) (A:G'ia)
2 cosh 2sy

o =-BXPL2SY) (= 4 h) (A.61b)
2 cosh 2sy

As relagdes (A.61) substituidas em.(A}57) permitem calcular

5. = Bt b exp(2iy) (A.62)
J ” 2 cosh 2sy

Observando de (A.58) que

_ + s=1
L. -2 O s (A.63)
- i=-~s+1 _

-

2 .

e somando-~se a relagao (A.62) sobre j, j=-s+1, -s+2,...,5-1

obtém-se
SN AT S 3 1 T
2 2 2 cosh 2sy =

exp 2jy . (h.64)
s+1 '

Utilizando a formula para a soma dos termos de uma progressao ge
ométrica, calcula-se a somatoria em (A.64). ApOs rearranjar os
termos , chega-se a expressao

| 5'_+-§+ - 'ZsenhycoshZSy (A.65)
2 . senh(2s+1)y

Sdbstifuindb‘(A.ﬁS) em (A.62) obtém-se, finalmente,
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_ senh vy
g. =
J senh [(2s+1)y]

exp(2jy) . | (A.66)

Para determinar o , utiliza-se a relagac (A. 60). De (A.58) verifi

ca-se que

+1
i

s
L *tE L LI | (A.67)
s 1 -

Com o auxilio de (A.44) e (A.66) obtém-se

s-1
z
iz-s+1

-ic. . (s-1) senh 2sj -s senh [2({s-1}y] ' {A.68)
! 2 senh [(2s+1)y ] senh y |

Com as relagdes (A.65) , (A.67) e (A.68) substituidas em (A.60) ,
qbiém-se , apos algumas simplificagoes: - o '

1 |
2s senh y senh [(2s+1)y]

{ 2s senh y cosh [(2s+1)y] -

- senh 2sy }  (A.69)

h

-sendo B, (2sy) a funcdo de Brillouin e y dado em (A.55b)
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APENDICE A.6

A.6- Ca3lculos Referentes a Secdo 3.4

A.6.1 Auto-vetcres e Auto-~valores de He e H(z)

0 conjunto de auto-vetores simultaneos de

£? = (3, + §2)2 | (A.70a)

e de

-
iH]

s34 sh, | (A.70b)

onde §12 = §22 = 1{(1+1) = 2 , a menos de um fator de fase, @ formado

por
1> = |2,-2> = [1,-1% ]1,-1>2
= ] .
. 12> = 12,1 = {11,y 1100, ¢ 1100 1, 1>, )
- 1
|8>¢= |2,0> = — {I],-1> [1,1>, ¢ 2]1,0>, |1,0>, 4+
7 1 2 20> 2

|]’1>] ]1,-1>2 }

|3> = |2,1> = L {I] 0>, |1,1>2 + [1,1>] l1,0>2 }
. . /2 -
4> = 2,25 = ['I,T>1 11,1>, (A 71)
- ]
|5> = l]s']:’ '_{I.l -1> |]90> I.I 0> I‘ii-.I> ]
/7 1 1 2
16> = [1,0> = 1 {f],~1>] |1,1> - |1, 1>T 2}
. : /2— .. i
- 1
175> 2 |1,1> = {|1,0> 1,05, = 11,1511,05, }
/7 1 1
-
l9>'= |0,0> = — {[1 -1, |1,1> -[1,0> |1,0> +
| /3 1 2 1 2

l1,1>] [1,-1>, . }

A notacgao usada € a sequinte:

B2 JL,M> = LLel) [ LyM> 5 L=0,1,2 (A.72a)
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L. JL,M> =

Z

2 1y sl

Z =
S,i I] ,m>j -

0 conjunto (A.71) de auto-fungdes de L% e L

de dois spins §1 e §2

MIL'M> H Mz-L’-L+T’¢t.’L

1{1+1) |1,m>j §. s

(A.72b)

ij H m="1.sos]; 193 = 1:2

(A;?3a)

m|'l,m>'j 613 : m=.-1,0,1 s 1,7 = 1,2

(A.73b)

; e completo no espago

. Com este conjunto calculam-se as matrizes

de H, (3.15) e H(z) (3.18) e (3.16), cujos elementos ndoc nulos -

estao listados nas Tabelas A.4 e A.5

Tabela A.4 - Elementos de

matriz de He

ot

T _
Hy = <1]He]]>=-2J+4uBA]-Z%
2 .
T <2|He|2>='2J+2”BA]'%
. _
W = 53|He|3>=-2q-2uBA1-%
4 _ -
Ho = <4|He!4>"'zd'4”BA]'2%
e .
Hy 2 <5|He|5>=2d+2uB A]~%
M6 = <6|H_[6>=20-2D
e e 2
z .
7 . ' .
Hy = <7|He|7>=2J-2uBA]-%

'<s|He|3>'=-2a-§%;}<slﬂe|9>'=

= ~2V2 D
| =3z
'<9|He|§>'=-?¢§ % s 1<9[H |9>"=
= 43-4D
37
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Tabela A.5 - Elementos de
matriz de n(2)

o u(®) josrag-ap

w2z <1 w2 15=-2044u h-20
1 By "3

ny
—
11

x

<2|H(2)|2>=-2J+2u5ﬁ-2
T2 2

<3}H(2)

e o
. Ny
L

|3>=*’2J"2]1B£“2
: Z 2

s
ny
—r

<4|H(?)|3>=-2J-4UBE'2Q
Fd 2

<5|H(2) {55220 42u5h-D
Z Zz

™o
L

= =
s CTyr— (& P o LD o, Py~
| Ny
—
[FF]

<6[H{2) |65m2y -20
2

x
(g™
—

1

<7118 [7>=29-2uph-D
zZ 2

'<8[H(2)18>'=-2J;%Q;
Z

gl gsaiavz b,
: ' 2

]

1<9|u{2)|g>1=-2/2 D
3 rd




Nas Tabelas A.4 e A.5 pode-se observar que as partes nao diagonais

das matrizes de He e H(z) coincidem. Para diagonalizar estas par-

tes resolve -se a equagao de auto-valores

A -2 B
det =0  {A.74a)
B C - A
A= -20 (1 +6/3) (A.74b)
gz 2292 44 {A.74¢)
. 3 - v
C =43 (1 - 5/3) (A.744)
sz 2 (A.75)
2J |
que da origemva*uma~éﬁuagﬁo_do 29 grau cuja rafzes sdo
. - 8 N )
Ay =Y [1. -8 ~v] = Hg | B (A.76a)
Ap =3 [1 -6 -v]=z K . (A.76b)
Y =

(9 + 6% - 25)1/2 o (A.77)

-

0s vetores [i> , 1,2,...,7 da relacac (A.71) sdo auto-vetores de |

e

R, e H(z). Determinam-se, a sequir, os auto-vetores |8> e |9>
que, jUntamenté-ébm 0s . |i$ s 1 =1,2,...,7, formam um conjunto -

-completo, no espago de dois spins, que diagonaliza H, e n(2),

|8>

a |8 + b [9>* o L (A.78a)

m

|9> = ¢ |8>' + d |95 _ (A.78b)

0s coeficientes a, b, c e d sao determinados a partir das equagodes
de auto-valores ‘
A Bl |a (A.79a)

B c b
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A B c I - (A.79b)
= kz

B C d | d

e das condigdes de normalizagdo e de ortogonalidade

1 = <8|8> = a2 +'b2 ' (A.80a)
1= <9]9> = ¢c2 + d2 (A.80b)
0 = <8]9> = ac + bd , .. (A.80c)

tendo-se suposto a,b,c e d reais, pois A, B, e C (A.74) o sdo.

Resulta, das equacoes (A.79) e (A.80), que

i o g ]
a' (1+a2)]/2 : § (1+a2)1/2 | (A.BTa)
. =1 . _ -0 _
C LT YT LT (A.81b)
o = 2Y28 , - (A.81c)
9-§-3y | |

sendo y dada em (A.??).‘ Os coeficientes a, b, ce d.sEo determina
dos;'a menos de um fator de fase * 1 , sendo a fase re]at1va, fixa
‘da em (A. 8]), obtida’ esco]hendo -se, para a, a expressao dada por -
(A.8la). Resumindo, tem-se que os auto-valores de He sao dados por

Hl s i=1, 2, ...,7, da Tabela A.4 e por 1, e X.

_ 1 2
0s auto-valores de H(2) s30 dados por ng) i=1,2,...,7, da Tabela
t. . o : o » _
A.5 e por Xy e, dados por (A.76). Os auto-vetores de He e H(z)

dadas por (R.76).

s&o Ji> ; i=1,2,...,7, de (A.71) e [8> |9> de (A.78) com os coefi
cientes a, b, ¢ e d de (A§81). |

A.6.2 Calculo de Alquns Elementos de Matriz

Com os auto-vetores |i> , i=1,2,...,9,dados por (A.71)
e (A. 78), e com o auxilio das re]agoes (A.81), podem ser facilmente

calculados es elemenfos da matriz dos operadorES 2§ P s] + S2
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- e (S?)2 + (Sg)2 , que sao importantes na obtencdo de atgumas fun-
¢coes termodinamicas. Estes elementos de matriz sao listados na Ta

bela A.6. Utiliza-se a identidade

L 92 2 2
2§1.§2 Lé - §] - 32 |

ara calcular os elementos de matriz de 2%,.%, .
P 12

[Tabela A.6 - Elementos de Matriz de Alguné.ﬁperadores

i | <i|2§].§2|i> <1|Sff5§|i> <i[($f)2+(sg)2|i>
1 2 -2 2
2 2 -1 1

"3 2 1 1

4 2 2 2
5 -2 -1 1
6 -2 0 2
7 <2 ] T

8 | 2(af-2) 0 2 (a-v7)°

T+a 3 T+a
9 2(1-20%) 0 2 (1+v%a)?
1+a 3 ]+a2

A.6.3 Calcule dé'Fﬁngaeé Termodinamicas

Com os auto-valores Hl , i=1,2,...,9, da Tabela A.4

e dé relagdo (A.76), calculam-se

_ 9 : |
Z, =Tr exp(-BH ) = I exp(-BH)) (A.82a)
i=

e 1

7, = exp(2t-4x+2t8) + exp(2t-2x+t8) + exp(2t+2x+ts)
+ exp(2t+4x+2t8) + exp(-2t-2x+t8) + exp(-2t+2t8) +

4 exﬁ(32t+2x+t6) + exp[(-t)(1A6-7J]+,exp[(-t)(1-6+y)] » {A.82b)
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com & dada em (A,75),Yem (A.77), x em (3.74) e
t = BJ = J/KT "~ (A.83)

Agrupando convenientemente alguns termos de (A.82b), obtém-se final-
mente

Z, ® exp(6t) {Z(exp 2t) [lexp dt) cosh 4x + cosh 2x] +
+[exp(-2t)] [fexp st)+2 cosh 2_{x]+2[ex.p(-t)]coshyt}
(A.84)

Utilizando a relacdo (A.15), com s=1, e a Tabela A.6, calcula-se

= % Tr [p(Z) L,]= %E_ Tr[(sT+s5)exp(-BH )]

e
| 9. g i .
= - I <i{ST+S5|i> exp(-BH)) {A.85a)
- 172 e .
. 22 i=1 .
¢ = ! : {-2 exp(2t-4x+28t)-exp{2t-2x+ St)+ exp(2t+2x+dt)
2Z - o

+2 exp({2t+4x+26t) - exp (-2t-2x+6t) +.exp(-2t+2x+6t)} s

tendo sido utilizadas também as relagdes (3.10) e (3.13) e a Tabela
A.4. Apos reagrupar alguns termos e utilizar a relagae (A.84) che-
ga~-se a expressdo:

senh 2x{(exp2t)[4(expst)cosh 2x+1]+ exp(-2t)!
_2(exp2t)[(expst)qosh 4x+cosh 2x]+[exp(-2t)] [2cosh 2x+expét]

(A.85b)
+2[exp(-t)] cosh vt
E interessante ainda definir
v=Tr B2 8.8, . (n.86)

Com o auxT1io das Tabelas A.4 e A.6 e das relagdes (3.10) e (A.84),

calcuIa-;e
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<if3..3,[1> exp(-8H_)

! {exp(2t-4x+28t)+exp(2t-2x+5t)+exp(2t+2x+4t)

y

+exp(2t+2x+6t)+exp(2t+4x+26t)-exp(-Zt—2x+6t)

-exp(-2t+28t)-exp(-2t+2x+5t)

2

1-20 oyp(-t+st-vt)},

1+

2_2 . S
+ 2 5 eXp(-t+Stayt)+
o

1 +

com y dada em (A.77). Agrupando termos que tem a mesma dependencia

em t, obtem-se

2 (exp2t) [(expst)coshdx+cosh2x]-[exp(-2t)] (2cosh2x+exnst)
. - {&XPo ¥,

2(ekp2t)[(expat)cosh4x+cosh2x]+[eXp(-Zt)](exp6t+2cosh2x)

+2[exp{-t)] coshyt

'[exp(-t)/1+a2KPsenhyt-exp(-yt)]a2-(Zsenhyt+expyt)}

+ . ‘ . X - ] B R
2(exp2t)[(expst)coshax+cosh2x]+[exp(-2t)] (expst+2cosh2x)

FILexp(-T)]COShYE
| - (A.88b) - -

-t

Ainda das Tabelas A.4 e A.6 e das reldgﬁes (3.10) e [A.84)calcu -
Ta-se '
o 4 : 2.2 ,eZ\2 . i
€ =grs I <D ST s exp(-ay)  (A.8%a)

e =]

€ = Sl {2 exp(2t-4x+26t)+exp(2t-2x+5t)+exp(2t+2x+5t)
Ty |
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+2exp(2t+4x+26t)+exp(-2t-2x+5t)+2exp(~2t+261t)

sexp (-2t+2x+5t)+ % Tg—g (ﬂ'/z)zeXP(‘t+5t+Yt)
+o1 .

+ 3 1 25 (1+/24) 2axp(- -tegt-vt),

T+a
que, ap0s agrupar termos com a mesma dependencia em t, acarreta

{exp2t)[2(expst)coshdx+cosh2x]+[exp(-2t)] [expst+cosh2x]
£ =

2(expst) [(expst)coshdx+cosh2x]+[exp(-2t)] [2cosh2x+expst]

- . +2[exp(¥t)]coshyt

{[exp( t)]/3(1+a )}[(a Y2) expyt+(1+/2a) exp(-Yt)]
2(exp6t)[expat)cosh4x+cosh2x]+[exp( -2t)] [2cosh2x+expst]

+2[exp(-t)]coshyt
(A.89b)

Finalmente, @ importante calcular, a partir de (3.9),(3.16),

(3.18) e (A.88):

1E, = gﬁ Tr [p(z) (2)] = %—— Tr[ﬁ(z)exp(~BHe)].

.%5 { - %% Tr[§].§2 exp(-BHe)]-Ezg— Tr[(S% +S;)exp(-BHe)]

- ST ([(s%)? +'($§)2] exp(-8H )}, ; (A.90)
e . L |
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Com o auxilio das relacoes (A.85a), (A88a) e (A.B9a),a expressio

(A.90) pode ser reescrita como

E_ = - Nadt - 2Nugho - NDx O (AL9)

- A.6.4 Demonstracao da Identidade (3.79)'

Esta demonstra¢§o-§ dividida em etapas. Comeca-se mdstrag

do que
| 5H
2
Tr [o?) 35 1 = -ty E“l . (h.92)

De fato, de (3.15), tem-se
- chVeubes Fotir,
M - M,
e _ . Z . 2 1
38 = - 2w 57+ 5) 55 -

- Assim
aH ah. 3A
2 1 2 2.2 1
B e T L CRUICIEH) RS EL

devido 3 relaqao (A. BSa) Em sequida, deve-se mostrar que
j' Ce -:ﬁjjf‘.'-',:i ;

Lo i

N, Y 5 - -
57 Lo © 2t + 2 7 K+ 4uBU 3B (BA1) | (A.93)

€ consegliéncia direta de (A.82a),(3.15) e (A.92)., De fato

an, _ 3Ln ] 3
3B Ze = 58 " exp( BH ) - Tr exp( BH "3 Tr exp (- BHe )
1 , '3“e e
= -z TrltHgee ﬁﬁ".‘?’.‘ﬂ('ﬁf‘e’]
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TN R T T T A T T

3

-1‘. Z,c2y, D z,2 2,2
" T Tr{|ga§15§2+2pBA1(s1+sz)+,z [ (7) +(55)°|

aA1
exp(-BH )} + 4Bup w70
' Y ' '
aan - 1 ' :
-'a—g— .z.e : 2JT‘|’4‘MBA]U+ 2 K+4B].IB -_-316 N S (A;. 94)

tendo s1do empregadas ‘as relagoes (A. 85a) (A88a) e (A, 89a)
{A.94) obtem se, fac11mente, a relacdo (A.93). A partir de-(A.93)

tem-se:

D, . C sy 2
?JT+25 K = —— Z 4uB as(BAl)“ .

éitos ‘com o constante, segue

D 3
291+ 2? 3 ig(gnle_- 4uBBA]c). | (A.95)

E necessario, agora, verificar que

Tf[ﬁ(2)2n9(2)1=28dr+28 % K + 4BuBA]U - an . {A.96)-

{1

éonseqﬁﬁﬁé%%ﬁ%6§§3530). De fato

Tr[p(z)anp(z)]= Tr{ptz)zn[z;1 exp(-8H )]}

Teipl?) [-8H -2z, ]1=-8Tr [o{? )4 _]-2n7, Trol?)

2837428 3 k448 uph o= -z,

tendo-se seguido o mesmo caminho que levou a relagdo (A.94). Dbser

vando agora que de (3.10) se tem
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9
Telot®ene (B <ifz]] exp(-8H_)en [z exp(-gH ) |13]
. '| -] ]

-I e
oy 27 lex (-8<i|H_|i>)en[z Texp(-8<i|H_|i
I te p o . o €xp(-B<i _e[1§]
(2)g0 (2. 3
Trip'"/anp'"/]= & : foen fo, (A.97)
1=

Tendo-se utilizado a relagio
- <i|F(o)}i> = F(<i|d]i>)
valida (quando F(o) & uma func3do analitica de 0 considerado como

variavel numerica) na representacao |i> em que 0 € um operador -

diagonal [89], sendo f. dada por

) i . L
f1 = 7;-exp ( BHe } . (A.98)
; i B -
onde.os H, = <1|He|i>, i=1,2,...,9 s3ao dados na Tabela A.4. e

. em (A.76). De (A.96) e (A.97) obt&m-se:

D - -
2BJIT+28B S K E filn 1"_i Zn Ze 4BuBA10 . (A.99)

“Finalmente, de {A.95) e (A.99) chega-se 3 relagdo (3.79):

. D 2 D -
2Jdt+ 2 3 K =3z (28Jt+28 3 K § fi N fi)

A.6.5 Demonstracao da Relagao (3.82)
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Tem-se de (A.98) que

] i
f, = w— exp(-gH_ ) = —r—
1 Ze € Rg-+0 e
assim
1 1 £nZe : !LnZe
. f, an f, = ) n = -"—2"-' 5 = ~g(2s5) - ’
i ! i_8+0 i Le g e i Le

sendo g(2s) o numero de auto-estados de Hy..Ainda mais

= - i o =
Z, | fvexp( BH ) = ? ] a(2s) ,

g~+0

0 que acarreta

Vet oane = - Nangas) = - anfa(29)]V? = <an q(o),
pois ha % grupos de 2 spins, cada um com g(2s) estados.
A.6.6 Demonstracao das Relacoes (3.89) e (3.91)

De (A.82a) tem-se

agnZ 3z - oK C

e _ 1 e _ 1 3 _ - __8B e -
30 ST %0~ T 35 1" exp(-8H,) = ZeTr[ad exp BHe)]
_ ' (A.100)

A partir de (3.15), por outro lado, calcula-se

oH A | |

e = 2ug .50_‘('5? + s;). | - (A.101)

Substituindo (A.7101) em (A.100) resulta que
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aanzZ, 'aA] . 3A,
50 - 2Pup 35 i:”[(s +55 2)exp(-BH o) ]=48ug 5570

“tendo sido utilizada a relacao (A.85a}.

A relagao (A.91) determina

3
g 9_ - -
5 = 35 (- -Nzdt NDx 2Nuth )
of
. %Fo _ _ Nz 5_ D -
= = ?? 5= (2Jt + 2 3 x) _ ZNth. (A.102)

3 _ 2 D
EE E fi n fi = s— {ZBJT+ZB K+4BUBA10 -%n Z }
3 ‘M]'
- Bﬁ (ZJT+2 K)+4BuBA]+4BpB o O
BAI
- ~A4Bug 35 s

. tendo sido utilizada a relagao (A.102). .Cancelando os dois ulti -

mos termos do lado direito da ultima relagao, obtem-se

Yy ? f. on f..- 3G (ZJT + 2 = K)+4BpB 1 . '(A']Oa).
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