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3 I. Castro, Antonio Rubens Britto de. II. Universidade
4 Estadual de Campinas. Instituto de F́ısica “Gleb Wataghin”.
5 III. T́ıtulo.
6 (vsv/ifgw)

T́ıtulo em Inglês: 0ptical design of a hard X-ray beamline to
protein crystallography

Palavras-chave em Inglês: Hard X-ray Beamline, Synchrotron Radiation,
Raytracing Simulation.
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Resumo

Diversas áreas da ciência moderna têm sido beneficiadas pelo uso da radiação
śıncrotron. As técnicas dispońıveis em laboratórios deste tipo abrangem pes-
quisas em ciências básicas como F́ısica, Qúımica e Biologia bem como em áreas
como engenharia de materiais e farmacologia. Em particular, o uso do espectro
de raios-x duros (8 – 20keV) das fontes śıncrotron atuais é crucial para técnicas
estruturais como difração e cristalografia. Estas técnicas estão dispońıveis para
a comunidade cient́ıfica brasileira no Laboratório Nacional de Luz Śıncrotron
(LNLS), cujas linhas de luz estão abertas a usuários externos desde 1997. As
instalações do LNLS vem sendo constantemente aperfeiçoadas, permitindo o
estudo de novos casos cient́ıficos como consequência destas melhorias. Neste
trabalho estudamos as propriedades da fonte de radiação śıncrotron do LNLS e
realizamos um projeto óptico para uma linha de luz direcionada a cristalografia
de protéınas. Com uso de simulações computacionais propomos opções para me-
lhoria do fluxo de fótons nas linhas de cristalografia de protéınas já existentes.
Nossos estudos apontam para a viabilidade de construção de uma linha lateral
à linha de luz MX2, utilizando a mesma fonte Wiggler já instalada, com fluxo
proporcional à linha central.

Palavras-chave:Linhas de Luz pra Raios-X Duros, Radiação Śıncrotron,
Simulação de Traçamento de Raios.
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Abstract

Distinct research fields in modern science have taken advantage of synchro-
tron radiation. The techniques that are available in such laboratories have a
very broad scope, ranging from basic sciences such as Physics, Chemistry and
Biology, to applied fields as engineering and pharmacology. In particular, the
use of hard x-ray spectrum (8 – 20keV) from modern synchrotron sources is
crucial for structural techniques such as diffraction and crystallography. These
techniques have been available to the Brazilian scientific community since 1997,
when the Brazilian Synchrotron Light Laboratory (LNLS) facilities were opened
to external users. The LNLS beamlines have constantly evolved , allowing the
users to perform novel experiments as a consequence of instrumental improve-
ments. In this work we study the properties of the LNLS sources and propose
solutions for the optics of a beamline dedicated to protein crystallography. By
using computer simulations we propose options to enhance the photon flux in
the pre-existing protein crystallography beamlines. Our results point out to the
feasibility of a lateral beamline using the MX2 wiggler source, with similar flux
to the central beamline.

Keywords:Hard X-ray Beamline, Synchrotron Radiation, Raytracing Simu-
lation.

vii



viii



Agradecimentos

Em toda a minha vida profissional tenho tido a oportunidade de trabalhar com
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Introdução

Radiação Śıncrotron

A radiação śıncrotron é a radiação eletromagnética gerada quando cargas elétricas
com velocidades relativ́ısticas são aceleradas. Esse efeito é mais intenso quanto
mais alta a energia das cargas e maior a aceleração sofrida por elas.

O advento de aceleradores śıncrotrons [Wiedemann, 2003] tornaram posśıvel
gerar e armazenar cargas elétricas de altas energias possibilitando utilizar a ra-
diação śıncrotron de forma controlada. As principais caracteŕısticas da radiação
śıncrotron gerada por um acelerador śıncrotron são:

• alta intensidade, principalmente raios-X onde a intensidade é algumas or-
dens de grandeza maior que as fontes convencionais;

• alto brilho, i. e. alta densidade de fótons (fótons por unidade de área);

• baixa emitância, i. e. produto do tamanho da fonte pela sua divergência
é pequeno (fonte pequena e com baixa divergência);

• amplo intervalo de energia, desde o infravermelho até raios-X duros;

As caracteŕısticas espećıficas da radiação emitida em um acelerador śıncrotron
possibilitaram que fossem utilizadas em uma grande variedade de experimentos
de interação radiação-matéria, sendo as principais as técnicas de espectroscopia
atômica e molecular, difração e absorção de raios-X, cristalografia, litografia e
microscopia.

Instrumentação para Radiação Śıncrotron

Para produzir e condicionar radiação śıncrotron é necessário instrumentação
espećıfica, cujo os dois principais componentes são o anel de armazenamento e
as linhas de luz (Figura 1). Cada um desses componentes engloba uma série de
elementos que envolvem a aplicação de vários fenômenos f́ısicos distintos.

O anel de armazenamento mantém as part́ıculas carregadas em uma órbita
fechada com velocidades relativ́ısticas. Essa órbita tem o formato de um poĺıgono
com os vértices arredondados. Nos vértices estão localizados dipolos magnéticos

1



2 SUMÁRIO

Figura 1: Diagrama de um anel de armazenamento e das linhas de luz. Cortesia
Soleil.

(eletro-imãs) que, pela ação da força de Lorentz, causam uma aceleração centŕıpeta
à carga alterando sua órbita e fazendo com que ela emita radiação śıncrotron.

Em um anel são mantidos várias cargas elétricas simultaneamente para au-
mentar o número de fontes. Essa cargas estão aglomeradas em “pacotes“ com
aproximadamente a mesma quantidade de cargas e as mesmas dimensões.

De forma genérica, o conjunto de um acelerador śıncrotron é composto pelos
seguintes itens[Margaritondo, 1988]:

• sistema de injeção linear : produz e acelera os elétrons até a energia de
operação do anel de armazenamento. A produção é feita aquecendo um
filamento que, por efeito termoiônico, emite elétrons. Estes são acelerados
por campos eletromagnéticos e levados até o anel de armazenamento.

• câmaras de vácuo: se um elétron se chocar com alguma molécula durante
sua órbita ele é absorvido. Logo, para manter os elétrons circulando pelo
maior tempo posśıvel, é necessário que ao longo da órbita o elétron tenha
um livre caminho médio muito maior do que qualquer molécula. Por-
tanto é necessário que sua órbita seja por um caminho livre de qualquer
molécula, ou seja, no vácuo. Pressões t́ıpicas de operação dos anéis ficam
em torno de 10−10Torr.
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• anel de armazenamento de elétrons : câmaras de vácuo em formato quase-
circular, por onde circulam os elétrons que irão produzir a radiação śıncrotron.
São acoplados ao anel de armazenamento diversos itens (descritos abaixo)
que mantém os elétrons em sua trajetória e repõem a energia perdida em
forma de radiação.

• acelerador circular : dependendo da energia dos elétrons geradas pelo sis-
tema de injeção linear e da energia de operação do anel de armazenamento,
há necessidade de um estágio intermediário de aceleração. Isto é feito em
geral por um acelerador circular, denominadao Booster.

• cavidade de radiofrequência: cavidade onde se gera uma onda eletro-
magnética ressonante da ordem de 500MHz que atua sobre os elétrons
repondo a energia perdida na forma de radiação. A frequência ressonante
deve ser tal que quando a carga passar pela cavidade o campo esteja ori-
entado na direção que acelera o pacote de cargas. Isso gera a limitação
de que a distância entre os pacotes têm de ser um múltiplo inteiro do
comprimento de onda da onda ressonante [Wiedemann, 2003].

• dipolos defletores: dipolos magnéticos que forçam os elétrons à executarem
parte da órbita de forma circular, fechando a órbita e emitindo radiação.

• elementos magnéticos ativos : são utilizados elementos como quadrupolos
e sextupolos magnéticos, posicionados nos trechos retos entre os dipolos,
a fim de atuar sobre a órbita dos elétrons. Os quadrupolos atuam sobre
o feixe de part́ıculas de forma análoga à lentes convergentes, focalizando-
o. Os sextupolos corrigem a aberração cromática que, analogamente às
lentes, é o erro na focalização causada pela diferença de energia entre
as cargas. Por esses efeitos análogos às lentes, a dinâmica das cargas
denomina-se frequentemente de óptica das cargas.

• elementos de inserção: sequência de dipolos periódicos que atuam sobre
a órbita nos trechos retos forçando os elétrons à oscilarem em uma órbita
aproximadamente senoidal. O campo total sentido pela carga após passar
por um desses elementos deve ser zero de forma que ao deixar o elemento
a carga retome a sua órbita original.

• sistemas de diagnóstico do feixe de elétrons : instrumentação para medir
e monitorar a órbita, de forma à fornecer informações para a atuação
dos elemento magnéticos ativos na correção dinâmica da trajetória dos
elétrons.

A radiação gerada pelos dipolos e pelos elementos de inserção, no estágio de
produção, não é adequada à maioria dos experimentos com radiação śıncrotron
devido seu amplo espectro de energia e à sua divergência. Por isso é necessário
processá-la apropriadamente para adequá-la à cada tipo de experimento sele-
cionando a energia (ou faixa de energia) desejada, colimando ou focalizando o
feixe.
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Dessa forma, associado ao anel de armazenamento utiliza-se estações com
ótica e instrumentação adequada onde o feixe é condicionado e interage com o
experimento. À essas estações dá-se o nome de linhas de luz. Dada a grande
variedade de técnicas posśıveis, um anel de armazenamento tem associado vários
tipos de linhas de luz, que em geral são compostas por:

• monocromador : seleciona a energia desejada da radiação branca1.

• câmaras de vácuo: é necessário operar em vácuo para evitar as perdas
da radiação por absorção e evitar a contaminação e deterioramento dos
elementos ópticos.

• espelhos: atuam sobre o feixe de radiação alterando as caracteŕısticas
do feixe como divergência, tamanho, foco e faixa de energia, geralmente
funcionando como um filtro passa-baixa em energia.

• sistemas de diagnósticos do feixe de fótons : detectores de radiação dis-
postos ao longo da linha com o objetivo de caracterizar o feixe e alinhar
a óptica, como monitores de intensidade, de posição e de perfil do feixe.

• estação experimental : instrumentação que expõe as amostras à serem es-
tudadas à radiação proveniente dos elementos ópticos. Nesta estação,
equipamentos espećıficos controlam as variáveis da amostra (temperatura,
pressão, posição, etc) e detectam radiação, elétrons e ı́ons proveniente da
interação amostra-feixe.

Os itens que compõem uma linha de luz serão discutidos no decorrer do
trabalho, que tem como objetivo desenvolver um projeto óptico de uma linha de
luz de raios-X duros para o Laboratório Nacional de Luz Śıncrotron. No presente
caso será estudado o caso da linhas de luz de cristalografia de protéınas[Als-
Nielsen and McMorrow, 2001].

O objetivo dessa dissertação é de inicialmente estudar os fenômenos f́ısicos
relevantes para uma linha de luz de raios-X duros, de forma a ser capaz de
projetar a sua óptica.

A proposta é de inicialmente estudar os fenômenos f́ısicos relevantes para
uma linha de luz raios-X duros: propriedades de emissão da radiação em ace-
leradores śıncrotron, interações entre raios-X e a matéria, e propriedades de
elementos ópticos para raios-X duros.

De posse destes conceitos e utilizando métodos de simulação computacional,
será avaliado e otimizado algumas configurações ópticas de forma à obter um
projeto de desempenho superior aos das linhas de luz dispońıveis atualmente
para a técnica de cristalografia de protéınas.

O trabalho se inicia pela descrição do fenômeno de produção de radiação
śıncrotron e das fontes utilizadas: os dipolos e os elementos de inserção. No
Caṕıtulo 2 serão tratados os fenômenos de interação da radiação com a matéria
que são relevantes no funcionamento de uma linha de luz: absorção fotoelétrica,

1Na verdade uma faixa de energia, dada pela banda passante do monocromador.



SUMÁRIO 5

espalhamento elástico e inelástico, difração de raios-X pela abordagem cinemática
e dinâmica, reflexão e refração.

O Caṕıtulo 3 trata das propriedades dos principais elementos ópticos de
uma linha de luz de raios-X: espelhos de reflexão total, espelhos multicamadas
e monocromadores de cristais.

Com base nos conceitos abordados nos Caṕıtulos 1, 2 e 3, no Caṕıtulo 4
descreve-se um projeto óptico para uma linha de luz, sendo as conclusões e
perspectivas apresentadas no Caṕıtulo 5.
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Caṕıtulo 1

Produção de Radiação

Śıncrotron

Neste caṕıtulo será tratado as propriedades das fontes de radiação em um anel
de armazenamento. Para tanto, inicia-se pelo estudo do processo de emissão
por cargas aceleradas e à seguir aplica-se as propriedades do processo à dipolos
e elementos de inserção.

1.1 Processo de Emissão de Radiação Śıncrotron

A radiação śıncrotron é a radiação eletromagnética emitida quando uma carga
elétrica com velocidade relativ́ıstica sofre uma aceleração centŕıpeta. Isso é feito
fazendo com que essas cargas atravessem campos magnéticos que, pela ação da
força de Lorentz, exercem a força centŕıpeta em questão.

O fenômeno de emissão pode ser descrito pela eletrodinâmica clássica e pela
mecânica relativ́ıstica [Jackson, 1997][Wiedemann, 2003]. Calcular a intensidade
de radiação emitida exige primeiramente calcular os campos eletromagnéticos
gerados pelas cargas em movimentos. Por se tratar de um movimento rela-
tiv́ıstico, deve-se considerar os campos retardados na descrição desse fenômeno.

Os campos retardados emitidos por uma carga q em movimento com velo-
cidade ~β = ~v

c e com uma trajetória conhecida são conhecidos como Campos de
Liénard-Wiechert, resumidas nas equações

~E =
q

4πǫo

1
(

1− ~β · µ̂
)3

{
1

R2γ2

(

µ̂− ~β
)

+
µ̂

cR
×
[

(µ̂− ~β)× ~̇β
]}
∣
∣
∣
∣
∣
tr

, (1.1)

7
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~B =
−q

4πǫo

1
(

1− ~β · µ̂
)3

{

(µ̂× ~̇β)

Rc

(

1− ~β · µ̂
)

−
(

µ̂× ~β
)
(

1

R2γ2
+

µ̂ · ~̇β
Rc

)}∣
∣
∣
∣
∣
tr

,

(1.2)

que fornecem os campos ~E e ~B detectado por um observador à uma distância
R(tr) de uma carga q no momento tr em que a carga emitiu radiação. γ é o fator
de Lorentz dado por (1 − β2)−1/2, c a velocidade da luz e ǫo a permissividade
elétrica do vácuo. O versor µ̂ é chamado versor de observação e é definido por

µ̂ =
~R(tr)

R(tr)
. (1.3)

O cuidado em diferenciar R(t), a posição da carga no momento t em que a
radiação é observada da posição, de R(tr), a posição da carga no momento tr em
que ela irradia, se faz necessário pois para cargas com velocidades relativ́ısticas
a posição no momento de emissão é muito diferente da posição no momento de
observação.

Observa-se nas equações 1.1 e 1.2 duas componentes: uma que depende
do inverso da distância (dependência R−1) e outra que depende do inverso
do quadrado da distância (dependência R−2). Os campos ditos radiantes são
aqueles cujo valor tende à zero com dependência R−1 quando a distância entre
o observador e a fonte tende ao infinito (R → ∞). Resumindo, o cálculo dos
campos de uma carga em movimento revelam a presença de campos radiantes
devido à presença da componente R−1).

Concentrando agora nos termos radiantes dos campos de Liénard-Wiechert,
observa-se uma dependência direta com a aceleração da fonte. Como con-
sequência, só haverá radiação se a fonte for acelerada.

Dividindo a aceleração de forma apropriada, obtém-se algumas informações
interessantes quanto à radiação emitida. Separa-se a aceleração em duas com-

ponentes: uma na direção do movimento ~̇βq (longitudinal) e outra perpendicular

ao movimento ~̇β⊥ (radial). Calculando a potência irradiada nesses dois casos
obtém-se [Wiedemann, 2003]

Pq =
2

3

q2

4πc

1

m2c2

(
d~pq
dt

)2

(1.4)

e

P⊥ =
2

3

q2

4πc

γ2

m2c2

(
d~p⊥
dt

)2

, (1.5)

sendo d~p
dt a força aceleradora e m a massa das cargas.

Supondo agora que se aplique uma força de mesma intensidade na direção
paralela e perpendicular ao movimento (Fq = F⊥) percebe-se que

P⊥ = γ2Pq . (1.6)
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Ou seja, a radiação emitida por uma carga em órbita circular é γ2 vezes
maior que a radiação emitida em trajetória linear. Esse efeito ocorre pois,
para casos relativ́ısticos, uma força aplicada perpendicularmente causa uma
aceleração maior do que uma força aplicada na direção do movimento.

Outra caracteŕıstica importante é a dependência com o inverso do quadrado
da massa da part́ıcula. Isso quer dizer que part́ıculas carregadas mais leves
emitem maior quantidade de radiação.

Por esses motivos, fontes de radiação baseadas em cargas aceleradas se utili-
zam de elétrons relativ́ısticos em trajetórias circulares (ou quase-circulares) em
anéis de armazenamento. Essas trajetórias são obtidas com dipolos magnéticos
que, pela ação da força de Lorentz, criam uma força centŕıpeta sobre os elétrons.

Há duas formas de extrair radiação śıncrotron destes anéis: coletando a
radiação śıncrotron emitida nos dipolos defletores ou inserindo imãs nos tre-
chos retos. Os elementos dos trechos retos denominam-se Dispositivos de In-
serção e possuem caracteŕısticas espećıficas, apesar de fundamentalmente ocor-
rer o mesmo fenômeno de emissão de radiação que nos dipolos defletores. Nos
caṕıtulos 1.2 e 1.3 discutem-se as caracteŕısticas da radiação produzida nesses
dois tipos de dispositivos.

1.2 Dipolos Defletores

As caracteŕısticas da radiação śıncrotron emitida em um dipolo defletor são
calculados tomando uma trajetória circular tal que a velocidade da carga ~β seja
perpendicular ao campo magnético ~B do dipolo, desconsiderando a perda de
energia por radiação (ou seja, assumindo que dγ

dt = 0).

As equações 1.1 e 1.2 mostram os campos retardados para uma trajetória
genérica, de forma que para obter as propriedades da radiação śıncrotron emitida
em dipolo magnético basta aplicar essas equações à uma órbita circular. Para
tanto, considera-se um sistema de coordenada onde a carga encontra-se no centro
executando movimento instantaneamente circular (Figura 1.1).

Serão apresentados agora os principais resultados e caracteŕısticas deste tipo
de fonte.

1.2.1 Raio de Curvatura e Campo Magnético

Em anéis de armazenamento os dipolos magnéticos tem de ser projetados de
forma a definir uma órbita fechada de acordo com a energia dos elétrons e com
a faixa de energia da radiação desejada. O raio de circunferência da trajetória
circular nos dipolos pode ser calculado diretamente pela força de Lorentz

~F = ec~β × ~B =
d~p

dt
=

d

dt
(γm~v) , (1.7)

sendo ~F a força de Lorentz, e a carga elementar do elétron e ~p o momento linear
dos elétrons.
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Figura 1.1: Sistema de coordenadas utilizado para o cálculo da distribuição
angular de frequência. A part́ıcula está momentaneamente na origem com ve-
locidade na direção ẑ e aceleração na direção x̂.

Para a órbita circular temos que ~β ⊥ ~B e dγ
dt = 0, uma vez que uma força

centŕıpeta altera apenas a direção, e não o modulo da velocidade (desprezando
a perda de energia por radiação). Tomando ainda que |~v| ≈ c chegamos à

ecβB = γm
d~v

dt

ecβB = γm
v2

ρ
≈ E

mc2
m
c2

ρ
,

de formam que isolando ρ temos:

ρ ≈ E

ecB
, (1.8)

sendo ρ o raio de curvatura e E a energia dos elétrons no anel de armazenamento.

1.2.2 Distribuição Espacial de Potência

A distribuição angular da potência emitida em um dipolo magnético depende
da dispersão geométrica dos elétrons quando atravessam o campo do dipolo e
das caracteŕısticas geométricas do processo de emissão.

A potência emitida por um único elétron nas condições padrões, i.e., elétron
relativ́ıstico na origem do sistema de coordenadas (Fig. 1.1) em movimento

circular uniforme com velocidade instantânea ~β ≈ (0, 0, β) e aceleração ~̇β =
(

β2

ρ , 0, 0
)

, é dada por Ref. [Jackson, 1997], que fornece a distribuição angular

da potência emitida:
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(a)

(b)

(c)

Figura 1.2: (a) Sistema de coordenadas utilizado. (b) Distribuição angular
da potência irradiada por uma carga em movimento circular com β = 0, 9 e
(c) para o caso não-relativ́ıstico (β << 1). Nesses gráficos a intensidade foi
normalizada para a intensidade máxima à θ e φ = 0. As superf́ıcies são definidas

por vetores(r, θ, φ) = (dP (θ,φ)
dΩ , θ, φ).
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dP (tr)

dΩ
=
( e

4π

)2
√

µo

ǫo

β4

ρ2
(1− β cos θ)

2 −
(
1− β2

)
sin2 θ cos2 φ

(1− β cos θ)
5 (1.9)

sendo µo a permeabilidade do vácuo, e Ω o ângulo sólido definido pelas coor-
denadas polares θ e φ. A distribuição dada em Eq. 1.9 pode ser vista em Fig.
1.2b para um valor fixo de β, onde observa-se que, para θ e β fixos, a potência
irradiada tem um mı́nimo quando φ = 0 e φ = π e um máximo para φ = ±π

2 .
Dessa forma, instantaneamente há mais radiação emitida na direção perpendi-
cular ao plano da órbita (φ = ±π

2 ) do que na direção paralela (φ = 0, φ = π)
ao plano da órbita. Deve-se enfatizar o carácter instantâneo dessa solução, pois
a abertura angular no plano da órbita será determinada pelo comprimento do
caminho em que a carga sofre aceleração.

É interessante comparar a emissão de radiação em trajetória circular rela-
tiv́ıstica com o caso não relativ́ıstico. Para valores de β << 1 temos que a
equação 1.1 se reduz para

~E =
q

4πǫ0

µ̂× (µ̂× ~̇β)

cR
(1.10)

de forma que a distribuição espacial da radiação é dada pela Fórmula de Larmor
[Jackson, 1997]:

dP (tr)

dΩ
=
( e

4π

)2
√

µo

ǫo
|~̇β(tr)|2 sin2 ϑ (1.11)

onde utiliza-se o ângulo ϑ como o ângulo entre os vetores de observação µ̂ e de

aceleração ~̇β no instante tr.

A função é mostrada na Figura 1.2c, onde observa-se uma direção preferen-
cial no plano xy e uma distribuição isotrópica em relação ao ângulo polar φ,
fato que não ocorre no caso relativ́ıstico.

Outra propriedade interessante pode ser visualizada quando se estuda o com-
portamento da potência irradiada em função do fator de Lorentz γ e do ângulo
θ de emissão para energias relativ́ısticas. A Figura 1.3 mostra a dependência da
potência irradiada (normalizada para 1 quando θ = 0) com o ângulo θ em uni-
dades de 1/γ. A curva mostra que a maior parte da radiação está concentrada
em valores de θγ menores do que 1 para uma ampla faixa de energia, de forma
que normalmente se diz que a radiação emitida está concentrada em um cone
de ângulo

θ = γ−1 . (1.12)

Na prática, para o limite γ >> 1 e θ → 0, a potência à θ = γ−1 é de 1/8 a
potência à θ = 0 [Notas Pessoais].
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Figura 1.3: Distribuição da potência irradiada por uma carga em movimento
circular em função de θγ e da energia dos elétrons (E > 100MeV e γ > 190),
mostrando que a maior parte da potência irradiada se concentra em um intervalo
menor que θγ=1 dentro de uma ampla faixa de energia. Intensidade normalizada
para 1 na direção frontal θ = 0
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1.2.3 Distribuição Espacial e Espectral

O estudo da emissão de radiação śıncrotron fornece resultados anaĺıticos apro-
ximados para a distribuição espacial e espectral da radiação emitida por um
dipolo defletor. As aproximações utilizadas são relacionadas à velocidade rela-
tiv́ıstica da carga, que permitem aproximar β ≈ 1 e θ = γ−1 << 1. Além disso
utiliza-se aproximações de região de radiação onde considera-se a distância entre
fonte e observador muito maior que o tamanho da fonte.

Fazendo uso dessas aproximações e utilizando um sistema de coordenadas
adequado [Jackson, 1997], obtém-se as intensidade para o campo elétrico polari-
zado nas direções perpendicular e paralela à órbita, respectivamente chamadas
de polarização π e polarização σ. A solução obtida para a energia irradiada W
é dada em termos das Funções de Bessel Modificadas do Segundo tipo K2/3 e
K1/3 (ver [Jackson, 1997, Cap. 14.6])

d2W

dεdΩ
=

3~e2

16π3ǫ0

(
ε

εc

)2

γ2
(
1 + γ2θ2

)2

[

K2
2/3(ξ) +

γ2θ2K2
1/3(ξ)

1 + γ2θ2

]

(1.13)

onde ε é a energia dos fótons1 e sendo ξ dado por

ξ =
1

2

ε

εc

(
1 + γ2θ2

)3/2
. (1.14)

εc é definido como a energia onde ξ = 1/2, o que em unidades práticas
resulta em

εc = 665E2[GeV ]B[T ] , (1.15)

sendo εc em eV .
Na equação 1.13 os termos dependentes de K2/3(ξ) correspondem à pola-

rização no plano da órbita (chamada de polarização σ) enquanto o termo que
depende de K1/3(ξ) corresponde à polarização perpendicular ao plano da órbita
(chamada de polarização π).

Uma vez que o termo da polarização π é zero para θ = 0, têm-se que no plano
da órbita (θ = 0) a radiação é linearmente polarizada na direção do plano. Já
para valores de θ 6= 0 (fora do plano da órbita) há presença de radiação nas
duas polarizações, o que produz radiação elipticamente polarizada (ver Fig.1.4).

No uso de radiação śıncrotron, usualmente têm-se interesse pelo fluxo de

fótons
dṄf (ε)

dΩ (número de fótons por segundo por unidade de ângulo sólido) emi-
tidos por uma corrente I de part́ıculas de carga q. Além disso, dado que é prati-
camente imposśıvel monocromatizar um amplo espectro de radiação, utiliza-se
o fluxo de fótons em um dado intervalo de energia (ou frequência), tecnicamente
chamado de banda passante (bandwidth) e definido por bw = ∆ε/ε. Em termos

1Neste caṕıtulo, afim de distinção da notação, usaremos ε para a energia dos fótons e E

para a energia das cargas
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do campo defletor também altera a energia cŕıtica, sendo essa uma forma de
aumentar a energia da radiação.

Do ponto de vista prático, um anel de armazenamento é projetado para
operar em determinada energia e corrente e com campo defletor fixo. Além
disso, as caracteŕısticas de uma fonte devem contemplar as várias técnicas que
fazem uso das diferentes faixas de energias.

A solução imediata para aumentar o fluxo de radiação da fonte seria operar
com a maior energia e a maior corrente posśıveis. No entanto isso causaria outros
problemas, como por exemplo a necessidade de dissipar uma grande potência
quando o interesse é utilizar apenas fótons de energias baixas.

Uma alternativa seria operar com energias intermediárias e operar com dife-
rentes campos defletores nos dipolos, otimizando o campo (e a energia cŕıtica) de
cada um para as aplicações espećıficas de cada linha de luz. Porém essa alterna-
tiva causa outras dificuldades, uma vez que um anel de armazenamento possui
certas simetrias que facilitam sua operação e diferentes deflexões quebrariam
essas simetrias [Margaritondo, 1988][Wiedemann, 2003].

Logo, para manter a simetria da máquina, utiliza-se nos trechos retos dipolos
extras com campos magnéticos maiores mas com efeito global nulo para a óptica
do anel, que permitem operar a máquina com energias intermediárias e obter
radiação com energias maiores. À esses dipolos inseridos em trechos retos dos
anéis de armazenamento denominam-seDispositivos de Inserção (DI ).

A condição imposta de efeito nulo para a ótica é de que o campo magnético
transversal somado ao longo da trajetória das cargas ao atravessar o dispositivo
de inserção seja zero, o que é expresso matematicamente por

∫

DI

Bi(z)dz = 0 i = x, y, (1.17)

sendo Bi o campo magnético transversal gerado pelos dipolos em questão, z a
direção de propagação das cargas, x e y as direções transversais (Fig. 1.6b). DI
diz que a integração deve ser feita no caminho traçado pelos elétrons sob efeito
do campo magnético do dispositivo de inserção.

Uma forma de se obter tal tipo de dispositivo é utilizar dois dipolos magnéticos
idênticos colocados em série (um após o outro ao longo da trajetória) mas com
polaridades invertidas, de forma à, idealmente, tentar obter um campo da forma

~B(~z) =







(0, 0, 0) se |z| > λp

2

(0,B0, 0) se −λp

2 < z ≤ 0

(0,−B0, 0) se 0 < z ≤ λp

2

(1.18)

onde λp é o comprimento de dois dipolos e B0 o módulo do campo máximo.

Na prática o que se faz é associar vários desses conjuntos de dois dipolos em
série obtendo um campo periódico de peŕıodo λp, de forma que um dispositivo
com N dipolos emitirá N vezes mais radiação do que um único dipolo.

Em geral aproxima-se o campo periódico desses dispositivos por um campo
senoidal da forma
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(a) (b)

Figura 1.6: (a) Sistema de referências para os dispositivos de inserção. Cada
bloco azul (vermelho) representa um polo do norte (sul) do dipolo magnético.
(b) Representação do campo magnético gerado no interior do arranjo periódico.

~B(x, y, z) =

(

0,B0 cos
2πx

λp
, 0

)

= By(z)ŷ, (1.19)

sendo o sistema de coordenadas em relação ao arranjo periódico mostrado na
Figura 1.6a. Uma representação do campo pode ser vista na figura 1.6b.

De acordo com o campo magnético gerado por esses dipolos, esses disposi-
tivos são classificados como Wigglers ou Onduladores. A diferença básica entre
eles é que no Wiggler a radiação gerada por um dipolo soma-se incoerentemente
com a radiação dos outros dipolos enquanto que no Ondulador há adição coe-
rente causando interferência construtiva para uma dada frequência da radiação
e seus harmônicos [Schlueter, 1995][Clark, 2004].

O tratamento matemático para Wiggler e Onduladores parte do cálculo da
trajetória de cargas relativ́ısticas em um campo senoidal como o apresentado
em 1.19. A seguir, será feita a análise dessa trajetória de forma a determinar
os parâmetros que diferenciam o Wiggler do Ondulador. Com esses resultados,
será estudado o caso particular da radiação emitida por um Wiggler.

1.3.1 Movimento de cargas em campo magnético senoidal

A trajetória dos elétrons em um campo como o de Eq. 1.19 é obtida con-
siderando uma carga sujeita à força de Lorentz. Considerando a velocidade
transversal muito menor do que a longitudinal, obtém-se que o desvio da órbita
sofrido pela carga no plano XZ é dado por [Wiedemann, 2003] [Razina and
Epp, 1991]:
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ϑmax = ±ecB0λp

2πE
= ±ecB0λp

2πmc2
1

γ
. (1.24)

No Cap. 1.2.2 foi discutido que uma carga acelerada por uma força trans-
versal emite radiação na sua maioria dentro de um cone com ângulo θ = γ−1

(Eq. 1.12). Define-se então um parâmetro adimensional K que dá a relação
entre a máxima deflexão angular e a divergência natural da emissão de radiação
por uma carga:

K =
ϑmax

θ
= ϑmaxγ =

eB0λp

2πmc
, (1.25)

que, em unidades prática torna-se:

K = 0, 934B0[T ]λp[cm] . (1.26)

O valor de amplitude máxima na direção x dado em função de K fica:

xmax =
λpK

2πγ
(1.27)

xmax[µm] = 0, 8133
λp[cm]K

E[GeV ]
(1.28)

A diferença básica entre um Ondulador e um Wiggler é que no último a
radiação gerada por um dipolo soma-se incoerentemente com a radiação dos
outros dipolos enquanto que no Ondulador os campos irradiados se somam co-
erentemente causando interferência construtiva para uma dada frequência da
radiação e seus harmônicos [Schlueter, 1995][Clark, 2004].

Para valores de K < 1 a divergência causada pela mudança de trajetória é
menor que a divergência natural do processo de emissão de forma que o processo
de interferência coerente da radiação emitida é favorecido. Para valores de K >
1 o fenômeno de interferência não ocorre, e a radiação se soma incoerentemente
[Clark, 2004]. Sendo assim, os caso de K < 1 descrevem o comportamento de
um Ondulador2, enquanto que um Wiggler é caracterizado por K > 1.

Como a energia cŕıtica do espectro de radiação śıncrotron depende do campo
magnético dos dipolos, e como o parâmetro K também depende do campo
magnético, então há uma relação entre a energia cŕıtica do espectro de emissão
de radiação e o parâmetro K. Substituindo Eq. 1.26 em Eq. 1.15 por B0,
chegamos à

εc =
712E2[GeV ]K

λp[cm]
. (1.29)

Utilizando agora esta equação para calcular qual o peŕıodo de um ondulador
de parâmetro K = 1 operando no anel de armazenamento do LNLS (energia dos

2Na verdade o valor K = 1 não significa ausência de interferência, sendo esse valor um
tanto arbitrário uma vez que algumas referências chegam à utilizar o limite em K = 5[Clark,
2004]. Para efeitos práticos usaremos o limite em K = 1 mas a melhor distinção entre Wiggler
e Onduladores é a presença ou não do fenômeno de interferência coerente.
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elétrons de 1,37GeV ) necessário para gerar radiação com energia cŕıtica acima
de 8KeV , chegamos ao valor e 1,76mm, com um campo magnético máximo de
6,4Tesla.

Com a tecnologia atual de construção de onduladores é inviável construir
um dispositivo com tais parâmetros, de forma que no atual anel de armaze-
namento do LNLS é inviável utilizar um Ondulador para gerar raios-X duros.
Assim, aprofundaremos a discussão sobre Wigglers e negligenciaremos a f́ısica
dos Onduladores, uma vez que o foco deste trabalho são linhas de luz de raios-X
duros.

1.3.2 Distribuição Espacial de Potência

Para o caso dos Wiggler usualmente desconsidera-se as propriedades do feixe
de cargas que atravessa o dispositivo uma vez que a divergência angular dos
elétrons no pacote (o parâmetro que seria mais relevante) é menor do que a
divergência natural da radiação (γ−1) [Kim, 1986].

Considerando então elétrons em uma trajetória senoidal como a dada em
eq. 1.20, obtém-se uma solução anaĺıtica para a potência emitida por um Wig-
gler[Kim, 1986], expressa por

dP

dΩ
= PT

21γ2

16πK
G(K)fK(γθ, γϑ) (1.30)

onde PT é a potência total, integrada em todos os ângulos e frequências, e dada
por

PT [kW ] = 0, 633E2[GeV ]B2
0[T ]I[A]Nλp[m] (1.31)

sendo E a energia dos elétrons, B0 o campo magnético máximo, L o compri-
mento total do Wiggler e I é a corrente de elétrons.

A dependência angular é dada pela função fK(γθ, γϑ), que depende de K e
G(K) por

fK(γθ, γϑ) =
16K

7πG(K)

∫ π

−π

dα

(
1

D3
− 4(γϑ−K cosα)2

D5

)

sin2 α (1.32)

sendo D dado por 1 + (γθ)2 + (γϑ−K cosα)2.
A função G(K) é um fator de normalização que faz com que fK(0, 0) = 1 e

é dado por

G(K) = K

(
K6 + 24

7 K4 + 4K2 + 16
7

)

(1 +K2)
7/2

. (1.33)

A complexidade de tais equações força o uso de métodos numéricos para o
cálculo da função fK ou o uso de casos limite onde as funções são simplificadas.
Em Ref. [Kim, 1986] são fornecidas soluções aproximadas para alguns casos,
entre eles os casos limites quando K → 0 e K → ∞. Neste trabalho optou-se
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radiação depende da direção de observação e é dada por:

εWiggler =
[
0, 665E2(GeV )B0(T )

]

√

1−
(
γϑ

K

)2

εWiggler = εc

√

1−
(
γϑ

K

)2

= εc

√

1−
(

ϑ

ϑmax

)2

, (1.35)

onde εc é a energia cŕıtica calculada para emissão frontal e usada para se referir
à energia cŕıtica de um Wiggler. Observa-se que a equação é a mesma para um
dipolo cujo campo magnético defletor B tem o mesmo valor de B0, o campo
magnético máximo de um Wiggler. O comportamento da Eq. 1.35 é vista na
Fig. 1.8b.

Sendo a equação de emissão de radiação pelo dipolo defletor uma função da
energia dos fótons ε, do ângulo sólido Ω, da energia cŕıtica εc e da energia das
cargas E, i.e.,

d2W

dεdΩ
= f(ε,Ω, εc, E), (1.36)

temos então que a distribuição angular e de energia do Wiggler d2Ww

dεdΩ pode ser
escrita em função da distribuição para o dipolo defletor na forma de

d2Ww

dεdΩ
(ε,Ω, εc, E,N,K) = N

d2W

dεdΩ
(ε,Ω, εc

√

1− α2, E) , (1.37)

definindo α = γϑ
K e lembrando que nessas coordenadas dΩ = sin θdθdϑ. O

comportamento da Eq. 1.37 é mostrado na Fig. 1.9.
Logo, explicitando a Eq. 1.37 para o Wiggler teremos que

dṄf (ε)

dΩ
=

3Ie

16π3ǫ0

(
ε

εc
√
1− α2

)2

γ2
(
1 + γ2θ2

)2

[

K2
2/3(ξ) +

γ2θ2K2
1/3(ξ)

1 + γ2θ2

](
∆ε

ε

)

(1.38)
e ξ dado por:

ξ =
1

2

ε

εc
√
1− α2

(
1 + γ2θ2

)3/2
. (1.39)
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 1.9: Distribuição angular da radiação de um Wiggler para (a) e (b)
ε = εc, (c) ε =

εc
2 e (d) ε = 2εc.



Caṕıtulo 2

Interação de Raios-X com a

matéria

Uma vez conhecidas as caracteŕısticas das fontes de radiação śıncrotron, ire-
mos tratar as particularidades dos elementos que constituem uma linha de luz.
Para tanto, é importante introduzir as propriedades da interação entre a ra-
diação eletromagnética e a matéria para em seguida estudar cada elemento da
óptica de uma linha de luz à partir dessas propriedades. Sendo o foco dessa
dissertação linhas de luz para raios-X duros (energia entre 2KeV e 30KeV )1,
as interações abordadas serão as que cobrem essa faixa de energia da radiação
eletromagnética.

A probabilidade de que uma interação ocorra entre um fóton e um átomo
é representada pela grandeza seção de choque. Essa grandeza tem unidade de
área e depende de propriedades atômicas, como a energia de ligação dos elétrons
(que por sua vez depende de vários parâmetros atômicos) e a energia dos fótons.
Isso decorre de que os fótons interagem com os átomos como um todo, ou com
os elétrons atômicos ou com os núcleos atômicos individualmente a depender
de sua energia. No caso dos raios-X a interação se dá entre fótons e elétrons
atômicos.

A Figura 2.1 mostra a seção de choque dos fótons para um amplo espec-
tro de energia para dois elementos distintos, o carbono e o chumbo, separados
por tipo de interação. Observa-se que para a faixa de energia dos raios-X du-
ros os fenômenos relevantes são o efeito fotoelétrico, o espalhamento Rayleigh
(espalhamento elástico) e o espalhamento Compton (espalhamento inelástico).
O comportamento desses dois elementos refletem qualitativamente o comporta-
mento dos demais.

A seção de choque pode ser visualizada imaginando que cada átomo, do
ponto de vista da radiação incidente, seja uma superf́ıcie de área efetiva σ dado
pela seção de choque. Uma vez que um fóton incide sobre a área de uma dessas

1Não há um consenso entre as bibliografias quanto uma definição da faixa de energia que
recebe a nomenclatura de raios-X duros, sendo esse valor um tanto arbitrário.
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Figura 2.1: Seção de choque (a) do carbono e (b) do chumbo para interação com
fótons em função da energia (1barn = 10−28m2) para um extenso intervalo de
energia. A faixa cinza destaca a faixa de energia de raios-X duros. Os pontos re-
presentam medidas experimentais, enquanto as curvas mostram as contribuições
dos diferentes processos: σp.e. seção de choque relacionada ao efeito fotoelétrico,
σRayleigh ao espalhamento Rayleigh, σCompton ao espalhamento Compton, κnuc

à produção de pares devido ao campo nuclear, κe à produção de pares devido ao
campo gerado pelos elétrons, σg.d.r. às interações nucleares que causam a quebra
do núcleo[Amsler, 2008].
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A abordagem pelo Electromagnetismo Clássico considera a atuação da Força
de Coulomb e as interações entre o campo elétrico da radiação e os elétrons
atômicos. Em geral utiliza-se das aproximação de elétrons livres (Thomson) ou
elétrons em potencial harmônico (Rayleigh);

A abordagem pela mecânica quântica dos diversos fenômenos também con-
sidera a interação entre fótons e elétrons atômicos e utiliza teoria de espalha-
mento, teoria de perturbação dependente do tempo (em geral uma perturbação
harmônica) e segunda quantização. A Hamiltoniana H(R, t) que descreve a
interação entre a radiação e os elétrons atômicos é dada por[Cohen-Tannoudji
et al., 1978]

H(R, t) =
1

2m
[P− eA(R, t)]

2
+ V (R) (2.4)

onde m e e são a massa e a carga do elétron, P o operador momento linear, R
o operador posição, A(R, t) o potencial vetor e V (R) o potencial de Coulomb
gerado pelo núcleo atômico.

Abrindo o termo quadrado, podemos tratar o problema em termos de uma
perturbação aos elétrons ligados à um átomo por um potencial Coulombiano
(problema do átomo de hidrogênio) com Hamiltoniana H0 dado por

H0 =
1

2m
P2 + V (R), (2.5)

e a perturbação W (t) será escrita por

W (t) =
e2

2m
[A(R, t)]

2 − e

m
P ·A(R, t). (2.6)

A solução dos termos perturbativos irão descrever os diversos fenômenos[Als-
Nielsen and McMorrow, 2001]: em primeira ordem os termos P ·A e A ·A des-
crevem respectivamente a absorção fotoelétrica e o espalhamento elástico. Em
segunda ordem teremos que P ·A descreve o espalhamento ressonante enquanto
que o termo A ·A descreve o espalhamento inelástico.

Neste trabalho será adotado uma abordagem clássica e/ou semi-clássica:
clássica no sentido que utiliza electromagnetismo clássico para descrever a in-
teração entre radiação eletromagnética e matéria, e considera os elétrons como
livres ou ligados por potencial harmônico; e utiliza conceitos semi-clássicos como
o modelo atômico de Bohr e considera algumas interações como colisões elásticas
ou inelásticas.

2.1 Absorção

O processo de absorção de radiação está relacionado com o efeito fotoelétrico,
onde um fóton é absorvido pelo átomo e um elétron é emitido (excitado) da
nuvem eletrônica Fig. 2.3a. O elétron é emitido com energia E igual à energia
do fóton Eγ menos a energia de ligação do elétron E0
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(a)

(b)

(c)

Figura 2.6: (a) Equação 2.9 sobreposta aos dados fornecidos pelo programa
XCOM [Berger et al., 1998]. (b) Diferença percentual entre esses valores. (c)
Comparação da Equação 2.12 com dados de [Thompson and Vaughan, 2001]. O
ajuste de uma função da forma EK ∝ ·Z2 aos dados experimentais fornece uma
relação de EK = 11, 468 · Z2
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da borda. Dessa forma que o uso dessas formulas deve-se restringir à regiões
pouco distantes da borda.

A energia de ligação para os elétron da camada K, considerando o modelo
atômico de Bohr, é dado por

EK =
Z2mc2

2 · 1372 = 13.613 · Z2. (2.12)

Na Figura 2.6c compara-se esse resultado com dados experimentais. Para ener-
gias acima e distantes da borda podemos assumir f(ξ) ≈ 1, de forma que nessa
região de energia levamos Eq. 2.12 em 2.9 e obtemos que

σabK ∝ Z5
K

E7/2
. (2.13)

2.2 Espalhamento

O espalhamento de fótons por um material é o fenômeno onde um fóton incide
sobre uma carga ou distribuição de cargas e deflete sua trajetória, podendo
alterar sua energia (espalhamento inelástico) ou não (espalhamento elástico).

Na faixa de raios-X as fontes espalhadoras serão elétrons livres e elétrons
ligados aos núcleos atômicos. Apesar de a prinćıpio qualquer distribuição de
carga poder funcionar como fonte espalhadora, a energia e frequência de raios-X
causa efeitos ressonantes com os elétrons ligados, motivo pelo qual se concentra
o estudo nesse tipo de espalhador.

Apesar da abordagem pela mecânica quântica citada anteriormente, usual-
mente utiliza-se aproximações e uma abordagem clássica para descrever certas
propriedades do espalhamento. Na descrição clássica uma onda eletromagnética
oscilante força o movimento de cargas, que por sua vez tornam-se fontes de ra-
diação similares à dipolos oscilantes (antenas). As onda incidentes são tratadas

como ondas eletromagnéticas harmônicas da forma ~E0 = |~E0| exp
[

i(~k~x− ωt)
]

ǫ̂,

onde ~k é o vetor de onda, ω a frequência de oscilação, ǫ̂ a direção de polarização.
A onda espalhada é uma onda radiante ~Erad que do ponto de vista matemático
é tratada como uma onda esférica do formato

~Erad(~r) = |~Erad(Ω)|
eik

′r

r
r̂ (2.14)

sendo |~Erad| a amplitude e k′ o módulo do vetor de onda da onda esférica
espalhada. r é a distância entre o espalhador e o ponto de observação.

Apesar de ser uma onda esférica, a onda espalhada não será isotrópica e
terá a dependência angular dada por ~Erad(Ω). Em geral escreve-se a amplitude
~Erad(Ω) normalizada pela amplitude do campo elétrico incidente E0 por f(Ω):

f(Ω) =
|~Erad(Ω)|

|~E0|
. (2.15)
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onde f(Ω) é chamado de amplitude de espalhamento.

Quanto à seção de choque, define-se uma seção de choque diferencial
dσesp(Ω)

dΩ
em função do ângulo de espalhamento. Para cada ângulo de espalhamento pode-
se pensar que há uma parte da seção de choque dσesp que interage com a onda,
tal que a seção de choque total σesp é a soma das frações dσesp

σesp =

∫

dσesp. (2.16)

Assim a intensidade (energia por unidade de área) da onda espalhada pela área
dσesp será igual à intensidade que atravessou uma área angular dA = r sin θdθ ·
rdφ = r2dΩ à uma distância r do espalhador. Utilizando agora o prinćıpio de
conservação de energia temos que[Jackson, 1997]

I0dσesp = Iradr
2dΩ (2.17)

dσesp

dΩ
= r2

Irad
I0

. (2.18)

Uma vez que a intensidade é proporcional ao módulo quadrado do campo
elétrico, temos que

dσesp

dΩ
= r2

∣
∣
∣~Erad(~r)

∣
∣
∣

2

∣
∣
∣ ~E0

∣
∣
∣

2

que pela definição de amplitude de espalhamento (Eq. 2.15) e pela Eq. 2.14),
levam à

dσesp

dΩ
= |f(Ω)|2 , (2.19)

ou seja, a seção de choque diferencia é igual ao módulo quadrado da amplitude
de espalhamento. Assim, para obter a seção de choque de espalhamento deve-se
calcular a função da amplitude da radiação espalhada.

Nos próximos caṕıtulo faremos uma descrição clássica do modelo de espalha-
mento a fim de obter as seção de choque diferencial de cada tipo de espalhamento
e entender as propriedades da radiação espalhada.

2.2.1 Espalhamento Elástico

O estudo da distribuição de cargas na matéria deve considerar que os elétrons
estão ligados por um potencial Coulombiano gerado pelo núcleo. Dependendo
da energia da ligação e da energia da radiação incidente, os elétrons podem ser
considerados como livres. O espalhamento de radiação eletromagnética por um
elétron livre, descrito classicamente, é conhecida por espalhamento Thomson.

Para energias próximas à energia de ligação ocorrem efeitos ressonantes de-
vido à ligação entre as cargas e o núcleo atômico, e um modelo para a ligação
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entre os elétrons e o átomo faz-se necessário. O modelo clássico de espalha-
mento por cargas ligadas é usado para descrever o espalhamento de luz viśıvel
pela lei de Rayleigh, sendo o espalhamento de radiação eletromagnética por
cargas ligadas usualmente chamado de espalhamento Rayleigh.

À seguir descreve-se os dois modelos de espalhamentos, o de espalhamento
por elétrons livres e por elétrons ligados.

Elétrons Livres - Espalhamento Thomson

Um elétron livre sujeito ao campo elétrico de uma onda eletromagnética sentirá
uma força Coulombiana tal que

~F = e~E = eE0 exp (iωt) ǫ̂ (2.20)

onde a dependência espacial foi ignorada pois consideramos que a amplitude de
oscilação do elétron é pequena em comparação com o comprimento de onda do
campo oscilante[Jackson, 1997].

Como visto no Cap. 1.2.2, uma carga acelerada emite radiação de acordo
com a Equação 1.9. Trabalhando no regime não relativ́ıstico, pode-se utilizar

Eq. 1.10 sendo necessário fornecer apenas a aceleração ~̇β = 1
c
d2~x
dt2 da carga, o

que é obtido da Eq. 2.20. Assim, obtendo ~̇β de Eq. 2.20 e levando em Eq. 1.9
obtemos que o campo elétrico irradiado é dado por

~Erad =
r0
r
E0 exp(iωt) sinϑ (2.21)

onde r0 =
(

e2

4πǫ0mec2

)

é o chamado raio clássico do elétron e ϑ o ângulo entre

o vetor de polarização e o de observação (Fig. 2.7a). Usando agora a definição
de amplitude de espalhamento em Eq. 2.15, temos que a amplitude de espalha-
mento Thomson fT (Ω) será dada por

fT (Ω) = r0 sinϑ , (2.22)

que levado à Eq.2.19 produz a expressão para a seção de choque diferencial do
espalhamento Thomson

dσT

dΩ
= r20 sin

2 ϑ , (2.23)

cujo distribuição angular é mostrada na Fig. 2.7b.

Por fim, integrado em todas as direções chegamos à seção de choque total
do espalhamento Thomson:

σT =
8π

3
r20 . (2.24)
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x0 =

(
eE0

m

)
1

ω2 − ω2
0 − iωτ

δ = π + arctan

(
ωτ

ω2 − ω2
0

)

.

Analogamente ao caso do espalhamento pelo elétron livre, calcula-se o valor

de ~̇β derivando Eq. 2.26 e utiliza-se a equação de Larmor (Eq. 1.10) para o
campo elétrico irradiado por carga acelerada, obtendo a distribuição angular da
amplitude de espalhamento de um elétron ligado dado por

fR(Ω, ω) = r0 sinϑ
ω2

√

(ω2 − ω2
0)

2 + (ωτ)2
exp(iδ) , (2.27)

que, levado à Eq.2.19, produz a expressão para à seção de choque diferencial:

dσR

dΩ
= r20 sin

2 ϑ
ω4

(ω2 − ω2
0)

2 + (ωτ)2
. (2.28)

Integrando em todas as direções do espaço chegamos à seção de choque
para o espalhamento Rayleigh em função da seção de choque do espalhamento
Thomson σT (Eq. 2.24)

σR = σT
ω4

(ω2 − ω2
0)

2 + (ωτ)2
. (2.29)

A Fig. 2.8 mostra o comportamento da função para um caso de múltiplo elétrons
ligados.

O modelo de elétron ligado por um potencial do tipo oscilador harmônico
amortecido é uma simplificação da interação entre os elétrons e o núcleo de um
átomo. Porém esse modelo mostra propriedades do espalhamento por uma carga
ligada: observando a função fR(Ω, ω) temos que a amplitude de espalhamento
irá depender da energia da radiação eletromagnética incidente e haverá uma
mudança de fase da radiação com um aumento de δ, que por sua vez também
depende da energia. Esse comportamento se estende à seção de choque diferen-
cial e total. Além disso, na frequência natural do sistema ω0 o sistema têm um
efeito ressonante, motivo pelo qual denomina-se o espalhamento nessa faixa de
frequências de espalhamento ressonante4 e ω0 de frequência de ressonância.

Tomando os valores limites desse modelo obtemos correspondência com re-
sultados conhecidos. No limite em que a frequência da onda eletromagnética,
e consequentemente de oscilação do elétron, é muito maior que a frequência de
ligação tal que ω ≫ ω0, o elétron se comporta como se estivesse livre e o fator de
espalhamento Rayleigh (Eq. 2.27) se reduz ao fator de espalhamento Thomson

4Também conhecido como espalhamento anômalo.
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Figura 2.10: Ilustração do espalhamento Compton na visão corpuscular dos
fótons. Um fóton γ com energia E colide com um elétron e−, transferindo parte
do momento linear. O fóton é então espalhado com energia E

′

em uma direção
θ. Os rótulos com linha se referem ao fóton e elétron espalhados.
.

úteis em diversas aplicação de interação radiação matéria, se utiliza de um
teorema chamado Teorema Óptico[Sakurai, 1994], que relaciona f ′′

j (ω) com a
seção de choque total por

σtot =
4π

k
f ′′(ω). (2.34)

Quanto à f ′
j(ω), ele é determinado à partir de uma transformação integral que

o relaciona com f ′′
j (ω) chamada de Transformações de Kramers–Kronig e dado

por[Sakurai, 1994]

f ′(ω) = 1 +
2

π
P

∞∫

0

f ′′(ω′)

ω′ − ω
dω′, (2.35)

f ′′(ω) = − 2

π
P

∞∫

0

1 + f ′(ω′)

ω′ − ω
dω′, (2.36)

onde P é o chamado valor principal da integral [Arfken and Weber, 2005].

2.2.2 Espalhamento Inelástico

Os espalhamento Thomson e Rayleigh assumem que a energia do fóton não sofre
alteração durante o processo. Essa aproximação é particularmente boa quando
a energia de um fóton é muito menor que a energia de repouso e a energia de
ligação do elétron.

Porém, quando a energia do fóton se torna maior que a de ligação e com-
parável à energia de repouso do elétron (511KeV , [Amsler, 2008]), parte da
energia do fóton é transferida para o elétron e a energia do fóton espalhado é
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menor que a do fóton incidente. À esse tipo de processo denomina-se Espalha-
mento Compton[Jackson, 1997].

A descrição teórica desse tipo de espalhamento utiliza-se do conceito quântico
de que a radiação eletromagnética é composta de part́ıculas sem massa com
energia e momento ~ω e ~ω

c (teoria corpuscular da radiação eletromagnética).
Porém, alguns resultados podem ser obtidos por cinemática relativ́ıstica, como
a energia E′ dos fótons espalhados que é extráıdo da cinemática da colisão de
duas part́ıculas relativ́ısticas, produzindo [Als-Nielsen and McMorrow, 2001]

E′ =
E

1 + E
mc2 (1− cos θ)

, (2.37)

onde o ângulo θ é mostrado na Fig. 2.10. O comportamento de E′ em função
do ângulo e para algumas energias são plotados na Fig. 2.11a.

A dedução da seção de choque do espalhamento Compton é feita por uma
descrição quântica e é expressa pela equação de Klein-Nishina[Heitler, 1954]

dσKN

dΩ
=

1

2
α2r2c

(
E′

E

)2
[(

E′

E

)

+

(
E′

E

)−1

− 1 + cos2(θ)

]

, (2.38)

onde α é a constante de estrutura fina, θ é o ângulo de espalhamento; rc = ~/mec
é definido como o raio de Comptom e me é a massa do elétron. A figura 2.11b
mostra que para a faixa de energias de raios-X a distribuição angular é isotrópica.

A equação de Klein-Nishina é usada principalmente para radiação gama
(fótons com energia superior à 100KeV ), cuja faixa de energia permite conside-
rar os elétrons da maioria dos elementos como elétrons livres. Porém, há muitos
elementos cujo elétrons (principalmente os da borda K) têm energia de ligação
na faixa de raios-X duros. Isso faz com que seja necessário uma correção para
elétrons ligados, dada pela função de espalhamento incoerente S(q, Z)[Kane,
2006] de forma que a seção de choque diferencial para o espalhamento Compton
é dado por:

dσinel

dΩ
=

dσKN

dΩ
S(q, Z) . (2.39)

A função S( ~K,Z) em sua forma anaĺıtica depende da energia da radiação
incidente e da função de onda do elétron espalhado antes e depois da interação
Compton[Kane, 2006]. Porém, do ponto de vista prático, utiliza-se valores ta-
belados para S em função do fóton espalhado e do número atômico Z do átomo
espalhador [Chantler, 2000]. Valores tabelados da função S podem ser obtidos
em [Wilson, 1995, Tabela 7.4.3.2].

Para a seção de choque total é necessário fazer a integração espacial da
função S. Por utilizar tabelas, deve-se utilizar um método numérico para tanto.
Em geral utiliza-se programas computacionais como XCOM [Berger et al., 1998]
que possui um grande banco de dados para várias interações de diversos ele-
mentos isolados. A Figura 2.11d mostra a seção de choque total fornecida por
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este programa. No caso do espalhamento Compton, os dados utilizados são os
fornecidos em [Hubbell and Overbo, 1979].

2.2.3 Distribuição de cargas

Se pensarmos agora no efeito de uma distribuição de cargas espalhando radiação
de forma elástica pelo espalhamento Rayleigh, devemos levar em conta o efeito
de interferência entre as ondas espalhadas.

Tratando uma distribuição de cargas centrado em O de acordo com figura
2.12, onde cada elétron j tem posição dada pelo vetor ~rj , temos que uma onda

representada pelo vetor de onda ~k0 espalhada por um elétron percorre a distância
X1 +X2.

Considerando os centros espalhadores muito distantes do ponto de observação
tal que R >> X1, vamos aproximar que toda radiação espalhada tem o mesmo
vetor de onda ~k, sendo o módulo do vetor o mesmo da onda incidente (espalha-
mento elástico). Além disso, vamos considerar que todos os centros espalhadores
estão à mesma distância X2 tal que X2 → R.

Assim, tomando como t o momento em que a frente de onda passa pelo ponto
O, temos que o campo sentido no ponto P devido à radiação espalhada por um
elétron em ~rj será dada por:

EP = E0
fR(Ω, ω)

X2
exp [ω(t− t12)] . (2.40)

onde fR(Ω, ω) é amplitude de espalhamento Rayleigh e o tempo t12 que a onda
levará para caminhar a distância X1+X2 será de X1+X2

c , de forma que obtém-se
que o campo elétrico em P será de:

EP = E0
fR(Ω, ω)

X2
exp

[

iω

(

t− X1 +X2

c

)]

. (2.41)

O valor de X1 é dado pela projeção do vetor ~rj na direção de ~k0 e a distância

R pode ser escrita como a projeção do vetor ~rj + ~X2 sobre a direção da onda

espalhada ~k:

X1 = ~rj · k̂0 (2.42)

R = ( ~X2 + ~rj) · k̂ (2.43)

Vamos considerar que o vetor ~X2 está em uma direção muito próxima da
direção de ~k tal que ~X2k̂ ≈ X2, produzindo

X1 +X2 ≈ ~rj · k̂0 +R− ~rj · k̂ = R− ~rj ·
(

k̂ − k̂0

)

. (2.44)

Levando Eq. 2.44 em Eq. 2.41, e lembrando que |~k| = ω
c , temos

r0Ei = E0
fR(Ω, ω)

R
exp

{

i
[

ωt−R|~k|+ ~rj ·
(

~k − ~k0

)]}

. (2.45)
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Figura 2.12: Sistema de coordenada utilizado para o cálculo da distribuição
angular de intensidade. A part́ıcula está momentaneamente na origem com
velocidade na direção ẑ e aceleração na direção x̂

Logo, o campo observado no ponto P será a soma do campo elétrico gerado
pelos N elétrons que constituem o material, escrito matematicamente por

EP =

N∑

j

Ei = E0
fR(Ω, ω)

R
exp

[

i(ωt−R|~k|)
] N∑

j

exp
[

i~rj ·
(

~k − ~k0

)]

. (2.46)

Pela definição de amplitude espalhamento do Caṕıtulo 2.2, comparando Eq.
2.12 com Eq. 2.15 percebe-se que para distribuições discretas de cargas a am-
plitude de espalhamento será dada por

f(~s) =

N∑

j=1

fj(Ω, ω) exp (−2πi~rj · ~s) , (2.47)

onde o vetor ~s é conhecido por vetor de transferência de momento e dado por

~s =
~k0 − ~k

2π
. (2.48)

Definindo o ângulo entre a onda espalhada e a onda incidente por 2θ (Fig. 2.12),
por trigonometria obtemos que o módulo do vetor ~s é dado por

|~s| = 2 sin θ

λ
. (2.49)

A função f(~s) para a situação f́ısica descrita é conhecida como fator de
espalhamento, que pela definição da Eq. 2.47 é matematicamente o mesmo que
a transformada de Fourier da densidade de elétrons.
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2.3 Difração

A difração de raios-X é consequência da combinação de dois fenômenos: espa-
lhamento de radiação pelos átomos e interferência construtiva dessa radiação
espalhada[Guinier, 1963]. A interferência ocorre uma vez que a onda espalhada
tem uma fase bem determinada em relação à onda incidente.

A interferência entre centros espalhadores separados no espaço têm como
consequência regiões no espaço onde a presença de radiação espalhada será pri-
vilegiada, a exemplo do experimento de difração de dupla fenda (experimento
de Young [Fowles, 1975]) onde a interferência entre a radiação que atravessa as
fendas gera máximos e mı́nimos de intensidades em determinadas posições de
um anteparo.

Há duas teorias que descrevem a difração de radiação eletromagnética por
cristais[Authier, 2006]. A mais simples é chamada teoria cinemática da difração6

e trata de cristais com um grande número de átomos, mas com tamanho pequeno
suficiente para ignorar a absorção da radiação e para considerar que todos os
átomos recebem a mesma intensidade de radiação. Como a densidade t́ıpica de
um material é da ordem de 1 átomo/Å, um cristal de dimensão da ordem de
micrômetro satisfaz essas condições.

Quando as dimensões de um cristal são grandes, a absorção da radiação
no interior do cristal se torna relevante e é preciso uma teoria mais elaborada,
chamada de teoria dinâmica da difração, descrita ao final da seção.

Cristais

Para fazer um modelo da difração por cristais é necessário descrever o cristal
matematicamente. Um cristal ideal é constrúıdo por uma repetição infinita
e periódica de unidades estruturais idênticas no espaço, sendo essas unidades
compostas por estruturas de átomos ou moléculas [Kittel, 1996]. Essas unidades
estruturais são denominadas base do cristal.

A caracteŕıstica de repetição infinita do cristal é descrita em termos de uma
rede, sendo que à cada ponto da rede é fixado uma estrutura igual à estrutura
da base do cristal. Uma rede é descrita pelos vetores da rede ~Rm tal que

~Rm = m1~a1 +m2~a2 +m3~a3 (2.50)

~Rm =

3∑

j=1

mj~aj (2.51)

onde os números mj são números inteiros arbitrários e os vetores ~aj são um
conjunto de vetores linearmente independentes chamados de eixos do cristal7.
O paraleleṕıpedo cujas arestas são definidas pelos eixos do cristal é o menor
volume cuja repetição forma um cristal e é denominado célula primitiva ou
célula unitária.

6Também chamada teoria geométrica da difração.
7Outras nomenclaturas encontradas na literatura são vetores primitivos ou vetores da base
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Figura 2.13: Aplicação em duas dimensões da Eq. 2.52 como rótulo da posição
de um átomo em um cristal, mostrando a utilização dos ı́ndices mj e n.

Assumindo que cada célula unitária seja constitúıda de N átomos, a posição
de um átomo ~rn, 0 < n 6 N na rede é tomado em relação ao vetores da rede de
forma que a posição de qualquer átomo pode ser dada por ~Rm

n tal que [Warren,
1990]

~Rn
m = m1~a1 +m2~a2 +m3~a3 + ~rn . (2.52)

A Fig. 2.13 mostra a aplicação da Eq. 2.52 para identificar a posição de um
átomo na rede.

2.3.1 Teoria Cinemática

Estuda-se a difração de radiação por um cristal à partir do fator de espalhamento
estrutural F (~s) do cristal, que de acordo com Eq. 2.47 será dada por

Fxtal(~s) =

N∑

j

fRn
(Ω, ω) exp

(

−2πi~Rn
m · ~s

)

=
∑

nm1m2m3

fn(Ω, ω) exp [−2πi(m1~a1 +m2~a2 +m3~a3 + ~rn) · ~s] .

(2.53)

Considerando um cristal finito em forma de um paraleleṕıpedo de dimensões
N1~a1 ·N1~a1 ·N2~a3 temos que
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Fxtal(~s) =

N1

2∑

m1=−
N1

2

exp (−2πim1~a1 · ~s) ·
N2

2∑

m2=−
N2

2

exp (−2πim2~a2 · ~s) ·

·
N3

2∑

m3=−
N3

2

exp (−2πim3~a3 · ~s) ·
N∑

n=1

fRn
(Ω, ω) exp (−2πi~rn · ~s)

︸ ︷︷ ︸

fator de espalhamento da célula unitária

. (2.54)

A Equação 2.54 tem quatro somatórios onde o último deles depende apenas
da distribuição de átomos na célula unitária e os demais dependem apenas
da rede. Denomina-se os termos que dependem da rede e da célula unitária
respectivamente de fator de estrutura da rede Frede e fator de estrutura da
célula unitária Fun.

Temos então que o fator de estrutura do cristal é o produto entre os fatores
de estrutura da célula unitária e da rede:

Fxtal(~s) = Fun(~s) · Frede(~s) (2.55)

tal que

Frede(~s) =

N1

2∑

m1=−
N1

2

exp (−2πim1~a1 · ~s) ·
N2

2∑

m2=−
N2

2

exp (−2πim2~a1 · ~s) ·

·
N3

2∑

m3=−
N3

2

exp (−2πim3~a1 · ~s) , (2.56)

Fun(~s) =
N∑

n=1

fRn
(Ω, ω) exp (−2πi~rn · ~s) . (2.57)

À seguir, estudaremos as propriedades de Frede(~s) que definem a chamada
rede rećıproca.

Rede Rećıproca

O fator de estrutura de rede Frede(~s) pode ser visto como a transformada de
Fourier discreta da rede. Os somatórios de exponenciais podem ser reduzidos
para [Guinier, 1963]

Nj
2∑

mj=−
Nj
2

exp [−2πimj(~aj · ~s)] =
sin [(Nj + 1)π~aj · ~s]

sin [π~aj · ~s]
. (2.58)
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(a) (b)

Figura 2.14: (a) e (b) Gráficos da Eq. 2.58 em função de h e para vários valores
de Nj , normalizada para os valores de pico multiplicando a função por (Nj +1).
Verifica-se que para valores inteiros de h a função tem picos de valores Nj + 1
e largura à meia altura de valor 1/(Nj + 1).

Para valores inteiros de ~aj · ~s a função 2.58 tem picos de valores Nj + 1 e
largura à meia altura de valor 1/(Nj+1) (Figura 2.14a). Para Nj → ∞ a função
tem comportamento de uma função delta de Dirac da forma δ(~aj · ~s− hj) para
hj inteiro(Figura 2.14b).

Considerando que essa condição é valida para os três somatórios na Eq.
2.56, então temos que a condição ~aj ·~s = hj tem de ser válida simultaneamente
para j = 1, 2, 3 para que o fator de estrutura do cristal seja diferente de zero.
Qualquer valor não-inteiro para hj faz com que o fator de estrutura seja nulo.

Define-se então um novo vetor ~sh dada em uma base ~bj tal que

~sh =
∑

j

hj
~bj =

∑

j

(~aj · ~s)~bj (2.59)

para a qual o fator de estrutura será não nulo quando o vetor de transferência
de momento fo igual à ele, ou seja ~s = ~sh. Logo, pela própria definição de base
de que ~aj · ~sh = hj , temos que

~aj ·~bl = δjl, (2.60)

ou seja, ~aj será ortogonal à ~bl se j 6= l.

Como ~bj é ortogonal à ~al e ~am, então a direção b̂j é dada por

b̂j =
~al × ~am
|~al||~am| . (2.61)

Sendo α um ângulo auxiliar entre os vetores ~bj e ~al, por Eq. 2.60 temos que
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~bj · ~aj = |~bj ||~aj | cosα = 1 (2.62)

|~bj | =
1

|~aj | cosα
(2.63)

de forma que o vetor ~bj = |~bj |b̂j fica

~bj =
~al × ~am

|~al||~am||~aj | cosα
. (2.64)

O termo do denominador é análogo ao volume do paraleleṕıpedo formado
pelos vetores primitivos da rede que, pela definição de célula unitária, é o volume
da célula unitária Vun. Escrevendo este termo como o produto triplo dos vetores
primitivos chegamos à

~bj =
~al × ~am

~aj · (~al × ~am)
, (2.65)

~bj =
~al × ~am
Vun

. (2.66)

À rede ~Rm (Equação 2.51) com vetores primitivos ~aj que determina a posição
das bases no cristal denomina-se rede s e à rede determinada por

~Sh =
∑

j

hj
~bj (2.67)

com vetores primitivos ~bj dados em função dos vetores da base do cristal e hj

inteiros arbitrários, denomina-se rede rećıproca. Além disso, a rede rećıproca é
a transformada de Fourier da rede direta e, pelas propriedades da transformada
de Fourier, a rede direta é a transformada de Fourier inversa da rede rećıproca.

Logo, os valores de ~s para os quais o fator de espalhamento estrutural difere
de zero podem ser descritos por uma rede formada pelo vetor ~sh cujo vetores
primitivos ~bj são dados em função dos vetores da base do cristal. Em outras
palavras, dentre os infinitos valores posśıveis do vetor ~s, apenas aqueles que
coincidirem com um vetor da rede rećıproca terá espalhamento não nulo. À
essa condição denomina-se condição de Laue e matematicamente é expressa
por:

~s = ~sh . (2.68)

Quanto à função Frede(~s), dado as propriedades do somatório, para N → ∞
ela pode então ser escrita como uma série de funções delta de Dirac para cristais:

Frede(~s) =
1

Vun

∞∑

n1=−∞

∞∑

n2=−∞

∞∑

n3=−∞

δ(~s− ~sh), (2.69)
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onde o fator 1/Vun surge de uma normalização da função Frede(~s)
8.

Escrevendo a Equação 2.55 com a condição de Laue temos:

Fxtal(~sh) = Fun(~sh)
∑

m1 m2 m3

exp [−2πi (m1h1 +m2h2 +m3h3)] , (2.70)

onde a função Fxtal(~sh) é conhecida por fator de estrutura do cristal.

Índices de Miller

A periodicidade de um cristal permite visualizá-lo como formado por famı́lias
de planos paralelos (como mostrado na Fig. 2.15a) definidos pelas posições de
suas unidades estruturais, de forma que é posśıvel descrever a difração de um
cristal à partir de determinada famı́lia de planos.

Por uma famı́lia de planos entende-se um conjunto de planos da rede que
seja paralelos e igualmente espaçados, que juntos contêm todos os pontos da
rede cristalina de forma que qualquer ponto da rede faz parte de um plano e
qualquer plano na rede fará parte de uma famı́lia. Porém, como visto na Figura
2.15a, há mais de uma famı́lia posśıvel e por isso faz-se necessário uma forma
de determinar a orientação de uma famı́lia de planos.

Isso é feito utilizando os chamados ı́ndices de Miller (h, k, l) definidos para
determinada famı́lia de planos como a posição ai

hi
do plano mais próximo à

origem (mas que não inclua a origem) em que o plano intercepta cada um dos
eixos ~ai da rede (Figura 2.15b)[Ashcroft and Mermin, 1976].

Uma caracteŕıstica do vetor ~sh da rede rećıproca é que ele é normal ao plano
que cruza os eixos ~a1, ~a2 e ~a3 respectivamente nas posições m1, m2 e m3 tais que
(m1,m2,m3) ∝ ( 1

h1

, 1
h2

, 1
h3

). Essa propriedade de ~sh pode ser provada fazendo
diretamente o produto escalar entre ~sh e um vetor genérico pertencente ao plano,
por exemplo ~a1

h − ~a2

k :

~sh · (m1~a1 −m2~a2) = ~sh · α(~a1
h1

− ~a2
h2

) = α

(
h1

h1
− h2

h2

)

= 0 (2.71)

onde utilizou-se a ortogonalidade entre os vetores primitivos ~ai e ~bi. Pela
equação acima temos que quando hi = mi para i = 1, 2 e 3 o produto esca-
lar será zero, o que significa que o vetor ~sh será perpendicular ao plano, como
queŕıamos provar.

Sendo assim, usualmente rotula-se esse plano pelos ı́ndices de Miller de forma
que cada plano hkl têm associado um vetor ~sh no espaço rećıproco. Logo, todo
plano tem associado um pico de difração. Se considerarmos ainda a geometria
do problema, podemos interpretar que os planos refletem a radiação incidente
que satisfaz a condição de Laue.

Além disso, por ser perpendicular ao plano hkl, então a projeção de um vetor
entre a origem e um ponto no plano sobre o versor ŝhkl fornece a distância dhkl
entre o plano e a origem. Tomando a direção ~a3 como exemplo teremos:

8Ver [Guinier, 1963], Seção 4.2.
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(a) (b)

Figura 2.15: (a) Algumas famı́lias de planos em um cristal de 2 dimensões.
Percebe-se que há mais de uma famı́lia posśıvel e por isso faz-se necessário uma
forma de determinar a orientação de uma famı́lia de planos, o que é feito com os
ı́ndices de Miller (h, k, l). (b) Ilustração dos ı́ndices de Miller: (h, k, l) é definido
pela posição (a1

h , a2

k , a3

l )
ai

hi
do plano mais próximo à origem em que o plano

intercepta cada um dos eixos ~a1, ~a2 e ~a3 da rede.
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Figura 2.16: Geometria da reflexão por planos hkl e a definição do vetor ~s.

dhkl =
~shkl
|~shkl|

· ~a3
l

=
1

|~shkl|
h3

l
(2.72)

dhkl =
1

|~shkl|
. (2.73)

Logo, à cada vetor da rede rećıproca corresponde uma famı́lia de planos
hkl do cristal ortogonal ao vetor e tal que seu módulo fornece o espaçamento
interplanar.

Lei de Bragg

Alternativamente à teoria cinemática há formulações simplificadas da difração
que, apesar de não descrever todas as caracteŕısticas do fenômeno, fornecem
resultados da teoria cinética e são úteis na análise do fenômeno, como as for-
mulações de Bragg e de Laue.

Manipulando a equação 2.73 chegamos à um resultado derivado por uma for-
mulação alternativa da difração feita por Bragg. Levando 2.73 em 2.49 obtemos
que

λ = 2dhkl sin θ (2.74)

sendo λ o comprimento de onda da radiação e θ o ângulo de espalhamento como
definido em 2.49. Essa equação é conhecida como Lei de Bragg e define a relação
entre a onda incidente (λ), a onda espalhada (θ) e a distância interplanar dos
planos hkl (dhkl).

Pela formulação de Bragg, a lei de Bragg é obtida considerando que os planos
cristalinos teriam a capacidade de refletir parcialmente e de forma especular a
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(a)

(b)

Figura 2.17: (a) Geometria de Bragg: Uma onda com comprimento de onda λ
é refletida quando incide um cristal com o ângulo de Bragg dado pela Eq. 2.74.
(b)Representação em duas dimensões da esfera de Ewald (uma circunferência
neste caso em duas dimensões). Os pontos da rede rećıproca que estiverem sobre

a esfera irão determinar os vetores da radiação espalhada ~k.
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radiação incidente. Os picos de difração (picos de Bragg) observados seriam con-
sequência da superposição construtiva da radiação refletida pelos vários planos
do cristal.

Devido as várias famı́lias de planos com orientações distintas, diversos picos
são observados em diferentes orientações de um mesmo cristal. A figura 2.17a
mostra dois raios sendo refletidos especularmente por dois planos sucessivos
com mesma orientação. A diferença de caminho percorridos pelos dois raios é
de 2d sin θ, sendo o ângulo θ de incidência do feixe em relação ao plano. Para que
a interferência seja construtiva devemos ter que a diferença entre os caminhos
seja de um número inteiro de comprimentos de ondas nλ, resultando a relação
da Eq. 2.74.

Construção de Ewald

Uma forma de visualizar as condições em que ocorrem os picos de Bragg é
a construção geométrica de Ewald. Nela, utiliza-se o espaço rećıproco para
verificar quais vetores satisfazem a condição de Laue.

Tomando a construção em 2 dimensões como na Figura 2.17b, inicialmente
se traça o vetor ~k0 incidindo sobre um ponto da rede rećıproca. Constroe-se
agora uma circunferência de raio |~k| com a mesma origem do vetor ~k0. Os
pontos da rede rećıproca que estiverem sobre a circunferência irão determinar
os vetores da radiação espalhada ~k.

Tomando a construção em 2 dimensões como na Figura 2.17b, inicialmente
se traça o vetor ~k0 à partir de um ponto da rede rećıproca. Tomando agora o
ponto indicado por esse vetor como origem, constroem-se uma circunferência de
raio |~k|. Os pontos da rede rećıproca que estiverem sobre a circunferência irão

determinar os vetores da radiação espalhada ~k.

2.3.2 Teoria Dinâmica

A teoria cinemática considera que a radiação que incide um cristal é espalhada
elasticamente (espalhamento Thomson) pelos átomos e a radiação espalhada se
soma coerentemente à determinada distância do cristal. Esse modelo descreve
satisfatoriamente a difração por cristais pequenos onde a probabilidade da ra-
diação espalhada interagir novamente é pequena e a absorção é despreźıvel.

Porém, para cristais espessos haverá uma maior quantidade de centros es-
palhadores e a probabilidade de que a radiação espalhada interaja novamente
é não despreźıvel. Por isso a difração de radiação por um cristal espesso exige
uma abordagem espećıfica, dada pela teoria dinâmica da difração.

Logicamente a teoria dinâmica não invalida a teoria cinemática e, pelo
prinćıpio da correspondência, deve fornecer os mesmos resultados da teoria ci-
nemática quando sujeita às mesmas aproximações. Além disso, apesar de não
prever certas propriedades da difração dinâmica, a lei de Bragg fornece resulta-
dos precisos, o que faz com que ela seja utilizada mesmo para cristais espessos.

Há basicamente três modelos para a teoria dinâmica da difração formulados
independentemente por Darwin, Ewald e von Laue[Authier, 2006]. Darwin des-
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Figura 2.18: Difração por um cristral espesso, mostrando os planos cristalinos
e a orientação em relação à superf́ıcie do cristal. Quando os planos cristalinos
estão inclinados por um ângulo α em relação à superf́ıcie denomina-se o cristal
de cristal assimétrico.

creve a interação entre a radiação e matéria usando equações de recorrência para
tratar as reflexões e transmissões nos diversos planos cristalinos. Ele considera
que ao encontrar um plano do cristal, parte da radiação será transmitida e parte
será refletida, assumindo que a reflexão ocorre na condição de Bragg. Porém,
a radiação transmitida por um plano irá encontrar um novo plano da mesma
famı́lia de planos e novamente poderá ser refletida ou transmitida, uma vez que
a condição de Bragg ainda é válida. Quanto à radiação refletida, enquanto se
propaga pelo cristal ela também encontra outros planos da mesma famı́lia e
também terá parte refletida e parte transmitida.

O modelo de Ewald considera o cristal como uma distribuição periódica de
dipólos que são excitados pela onda incidente. Esse modelo foi melhorado por
von Laue que mostrou que essa abordagem é equivalente à resolver as equações
de Maxwell para um meio com uma susceptibilidade elétrica χ(~r) cont́ınua e
periódica.

De acordo com abordagem de von Laue, primeiramente deve-se desprezar
qualquer interação entre os fótons e os prótons, bem como interações magnéticas
entre os fótons e os momentos magnéticos do átomo. Dessa forma, obtemos a
resposta do material ao campo eletromagnético da radiação pela susceptibilidade
elétrica χ(~r), classicamente dado por

χ(~r) = −roλ
2

π
ρ(~r), (2.75)

sendo ro o raio clássico do elétron, λ o comprimento de onda da radiação e
ρ(~r) a densidade volumétrica de elétrons. Como a densidade de cargas de um
cristal pode ser escrita como a transformada de Fourier do fator de estrutura
(Eq. 2.47), e sendo este último discreto, obtemos que
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χ(~r) = −roλ
2

πV

∑

hkl

Fhkl exp (2πi~shkl · ~r) (2.76)

=
∑

hkl

χhkl exp (2πi~shkl · ~r) (2.77)

onde V é o volume da célula unitária e χhkl fica dado por

χhkl = −roλ
2

πV
Fhkl . (2.78)

A propagação da radiação pelo material é então expressa classicamente pelo
vetor deslocamento elétrico ~D(~r), para quem se aplica as relações com os campos
eletromagnéticos no material e utiliza-se a equação da onda para obter a equação
de propagação[Authier, 2006]:

∇2~D(~r) +∇×∇×
(

χ(~r)~D(~r)
)

+ 4π2k2~D(~r) = 0, (2.79)

onde k é o módulo do vetor de onda. Por ser uma equação diferencial parcial de
segunda ordem com um coeficiente periódico, então a solução para uma onda
incidente ~ko terá a mesma periodicidade do coeficiente χ(~r) da forma:

~D(~r) = exp
(

−2πi~ko · ~r
)∑

hkl

~Dhkl exp (2πi~shkl · ~r) (2.80)

=
∑

hkl

~Dhkl exp
(

2πi~k′ · ~r
)

, (2.81)

onde se escreveu que ~ko − ~k′ = ~shkl, que é a condição de Laue.
Obter as ondas espalhadas pelo cristal consiste então em determinar os coefi-

cientes complexos ~Dhkl utilizando a equação 2.79 e a susceptibilidade do cristal,
sendo este último obtida pelo fator de estrutura por Eq. 2.78.

Porém o que se obtém é uma soma infinita em hkl, que por sua vez pode
ser escrita como um sistema linear infinito de equações, chamadas de equações
fundamentais da teoria dinâmica. Elas fornecem que apenas para valores de ~k
muito próximos de ~k′ é que haverá valores não nulos para os coeficientes ~Dhkl.
Logo, as ondas devem estar na condição de Laue para que elas se propaguem.

Porém os vetores ~k e ~ko para um material absorvedor serão complexos, en-
quanto que para um material não absorvedor eles serão reais. Sendo assim, o
resultado para material não absorvedor se reduz aos resultados da teoria ci-
nemática da difração (como seria de se esperar), enquanto que para materiais
absorvedores temos uma condição de Laue complexa.

Pela presença do somatório em hkl, então todos os vetores ~k que respeitam a
condição de Laue participam da solução. Pela construção da esfera de Ewald, o
somatório é feito sobre todos os pontos da rede rećıproca que estão sobre esfera
de Ewald.
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Para raios-X o que ocorre é que em geral há apenas dois pontos da rede
rećıproca sobre a esfera de Ewald[Authier, 2006]. Para essa condição denomina-
se de caso de dois feixes, sendo que o tratamento de difração dinâmica de raios-X
se restringem à este caso9.

O resultado da teoria dinâmica da difração no caso de dois feixes expressa a
intensidade da onda refletida especularmente pelos planos cristalinos em função
da radiação incidente. Considera-se uma onda ~ko incidindo a superf́ıcie de um
cristal e refletindo em determinado plano cristalino hkl inclinado por um ângulo
α, chamado ângulo de assimetria com a superf́ıcie do cristal (Fig. 2.18). Con-

sideramos a mesma geometria da descrição de Bragg, onde os vetores ~k e ~ko
fazem um ângulo θ com os planos cristalinos.

Devido a complexidade da solução, definem-se alguns parâmetros para sim-
plificar a forma da solução final. Sendo assim, define-se o parâmetro de desvio
dado por:

η =
∆θ −∆θo

δ
, (2.82)

onde ∆θ é a diferença entre o ângulo do vetor ~k e o ângulo de Bragg e os outros
parâmetros são dados por

∆θo = −χo(1− γ)

2 sin 2θB
(2.83)

=
d2hklroFo

πV
tan θB(1− γ),

δ =
C
√

|γ|χhklχh̄k̄l̄

sin 2θB
(2.84)

=
4d2hklroC

πV
tan θB

√

|γ|FhklFh̄k̄l̄.

onde χo é o termo χhkl em 2.77 para (hkl) = (000), γ é o fator de assimetria
dado por

γ =
sin(α+ θB)

sin(α− θB)
, (2.85)

θB é o ângulo de Bragg e C é um fator que depende da polarização da radiação,
sendo que C = 1 para ondas TE e C = cos 2θ para ondas TM10.

A refletividade Ihkl em função do parâmetro de desvio η é dada por:

Ihkl =

∣
∣
∣
∣

Fhkl

Fh̄k̄l̄

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣η − S[Re(η)]

√

η2 − 1
∣
∣
∣

2

(2.86)

9Ao casos em que mais de um ponto da rede rećıproca estão sobre a esfera de Ewald
denomina-se caso de muitos feixes. Um exemplo de aplicação é difração dinâmica de
elétrons[Authier, 2006].

10Respectivamente chamados de polarização transversal elétrica (TE) e transversal

magnética(TM ). Ondas eletromagnéticas TE são aquelas cujo a polarização do campo elétrico
está na mesmo plano da interface, enquanto que para ondas TM é o campo magnético que
está na direção do plano [Fowles, 1975].



58 CAPÍTULO 2. INTERAÇÃO DE RAIOS-X COM A MATÉRIA

(a)

(b)

(c)

Figura 2.19: Refletividade de um cristal espesso calculado pela teoria dinâmica
da difração em função (a) do ângulo de incidência e (b) da energia refletida para
a reflexão 111 de um cristal de Siĺıcio, estrutura de Diamante, ângulo de assi-
metria de zero graus e constante de polarização igual à 1. (c) Comportamento
de FhklFh̄k̄l̄ em função da energia de Bragg, mostrando uma variação de apenas
≈ 2, 5%
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• −1 < γ < 0 se −θB < α < 0.

Essas propriedades fazem com que ωDarwin, em módulo, tenham valores
mı́mimos em −θB = α e divirjam para valores de θB = α (Figuras 2.20a).

Assim, para valores positivos de α existe valores de θB para os quais ∆θB
e ωDarwin divergem. Para valores negativos de α temos que os valores de ∆θB
serão pouco superiores à condição de α = 0, a largura de Darwin ωDarwin terá
valores menores do que a largura de Darwin à condição α = 0 (Figuras 2.21a e
2.21b).

Pela equação 2.84, temos que a dependência da largura de Darwin com o
ângulo de assimetria pode ser escrito em função da largura de Darwin ωα=0

para α = 0:

ωDarwin =
√

|γ| · ωα=0 . (2.87)

Dessa forma, é posśıvel diminuir ou aumentar o largura de Darwin pela escolha
do ângulo de assimetria. Observando ainda o comportamento de

√

|γ| em função
do ângulo de assimetria e do ângulo de Bragg nas figuras 2.20c e 2.20d, temos
que para α < 0 haverá uma diminuição da largura de Darwin, enquanto que
para α > 0 a largura de Darwin será aumentada e irá divergir para o ângulo
de Bragg tal que θBragg = α. O ângulo de assimetria α em função do fator de
assimetria γ pode ser obtido manipulando Eq. 2.85:

tanα =

(
γ + 1

γ − 1

)

tan θB . (2.88)

Concluindo, apesar das várias relações desenvolvidas neste caṕıtulo para a
difração dinâmica, para obter resultados numéricos ainda é necessário recorrer à
valores tabelados dos fatores de estrutura do cristal em função da energia. Mas
apesar desta dificuldade, as equações da difração dinâmica fornecem excelentes
estimativas numéricas para a reflexão de radiação por um cristal.

2.4 Reflexão e Refração

Os fenômenos de reflexão e refração de ondas eletromagnéticas são tratados
considerando uma onda eletromagnética propagante ~Ei(~x, t) que incide sobre a
interface entre dois materiais de ı́ndices de refração complexo N1 e N2. Obter
a onda refletida ~Er(~x, t) (reflexão) e a onda transmitida ~Et(~x, t) (refração) pelo
material consiste em impor condições de contorno aos campos propagantes. De
maneira simplificada, supomos as ondas eletromagnéticas como uma onda plana
com dependência harmônica no tempo e na direção de propagação z:

~E(~x, t) = ~E0e
i(κz−ωt), (2.89)

onde o campo magnético é transversal ao campo elétrico [Griffiths, 1999]:

~B =
ω

v
ẑ × ~E, (2.90)
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Essas leis dependem apenas do ângulo de incidência, da polarização da ra-
diação e dos ı́ndices de refração dos meios. Resta então determinar o com-
portamento do ı́ndice de refração em função da frequência da radiação, que
é fisicamente o mesmo que determinar a relação de dispersão dos materiais.
Para tanto é necessário determinar a propagação dos campos eletromagnéticos
partindo de um modelo para o material.

Será utilizado o modelo de elétrons ligados por um potencial harmônico,
como no caso do espalhamento Rayleigh (Cap. 2.2.1), de forma que a dinâmica
da carga será descrita pela Eq. 2.26. Pela equação 2.92, para obter o ı́ndice
de refração devemos obter o valor de ǫ(ω), que é definido pela polarização do

material em função do campo elétrico aplicado ~E. Para a maioria dos materiais
(chamados de dielétricos lineares) a polarização depende do campo elétrico por
uma relação de proporcionalidade dada por[Griffiths, 1999]14:

~P = [ǫ(ω)− ǫ0] ~E (2.96)

onde ~P é a densidade volumétrica de momentos de dipolos elétricos. Sendo o

momento de dipolo ~p(t) de um elétron oscilante dado por

~p(t) = ex(t)x̂, (2.97)

usamos x(t) da Eq. 2.26 e que ~P =
∑

j Nj~pj , onde Nj é a densidade de dipolos
do tipo j

[ǫ(ω)− ǫ0]E0 exp (iωt) =
∑

j

eNj |x0j | exp [i(ωt+ δj)] (2.98)

onde admitimos que a carga oscila na direção do campo elétrico (o mesmo que
admitir que a polarização está na direção x̂).

Manipulando algebricamente chegamos à

N 2(ω) =
ǫ(ω)

ǫ0
= 1 +

e2

mǫ0

∑

j

(

Nj

ω2
j − ω2 − iωτj

)

(2.99)

que, em termos das funções f ′(ω) e f ′′(ω) de correção para o espalhamento
Thomson (Eq. 2.31 e Eq. 2.32), pode ser escrita como

N 2(ω) = 1 +
e2

mω2ǫ0

∑

j

Njfj [1 + f ′(ω) + if ′′(ω)] (2.100)

onde m e e são a massa e a carga do elétron. O somatório em j leva em conta as
diferentes formas que os elétrons estão ligados (diferentes camadas eletrônicas),
fj a fração de elétrons ligada pela forma j com frequência de oscilação ωj e
tempo de amortecimento τj . As funções f ′(ω) e f ′′(ω) são tais que ω0 = ωj e
τ = τj em Eq. 2.31 e Eq. 2.32.

14Foi suprimida a definição de ~P em termos da susceptibilidade elétrica[Griffiths, 1999].
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Para as energias de raios-X, como descritas no final da Seção 2.2, o termo
ωτj é muito inferior aos termos de ω2

j e ω2, de forma que fora da ressonância
podemos desconsiderar o termo imaginário. Além disso, fora da ressonância, ire-
mos considerar que para dada frequência ω da radiação os elétrons ligados com
energia superior à da radiação estarão fortemente ligados de forma a aproximar-
mos que ωj → ∞. Por outro lado, para elétrons com frequência de ressonância
inferiores à frequência da radiação, faremos que ωj → 0. Resumindo:

elétrons ligados por ωj > ω ⇒ ωj → ∞,

elétrons ligados por ωj < ω ⇒ ωj → 0.

Utilizando essa aproximação em Eq. 2.99 chega-se à [Fowles, 1975]

N 2(ω) = 1− Nf0e
2

mǫ0ω2
= 1− Nf0~

2e2

mǫ0E2
(2.101)

onde foi feita a substituição de frequência ω pela energia da radiação E e onde
f0 é a fração de elétrons do material que têm frequência de ressonância inferior
à da radiação.

Sendo o valor das constantes ~
2e2

mǫ0
da ordem de 10−18 e a densidade de

elétron livres Nf0 da ordem de de 1 elétron/Å3, temos que na faixa de raios-X
(Eγ ≈ 104eV ) o ı́ndice de refração é aproximadamente real e que N 2 assume

valores próximos mas menores que 1. À partir dessas considerações escreve-se
o ı́ndice de refração complexo N por15

N = n+ iβ = 1− δ + iβ (2.102)

N 2 ≈ 1− 2δ + 2iβ (2.103)

onde desconsiderou-se os termos de ordem 2 para o cálculo de N 2.

Usando a aproximação do valor de N 2 dado por 2.103, podemos relacionar
as grandezas δ e β com as funções f ′ e f ′′ por Eq. 2.100, obtendo

δ ≈ Ne2

2mω2ǫ0

∑

j

fj · [1 + f ′(ω)] (2.104)

β ≈ Ne2

2mω2ǫ0

∑

j

fj · f ′′(ω) (2.105)

15Deve-se lembrar que o ı́ndice de refração é relacionado à velocidade de fase das ondas, e
não à velocidade de grupo. Assim, um valor para o ı́ndice de refração menor do que 1 não
viola o postulado da relatividade, que deve ser aplicado à velocidade de grupo[Als-Nielsen and
McMorrow, 2001].
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(a)

(b)

Figura 2.23: Valores de δ e β dos elementos ouro, cromo, ńıquel, platina, ródio
e siĺıcio entre 1KeV e 30KeV. Obtido com a ferramenta computacional DA-
BAX (DAta BAse for X-ray applications)[del Rio and Dejus, 1997].
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Além disso, igualando a parte real de N 2 da Equação 2.103 com a de Eq.
2.101 derivamos uma função para o fator de correção δ é dada por

δ ≈ Nf0~
2e2

2mǫ0E2
. (2.106)

Calculando o valor das constantes temos que a expressão para δ se reduz à

δ ≈ 6, 894 · 10−18 N

E2
. (2.107)

Sendo o valor t́ıpico de N da ordem de 1 elétron/Å3 e a energia dos fótons de
raios-X da ordem de 104eV , temos que δ é da ordem de 10−5 para a faixa de
raios-X duros (Figura 2.23).

Quanto à absorção, é importante notar que o parâmetro β se refere à ate-
nuação do campo elétrico, enquanto que o parâmetro µ na Eq. 2.1 se refere à
atenuação da intensidade da radiação. Uma vez que campo elétrico se relaciona
à intensidade por

I(ω) = |~E(ω)|2, (2.108)

então os parâmetros β e µ serão relacionados por

µ = 2β
ω

c

β =
2µc

ω
= 2~c

µ

E
. (2.109)

Dada a propriedade dos materiais de n < 1 na região de energia de raios-X,
não fosse as propriedades de absorção (β 6= 0), seria posśıvel produzir espelhos
com reflexão total nessa faixa de energia. Para que ocorra relexão total em uma
interface, é necessário que o meio onde a radiação se propaga tenha um ı́ndice
de refração maior que o do meio em que a radiação está incidindo. Assim, um
feixe de raios-X que se propaga no vácuo poderia ser totalmente refletido em
uma interface com algum material.

Esse efeito só ocorreria para determinados ângulos de incidências dados pela
Lei de Snell, estabelecendo que o ângulo entre a interface e a onda transmitida
θt seja zero. Ao ângulo θi para o qual θt = 0 denomina-se ângulo cŕıtico e para
qualquer ângulo menor que o ângulo cŕıtico haveria relexão total. Pela equação
2.93 teremos

cos θc = n (2.110)

cos θc = 1− δ. (2.111)

Dado o pequeno valor de δ, teremos que o ângulo θc deverá ser também
muito pequeno, permitindo expandir a função cosseno
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cos θc ≈ 1− θ2c
2

≈ 1− δ

θc ≈
√
2δ (2.112)

que por 2.107 leva à

θc =
3, 713 · 10−14

E

√
N (2.113)

sendo E em eV eN em elétrons/m3. Para os valores t́ıpicos deN = 1 elétron/Å3

e E = 104eV , obtém-se que o ângulo cŕıtico é da ordem de miliradianos (Fig.
2.24a).

Porém, dada as propriedades de absorção do material, a refletância para
ângulos abaixo do ângulo cŕıtico se aproxima de 1 mas não atinge este valor.
Sabendo que o ângulo cŕıtico é mito pequeno, pode-se fazer aproximações nas
equações de Fresnel (Equações 2.94 e 2.95) de forma à obter funções simplifi-
cadas para reflexão à ângulos rasantes. Aproximando sin θ ≈ θ e utilizando a
aproximação para N 2 em Eq. 2.103, chegamos à [Notas Pessoais]

rTE =
θ −

√

−2δ + 2iβ + θ2

θ +
√

−2δ + 2iβ + θ2
(2.114)

rTM =
−(1− 2δ + 2iβ)θ +

√

−2δ + 2iβ + θ2

(1− 2δ + 2iβ)θ +
√

−2δ + 2iβ + θ2
(2.115)

Como δ e β são muito menores que 1, o termo (1 − 2δ + 2iβ) pode ser
aproximado para 1, de forma que o módulo de rTE e rTM são aproximadamente
iguais e as refletâncias para onda TE e TM terão aproximadamente o mesmo
valor. Logo, para a região de raios-X não há diferença na reflexão devido a
polarização da radiação. O comportamento teórico da refletência R = |r|2 é
mostrado na figura 2.24b. Valores tabelados da refletância do ródio em função
do ângulo de incidência e da energia da radiação são mostrados em Fig.2.25.
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Figura 2.25: Refletância do ródio em função do ângulo e da energia. Os gráficos
acima e à direita são os perfis tomados sobre a linha amarela no gráfico de
contorno central. Acima temos a dependência angular para a energia de 10KeV .
Ao lado temos o perfil em energia para o ângulo de incidência de 5mrad. Dados
obtidos com a ferramenta DABAX [del Rio and Dejus, 1997].
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Caṕıtulo 3

Dispositivos Ópticos para

Raios-X

As propriedades de tamanho do feixe, divergência e largura espectral da radiação
de um acelerador śıncrotron são inadequadas à maioria dos experimentos de
interação de raios-X com a matéria. Para torná-la apropriada utiliza-se das
propriedades de interação de raios-X com os materiais para construir dispositivos
que adequam a radiação emitida pela fonte aos experimentos com raios-X.

Devido à variedade de técnicas que se utilizam da radiação śıncrotron, existe
uma variedade de dispositivos e de formas de associá-los para cumprir os requi-
sitos de um experimento. Dentre os diversos dispositivos existentes destacam-se
monocromadores, espelhos de reflexão total, espelhos multicamadas, lentes e
filtros. Concentraremos no estudo de monocromadores e espelhos de reflexão
total e espelhos multicamadas, por serem os principais em uma linha de raios-X
duros.

3.1 Espelhos de Raios-X

Espelhos de raios-X em uma linha de luz têm como principal função focalizar e
colimar o feixe de radiação śıncrotron. Além disso, as propriedades do fenômeno
de reflexão de raios-X faz com que os espelhos tenham funções adicionais, como
absorção de parte da potência do feixe e supressão de fótons de altas energias.

Os espelhos são constitúıdos de um substrato (em geral siĺıcio) revestido
por um material pesado (ródio, ouro ou platina, entre outros). De forma a
terem propriedades focalizantes, podem ser constrúıdos em formatos esféricos,
ciĺındricos, toroidais ou cônicos[Mills, 2002].

Dependendo da potência absorvida podem sofrer de problemas térmicos e
torna-se necessário que sejam refrigerados. O método mais comum de refri-
geração é o de circular liquido refrigerante em seu interior, em geral água refri-
gerada.

O desempenho de um espelho é determinado principalmente por:

71
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• natureza do fenômeno de reflexão: dependência com a energia da radiação
e com o ângulo de incidência;

• questões de óptica geométrica: formato da superf́ıcie do espelho, magni-
ficação e aberrações;

• limitações técnicas na fabricação: erro de inclinação da superf́ıcie1, rugo-
sidade;

• problemas térmicos: por absorver parte da radiação, dependendo da dis-
posição do espelho na linha, a potência absorvida pode ser significativa e
gerar deformações na forma da superf́ıcie do espelho, comprometendo as
propriedades ópticas;

• limitações de construção da linha: em geral uma linha tem limitações de
espaço e do ângulo de inclinação do feixe em relação ao piso.

À seguir tratamos dos parâmetros que influenciam o desempenho de um
espelho de raios-X e como eles se relacionam, além de como essas propriedades
podem ser usadas para obter um feixe de raios-X de acordo com as necessidades
de um experimento.

3.1.1 Dependência com o ângulo de incidência

Devido à propriedade dos materiais em que o ı́ndice de refração é menor que 1
para energias acima de 103eV (como visto no Cap. 2.4), é posśıvel utilizar a
reflexão total dos materiais abaixo de um ângulo cŕıtico θc. Valores de θc são
dados por Eq. 2.113 e a Figura 2.24a mostra o valor do ângulo cŕıtico pra alguns
elementos.

O baixo valor do ângulo cŕıtico nessa faixa de energia (θc ≈ 10mrad para
10KeV ), faz com que espelhos de raios-X tenham que operar com incidência
rasante. Como consequência, espelhos de raios-X têm caracteŕısticas espećıficas
que os distinguem de espelhos para luz viśıvel:

• Para captar todo o feixe de radiação é necessário que o espelho seja longo.
Por exemplo um feixe de raios-X à 5 metros da fonte de elétrons tem um
tamanho vertical t́ıpico de 3 miĺımetros, que incidindo um plano à um
ângulo de 5 miliradianos ilumina um comprimento de 0,6 metros.

• Para posicionar o espelho com um ângulo da ordem de miliradianos é ne-
cessário uma movimentação mecânica com precisão de décimo de miliradi-
ano. Em um espelho de 1 metro isso significa que os atuadores mecânicos
devem ter precisão da ordem de 10 micrômetros.

1Em inglês slope error : diferença ou erro entre o ângulo de inclinação da superf́ıcie prescrita
e a obtida no processo de fabricação.
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• A óptica geométrica faz uso da aproximação paraxial que trata apenas
dos raios paraxiais, aqueles que estão próximos ao eixo óptico do ele-
mento óptico[Fowles, 1975]. Devido ao baixo ângulo de incidência essa
aproximação não é válida para espelhos de raios-X e é necessário verificar
a validade dos conceitos de óptica geométrica antes de aplicá-los (mais
detalhes na Seção 3.1.3).

3.1.2 Dependência com a energia da radiação

Pela dependência da refletância com a energia, os espelhos são utilizados como
filtros “passa baixa” de energia. Por exemplo o ródio, como pode ser visto na
Figura 2.25, para ângulo de incidência de 5mrad e energias acima de 15KeV tem
refletância inferior à 25%, enquanto que para o mesmo ângulo e para energias
entre 3,5KeV e 12KeV a refletância é maior que 80%. Logo, operando 5mrad
o ródio é um bom refletor para energias menores que 12KeV e um absorvedor
de fótons com energia superior à 12KeV . De forma geral, trabalha-se com
refletâncias da ordem de 80% na faixa de energia desejada, o que faz com que o
número de espelhos em uma linha de luz seja um parâmetro à ser minimizado.

De forma geral, trabalha-se com refletâncias da ordem de 80%, o que faz
com que o número de espelhos em uma linha de luz seja um parâmetro à ser
minimizado.

Como um espelho opera em geral com um ângulo fixo, a presença de um
espelho em uma linha de luz é em geral o fator limitante da máxima energia
que uma linha pode operar, sendo a escolha do material refletor do espelho
determinada pelo intervalo de energia desejado. O ródio, por exemplo, limitaria
a operação de uma linha à ≈ 12KeV operando à 5mrad.

Para operar em um intervalo muito grande de energia (de 1KeV à 30KeV)
em geral utiliza-se um mesmo substrato onde se deposita duas faixas de material
refletor distintos, como por exemplo ródio para o intervalo de 3 à 12KeV e a
platina de 14 à 40KeV.

3.1.3 Propriedades Ópticas

O feixe obtido de uma fonte de radiação śıncrotron, pela natureza do fenômeno
de produção de radiação, é inerentemente divergente [Wiedemann, 2003]. Pela
construção de um anel de armazenamento a distância mı́nima da fonte de ra-
diação que é acesśıvel para instrumentação é da ordem de 5 metros. À essa
distância, pela divergência do feixe (da ordem de ≈ 10mrad na horizontal e
0, 5mrad na vertical), uma fonte pontual forneceria um feixe de tamanho hori-
zontal e vertical respectivamente da ordem de ≈x2, 5mm2.

De forma geral os experimentos que fazem uso de radiação śıncrotron neces-
sitam da maior quantidade de fótons em um determinada área, que muitas vezes
é micrométrica. Dessa forma, é necessário que se processe a radiação fornecida
pela fonte para focalizar o feixe divergente nesta pequena área.

Além disso, existem aplicações com necessidade de alta resolução de energia
que necessitam feixe colimado (divergência próxima de zero). Um feixe colimado
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aproximações denomina-se respectivamente óptica de primeira ordem(ou óptica
Gaussiana) e óptica de terceira ordem. Apesar de óptica de primeira ordem ser
estritamente válida na aproximação paraxial, os resultados obtidos representam
boas aproximações pra ângulos diferentes de zero[Korsch, 1991].

A óptica de primeira ordem define a geometria básica da formação de ima-
gem, determinando a localização de uma imagem “ideal” para todos os pontos
de um objeto (também conhecido por imagem Gaussiana), mas por outro lado
não é capaz de prever a qualidade da imagem.

Os principais resultados fornecidos pela óptica Gaussiana são dados por (ver
Fig. 3.1)

1

r
+

1

r′
=

1

f
, (3.1)

onde r é a distância objeto-espelho, r′ é a distância espelho-objeto e f é a
distância focal do espelho. Para o caso de um espelho colimador deve-se fazer
r′ → ∞. O outro resultado relevante é que o comprimento zb da imagem será
dado por

zb = za
r′

r
= za ·M, (3.2)

onde za é o comprimento do objeto (Fig. 3.1). À relação r′

r = M denomina-se
magnificação.

Na óptica de primeira ordem a superf́ıcie que concentra os raios de um fonte
pontual é um paraboloide (diferente do elipsoide na aproximação paraxial) dado
pela equação

4fz = x2 + y2. (3.3)

A óptica de terceira ordem é vista como uma teoria para prever quanto a teo-
ria de primeira ordem falha em seus resultados. As diferenças entre as dimensões
da imagem prevista pela teoria de terceira e de primeira ordem são denomina-
dos aberrações primárias3, onde se obtém cinco efeitos distintos: astigmatismo,
aberração esférica, coma, curvatura de campo e distorção. Termos de ordem
maior na expansão da função seno (acima de O(φ5)) dão origem à aberrações
de mais alta ordem, mas restringimos nosso estudo aberrações primárias.

Os resultados da óptica geométrica indicam que superf́ıcies cônicas como
elipsoides e paraboloides são os mais indicados para focalizar e colimar um
feixe de luz. Porém o processo de fabricação de tais superf́ıcies para espelhos
de raios-X são caros uma vez que incidência rasante exige espelhos longos na
direção longitudinal.

Assim, o que se faz é aproximar as superf́ıcies cônicas por superf́ıcies esféricas
e construir espelhos com estes formatos. Além disso, o ganho de performance
de espelhos cônicos em relação à esféricos se perde para objetos de tamanho
diferente de zero.

Na região paraxial o foco de um espelho com superf́ıcie esférica e raio de
curvatura R é dado por

3Também conhecidas por aberração de Seidel [Malacara and Malacara, 2004]
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f =
R

2
, (3.4)

mas para objetos fora da região paraxial a relação entre o foco e o raio de
curvatura na óptica Gaussiana é dado pelas equações de Coddington [Born and
Wolf, 1999][Malacara and Malacara, 2004]:

ft =
1

2
R sinα, (3.5)

fs =
1

2

R

sinα
. (3.6)

onde ft e fs são respectivamente o foco longitudinal (Fig. 3.2b) e sagital (Fig.
3.2c), R o raio de curvatura da superf́ıcie esférica e α o ângulo mostrado na Fig.
3.1.

No caso de espelhos para linhas de luz estamos interessados em colimar e
focalizar uma fonte de luz, de forma que os efeitos de curvatura de campo e
distorção, relevantes para formação de imagens, serão negligenciados. Isso se
deve ao fato de que, em uma linha de luz, não estamos interessado em formar
uma imagem perfeita do objeto, mas somente em focalizar e demagnificar uma
imagem, permitindo assim negligenciar os efeitos relevantes para formação de
imagens.

Estudaremos assim os três tipos de aberração relevantes: astigmatismo,
aberração esférica e coma. Uma vez que esses efeitos de aberração se somam,
a aberração total será a soma do efeitos de coma, aberração esférica e astigma-
tismo.

Assumindo uma fonte de formato e divergência gaussiana, cujo tamanho tem
valor de desvio padrão Sz, o efeito de aberração sobre a imagem é aumentar
seu tamanho de foco F de M · Sz para um tamanho de foco efetivo Fef dado
por[Forstner et al., 1992]

Fef =
√

F 2 + (∆Sab)2 =
√

(Sz ·M)2 + (∆Sab)2 (3.7)

onde M é a magnificação (de acordo com Eq. 3.2) e ∆Sab é o tamanho da
imagem de um objeto pontual que sofre aberração.

As aberrações primárias são exaustivamente tratadas nos livros de óptica.
Porém, poucos tratam o problema aplicado à espelhos de raios-X onde a in-
cidência é rasante. Quando comparado à óptica de luz viśıvel, a teoria de
aberração de reflexão à incidência rasante se torna muito complicada e é ne-
cessário uma descrição que considere o ângulo rasante e a falta de simetria axial
destes sistemas. Tal problema é tratado por [Korsch, 1991] e aplicado para li-
nhas de luz por [Susini and Wulff, 1993], de onde o presente trabalho se baseia.
Além das aberrações primárias trataremos do aumento da imagem causada pelo
erro de inclinação da superf́ıcie por erro intŕınseco do processo de fabricação.
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Astigmatismo

O astigmatismo é o efeito que ocorre quando a fonte de luz está fora do eixo
paraxial e os raios no plano longitudinal (meridional) tem um foco em posição
distinta dos raios no plano sagital. A Figura 3.2a mostra esse efeito para lentes.
A aplicação para espelhos é direta. Esse efeito pode ser obtido diretamente das
equações de Coddington em Eq. 3.5 e Eq. 3.6. Igualando as equações por R
obtemos:

ft = fs sin
2 α. (3.8)

Espelhos esféricos de raios-X, por trabalharem com incidência rasante, so-
frem fortemente de astigmatismo. Tomando um ângulo de incidência rasante
t́ıpico de 10mrad teremos que sin2(10mrad) ≈ (5mrad)2 ≈ 10−4, ou seja, o foco
sagital será 104 vezes maior que o tangencial.

O astigmatismo pode ser cancelado utilizando uma superf́ıcie com diferentes
raios de curvaturas no plano sagital e tangencial, ou seja, uma superf́ıcie toroidal.
Seja R o raio de curvatura tangencial e ρ o raio de curvatura sagital, temos que
as equações de Coddington para uma superf́ıcie toroidal serão dadas por:

ft =
1

2
R sinα , (3.9)

fs =
1

2

ρ

sinα
. (3.10)

Uma imagem livre de astigmatismo terá ft = fs, o que implica

ρ = R sin2 α . (3.11)

Assim, um toróide com raio longitudinal R e raio sagital ρ dado por Eq.
3.11 terá uma imagem livre de astigmatismo. Aplicando as Equações 3.9 e 3.10
à Equação 3.1 obtém-se diretamente a relação entre os raios de curvatura e as
distâncias ao objeto e à imagem livre de astigmatismo.

1

r
+

1

r′
=

2

R sinα
, (3.12)

1

r
+

1

r′
=

2 sinα

ρ
. (3.13)

Aberração esférica

A aberração esférica ocorre quando se utiliza espelhos com superf́ıcies esféricas
ao invés de espelhos com a superf́ıcie adequada (elipsoide ou paraboloide) e
ocorre mesmo para objetos pontuais sobre o eixo óptico (condição paraxial
ideal).
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Ao utilizar uma superf́ıcie esférica em substituição à uma superf́ıcie cônica
utiliza-se um raio de curvatura da esfera o mais próximo posśıvel ao raio de
curvatura da superf́ıcie no centro do espelho, de forma que a diferença entre
as superf́ıcies é zero no centro do espelho e aumenta gradativamente com a
distância ao centro. A Figura 3.3a mostra o efeito de aberração esférica em
uma lente com uma fonte pontual, onde os raios distantes do centro geram uma
imagem diferente de um ponto no foco gaussiano.

Como espelhos de raios-X têm comprimento muito maior que a largura, a
aberração esférica (e também o efeito de coma) é muito mais intensa na direção
longitudinal, sendo sua atuação no plano sagital desprezada.

O acréscimo ao tamanho da imagem devido à aberração esférica em um
espelho com incidência rasante é dado por [Susini and Wulff, 1993]

∆Sesf =
3

16
L2α(1−M2)

r′
, (3.14)

onde L é o comprimento do espelho, α o ângulo de incidência em relação à
superf́ıcie, M a magnificação e r′ a distância espelho-imagem.

Observa-se em Eq. 3.14 que:

• sistema com magnificação unitária são livres de aberração esférica;

• há uma dependência L2 com o tamanho do espelho, uma vez que quanto
mais distante do centro do espelho, maior será a diferença entre a superf́ıcie
esférica e a superf́ıcie ideal;

• a aberração diminui para ângulos rasantes, devido ao fato de que quanto
menor o ângulo de incidência θi maior será o raio de curvatura. Assim,
tanto a superf́ıcie esférica quanto a cônica se aproximam de um plano, e
a diferença entre esfera e cone diminui.

Coma

O efeito de coma ocorre devido à variação de magnificação ao longo do compri-
mento do espelho[Susini and Wulff, 1993] e ocorre para raios fora do eixo óptico,
condição presente nos espelhos de raios-X e para fontes espessas.

O análogo para lentes pode ser visualizando na Figura 3.3b, onde raios fora
do eixo óptico encontram diferentes magnificações (inclinações da superf́ıcie)
na lente. No caso de um espelho os raios distantes de seu eixo óptico incidem
em sua superf́ıcie com inclinações diferentes da ideal. A Figura 3.4 mostra um
objeto fora do eixo óptico com a trajetória dos raios até formarem a imagem no
plano focal.

O valor de ∆Scoma é dado por [Susini and Wulff, 1993]

∆Scoma = Sz ·M + Sz(M + 1)
L

4r
, (3.15)

onde o primeiro termo é conhecido por coma de primeira ordem e o segundo
por coma de terceira ordem, sendo o primeiro normalmente muito maior que o
segundo.
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Efeito do erro de inclinação

O valor do erro de inclinação é um parâmetro que depende do processo de
fabricação do espelho. Em geral supõe-se que o erro de inclinação tem uma
distribuição gaussiana com determinado valor de desvio padrão σ ou largura à
meia altura ∆ (FWHM, full width at half maximum) e seu efeito sobre a imagem
é de aumentá-la por4 2σ · r′ = 2 · 2.35∆ · r′, obtendo um acréscimo ao tamanho
da imagem de

∆Sslope = 2 · 2.35∆ · r′. (3.16)

Convoluindo esse resultado com os de aberração e tamanho da fonte, obtemos
que o tamanho total da imagem será dado por

Feff =

[

(Sz ·M)2 +

(
3

16
L2 θi(1−M2)

r′
+ Sz ·M + Sz(M + 1)

L

4r

)2

+(2 · 2.35∆ · r′)2
] 1

2

(3.17)

A figura 3.5a mostra os efeitos de ∆Sslope e ∆Sab sobre o tamanho do feixe
para os parâmetros da linha MX2 do LNLS (parâmetros podem ser obtidos
em [Guimarães et al., 2009]). Observa-se que há uma magnificação ótima que
minimiza os efeitos de aberração. Abaixo dessa magnificação ótima o efeito de
aberração predomina, enquanto que para magnificações acima do ótimo domina
o efeito devido ao erro de inclinação.

Apesar de a linha MX2 não operar no valor de magnificação ótima, observa-
se um ganho pequeno de desempenho entre o ótimo e o valor utilizado de r′ =
8m. Deve-se lembrar que outros fatores não considerados (rugosidade e fatores
térmicos) irão piorar a qualidade da imagem. A atuação de tais fatores é melhor
estimada por métodos de simulação por traçamento de raios (Cap. 4.1).

Deve-se enfatizar que a tecnologia de fabricação de espelhos tem evolúıdo de
forma à diminuir o valor do erro de inclinação. Um exemplo é o primeiro espelho
utilizado na linha MX1 LNLS quando esta foi inaugurada. Tal espelho tinha
um erro de inclinação de 45µm e foi adiquirido por volta de 1996[Oliva et al.,
1998]. A figura 3.5b mostra que o desempenho da linha MX2 pioraria muito
caso se utilizasse um espelho com o valor de erro de inclinação deste espelho
utilizado da linha MX1.

3.2 Monocromadores

O espectro cont́ınuo da radiação śıncrotron (Cap. 1.2.3) possibilita que um anel
de armazenamento atenda à diferentes experimentos com diferentes necessidades
quanto à energia da radiação. Porém, as diferentes técnicas experimentais não

4Uma vez que em uma distribuição gaussiana ∆ = 2
√

2 ln 2σ
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(a)

(b)

Figura 3.5: (a) Tamanho do feixe e valores de ∆Sslope e ∆Sab versus a distancia
r′ entre o espelho e a posição de observação, para os parâmetros da linha MX2
[Guimarães et al., 2009].(b) Tamanho da imagem para diversos valores de erro
de inclinação, entre eles o valor de slope error do espelho da linha MX1 (45µrad)
.
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Experimento ∆E
E

Microscopia 10−1 − 10−2

Análise Estrutural 10−2 − 10−3

Espalhamento Inelástico 10−2 − 10−4

Absorção (EXAFS) 10−3 − 10−4

Espalhamanto Anômalo ∼ 10−4

Interferometria ∼ 10−4

Tabela 3.1: Resolução de energia exigida por algumas técnicas[Ciocci et al.,
2000].

utilizam todo o espectro e são necessários dispositivos que selecionam a faixa de
energia adequada à cada tipo de experimento. Aos dispositivos com essa função
denomina-se monocromadores.

Dependendo da técnica, a faixa de energia ∆E necessária pode variar de
alguns kiloeletronvolts à casos onde a máxima variação não pode superar al-
guns milieletronvolts[Ciocci et al., 2000]. A forma de quantificar uma faixa de
energia é pela grandeza adimensional resolução de energia ∆E

E , também cha-
mada de banda passante. A Tabela 3.1 mostra a resolução necessária para
diversas técnicas que utilizam raios-X duros, como por exemplo as técnicas de
espalhamento anômalo que utilizam um feixe com energia próxima à 10KeV e
necessitam de uma resolução de ∼ 1eV . Em geral se diz que um valor pequeno
de ∆E

E (< 10−4) representa uma alta resolução e uma pequena banda passante,

e ∆E
E > 10−2 representa uma baixa resolução de energia e uma banda passante

grande.

Para as diferentes faixas e resoluções de energias utilizam-se diferentes dis-
positivos [Peatman, 1997]: na faixa de ultra violeta e raios-X moles utilizam-se
as grades de difração; para altas resoluções na faixa de energia de raios-X duros
utilizam-se cristais; e para aplicações com raios-X duros e baixa resolução de
energia são utilizados espelhos multicamadas.

Apesar de algumas técnicas serem tolerantes à baixa resolução de energia,
a maioria dos experimentos de raios-X duros tem ganho de qualidade quando
realizados em alta resolução. Logo, estas técnicas exigem o uso de cristais.

No entanto, nos últimos anos tem se feito um esforço para conseguir espelhos
multicamadas de alta-resolução, com banda passante ∆E

E de aproximadamente
0, 1%[Kazimirov et al., 2006], levemente superior á banda passante de um cristal.

Tal esforço se baseia no fato de que a banda passante de um cristal é menor
do que a suportada por determinadas técnicas. Assim, técnicas com limite
de resolução próximas à 0,1% poderiam utilizar monocromadores com espelhos
multicamadas, tirando vantagem do fluxo superior ao de um cristal fornecido
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Figura 3.6: Ângulo de Bragg para a reflexão do plano 111 de um cristal de
siĺıcio.

por esses espelhos.

3.2.1 Monocromadores de cristal espesso

Os monocromadores de cristais são dispositivos que selecionam a energia de um
feixe policromático pelo prinćıpio da reflexão de Bragg (Caṕıtulo 2.3), selecio-
nando a faixa espectral da radiação pelo ajuste do ângulo de incidência do feixe
sobre um cristal plano (Lei de Bragg, Equação 2.74).

Esses cristais constituem-se de blocos cristalinos espessos de siĺıcio com alto
grau de perfeição (baixa mosaicidade) de forma que suas caracteŕısticas são
descritas pela Teoria Dinâmica da Difração (Caṕıtulo 2.3), a qual fornece uma
forma de calcular a refletividade de um cristal à partir de seus parâmetros.

Assim como os espelhos, os cristais podem ter propriedades focalizantes
através de uma atuação mecânica que deforma sua superf́ıcie, formando su-
perf́ıcies cônicas ou esféricas. Porém, quando utilizados como focalizadores,
também sofrem de aberrações ópticas.

Apesar de geometricamente serem idênticos aos espelhos, a dependência da
reflexão com a energia da radiação e a possibilidade de utilizar planos de Bragg
inclinados em relação à superf́ıcie (cristal assimétrico, Fig. 2.18) faz com que seu
comportamento seja distinto do de um espelho. Apesar de tanto em um espelho
quanto em um monocromador os parâmetros a otimizar serem o fluxo final da
radiação e o tamanho da imagem gerado pela óptica, em um monocromador de
cristal ainda se deve otimizar a resolução em energia.

A seleção da energia é determinada pela lei Bragg, Eq. 2.74, que escrita em
função da energia é dada por

2dhkl sin θ =
2πc~

E
=

1, 2398 · 10−6

E
(3.18)
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sendo E a energia da radiação em eV , dhkl a distância interplanar dos planos
cristalinos hkl em metros, c a velocidade da luz, ~ a constante de Planck e θ o
ângulo de Bragg como definido em Eq. 2.49. O ângulo de Bragg em função da
energia para um cristal de Siĺıcio pode ser visto em Fig. 3.6.

3.2.2 Resolução de Energia

Usando a lei de Bragg e considerando apenas efeitos geométricos, temos que a
resolução de energia determinada pela divergência ∆θ do feixe incidente:

∆EBragg =
∂E

∂θ
∆θB , (3.19)

∆EBragg

E
= ∆θB cot θB . (3.20)

Além do efeito geométrico, a resolução de energia é determinada pela aceitância
intŕınseca do cristal. Essa aceitância, dada pela largura do Darwin do cristal
(Cap. 2.3.2), é uma propriedade da difração dinâmica e ocorre para os casos
onde esse modelo é aplicável, ou seja, para cristais perfeitos espessos.

Sendo a largura de Darwin ωD dada pela parte real de 2δ (Eq. 2.84), ela se
relaciona com a resolução de energia por [Ciocci et al., 2000]

∆EDarwin

E
= ωD cot θB . (3.21)

Levando em consideração o efeito geométrico e a resolução intŕınseca do
cristal, teremos uma resolução total dada por

(∆E)
2

= (∆EBragg)
2
+ (∆EDarwin)

2
(3.22)

∆E

E
=

√

(∆θB)2 + (ωD)2 cot θB . (3.23)

Utilizando Eq. 2.84 obtém-se que resolução intŕınseca de energia ∆EDarwin/E
terá uma dependência com a energia dada por:

∆EDarwin

E
= ωD cot θB ∝

√

|γ| ·
√

FhklFh̄k̄l̄. (3.24)

Uma vez que γ = −1 para α = 0 e
√
FhklFh̄k̄l̄ tem um comportamento apro-

ximadamente constante (Fig. 2.19c), então um cristal simétrico tem uma re-
solução de energia intŕınseca aproximadamente constante. Na Fig. 3.7a observa-
se que para um cristal de siĺıcio a variação seria de ≈ 2%. A Figura 3.7b mostra
a resolução de energia total para alguns valores de divergência e para a largura
de Darwin de um cristal de Siĺıcio.

Como visto na Eq. 2.87 da Seção 2.3.2, a largura de Darwin pode ser alterada
utilizando um cristal assimétrico (α 6= 0, Fig. 2.18). No caso de monocroma-
dores de cristais normalmente pretende-se minimizar a resolução em energia,
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mento focalizante5. O cristal curvo é tratado de forma semelhante à um espelho
de superf́ıcie curva (esférica, toroidal ou ciĺındrica), com uma alteração que con-
sidera a possibilidade de o cristal ser assimétrico. Com essa alteração, a equação
de focalização Eq. 3.1 será dada por[Ciocci et al., 2000]

2

R
=

1

f
=

sin(θB + α)

r
+

sin(θB − α)

r′
, (3.25)

onde R é o raio de curvatura da superf́ıcie do cristal, f é a distância focal, r a
distância entre o objeto e o elemento óptico focalizante, r′ a distância entre o
elemento óptico e a imagem, θB o ângulo de Bragg e α o ângulo de assimetria.

Essa nova configuração dá origem à um novo termo ∆θcurv para a resolução
de energia. Isto ocorre por que a curvatura do cristal faz com que o ângulo de
incidência da radiação com a superf́ıcie seja diferente ao longo do cristal. O
valor de ∆θcurv é dado por [Ciocci et al., 2000]

∆θcurv =
L

2

∣
∣
∣
∣

sin(θB + α)

r
− sin(θB − α)

r′

∣
∣
∣
∣
, (3.26)

de forma que a resolução de energia total é a convolução das contribuições da
largura de Darwin, da divergência geométrica ∆θB e do erro angular ao longo
da superf́ıcie curva:

(∆E)
2

= (∆EBragg)
2
+ (∆EDarwin)

2
+ (∆Ecurv)

2
, (3.27)

∆E

E
=

√

(∆θB)2 + (ωD)2 + (∆θcurv)2 cot θB . (3.28)

Porém, é posśıvel escolher r e r′ adequadamente de forma a cancelar o termo
∆θcurv. Impondo ∆θcurv = 0 em Eq. 3.26 chegamos à

r′

r
=

sin(θB − α)

sin(θB + α)
= − 1

γ
. (3.29)

À essa relação denomina-se condição de Guinier. Recordando que a relação
r′

r é a magnificação (Eq. 3.2) e que o termo à direita se relaciona ao fator de
assimetria γ (Eq. 2.85), chegamos à

M = − 1

γ
. (3.30)

Ou seja, para magnificação igual à −γ−1 o termo da resolução de energia devida
à focalização será nulo. Um sistema óptico nesta configuração é denominado
óptica de Johan[Johann, 1931] e a condição de Guinier aplicada à Eq. 3.25
produz

5Não serão tratadas as propriedades focalizantes de um cristal na geometria de Laue, que
podem ser encontradas em [Mammen, 2001] para focalização longitudinal e em [Zhong et al.,
2001a] e [Zhong et al., 2001b] para focalização sagital.
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Figura 3.9: Configuração óptica para cristal focalizante na Geometria de
Johann, onde a resolução em energia ∆E/E é otimizada quando a imagem
está sobre o ćırculo de Rowland. Os ângulos θi e θe são os ângulos de incidência
e de emergência, cujo valores são respectivamente θB − α e θB + α

r = R sin(θB − α), (3.31)

r′ = R sin(θB + α), (3.32)

e o ângulo de corte α em função da magnificação, à partir de 2.88, é dado por

tanα =

(
1−M

1 +M

)

tan θB . (3.33)

Como em geral o objetivo de uma óptica focalizante é diminuir o tamanho
da imagem, então em geral deseja-se M < 1, o que leva à um valor de γ < −1.
Como pode ser visto na figura 2.20b, γ tem valores menores menores que −1
na geometria de Bragg para um valor de α maior que zero. Como discutido no
Caṕıtulo 2.3.2, nessa condição a largura de Darwin será necessariamente maior
do que na condição α = 0 (Eq. 2.87). Assim, cancelando o termo ∆θcurv e
demagnificando a imagem, obrigatoriamente haverá um aumento da largura de
Darwin.

No entanto, a geometria de Johann exige que, para manter constantes as
distância monocromador-objeto e monocromador-imagem, selecione-se o raio
de curvatura adequado para a energia de Bragg desejada. A seleção do raio de
curvatura pode ser obtida aplicando-se uma força às extremidades do cristal,
forçando com que ele se dobre (Ref. [Sparks et al., 1982]). Isso dificulta o uso da
geometria de Johann para experimentos que utilizam diferentes comprimento de
onda e faz com que ela seja mais adequada para técnicas que fazem uso de ra-
diação com comprimento de onda fixo (sem alteração durante um experimento),
como as técnicas de difração (difração de cristais, difração de pó, cristalografia
de protéınas).

Uma interpretação geométrica da óptica de Johann é mostrada na Fig. 3.9.
Uma vez que as distâncias r e r′ são dadas pelas equações 3.31 e 3.32, por
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trigonometria é posśıvel mostrar que, tomando uma origem O à uma distância
R do cristal em uma direção perpendicular à superf́ıcie, qualquer objeto sobre
o ćırculo de raio R cos(θB − α) irá gerar uma imagem sobre o ćırculo de raio
R cos(θB − α).

Além disso, se o objeto estiver sobre o ćırculo de raio R/2 com origem à uma
distância R/2 da superf́ıcie na direção perpendicular, a imagem também estará
sobre o mesmo ćırculo e as distâncias r e r′ estarão na condição de Guinier.
Ao ćırculo de raio R/2 denomina-se ćırculo de Rowland. Resumindo, um objeto
sobre o ćırculo de Rowland também terá uma imagem sobre o ćırculo de Rowland
e a resolução de energia será minimizada, uma vez que a condição de Guinier
estará satisfeita.

3.2.4 Focalização Sagital

Além das questões geométricas que diferenciam a focalização longitudinal da
sagital, o fato de que um feixe de radiação śıncrotron tenha uma divergência
na direção horizontal maior do que na vertical faz com que a focalização sagital
tenha caracteŕısticas distintas da focalização longitudinal.

No caso de focalização por cristais, essa divergência diminui significativa-
mente a intensidade refletida uma vez que apenas a fração do feixe com di-
vergência menor que a largura de Darwin será refletida.

No entanto, além de focalizar o feixe, com focalização sagital é posśıvel au-
mentar a intensidade refletida com a escolha adequada do raio de curvatura.
Devido à curvatura sagital do cristal, a fração do feixe que irá incidir dentro
da aceitância angular da largura de Darwin será superior ao caso de um cristal
plano. Além disso, independente da divergência do feixe, para energias superi-
ores à 10KeV , com uma magnificação de Msag = 1/3 a fração do feixe dentro
da largura de Darwin será maximizada[Sparks et al., 1980].

O uso de cristais para focalização acima de 10KeV é prefeŕıvel em relação
aos espelhos uma vez que acima desta energia, com a diminuição do ângulo
cŕıtico da reflexão, um espelho deve trabalhar à ângulos de incidência cada vez
mais rasantes, o que diminui o raio de curvatura sagital (α → 0 em Eq. 3.13) e
consequentemente a aceitância horizontal do espelho.

Abaixo de 10KeV o uso de espelhos é mais vantajoso devido à simplicidade
de sua fabricação e operação. A principal vantagem de um espelho é que não
há necessidade de movimentá-lo ou alterar seu raio de curvatura caso se deseje
alterar a energia dentro de sua faixa de operação uma vez que o foco é fixo para
qualquer energia.

3.3 Espelhos Multicamadas

No Caṕıtulo 2.4 estudou-se as propriedades da reflexão de radiação eletro-
magnética em uma interface onde as equações de Fresnel, Eq. 2.94 e Eq. 2.95,
permitem determinar a fração da radiação incidente em uma interface que é
refletida.
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Figura 3.10: Esquema da refletividade em um espelho multicamadas. Em cada
interface há uma fração da radiação refletida e outra transmitida, onde a parte
transmitida é refratada. As setas em azul representam a radiação incidente,
em vermelho a radiação refletida e em tracejado a direção de propagação da
radiação na camada anterior, evidenciando a o efeito de refração.

Em geral a propriedades dos materiais faz com que a reflexão de radiação
na faixa de energia de raios-X seja muito pequena, fazendo com que espelhos
de raios-X só sejam viáveis quando utilizados com incidência rasante, abaixo do
ângulo cŕıtico (Eq. 2.112).

Uma forma encontrada para obter uma refletividade da ordem de 80% para
ângulos maiores que o ângulo cŕıtico é a de sobrepor várias interfaces de mate-
riais diferentes de forma que o feixe transmitido por uma interface seja refletido
por uma interface subsequente (Fig. 3.10). Como resultado, para energia de
10KeV obtém-se ângulos de reflexão da ordem de 1o, enquanto que o ângulo
cŕıtico em geral é menor que 0, 3o (Fig. 3.11a).

A refletividade de uma interface é maior para diferenças maiores entre os
ı́ndices de refração de cada meio. Uma vez que o ı́ndice de refração, para dada
energia, é maior para elementos com maior número atômico, então uma interface
de um material leve com um pesado tende a ter uma maior refletividade. Assim,
um multicamadas t́ıpico é feito sobrepondo camadas de 10Å a 100Å alternando
materiais leves e pesados.

Além disso, sobrepondo camadas com mesma espessuras de forma periódica
ocorre um efeito de sobreposição da radiação refletida semelhante à interpretação
de Bragg para a difração dinâmica (ver descrição de Darwin, Cap. 2.3.2). A
diferença na reflexão de um multicamadas é que deve-se considerar a refração
da radiação ao atravessar cada interface (ver representação da refração ao longo
das multicamadas em Fig. 3.10). Mesmo que haja pouca diferença entre o ı́ndice
de refração dos meios para a energia dos raios-X duros, por haver um número
grande de interfaces este efeito torna-se relevante.

A forma de obter a refletividade teórica de um multicamadas faz uso de um
método recursivo onde determina-se a refletividade e o ângulo de refração de
cada interface em função do ângulo de incidência, que por sua vez é determinado
pelas propriedades da interface anterior.
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(a)

(b)

Figura 3.11: (a) Refletividade de radiação de 10KeV em função do ângulo
de incidência em um multicamadas de Siĺıcio e Molibdênio, cada camada com
15Å de espessura. São apresentados dados para 100 bicamadas e 20 bicamadas
deslocados na direção vertical para não se sobreporem, de forma que o eixo da
curva para 20 bicamadas é apresentada à direita, em vermelho. Os picos são
enumerados da esquerda para direita (no sentido crescente do valor angular),
a menos do pico próximo de zero da reflexão total abaixo do ângulo cŕıtico.(b)
Detalhe do pico 1 em 1, 22o.
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(a)

(b)

Figura 3.12: (a) Reflexão do mesmo espelho multicamadas da Fig. 3.11 para
um ângulo de reflexão de 1, 22o em função da energia. Como na Fig. 3.11a, no-
vamente são apresentados dados para 100 bicamadas e 20 bicamadas deslocados
na direção vertical para não se sobreporem,de forma que o eixo da curva para
20 bicamadas é apresentada à direita, em vermelho. (b)Detalhe de (a) em uma
faixa de energia menor.
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Esses cálculos são feitos utilizando programas computacionais e um exemplo
de um gráfico obtido pela ferramenta mlayer com o programa XOP [del Rio and
Dejus, 1997] pode ser visto nas Fig. 3.11a e 3.11b. Observa-se uma refletividade
próxima à 100% para ângulos menores que 0.25o devido à reflexão total abaixo
do ângulo cŕıtico e uma sequência de máximos isolados com intensidade que
decrescem com o aumento do ângulo de incidência e que aumentam com o
número de camadas.

Utilizando os espelhos multicamadas de Siĺıcio e Molibdênio da Fig. 3.11,
observa-se que o primeiro pico têm uma refletividade de 82% para o espelho de
100 bicamadas e 27% para o de 20 bicamadas. No segundo pico temos uma
refletividade de 5% no caso de 100 bicamadas e 0,04% para o de 20 bicamadas.

Um espelho multicamadas pode ser utilizado tanto como espelho como mo-
nocromador de um feixe branco, já que ele é capaz de extrair uma banda pas-
sante ∆E

E da ordem de 1%. A possibilidade de utilização de um multicamadas
como monocromador é determinada pelas restrições de resolução das técnicas
que farão uso do feixe monocromatizado, como mostrado na Tabela 3.1.

Mas a vantagem da utilização de um espelho multicamadas como monocro-
mador é que ele fornece uma intensidade refletida de um feixe branco superior ao
de um cristal de Siĺıcio. Isso se deve ao fato de que o multicamadas reflete uma
faixa de energia maior do que um cristal. Enquanto um cristal reflete um feixe
dentro de um intervalo de ∆E ≈ 1eV , um multicamadas pode refletir intervalos
desde ≈ 60eV até ≈ 300eV na faixa de 8KeV à 12KeV .



96 CAPÍTULO 3. DISPOSITIVOS ÓPTICOS PARA RAIOS-X



Caṕıtulo 4

Projeto Óptico da linha de

luz

Uma vez entendidas as propriedades das fontes de radiação śıncrotron, da in-
teração dos raios-X com a matéria e dos dispositivos ópticos para raios-X, apli-
caremos estes conceitos no projeto óptico de uma linha de luz.

A intenção deste projeto é obter um projeto de linha de luz que traga uma
melhora de desempenho para determinada comunidade de usuários do LNLS.
No presente trabalho será estudado o caso da linhas de luz de cristalografia de
protéınas.

A instrumentação estado da arte para uma linha de luz para cristalografia de
protéınas, a exemplo das instalações atuais mais modernas e dentro das atuais
limitações tecnológicas, é constitúıda de um anel que gere radiação de alto brilho
(alta densidade de fótons de baixa divergência) com energia dos elétrons alta
o suficiente para gerar raios-X duros com um Ondulador. Uma linha de luz
estado da arte seria constitúıda de um monocromador de cristal duplo e de dois
espelhos na configuração Kirkpatrick-Baez [Ciocci et al., 2000] para focalização
nos sentidos vertical e horizontal1.

No atual anel de armazenamento do LNLS, além do baixo brilho, devido
à energia dos elétrons de 1,37GeV (parâmetros listados na Tab. 4.1) e dada
a atual tecnologia de fabricação de Onduladores, não é posśıvel gerar raios-X
duros com um Ondulador. Limitado pela impossibilidade de usar uma fonte de
Ondulador, o uso de instrumentação estado da arte também é comprometido,
uma vez que não há ganhos significativos em sua utilização com uma fonte de
dipolo ou de Wiggler.

Um novo anel de armazenamento para a comunidade cient́ıfica brasileira
está sendo projetado e deverá ter como principais caracteŕısticas um alto brilho
e uma energia dos elétrons alta o suficiente para que um Ondulador gere um
alto fluxo de radiação com energias superior à 10KeV (parâmetros do projeto

1Um exemplo de tal configuração é a linha PROXIMA2, do laboratório francês SOLEIL
(http://www.synchrotron-soleil.fr/Recherche/LignesLumiere/PROXIMA2).

97
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LNLS LNLS Soleil Diamond Shangai
Atual Novo (França) (Inglaterra)

Energia (GeV) 1,37 3 2,75 3 3,5

Diâmetro (m) 30 137 113 179 137

Brilho dipolos 1 5,6·103 1,6·103 3,6·103 2,2·103
à 10KeV†

Brilho dipolos 1 2,5·1010 1,9·109 4,4·109 5,8·109
à 50KeV†

Número de 24 20 32 48 40
linhas de dipolo

Número de 4 18 22 22 18
linhas de trecho reto

Emitância (nm·rad) 100 1,7 3,7 2,7 3,9

Tabela 4.1: Parâmetros da máquina atual do LNLS e do projeto da nova
máquina, comparado com os parâmetros de algumas máquinas de outros la-
boratórios.
†Normalizado pelo valor da máquina atual.
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do novo anel são vistos na Tab. 4.1). Além disso, as propriedades da radiação
de um Ondulador permitem o uso de óptica estado da arte, melhorando signifi-
cativamente o desempenho final da linha de luz.

Dado a limitação de uso de Onduladores para gerar radiação de raios-X
duros, uma linha de luz que opere nesta faixa de energia na atual máquina do
LNLS deve fazer uso da radiação emitida pelos dipolos ou por um Wiggler.

Este trabalho busca então propor um projeto óptico de linha de luz, dentro
das atuais limitações tecnológicas e da atual máquina, que tenha um ganho de
desempenho quando comparada às atuais linhas de luz.

Instalações Atuais

No presente caso da técnica de cristalografia de protéınas, atualmente a comu-
nidade tem a disposição no anel do LNLS duas linhas de luz:

• Linha MX1 : uma das primeiras linhas do laboratório, a linha MX1 tem
como fonte um dipolo magnético e conta com um sistema óptico simples,
constitúıdo de um espelho de Ródio para focalização vertical, e um mono-
cromador de cristal de Siĺıcio com corte assimétrico de 7, 5o e focalização
horizontal (Fig. 4.1a);

• Linha MX2 : primeira linha à utilizar um elemento de inserção no LNLS,
a linha MX2 utiliza um Wiggler de 2 Tesla de parâmetro K igual à 33,6
como fonte de radiação (parâmetros do Wiggler em Tabela 4.2), um es-
pelho de Ródio em formato ciĺındrico para colimar o feixe na vertical, um
monocromador de cristal duplo plano de Siĺıcio e um espelho toroidal de
Ródio para focalização nas direções vertical e horizontal (Fig.4.1b).

Na Figura 4.1b é posśıvel observar que a linha MX2 utiliza apenas uma
fração do feixe do Wiggler: enquanto a fonte emite um leque de radiação de
12,5mrad, a linha MX2 utiliza apenas 1,5mrad da parte central deste leque.

Assim, fazendo uso da parte do feixe não utilizada na linha MX2 poderia-
se construir uma linha anexa que utilize a parte lateral adjacente ao feixe já
utilizado. Essa linha tiraria vantagem do fluxo superior fornecido pelo Wiggler
quando comparado à uma linha cuja fonte é um dipolo.

Além disso, para aumentar o fluxo final obtido pode-se utilizar um monocro-
mador com espelho multicamadas ao invés de um projeto t́ıpico com cristal de
Siĺıcio. Porém, um espelho multicamadas t́ıpico tem banda passante de ∆E

E ≈
1%, o que é inviável para a técnica de cristalografia de protéınas. No entanto,
um esforço da equipe do laboratório CHESS (Cornell High-Energy Synchrotron
Source) tornou posśıvel fabricar espelhos multicamadas com banda passante de
∆E
E ≈ 0, 2%[Kazimirov et al., 2006], viabilizando a utilização de multicama-
das como monocromadores para a técnica de cristalografia de protéınas[Deacon
et al., 1998].

A dificuldade de se utilizar um multicamadas nestes projetos é a limitação
de acomodação f́ısica dado o baixo ângulo de reflexão, na faixa de ≈ 1o à 2o.
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(a)

(b)

Figura 4.1: Esquema Óptico das linhas (a) MX1 e (b)MX2.
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Este fator pode ser determinante na viabilidade do projeto por problemas de
acomodação f́ısica junta à linha atual.

Além das opções de linha lateral com cristal ou multicamadas, existe a pos-
sibilidade de substituir o atual cristal do monocromador da linha MX1 por um
multicamadas, uma vez que seria uma alternativa de fácil implementação e a
possibilidade de obter um fluxo comparável ao atual da linha MX2, a depender
da banda passante escolhida.

Sendo assim, considerando as necessidades e ponderando a facilidade de im-
plementação, deteminou-se três configurações ópticas que serão estudada como
opções de uma nova linha para cristalografia de protéınas:

1. linha lateral para a MX22 com monocromador de cristal de Siĺıcio;

2. linha lateral para a MX2 com monocromador de espelho multicamadas;

3. substituição do cristal do monocromador da linha MX1 por um multica-
madas.

A comparação de desempenho dos projetos será feita analisando algumas
figuras de mérito, nesse caso o fluxo final em uma área de dimensões 0,4x0,4mm2,
de 0,1x0,1mm2 (valores t́ıpicos em um experimento) e o fluxo total de cada
projeto. As energias de operação para a qual os desempenho serão analisados
serão em 8,5KeV , a energia onde o fluxo da linha MX2 é máximo, e em 12,4KeV ,
energia correspondente ao comprimento de onda da radiação de 1Å.

4.1 Simulações de traçamento de raios

Para a avaliação de desempenho das configurações consideradas e das linha
atuais foi utilizado um programa computacional de simulação por um método
denominado traçamento de raios (ray tracing).

O programa utilizado chama-se shadow [Welnak et al., 1994], um programa
otimizado para o projeto de óptica de linhas de luz para radiação śıncrotron
utilizando o método de traçamento de raios . Ele gera e propaga um feixe (uma
coleção de raios individuais) ao longo de um sistema óptico.

Do ponto de vista do programa, cada raio é um conjunto de variáveis com
significado f́ısico, como coordenada espacial, direção de propagação, vetor de
polarização, energia, etc. A fonte é o inicio de cada raio e suas propriedades
são determinadas pelo método de Monte Carlo à partir das distribuições espa-
ciais, angulares e de energia das fontes de radiação śıncrotron em um anel de
armazenamento (i.e. dipolo defletor, Wiggler e Ondulador).

À partir das propriedades f́ısicas de um raio, o programa calcula como ele
intercepta o próximo elemento óptico e as propriedades do raio após o elemento

2Faremos referência à linha atual da MX2 como linha central, uma vez que ela utiliza a
parte central do leque de radiação do Wiggler, e para linha lateral para a MX2 apenas como
linha lateral.
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óptico (e.g. nova direção de propagação e intensidade) de acordo com as propri-
edades ópticas determinada pela f́ısica de cada elemento (reflexão em interfaces,
difração dinâmica, etc). No caso de um elemento óptico finito, um raio que não
incida na região delimitada por ele recebe um rótulo de ”raio perdido”.

Após determinado elemento óptico, o programa calcula as propriedades dos
raios no próximo elemento, e assim sucessivamente até o último elemento. Os
raios após o último elemento óptico na posição da imagem é o que se utiliza
como resultado.

O programa tem ainda incorporado outras funcionalidades que auxiliam o
procedimento de simulação, como o cálculo de raios de curvatura de elementos
ópticos, e interface gráfica para visualização dos resultados.

Além disso, um extenso banco de dados sobre interação de radiação com a
matéria tornam a ferramenta extremamente útil para simular o sistema óptico
real de uma linha de luz.

4.2 Linha Lateral

4.2.1 Tamanho Aparente da Fonte

Um problema que surge ao tratar uma linha lateral é que há uma mudança de
tamanho aparente da fonte. Isso se deve ao fato de que a fonte do Wiggler tem
uma grande extensão na direção de propagação dos elétrons (da ordem de alguns
metros) quando comparado às dimensões nas direções transversais à propagação
(da ordem de miĺımetro).

Tomando o sistema de coordenadas da Fig. 1.6a, temos que a linha central
estará centralizada em torno do eixo central em x = y = 0. Por sua vez,
uma linha lateral estará centralizada em y = 0, mas na horizontal o centro
estará deslocado do eixo central (x 6= 0). Assim, enquanto uma linha central
enxergaria uma fonte pontual, uma linha lateral enxerga a projeção de uma reta.
Isso ocorre mesmo no caso ideal de uma fonte sem espessura, onde considera-se
o pacote de elétrons pontual e a movimentação transversal dentro do Wiggler
como nula .

Assim, uma vez que a linha central utiliza 1,5mrad do feixe do Wiggler,
vamos utilizar para a linha lateral o leque de 1,5mrad adjacente à linha central,
estando centralizada à 1,5mrad do eixo da linha central.

Com isso em mente, será feito o estudo de tamanho aparente visto por uma
linha lateral à partir de três abordagens distintas: primeiramente considerando
o caso ideal de um pacote de elétrons pontual e de movimentação transver-
sal nula dentro do Wiggler; à seguir considerando as dimensões do pacote e a
movimentação do pacote dentro do Wiggler; e por último por simulações de
traçamento de raios.

Fonte Pontual - Abordagem Geométrica

Sendo o comprimento do Wiggler l = Nλp, onde N é o número de dipolos e λp

o peŕıodo do Wiggler (Cap. 1.3), vamos considerar a fonte de um Wiggler como
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(a) (b)

Figura 4.2: Geometria para o cálculo de tamanho aparente de fonte (a)pontual
e (b)espessa.

uma reta de comprimento l na direção ẑ e sem dimensão nas direções x̂ e ŷ.
A Fig. 4.2a mostra a geometria do problema à partir da visão do plano xy.

Assim, por trigonometria, temos que um observador à um ângulo ϕ da direção
de propagação enxerga essa fonte com um tamanho horizontal aparente σ de

σ = l sinϕ. (4.1)

Fonte Espessa - Abordagem Geométrica

Considerando agora uma fonte com dimensão horizontal de a (Fig. 4.2b) temos
que o tamanho aparente σ visto por um observador à um ângulo ϕ será de

σ = σ1 + σ2, (4.2)

σ = l sinϕ+ a cosϕ. (4.3)

Quanto à largura a da fonte, teremos dois fatores que a constituem: a largura
do pacote de elétrons e o deslocamento do pacote dentro do Wiggler. Esses
fatores se somam e seus valores podem ser vistos na Tabela 4.2. Para efeito de
comparação, trataremos o efeito de mudança de tamanho aparente do Wiggler
Supercondutor, o terceiro elemento de inserção do LNLS (Ref. [Meyer, 2009]),
que também tem seus parâmetros listados na Tabela 4.2.

Aplicando então a Eq. 4.2 aos parâmetros de cada Wiggler, teremos o ta-
manho aparente em função do ângulo de observação. Os resultados podem ser
vistos na Fig. 4.3a e na Fig. 4.3b. Observa-se que para ângulo próximos de zero
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o fator que depende da largura é predominante e que esse fator não sofre gran-
des alterações no intervalo considerado. Já o fator que depende do comprimento
tem um aumento aproximadamente linear com o ângulo de observação.

Assim, considerando que a linha lateral estará centralizada à um ângulo ϕ =
1, 5mrad, então uma abordagem puramente geométrica fornece que o tamanho
aparente da fonte para a linha lateral na MX2 será de aproximadamente 6mm,
enquanto a linha central tem uma fonte de tamanho 2mm.

Fonte Espessa - Abordagem Computacional

Utilizando agora o programa shadow para estudar o problema de aumento apa-
rente do tamanho da fonte na linha lateral, foi feita a simulação para o Wiggler
da linha MX2 utilizando os parâmetros da Tabela 4.2.

A partir desta simulação, utilizou-se primeiramente uma fenda 15x15mm2

posicionada à 10m da fonte para determinar o feixe da linha central. Para a linha
lateral utilizou-se a mesma fenda à 10m da fonte, mas com o centro deslocado
horizontalmente em 15mm. Determinou-se assim o feixe efetivo utilizado por
cada linha.

Uma vez que o simulador armazena as propriedades geométricas de cada raio
e até o momento não foi utilizado nenhum elemento que altera as propriedades
ópticas dos raios, então o simulador permite saber qual dos raios gerados na
fonte são efetivamente utilizados por cada linha. Assim, a distribuição espacial
desses raios na posição da fonte determinam a geometria aparente da fonte para
a linha central e linha lateral.

As Figuras 4.4 e 4.5 mostram respectivamente as distribuições espaciais e de
divergência dos raios efetivos na posição da fonte, permitindo assim determinar
um tamanho e uma divergência efetiva para a fonte.

A Tabela 4.4 mostra os valores de largura à meia altura de cada distribuição.
Observa-se que o único parâmetro que sofre uma mudança é o tamanho horizon-
tal, que aumenta de 3,191mm para 4,203mm, uma aumento de aproximadamente
32%

Parâmetro MX1 MX2 Linha
Lateral

Tamanho Vertical [mm] 0,019 0,162 0,165
Tamanho Horizontal [mm] 0,094 3,191 4,203
Divergência Vertical [mrad] 0,290 0,308 0,312
Divergência Horizontal [mrad] 7,159 1,299 1,316

Tabela 4.3: Resumo dos resultados do tamanho e divergência aparente da fonte
extráıdas das Figuras 4.4 e 4.5 obtidas por simulação com o programa shadow.
Também são listados os valores obtidos pelo mesmo método para alinha MX1.







108 CAPÍTULO 4. PROJETO ÓPTICO DA LINHA DE LUZ

Tamanho Aparente - Conclusão

Analisando os gráficos da Fig. 4.3 observa-se que o termo l sinϕ de Eq. 4.2 é
predominante sobre o termo a cosϕ. Assim, o comprimento da fonte é o fator
que mais influencia no aumento de tamanho aparente da fonte para a linha
lateral.

Além disso, uma abordagem geométrica simplificada resulta que uma linha
lateral à linha MX2 posicionada à 1,5mrad do eixo central terá um tamanho
aparente de 5,75mm.

Quanto à simulação de traçamento de raios, o resultado obtido é que a linha
central tem uma fonte de tamanho aparente de ≈3,1mm, enquanto que uma
linha lateral posicionada à 1,5mrad da linha central terá um tamanho de fonte
aparente de ≈4,2mm (valores de largura à meia altura). Logo, a linha lateral
tem um tamanho aparente 32% maior que a linha central.

Uma vez que a abordagem geométrica desconsidera efeitos considerados na
abordagem computacional (e.g. geometria do pacote de elétrons, divergência da
fonte) esta última tem maior relevância quanto à obtenção de valores numéricos,
enquanto que a abordagem geométrica mostra como as dimensões da fonte in-
fluenciam o aumento aparente da fonte para linha lateral.

4.2.2 Determinação da óptica da linha lateral

Uma vez entendido e quantificado o aumento aparente de tamanho da fonte
para a linha lateral, incia-se o estudo dos elementos ópticos e sua configuração
afim de obter o melhor desempenho final da linha.

O principal objetivo de um sistema óptico de uma linha de luz para cristalo-
grafia de protéınas é o de obter um feixe monocromático com a maior densidade
de fótons posśıvel. Como as amostras desta técnica têm volume t́ıpico entre
0,1x0,1x0,1mm3 e 0,5x0,5x0,5mm3, então o objetivo será o de obter o maior
fluxo em um área da ordem 0,1x0,1mm2.

Uma vez que a fonte de radiação, no caso o feixe do Wiggler adjacente ao
utilizado pela linha MX2, é policromático e divergente, então a linha de luz
desejada deve monocromatizar e focalizar o feixe de radiação da fonte.

Para monocromatizar o feixe temos a opção de utilizar um cristal, tipica-
mente a reflexão do plano 111 do cristal de Siĺıcio, ou um espelho multicamadas.

A focalização pode ser feita por espelhos curvos de incidência rasante, como
os descritos no Cap. 3.1. Além disso, pode-se utilizar monocromadores focali-
zantes tanto com cristais, como na configuração de Johann descrita no Cap. 3.2,
como com espelhos multicamadas. A vantagem de utilizar um elemento óptico
com duas funções é a de minimizar a quantidade de elementos ópticos em uma
linha de luz, já que cada elemento causa uma perda de fluxo pelo fato de as
refletividades serem sempre inferiores à 100%.

Por construção, uma linha lateral anexa à MX2 deve fazer uso e estar po-
sicionada após o primeiro espelho da linha MX2. Este é um espelho ciĺındrico
colimador na direção vertical, sem atuação na direção horizontal.
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Figura 4.6: Esquema óptico da linha lateral, onde na visão superior visualiza-se
também a linha central.

Logo, resta à configuração óptica da linha lateral monocromatizar o feixe,
focalizar um feixe divergente na horizontal e focalizar um feixe colimado na
vertical. Assim, é proposto utilizar um monocromador com focalização longitu-
dinal horizontal e um espelho ciĺındrico para focalização vertical. Um esquema
é mostrado na Fig. 4.6

Linha Lateral Com Cristal de Siĺıcio

Para uma óptica focalizante de cristal utiliza-se a geometria de cristal focalizante
de Johann (Cap. 3.2.3). Nesta geometria os parâmetros magnificação, ângulo de
corte, raio de curvatura, ângulo de incidência e reflexão do cristal são vinculados
entre eles. Uma vez que um deles é determinado para dada energia de trabalho
e dada reflexão (e.g., reflexão 111 ou 311 do Siĺıcio, ou 111 do Germânio) os
outros serão calculados pelas equações do Cap. 3.2.3.

O problema da geometria de Johann é que ela intrinsecamente sofre de
aberração esférica. Em uma óptica livre de aberração, o tamanho da ima-
gem seria menor para magnificações menores (Eq. 3.2). Porém, o aumento do
tamanho da imagem pelo efeito de aberração também é influenciado pela magni-
ficação. Assim, deve-se obter por simulação qual a magnificação fornece o menor
tamanho de imagem (melhor focalização, maior densidade de fótons), uma vez
que os efeitos de aberração estão presentes em uma simulação de traçamento de
raios.

Dessa forma, os parâmetros à serem otimizados são as magnificações do
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monocromador e do espelho focalizador. Como a posição do monocromador já
está determinada à ser logo após o espelho colimador que está à 11m do centro
do Wiggler, então a distância monocromador-fonte foi fixado à 12m da fonte.

Com a distância monocromador-fonte fixada, determinar a melhor mag-
nificação restringe-se à simular a geometria de Johann para várias distâncias
monocromador-imagem, sendo que para cada simulação deve-se utilizar os valo-
res determinados pelas relações da óptica de Johann para ângulo de corte, raio
de curvatura, ângulo de incidência e reflexão do cristal.

A escolha da energia de operação para as simulações de otimização da linha
lateral foi de 8KeV . Essa energia foi escolhida por ser próxima à energia da
linha Kα de fluorescência do Cobre (8,047KeV ), energia largamente utilizada
nas fontes convencionais de raios-X. Para a técnica de cristalografia de protéınas,
uma energia maior seria desejável, porém como a energia cŕıtica deste Wiggler
é de 2,5KeV e o fluxo de fótons diminui para energia maiores que a energia
cŕıtica, a energia de 8KeV seria um compromisso entre fluxo e viabilidade da
técnica. Além disso, o maior fluxo da linha MX2 é para energia de 8,5KeV e
é de se esperar que a linha lateral tenha um máximo de fluxo próximo desta
energia.

Optando por utilizar a reflexão 111 de um cristal t́ıpico de Siĺıcio, primeira-
mente simulou-se uma linha com a fonte, o espelho 1 da linha MX2 e um cristal
na geometria de Johann para a energia de 8KeV . Para avaliar o desempenho da
focalização horizontal não será utilizado ainda o segundo espelho de focalização
vertical

Os resultados da simulação são mostrados na Fig. 4.7. Como está sendo ava-
liado apenas a focalização horizontal, os parâmetros relevantes serão tamanho
horizontal da imagem e fluxo. Para avaliar o desempenho final foram escolhidas
duas figura de mérito:

1. fluxo final (parâmetro à ser maximizado) dividido pelo tamanho horizontal
da imagem (parâmetro à ser minimizado);

2. fluxo final (parâmetro à ser maximizado) dividido pelo tamanho horizontal
da imagem e pela banda passante em eV (parâmetros à serem minimiza-
dos).

Os resultados das Figuras 4.7 mostram que o fluxo diminui para maiores
magnificações (Fig. 4.7d), mas que o tamanho horizontal da imagem tem um
mı́nimo para magnificação igual à 1 (Figuras (Fig. 4.7c) e (Fig. 4.7d)). A
banda passante flutua entre 11eV e 11,6eV (Fig. (Fig. 4.7b)), o que é pouco
para excluir a possibilidade de uma flutuação estat́ıstica, problema intŕınseco
de simulações numéricas.

Mesmo com a queda do fluxo com o aumento da magnificação, as duas figuras
de mérito deixam claro que a focalização é melhor para magnificação igual à 1
(Fig. 4.7f). O fato de que o menor tamanho da imagem ocorre para magnificação
unitária se deve ao fato de que neste valor de magnificação a aberração esférica
é minimizada. Como é conhecido que a óptica de Johann sofre de aberração
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esférica, então não é surpresa que o menor tamanho de imagem ocorra para a
magnificação que minimiza a aberração esférica.

Temos então determinado que a magnificação do monocromador será igual
à 1, sendo que a imagem final estará posicionada à 12m do monocromador.
Assim, o segundo espelho deve ser posicionado neste intervalo.

Para determinar a posição do segundo espelho foram simulados várias con-
figurações de linhas de luz com o espelho 2 em diferentes posições, com o raio
de curvatura devidamente ajustado para cada posição uma vez que a distância
elemento óptico-imagem é alterada. Optou-se por utilizar um espelho de Ródio
operando à 4mrad.

Nas Figuras 4.8 temos os resultados das simulações. Apesar de o fluxo ter
um comportamento crescente quanto mais distante do monocromador (e mais
próximo da imagem), o aumento é muito pequeno (≈0.01%, Fig. 4.8a). Porém
o tamanho da imagem tem um valor mı́nimo próximo de uma distância de 8,0
metros (Fig. 4.8b), sendo então essa a posição ideal do segundo espelho.

Com a configuração óptica determinada, foi simulado se desempenho para
várias energias de forma a verificar a escolha de 8KeV . Os resultados são
mostrados nas Figuras 4.9, onde em Fig. 4.9a verifica-se um fluxo máximo em
6KeV . Porém, a análise das figuras de mérito em Fig. 4.9c indicam que para
8KeV o desempenho está próximo do ótimo. Mas, uma vez que a linha MX2
tem seu fluxo máximo em 8,5KeV e este valor está próximo da energia onde
temos o melhor desempenho, então à partir de agora adotaremos esta energia
de operação para as próximas simulações.

Linha Lateral Com Espelho Multicamadas

Como comentado no ińıcio do caṕıtulo, apesar de o ângulo de reflexão de um es-
pelho multicamadas ser muito superior ao ângulo cŕıtico de reflexão (Cap. 3.3),
ainda assim deve-se avaliar a possibilidade de acomodação de um monocromador
multicamadas junto à linha central.

Além da limitação de espaço, ainda deve-se estar atento à banda passante do
multicamadas, uma vez que a técnica de cristalografia de protéınas exige uma
resolução de energia menor do que a obtida com multicamadas t́ıpicos.

Uma vez que a resolução de um espelho multicamadas é limitada pelo pro-
cesso de fabricação, nas simulações optou-se por utilizar os parâmetros de um
multicamadas já fabricado. Assim, optou-se por trabalhar com os parâmetros
de um multicamadas em utilização por uma linha de cristalografia, no caso um
multicamada de Al2O3/B4C (alumina/carboneto de boro) com 280 bicamadas
de espessura de 13,5Å, utilizado por Ref. [Deacon et al., 1998]. Os gráficos de
desempenho são mostrados nas Figuras 4.10.

A refletividade em função do ângulo de incidência para radiação de 8,5KeV é
vista na Figura 4.10a, onde observa-se que o primeiro pico (Fig. 4.10b) acontece
para um ângulo de 1,565o. Sendo a distância entre o espelho e o monocromador
da linha central de 3,33m, então a distância entre o monocromador da linha
lateral e da linha central será de 2,33m (ver Figuras 4.1b e 4.6). Considerando
que o ângulo total de deflexão do feixe é de duas vezes o de reflexão, somado
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.8: Resultados das simulações para escolha da posição do espelho focali-
zador. (a) Apesar do comportamento crescente do fluxo em função da distância
mono-espelho, o intervalo de variação é muito pequeno. (b) Mı́nimo do tama-
nho vertical e (c) máximo da figura de mérito para distância de 800cm. Em
vermelho resultados com um intervalo de amostragem menor.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.9: Resultados de simulação do desempenho da configuração final da
linha lateral de cristal em função da energia de operação. Fluxo em função da
energia (a) em escala linear e (b) em escala logaŕıtmica. (c) Figuras de mérito
em função da energia, mostrando que pra a energia de operação de 8KeV a
linha está próxima do desempenho ideal.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.10: Propriedade simuladas do espelho multicamadas do CHESS. (a)
Refletividade em função do ângulo de reflexão para energia de 8,5KeV . (b)
Detalhe do pico de 1,565o. (c) Refletividade em função da energia para o ângulo
de reflexão 1,565o. (d) Detalhe do pico próximo à 8,5KeV . Em vermelho a
refletividade para um feixe com ∆E=400eV , onde percebe-se o desaparecimento
de alguns picos satélites.
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ao 1,5mrad em relação ao eixo da linha central, de um ponto de vista mais
prático temos que o feixe da linha lateral estará à apenas 190mm do eixo da
linha central, insuficiente para desviar da câmara do monocromador da linha
central.

Assim, uma linha lateral com monocromador de espelho multicamadas exige
intervir na linha central alterando a câmara de seu monocromador. Por ser uma
intervenção de grandes proporções (exige um novo projeto da câmara do mono-
cromador) a utilização de espelho multicamadas para a linha central mostra-se
inviável do ponto de vista prático.

Apesar da inviabilidade, foi feita uma simulação simplificada de uma linha
lateral com monocromador de multicamadas a fim de comparar seu desempenho
com as outras opções e com as linhas atuais. Esse projeto é simplificado no
sentido que não foi feita as otimizações de disposição dos elementos ópticos na
linha a fim de obter melhor focalização (maior fluxo na menor área).

Neste projeto substituiu-se o cristal de Siĺıcio do monocromador do pro-
jeto anterior da linha lateral pelo espelho multicamada de Al2O3/B4C descrito
acima. A única alteração a ser feita é o cálculo do raio de curvatura do espelho
multicamadas, uma vez que ele deve focalizar horizontalmente o feixe.

4.3 Substituição do Cristal do Monocromador

da MX1 por um Espelho Multicamadas

Uma opção de fácil implementação para as instalações de cristalografia seria
substituir o atual cristal do monocromador da linha MX1 por um espelho mul-
ticamadas.

Para avaliar o desempenho deste projeto, primeiramente simulou-se a linha
MX1 para termos parâmetros de comparação (esquema da linha MX1 em Fig.
4.1a). A simulação do desempenho da linha MX1 com espelho multicamadas
consistiu em utilizar os parâmetros do multicamadas de Al2O3/B4C do projeto
anterior com o mesmo espelho e distâncias atuais da linha MX1.

4.4 Comparação de desempenho entre os proje-

tos

O resultado da simulação dos três projetos é vista na Tabelas 4.4 e 4.5, onde
são listados os valores de fluxo total e o fuxo através de aberturas t́ıpicas de
fendas nos experimentos de 0,4x0,4mm2 e 0,1x0,1mm2. A Tabela 4.7 mostra os
valores de tamanho e divergência da imagem obtida em cada projeto.

Por estas tabelas pode-se observar que o fluxo da linha lateral com monocro-
mador de espelho multicamadas é muito superior aos outros projetos e às atuais
instalações. Mas, como comentado, este projeto tem o inconveniente de que
o desvio angular do feixe pelo monocromador é muito pequeno, inviabilizando
uma linha lateral com monocromador de multicamadas sem alterar a câmara do
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monocromador da linha MX2. Por esse motivo de ordem prática este projeto
será descartado.

Considerando agora o projetos da linha lateral com monocromador de Si111,
temos que a linha lateral tem um desempenho levemente superior ao da linha
MX2. Dois fatores fazem com que seja esperado um desempenho semelhante
entre a linhas lateral e a central: primeiramente, ambas as linhas têm a mesma
aceitância angular do feixe da fonte; além disso a linha lateral esta somente
pouco deslocada (1,5mrad) do eixo óptico, de forma que não há grandes dife-
renças de fluxo em uma diferença tão pequena e com a mesma abertura. Logo, o
fluxo superior da linha lateral se deve à banda passante superior (pior resolução
em energia) da linha lateral em relação à linha central (Tabela 4.6), que aceita
um intervalo de energia maior do feixe branco da fonte.

Finalmente, analisando o desempenho da linha MX1 com monocromador de
multicamadas temos que, como esperado, o fluxo final é superior ao atual da
linha MX1. Porém, o fluxo é inferior ao da linha lateral com cristal de Si111.

Assim, temos então que a linha lateral com cristal de Si111 tem desempenho
superior ao das demais opções avaliadas, sendo que o desempenho desta linha
será levemente superior ao da linha MX2. Os gráficos com os resultados são
mostrados nas Figuras 4.7.

4.5 Discussão dos resultados

Analisando os resultados na Tabelas 4.4 e 4.5 verifica-se que uma linha lateral
com monocromador de multicamadas possui um fluxo muito superior aos das
linhas atuais e aos projetos considerados. Porém, essa opção é impraticável por
questões de espaço e acomodação junto à linha central devido ao baixo ângulo
de reflexão de um multicamadas.

Restam portanto as opções de linha lateral com cristal de Siĺıcio e a troca
do cristal do monocromador da MX1 por um multicamadas. Comparando o
desempenho dessas duas configurações (Fig. 4.11 para 8,5KeV e 4.12 para
12,4KeV ), observa-se um desempenho superior da linha lateral com cristal em
relação ao uso de multicamadas na MX1, com a vantagem de a banda passante
ser menor no caso de uma linha com cristal.

Finalmente determinou-se o máximo parâmetro de rede posśıvel de ser ana-
lisado no projeto da linha lateral. Para efetuar estes cálculos foram utilizados
os cálculos mostrados no Apêndice A, onde se considera o tamanho da amostra,
as caracteŕısticas do feixe (banda passante e divergência) e a geometria de de-
tecção. Para cada projeto utilizou-se os valores obtidos pelas simulações para
divergência (Tab. 4.7) e pra a banda passante (Tab. 4.6). Os resultados são
mostrados na Tab. 4.8, e se referem ao máximo parâmetro de rede detectável
na pior (D mı́nimo) e melhor condição (D máximo).

Observa-se que para os casos de monocromador de Siĺıcio 111 o valor do
parâmetro de rede máximo é igual ao limite do detector CCD. Nesses caso é
posśıvel aumentar o máximo parâmetro de rede detectável utilizando um detec-
tor com resolução espacial menor.
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Mas nos projetos de multicamadas os valores são inferiores aos limites do de-
tector, e a resolução do projeto é o fator determinante para o máximo parâmetro
de rede detectável. Além disso, esses valores inferiores limitam o caso cient́ıfico
do projeto.

Por fim, deve-se enfatizar que o uso de simulações é extremamente útil para
comparar os desempenhos dos projetos, mas em geral são falhos para fornecer
os valores absolutos que são obtidos em um projeto real.

Isso ocorre uma vez que, por mais completo que sejam os modelos f́ısicos
utilizados, há sempre aproximações envolvidas. Na medida do posśıvel deve-se
haver um esforço para alimentar as simulações e modelos com valores reais e
verificar se as previsões são confirmadas na vida real. Isso é válido tanto para
as simulações de traçamento de raios quanto para a estimativa de parâmetros
de rede máximo.

Com isso em mente, a maioria dos resultados descritos neste caṕıtulo devem
ser interpretados de maneira relativa. Assim, tomando como referência a linha
MX2, temos que o desempenho da linha lateral nos quesitos fluxo e máximo
parâmetro de rede têm desempenho comparáveis à linha MX2. O quesito onde
o desempenho da linha lateral é pior que a MX2 seria na banda-passante, mas
como não há grande diferença entre os parâmetros de rede máximo então não
há influência significativa no desempenho final.
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Fluxo de fótons à 8,5KeV [γ/s]

Linha de luz sem fenda 0,4x0,4mm2 0,1x0,1mm2 fluxo fonte
[γ/s/eV]

MX2 7,938·1011 1,884·1011 3,525·1010 1,447·1013

Linha Lateral 1,333·1012 1,209·1011 3,172·1010 1,447·1013

Linha Lateral
com Multicamadas 4,351·1013 3,827·1012 5,496·1011 1,454·1013

MX1 6,655·1010 2,156·109 2,952·108 2,349·1011

MX1 com
Multicamadas 1,751·1011 5,793·1010 3,278·109 2,349·1011

Tabela 4.4: Fluxo de fótons total e através de aberturas de 0,4x0,4mm2 e
0,1x0,1mm2, para energias de 8,5KeV . Os fluxos são para os projetos con-
siderados, juntamente com o fluxo simulado para as linhas MX1 e MX2 nas
condições atuais.
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Fluxo de fótons à 12,4KeV [γ/s]

Linha de luz sem fenda 0,4x0,4mm2 0,1x0,1mm2 fluxo fonte
[γ/s/eV]

MX2 2,624·1011 6,324·1010 1,025·1010 2,078·1012

Linha Lateral 4,031·1011 3,889·1010 1,062·1010 2,079·1012

Linha Lateral
com Multicamadas 9,231·1012 7,092·1011 1,309·1011 2,082·1012

MX1 1,459·109 2,764·107 1,434·106 2,891·1010

MX1 com
Multicamadas 3,777·1010 2,666·1010 3,973·109 2,899·1010

Tabela 4.5: Fluxo de fótons total e através de aberturas de 0,4x0,4mm2 e
0,1x0,1mm2, para energias de 12,4KeV. Os fluxos são para os projetos con-
siderados, juntamente com o fluxo simulado para as linhas MX1 e MX2 nas
condições atuais.



4.5. DISCUSSÃO DOS RESULTADOS 121

(a)

(b)

(c)

Figura 4.11: Valores simulados dos fluxos para energia de operação de 8,5KeV
da linha MX2, da linha lateral com monocromador de cristal, da linha MX1 e
da linha MX1 com monocromador de multicamadas. Valores de fluxo (a) total
(sem abertura de fendas), (b) em uma área de 0,4x0,4mm2 e (c) em uma área
de 0,1x0,1mm2.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.12: O mesmo que Fig. 4.11 para energia de operação de 12,4KeV . Va-
lores de fluxo (a) total (sem abertura de fendas), (b) em uma área de 0,4x0,4mm2

e (c) em uma área de 0,1x0,1mm2.
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8,5KeV 12,4KeV

∆E [eV ] ∆E/E [%] ∆E [eV ] ∆E/E [%]

Sem Fenda

MX2 1,05 0,012 1,72 0,014

Linha Lateral 13,18 0,155 25,45 0,205

Linha Lateral 131,69 1,549 373,26 3,010
com Multicamadas

MX1 3,96 0,047 8,39 0,068

MX1 multicamadas 74,16 0,872 166,86 1,346

Abertura de 0, 4× 0, 4mm2

MX2 1,14 0,013 1,67 0,013

Linha Lateral 1,18 0,014 1,83 0,015

Linha Lateral 56,77 0,668 362,12 2,920
com Multicamadas

MX1 Si111 3,77 0,044 9,35 0,075

MX1 multicamadas 59,33 0,698 168,03 1,355

Tabela 4.6: Banda Passante em eV para cada projeto, para a energia de
operação de 8,5KeV e 12,4KeV . Valores para feixe total (sem fendas) e para
abertura de 0, 4× 0, 4mm2.
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Parâmetros Tamanho Tamanho Divergência Divergência
da Vertical Horizontal Vertical Horizontal

Imagem [mm] [mm] [mrad] [mrad]

MX1 0,214 11,332 0,271 5,694
MX1 Multicamadas 0,744 0,421 0,156 0,518

MX2 0,328 1,546 0,369 2,478
Lateral Si111 0,069 4,358 0,868 1,096

Lateral Multicamadas 0,058 4,106 0,772 1,871

Tabela 4.7: Parâmetros geométricos da imagem obtida por simulação para cada
projeto para operação em 8,5KeV .

amax [Å]

Distância detector-amostra 40cm 300cm

Limite CCD (pixel 80µm) 364.7 2735.3

MX2 364.7 2735.3

Linha Lateral Si111 364.7 2735.3

Linha Lateral Multicamadas 98.2 242.8

MX1 364.7 2735.3

MX1 Multicamdas 95.8 287.5

Tabela 4.8: Parâmetros de rede máximos para as linhas MX1, MX2 e para o
projeto da linha lateral. Valores calculados para um feixe 8, 5KeV , distância
do detector à amostra de 40cm e 300cm. (Ver Apêndice A)
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Conclusão

Foi realizado durante este trabalho um extenso estudo da bibliografia relacio-
nada à fontes de radiação śıncrotron, interação de raios-X duros com a matéria,
óptica focalizante de incidência rasante e dispositivos ópticos de raios-X.

De posse deste conhecimento, utilizou-se de simulações computacionais de
traçamento de raios para simular algumas configurações de linhas de luz, à fim
de melhorar o desempenho das linhas de luz de cristalografia de protéınas do
LNLS.

Dentre as opções consideradas, a de melhor desempenho foi a de uma linha
lateral com monocromador de espelhos multicamadas. Porém, essa configuração
mostrou-se inviável dada as limitações de espaço f́ısico imposta pela linha cen-
tral.

Uma vez descartado este projeto, entre as opções restantes a que obteve
melhor desempenho foi o projeto de linha lateral com monocromador de cristal.
Esta linha tem desempenho muito semelhante à linha central quando se compara
seu desempenho na condição de abertura de 0, 4× 0, 4mm2.

Para o feixe total (sem abertura de fendas) a caracteŕıstica que chama a
atenção é a banda passante (Tab. 4.6) que é da ordem de 10 vezes o valor para
a linha MX2. Essa diferença causa dificuldades para a utilização da linha para
a técnica MAD, que exige uma banda passante menor (Tab. 3.1). Além disso, a
configuração do monocromador não é adequada para alterações de energias, uma
vez que cada energia têm diferentes ângulos de incidência e raio de curvatura
do cristal.

Futuramente serão necessárias melhorias nas simulações realizadas à fim de
considerar parâmetros de fabricação dos elementos ópticos (rugosidade, slope
error). Tais modificações devem ser feitas na fase de construção da linha, à
medida que os elementos ópticos forem sendo fabricados e tais parâmetros se
tornarem dispońıveis.
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Apêndice A

Estimativa do limite de

detecção da difração

As descrições do fenômeno de difração feitas no Cap. 2.3 assumem uma condição
ideal: um cristal ideal onde incide um feixe perfeitamente monocromático e sem
divergência. Neste apêndice será feita uma estimativa dos efeitos das proprie-
dades de um feixe real sobre o fenômeno de difração cinemática. Ao final será
comentado a possibilidade de extrapolar os resultados para a difração dinâmica.

A resolução de energia e as propriedades geométricas de um feixe de radiação
afetam diretamente a geometria dos picos(pontos) de difração: quanto maior a
divergência e/ou banda passante maior será a largura de um ponto1. Se essa
largura for da ordem da distância entre os máximos dos pontos de difração,
esses picos irão se sobrepor e serão erroneamente interpretados como um único
ponto sobre um detector de área (geometria de detecção na Fig. A.1). Assim,
dada a largura dos pontos de difração teremos uma distância mı́nima entre os
picos que será necessária para que eles sejam detectados apropriadamente.

Uma vez que a distância entre os pontos vizinhos é inversamente proporci-
onal ao parâmetro de rede a (de acordo com as propriedades da Eq. 2.58, Fig.
2.14), uma separação mı́nima entre os pontos implica em um parâmetro de rede
máximo. Assim, dada as propriedades geométricas do feixe de radiação inci-
dente, há um parâmetro de rede máximo que irá gerar dados sem sobreposição
de pontos de difração.

Para calcular tal efeito deve-se considerar primeiramente a geometria da
detecção dos pontos de difração. Assim, devido o objetivo deste trabalho, será
considerado a geometria de detecção da radiação difratada pela amostra em
uma linha de luz para cristalografia de protéınas (Fig. A.1).

Este tipo de linha faz uso de um detector CCD (charge-coupled device) plano,
com diâmetro da ordem de 150-300mm e com resolução espacial da ordem de
100x100µm2. Eles são posicionados à determinada distância D (40-300mm) da
amostra, de forma a determinar o maior ângulo Θ de detecção. Nesta geometria

1Será usada a largura à meia altura como parâmetro de comparação.
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o ângulo de Bragg θBragg (Eq. 2.74 e Fig. 2.17a) é igual à metade do ângulo Θ:

Θ = 2θBragg. (A.1)

Utilizando esse novo ângulo, temos que o vetor transferência de momento
(Eq. 2.49) será dado por

s =
2

λ
sin

(
Θ

2

)

=
2E

12, 4 · 10−7
sin

(
Θ

2

)

(A.2)

onde o comprimento de onda λ da radiação foi convertido para a energia E dos
fótons em eV .

A forma de determinar o parâmetro de rede máximo baseia-se em determinar
o máximo valor de a para o qual a separação entre os pontos ∆lpontos é maior
que duas vezes a largura do ponto ∆lFWHM .

Para tratar o comportamento da difração por um feixe real iremos considerar
que a distribuição angular e de energia do feixe tem distribuições Gaussianas
e são caracterizadas pelos valores de largura à meia altura ∆E para a energia
dos fótons, ∆θdiv para a divergência e ∆s para a largura do pico no espaço
rećıproco.

A largura de um ponto na difração se manifesta em uma abertura angu-
lar ∆Θ que é a soma dos efeitos de divergência ∆θdiv e da abertura angular
∆ΘBragg, este último devido ao efeito da banda passante e do tamanho do
cristal sobre o fenômeno de difração. Tratando a variação ∆ΘBragg de forma
diferencial, obtém seu valor por teoria de erros:

(∆ΘBragg)
2
=

(
∂Θ

∂E
∆E

)2

+

(
∂Θ

∂s
∆s

)2

, (A.3)

onde as derivadas são obtidas de Eq. A.2, e resultam em:

(∆ΘBragg)
2
=

[

2 tan

(
Θ

2

)]2
[(

∆E

E

)2

+

(
∆s

s

)2
]

. (A.4)

Neste caso ∆s se refere à largura à meia altura de um pico de difração no
espaço rećıproco, que de acordo com a Fig. 2.14 é dado por:

∆s · a =
1

N
, (A.5)

∆s =
1

Na
=

1

L
, (A.6)

onde a é o tamanho da célula unitária, N é o número de células unitárias em
determinada direção, e L o tamanho do cristal nesta mesma direção. Assim,
Eq. A.4 será dada por

(∆ΘBragg)
2
=

[

2 tan

(
Θ

2

)]2
[(

∆E

E

)2

+

(
12, 4 · 10−7

2E sin (Θ/2)

1

L

)2
]

. (A.7)
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(a)

(b)

Figura A.1: Geometria de detecção da difração em uma linha de cristalografia
de protéınas. (a) A largura angular ∆Θ do ponto causa uma largura ∆lFWHM

sobre a superf́ıcie do detector. (b) Dois picos com ângulo Θ1 e Θ2, incidem
pontos distantes de ∆l sobre o detector.
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Uma vez que os efeitos de ∆ΘBragg e ∆θdiv se somam, por teoria de erros
temos que fazer a soma quadrática destes dois termos:

(∆Θ)2 = (∆ΘBragg)
2
+ (∆θdiv)

2
. (A.8)

No entanto a aceitância angular é limitada pelas propriedades da difração2,
de forma que para valores inferiores à ∆ΘBragg a divergência aceita será no
máximo de ∆ΘBragg. Isso faz com que a Eq. A.8 tenha de ser reescrita como:

(∆Θ)2 = 2 (∆ΘBragg)
2

se ΘBragg 6 ∆θdiv,

(A.9)

(∆Θ)2 = (∆ΘBragg)
2
+ (∆θdiv)

2
se ΘBragg > ∆θdiv.

Para determinar o efeito de uma abertura angular ∆Θ sobre a largura
∆lFWHM , primeiramente utiliza-se a Fig.A.1a para determinar a relação geométrica
entre l e Θ, que será dada por

l = D tanΘ, (A.10)

de forma que obtém-se ∆lFWHM por

∆lFWHM =
∂l

∂Θ
∆Θ, (A.11)

∆lFWHM =
D

cos2 Θ
∆Θ. (A.12)

Assim, substituindo ∆Θ pela expressão dada em Eq. A.9, temos que

∆lFWHM =
D

cos2 Θ

√

(∆ΘBragg)
2
+ (∆θdiv)

2
. (A.13)

Substituindo ∆ΘBragg por Eq. A.4 chegamos à

∆lFWHM =
D

cos2 Θ

√
√
√
√2 tan2

(
Θ

2

)[(
∆E

E

)2

+

(
12, 4 · 10−7

2E sin (Θ/2)

1

L

)2
]

+ (∆θdiv)
2
,

(A.14)

lembrando que deve-se aplicar a condição para ∆θdiv dada por Eq. A.9.
Devemos agora determinar a separação ∆spico entre os picos em função do

parâmetro de rede. Uma vez que a relação entre picos vizinhos e o parâmetro
de rede é dado por3

2Semelhantemente à largura de Darwin na difração dinâmica, a aceitância angular será de
∆ΘBragg na difração cinemática

3A Eq. A.15 deve considerar o ângulo entre os vetores ~s e o vetor ~a, ou seja, a orientação
do cristal em relação ao feixe. Neste caso considerou-se o pior caso onde os vetores estão na
mesma direção.
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Figura A.2: ∆s em função de l e ∆l. Observa-se que ∆s tem dependência
crescente em relação à l e ∆l.

∆spico =
1

a
, (A.15)

então devemos calcular o valor de ∆spico em função da separação ∆l dos pontos
no detector. Calculando ∆s temos que

∆spico = s1 − s2 =
2E

12, 4 · 10−7

[

sin

(
Θ2

2

)

− sin

(
Θ1

2

)]

. (A.16)

Pelas propriedades das funções trigonométricas e pela geometria do pro-
blema, chegamos que o termo seno é dado por

sin

(
Θ1

2

)

=

√

1− cosΘ1

2
=

√

1

2
− D

2
√

l21 +D2
. (A.17)

Utilizando valores de l1 = l e l2 = l +∆l chegamos à

∆spico =
2E

12, 4 · 10−7

[√

1

2
− D

2
√

(l +∆l)2 +D2
−
√

1

2
− D

2
√
l2 +D2

]

.

(A.18)
A Fig. A.2 mostra a dependência de ∆s em função de l e ∆l, onde observa-

se que ∆s tem dependência crescente com ∆l para qualquer valor de l. Como
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estamos buscando os valores de ∆s para ∆l > 2∆lFWHM , temos que para
determinado ∆lFWHM teremos uma valor mı́nimo de ∆s para um intervalo de
l. Matematicamente teremos que:

∆sMin = Max {∆spico} , (A.19)

para l tal que 0 < l 6 R e ∆l tal que 2∆lFWHM 6 ∆l < l, onde R o é raio da
área ativa do detector. Deve-se lembrar que, por Eq. A.14, ∆spico depende da
banda passante e da divergência do feixe incidente.

Apesar do valor de ∆lFWHM ser dado pela Equação A.14, os detectores
atuais nas linhas tem resolução espacial da ordem de 80µm. Logo, o valor de ∆l
será limitado também pela resolução espacial, e os valores de ∆lFWHM em Eq.
A.19 deverão ser tais que (2x resolução espacial)6 2∆lFWHM 6 ∆l < l. Assim,
temos que o valor de ∆lFWHM deve ser igual à resolução espacial do detector
quando o valor obtido pela Equação A.14 for menor que a resolução espacial.

Por fim, uma vez que ∆spico = 1
a , temos que o parâmetro de rede máximo

será dado por:

aMax = Min

{
1

∆spico

}

, (A.20)

novamente para l tal que 0 < l 6 R e (2x resolução espacial)6 2∆lFWHM 6

∆l < l.
Devido a complexidade das funções Eq. A.18 e Eq. A.14, não é posśıvel

determinar aMax analiticamente em função dos demais parâmetros(Energia, D,
∆θdiv,

∆E
E e tamanho L do cristal). O método mais apropriado é utilizar pro-

gramas matemáticos com os valores dos parâmetros e observar o valor de aMax

dentro do intervalo l de interesse.
Aplicando estes resultados para as linhas MX1, MX2 e para os projetos

desenvolvidos nesta dissertação, utilizamos os valores obtidos por simulação
para divergência e banda passante para a energia de operação de 8, 5KeV e um
cristal com dimensão t́ıpica de L = 100µm (106Å). Os resultados são mostrados
nas Figuras A.3 e A.4, onde o máximo parâmetro de rede é dado em função da
distância l. O valor do máximo parâmetro de rede de cada projeto é dado pelo
mı́nimo desta curva no intervalo de l onde se faz a medida4.

Lembrando ainda que a resolução espacial do detector impõe um valor mı́nimo
de ∆lFWHM , teremos então que o detector também limita o máximo parâmetro
de rede detectável: quando a distância entre os pontos sobre o detector for
menor que a resolução espacial, então essa resolução será o fator limitante.

Atualmente os detectores em operação têm resolução espacial de 80µm e
detectores estado da arte dispońıveis comercialmente têm resolução espacial da
ordem de 20µm. Para estudar esse efeito, desconsidera-se os efeitos de alarga-
mento do pico pelas propriedades da difração e considera-se que o espaçamento
mı́nimo entre picos é de duas vezes a resolução espacial (∆lFWHM = 2x re-
solução espacial em Eq. A.18). Esse resultado pode ser visto na Fig. A.5 onde

4Em algumas situações em uma medida não se utiliza toda a área de detecção, que no
presente caso da linha MX2 é de 225x225mm2.
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os limites devido à resolução da linha são muito inferiores ao limite imposto pela
resolução espacial.

Na Figura A.7 temos o mesmo caso da Fig. A.6 considerando o uso de um
detector com resolução espacial de 20µm. A maior diferença ocorre para o caso
da linha MX1, onde a linha seria o fator limitante do máximo parâmetro de
rede detectável.

Como discutido no Cap.4.5 estes resultados devem ser usados principalmente
como fatores de comparação entre os projetos, uma vez que há aproximações
impĺıcitas nestes cálculos. A aproximação mais evidente é a de que a amostra é
perfeita, enquanto é conhecido que o grau de desordem, quantificado pela mosai-
cidade do cristal [Warren, 1990], influencia a geometria dos pontos de difração.
Além disso não está sendo considerado a rotação da amostra, procedimento
utilizado em uma aquisição de dados de cristalografia de protéınas.

Por fim, pode-se obter os resultados para difração dinâmica utilizando di-
retamente a largura de Darwin angular ωDarwin (Cap. 2.3) como valores de
∆ΘBragg em Eq. A.13.
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• Códigos para Fig. 1.8a:
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• Códigos para Fig. 1.9:
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• Códigos para Fig. 2.8:
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• Códigos para Fig. 2.9a:

• Códigos para Fig. 2.14a:

• Códigos para Fig. 2.14b:

• Para obter os gráficos da Fig. 2.19 da teoria de difração dinâmica são ne-
cessários alguns dados sobre o cristal, obtidos com o pacote computacional
XOP [del Rio and Dejus, 1997] pela ferramenta DABAX. Primeiramente
obtém-se f ′ e f” em função da energia da radiação com o programa XOP,
e interpola-se os dados para formar as funções f1 e f2:
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sendo que se fornece a energia e o valor de f ′ ou f”. Neste exemplo utilizamos
apenas 7 pontos entre 1890, 08eV e 2081, 09eV . Com os valores de f ′ e f”
calcula-se os fatores de estrutura Fhkl, Fh̄k̄l̄, para hkl = 111, e Fo para o cristal
de siĺıcio no formato de diamante, o que é dado por:

F111(E) = 4[f ′(E) + f ′′(E)] + 4i[f ′′(E)− f ′(E)],

F1̄1̄1̄(E) = 4[f ′(E)− f ′′(E)] + 4i[f ′(E) + f ′′(E)],

Fo(E) = 8f ′(E) + 8if ′′(E).

No formato do Mathematica teremos:

Outros parâmetros da reflexão 111 do Siĺıcio:

Outros cristais e/ou outras reflexões devem utilizar os mesmos nomes das
variáveis para obter o gráfico de reflexão pela difração dinâmica.

Finalmente defini-se as funções e plota-se os gráficos:
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• Códigos para Figuras em 2.20:
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• Códigos para Figuras em 2.21:
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• Códigos para Figuras em 3.8:
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