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Resumo

Diversas areas da ciéncia moderna tém sido beneficiadas pelo uso da radiagao
sincrotron. As técnicas disponiveis em laboratoérios deste tipo abrangem pes-
quisas em ciéncias basicas como Fisica, Quimica e Biologia bem como em areas
como engenharia de materiais e farmacologia. Em particular, o uso do espectro
de raios-x duros (8 — 20keV) das fontes sincrotron atuais é crucial para técnicas
estruturais como difracao e cristalografia. Estas técnicas estao disponiveis para
a comunidade cientifica brasileira no Laboratério Nacional de Luz Sincrotron
(LNLS), cujas linhas de luz estdo abertas a usudrios externos desde 1997. As
instalagoes do LNLS vem sendo constantemente aperfeicoadas, permitindo o
estudo de novos casos cientificos como consequéncia destas melhorias. Neste
trabalho estudamos as propriedades da fonte de radiagao sincrotron do LNLS e
realizamos um projeto 6ptico para uma linha de luz direcionada a cristalografia
de proteinas. Com uso de simulagdes computacionais propomos op¢oes para me-
lhoria do fluxo de fétons nas linhas de cristalografia de proteinas ja existentes.
Nossos estudos apontam para a viabilidade de construgao de uma linha lateral
a linha de luz MX2, utilizando a mesma fonte Wiggler jé instalada, com fluxo
proporcional a linha central.

Palavras-chave: Linhas de Luz pra Raios-X Duros, Radiacdo Sincrotron,
Simulacao de Tracamento de Raios.
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Abstract

Distinct research fields in modern science have taken advantage of synchro-
tron radiation. The techniques that are available in such laboratories have a
very broad scope, ranging from basic sciences such as Physics, Chemistry and
Biology, to applied fields as engineering and pharmacology. In particular, the
use of hard x-ray spectrum (8 — 20keV) from modern synchrotron sources is
crucial for structural techniques such as diffraction and crystallography. These
techniques have been available to the Brazilian scientific community since 1997,
when the Brazilian Synchrotron Light Laboratory (LNLS) facilities were opened
to external users. The LNLS beamlines have constantly evolved , allowing the
users to perform novel experiments as a consequence of instrumental improve-
ments. In this work we study the properties of the LNLS sources and propose
solutions for the optics of a beamline dedicated to protein crystallography. By
using computer simulations we propose options to enhance the photon flux in
the pre-existing protein crystallography beamlines. Our results point out to the
feasibility of a lateral beamline using the MX2 wiggler source, with similar flux
to the central beamline.

Keywords: Hard X-ray Beamline, Synchrotron Radiation, Raytracing Simu-
lation.
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Introducao

Radiacao Sincrotron

A radiagdo sincrotron é a radiagao eletromagnética gerada quando cargas elétricas
com velocidades relativisticas sao aceleradas. Esse efeito é mais intenso quanto
mais alta a energia das cargas e maior a aceleracao sofrida por elas.

O advento de aceleradores sincrotrons [Wiedemann, 2003] tornaram possivel
gerar e armazenar cargas elétricas de altas energias possibilitando utilizar a ra-
diacdo sincrotron de forma controlada. As principais caracteristicas da radiagao
sincrotron gerada por um acelerador sincrotron sao:

e alta intensidade, principalmente raios-X onde a intensidade é algumas or-
dens de grandeza maior que as fontes convencionais;

e alto brilho, i. e. alta densidade de fétons (fétons por unidade de érea);

e baira emitancia, 1. e. produto do tamanho da fonte pela sua divergéncia
é pequeno (fonte pequena e com baixa divergéncia);

e amplo intervalo de energia, desde o infravermelho até raios-X duros;

As caracteristicas especificas da radiagao emitida em um acelerador sincrotron
possibilitaram que fossem utilizadas em uma grande variedade de experimentos
de interacao radiacao-matéria, sendo as principais as técnicas de espectroscopia
atomica e molecular, difragao e absorgao de raios-X, cristalografia, litografia e
microscopia.

Instrumentacao para Radiacao Sincrotron

Para produzir e condicionar radiagao sincrotron é necesséario instrumentagao
especifica, cujo os dois principais componentes sao o anel de armazenamento e
as linhas de luz (Figura 1). Cada um desses componentes engloba uma série de
elementos que envolvem a aplicagao de varios fenomenos fisicos distintos.

O anel de armazenamento mantém as particulas carregadas em uma érbita
fechada com velocidades relativisticas. Essa érbita tem o formato de um poligono
com os vértices arredondados. Nos vértices estao localizados dipolos magnéticos
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Reto

Elementos

magnéticos ativos
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e aquisi¢do dos dados Experimental

Figura 1: Diagrama de um anel de armazenamento e das linhas de luz. Cortesia
Soleil.

(eletro-imas) que, pela a¢do da forga de Lorentz, causam uma aceleragao centripeta
a carga alterando sua orbita e fazendo com que ela emita radiagao sincrotron.
Em um anel sao mantidos varias cargas elétricas simultaneamente para au-
mentar o numero de fontes. Essa cargas estdo aglomeradas em “pacotes® com
aproximadamente a mesma quantidade de cargas e as mesmas dimensoes.
De forma genérica, o conjunto de um acelerador sincrotron é composto pelos
seguintes itens[Margaritondo, 1988]:

e sistema de injecao linear: produz e acelera os elétrons até a energia de
operacdo do anel de armazenamento. A producao é feita aquecendo um
filamento que, por efeito termoionico, emite elétrons. Estes sdo acelerados
por campos eletromagnéticos e levados até o anel de armazenamento.

e camaras de vicuo: se um elétron se chocar com alguma molécula durante
sua érbita ele é absorvido. Logo, para manter os elétrons circulando pelo
maior tempo possivel, é necessario que ao longo da érbita o elétron tenha
um livre caminho médio muito maior do que qualquer molécula. Por-
tanto é necessario que sua Orbita seja por um caminho livre de qualquer
molécula, ou seja, no vacuo. Pressoes tipicas de operagao dos anéis ficam
em torno de 10~ °Torr.



SUMARIO 3

e anel de armazenamento de elétrons: camaras de vacuo em formato quase-
circular, por onde circulam os elétrons que irao produzir a radiagao sincrotron.
Séao acoplados ao anel de armazenamento diversos itens (descritos abaixo)
que mantém os elétrons em sua trajetoria e repoem a energia perdida em
forma de radiacao.

e acelerador circular: dependendo da energia dos elétrons geradas pelo sis-
tema de injecao linear e da energia de operagao do anel de armazenamento,
hé necessidade de um estégio intermediario de aceleracdo. Isto é feito em
geral por um acelerador circular, denominadao Booster.

e cavidade de radiofrequéncia: cavidade onde se gera uma onda eletro-
magnética ressonante da ordem de 500MHz que atua sobre os elétrons
repondo a energia perdida na forma de radiagao. A frequéncia ressonante
deve ser tal que quando a carga passar pela cavidade o campo esteja ori-
entado na direcao que acelera o pacote de cargas. Isso gera a limitagao
de que a distancia entre os pacotes tém de ser um miltiplo inteiro do
comprimento de onda da onda ressonante [Wiedemann, 2003].

e dipolos defiletores: dipolos magnéticos que forcam os elétrons a executarem
parte da érbita de forma circular, fechando a érbita e emitindo radiagao.

e clementos magnéticos ativos: sao utilizados elementos como quadrupolos
e sextupolos magnéticos, posicionados nos trechos retos entre os dipolos,
a fim de atuar sobre a 6rbita dos elétrons. Os quadrupolos atuam sobre
o feixe de particulas de forma andloga a lentes convergentes, focalizando-
0. Os sextupolos corrigem a aberragao cromatica que, analogamente as
lentes, é o erro na focalizacao causada pela diferenca de energia entre
as cargas. Por esses efeitos andlogos as lentes, a dinamica das cargas
denomina-se frequentemente de éptica das cargas.

e clementos de inser¢do: sequéncia de dipolos periddicos que atuam sobre
a 6rbita nos trechos retos forgando os elétrons a oscilarem em uma Orbita
aproximadamente senoidal. O campo total sentido pela carga apds passar
por um desses elementos deve ser zero de forma que ao deixar o elemento
a carga retome a sua Orbita original.

e sistemas de diagndstico do feixe de elétrons: instrumentagao para medir
e monitorar a oOrbita, de forma a fornecer informacoes para a atuagao
dos elemento magnéticos ativos na correcao dinamica da trajetéria dos
elétrons.

A radiacao gerada pelos dipolos e pelos elementos de inser¢ao, no estagio de
producao, nao é adequada a maioria dos experimentos com radiagao sincrotron
devido seu amplo espectro de energia e a sua divergéncia. Por isso é necessario
processéa-la apropriadamente para adequa-la a cada tipo de experimento sele-
cionando a energia (ou faixa de energia) desejada, colimando ou focalizando o
feixe.
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Dessa forma, associado ao anel de armazenamento utiliza-se estagoes com
Otica e instrumentacao adequada onde o feixe é condicionado e interage com o
experimento. A essas estagoes da-se o nome de linhas de luz. Dada a grande
variedade de técnicas possiveis, um anel de armazenamento tem associado varios
tipos de linhas de luz, que em geral sao compostas por:

e monocromador: seleciona a energia desejada da radiacdo branca'.

e camaras de vdcuo: € necessario operar em vacuo para evitar as perdas
da radiagao por absorgao e evitar a contaminacao e deterioramento dos
elementos 6pticos.

e espelhos: atuam sobre o feixe de radiagao alterando as caracteristicas
do feixe como divergéncia, tamanho, foco e faixa de energia, geralmente
funcionando como um filtro passa-baiza em energia.

o sistemas de diagndsticos do feize de fotons: detectores de radiacao dis-
postos ao longo da linha com o objetivo de caracterizar o feixe e alinhar
a Optica, como monitores de intensidade, de posicao e de perfil do feixe.

e estacao erperimental: instrumentagao que expOe as amostras a serem es-
tudadas a radiagao proveniente dos elementos Opticos. Nesta estagao,
equipamentos especificos controlam as varidveis da amostra (temperatura,
pressdo, posicdo, etc) e detectam radiacdo, elétrons e {ons proveniente da
interacao amostra-feixe.

Os itens que compdem uma linha de luz serdao discutidos no decorrer do
trabalho, que tem como objetivo desenvolver um projeto éptico de uma linha de
luz de raios-X duros para o Laboratério Nacional de Luz Sincrotron. No presente
caso serd estudado o caso da linhas de luz de cristalografia de protefnas[Als-
Nielsen and McMorrow, 2001].

O objetivo dessa dissertacao é de inicialmente estudar os fenomenos fisicos
relevantes para uma linha de luz de raios-X duros, de forma a ser capaz de
projetar a sua éptica.

A proposta é de inicialmente estudar os fenémenos fisicos relevantes para
uma linha de luz raios-X duros: propriedades de emissao da radiacao em ace-
leradores sincrotron, interacoes entre raios-X e a matéria, e propriedades de
elementos 6pticos para raios-X duros.

De posse destes conceitos e utilizando métodos de simulagao computacional,
serd avaliado e otimizado algumas configurages 6pticas de forma & obter um
projeto de desempenho superior aos das linhas de luz disponiveis atualmente
para a técnica de cristalografia de proteinas.

O trabalho se inicia pela descricao do fenémeno de producao de radiagao
sincrotron e das fontes utilizadas: os dipolos e os elementos de insercao. No
Capitulo 2 serao tratados os fendmenos de interacao da radiagao com a matéria
que sao relevantes no funcionamento de uma linha de luz: absorcao fotoelétrica,

INa verdade uma faixa de energia, dada pela banda passante do monocromador.
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espalhamento elastico e ineldstico, difragao de raios-X pela abordagem cinemaética
e dinamica, reflexao e refracao.

O Capitulo 3 trata das propriedades dos principais elementos épticos de
uma linha de luz de raios-X: espelhos de reflexao total, espelhos multicamadas
e monocromadores de cristais.

Com base nos conceitos abordados nos Capitulos 1, 2 e 3, no Capitulo 4
descreve-se um projeto 6ptico para uma linha de luz, sendo as conclusoes e
perspectivas apresentadas no Capitulo 5.
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Capitulo 1

Producao de Radiacao
Sincrotron

Neste capitulo sera tratado as propriedades das fontes de radiagdo em um anel
de armazenamento. Para tanto, inicia-se pelo estudo do processo de emissao
por cargas aceleradas e a seguir aplica-se as propriedades do processo a dipolos
e elementos de insercao.

1.1 Processo de Emissao de Radiagao Sincrotron

A radiagao sincrotron é a radiacao eletromagnética emitida quando uma carga
elétrica com velocidade relativistica sofre uma aceleragao centripeta. Isso é feito
fazendo com que essas cargas atravessem campos magnéticos que, pela acao da
forga de Lorentz, exercem a forca centripeta em questao.

O fen6émeno de emissao pode ser descrito pela eletrodinamica classica e pela
mecénica relativistica [Jackson, 1997][Wiedemann, 2003]. Calcular a intensidade
de radiacao emitida exige primeiramente calcular os campos eletromagnéticos
gerados pelas cargas em movimentos. Por se tratar de um movimento rela-
tivistico, deve-se considerar os campos retardados na descrigao desse fenémeno.

Os campos retardados emitidos por uma carga ¢ em movimento com velo-

cidade 8 = ¥ e com uma trajetéria conhecida sao conhecidos como Campos de

Liénard-Wiechert, resumidas nas equacoes
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=

5 _ 4 1 (1 x B) . o 1 i f
B_47reo (15/1)3{ Re (1 u) (MXB) <R272+ Rc)} tr7
(1.2)
que fornecem os campos E e B detectado por um observador & uma distancia
R(t,) de uma carga ¢ no momento ¢, em que a carga emitiu radiagdo. -y é o fator
de Lorentz dado por (1 — 8%2)~1/2, ¢ a velocidade da luz e €, a permissividade
elétrica do vacuo. O versor i é chamado versor de observagao e é definido por

R(t,)
R(t,)

O cuidado em diferenciar R(t), a posigdo da carga no momento ¢ em que a
radiagao é observada da posigao, de R(t,), a posi¢ao da carga no momento ¢, em
que ela irradia, se faz necessédrio pois para cargas com velocidades relativisticas
a posicao no momento de emissao é muito diferente da posicao no momento de
observagao.

Observa-se nas equagoes 1.1 e 1.2 duas componentes: uma que depende
do inverso da distancia (dependéncia R~!) e outra que depende do inverso
do quadrado da distancia (dependéncia R=2). Os campos ditos radiantes sio
aqueles cujo valor tende a zero com dependéncia R~ 1 quando a distancia entre
o observador e a fonte tende ao infinito (R — o0). Resumindo, o calculo dos
campos de uma carga em movimento revelam a presenca de campos radiantes
devido & presenca da componente R~1).

Concentrando agora nos termos radiantes dos campos de Liénard-Wiechert,
observa-se uma dependéncia direta com a aceleragao da fonte. Como con-
sequéncia, s6 havera radiacao se a fonte for acelerada.

Dividindo a aceleracao de forma apropriada, obtém-se algumas informagoes
interessantes quanto a radiacao emitida. Separa-se a aceleracao em duas com-

= (1.3)

ponentes: uma na dire¢ao do movimento ﬁ, (longitudinal) e outra perpendicular

ao movimento ﬂ_' 1 (radial). Calculando a poténcia irradiada nesses dois casos
obtém-se [Wiedemann, 2003]

2¢ 1 [(dp\?
p =9 P 1.4
3 4me m2c? ( dt ) (14)
© 2
2 ¢° v (dpy
p =24 PL 15
L7 34mem2e \ dt ’ (1.5)

sendo % a forga aceleradora e m a massa das cargas.
Supondo agora que se aplique uma forca de mesma intensidade na diregao
paralela e perpendicular ao movimento (F, = F ) percebe-se que

7] 1
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Ou seja, a radiacio emitida por uma carga em érbita circular é v? vezes
maior que a radiagao emitida em trajetéria linear. Esse efeito ocorre pois,
para casos relativisticos, uma forga aplicada perpendicularmente causa uma
aceleracao maior do que uma forca aplicada na direcao do movimento.

Outra caracteristica importante é a dependéncia com o inverso do quadrado
da massa da particula. Isso quer dizer que particulas carregadas mais leves
emitem maior quantidade de radiagao.

Por esses motivos, fontes de radiacao baseadas em cargas aceleradas se utili-
zam de elétrons relativisticos em trajetérias circulares (ou quase-circulares) em
anéis de armazenamento. Essas trajetorias sao obtidas com dipolos magnéticos
que, pela acao da forca de Lorentz, criam uma forca centripeta sobre os elétrons.

H& duas formas de extrair radiagao sincrotron destes anéis: coletando a
radiagao sincrotron emitida nos dipolos defletores ou inserindo imas nos tre-
chos retos. Os elementos dos trechos retos denominam-se Dispositivos de In-
sercdo e possuem caracteristicas especificas, apesar de fundamentalmente ocor-
rer o mesmo fenémeno de emissao de radiagao que nos dipolos defletores. Nos
capitulos 1.2 e 1.3 discutem-se as caracteristicas da radiacao produzida nesses
dois tipos de dispositivos.

1.2 Dipolos Defletores

As caracteristicas da radiacao sincrotron emitida em um dipolo defletor sao
calculados tomando uma trajetéria circular tal que a velocidade da carga E seja
perpendicular ao campo magnético B do dipolo, desconsiderando a perda de
energia por radiagdo (ou seja, assumindo que ‘;—Z =0).

As equagoes 1.1 e 1.2 mostram os campos retardados para uma trajetoria
genérica, de forma que para obter as propriedades da radiagao sincrotron emitida
em dipolo magnético basta aplicar essas equacoes a uma érbita circular. Para
tanto, considera-se um sistema de coordenada onde a carga encontra-se no centro
executando movimento instantaneamente circular (Figura 1.1).

Serao apresentados agora os principais resultados e caracteristicas deste tipo
de fonte.

1.2.1 Raio de Curvatura e Campo Magnético

Em anéis de armazenamento os dipolos magnéticos tem de ser projetados de
forma a definir uma érbita fechada de acordo com a energia dos elétrons e com
a faixa de energia da radiacao desejada. O raio de circunferéncia da trajetéria
circular nos dipolos pode ser calculado diretamente pela forca de Lorentz

= -~ = dp d
ecfx B="T = 2 (ym), (17)
sendo F a forca de Lorentz, e a carga elementar do elétron e p'o momento linear
dos elétrons.
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by

< i E

Trajetéria da particula

Figura 1.1: Sistema de coordenadas utilizado para o cédlculo da distribuicao
angular de frequéncia. A particula estd momentaneamente na origem com ve-
locidade na direcao Z e aceleragao na direcao .

Para a drbita circular temos que 5 L B e Z—Z = (0, uma vez que uma forga

centripeta altera apenas a diregdo, e ndo o modulo da velocidade (desprezando
a perda de energia por radia¢do). Tomando ainda que |0] &~ ¢ chegamos &

dv
B = —
ecf3 ym_
2 E 2
ecfB = fymv— ~ c—,

p - m"

de formam que isolando p temos:

PR — (1.8)

®
o
oy

sendo p o raio de curvatura e E a energia dos elétrons no anel de armazenamento.

1.2.2 Distribuicao Espacial de Poténcia

A distribuigdo angular da poténcia emitida em um dipolo magnético depende
da dispersao geométrica dos elétrons quando atravessam o campo do dipolo e
das caracteristicas geométricas do processo de emissao.

A poténcia emitida por um unico elétron nas condigoes padroes, i.e., elétron
relativistico na origem do sistema de coordenadas (Fig. 1.1) em movimento
circular uniforme com velocidade instantanea 5 ~ (0,0,0) e aceleragao 5 =

2
(%, 0, O), é dada por Ref. [Jackson, 1997], que fornece a distribui¢ao angular

da poténcia emitida:
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Figura 1.2: (a) Sistema de coordenadas utilizado. (b) Distribuicdo angular
da poténcia irradiada por uma carga em movimento circular com 8 = 0,9 e
(c) para o caso nao-relativistico (f << 1). Nesses gréficos a intensidade foi
normalizada para a intensidade maxima a 6 e ¢ = 0. As superficies sdo definidas

por vetores(r, 0, ¢) = (%7 0,9).
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dP(t,) _ ( e >2 tho B (1 - Beosh)® — (1 — B2)sin? 0 cos? ¢ (1.9)

aQ 47 €0 P2 (1 — Bcos 0)5

sendo i, a permeabilidade do vacuo, e 2 o angulo sélido definido pelas coor-
denadas polares 6 e ¢. A distribuicdo dada em Eq. 1.9 pode ser vista em Fig.
1.2b para um valor fixo de 8, onde observa-se que, para 8 e 3 fixos, a poténcia
irradiada tem um minimo quando ¢ = 0 e ¢ = ™ e um méaximo para ¢ = %
Dessa forma, instantaneamente hd mais radiagdo emitida na diregao perpendi-
cular ao plano da 6rbita (¢ = %) do que na diregao paralela (¢ = 0,¢ = )
ao plano da orbita. Deve-se enfatizar o cardcter instantaneo dessa solugao, pois
a abertura angular no plano da érbita serd determinada pelo comprimento do
caminho em que a carga sofre aceleragao.

E interessante comparar a emissao de radiagao em trajetoria circular rela-
tivistica com o caso nao relativistico. Para valores de f << 1 temos que a
equacao 1.1 se reduz para

g i x(jix )

E =
4meg cR

(1.10)

de forma que a distribuic@o espacial da radiacao é dada pela Férmula de Larmor
[Jackson, 1997]:

dP(t,) _ (i

2 fpo .
=0 47T) 6—|,8(tr)|2sm219 (1.11)

onde utiliza-se o angulo ¥ como o angulo entre os vetores de observagao [ e de

aceleragao E no instante ¢,.

A funcao é mostrada na Figura 1.2c, onde observa-se uma direcdo preferen-
cial no plano xy e uma distribuicao isotrépica em relagao ao angulo polar ¢,
fato que nao ocorre no caso relativistico.

Outra propriedade interessante pode ser visualizada quando se estuda o com-
portamento da poténcia irradiada em funcao do fator de Lorentz v e do dngulo
0 de emissao para energias relativisticas. A Figura 1.3 mostra a dependéncia da
poténcia irradiada (normalizada para 1 quando # = 0) com o angulo § em uni-
dades de 1/7. A curva mostra que a maior parte da radiagao esta concentrada
em valores de 6y menores do que 1 para uma ampla faixa de energia, de forma
que normalmente se diz que a radiagao emitida estda concentrada em um cone

de angulo
l6=1"] (1.12)

Na prética, para o limite ¥ >> 1e 6 — 0, a poténcia a § =y~ ! é de 1/8 a
poténcia & 6 = 0 [Notas Pessoais].
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Energial Gg‘v'l

Figura 1.3: Distribuicdo da poténcia irradiada por uma carga em movimento
circular em funcao de 6v e da energia dos elétrons (E > 100MeV e v > 190),
mostrando que a maior parte da poténcia irradiada se concentra em um intervalo
menor que #y=1 dentro de uma ampla faixa de energia. Intensidade normalizada
para 1 na diregao frontal § = 0
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1.2.3 Distribuicao Espacial e Espectral

O estudo da emissao de radiacao sincrotron fornece resultados analiticos apro-
ximados para a distribuicao espacial e espectral da radiagdo emitida por um
dipolo defletor. As aproximacoes utilizadas sao relacionadas a velocidade rela-
tivistica da carga, que permitem aproximar S~ 1e 6 =~ ! << 1. Além disso
utiliza-se aproximagoes de regiao de radiagao onde considera-se a distancia entre
fonte e observador muito maior que o tamanho da fonte.

Fazendo uso dessas aproximagoes e utilizando um sistema de coordenadas
adequado [Jackson, 1997], obtém-se as intensidade para o campo elétrico polari-
zado nas diregoes perpendicular e paralela a orbita, respectivamente chamadas
de polarizagdo 7 e polarizagdo o. A solucdo obtida para a energia irradiada W
¢ dada em termos das Fungoes de Bessel Modificadas do Segundo tipo Ky /3 e
K3 (ver [Jackson, 1997, Cap. 14.6])

PW o 3he? [e)\? , > VOPK? 5(€)
— = = 1 2%)° | K2 LA 1.13
d=dQ ~ 1673¢, <5> 7L+ P) KO + 262 (1.13)
onde ¢ é a energia dos fétons® e sendo ¢ dado por
1
§=5— (1477677 (1.14)

. € definido como a energia onde £ = 1/2, o que em unidades préticas
resulta em

. = 665 E%[GeVB[T]

: (1.15)

sendo €. em eV.

Na equacdo 1.13 os termos dependentes de Kj/3(§) correspondem a pola-
rizagdo no plano da drbita (chamada de polarizagdo o) enquanto o termo que
depende de K /3(§) corresponde & polarizagao perpendicular ao plano da drbita
(chamada de polarizacao 7).

Uma vez que o termo da polarizacao 7 é zero para 6 = 0, tém-se que no plano
da 6rbita (6 = 0) a radiagao é linearmente polarizada na diregdo do plano. Ja
para valores de 6 # 0 (fora do plano da 6rbita) ha presenca de radiacdo nas
duas polarizagdes, o que produz radiacao elipticamente polarizada (ver Fig.1.4).

No uso de radiagao sincrotron, usualmente tém-se interesse pelo fluxo de
fétons %ﬂ(‘g) (ntimero de f6tons por segundo por unidade de angulo sdlido) emi-
tidos por uma corrente I de particulas de carga ¢q. Além disso, dado que é prati-
camente impossivel monocromatizar um amplo espectro de radiagao, utiliza-se
o fluxo de f6tons em um dado intervalo de energia (ou frequéncia), tecnicamente
chamado de banda passante (bandwidth) e definido por bw = Ae/e. Em termos

INeste capitulo, afim de distingdo da notagdo, usaremos € para a energia dos fétons e E
para a energia das cargas
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Figura 1.4: Intensidade (a) da polarizacao o e (b) da polarizagao 7, normaliza-

das pela intensidade maxima da polarizacao paralela (6§ =0 e é ~ 0,8338)
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Figura 1.5: Espectros de emissao (a) total e (b) por polarizacao, normalizados
para intensidade maxima & = ~ 0, 2858 Métodos numéricos do mathematica).

praticos, esta razao reflete o quanto a instrumentagao da linha de luz sera capaz
de selecionar uma faixa de energia do feixe de radiacao. Esse fluxo de fétons é
calculado por [Wiedemann, 2003]:

dNs(e)  dPW(e) I [ Ae
de T dedQ E<?>' (1.16)

A figura 1.5 mostra a Equacao 1.16 integrada em todas as direcGes por um
programa computacional, mostrando a presenca de um médximo em = ~ 0,3 e

uma queda acentuada apds este maximo.
1.3 Dispositivos de Insercao
De modo geral, o fluxo obtido em um anel de armazenamento composto apenas

de dipolos defletores depende apenas de trés parametros da méaquina: o campo
magnético nos dipolos defletores, a corrente e a energia dos elétrons. O aumento
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do campo defletor também altera a energia critica, sendo essa uma forma de
aumentar a energia da radiagao.

Do ponto de vista pratico, um anel de armazenamento é projetado para
operar em determinada energia e corrente e com campo defletor fixo. Além
disso, as caracteristicas de uma fonte devem contemplar as varias técnicas que
fazem uso das diferentes faixas de energias.

A solucao imediata para aumentar o fluxo de radiagdo da fonte seria operar
com a maior energia e a maior corrente possiveis. No entanto isso causaria outros
problemas, como por exemplo a necessidade de dissipar uma grande poténcia
quando o interesse é utilizar apenas fétons de energias baixas.

Uma alternativa seria operar com energias intermediarias e operar com dife-
rentes campos defletores nos dipolos, otimizando o campo (e a energia critica) de
cada um para as aplicacoes especificas de cada linha de luz. Porém essa alterna-
tiva causa outras dificuldades, uma vez que um anel de armazenamento possui
certas simetrias que facilitam sua operacao e diferentes deflexdes quebrariam
essas simetrias [Margaritondo, 1988][Wiedemann, 2003].

Logo, para manter a simetria da maquina, utiliza-se nos trechos retos dipolos
extras com campos magnéticos maiores mas com efeito global nulo para a éptica
do anel, que permitem operar a maquina com energias intermedidrias e obter
radiacdo com energias maiores. A esses dipolos inseridos em trechos retos dos
anéis de armazenamento denominam-se Dispositivos de Inser¢io (DI).

A condigao imposta de efeito nulo para a dtica é de que o campo magnético
transversal somado ao longo da trajetdria das cargas ao atravessar o dispositivo
de insercao seja zero, o que é expresso matematicamente por

/ Bi(z)dz =0 i=ux,y, (1.17)
DI

sendo B; o campo magnético transversal gerado pelos dipolos em questao, z a
diregao de propagacio das cargas, x e y as diregoes transversais (Fig. 1.6b). DI
diz que a integracao deve ser feita no caminho tragado pelos elétrons sob efeito
do campo magnético do dispositivo de insergao.

Uma forma de se obter tal tipo de dispositivo é utilizar dois dipolos magnéticos
idénticos colocados em série (um apds o outro ao longo da trajetéria) mas com
polaridades invertidas, de forma a, idealmente, tentar obter um campo da forma

(0,0,0) se |z| > )‘—2’)
B(®) =4 (0,By,0) se -3 <z<0 (1.18)
(0,—Bg,0) se 0<z< ’\2—‘7

onde A\, é o comprimento de dois dipolos e By 0 médulo do campo méximo.
Na préatica o que se faz é associar varios desses conjuntos de dois dipolos em
série obtendo um campo periédico de periodo A,, de forma que um dispositivo
com N dipolos emitird N vezes mais radiacao do que um tunico dipolo.
Em geral aproxima-se o campo periddico desses dispositivos por um campo
senoidal da forma
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(a) (b)

Figura 1.6: (a) Sistema de referéncias para os dispositivos de insergdo. Cada
bloco azul (vermelho) representa um polo do norte (sul) do dipolo magnético.
(b) Representacao do campo magnético gerado no interior do arranjo periédico.

E(a:,y,z) = (O,BO cos 2)7\rx’0) =B, (2)7, (1.19)

P

sendo o sistema de coordenadas em relagao ao arranjo periédico mostrado na
Figura 1.6a. Uma representacao do campo pode ser vista na figura 1.6b.

De acordo com o campo magnético gerado por esses dipolos, esses disposi-
tivos sao classificados como Wigglers ou Onduladores. A diferenca bésica entre
eles é que no Wiggler a radiacao gerada por um dipolo soma-se incoerentemente
com a radiacao dos outros dipolos enquanto que no Ondulador ha adigao coe-
rente causando interferéncia construtiva para uma dada frequéncia da radiagao
e seus harmoénicos [Schlueter, 1995][Clark, 2004].

O tratamento matemaético para Wiggler e Onduladores parte do cédlculo da
trajetoria de cargas relativisticas em um campo senoidal como o apresentado
em 1.19. A seguir, serd feita a anélise dessa trajetdria de forma a determinar
os parametros que diferenciam o Wiggler do Ondulador. Com esses resultados,
serd estudado o caso particular da radiacao emitida por um Wiggler.

1.3.1 Movimento de cargas em campo magnético senoidal

A trajetéria dos elétrons em um campo como o de Eq. 1.19 é obtida con-
siderando uma carga sujeita a forga de Lorentz. Considerando a velocidade
transversal muito menor do que a longitudinal, obtém-se que o desvio da orbita
sofrido pela carga no plano XZ é dado por [Wiedemann, 2003] [Razina and
Epp, 1991]:
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x(z)
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Figura 1.7: (a) Trajetéria das cargas no plano zz. (b) Angulos de desvio da

érbita ¥ e do cone de emissdo v~ 1.

ecBy [ Ap 2 2rvt ecBg [ Ap 2 27z
= — S = —- 5 ——. 1.20
2(2) E < 21 ) o8 Ap E 21 €08 Ap ( )

Sendo assim, a trajetéria das cargas também se faz de forma senoidal, com
amplitude maxima de

T = % (1.21)

max 47T2E .
Tratando agora cada ponto da trajetoria como um dipolo magnético de
campo B = B(z)y, teremos que cada ponto ao longo da trajetéria serd um
dipolo com campo de deflexao distinto emitindo em uma direcao com angulo ¢

da direcao frontal Z. Pela figura 1.7 verificamos que o angulo 9 é dado por

dx
tand = — 1.22
an e (1.22)
e que, devido o baixo valor de %, permite que se escreva tan v ~ 1) obtendo
ecBo), . [2mz
=— — 1.2
9(z) 5 sm( " ) , (1.23)

. (o ~ ‘ A .
de onde obtém-se que a maxima deflexao angular serd para x = £ e é dada
por
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ecBo\ ecBoA, 1
Dmas = P —4 P, 1.24
2rE 2mmc? (1.24)

No Cap. 1.2.2 foi discutido que uma carga acelerada por uma forca trans-
versal emite radiacdo na sua maioria dentro de um cone com angulo § = ~~!
(Eq. 1.12). Define-se entdo um pardmetro adimensional K que d& a relagao
entre a maxima deflexao angular e a divergéncia natural da emissao de radiagao
por uma carga:

ﬁm,ar eBO)‘
K= = mazy = P 1.25
0 2T = Srme ( )
que, em unidades pratica torna-se:
K = 0,934Bo[T] A [cm] \ (1.26)

O valor de amplitude maxima na direcao x dado em fungao de K fica:

MK
2y

(1.27)

xma:v

Aplem] K

max = ,81
Tmaz[pm] 0,8133 E[GeV]

(1.28)

A diferenca bédsica entre um Ondulador e um Wiggler é que no ultimo a
radiacao gerada por um dipolo soma-se incoerentemente com a radiagao dos
outros dipolos enquanto que no Ondulador os campos irradiados se somam co-
erentemente causando interferéncia construtiva para uma dada frequéncia da
radiac@o e seus harménicos [Schlueter, 1995][Clark, 2004].

Para valores de K < 1 a divergéncia causada pela mudanga de trajetéria é
menor que a divergéncia natural do processo de emissao de forma que o processo
de interferéncia coerente da radiacao emitida é favorecido. Para valores de K >
1 o fenémeno de interferéncia nao ocorre, e a radiacao se soma incoerentemente
[Clark, 2004]. Sendo assim, os caso de K < 1 descrevem o comportamento de
um Ondulador?, enquanto que um Wiggler é caracterizado por K > 1.

Como a energia critica do espectro de radiagao sincrotron depende do campo
magnético dos dipolos, e como o parametro K também depende do campo
magnético, entao ha uma relagao entre a energia critica do espectro de emissao
de radiagao e o parametro K. Substituindo Eq. 1.26 em Eq. 1.15 por By,
chegamos a

_ TI2E2[GeV]K

c =

o] (1.29)

Utilizando agora esta equagao para calcular qual o periodo de um ondulador
de pardmetro K = 1 operando no anel de armazenamento do LNLS (energia dos

2Na verdade o valor K = 1 n#o significa auséncia de interferéncia, sendo esse valor um
tanto arbitrario uma vez que algumas referéncias chegam a utilizar o limite em K = 5[Clark,
2004]. Para efeitos praticos usaremos o limite em K = 1 mas a melhor distingdo entre Wiggler
e Onduladores é a presencga ou nao do fenémeno de interferéncia coerente.
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elétrons de 1,37GeV’) necessdrio para gerar radiagdo com energia critica acima
de 8K eV, chegamos ao valor e 1,76mm, com um campo magnético maximo de
6,4Tesla.

Com a tecnologia atual de construgao de onduladores é inviavel construir
um dispositivo com tais parametros, de forma que no atual anel de armaze-
namento do LNLS ¢é invidvel utilizar um Ondulador para gerar raios-X duros.
Assim, aprofundaremos a discussao sobre Wigglers e negligenciaremos a fisica
dos Onduladores, uma vez que o foco deste trabalho sao linhas de luz de raios-X
duros.

1.3.2 Distribuicao Espacial de Poténcia

Para o caso dos Wiggler usualmente desconsidera-se as propriedades do feixe
de cargas que atravessa o dispositivo uma vez que a divergéncia angular dos
elétrons no pacote (o parametro que seria mais relevante) é menor do que a
divergéncia natural da radiagao (y~!) [Kim, 1986].

Considerando entao elétrons em uma trajetéria senoidal como a dada em
eq. 1.20, obtém-se uma solugao analitica para a poténcia emitida por um Wig-
gler[Kim, 1986], expressa por

E _p 2142
dQ " Ti6rK

G(K) fx (v0,79) (1.30)

onde Pr é a poténcia total, integrada em todos os angulos e frequéncias, e dada
por

Pr[kW] = 0,633E2[GeV|B2[TI[A]N \,[m] (1.31)

sendo F a energia dos elétrons, By o campo magnético maximo, L o compri-
mento total do Wiggler e I é a corrente de elétrons.

A dependéncia angular é dada pela fungao fx(70,~9), que depende de K e
G(K) por

16K g 1 4(y9— Kcosa)?\ . ,
fr(v0,~v9) = TG(E) /_Tr do <D3 5 sin” « (1.32)

sendo D dado por 1+ (70)% + (v — K cos a)?.
A funcdo G(K) é um fator de normalizacdo que faz com que fx(0,0) =1e
é dado por

(KS+ 2 K* +4K? 4 15)
(1+K2)7?

A complexidade de tais equagoes forca o uso de métodos numéricos para o
célculo da funcao fx ou o uso de casos limite onde as fungoes sdo simplificadas.
Em Ref. [Kim, 1986] sao fornecidas solugbes aproximadas para alguns casos,
entre eles os casos limites quando K — 0 e K — o0o. Neste trabalho optou-se

GK) =K (1.33)
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Figura 1.8: (a) Distribuigdo angular da poténcia irradiada por um Wiggler
com K = 10 em fungdo de 0 e ~19, normalizado para o valor maximo em
(0,9) = (0,0). (b) Energia critica em funcao do angulo 9.

por utilizar métodos computacionais numéricos® para resolver a a integral da
funcao fx e obter o comportamento da distribuicao de poténcias da Eq. 1.30
(Fig. 1.8a).

1.3.3 Distribuicao Espacial e Espectral

A forma usual de obter as caracteristicas da radiagdo de um Wiggler é considerar
cada ponto da trajetéria como um dipolo com campo defletor B(z) e diregao
de emiss@o ¥(z) (Equagoes 1.19 e 1.23) que emite radiacao de acordo com as
equacdes 1.9 e 1.13 de radiacdo do dipolo?.

Descricoes analiticas do Wiggler com aproximagoes sao apresentada por Ref.
[Razina and Epp, 1991], para a distribuigao espectral e espacial. Tal resultado
pode ser obtido de forma alternativa calculando o campo magnético em funcgao
do angulo de deflexao B(¥) e substituindo no valor do campo do dipolo em 1.13.
O valor de B(¥) é obtido manipulando as equagoes 1.19, 1.20 e 1.23, e leva &

B(d) = Boy |1 — (%)2. (1.34)

A dependéncia da distribuicao de radiacao com o campo magnético ocorre
através da energia critica dada na Eq. 1.15, de forma que a energia critica da

3Utilizou-se o programa computacional Wolfram Mathematica (http://www.wolfram.com/
products/mathematica/index.html)

4Muitos autores (como [Wiedemann, 2003], [Margaritondo, 1988] e [Ciocci et al., 2000])
desconsideram os efeitos da dependéncia do campo em ¥ e tratam um Wiggler como N dipolos
defletores com campo magnético igual ao campo maximo Bg do Wiggler e com divergéncia
méaxima de Ymaz-
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radiagao depende da direcao de observagao e é dada por:

9 2
EWiggler = |0,665E%(GeV)Bo(T)] 1—(”}()

2 2
~ 0
EWiggler = Ec\/l - ( K) = Ec\/l - (ﬂmaz> ’ (135>

onde ¢, é a energia critica calculada para emissao frontal e usada para se referir
a energia critica de um Wiggler. Observa-se que a equagao é a mesma para um
dipolo cujo campo magnético defletor B tem o mesmo valor de By, o campo
magnético maximo de um Wiggler. O comportamento da Eq. 1.35 é vista na
Fig. 1.8b.

Sendo a equagao de emissdao de radiagao pelo dipolo defletor uma funcao da
energia dos fétons €, do angulo sélido €2, da energia critica €. e da energia das
cargas F, i.e.,

d*W
prrot fe,Q e, E), (1.36)
temos entao que a distribuicao angular e de energia do Wiggler fg‘:ivﬁ pode ser
escrita em funcao da distribuicdo para o dipolo defletor na forma de
d*W, d*W
Y (e, ee, E,N,K) = N——(,Q,e.V/1 — a2, E) |, 1.
dedqy & e BN K) = Nz (5,0, o B) (1.37)
definindo a = % e lembrando que nessas coordenadas df)2 = sinfdfdd. O

comportamento da Eq. 1.37 é mostrado na Fig. 1.9.
Logo, explicitando a Eq. 1.37 para o Wiggler teremos que

N 2 292[(2 E
dNy(e)  3le <EC € ) 2 (1+7292)2 lez/g(E)Jr’y i/3(6)

a2 - 167T360 V1 — o2 1+ 72&2
(1.38)
e & dado por:
1 € 3/2
= (1 +~%¢* 1.39
¢ 2z ﬁ—oﬁ( v%0?) (1.39)
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Figura 1.9: Distribuicdo angular da radiacdo de um Wiggler para (a) e (b)
€=¢c (c)e=Fe(d) e=2e.



Capitulo 2

Interacao de Raios-X com a
matéria

Uma vez conhecidas as caracteristicas das fontes de radiacao sincrotron, ire-
mos tratar as particularidades dos elementos que constituem uma linha de luz.
Para tanto, é importante introduzir as propriedades da interagao entre a ra-
diacao eletromagnética e a matéria para em seguida estudar cada elemento da
Optica de uma linha de luz a partir dessas propriedades. Sendo o foco dessa
dissertagao linhas de luz para raios-X duros (energia entre 2KeV e 30KeV)?!,
as interagoes abordadas serao as que cobrem essa faixa de energia da radiagao
eletromagnética.

A probabilidade de que uma interacao ocorra entre um féton e um atomo
é representada pela grandeza se¢cao de choque. Essa grandeza tem unidade de
area e depende de propriedades atomicas, como a energia de ligacao dos elétrons
(que por sua vez depende de vérios parametros atémicos) e a energia dos fétons.
Isso decorre de que os fétons interagem com os atomos como um todo, ou com
os elétrons atomicos ou com os nucleos atomicos individualmente a depender
de sua energia. No caso dos raios-X a interacao se da entre fétons e elétrons
atomicos.

A Figura 2.1 mostra a secdo de choque dos fétons para um amplo espec-
tro de energia para dois elementos distintos, o carbono e o chumbo, separados
por tipo de interagdo. Observa-se que para a faixa de energia dos raios-X du-
ros os fendmenos relevantes sao o efeito fotoelétrico, o espalhamento Rayleigh
(espalhamento eldstico) e o espalhamento Compton (espalhamento ineldstico).
O comportamento desses dois elementos refletem qualitativamente o comporta-
mento dos demais.

A secao de choque pode ser visualizada imaginando que cada dtomo, do
ponto de vista da radiacao incidente, seja uma superficie de area efetiva o dado
pela secao de choque. Uma vez que um féton incide sobre a area de uma dessas

IN&o hd um consenso entre as bibliografias quanto uma definicdo da faixa de energia que
recebe a nomenclatura de raios-X duros, sendo esse valor um tanto arbitrario.

25
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g, | T T T T 1

(a) Carbon (£ =16)

I Mb (— ° o - experimental G, —

1 kb

Cross section (barns/atom)

10 mb

— e o (b) Lead (Z = 82) .
8 ] ".E o - experimental Giot

— GR:Lyleigl

Cross section (barns/atom)

Lkb [
IbE /
’
rF
— J’
.f‘ b ‘.L
10 mb I | | \ | AR I 4
10 eV | keV 1 MeV LGeV 100 GeV

Photon Energy

Figura 2.1: Secao de choque (a) do carbono e (b) do chumbo para interagao com
fétons em funcao da energia (1barn = 1072%m?) para um extenso intervalo de
energia. A faixa cinza destaca a faixa de energia de raios-X duros. Os pontos re-
presentam medidas experimentais, enquanto as curvas mostram as contribuigoes
dos diferentes processos: op... se¢do de choque relacionada ao efeito fotoelétrico,
O Rayleigh a0 espalhamento Rayleigh, ccompion 80 espalhamento Compton, Kpyc
a producao de pares devido ao campo nuclear, k. a produgao de pares devido ao
campo gerado pelos elétrons, 04 4. as interacoes nucleares que causam a quebra
do nicleo[Amsler, 2008].



27

Figura 2.2: Geometria da Eq. 2.1 onde uma quantidade N, de fétons incide uma
material de espessura d e densidade p,, e uma quantidade N(d) é transmitida.

superficies, ele interage sendo espalhado ou absorvido.

Tratando essa visao matematicamente, temos que o nimero de fétons N que
atravessa uma espessura d de determinado material onde incide um ntmero N,
de fétons (Fig. 2.2) é dado por[Als-Nielsen and McMorrow, 2001]

N(d) = Nge P7% = Nye 14, (2.1)

onde p, é a densidade atémica do material (ndmero de dtomos por volume) e o
a secao de choque total, e onde definiu-se o parametro p chamado de coeficiente
de atenuac¢ao

A visao de que a secao de choque corresponde & uma probabilidade de in-
teragdo permite separd-la como uma soma da se¢ao choque de cada processo (es-
palhamento eldstico, efeito fotoelétrico, etc.). Matematicamente teremos entao

o= Zai, (2.2)

sendo que i representa os processos pelos quais os fétons interagem com o ma-
terial.

A andlise também pode ser expandida para materiais compostos conside-
rando a densidade de cada elemento p; no material. Além disso, as segoes de
choque também dependem dos elementos em questao. Sendo assim, o coeficiente
de atenuagao em funcao dos processos e dos elementos torna-se:

p= o= i (2.3)
ij ij

onde escrevemos um coeficiente de atenuagao j;; para cada elemento j e para
cada interacao i.

A secao de choque pode ser calculada individualmente para cada processo.
Isso é feito de formas distintas, cada uma com aproximagoes adequadas & cada
um dos fenémenos e que é feito por duas abordagens principais uma pelo Ele-
tromagnetismo Classico e outra pela Mecanica Quantica.
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A abordagem pelo Electromagnetismo Cléssico considera a atuacao da Forga
de Coulomb e as interagoes entre o campo elétrico da radiacao e os elétrons
atomicos. Em geral utiliza-se das aproximagao de elétrons livres (Thomson) ou
elétrons em potencial harménico (Rayleigh);

A abordagem pela mecénica quantica dos diversos fen6menos também con-
sidera a interacao entre fotons e elétrons atomicos e utiliza teoria de espalha-
mento, teoria de perturbagao dependente do tempo (em geral uma perturbagio
harménica) e segunda quantizagdo. A Hamiltoniana H(R,t) que descreve a
interagdo entre a radiacdo e os elétrons atomicos é dada por[Cohen-Tannoudji
et al., 1978]

HR, ) = % P — cAR, 1) + V(R) (2.4)

onde m e e sao a massa e a carga do elétron, P o operador momento linear, R
o operador posicao, A(R,t) o potencial vetor e V(R) o potencial de Coulomb
gerado pelo nicleo atémico.

Abrindo o termo quadrado, podemos tratar o problema em termos de uma
perturbacao aos elétrons ligados a um atomo por um potencial Coulombiano
(problema do dtomo de hidrogénio) com Hamiltoniana Hy dado por

Hy = —P? 4+ V(R) (2.5)
"7 om ’ '
e a perturbagao W (t) serd escrita por

e2

2 (&
W(t) = o [A(R, )] mP AR, ). (2.6)

A solugao dos termos perturbativos irao descrever os diversos fenémenos[Als-
Nielsen and McMorrow, 2001]: em primeira ordem os termos P+ A e A - A des-
crevem respectivamente a absorcao fotoelétrica e o espalhamento elastico. Em
segunda ordem teremos que P - A descreve o espalhamento ressonante enquanto
que o termo A - A descreve o espalhamento inelastico.

Neste trabalho serd adotado uma abordagem cldssica e/ou semi-cléssica:
cléssica no sentido que utiliza electromagnetismo classico para descrever a in-
teragao entre radiagao eletromagnética e matéria, e considera os elétrons como
livres ou ligados por potencial harmonico; e utiliza conceitos semi-classicos como
o modelo atomico de Bohr e considera algumas interagoes como colisoes elasticas
ou inelasticas.

2.1 Absorcao

O processo de absorcao de radiagao esta relacionado com o efeito fotoelétrico,
onde um féton é absorvido pelo dtomo e um elétron é emitido (excitado) da
nuvem eletronica Fig. 2.3a. O elétron é emitido com energia E igual & energia
do féton F, menos a energia de ligacao do elétron Ey
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Figura 2.3: (a) Absorcao fotoelétrica e a subsequente emissao de radiacao de
fluorescéncia (b) K, e (¢) Kz por uma transi¢ao respectivamente de um elétron

(c

da camada L e da camada M para a camada K. (d) Por ultimo emissdo de um
elétron Auger.

E=E,—FE, (2.7)

deixando um nivel eletronico de energia Fy desocupado. Por esse motivo, o efeito
s6 ocorre para radiagao com energias superiores as de ligacao dos elétrons.

O nivel eletronico vago é entao ocupado por um elétron de camadas eletronicas
de maiores energias (Fig. 2.3b e 2.3¢). Essas transigoes eletronicas sao descri-
tas pela Mecénica Quéntica e obedecem a regra de selegao atéomica [Cohen-
Tannoudji et al., 1978].

Ao ocupar o nivel vago, o elétron terd um excesso de energia dado pela di-
ferenca de energia de ligagao entre o nivel que ele ocupava anteriormente e o
nivel atual. Essa diferenca de energia é entao liberada de duas formas: através
de fétons (Figuras 2.3b e 2.3c) ou elétrons (Figuras 2.3d). Ao fendémeno de
emissao de fétons denomina-se fluorescéncia, enquanto a emissao de elétrons
é feita por dois processos denominados emissio Auger ou emissao Coster-
Kronig|Thompson and Vaughan, 2001], dependendo da camada de origem do
elétron que fez a transigao
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Figura 2.4: Esquema das transicoes entre as camadas eletronicas que causam
a emissao de fluorescéncia e suas respectivas nomenclaturas de acordo com a
notagdo espectroscopica. Figura extraida do programa Hephaestus (http://
cars9.uchicago.edu/~ravel/software/abouthephaestus.html)

Devido ao principio de conservagao de momento o processo de absorcao
requer um terceiro integrante & colisdo, no caso o nicleo atémico?[Grupen and
Shwartz, 2008]. Devido & proximidade com o niicleo, os elétrons das camadas
K terao uma grande secao de choque de absorcao para energias préximas a sua
energia de ligagao (=~ 80% da secao de choque total).

O calculo da segao de choque do efeito fotoelétrico é feito a partir da teoria
quantica de espalhamento e teoria de perturbagao de primeira ordem indepen-
dente do tempo [Als-Nielsen and McMorrow, 2001]. Além disso, utiliza-se duas
aproximagoes nas quais o elétron ejetado tem fungao de onda na forma de uma
onda esférica e a func¢ao de onda 1 (r) de um elétron ligado da camada K tem
dependéncia apenas radial da forma

re(r) = 1| 22 exp (‘TZ ) (2.8)

Ta? o

onde Z é o ntimero atoémico, a, o raio de Bohr e r a distancia em relagao ao
nucleo.

Essa aproximacao é valida para energias da radiagao superiores a de ligacao
do elétron. Para energias préximas a da borda é necessario utilizar a funcao de
onda correta para o elétron espalhado ao invés da aproximagao da onda plana,

2Por isso um elétron livre nao é capaz de absorver um féton.
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Figura 2.5: (a) Sistema de coordenadas da emissdo de elétron no efeito fo-
toelétrico. (b) Grafico polar em 3 dimensoes da distribui¢ao angular do elétron
emitido por efeito fotoelétrico no fenomeno de absorcao.

o que leva & inser¢ao de um fator de correcao f(£). Na aproximagao de Born
o resultado obtido é que a se¢ao de choque por elétron ligado da camada K é
dado por

2567 B2
Cabye = 5~ he - TOETK/Zf(g), (2.9)

sendo f(£) dado por

B [ Ey [ exp (—4&€arccot) | Eg
f(g) =2m E { 1—exp (_27‘_5) ] , €= m (2.10)

A secao de choque diferencial, ou seja, a secao de choque em funcao da
direcao do elétron emitido para energias superiores a de ligacao tem dependéncia
angular dada por [Heitler, 1954]

daab
ds)

o sin? 6 cos? ¢, (2.11)

e é mostrada na Figura 2.5.

A Figura 2.6a compara os valores obtidos pela Equagao 2.9 com a segao
de choque obtida a partir do célculo dos phase-shift de um potencial central
e um modelo atomico de Hartree-Slater e fornecidos pelo programa XCOM?3
[Berger et al., 1998]. Observa-se na Figura 2.6b um discordancia de até 10%
entre os modelos, principalmente em regioes muito préximas ou muito distantes

3Mais detalhes quanto os modelos utilizados pelo programa em http://physics.nist.gov/
PhysRefData/Xcom/Text/chap2.html
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Figura 2.6: (a) Equacdo 2.9 sobreposta aos dados fornecidos pelo programa
XCOM [Berger et al., 1998]. (b) Diferenga percentual entre esses valores. (c)
Comparacao da Equagao 2.12 com dados de [Thompson and Vaughan, 2001]. O
ajuste de uma funcio da forma Ex o -Z2 aos dados experimentais fornece uma
relacdo de By = 11,468 - Z?
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da borda. Dessa forma que o uso dessas formulas deve-se restringir & regioes
pouco distantes da borda.

A energia de ligacao para os elétron da camada K, considerando o modelo
atomico de Bohr, é dado por

Z’mc?

Ex=——

K913

Na Figura 2.6c compara-se esse resultado com dados experimentais. Para ener-

gias acima e distantes da borda podemos assumir f(§) = 1, de forma que nessa
regiao de energia levamos Eq. 2.12 em 2.9 e obtemos que

=13.613 - 7% (2.12)

Zi
Oabig X W . (213)

2.2 Espalhamento

O espalhamento de fétons por um material é o fen6meno onde um féton incide
sobre uma carga ou distribuicao de cargas e deflete sua trajetéria, podendo
alterar sua energia (espalhamento ineldstico) ou nao (espalhamento eldstico).

Na faixa de raios-X as fontes espalhadoras serao elétrons livres e elétrons
ligados aos nucleos atomicos. Apesar de a principio qualquer distribuicao de
carga poder funcionar como fonte espalhadora, a energia e frequéncia de raios-X
causa efeitos ressonantes com os elétrons ligados, motivo pelo qual se concentra
o estudo nesse tipo de espalhador.

Apesar da abordagem pela mecanica quantica citada anteriormente, usual-
mente utiliza-se aproximacgoes e uma abordagem clédssica para descrever certas
propriedades do espalhamento. Na descricao classica uma onda eletromagnética
oscilante for¢a o movimento de cargas, que por sua vez tornam-se fontes de ra-
diacao similares & dipolos oscilantes (antenas). As onda incidentes sao tratadas

como ondas eletromagnéticas harmoénicas da forma Eq = |Eg| exp [z(k‘f - wt)} €,
onde k é o vetor de onda, w a frequéncia de oscilagao, € a diregao de polarizacao.
A onda espalhada é uma onda radiante E,,q que do ponto de vista matemaético
é tratada como uma onda esférica do formato

ik'r

(&

Erad('ﬁ) = |Erad(Q)‘ r 7 (214)

sendo |Emd\ a amplitude e k' o mddulo do vetor de onda da onda esférica
espalhada. r é a distdncia entre o espalhador e o ponto de observagao.

Apesar de ser uma onda esférica, a onda espalhada nao serd isotrépica e
terd a dependéncia angular dada por Emd(Q). Em geral escreve-se a amplitude
Emd(Q) normalizada pela amplitude do campo elétrico incidente Ey por f(2):

(2.15)
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onde f(Q) é chamado de amplitude de espalhamento.

Quanto a se¢ao de choque, define-se uma se¢do de choque diferencial dg‘jig(m
em funcao do angulo de espalhamento. Para cada angulo de espalhamento pode-
se pensar que hd uma parte da secao de choque do.s, que interage com a onda,

tal que a secd@o de choque total .5, é a soma das fracoes docsp

Oesp = /daesp~ (216)

Assim a intensidade (energia por unidade de area) da onda espalhada pela drea
dosp serd igual a intensidade que atravessou uma area angular dA = rsin 6d6 -
rde = r2dQ) & uma distancia r do espalhador. Utilizando agora o principio de
conservacao de energia temos que[Jackson, 1997]

IOdJesp = 7“(1d712dg2 (217)
daesp _ QIrad

Uma vez que a intensidade é proporcional ao mdédulo quadrado do campo
elétrico, temos que

= 2
9 Erad (7:) ‘
2

doesp _

aQ

Ej

que pela defini¢cdo de amplitude de espalhamento (Eq. 2.15) e pela Eq. 2.14),
levam a

doesp _
aa
ou seja, a secao de choque diferencia é igual ao médulo quadrado da amplitude
de espalhamento. Assim, para obter a secao de choque de espalhamento deve-se
calcular a funcao da amplitude da radiacao espalhada.
Nos proximos capitulo faremos uma descrigao classica do modelo de espalha-
mento a fim de obter as secao de choque diferencial de cada tipo de espalhamento
e entender as propriedades da radiacao espalhada.

£ (), (2.19)

2.2.1 Espalhamento Elastico

O estudo da distribuigdo de cargas na matéria deve considerar que os elétrons
estao ligados por um potencial Coulombiano gerado pelo nicleo. Dependendo
da energia da ligacao e da energia da radiacao incidente, os elétrons podem ser
considerados como livres. O espalhamento de radiagao eletromagnética por um
elétron livre, descrito classicamente, é conhecida por espalhamento Thomson.
Para energias préximas a energia de ligacao ocorrem efeitos ressonantes de-
vido a ligacao entre as cargas e o nicleo atomico, e um modelo para a ligagao
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entre os elétrons e o dtomo faz-se necessario. O modelo classico de espalha-
mento por cargas ligadas é usado para descrever o espalhamento de luz visivel
pela lei de Rayleigh, sendo o espalhamento de radiagao eletromagnética por
cargas ligadas usualmente chamado de espalhamento Rayleigh.

A seguir descreve-se os dois modelos de espalhamentos, o de espalhamento
por elétrons livres e por elétrons ligados.

Elétrons Livres - Espalhamento Thomson

Um elétron livre sujeito ao campo elétrico de uma onda eletromagnética sentird
uma for¢a Coulombiana tal que

F = ¢E = eEg exp (iwt) (2.20)

onde a dependéncia espacial foi ignorada pois consideramos que a amplitude de
oscilagao do elétron é pequena em comparagao com o comprimento de onda do
campo oscilante[Jackson, 1997].

Como visto no Cap. 1.2.2, uma carga acelerada emite radiacao de acordo
com a Equagao 1.9. Trabalhando no regime nao relativistico, pode-se utilizar
> _ 1d%
c dt2
que é obtido da Eq. 2.20. Assim, obtendo 5 de Eq. 2.20 e levando em Eq. 1.9
obtemos que o campo elétrico irradiado é dado por

Eq. 1.10 sendo necessério fornecer apenas a aceleragao § = da carga, o

Eyraq = Eg exp(iwt) sin (2.21)
T

onde rg = (

o vetor de polarizacao e o de observagao (Fig. 2.7a). Usando agora a definigdo
de amplitude de espalhamento em Eq. 2.15, temos que a amplitude de espalha-
mento Thomson f(f2) serd dada por

4672> é o chamado raio cldssico do elétron e ¥ o angulo entre
TEQM e C

| fr(Q) = rosinv

, (2.22)

que levado a Eq.2.19 produz a expressao para a secao de choque diferencial do
espalhamento Thomson

— =rZsin®9|, (2.23)

cujo distribuicao angular é mostrada na Fig. 2.7b.
Por fim, integrado em todas as dire¢oes chegamos a secao de choque total
do espalhamento Thomson:

or = %”rg . (2.24)
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k

Figura 2.7: (a) Orientagao dos vetores e defini¢ao do angulo ¥ no espalhamento
elastico, onde kéa direcao de propagacao e € é o versor de polarizagao da
onda eletromagnética. (b) Grafico polar mostrando a distribuicdo angular da
intensidade relativa emitida pelo espalhamento Thomson.

Elétrons Ligados - Espalhamento Rayleigh

A descri¢ao do espalhamento eléstico por elétrons ligados parte de um modelo
para a interagao entre o ntcleo e as cargas que permita calcular o campo elétrico
irradiado pelo centro espalhador.

Utiliza-se entao uma descricao deste potencial como o potencial de um os-
cilador harmoénico amortecido que sofre a¢ao de uma forca externa (problema
do oscilador harménico amortecido for¢ado). A forca externa que atua sobre
o sistema serd a forga elétrica harmonica, como a descrita por Eq.2.20 [Jack-
son, 1997], da radiacdo electromagnética incidente sobre os elétrons ligados. A
dinamica de oscilacao de elétron sera descrita por

2
% + T% +wir = emﬁ exp (iwt) , (2.25)
onde x é a posicao do elétron na diregao de oscilagao, wg a frequéncia natural
de oscilag@o (onde hwy é a energia de ligagao atomica do elétron), 7 a constante
de amortecimento, e w a frequéncia da onda incidente.

Verifica-se em Eq. 2.25 que o termo a esquerda é a equag@ao dinamica de
um oscilador harmoénico amortecido, onde a constante de amortecimento 7 e a
frequéncia natural do sistema wq se relacionam ao potencial que liga o elétron
ao atomo. Quanto ao termo da direita, ele diz respeito a radiagao incidente,
onde Eg é a intensidade e w a frequéncia angular da radiagao incidente.

A solugao da Eq. 2.25 é uma fungdo harmonica dada por:

z(t) = |zo| exp [i(wt + 0)] (2.26)

onde



2.2. ESPALHAMENTO 37

GEO 1
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§d = -+ arctan (22) .
w? — w§

Analogamente ao caso do espalhamento pelo elétron livre, calcula-se o valor

de ﬁ derivando Eq. 2.26 e utiliza-se a equacao de Larmor (Eq. 1.10) para o
campo elétrico irradiado por carga acelerada, obtendo a distribuicao angular da
amplitude de espalhamento de um elétron ligado dado por

w2

VW =P+ (wrP?

fr(Q,w) = rosind exp(id) |, (2.27)

que, levado a Eq.2.19, produz a expressao para a secao de choque diferencial:

dop 9 . 9 wt
—_— = Y . 2.28
ds) "o S (w? — w%)2 + (wT)? ( )

Integrando em todas as diregbes do espago chegamos a secao de choque
para o espalhamento Rayleigh em fungao da segao de choque do espalhamento
Thomson o (Eq. 2.24)

(w? —wd)? + (wr)? | (2.29)

A Fig. 2.8 mostra o comportamento da fungao para um caso de miltiplo elétrons
ligados.

O modelo de elétron ligado por um potencial do tipo oscilador harmoénico
amortecido é uma simplificacao da interagao entre os elétrons e o nicleo de um
atomo. Porém esse modelo mostra propriedades do espalhamento por uma carga
ligada: observando a funcdo fr(f2,w) temos que a amplitude de espalhamento
ird depender da energia da radiagao eletromagnética incidente e havera uma
mudanca de fase da radiacdo com um aumento de &, que por sua vez também
depende da energia. Esse comportamento se estende a secao de choque diferen-
cial e total. Além disso, na frequéncia natural do sistema wqg o sistema tém um
efeito ressonante, motivo pelo qual denomina-se o espalhamento nessa faixa de
frequéncias de espalhamento ressonante* e wy de frequéncia de ressondncia.

Tomando os valores limites desse modelo obtemos correspondéncia com re-
sultados conhecidos. No limite em que a frequéncia da onda eletromagnética,
e consequentemente de oscilagao do elétron, é muito maior que a frequéncia de
ligacao tal que w > wy, o elétron se comporta como se estivesse livre e o fator de
espalhamento Rayleigh (Eq. 2.27) se reduz ao fator de espalhamento Thomson

4Também conhecido como espalhamento anémalo.
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Figura 2.8: Segao de choque calculada para um dtomo de Selénio a partir de Eq.
2.29 com 7 = 0.1wg e energias de ligagao do elétrons de Fx = 12658¢V, Eps =
1652eV, Er, = 1455eV, Eys = 229.6eV, Epyp = 166.5eV e Epg = 160.7eV.

(Eq. 2.22), assim como a se¢ao de choque Rayleigh se reduz & se¢ao de choque
Thomson (o = or) em Eq. 2.29.
No limite oposto de elétron fortemente ligado, temos que w < wy e obtemos

4
que a se¢ao de choque é proporcional a (wio) , resultado conhecido classicamente

como lei de Rayleigh®.
Manipulando algebricamente a fungdo de espalhamento atéomico Rayleigh

da Eq. 2.27 podemos escrever fr(€,w) em termos da fungao de espalhamento
atomico Thomson f7(€2) como

[Fr(@w) = fr(@) [+ ['() +if" ()] (2:30)

sendo as fungoes reais f'(w) e f’(w) dadas por

wi (w2 — w? wr)?
fllw) = - (252 O—wg)Q):(E‘)T))Q (2.31)
—wir
Fw) = (2.32)

(@2~ W22 4 (wr)?

Para a faixa de energia de interesse, ou seja, para raios-X duros, os valores
de w sdo da ordem de 10's~!, enquanto que e os valores de 7 sdo em geral
muito inferiores as frequéncias de ligacdo nos dielétricos e da ordem de 10'3s
para os metais [Jackson, 1997]. Sendo assim, a fungdo f” longe das frequéncias
de ressonancia wy serd muito proxima de zero. Seu valor s6 sera relevante para

5 Apesar de a lei de Rayleigh se aplicar para o limite w < wq, usualmente utiliza-se o nome
espalhamento Rayleigh para elétrons ligados em geral.
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Figura 2.9: (a) Valores tedricos de f/'(w) e f”(w) obtidos pelas Eq. 2.31
e 232 com 7 = .lwg (b) Valores de f(w) e f’(w) do Selénio obtidos
pelo software Hephaestus (http://cars9.uchicago.edu/~ravel/software/
abouthephaestus.html).

valores proximos da ressonancia, fazendo com que fr(€2,w) seja essencialmente
real para uma grande faixa de frequéncias.

Com a mesma aproximagao de que T < wp, observa-se que que a fungao f’
assume valores negativos menores que —1 para valores de w < wg e que f' — —1
quando w — 0.

Na situagdao em que w > wy, os valores de f’ sdo maiores que 0 e f/ — 0
quando w — oo . Quando w — wy a fungao comeca a divergir e o valor de 7 se
torna relevante.

Sendo assim, para energias da radiacdo menores que a de ressonancia, um
elétron ligado sempre espalhard menos radiagao do que um elétron livre (espa-
lhamento Thomson). Porém, para valores acima da frequéncia de ressonancia
um elétron ligado ira emitir mais radiacao do que um livre.

Considerando um dtomo com elétrons ligados de formas diferentes (diferentes
camadas eletronicas), temos que o fator de espalhamento atémico serd dado por:

FR(@w) = Fr(@) 3 Z; [1+ fj(w) +if] (@)] (2:33)

onde Z; é o nimero de elétrons ligados pela forma j com frequéncia de oscilagao
w; e tempo de amortecimento 7;. As funcoes f'(w) e f”(w) s@o tais que wy = w;
eT=Tj.

Porém este estudo do espalhamento Rayleigh fornece resultados numéricos
imprecisos quando comparados com os valores experimentais. Na verdade o re-
sultado mais relevante deste modelo de elétron ligado por um potencial harmonico
amortecido é a capacidade de prever a presenca das divergéncias em frequéncias
especificas, as frequéncias de ressonancia. Dessa forma, esse modelo para o
espalhamento Rayleigh deve ser usado de forma qualitativa, e nao quantitativa.

Do ponto de vista pratico, para se obter os valores de f}(w) e f(w), muito
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Figura 2.10: Ilustracao do espalhamento Compton na visao corpuscular dos
fétons. Um féton v com energia E colide com um elétron e~ transferindo parte
do momento linear. O f6ton é entdo espalhado com energia E' em uma direcao
0. Os rétulos com linha se referem ao féton e elétron espalhados.

uteis em diversas aplicacao de interagao radiagao matéria, se utiliza de um
teorema chamado Teorema Optico[Sakurai, 1994], que relaciona f}'(w) com a
secao de choque total por

Otot = %fﬁ(w) (234)

Quanto & fJ’ (w), ele é determinado a partir de uma transformacao integral que
o relaciona com f]'-’ (w) chamada de Transformagdes de Kramers—Kronig e dado
por[Sakurai, 1994]

flw) = 1+%P/£’/’(w’) (2.35)
Flw) = Wp/lzf_w W, (2.36)

onde P é o chamado valor principal da integral [Arfken and Weber, 2005].

2.2.2 Espalhamento Inelastico

Os espalhamento Thomson e Rayleigh assumem que a energia do féton nao sofre
alteragao durante o processo. Essa aproximagao é particularmente boa quando
a energia de um féton é muito menor que a energia de repouso e a energia de
ligacao do elétron.

Porém, quando a energia do féton se torna maior que a de ligacdo e com-
parével & energia de repouso do elétron (511KeV, [Amsler, 2008]), parte da
energia do féton é transferida para o elétron e a energia do féton espalhado é
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menor que a do féton incidente. A esse tipo de processo denomina-se Fspalha-
mento Compton[Jackson, 1997].

A descrigao tedrica desse tipo de espalhamento utiliza-se do conceito quantico
de que a radiacao eletromagnética é composta de particulas sem massa com
energia e momento Aw e hT‘" (teoria corpuscular da radiagdo eletromagnética).
Porém, alguns resultados podem ser obtidos por cinematica relativistica, como
a energia E’ dos fétons espalhados que é extraido da cinemética da colisao de
duas particulas relativisticas, produzindo [Als-Nielsen and McMorrow, 2001]

_ E
1+ -L5(1—cosh)’

mc2

/

(2.37)

onde o angulo # é mostrado na Fig. 2.10. O comportamento de E’ em funcao
do angulo e para algumas energias sao plotados na Fig. 2.11a.

A deducgao da segdo de choque do espalhamento Compton é feita por uma
descrigao quéntica e é expressa pela equacgao de Klein-Nishina[Heitler, 1954]

dopen 1 EN\? |/ F B\t
:§a2r§ () =)\ 7 — 1+ cos?(0)

7k9] E

onde « é a constante de estrutura fina, 6 é o angulo de espalhamento; r. = i/mec
é definido como o raio de Comptom e m, é a massa do elétron. A figura 2.11b
mostra que para a faixa de energias de raios-X a distribuicao angular é isotrépica.

A equacao de Klein-Nishina é usada principalmente para radiacao gama
(fétons com energia superior & 100K eV), cuja faixa de energia permite conside-
rar os elétrons da maioria dos elementos como elétrons livres. Porém, hd muitos
elementos cujo elétrons (principalmente os da borda K) tém energia de ligagao
na faixa de raios-X duros. Isso faz com que seja necessario uma correcao para
elétrons ligados, dada pela funcdo de espalhamento incoerente S(q, Z)[Kane,
2006] de forma que a sec¢do de choque diferencial para o espalhamento Compton
é dado por:

, (2.38)

doiner o doxn
dQ  dQ

S(q,2)|. (2.39)

A funcdo S(K,Z) em sua forma analitica depende da energia da radiacao
incidente e da funcao de onda do elétron espalhado antes e depois da interagao
Compton[Kane, 2006]. Porém, do ponto de vista prético, utiliza-se valores ta-
belados para S em funcao do féton espalhado e do niimero atéomico Z do atomo
espalhador [Chantler, 2000]. Valores tabelados da func¢ao S podem ser obtidos
em [Wilson, 1995, Tabela 7.4.3.2].

Para a secao de choque total é necessario fazer a integracao espacial da
funcao S. Por utilizar tabelas, deve-se utilizar um método numérico para tanto.
Em geral utiliza-se programas computacionais como XCOM [Berger et al., 1998]
que possui um grande banco de dados para varias interagoes de diversos ele-
mentos isolados. A Figura 2.11d mostra a se¢ao de choque total fornecida por
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Figura 2.11: (a) Gréfico polar da energia dos fétons espalhados no espalha-
mento Compton em fungdo da direcio de espalhamento (angulo ¢ na Figura
2.10), normalizados pela energia do féton incidente. (b) Gréfico polar da se¢ao
de choque diferencial para as energias 10KeV, 100KeV e 1GeV, normalizado
pela intensidades espalhada & 0deg. (c) Secao de choque diferencial do espa-
lhamento Compton em fun¢do da energia do féton incidente para os angulo de
espalhamento de 0, 90° e 180°. (d) Valores da se¢ao de choque total para o
espalhamento Compton para o Silicio, o Germéanio e o Carbono obtidos pelo
programa XCOM.
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este programa. No caso do espalhamento Compton, os dados utilizados sdo os
fornecidos em [Hubbell and Overbo, 1979).

2.2.3 Distribuicao de cargas

Se pensarmos agora no efeito de uma distribuigao de cargas espalhando radiagao
de forma elastica pelo espalhamento Rayleigh, devemos levar em conta o efeito
de interferéncia entre as ondas espalhadas.

Tratando uma distribuicdo de cargas centrado em O de acordo com figura
2.12, onde cada elétron j tem posicdo dada pelo vetor 7, temos que uma onda
representada pelo vetor de onda Eo espalhada por um elétron percorre a distancia
X7+ Xo.

Considerando os centros espalhadores muito distantes do ponto de observacao
tal que R >> X7, vamos aproximar que toda radiacao espalhada tem o mesmo
vetor de onda k, sendo o médulo do vetor o mesmo da onda incidente (espalha-
mento eldstico). Além disso, vamos considerar que todos os centros espalhadores
estdao & mesma distancia X5 tal que Xo — R.

Assim, tomando como t o momento em que a frente de onda passa pelo ponto
O, temos que o campo sentido no ponto P devido a radiagao espalhada por um
elétron em 7 serd dada por:

fR (Qv (.d)

Xs
onde fr(Q,w) é amplitude de espalhamento Rayleigh e o tempo ¢12 que a onda
levard para caminhar a distancia X+ X5 sera de @, de forma que obtém-se
que o campo elétrico em P sera de:

Ep = Eow exp {z’w (t — Xll_XQH . (2.41)
2

Ep = EO exXp [w(t - t12)] . (240)

O valor de X; ¢ dado pela projegao do vetor 17 na direcao de ko e a distancia
R pode ser escrita como a projecao do vetor 7; + X sobre a diregao da onda
espalhada k:

X1 = T_j"'kAo (2.42)
R = (Xo+47)-k (2.43)

Vamos considerar que o vetor X, estd em uma direcdo muito proxima da
direcao de k tal que X2k ~ X5, produzindo

X1+X2m;--1€0+3—r;-1%=13—r;-(1%—150). (2.44)

Levando Eq. 2.44 em Eq. 2.41, e lembrando que \E| = ¢, temos

roE; = EO&R’M) exp {z [wt — Rk + 5 (/_5 - Eo)} } . (2.45)
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Figura 2.12: Sistema de coordenada utilizado para o cédlculo da distribuicao
angular de intensidade. A particula estd momentaneamente na origem com
velocidade na diregao 2 e aceleracao na direcao &

Logo, o campo observado no ponto P serd a soma do campo elétrico gerado
pelos N elétrons que constituem o material, escrito matematicamente por

B =3B = 5P T RS e - (7
p=Q Hi=Eom—p——exp [z(wt R\k|)}ZeXp [zrj (k; ko)}. (2.46)

Pela defini¢ao de amplitude espalhamento do Capitulo 2.2, comparando Eq.
2.12 com Eq. 2.15 percebe-se que para distribuicoes discretas de cargas a am-
plitude de espalhamento serd dada por

N
FE) =3 £5(w) exp (~2mir; 3| (2.47)

onde o vetor § é conhecido por vetor de transferéncia de momento e dado por

ko — k

- (2.48)

§:

Definindo o angulo entre a onda espalhada e a onda incidente por 26 (Fig. 2.12),
por trigonometria obtemos que o médulo do vetor § é dado por

2sin 0
|5] = | (2.49)

A fungao f(5) para a situacdo fisica descrita é conhecida como fator de
espalhamento, que pela definicao da Eq. 2.47 é matematicamente o mesmo que
a transformada de Fourier da densidade de elétrons.
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2.3 Difracao

A difrag@o de raios-X é consequéncia da combinagao de dois fenomenos: espa-
lhamento de radiagao pelos atomos e interferéncia construtiva dessa radiagao
espalhada[Guinier, 1963]. A interferéncia ocorre uma vez que a onda espalhada
tem uma fase bem determinada em relagao & onda incidente.

A interferéncia entre centros espalhadores separados no espacgo tém como
consequéncia regioes no espago onde a presenca de radiacao espalhada sera pri-
vilegiada, a exemplo do experimento de difragao de dupla fenda (experimento
de Young [Fowles, 1975]) onde a interferéncia entre a radiagdo que atravessa as
fendas gera maximos e minimos de intensidades em determinadas posigoes de
um anteparo.

H4 duas teorias que descrevem a difracdo de radiacao eletromagnética por
cristais[Authier, 2006]. A mais simples é chamada teoria cinemdtica da difracio®
e trata de cristais com um grande niimero de 4tomos, mas com tamanho pequeno
suficiente para ignorar a absorcao da radiagao e para considerar que todos os
atomos recebem a mesma intensidade de radiacao. Como a densidade tipica de
um material é da ordem de 1 dtomo/A, um cristal de dimensio da ordem de
micrometro satisfaz essas condigoes.

Quando as dimensoes de um cristal s@o grandes, a absor¢ao da radiagao
no interior do cristal se torna relevante e é preciso uma teoria mais elaborada,
chamada de teoria dinamica da difracao, descrita ao final da secao.

Cristais

Para fazer um modelo da difragao por cristais é necessario descrever o cristal
matematicamente. Um cristal ideal é construido por uma repeticdo infinita
e periédica de unidades estruturais idénticas no espaco, sendo essas unidades
compostas por estruturas de dtomos ou moléculas [Kittel, 1996]. Essas unidades
estruturais sao denominadas base do cristal.

A caracteristica de repeticao infinita do cristal é descrita em termos de uma
rede, sendo que a cada ponto da rede é fixado uma estrutura igual & estrutura
da base do cristal. Uma rede é descrita pelos vetores da rede R™ tal que

R™ = mld’l + m262 + mgag (250)

3
R > myd; (2.51)
j=1

=
3
|

onde os numeros m; sao numeros inteiros arbitrdrios e os vetores @; sdo um
conjunto de vetores linearmente independentes chamados de eizos do cristal”.
O paralelepipedo cujas arestas sao definidas pelos eixos do cristal é o menor
volume cuja repeticao forma um cristal e é denominado célula primitiva ou
célula unitdria.

6Também chamada teoria geométrica da difragdo.
7Outras nomenclaturas encontradas na literatura sio vetores primitivos ou vetores da base
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fla + 2a +r
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Figura 2.13: Aplicacdo em duas dimensoes da Eq. 2.52 como rétulo da posicao
de um atomo em um cristal, mostrando a utilizagao dos indices m’ e n.

Assumindo que cada célula unitaria seja constituida de IV dtomos, a posi¢ao
de um atomo 7,, 0 < n < N na rede é tomado em relagao ao vetores da rede de
forma que a posigao de qualquer dtomo pode ser dada por R} tal que [Warren,
1990]

R?n = mldl + mgdg + mgag + ’Fn . (252)

A Fig. 2.13 mostra a aplicacdo da Eq. 2.52 para identificar a posi¢cdo de um
atomo na rede.

2.3.1 Teoria Cinematica

Estuda-se a difracao de radiagao por um cristal a partir do fator de espalhamento
estrutural F(8) do cristal, que de acordo com Eq. 2.47 serd dada por

Foa(3) = Z Fr (Q,w) exp (—mﬁ;g : g)

> falQw) exp [<2mi(mady + mady + mads + ) - 8.

nmimsasms

(2.53)

Considerando um cristal finito em forma de um paralelepipedo de dimensdes
Nydy - N1dy - Nods temos que
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Ny
=
exp (—2mwimqdy - §) - exp (—2mimads - §) -

Ny
2

artal §) -

\|| M
I M“\wz

No
ma2 5

exp (—2mimsds - §) - ngn w)exp (—2miF, - §) . (2.54)

I‘\ M N_ng

w2

fator de espalhamento da célula unitdria

A Equacio 2.54 tem quatro somatdérios onde o ltimo deles depende apenas
da distribuicao de atomos na célula unitdria e os demais dependem apenas
da rede. Denomina-se os termos que dependem da rede e da célula unitaria
respectivamente de fator de estrutura da rede Fj.q. € fator de estrutura da
célula unitaria F,,.

Temos entao que o fator de estrutura do cristal é o produto entre os fatores
de estrutura da célula unitaria e da rede:

Fa:tal(g) = Fun(g) ' Frede(g) (255)
tal que
Frede(8) = Z exp (—2mimqd; - §) - Z exp (—2mwimad; - §) -
__ M __ N>
mp=——- mo=——2%
N
2
Z exp (—2mwimsd; - §), (2.56)
__N3
mg=——>
N
Fun(3) =) fr, (Q,w) exp (—2mif, - 5). (2.57)
n=1

A seguir, estudaremos as propriedades de Fi.q4.(5) que definem a chamada
rede reciproca.

Rede Reciproca

O fator de estrutura de rede Fi..q.(5) pode ser visto como a transformada de
Fourier discreta da rede. Os somatérios de exponenciais podem ser reduzidos
para [Guinier, 1963]

Nj

i exp [—2mim; (@, - )] = sin [(N; + 1)7d; - §]

ms;=

(2.58)

sin [7d; - §]

=
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Figura 2.14: (a) e (b) Gréficos da Eq. 2.58 em funcao de h e para vérios valores
de Nj, normalizada para os valores de pico multiplicando a funcao por (N, +1).
Verifica-se que para valores inteiros de h a fungao tem picos de valores N; + 1
e largura & meia altura de valor 1/(N; + 1).

Para valores inteiros de @; - 5 a funcao 2.58 tem picos de valores N; 4+ 1 e
largura & meia altura de valor 1/(N;+1) (Figura 2.14a). Para N; — oo a funcao
tem comportamento de uma fungéo delta de Dirac da forma (@, - §— h;) para
h; inteiro(Figura 2.14b).

Considerando que essa condicao é valida para os trés somatérios na Eq.
2.56, entao temos que a condicdo @; - 5= h; tem de ser vélida simultaneamente
para j = 1,2,3 para que o fator de estrutura do cristal seja diferente de zero.
Qualquer valor nao-inteiro para h; faz com que o fator de estrutura seja nulo.

Define-se entao um novo vetor 55, dada em uma base b; tal que

= hby =Y (@ )b (2.59)

para a qual o fator de estrutura serda nao nulo quando o vetor de transferéncia
de momento fo igual a ele, ou seja § = §j. Logo, pela propria definicao de base
de que @; - 5, = h;, temos que

@by =6, (2.60)

ou seja, d; serd ortogonal & by se j # L.
Como b; ¢é ortogonal a a@; e @, entao a direcao b; é dada por

jo— G X am (2.61)

T laldm|”

Sendo a um angulo auxiliar entre os vetores Ej e a;, por Eq. 2.60 temos que
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[_)'j cdj = |5j|\&'j\ cosa =1 (2.62)
- 1
il = (2.63)
a,;| cos o

de forma que o vetor l;j = |5j|l;j fica

= C_il X a,
|@;||@m ||d@;] cos a
O termo do denominador é anédlogo ao volume do paralelepipedo formado
pelos vetores primitivos da rede que, pela definigao de célula unitaria, é o volume
da célula unitaria V,,,,. Escrevendo este termo como o produto triplo dos vetores

primitivos chegamos a

- a; X
bj=——t o m 2.65
J aj'(al am) ( )

X |y

= 6l><d’m

=7 (2.66)

A rede B™ (Equagao 2.51) com vetores primitivos @; que determina a posigao
das bases no cristal denomina-se rede s e a rede determinada por

Sh =" h;b; (2.67)
j

com vetores primitivos gj dados em fungao dos vetores da base do cristal e h;
inteiros arbitrarios, denomina-se rede reciproca. Além disso, a rede reciproca é
a transformada de Fourier da rede direta e, pelas propriedades da transformada
de Fourier, a rede direta é a transformada de Fourier inversa da rede reciproca.

Logo, os valores de § para os quais o fator de espalhamento estrutural difere
de zero podem ser descritos por uma rede formada pelo vetor §, cujo vetores
primitivos 5}- sdo dados em funcao dos vetores da base do cristal. Em outras
palavras, dentre os infinitos valores possiveis do vetor §, apenas aqueles que
coincidirem com um vetor da rede reciproca terd espalhamento nao nulo. A
essa condicao denomina-se condi¢cdo de Laue e matematicamente é expressa
por:

=35, (2.68)

Quanto a fungao F..q4.(5), dado as propriedades do somatério, para N — 0o
ela pode entao ser escrita como uma série de fungoes delta de Dirac para cristais:

oo o0 oo

Frede(éjzvin S>> -5, (2.69)

nl=—ocon2=—oo n3=—oco
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onde o fator 1/V,,, surge de uma normalizacdo da funcio Feq.(5) .
Escrevendo a Equacao 2.55 com a condicao de Laue temos:

Frrar(3n) = Fun(3n) Y exp[=2mi (myhy + moha +mahs)] | (2.70)

m1 m2ms3

onde a fungdo Fii41(8,) é conhecida por fator de estrutura do cristal.

Indices de Miller

A periodicidade de um cristal permite visualizd-lo como formado por familias
de planos paralelos (como mostrado na Fig. 2.15a) definidos pelas posi¢oes de
suas unidades estruturais, de forma que é possivel descrever a difracao de um
cristal a partir de determinada familia de planos.

Por uma familia de planos entende-se um conjunto de planos da rede que
seja paralelos e igualmente espagados, que juntos contém todos os pontos da
rede cristalina de forma que qualquer ponto da rede faz parte de um plano e
qualquer plano na rede fara parte de uma familia. Porém, como visto na Figura
2.15a, ha mais de uma familia possivel e por isso faz-se necessario uma forma
de determinar a orientacao de uma familia de planos.

Isso é feito utilizando os chamados indices de Miller (h,k,l) definidos para
determinada familia de planos como a posicao % do plano mais proximo a
origem (mas que nao inclua a origem) em que o plano intercepta cada um dos
eixos @; da rede (Figura 2.15b)[Ashcroft and Mermin, 1976].

Uma caracteristica do vetor §j, da rede reciproca é que ele é normal ao plano
que cruza os eixos d1, do e dz respectivamente nas posigoes my, mo € m3 tais que
(mq1,ma, m3) x (1711’ h%’ 1713) Essa propriedade de 5}, pode ser provada fazendo
diretamente o produto escalar entre §3, e um vetor genérico pertencente ao plano,

[

a
por exemplo G- — 92:

Gh - (M1@1 — mads) = 5 - (L — 2y = o (hl - h2> =0 (2.71)
hi  he

onde utilizou-se a ortogonalidade entre os vetores primitivos a; e l_)'i, Pela

equagao acima temos que quando h; = m; para i = 1,2 e 3 o produto esca-

lar serd zero, o que significa que o vetor §j, serd perpendicular ao plano, como

queriamos provar.

Sendo assim, usualmente rotula-se esse plano pelos indices de Miller de forma
que cada plano hkl tém associado um vetor §;, no espago reciproco. Logo, todo
plano tem associado um pico de difracao. Se considerarmos ainda a geometria
do problema, podemos interpretar que os planos refletem a radiacao incidente
que satisfaz a condigao de Laue.

Além disso, por ser perpendicular ao plano hkl, entao a projecao de um vetor
entre a origem e um ponto no plano sobre o versor $x; fornece a distancia dpy;
entre o plano e a origem. Tomando a dire¢ao ds como exemplo teremos:

8Ver [Guinier, 1963], Secdo 4.2.
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Figura 2.15: (a) Algumas familias de planos em um cristal de 2 dimensoes.
Percebe-se que ha mais de uma familia possivel e por isso faz-se necessario uma
forma de determinar a orientacdo de uma familia de planos, o que é feito com os
indices de Miller (h, k,1). (b) Ilustragao dos indices de Miller: (h, k,1) é definido
pela posicao (-, %, %) % do plano mais préximo & origem em que o plano
intercepta cada um dos eixos @y, ds e az da rede.
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Figura 2.16: Geometria da reflexao por planos hkl e a definigdo do vetor s.

Shkt Qs 1 hs
dppl = — —= = 2.72
ikl |8het| ! |5hit| ! (2.72)
1
ot = — (2.73)
5

Logo, a cada vetor da rede reciproca corresponde uma familia de planos
hkl do cristal ortogonal ao vetor e tal que seu médulo fornece o espagamento
interplanar.

Lei de Bragg

Alternativamente a teoria cinemadtica hé formulagoes simplificadas da difragao
que, apesar de nao descrever todas as caracteristicas do fenémeno, fornecem
resultados da teoria cinética e sao uteis na andlise do fené6meno, como as for-
mulacoes de Bragg e de Laue.

Manipulando a equagao 2.73 chegamos a um resultado derivado por uma for-
mulacao alternativa da difracao feita por Bragg. Levando 2.73 em 2.49 obtemos
que

A= 2dhkl sin 6 (274)

sendo A o comprimento de onda da radiacao e 8 o angulo de espalhamento como
definido em 2.49. Essa equagao é conhecida como Lei de Bragg e define a relagao
entre a onda incidente (\), a onda espalhada (6) e a distancia interplanar dos
planos hkl (dpki)-

Pela formulacao de Bragg, a lei de Bragg é obtida considerando que os planos
cristalinos teriam a capacidade de refletir parcialmente e de forma especular a
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Figura 2.17: (a) Geometria de Bragg: Uma onda com comprimento de onda A
é refletida quando incide um cristal com o angulo de Bragg dado pela Eq. 2.74.
(b)Representacao em duas dimensoes da esfera de Ewald (uma circunferéncia
neste caso em duas dimensoes). Os pontos da rede reciproca que estiverem sobre
a esfera irao determinar os vetores da radiagao espalhada k.
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radiacdo incidente. Os picos de difragao (picos de Bragg) observados seriam con-
sequéncia da superposicao construtiva da radiagao refletida pelos varios planos
do cristal.

Devido as varias familias de planos com orientagoes distintas, diversos picos
sao observados em diferentes orientagoes de um mesmo cristal. A figura 2.17a
mostra dois raios sendo refletidos especularmente por dois planos sucessivos
com mesma orientagao. A diferenga de caminho percorridos pelos dois raios é
de 2d sin 6, sendo o angulo 8 de incidéncia do feixe em relagao ao plano. Para que
a interferéncia seja construtiva devemos ter que a diferenga entre os caminhos
seja de um numero inteiro de comprimentos de ondas n\, resultando a relagao
da Eq. 2.74.

Construcao de Ewald

Uma forma de visualizar as condigoes em que ocorrem os picos de Bragg é
a construcao geométrica de Ewald. Nela, utiliza-se o espago reciproco para
verificar quais vetores satisfazem a condi¢ao de Laue.

Tomando a construgao em 2 dimensoes como na Figura 2.17b, inicialmente
se traga o vetor EO incidindo sobre um ponto da rede reciproca. Constroe-se
agora uma circunferéncia de raio \E| com a mesma origem do vetor ko. Os
pontos da rede reciproca que estiverem sobre a circunferéncia irao determinar
os vetores da radiacao espalhada k.

Tomando a construcao em 2 dimensdes como na Figura 2.17b, inicialmente
se traca o vetor I;O a partir de um ponto da rede reciproca. Tomando agora o
ponto indicado por esse vetor como origem, constroem-se uma circunferéncia de
raio |E\ Os pontos da rede reciproca que estiverem sobre a circunferéncia irao
determinar os vetores da radiacao espalhada k.

2.3.2 Teoria Dinamica

A teoria cinemaética considera que a radiagao que incide um cristal é espalhada
elasticamente (espalhamento Thomson) pelos dtomos e a radiagio espalhada se
soma coerentemente & determinada distancia do cristal. Esse modelo descreve
satisfatoriamente a difragao por cristais pequenos onde a probabilidade da ra-
diacao espalhada interagir novamente é pequena e a absorcao é desprezivel.
Porém, para cristais espessos haverd uma maior quantidade de centros es-
palhadores e a probabilidade de que a radiacao espalhada interaja novamente
é nao desprezivel. Por isso a difracao de radiagao por um cristal espesso exige
uma abordagem especifica, dada pela teoria dinamica da difracao.
Logicamente a teoria dinamica nao invalida a teoria cinematica e, pelo
principio da correspondéncia, deve fornecer os mesmos resultados da teoria ci-
nematica quando sujeita as mesmas aproximagoes. Além disso, apesar de ndo
prever certas propriedades da difracao dinamica, a lei de Bragg fornece resulta-
dos precisos, o que faz com que ela seja utilizada mesmo para cristais espessos.
H4 basicamente trés modelos para a teoria dinamica da difracao formulados
independentemente por Darwin, Ewald e von Laue[Authier, 2006]. Darwin des-
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Figura 2.18: Difracdo por um cristral espesso, mostrando os planos cristalinos
e a orientacao em relagao a superficie do cristal. Quando os planos cristalinos
estao inclinados por um angulo « em relagao a superficie denomina-se o cristal
de cristal assimétrico.

creve a interagao entre a radiacao e matéria usando equacgoes de recorréncia para
tratar as reflexoes e transmissoes nos diversos planos cristalinos. Ele considera
que ao encontrar um plano do cristal, parte da radiacao serd transmitida e parte
serd refletida, assumindo que a reflexdo ocorre na condicao de Bragg. Porém,
a radiagao transmitida por um plano ird encontrar um novo plano da mesma
familia de planos e novamente podera ser refletida ou transmitida, uma vez que
a condicao de Bragg ainda é véalida. Quanto a radiacao refletida, enquanto se
propaga pelo cristal ela também encontra outros planos da mesma familia e
também terd parte refletida e parte transmitida.

O modelo de Ewald considera o cristal como uma distribuigao periédica de
dipdlos que sao excitados pela onda incidente. Esse modelo foi melhorado por
von Laue que mostrou que essa abordagem é equivalente a resolver as equagoes
de Maxwell para um meio com uma susceptibilidade elétrica x () continua e
periddica.

De acordo com abordagem de von Laue, primeiramente deve-se desprezar
qualquer interacao entre os fétons e os prétons, bem como interagoes magnéticas
entre os fotons e os momentos magnéticos do atomo. Dessa forma, obtemos a
resposta do material ao campo eletromagnético da radiacao pela susceptibilidade
elétrica x(7), classicamente dado por

ToA?

s

X(7) = =—p(), (2.75)
sendo 7, o raio cldssico do elétron, A o comprimento de onda da radiagao e
p(7) a densidade volumétrica de elétrons. Como a densidade de cargas de um
cristal pode ser escrita como a transformada de Fourier do fator de estrutura
(Eq. 2.47), e sendo este tultimo discreto, obtemos que
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. o\’ -~
x(¥) = - gy ZFhkl exp (2miSpp - T) (2.76)

hkl

= Z Xhki €XP (2788 - T) (2.77)
hkl

onde V é o volume da célula unitaria e ypx; fica dado por

(2.78)

Xhkl = —

To
%4

A propagacao da radiacao pelo material é entao expressa classicamente pelo
vetor deslocamento elétrico ]3(77')7 para quem se aplica as relagoes com os campos
eletromagnéticos no material e utiliza-se a equacao da onda para obter a equagao
de propagagao[Authier, 2006]:

V2D() + V x V x ( (F)D(F)) + 472K2D(F) = 0, (2.79)

onde k£ é o modulo do vetor de onda. Por ser uma equacao diferencial parcial de
segunda ordem com um coeficiente periddico, entao a solucao para uma onda
incidente k, terd a mesma periodicidade do coeficiente x(7) da forma:

]3(?) = exp (—QWiEO . F) Z Dk exp (2miShy - 7) (2.80)
hkl
= Y Buuexp (2le’ : F) : (2.81)
Rkl

onde se escreveu que EO — k= Shkl, que é a condicao de Laue.

Obter as ondas espalhadas pelo cristal consiste entao em determinar os coefi-
cientes complexos ﬁhkl utilizando a equagao 2.79 e a susceptibilidade do cristal,
sendo este ultimo obtida pelo fator de estrutura por Eq. 2.78.

Porém o que se obtém é uma soma infinita em hkl, que por sua vez pode
ser escrita como um sistema linear infinito de equacgoes, chamadas de equagdes
fundamentais da teoria dinamica. Elas fornecem que apenas para valores de k
muito préximos de K é que haverd valores nao nulos para os coeficientes ﬁhkl
Logo, as ondas devem estar na condigao de Laue para que elas se propaguem.

Porém os vetores k e k:o para um material absorvedor serao complexos, en-
quanto que para um material ndo absorvedor eles serdo reais. Sendo assim, o
resultado para material nao absorvedor se reduz aos resultados da teoria ci-
nemdtica da difragdo (como seria de se esperar), enquanto que para materiais
absorvedores temos uma condi¢cao de Laue compleza.

Pela presenca do somatério em hkl, entao todos os vetores k que respeitam a
condicao de Laue participam da solucao. Pela construcao da esfera de Ewald, o
somatorio é feito sobre todos os pontos da rede reciproca que estao sobre esfera
de Ewald.
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Para raios-X o que ocorre é que em geral ha apenas dois pontos da rede
reciproca sobre a esfera de Ewald[Authier, 2006]. Para essa condi¢do denomina-
se de caso de dois feizes, sendo que o tratamento de difracao dinamica de raios-X
se restringem a este caso”.

O resultado da teoria dinamica da difracao no caso de dois feixes expressa a
intensidade da onda refletida especularmente pelos planos cristalinos em fungao
da radiacao incidente. Considera-se uma onda Eo incidindo a superficie de um
cristal e refletindo em determinado plano cristalino hkl inclinado por um angulo
a, chamado dngulo de assimetria com a superficie do cristal (Fig. 2.18). Con-
sideramos a mesma geometria da descricao de Bragg, onde os vetores ke k,
fazem um angulo 6 com os planos cristalinos.

Devido a complexidade da solugao, definem-se alguns parametros para sim-
plificar a forma da solugao final. Sendo assim, define-se o pardmetro de desvio
dado por:

A6 A,
T

onde Af ¢ a diferenca entre o angulo do vetor keo angulo de Bragg e os outros
parametros sao dados por

; (2.82)

Xo(1—7)
A, = ——F——~ 2.
2sin20p (2.83)

2
dy o F

= TotanﬁB(l—’y),

5 = C\/ |7|thlx;ﬂ;f (284)

sin 20

4d2,,roC
= 7’;]:;/0 tan 0/ || Frei Frir-

onde x, é o termo xpr em 2.77 para (hkl) = (000), v é o fator de assimetria
dado por

i 0
_ sin(a+05) (2.85)
sin(a — 6p)
0p é o angulo de Bragg e C' é um fator que depende da polarizagdo da radiagao,
sendo que C =1 para ondas TE e C = cos 26 para ondas T M0,

A refletividade Ipj; em fungao do parametro de desvio 1 é dada por:

Fhru
Inp = |+

) S{Re(n) VP 1| (2.86)

hkl

9A0 casos em que mais de um ponto da rede reciproca estdo sobre a esfera de Ewald
denomina-se caso de muitos feizes. Um exemplo de aplicagdo é difragdo dinamica de
elétrons[Authier, 2006].

10Respectivamente chamados de polarizacio transversal elétrica (TE) e transversal
magnética( TM). Ondas eletromagnéticas T'E sdo aquelas cujo a polarizagdo do campo elétrico
estd na mesmo plano da interface, enquanto que para ondas T'M é o campo magnético que
estd na direcdo do plano [Fowles, 1975].
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Figura 2.19: Refletividade de um cristal espesso calculado pela teoria dinamica
da difragao em fungao (a) do dngulo de incidéncia e (b) da energia refletida para
a reflexao 111 de um cristal de Silicio, estrutura de Diamante, angulo de assi-
metria de zero graus e constante de polarizacéo igual & 1. (¢) Comportamento
de FhriFfr7 em fungdo da energia de Bragg, mostrando uma variacao de apenas
~ 2,5%
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Figura 2.20: Fator de assimetria em fungao (a) do dngulo de assimetria e (b) do
angulo de Bragg. Comportamento de \/m , que caracteriza o comportamento
de Wparwin, em fungao (c¢) do angulo de assimetria e (b) do angulo de Bragg.
Indicados nos graficos as geometrias caracteristicas (Laue ou Bragg) para os
valores de g e a. Reflexdo 111 de um cristal de Silicio com estrutura de
Diamante e constante de polarizacao igual a 1.

onde S[Re(n)] é o sinal da parte real de 7. As refletividades em termos do
angulo de incidéncia e da energia da radiacao sao mostradas em Fig. 2.19a e
2.19b.

Os parametros 7, Af, e § sdo nimeros complexos, mas as partes reais de
Af, ¢ § tém interpretacao fisica: a parte real de Af,, Abprqgq = Re(Ab,), é
o angulo de desvio entre o angulo referente ao centro da curva de reflexdo e o
angulo de Bragg do feixe espalhado; a parte real de 20, wpgrwin = Re(20), é
a largura a meia altura da curva de reflexdo Ipi; e é denominada largura de
Darwin, que serd tratada mais a frente.

O angulo de assimetria « determina o dngulo de Bragg minimo para o qual
o feixe de radiacao incidente é refletido ou transmitido. Por geometria obtém-se
que o angulo de Bragg minimo para reflexao serd igual ao modulo do angulo
de assimetria ''. Acima deste angulo, um feixe refletido por um plano hkl é

1A convencdo de sinal parao angulo a é dada pela Figura 2.18 onde o > 0.
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Figura 2.21: (a) Afprqgg € (b) Wparwinde um cristal simétrico e com angulos
de assimetria positivo e negativo, mostrando uma divergéncia para energia com
angulo de Bragg igual a a. Reflexao 111 de um cristal de Silicio com estrutura
de Diamante e constante de polarizacao igual a 1.

transmitido através do cristal e, a menos que o cristal seja muito espesso e
absorva todo o feixe, o feixe é transmitido em uma direcao dada pela lei de
Bragg.

No modo de reflexao se diz que o cristal estd na geometria de Bragg, e na
geometria de Laue para o modo de transmissao, de forma que o angulo de
assimetria determina a geometria do cristal:

modo de reflexdo = Geometria de Bragg = 0pragg9 > |0 = EBragg < Ea,

modo de transmissao = Geometria de Laue = 0pregg < |a| = EBragg > Ea,

sendo F, a energia de Bragg para 0 = «.

A influéncia do angulo de assimetria sobre os outros parametros da difracao
dindmica sao dados em funcdo do fator de assimetria v (Eq. 2.85), de forma
que as propriedades de v sao determinantes para as propriedades de Afp,qqq4 €
WDarwin-

Para um cristal com o = 0 o valor de v serd independente da energia de
Bragg e igual a —1, de forma que a dependéncia de Afp com a energia serd
dada pelo termo tanfp e pela dependéncia em energia de F, em Eq. 2.83 (Fig.
2.21a para a = 0), enquanto que wpgrwin terd a dependéncia em energia regida
pela dependéncia de tanfp e \/Fpi Frpr em Eq. 2.84 (Fig. 2.21b para o = 0).

Para cristais com corte assimétrico tal que o # 0 o fator v tem um com-
portamento dependente da energia e cujo principais caracteristicas sao (Figuras
2.20a e 2.20b):

e v =0 para a = —0p;

e 7 — 00 se a=0p;
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e —1<vy<0se —fp<a<.

Essas propriedades fazem com que wWpgrwin, €m modulo, tenham valores
mimimos em —fp = « e divirjam para valores de 5 = o (Figuras 2.20a).

Assim, para valores positivos de « existe valores de g para os quais Afg
€ Wparwin divergem. Para valores negativos de « temos que os valores de Afpg
serao pouco superiores a condi¢ao de @ = 0, a largura de Darwin wpgrwin terd
valores menores do que a largura de Darwin & condigdo a = 0 (Figuras 2.21a e
2.21b).

Pela equagao 2.84, temos que a dependéncia da largura de Darwin com o
angulo de assimetria pode ser escrito em fungao da largura de Darwin w,—q
para a = 0:

WDarwin = V/ h/‘ * Wa=0 |- (287)

Dessa forma, é possivel diminuir ou aumentar o largura de Darwin pela escolha
do angulo de assimetria. Observando ainda o comportamento de \/m em fungao
do angulo de assimetria e do angulo de Bragg nas figuras 2.20c e 2.20d, temos
que para a < 0 haverd uma diminui¢ao da largura de Darwin, enquanto que
para a > 0 a largura de Darwin serd aumentada e ird divergir para o angulo
de Bragg tal que 0p,qqy = . O angulo de assimetria o em funcéo do fator de
assimetria v pode ser obtido manipulando Eq. 2.85:

tana = (7—’_1) tanfp. (2.88)
v—1

Concluindo, apesar das véarias relagoes desenvolvidas neste capitulo para a
difracao dinamica, para obter resultados numéricos ainda é necessério recorrer a
valores tabelados dos fatores de estrutura do cristal em fungao da energia. Mas
apesar desta dificuldade, as equacoes da difracao dinamica fornecem excelentes
estimativas numéricas para a reflexao de radiagdo por um cristal.

2.4 Reflexao e Refracao

Os fenoémenos de reflexdo e refracdo de ondas eletromagnéticas sao tratados
considerando uma onda eletromagnética propagante Ei(f, t) que incide sobre a
interface entre dois materiais de indices de refracao complexo N7 e N3. Obter
a onda refletida E,(Z,t) (reflexdo) e a onda transmitida E;(Z, t) (refracio) pelo
material consiste em impor condigoes de contorno aos campos propagantes. De
maneira simplificada, supomos as ondas eletromagnéticas como uma onda plana
com dependéncia harmoénica no tempo e na direcao de propagacao z:

E(Z,t) = Ege!tvz =), (2.89)
onde o campo magnético é transversal ao campo elétrico [Griffiths, 1999]:

B=2%xE, (2.90)

SRR
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Figura 2.22: Esquema de uma onda incidente do vdcuo (n = 1) sobre um
material (M = n +i8). Na interface entre os dois meios ocorrem os fenémenos
de reflexao e refragao.

sendo k = YN e

N =n+ip3 (2.91)
CC)] (2.92)

€
onde n é a parte real do indice de refracao e esta relacionado a velocidade de fase
v da radiagao por n = £ e c a velocidade da luz no vdcuo. 3 é a parte imagindria
e é responsavel pela atenuagao da radiagao no material, sendo relacionada ao
coeficiente de absorcao p do material (Eq. 2.1).

O resultado deste tratamento é expresso pela lei de reflexdo (dngulo de in-
cidéncia 6; igual ao angulo de reflexdo 6,.), pela Lei de Snell'?

n; cos 0; = ng cos 0Oy, (2.93)
e pelas Equacdes de Fresnel**[Fowles, 1975]:
sinf — VN2 — cos? 0

S 2.94
sin@ + VN2 — cos? 0 ( )

—N'sinf +4/1 — —C‘j’\ﬁe
Try = — (2.95)
Nsin€ +4/1 — %2—9

onde r; e rry, sdo respectivamente os coeficientee de reflexao para ondas TE e
TM . A refletiancia R serd dada por R = |r|? e a transmitancia por T =1 — R.

12Aqui a Lei de Snell é apresentada por cossenos pois utiliza-se os angulos em relacdo a
superficie, e ndo em relagdo & normal como utilizado normalmente em livros de 6ptica, Fig.
2.22.

13Pelos mesmos motivos que a Lei de Snell, as Equagcdes de Fresnel também sofrem alteracio
em relacao ao descrito comumente nos livros de 6ptica.
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Essas leis dependem apenas do angulo de incidéncia, da polarizagao da ra-
diacao e dos indices de refracdo dos meios. Resta entdao determinar o com-
portamento do indice de refracao em funcao da frequéncia da radiagao, que
é fisicamente o mesmo que determinar a relacao de dispersao dos materiais.
Para tanto é necessério determinar a propagacao dos campos eletromagnéticos
partindo de um modelo para o material.

Sera utilizado o modelo de elétrons ligados por um potencial harmonico,
como no caso do espalhamento Rayleigh (Cap. 2.2.1), de forma que a dindmica
da carga sera descrita pela Eq. 2.26. Pela equacao 2.92, para obter o indice
de refracao devemos obter o valor de €(w), que é definido pela polarizagao do
material em fungao do campo elétrico aplicado E. Para a maioria dos materiais
(chamados de dielétricos lineares) a polarizagdo depende do campo elétrico por
uma relacio de proporcionalidade dada por|Griffiths, 1999]'4:

—

P = [e(w) — ] E (2.96)

onde P é a densidade volumétrica de momentos de dipolos elétricos. Sendo o

—

momento de dipolo p(¢) de um elétron oscilante dado por

p(_;f) = ex(t)%, (2.97)

usamos z(t) da Eq. 2.26 e que P= Zj N;p;, onde N; é a densidade de dipolos
do tipo j

[e(w) — €] Eo exp (iwt) = Z eNj|xo,| exp [i(wt + 6;)] (2.98)

onde admitimos que a carga oscila na diregdo do campo elétrico (o mesmo que
admitir que a polarizacao estd na diregao ).
Manipulando algebricamente chegamos &

Ny = ) e 3 <2NJ> (2.99)

€ meg wf — w? — iwT;

J

que, em termos das fungdes f'(w) e f”(w) de corregdo para o espalhamento
Thomson (Eq. 2.31 e Eq. 2.32), pode ser escrita como

62

N3 (w) =1+

mw?2eg

D Nifi 1+ f'(w) +if" () (2.100)

onde m e e sao a massa e a carga do elétron. O somatério em j leva em conta as
diferentes formas que os elétrons estao ligados (diferentes camadas eletrénicas),
f; a frac@o de elétrons ligada pela forma j com frequéncia de oscilacao w; e
tempo de amortecimento 7;. As funcées f'(w) e f”(w) sdo tais que wy = w; e
T =17; em Eq. 2.31 e Eq. 2.32.

14Foi suprimida a definicio de P em termos da susceptibilidade elétrica[Griffiths, 1999].



64 CAPITULO 2. INTERACAO DE RAIOS-X COM A MATERIA

Para as energias de raios-X, como descritas no final da Secdo 2.2, o termo
wT; ¢ muito inferior aos termos de wj? e w?, de forma que fora da ressonancia
podemos desconsiderar o termo imaginario. Além disso, fora da ressonancia, ire-
mos considerar que para dada frequéncia w da radiagao os elétrons ligados com
energia superior a da radiacao estarao fortemente ligados de forma a aproximar-
mos que w; — 0o. Por outro lado, para elétrons com frequéncia de ressonancia
inferiores a frequéncia da radiacao, faremos que w; — 0. Resumindo:

elétrons ligados por w; > w = w; — 00,

elétrons ligados por w; < w = w; — 0.

Utilizando essa aproximacao em Eq. 2.99 chega-se a [Fowles, 1975]

2 2.2
N2(w) =1 - Moy Nfohe? (2.101)

megw? meg B2

onde foi feita a substituicao de frequéncia w pela energia da radiacao E e onde
fo é a fracao de elétrons do material que tém frequéncia de ressonancia inferior
a da radiacgao.

Sendo o valor das constantes Zj—jj da ordem de 107'® e a densidade de
elétron livres N fy da ordem de de 1 elétron/ A3, temos que na faixa de raios-X
(E, ~ 10%V) o indice de refracio é aproximadamente real e que N? assume
valores préximos mas menores que 1. A partir dessas consideragoes escreve-se
o indice de refracao complexo N por!®

N=n+iB=1-6+i (2.102)
N2 1 —26+2i8 (2.103)

onde desconsiderou-se os termos de ordem 2 para o calculo de 2.
Usando a aproximacao do valor de N2 dado por 2.103, podemos relacionar
as grandezas § e 3 com as fungoes f’ e f” por Eq. 2.100, obtendo

Ne? ,
o~ Imaley zj:fj 1+ f(w)] (2.104)

N€2 1
B =~ m zj:fj M (w) (2.105)

5Deve-se lembrar que o indice de refracio é relacionado & velocidade de fase das ondas, e
nao a velocidade de grupo. Assim, um valor para o indice de refracdo menor do que 1 nao
viola o postulado da relatividade, que deve ser aplicado & velocidade de grupo[Als-Nielsen and
McMorrow, 2001].
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Figura 2.23: Valores de ¢ e 8 dos elementos ouro, cromo, niquel, platina, rédio
e silicio entre 1KeV e 30KeV. Obtido com a ferramenta computacional DA-

BAX(DAta BAse for X-ray applications)[del Rio and Dejus, 1997].
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Além disso, igualando a parte real de N2 da Equacdo 2.103 com a de Eq.
2.101 derivamos uma fungao para o fator de corregao ¢ é dada por

-~ Nf0h262

N 2.106
2m€0E2 ( )

Calculando o valor das constantes temos que a expressao para d se reduz a

N

5~ 6,894 - 10—18ﬁ : (2.107)

Sendo o valor tipico de N da ordem de 1 elétron/ A3 e a energia dos fétons de
raios-X da ordem de 10*eV, temos que § é da ordem de 10~° para a faixa de
rajos-X duros (Figura 2.23).

Quanto a absor¢ao, é importante notar que o parametro [ se refere a ate-
nuagao do campo elétrico, enquanto que o parametro p na Eq. 2.1 se refere a
atenuacao da intensidade da radiacao. Uma vez que campo elétrico se relaciona
a intensidade por

I(w) = [Bw)P, (2.108)
entao os parametros [ e p serdo relacionados por
w
p=28—
c
g= 21 _opcl (2.109)
W E| '

Dada a propriedade dos materiais de n < 1 na regiao de energia de raios-X,
nao fosse as propriedades de absorcao (8 # 0), seria possivel produzir espelhos
com reflexao total nessa faixa de energia. Para que ocorra relexao total em uma
interface, é necessdrio que o meio onde a radiacdo se propaga tenha um indice
de refragao maior que o do meio em que a radiagao esta incidindo. Assim, um
feixe de raios-X que se propaga no vacuo poderia ser totalmente refletido em
uma interface com algum material.

Esse efeito s6 ocorreria para determinados angulos de incidéncias dados pela
Lei de Snell, estabelecendo que o angulo entre a interface e a onda transmitida
0; seja zero. Ao angulo 6; para o qual §; = 0 denomina-se angulo critico e para
qualquer angulo menor que o angulo critico haveria relexao total. Pela equagao
2.93 teremos

cosf, = n (2.110)
cosf., = 1—0. (2.111)

Dado o pequeno valor de §, teremos que o angulo 6. devera ser também
muito pequeno, permitindo expandir a fungao cosseno
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0. ~ V26 (2.112)

que por 2.107 leva a

3,713-1074

. 2.11
i (2.113)

sendo E em eV e N em elétrons/m>. Para os valores tipicos de N = 1 elétron/A?
e E = 10%eV, obtém-se que o angulo critico é da ordem de miliradianos (Fig.
2.24a).

Porém, dada as propriedades de absor¢cao do material, a refletancia para
angulos abaixo do angulo critico se aproxima de 1 mas nao atinge este valor.
Sabendo que o angulo critico é mito pequeno, pode-se fazer aproximacoes nas
equagoes de Fresnel (Equaces 2.94 e 2.95) de forma a obter fungdes simplifi-
cadas para reflexao & angulos rasantes. Aproximando sinf ~ 6 e utilizando a
aproximacao para N2 em Eq. 2.103, chegamos & [Notas Pessoais]

— /= ' 2
e 60— /=20 +2if+6 (2.114)
0+ +/—20 +2if + 62
(11— i — ; 2
= (1—-20+2iB)0++/—20+2i5+6 (2.115)
(1 =20 +2i3)0 + \/—26 + 2ip + 62

Como § e 8 sdo muito menores que 1, o termo (1 — 2§ + 2i3) pode ser
aproximado para 1, de forma que o médulo de 7, e 75, sdo aproximadamente
iguais e as refletancias para onda TE e TM terao aproximadamente o mesmo
valor. Logo, para a regiao de raios-X nao ha diferenga na reflexao devido a
polarizagiao da radiacio. O comportamento tedrico da refleténcia R = |r|? é
mostrado na figura 2.24b. Valores tabelados da refletdncia do rédio em funcao
do angulo de incidéncia e da energia da radiagao sao mostrados em Fig.2.25.
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Figura 2.24: (a) Valores de 6. dos elementos ouro, cromo, niquel, platina, rédio
e silicio entre 1KeV e 30KeV calculado por eq. 2.113 a partir dos graficos da
figura 2.23. (b) Refletancia teérica obtida por Eq. 2.114 em fungao do angulo
para vérios valores do coeficiente 3. Valores de § = 5-107° correspondente ao
angulo critico de 10mrad, que contempla vérios materiais (Fig. 2.23a).
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Figura 2.25: Refletancia do rédio em funcao do angulo e da energia. Os graficos
acima e a direita sao os perfis tomados sobre a linha amarela no grafico de
contorno central. Acima temos a dependéncia angular para a energia de 10KeV'.
Ao lado temos o perfil em energia para o angulo de incidéncia de 5mrad. Dados
obtidos com a ferramenta DABAX [del Rio and Dejus, 1997].
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Capitulo 3

Dispositivos ()pticos para
Raios-X

As propriedades de tamanho do feixe, divergéncia e largura espectral da radiagao
de um acelerador sincrotron sao inadequadas a maioria dos experimentos de
interacao de raios-X com a matéria. Para torna-la apropriada utiliza-se das
propriedades de interacao de raios-X com os materiais para construir dispositivos
que adequam a radiacao emitida pela fonte aos experimentos com raios-X.

Devido a variedade de técnicas que se utilizam da radiagao sincrotron, existe
uma variedade de dispositivos e de formas de associd-los para cumprir os requi-
sitos de um experimento. Dentre os diversos dispositivos existentes destacam-se
monocromadores, espelhos de reflexdo total, espelhos multicamadas, lentes e
filtros. Concentraremos no estudo de monocromadores e espelhos de reflexao
total e espelhos multicamadas, por serem os principais em uma linha de raios-X
duros.

3.1 Espelhos de Raios-X

Espelhos de raios-X em uma linha de luz tém como principal funcao focalizar e
colimar o feixe de radiacao sincrotron. Além disso, as propriedades do fené6meno
de reflexao de raios-X faz com que os espelhos tenham fungoes adicionais, como
absorcao de parte da poténcia do feixe e supressao de fétons de altas energias.

Os espelhos sdo constituidos de um substrato (em geral silicio) revestido
por um material pesado (rédio, ouro ou platina, entre outros). De forma a
terem propriedades focalizantes, podem ser construidos em formatos esféricos,
cilindricos, toroidais ou conicos[Mills, 2002].

Dependendo da poténcia absorvida podem sofrer de problemas térmicos e
torna-se necessario que sejam refrigerados. O método mais comum de refri-
geragao € o de circular liquido refrigerante em seu interior, em geral agua refri-
gerada.

O desempenho de um espelho é determinado principalmente por:

71
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e natureza do fenémeno de reflexdo: dependéncia com a energia da radiacao
e com o angulo de incidéncia;

e questoes de optica geométrica: formato da superficie do espelho, magni-
ficacao e aberragoes;

o limitacdes técnicas na fabricacdo: erro de inclinacdo da superficie!, rugo-
sidade;

e problemas térmicos: por absorver parte da radiagao, dependendo da dis-
posicao do espelho na linha, a poténcia absorvida pode ser significativa e
gerar deformacoes na forma da superficie do espelho, comprometendo as
propriedades Opticas;

e limitacoes de construcao da linha: em geral uma linha tem limitacoes de
espago e do angulo de inclinagao do feixe em relagao ao piso.

A seguir tratamos dos parametros que influenciam o desempenho de um
espelho de raios-X e como eles se relacionam, além de como essas propriedades
podem ser usadas para obter um feixe de raios-X de acordo com as necessidades
de um experimento.

3.1.1 Dependéncia com o angulo de incidéncia

Devido a propriedade dos materiais em que o indice de refragdo é menor que 1
para energias acima de 103V (como visto no Cap. 2.4), é possivel utilizar a
reflexao total dos materiais abaixo de um angulo critico .. Valores de 6. sao
dados por Eq. 2.113 e a Figura 2.24a mostra o valor do angulo critico pra alguns
elementos.

O baixo valor do dngulo critico nessa faixa de energia (6. ~ 10mrad para
10KeV), faz com que espelhos de raios-X tenham que operar com incidéncia
rasante. Como consequéncia, espelhos de raios-X tém caracteristicas especificas
que os distinguem de espelhos para luz visivel:

e Para captar todo o feixe de radiacao é necessario que o espelho seja longo.
Por exemplo um feixe de raios-X a 5 metros da fonte de elétrons tem um
tamanho vertical tipico de 3 milimetros, que incidindo um plano a um
angulo de 5 miliradianos ilumina um comprimento de 0,6 metros.

e Para posicionar o espelho com um angulo da ordem de miliradianos é ne-
cessario uma movimentagao mecanica com precisao de décimo de miliradi-
ano. Em um espelho de 1 metro isso significa que os atuadores mecanicos
devem ter precisao da ordem de 10 micrometros.

'Em inglés slope error: diferenca ou erro entre o angulo de inclinacdo da superficie prescrita
e a obtida no processo de fabricagao.



3.1. ESPELHOS DE RAIOS-X 73

e A Oéptica geométrica faz uso da aproximacgdo paraxial que trata apenas
dos raios paraxiais, aqueles que estao préoximos ao eixo éptico do ele-
mento 6ptico[Fowles, 1975]. Devido ao baixo dngulo de incidéncia essa
aproximagao nao é valida para espelhos de raios-X e é necessario verificar
a validade dos conceitos de éptica geométrica antes de aplicd-los (mais
detalhes na Secéo 3.1.3).

3.1.2 Dependéncia com a energia da radiacgao

Pela dependéncia da refletancia com a energia, os espelhos sao utilizados como
filtros “passa baiza” de energia. Por exemplo o rédio, como pode ser visto na
Figura 2.25, para angulo de incidéncia de Smrad e energias acima de 15KeV tem
refletancia inferior & 25%, enquanto que para o mesmo angulo e para energias
entre 3,5KeV e 12KeV a refletancia é maior que 80%. Logo, operando 5mrad
o rédio é um bom refletor para energias menores que 12KeV e um absorvedor
de fétons com energia superior a 12KeV. De forma geral, trabalha-se com
refletdncias da ordem de 80% na faixa de energia desejada, o que faz com que o
nimero de espelhos em uma linha de luz seja um pardmetro a ser minimizado.

De forma geral, trabalha-se com refletancias da ordem de 80%, o que faz
com que o numero de espelhos em uma linha de luz seja um parametro a ser
minimizado.

Como um espelho opera em geral com um angulo fixo, a presenga de um
espelho em uma linha de luz é em geral o fator limitante da maxima energia
que uma linha pode operar, sendo a escolha do material refletor do espelho
determinada pelo intervalo de energia desejado. O rédio, por exemplo, limitaria
a operacao de uma linha a ~ 12KeV operando a 5mrad.

Para operar em um intervalo muito grande de energia (de 1KeV & 30KeV)
em geral utiliza-se um mesmo substrato onde se deposita duas faixas de material
refletor distintos, como por exemplo rédio para o intervalo de 3 a 12KeV e a
platina de 14 a4 40KeV.

3.1.3 Propriedades ()pticas

O feixe obtido de uma fonte de radiacao sincrotron, pela natureza do fendmeno
de produgéao de radiacao, é inerentemente divergente [Wiedemann, 2003]. Pela
construcao de um anel de armazenamento a distancia minima da fonte de ra-
diacao que é acessivel para instrumentacao é da ordem de 5 metros. A essa
distancia, pela divergéncia do feixe (da ordem de ~ 10mrad na horizontal e
0, 5mrad na vertical), uma fonte pontual forneceria um feixe de tamanho hori-
zontal e vertical respectivamente da ordem de ~x2, 5mm?.

De forma geral os experimentos que fazem uso de radiagao sincrotron neces-
sitam da maior quantidade de fétons em um determinada area, que muitas vezes
é micrométrica. Dessa forma, é necessario que se processe a radiagao fornecida
pela fonte para focalizar o feixe divergente nesta pequena area.

Além disso, existem aplicacoes com necessidade de alta resolucao de energia
que necessitam feixe colimado (divergéncia préxima de zero). Um feixe colimado
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\ Gaussian

image plane

Figura 3.1: Sistema de coordenadas utilizados para o estudo de espelhos focali-
zantes. No caso de espelhos teremos que os angulos « e (8 sao tais que a = .
Figura extraida e editada de [Thompson and Vaughan, 2001].

favorece a selecao de energia pelo monocromador dentro de uma pequena faixa
de energia.

Os efeitos de colimagao e focalizacao do feixe sao obtidos utilizando 6ptica
focalizante, como espelhos com superficies curvas. Para objetos pontuais a
Optica geométrica fornece resultados analiticos exatos, onde uma fonte pontual
é totalmente focalizada em um ponto por uma superficie eliptica e colimado por
uma superficie parabdlica, e um feixe colimado é focalizado por uma superficie
parabdlica.

A éptica geométrica trabalha em uma situacao ideal onde o objeto e a ima-
gem estdo sobre o eizo dptico?, ou usa a aproximacao de que a distancia ao eixo
6ptico é infinitesimalmente pequena (¢ ~ 0 em Fig. 3.1). A essa aproximacao
denomina-se aproximacao pararial. Além disso aproxima-se que todos os raios
provenientes do objeto incidem a superficie no ponto P com angulo de ¢ ~ 0,
de forma a se utilizar a aproximacao sin ¢ ~ ¢ — 2? +0(¢°).

A aplicagdo dos conceitos de 6ptica geométrica para objetos de tamanho
finito (ndo pontuais) é entao feita em duas etapas distintas onde sin ¢ é aproxi-
mado para ¢ e posteriormente para ¢ — ‘g—? Ao resultados de cada uma destas

2Em um sistema 6ptico composto por lentes e/ou espelhos, o eixo 6ptico é o eixo que passa
pelo centro de curvatura das superficies e em muitos casos coincide com um eixo de simetria
rotacional do sistema. Ver exemplo em Fig. 3.2a



3.1. ESPELHOS DE RAIOS-X 75

aproximagoes denomina-se respectivamente dptica de primeira ordem(ou dptica
Gaussiana) e dptica de terceira ordem. Apesar de éptica de primeira ordem ser
estritamente valida na aproximacgao paraxial, os resultados obtidos representam
boas aproximagoes pra dngulos diferentes de zero[Korsch, 1991].

A éptica de primeira ordem define a geometria basica da formagao de ima-
gem, determinando a localizagao de uma imagem “ideal” para todos os pontos
de um objeto (também conhecido por imagem Gaussiana), mas por outro lado
nao é capaz de prever a qualidade da imagem.

Os principais resultados fornecidos pela éptica Gaussiana sdo dados por (ver
Fig. 3.1)

4 == 3.1
rm= (3.1)
onde r é a distancia objeto-espelho, r’ é a distancia espelho-objeto e f é a
distancia focal do espelho. Para o caso de um espelho colimador deve-se fazer
" — oo. O outro resultado relevante é que o comprimento z, da imagem serd
dado por

,r/

zb:za7:za'M, (3.2)
onde z, ¢ o comprimento do objeto (Fig. 3.1). A relacio TT/ = M denomina-se
magnificagao.

Na éptica de primeira ordem a superficie que concentra os raios de um fonte
pontual é um paraboloide (diferente do elipsoide na aproximagao paraxial) dado
pela equacao

4fz = x4 9> (3.3)

A Optica de terceira ordem é vista como uma teoria para prever quanto a teo-
ria de primeira ordem falha em seus resultados. As diferencas entre as dimensées
da imagem prevista pela teoria de terceira e de primeira ordem sao denomina-
dos aberracdes primdrias®, onde se obtém cinco efeitos distintos: astigmatismo,
aberracao esférica, coma, curvatura de campo e distor¢ao. Termos de ordem
maior na expansao da fungao seno (acima de O(¢°)) dao origem a aberragoes
de mais alta ordem, mas restringimos nosso estudo aberragoes primarias.

Os resultados da 6ptica geométrica indicam que superficies conicas como
elipsoides e paraboloides sdo os mais indicados para focalizar e colimar um
feixe de luz. Porém o processo de fabricagao de tais superficies para espelhos
de raios-X sao caros uma vez que incidéncia rasante exige espelhos longos na
direcao longitudinal.

Assim, o que se faz é aproximar as superficies conicas por superficies esféricas
e construir espelhos com estes formatos. Além disso, o ganho de performance
de espelhos conicos em relacdo a esféricos se perde para objetos de tamanho
diferente de zero.

Na regiao paraxial o foco de um espelho com superficie esférica e raio de
curvatura R é dado por

3Também conhecidas por aberracdo de Seidel[Malacara and Malacara, 2004]
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== 34
f=5 (3.4)
mas para objetos fora da regiao paraxial a relacao entre o foco e o raio de
curvatura na dptica Gaussiana é dado pelas equagdes de Coddington [Born and
Wolf, 1999][Malacara and Malacara, 2004]:

1

.ft = §RSina7 (35)
1 R

Js = 2sina’ (3.6)

onde f e fs sdo respectivamente o foco longitudinal (Fig. 3.2b) e sagital (Fig.
3.2¢), R o raio de curvatura da superficie esférica e o 0 angulo mostrado na Fig.
3.1.

No caso de espelhos para linhas de luz estamos interessados em colimar e
focalizar uma fonte de luz, de forma que os efeitos de curvatura de campo e
distorcao, relevantes para formacao de imagens, serao negligenciados. Isso se
deve ao fato de que, em uma linha de luz, ndo estamos interessado em formar
uma imagem perfeita do objeto, mas somente em focalizar e demagnificar uma
imagem, permitindo assim negligenciar os efeitos relevantes para formacao de
imagens.

Estudaremos assim os trés tipos de aberragao relevantes: astigmatismo,
aberracao esférica e coma. Uma vez que esses efeitos de aberracao se somam,
a aberragao total serd a soma do efeitos de coma, aberracao esférica e astigma-
tismo.
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