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RESUMO

Usando-se de um metodo de fungdes de  Green
deteamina-se novas repaesentacdes fnfegrals e novos feoremas
de adigde ou fegras de soma para as fungoes hipergeomeiricas

¢ para as fungoes hipergeométricas confluentes,

As funcoes hipergeomethicas estudadas neste
trababho sdo as 5unc§e,a de Jacobi, Legendhe, Gegembauen e
Tchebichef. Dentre as hipergeometnricas confluentes tem-te as
funcoes de Kunmer, Whittaher, Hermite, Laguerne e Bessef.



ABSTRACT

By means of Green's functions method we
caloulate news integhals nepresentations and news additions
theorems on sum aubes for hypergecmetnic functions and  for

confluent hypergeometric functions.

Hypergeometnic functions discussed  in this
work are, Jacobi, Legendre, Gegembauen and Tchebichef func
tions. For confluent hypergeometric functions we thave,

Kummer, Whittaken, Hemmite, Laguenre and Bessel functions.
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INTRODUCAD

No presente trabalho apresentam-se novos nesuftados sobre
nepresentaches integrais, regras de soma e teoremas de adicde para as  fiun-
¢oed eépeciaia da §Tsica matematica.

Na obtengdo desses nesubtadps emvreaa-se uma teenica de
cAleulo usando-ae fungoes de Green.

0 pracedimento noamal pana obtengio de hepnesentagies £n-
teannis o teonemas de adicdo € utifizan-se dns {uncdes acnatrizes das  fun
cics capeciais ou entdo wor meds de téenicas de teorias de qnupe.

Essc procedimento Leva a nesublados que eavolvem somente
fungdes de primeira espdede, ou sefa, Juncdes que sdo & primeina sofucdo da
equacae diferencial e, portante, requfares na oriaem ¢ qie, quase sempne,
podem ser definidas por meio de uma funcao geratriz.

A técnica de funcde de Green desenvofuida neste trabakho
peamite cblen rephresentagoes {nfeqrais e feonemas de adigde para wm produtc
de duas funcdes, nio de mesma espeede, ou sefa, das duas sofucdes  Linearn-
aente {ndependentes das equacoes diferenciais es tudadas

A tionica emoneaada € afobaf, ndo didferenciando entre fun
ches que definem sclugoes hadials e aquelas que definem sofugoes anaufanes.

Ay funcoes aqui estudadas sdo as funcies  hipergeomefrl-
cas, denominadas fungdes de Jacobi e as duncies hivengeometaicas  conffuen
tes, denoninadas 4uncoes de Kummer.

A sistemitica de cdleubo consiste em se deteaminan as fun
¢hes de Green pon dois vrocedimentos. Um & o mitods usual tipo Stwnm-
Liouvilte e que a funcdo de Gueen € obtida diretamente em termos dab duets

soluctes Linearmente independentes da equacdo diferencial homoaenea U outro
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¢ cafeufar a funedo de Green mediante & funcdo de Green paia @ equagao de
Schabdingen com um potenciat tipo oscifadon hammdnico {sotropico multidimensig
wal, Essa segunda tZenica fohnece a fungdo de Green huma Aepred enfacdo  Ante-
gral,

Pana o case das {ungdes de Kummer esse método & apficado ding
tamente, pois a equagdo radial do csaitadon hanmbnico Laotripico mubtidimens{o
nal & uma pquacdo diferencial de Whittaker ¢, ventante, a identificacda & ime-
diata. Essas 4ungdes sdo estudadas na secgao 1.

Pana as {uncoes de Jacobd, a identi ficacdo com a4 4ungdo de
Groen de wn osciladon ndo € imediata. A equacdo diderencial de Jacobl estd ne-
facionada com a equagdo difenencial nadiaf de um potenciat Coulombiano multidd
mensional pon mefo da thansdormada de Foutden. Pode-se, assim, caleulan a fur-
¢de de Gneen pana a equagdo difenencial de Jacobl ao edpago de momentos ¢,
cabeufan-se a antitrans jormads de Fourder, obtendo-se uma representacdo  inte-
ghal pam o produto de duas funcoes de Jacobl nao de mesma espiedie,

Na seccdo 11 detexmina-se uma nepresentagdo integral para o
phodute de funcoes de Jacobl Lysando—zse uma representacdo dntegral explicita pa
na as duncdes de Jacobd, mestrando-se a equivabéncia com o metodo da transfon-
mada de Founien. Obtim-se, tambim, as resvectivas reqhad de soma pang as  fun
coes de Tacobi.

Usando-se, ainda, essa nepresentagde integral determina-se,sec
gdo 111, teonemas de adicav para as fungoes de Jacobi.

Einafmente, seceao TV, como anlicacde caleufa-se a funcdo de

Green para o pido sdmetaice.



1. FUNCOES HIPERGEOMETRICAS CONFLUENTES

Desenvolve-se nesta secpdo uma tZenica de funcdo de Green pana de
tenminacac de nepresentagies integrais e negnas de soma para um produto de fun
coes hipergeomitnicas congfuentes.

A vantagem primordial dessa ticnica T que efe permife cbien repre
sentaghes infegnais e teoxemas de adigdo para we produto de duss sofucoes das
equaghes diferencials que sdo Linearmente independentes. 0 que 4¢ encontra
noamalmente na Literatura sd0 nepresentacies infegaais pana um produto de duns
fungoes de mesma espieie, em genal para a primeing sobucie da equacao diferen-
efaf,

Para se vhter essas nepresentacoes integrais e teonemas de adigdo
caloula-se as funcdes de Green por dols processus de cdfewfo:um usando o méto-
do tradicional tipo Stm—Liouui.ue“] que peamite calcufan a funcds de OGreen
em fungio do produto das duas sofucdes Lineanmente independentes da equagdo di
ferencinl homogénea; outho usando a fuacdc de Greea para a equagao diferencial
de Schalldinger com um potencial tipo vseiladonr haxminico Moaépica(u.

As fungies hipengecmitricas aqui estudadas sdn as fungoes de
Whittakes, Kuemor, lagueate, Henmite ¢ Bessel.

A funcdo de Green pana a equagde diferenciaf de Schalldinger  com
wn potencdal tipo oseifadon harmgnico Lsotnopice mubtidimensional ealeufada
via fonmufa de Mehlen fonnece dinetamente uma representagao integral para esta
gungdo de oneent?) . Devido a simetnia esfenica do potencial pode-se fazer uma
expansac em ondas pmum[”, para se deferminar a funcac de Green radial, a
qual satisfaz a uma equagdao diferencial de Whittaker.

Tdentificando-se, convenientemente, as 2quagoes difenencials



obtim-sc nepresentacies integrais para um produto de duas solugdes Linearmen-
te independentes para as fungdes de Whittaker, Kummen, Laguerhe, Heamite e
Bessel.

E, f{inafmente, paia cada nepresentagdo integral, utiliza-se a

gormula de Hi.(;ta-Handy{SJ patra e obter as hespectivas neghas de soma.

1.7 FUNGAQ DE GREEN PARA A
EQUACAO DIFERENCIAL DE KUMMER

A fungdio de Green para a equacao diferencial de. Kummer satisfaz

a seguinte equacde dijerencial ndo hemogenea
1.1.1 07 Glz,z'} = 8(z-2"}

Limitada entre Ogz<e , onde o cperador diferencial de Kummer X

7
- Al IR
1.1.2 _ ")_l—zdzz+(cz)—&—z a

com as restnicies nos parametros dadas pon: (&) cf -m, m intelno rdo negativo
¢ todos valores de a; (L&) af -, c= -m ou a= -n, ¢= -m ¢ men, ondemen sdo
intedros nio negativos. Pana o caso espeedal em que ¢f mea=s -nondeme n
sd0 inteinos ndo negatives tem-se sofugoes pofinmemiais.

Utifiza-se o mitodo de expansdo tipe Stuwum-Livuvilfe[Apindice Al

para resolver a equacdo [1.7.1). A nespectiva equagdo diferencial homoginea 2
1.1.3 (e f e ah vtz -0
o d22 dz

e as duas sofugies Lineawrmente independentes da equagdo (T.1.3] 4dc as  fun-



¢oes de Kummen
1.1.4 ur[z} = ]FT(a.;c;z) Uztz] = Ua;e;z)

sendo ?F,{a;c;il hegular na origem ¢ Ulajeiz] regulan no inginito, cufo deten-

minante. WMMfu'ano(é] ¢ dado por

'let ,-¢ .2
i.1.5 Wlu,,uzl-ﬂz}»z et

A sofucdo da equacdo (1.1.7] send:
i.1.6 Gylz, 2"} et (Filasesz ) ufase;z,)
onde Relc)>1, Relal>0 e z<(z>) z ¢ menonimaich) de zlz'},

1.2 FUNCAO DE GREEN PARA A
EQUACAD DIFERENCTAL DE LAGUERRE

A equagio difenencial de Laguenne € wn caso particulax da equagao
diferencial de Kwmiet com o8 parimetnes dadus por as -v, com v intedr Hao ne-
gativo ¢ cr Ito onde o>-1.

i A nelacio enthe a fungdo de Kwmwier ¢ a funcdo de laguerte o dada
{8,

pox
r'z 1 (2] ==l ) (s eas2)
e v Tlat TITTwr T 17 gL Vi TTeizt.

: A segunda sofugdo da equagdo diferencial de laguenre pode sex de-
ginida efi texmod da segunde sofugdo da equagdo diferenciat de Kummen Uia;c;z)

_5_



por {Apendice B)

r{-v} I'fwi) Ters
1.2.2 $21z) "l"?%ﬁiéiTT‘ Ul-v; Trasz)

Substituindo-se as expressdes (1.2.1) ¢ [1.2.2] na  expressdo

{1.1.6) obtim-se a funcdo de Green para a equagde diferencial de Laguerre

1.2.3 6 lz,27) = L5tz ) N(z,)

onde 2z (z) 2 o mench|madon} de zlz').

1.3 FUNCAO DE GREEN PARA A
EQUACAOD DIFERENCIAL DE MERMITE

A funcdo de Hexmite € um caso panticulan da fungdo de laguerne,
com a=t1/? dependendo da paridade, w=1/? patidade Impar e a=-1/1 paridade pan.

As nelaches entre as fungies de Laguewre e lemmife sdo

12, 2, __1-11" -t ,tn-1
1.3.1 Lot "F%EI%T'Z 27y (2

I N o A P 1
i.3.2 Ln [z%) -_PT”-_*'T]-. H HZH[Z}
e, parc a degunda sofuglo Linearmente independente da equagdo diferencial de
Hermite, em teamos da segunda solugdo da equagdo difenencial de lLaguenne de-

fine-ae_7&(z) como

1.3.3 : NIl oL o rnen) B

K3 2»'1#1'(?':l



-1/2,.2 n
1.3.4 RIE I rtmn%n(zl )

Substituindo-se as expressdes [1.3.7), {1.3.2), (1.3.3) e (1.3.4]

na expressdo [1.2.3), convenientemente, obiem-se

1.5.5 Gz, z') = (D" (227 Wy 12 ) 12,

2n+] in+

1.3.6 Golz,2'} = (11" Hy 120

onde G;{{z,z') ¢ Gatz,z'l sic ab fungdes de Green para a equagdo diferencial

de Heamite com panidade impan e com panidade par, nrespectivamente.

1.4 FUNCAO DE GREEN PARA A
EQUACAO DIFERENCTAL DE WHITTAKER

Pana se obten a equagdo diferencdial de Whitiaker, faz-se uma

thans formagdo de Kusmer na equacde (1.1.3}
14,0 vizl » e/ 27T g

e obtem-se a seguinte equacde diferencial

2 ?
1.4.2 i—p g e Re LAy g - 0

F4

onde deginiu-se a = u=v+lfZ e c = Iyl



As duas soluctes Lineanmente independentes dz equagdo (1.4.2) sao

as funcoes de Whitiaker

1.4.3 u,lz) = valzl uylz) = wu;\l{Z]

sende u,[z} negulan na onigem e uztz} negular no infinito. 0 determinante

trenskiane € dado pox

' T {2yt
4.4 i) * Ty /T

A cquagio (1.4.7) estd na forma auto-adfuntz, £ogo, a fungdo de

Green pana a equacao diferencial de Whittaher ndo hemogénea @:

v Tl-erpr!/7)
1.4.5 Gylz, 2"t = e Muized Wyl

com Re{-vhut1/2)>0 e z (z ) 2 o menonlmaior| de z{z').

1.5 FUNCAO DE GREEN PARA A
EQUACAC DIFERENCIAL DE BESSEL

i U casa panticufan da fungdo de Green para a equagdo difenencial

de Whittaker Z o dungdo de Green para a equagdo diferencial de Bessel modifdi-

cada, Farendo-se w=0, tem-se

7.5.1 M,z = Tl v 12 1,12/2)

ESYIERYY:
1.5.2 lluaiuiﬂ b z Ku(z/f!] R



Substituindo-se as expressors {1.5.1) e [1.5.2] na eXPALA A0

(1.4.5) obtam-se

5.3 Gglz,2't » tzz V21 e 21 K Lz, 0m)

que € a fungdo de Green para a equagde diferencial de Bessel modificada ndo
homogénea. Para as demais fungbes de Bessel basta wsan as nebagdes, conheci-

das, entre a fungic de Bessef modificada e as demais funcoes de Bessel.

1.6 FUNCKO DE GREEN RADIAL PARA A EQUACAD DE
SCHRODINGER COM UM POTENCIAL TIPO OSCILA
DOR HARMONICO TSOTROPICO MULTTDIMENSTONAL

A fungdo de Green part a equagds diferenciel de SchrBdinger com
un potencial tipo vscilador harmonico isotripico multidimensional — satisfaz

a sequinte equago diferencial nio homogEﬁea
1,6.1 (v el ) eEEE - e

onde V2 & o operadon Laplaciano mebtidimensionak.
A solucde da equacdo (1.6.1) cateulada via formufa de Mehter,

muma Aepresentacac Lntegwlz) a:

GN[K,I‘;E] . N2 expl- —;—iz",J'z}} ,

1.6.2 1 > -, »2 2
.{ dr g—MN/E—] IT-EZJ_N/Z expl ’zflé;. £ - f;H:;.Q E2 }




com Rel-MN/2-1150, onde N @ a dimemsdo do oscifadon harménico e X & o pard
metre da energdia.

lina ver que ¢ potencial Zem simetnia esfirica faz-se uma expansdo

da fungdo de Green em ondas pa)tua,w(”
w© . .MLZ,
63 GEice - ¢ oo EWE yen) ¢ tcose) Gylr,atin)

L=0

onde Cg[x.} sd0 o4 pobindmios de Gegembauer, & e ¢ dngulo formado por Ten e
Gl{n,n’;)«] 2 a funedc de Green nadial.
Faz-se a expansdo de explz co40) numa senie tipo Naumannm, ou

a:afa, com N33

sz Nz
re LBz eos8hZ T g ezl ¢,? (cos0) 1 (2]
ritdy Lo t eN/2-1

’ 1
onde z =-2%—5- e Iulx) z a funcde de Bessel modificada, tem-se comparando

com a expressdo (1.6.7), a expressdo

GplnsA) = 2 ) M o (- ity
1.6.% o
+7 +, 2
e ! -4 g,-1 A A

I-¢ 1-¢

que & a fungdo de Green hadial pana a equagdo de Schilidinger com um potenciad
tipe osciladon hammonico Lsotrdpico multidimensional, ¢ que & solugao da

seguinte equagdo diferencial nio homogénea

I-N
2z -
d N-1 d £12+N-2 ? 2 :
1.6.6 {If t —tjn_! - 2"+l thfr,,!L';Al = (an']" bin-a’

-16-



Fazendo-se -a mudanga de varidvel do Lipo wlez na equacdo

{1.6.8) obtam-se

1-N
2 —
d _ﬂ'_ d . L1L+N-2] - 1 A Py _ 1 4 Lt
1.6.7 {ﬂ_dzz t Tk 72*— 'l 2?} Gllz.z M os (zz']T 8{z-z')

que tem como acfugde a expressdo (1.6.5) com nlez e )L'zsz’.

Cacrevendo-se
| [N = ‘I '~/4 ]
1.6.8 Gztz,z sAb = {zz'i Gﬁlz,z ]

¢ substituindo-se na eguacdo [1.6.7] ebtem-se

1 A N{N-4} /18 *zltl“N-Z)/‘#}lez‘z:l = §(z-2)

1.6.9 = -5+
dzi i Tz 2

que & uma equagdo diferencial de Whittaker cufa so0fugdo &

Hz.g'] = et S R N
Gylz,z') 2zz") { de £ ° (1-87)
1.6.10

z+z’

z
. _zrz! T _&
exp| 7 ?) I£+N/2-I (2vzz" i )

3

com RelL+Nj2-1}>0.

1.7 REPRESENTACAO INTEGRAL PARA UM
PRODUTO DE FUNCDES DE WHITTAKER

Na seccdo anfenion mostrou-se que a equagdo diferenciat para

a

funcio de Green radial com um pofencial tipo oscifadon harminico  Lsotripice

nul tidimensional nada mais & do que uma equagdo diferencial de Whittakenr.

..]1..



A sofucdo da equagdoe (1.6.9) & dada pefa equagio (1.4.5) com

v = A e 4y = N+22-2

Glz,z') = TIN/4e£/2-0/2) -

M- B Sniamie-een B

onde A el = Mple) r{1+2m),

1dentificando-se a expressao {1.6.10) com a expressao {1.7.2)

obtim-se
TN MO My gy g inpzersn) P2 Bggsaiizeeay 12
1.7.3
, b oy 2T ' geg? :
otz e gl T et 42 i—r: IDM_][zﬁzr‘f?}
-~ ]'+§2
Farendo-se uma mudanga de variavel do tipe chv = 7 e dedi-
-g
nindo-se Iy = N+28-7 e 2% = A obt@m-se
Ty oo
e I AP LI WPIL
1.7.4
S S 2x | R
= (zz') ,of dv eth™ vw/T exp{- ?{zﬂ_' ) ehv) Iu[/zz shv)

onde  z'»z, Rel J—?‘-xho e Relu)>d.

~-12-



Nio ki penda de gererabidade ra redeginicdo dos parametros pois,
desde que as restrigoes sejam obedecidas, as fungoes de Whittahen sdo analiti
cas em todo plano complexs e a4 xepresentacdo (1.7.4) € valida. Esse nesubtado

nio & novo pois essa represeniacio integnaf & bem conheedda na u,tmtzma”],

I.& REPRESENTACAD INTEGRAL PARA UM
PRODUTO DE FUNCOES DE KUMMER

As fungies de Kummen ¢ as fungbes de Whitiaker estdo nelaciona-

das por melo das transfoamacoes de Kummer

Itm
-z/? 2 t+m .. A
1.8.1 r(|+m1_Aﬁ&;m,2 (z) = e 2' F L Bz
T+m
-z/? ? T+m . s
1.5.2 Wz;m/z lz} e z u ["2'”-1’., T+m; z)

Substituindc-se as expressoes {(1.5.7) e {7.8.7) na 2xpressas

{1.7.4) chtim-se

el < /el

7+

"
2

-x; 14y 2t o=

F],[ J%l"- -xpTepy oz} Ul

{1.§.3
= (zz’lﬁu” gxp{'%‘{z*‘Z')} {mdv cthzxulz e.xp{~%—fz+z']cfw} Iu(v’zz' shu)

Utibizando-se o identidade T+chy = ¢ shiu/? e definindo-se

[tu-2x = fa [ T+p = ¢, tem-se

13-



Cla) in P -
T ﬁ”mmﬂ Ula;e;2') =

1.8.4 e

- 221t oth® B2 axpl-tzez1shPuse} 1 (/22" shy)

onde z'>z, com Relel>] e Relal>f. Esse nesultade, no entanio & novo;define
wna hepresentacdo integral para ¢ produto das duas sclugbes Lineanmente ALnde-
pendentes da equacdo diferencial de Kummer. Nefe que as nestriodes nos pardme-

trob $30 a4 nestrighes usunis para be definin as fungdes de Kummen.

1.9 REPRESENTACAO INTEGRAL PARA UM
PRODUTO DE FUNCDES DE LAGUERRE

Para 4e obter uma representacdo integral para o produto de  duas
sofugdes Limeanmente independentes da equacdo diferencial de Laguernre basta
fazen a= -v , c= 4o com a>-] e -vs intelno nide negative, na exphessao

[1.8.4]), Loao

pFl =i Troy z) Ul -v; Tty 2V o=

{1.9.1

i}}f—ﬁ’r (zz') /2 [T cth"* ¥y 2 expi- 1zvz'18hv/T} 1 (YZT 8RY)

ou ainda, wsando-ae as expressves {1.2.1) e [i.2.7) obtem-se
[+1 ] .
(321 Wiz =

1.9.2
= lzz'l_ulz {m dv othTu/e exp(-{z+z'}4h2v/2} Tuwzz’,&hu}

14



.

onde vy = Ttatdv, com Re{-v}>0, Relal>0 e z'>z.

1.10 REPRESENTACAC INTEGRAL PARA UM
PRODUTO DE FUNCUES DE HERMITE

As funcdes de Heamite sfic um particufan case das fungdes de Laguen
ne, com o pardmetro o = +1/2 dependendo da panidade, a= 1/2 paridade Impan e
a = -1/2 paridade par.

Primeinamente, paridade par, facamos o =-1/7 na expressdac(1.9.2} ,

Loge
-1/t ~1/2
L, fz] N {z') =
r.10.1 14 2v+1/1 ?
= {zz') { dv eth v/l exp{-{z+z')sh"v/7} 171/2( 7z "shv]
Usando-s¢ as expressaes [1.3.2) o [1.3.4) obtem-ae
H2n[z] F 2"(z'l =
i.10,2
LN EEL Y cth®™ 112012 expt-(2Pea Byanlusadn_ (22 sho)
com z'»z.

Um procedimento, {nteiramente analoge, onde agona as1/2 ¢ usan-
do-se as expressoes [T.3.1) e [1.3.3]) obtEm-se a expressdo para um produto de

duas funcbes de Heamite com panidade Impan

Hypoyl2) FE pl2') =

1.10.3 172

s -1" (22 n+3/¢

v cth? 30510 oxpt- 28 va P aktus 1,022’ shv)

onde z'>z.
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1.11 REPRESENTACKD TNTEGRAL PARA UM
PRODUTO DE FUNGDES DE BESSEL

A expressdo (1.7.4), quando o pardmetns  v=f, neduz-ie a

r{-——EJ A

0; u/f wO;u/Z{z b
1.11.1

=(zz'}”2 {mdu exp[-%(z*z')chu} Iu(Jzz'Ahu]

As funcies de Bessef modificadas estdo nefacionadas com a4

fungdes de Whittaker atraves das expressces (1.5.1] e {1.5.2), kogo

1 z/2) K fz'/2) ﬂ%ﬁ%ﬂ g~ L

.12
. {mdv exp{—%[z+z')chv} Izu{Jzz‘Ahv]
Utilizando-4e a fanmufa de dupficagio de Legend&e(é} obtam-42 a
bem conhecida xepresentagao integnal pora um produto de duas funcoes de

Bessel modificadas, a saben
113 1z Kiz'l = {"“ dv exp{-l{z+z']chv} I,L,ufz/—_"zz shu

com Relul»-1/2 ¢ z'>z.

Representagies integrais para as demais funcoes de Bessel  po-
dem sen obtidas, faciltmente, desta expressdo, bastands para faf usan as
conhecidas hefacies entre as fungdes de Bessel modificadas e as demais fun-

¢des de Bessel, dentre efas, Hankel, Newnann, ete..
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1.12 REGRA DE SOMA PARA AS
FUNCTES DE  WHITTAKER

A pantin dz nepresentagao integnat para o produto de duas fungoes
de Whittaken pode-se obter uma negra de soma para um produto de duas solugoes
Lineanmente independentes da equacdo diferenciaf de Whittaker utilizando-se a
{onmuta de Hilte-Hardy!®!

(1-2)" explZ Xy 1,,( 2
r.aza

. [xy’-lfz ® zn+£ r(2£+"+'[1éz
n=o0

T PRYPIILS, SN RYIIAC]

que pode sen demonstrada usando-se a foamufa de Mehter e a fungdo de onda do
ssciladon hanmbnico isotnbpice bidimensicnal (Apendice C).

Fazendo-4e 52=y na expredsdo [1.7.3) eom ¢ panametro p  definddo
oo QuK? M/Z+2-1, obtim-se

Flurif2-a M (z'] =

ve'd Yz

e PR Ll g’ I+ zf_'_‘
= {zz'") ﬂ dy y [1-4} exp(-‘zz T:g} [ 2y
Substituindo-se a expressdo (1.12.7) na expressao (1.12.2) e

inventendo-se o sinal de some com ¢ de £nfegral tem-se



w1 /200 My ) 12

1.12.3
. 3. Iizuemel) _
) nfo F(n+1) M H*M*l/?;u(z)‘éz n+p+]/2;u(ZW
. n+u-;-u+1)
L] y y

com Relu=\/2+1/2i>0 e z'>z,

A integrat nesubtante & de nescfugdo imediata, dai podenmos esere

ven a seguinte negha de soma

rlu-vet/al L L) 2T

1.12.4
. > 1 T{Zutn+1}
i H'EO v-p-n-1/717 T+l M nrurl 250

(z}ﬂwwm{z')

com Relu-v+1/2)>0, Relpl>0 e z'>z.

1.13 REGRA DE SOMA PARA
AS FUNCDES DE KUMMER

As funcoes de Kummea estac nefacionadas com as funcoes de Whitta-
hen atraves das hefagbes dadas welas expressoes (1.5.1) ¢ (1.8.2}, substituindo

se gasas expaessfes na expresame [1.12.4) fem-se

-15-



rim ri2u+1) IFi(m,’ZuH; z) Ulm;2u+t; z') =

T.raa ©

1 Tin+2p+1) e . p -
“Him Tn+l ]Ffr nilurt; zl JFT[ nitprl; 2t

n=a

com z'>z, m=-viu+1/2, Relm)>0 e Relul>-1/2.

1.14 REGRA DE SOMA PARA AS
FUNCOES DE LAGUERRE

A fungdo. de laguerre € um caso particular da fungdo de Kummen,

Subatituindo-se as expressoes (1.2.1) ¢ [1.2.2) na expressdo [1.13.1) cbitem-se

Rzp WMz .

1.14.1

Lol Bugy By

nrm  Tn+ip+i]

o]

L]
W bt g

H

com z'>z, me-vtu1/7, Relm)>0 e Relu)>-1/2.

1.15 REGRA UF SOMA PARA AS
FUNCDES DE HERMITE

Como nessaltado, gquande das representacces infegrais pata um pro-

duto de fungoes de Heamite, aqui tambem, deve-se separar em dois casos, ou se

fa, paridade pan p=-1/4 e paridede Impan y=1/4.

-19.



Primeinamente, paridade par, substituwindo-se y=-1/4 na expres-

sde (1.14.7} obtem-se

r/z ~1/2 4
RAE R MANCY

1.15.1

=S
= I
nsa

1 I'{n+1) -1/2 -1{2,
ST Tt 1/ Ln {z] Ln lz

utilizande-se as nelagdes {1.70.2) e (1.10.3]) escreve-se

(—1}t Hztizﬁigefftlz‘] =

1.15.2
?-fn

3 ! iy
- g T fal? il

eom z'»z, L=vw-1/4 e Re[L)>-1/2,

Anafogamente para as funcoes de Henmite com paridade Impar u=1/4,

obtem-se
2
1Y Hopy(2) FE pppp(2') =
1.15.3
1 = T 22?!1'
- P r
T et T AL T

onde  z'>z, £=v-3/4 ¢ Rell)>-1.

1.14 REGRA DE SOMA PARA AS
FUNGDES DB BESSEL

A nepresentacds Lifeghdl pasa un produto de duas fungdes de Whif-

taker; expressdo [1.7:4] ¢ a {Frmule de Hitle-Handy, expressdo (1.127.1)  feva

-26-



i negha de soma para um produtc de dums funcies de Whittaker, expressao(l.12.4}.

Fazendo-se  v=0 na expressdo {1.17,4) obtem-se

rlwisz) B gt Wyt

1.16.1
. e 1 T{twwil :
© L T T S PRYINLI B AR

mas as funedes de Whittaker com o pardmetre v=o estdo refaclonadas com as
fungoes de Bessel modificadas por meio das expressoes [1.11.27) e (1.77.3). Subs
tituindo-de estas expressdes na expressdo [1.76.1) obtem-se a respective regha

de soma para as funcdes de Bessel modificadas em teamos das fungoes de  Whitta

kea
/2 ) _
{zz'} Iulzlﬂl Ku[z /2] =
F.16.2
T 1. Iltutndd) gp (2} S (z')
om0 nwept 172 T{n+T] nrurl/fi; u atut /U

com z'>z e Relu)>0.
A pantin da expressdo (1.16.2) pode-se oblen as respectivas reghas
de soma para as demais fungfes de Bessef, bastando para tal, wsan as conhecidas

nelagoes entne as fungies de Bedsel modificadas ¢ as demais fungoes de Bessel,

~-21-
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11. FUNGOES HIPERGEOMETRICAS

Na seccdo 1 apresentou-~se ¢ cdfeulo de representagies integrais e
Aggras de soma pana as fungoes hipengeometaicas confluentes, completando algu-
mas Pacwias existentes na Literatuna. No caso das funcfes hipengeoméfricas ou
fungies de Jacobi a situagdo & mais exitica devido, phaticamente, @ guase to-
tal inexisténcia de taié.nepneaentacﬁea integhals e teoremas de adigdo. Dentre
as” funcdes hipergeomitricas a anlea fungdo exaustivamente esfudada € a  funcde
de Legendae com rephesentagbes integrais e tecnemas de adigdo. As funcoes de
Legendne sendo wsaddas aqui come wnm pardmetro de teste para s nepresentagies

integrais e teonemas de adigdo obiidos.

Seque-se o mesmo procediments da see¢do anterion.Determina-de @
ﬁgngﬁaa de Green, primediramente, pana as funcoes de Jacobl e como casos parti-
culares as funcies de Gegembauer, Legendre e Tehebichef. Usa-de ab funcoes de
Green pana deteaminan representaqies infegrals, neghas de soma e feonemas de
adigao.

Teve-se nessaltan que a feeniee de funcde de Green wsada neste ca
pltubo & uma tZcnica glubal, vafendo tanto para fungbes de Jacobl come paaa
polindmios de Jacobi, ou sefa, na Linguagem usuak, tanto valfe para sofugees na

diads como paaa Aoﬂuqﬁeé angubares de uma equagde diferencial.

7.1 FUNCAO DE GREEN PARA A
EQUACAQ DIFERENCTAL DE JACOBI

A fungio de Green para a equagdo diferencial de Jaeobi satisfaz a

-23_



sequinte equagdd diferencial ndo homogénea

7.1.1 Qx Glx,x'] = &[x-x']

Limitada entre Ogx<m, onde o operaden diferenciaf de Jacobi!! &

?
0.2 g - “-leﬁi__z + {2(B-a) - 2to¢+s+rlx}§1 + ulut2ar 2B+
X

onde a>-1/0 & B>-1/7 a gim de que a funcdo pesc sefa ndc negafiva e integna
vel, mas as aelacdes fonmais sdo validas mesmo sem estas neatiicoes. A escolha
conveniente dos parimetnos @ 5 para facibitnr notagac, ¢ tambem para  quando
do estude do pide simetalco.

Utitizando-se o mitodo de expansdo tipo Stuwwm-Licuvifle para solu
cdonan a equagdo (2.1.7) necessita-se das duas solugoes Eincarmenie Andependen

tes da equagdo digerencial homogeénea,

2
205 - ¢ (2B ~2larBetlxE ¢ wlwtarzBrlY vix) < 0
dx
As duas sofucdes Linearmente independentes da equagac {2.1.3]

sde as gungoes de Jacobd

{12'“?8) (%)

2.0.4 v (x) = Pff“"ze] ix] e vylnl -

onde 4 primeira & aegufan na origem e a segunda € negular no dnfinito.

0 determinante whonskiano 2} dessas duas sofucdes & dade por

Zar?B T{uwfatl) Tlpt2p+1)
TTuFTT ThutZarpHT]

“20-! (g7 2B

2.1.5 w(u];vzl e 7 [x-1)

~-24-



e a solucdo da equagdo {2.1.7) & dada pox:

-7{o*B) Tlutl} Tlut2osipel) ,(20;28) {20;28)
P {x] Qu {x,]

16 Gplxxtiel Tl 20T TTue 73+ 7]

onde x (x] 2 o menoh{maion) de x(x'].

A cxpressdo {2.1.8), solugdo da equagdo (2.1.1), Z a fungac de Green

pana o equagio difenencial de Jacobi nig homogenea.

2.2 FUNGAO DE GREEN PARA A
EQUACAC" DTFERENCTAL ASSOCTADA DE LEGENDRE

Paka s¢ defeaminan a funcdo de Green pana a equagao diferencial as-
sociada de legendre, a partin da fungde de Green pata a equacde diferenciaf de
Jacobi, faz-4e fa=m e IR = -m na equagdo {2.1.6),

A nelagdo enthe a funcdo de Jacehi, PL’""'"'J {x), e a fungio associa
da de Legendne, P": Ix}, pode sek obtida usando-se as fungies  hipengeometricas,

2Fl(a b; c,z){31

(s -m) I {ptm+ 1) T+x mf2 ,-m
2L P fx] ._%ﬁ:TT_ ( T-x , Pu (x]

Porn um procedimento, inteiramente anafoge, obiem-se para a segunda

sofucdo, a nelagas

2.2.2 o™ a) = 10" Lhymel) u’fj’ (R gh ix)

Substituindo-se as expressoes (2.2.1) ¢ {2.7.2) na eAPrLessan

i2.1.6) obtem-se
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223 Mxx) « (0" T RE e g g e

[T+x
A expnesado (2.2.3) satisfaz a equagdo difenencial {z.1.1) oom
Ja =m ¢ 28 =-m. Deve-se obseavar que com z4fes pandmetrod obtim-se uma varia-
cde da equacdo diferencial assccinda de Legendie. Para se obten a equagao dife~
nencial assceiada de Legendne que aparece, usuafménte, na £dferatura deve-se

omitin a funcdo peso, portanto
2.2.4 A f,xh = =0T P ) g )

que & a fungde de Green para & equacae diferencial associada de Lagend&a(4i.

2.3 FUNCAQ DE GREEN PARA A
EQUACAD DIFERENCIAL DE GEGEMBAUER

A equagdo diferencial de Gegembauen tfambém & um case particubar da
equagde diferencint de Jacobl com o4 parimetnos dados pon la=2B=i-1/1 com

as-1/2. a hefacdo que envolve estas funcdes €

(12531721 0 . ,2h-1 L{AL Tlped/2) o)
7.3.1 Pu II] 2 —fTT7?T4FT§%:§T—“ CU (X'

¢ pana a segunda solugdo tem-se

A—i/?;l-l/?) (Xl-z‘igﬁiégilfg[xgtlfzj DS (X]

2.3.2 QL

ande ﬂﬁ {x} & a segunda sofugdo Einearmente independente da equagde digeren-
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clal de Gegembauer. Estas xelagoes podem sen defeaminadas wsando-se as expres-
5008 para essas funedes em teumos das funcoes hipelgeum@tkica&tZI
Substituindo-se as expressoes (2.3.1) e [2.3.2) na eXPRELAD

(2.1.6] obtem-se
: I D A
2.3.3 6ol x") = ypipT € Ix ) T (k)

com Ref{ut?)>0 e x [x,) g 0 menoalmaion) de x(x'},

2.4 FUNCAC DE GREEN PARA A
EQUACAQ DIFERENCIAL DE TCHEBICHEF

As fun¢des de Tehebdched apanecem na Literatura coemo fungoes  de
Tehebiched de primeina e de segunda especies, dependende do pandmethe L Gue
apanece na fungdo de Gegembauex.

Pana a fun¢do de Tchebiched de primeira especie tem-se Ael,  que
substituindo-se na expressdo (2.3.3), obtém-se

2.4.1 6l (x,xr) - L0 gy o 1w

Pl T

As fungdes de Tohebiched de primeina especde estde nebacionadas

com as funcoes de Gegembauen atraves das expressies

0 .2

2.4.2 Cu {x} = " Tu (x)
0 ]

2.4.1 Dy {x) =7 Vu {x)

-27



onde V |z z a segunda solugde Lineanmente independente da equagde diferencial

de Tchebiched de primeina especie que estd defdnida, em termes da funcao hiper-

geomitrica, pefa refagdo
Lunlp

2.4.4 P’ = -
" {x)

N L
o % Py e v,

onde.

245 0Nzl + oW TIRLIEL 0B e Doz aewzer et 1)

Substituindo-se as expressoes (2.4.2) e (2.4.3) na exXpressao

(2.4.1) obtem-se

i
7.4.6 o (xi = T lx) v ix,)

ondex_[x,| € o menon(maion) de x(x'].
Para a fungaoe de Tchebichef de segunda esploie tem-se que, guando,
substituido A=1 na expressde [2.3.3) obtem-se

!

2.4.7 62 (x,x') Lluel) ol 1y o

T S (x')

As funcbes de Tchebichef de segunda especie estde definidas am

teamcs das fungoes de Gegembauer atraves das relagoes

. ) .
2.4.8 Cu ix) = UI.1 {x]

2.4.9 vl (x) = (w1} X (x]
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onde Xj_,[xlf: a segunda hofugdo” Linéanmente independente da equagie diferencial

de Tehebiched de Aegah&& espiede que esta definida em terwmos da fungde  hipen-

geomitrica como
2.4.10 X (x) = =¥ (e T E (e, 372ewiziue 2 10
2 U '_U‘I'r 2y /e, Ui uts;

Substituindo-se as expressoes (2.4.8) ¢ (1.4.9) na

{2.4.7) obtém-se

2
2.4.11 GT (x,x'} = Uu{x<] Xu(x>]

oade x_(x,) Z o menon(maion) de x(x')

7.5 FUNCAQ DE GREEN PARA A
EQUACAQ DIFERENCIAL DE LEGENDRE

exphessan

A equacdo diferencial de Legendne & um case panticufar da equagdo

diferencial de Gegembauer com o parametro A=1/7.

Fazendo-se X=1/2 na expressde (2.3.3) obiém-se

N ? 1z,
2.5.1 G‘L’ PR ICE AN MENTY

As fungoes de Legendie estdo nelacionadas com as fungoes

Gegembauer atraves das refacoes

1/2 .
2.5.2 ¢/" 0 =P [

-29-
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142 o g-b-1 TU/ZE Piuel]  -u-d Jey fep, 3002
253 Du (xt = ¢ BT 5 B ZFlt 3ot g Wi 1/x

Qulxl

onde Qn{z) ¢ a segunda sofupdo Lineammente independente du equacdo diferencial
de Legendre. Substituindo-se a4 expressoes (2.5.7) e (2.5.3) ma CXPALASAD

{2.5.1] obtem-se

2.5.4 COB) lax') = P e ] g ix]

onde  x_[x,] & o menon(maion) de x{x').

Deve-se netar que a expressdo (2.5.4) pode sen obtida direfamente
da expressdo (2.1.6) com o5 pardmetros Za =28 = 0 umz vez que PL”‘Ollx)=Pn[x)

e %N xi=g 1x)

2.6 REPRESENTAQAO TNTEGRAL PARA UM
PROVUTC DE FUNCUES DE JACOBT

Para se estudar as nepresentacors integraid para ab fungoes de
Jacobi segue-se wm procedimento wn pouco difernentfe do casv das fungoes hipet-
geometricas confluentes somente pon facilidade de ealculo.

tin procedimente inteiramente anafogo sernia ealeulan a transfoama-
da de Fourien da equagdo diferencial nao homogénea de Jacebd. A equagae  dife
nencial de Jacobi estd Ligada, pox meic da transformade de Fourier, com a
equacdo di{ferencial nadial de um potencial Coulembiano wultidimensicnal ou de
um oscdladon harmonico fsetndplco. Caleulando-se a antifransjormada de Fournden

da fuhedo de Gredd nudial Coulombiana pode-se obter a fungdo de Green para  a
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equagao digerencial de Jacobi!®!.

Detemina-4e uma hepresentacdo integral e regras de soma pard.as
funcoes de Jacobi, Legendhre, Geqembauer e Tchebiched,

Pon simplicidade ubtim-se a equagao diferencial de Jacobi a
partin da equacdo difencncial de Legendre. Case procedimento faclbita a iden
tificagdo dos casos particulares das funcoes hipergeometricas bem como o ¢4-
tudo da funcdo de Green para o pido simetrico.

A equacdo diferencial de Legendre homogénea 2

2.6.1 {{J-x"')dz-zd+{+z)} (x) = 0
b, d—xz XH_JZ VIV wix) =

que tem sclucdo polinomial quando ¢ parametro Vv g dntelno.

Digenenciando-se a equagdo [2.6.1) m vezes obtem-se

4
7.6.2 (1-x¢ A 2(m+?)x—§-+ fv-m) (wimt 1]} pix) = 0
dxl dx
X
!
onde (x)= :ﬂ?ﬁ wix).
Fazende-3e ¢(x}=(x2-?)'m/2 w{x) e substituindo-se na equagao ante

nion obtim-se a equacdo difenencial assoclada de Legendre

?

m

7
7.6.3 (11-x2) 4 2x%;(+v(\)+?] :

dxz 1 -x2

} owilx] =0

que com a substitul¢do

T-x ]-m/Z

2,.6.4 W(X} = ‘_T‘_"x— llJ(X}
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pode sen escrita como

?
2.6.5 {EJ—xE)-§;7 - 2[m+x)-§§ + yi{vt?)} gix) = 0

Diferenciando-se a equagdao {2.6.5) n vezes, obtom-se

Z
2. d d
2.6.6 {“‘K }—d;—z - 2["1*(!‘14‘”)(]"&;( + [\)(\J*” - ﬂ(ﬂ"’]]]} Glx) = 0
.d”
onde Glx)=—7p pix).
dx

Definindo-se 08 parametros Bto =n ; B-o =m ey =y-a-B obtem-se

a seguinte equagao diferencial

dz

7.6.7 {(1-x%) ;
dx

+ [2(8"&) - {2u+28+2)x]-g& +oplut2at2B8+1)} Glx,x') = 8{x-x")

que & a equagao difenencial de Jacobl nao homogenea.

A solucdo da equagdo (2.6.7) € dada pefa expressav (2.1.6], Portan-

to,
b . T{v-n+1) T(vrn+l)
2.6.8 Glx,x") = 12 Floome 7T T lorme 7]
(n-m; n+m) (r-m; n+m)
Po-n (x.) n [ x,]
onde Péa;b](xJ e Qéa;b)[x} sdo, nespectivamente, a primeina e a segundd b0
Lucdo Lineanmente independente da equagac difercncial de Jacebd. homegenea e

x %) @ o mench (madon) de x{x'),

Estuda-se, primeiramente, ¢ caso das funcaes de Jacobi, ou  sefa,

jungoes deginidas no dominic 1<x<e . Pon uma simples generalizagao  ubtem-se,
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também, para os polinimios de Jacobi dedinidos no dominic 0<x<l. Para se
obten uma nepresentacdo inteqral para o produto de duas fungoes de Jacobi

introduz-se na equacdo {2.6.8) as sequintes nepresentacoes integrals

-n T{v+ntl]  Sln-min+m) Cyvoenrl ] 0¥ Joxt -l
2.6.9 2 T‘(m P\)_ﬂ {x)={-T) i ({ dt e t {Um;\)+1/2(2t]
g T{urntl) T(2v+Z) O[H-m;ﬂ+m) (x] =

Tlvtme I} T{v-m+l)] v-n

2.6.10
- -% £ dt Xty

m;v+?/2(2t]

onde Mm;f(XJ e wm;ﬂ(xl sac as fungoes de Whittaken,

0 contohno que aparece na rewresenta

cdo integhal da cxpressdo {2.6.91 ¢ ¢ contorno e

expresso pela fiqura ao fLado.

A funcao Glx,x'), para x'>x vode ser escrita na horma

by . T{u=mtl] Ti{v-ntll . yu-n+ld
Gix,x") = 7 Traerr Floeely
7.6.11
1o 8 xpexttt L, -1 D s g
m{ i: e {tt') Mm;\”?/g(fil wm’_w”?{ft ) dt dt

Note-se que o produto das duas {ungoes de Whittaker que apatece
na expaessdo (2.6.17) connesponde @ fungao de Green radial do potencial

(5] na s{tuacac em que T'>1,

Coulombiano cdtada anterioxmente
Sem perda de qeneralidade vode-se escreven o produto das  fun-
cdes de Whittaken na nepresentagdo intearal dada wefa expressas (1.7.6) com

t'>t,
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1550 wode sen mostnado mudando-se as variaveds  t/x e £'+2'/x!
¢ observando-se que /x<t'/x'. Usa-se a nepresentagac {ntegral para o produto
de funcoes de Whittaker, expressao {1.7.6), na expressao (2.6.11}, ¢ volta-se

as varidveis oniginais, A expressdo para Gix,x'} e

. I'{v-n+1] _ v-it] ! f o w , .
Gix,x") WT{” -f-?;"{-i {{CLCO'I dv

2.6.12 :

Im

n-1/2 e*[x+chu)t-[x’+chuit' oth

[£¢") v/? 1, (2/EE"shv)

onde T,(x] e a funcac de Bessel modidicada.

Ay integhais em £ e t' sac 4facifmente neaﬁizada&ré], obtendo-se

para G(x,x') a seguinte expressao

- i, ot
6lx,x') = (V7! Bl Thmntl) Lo snn 2T et ™oz
2,6.13
7
. ~veie-1 . L Sy '
{{x+chv}{x"+chu}} 2}1{v+”+1’v+”+1’2v+2’(x+ch 1

o) (XTvehu

Pode-se {dentifican a fungdo oFpla,biesx] que aparece na expres-
sap antenfon com a segqunda sofugdo da equacao difenenciaf de Jacobi e escheve-

se a seguinte nepresentacac integral para o produto de duas fungoes de Jacobd

-2n T{v-=n+!) T'[ven+l) {n-m;n+m) (n-m;n+m) ,
Z Fivem+T] Tlvrm 1} " v-n fx) Qv-n (') =
2.6.14
N ot -in-1 2m {2n; 0} +oh ich
= 1-11 7t :: dv {shv) eth™Mv/z 007007 {7y Lxgﬁ_éze vl 5y

com x'>x, lTex<m ¢ fex'<ow

.._14..



Essa nepresentacae integral & valida, tambem, no dominio |xj<I,

pois o desenvobluimente nesse dominie ¢ (nteinamente anatoqo,

2.7 REPRESENTACAO INTEGRAL PARA UM
PRODUTO DE FUNCIES ASSOCIADAS DE LEGENDRE

Pana se obfern a aepresentagac {ntearal para o produto das duas
funcoes assocladas de Legendre, warticulariza-se a exoressao (2.6.14) fazendo-
se o0 panametno n=0. As nelacoes entre as 4ungoes de Jacobl e as asscciadas de

Legendre sao dadas por

(-m;m) o Tlp-m+1] Ttx | -m/2
2.7.1 P, REVER - (! p’:] (x)
{~m;m) _q_qqt _Tlhp#me Tex -m/? g
2.7.2 n_” (x} = ( ” rh—""?) { iTx ) Q’” (X)

obtim-se, assim, a nespectiva representacae Lntegral

(XL yom/Z Xp Lyl oy T ) -

x-] x'-1 v

2.7.3

ot _ '
L M A VN PV Rt L WA . Ixtehul (xtchv) 4y

oo sh'v

onde QE(X) ¢ a segunda sofugde da equacav diferencial assocdada de Legendre

wna vez que Q(GIO, (] = Q , {x) com x'>x, Igx<em ¢ Jgx'<o
¢ - ¢
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7.%& REPRESENTACAQ INTEGRAL PARA UM
PRODUTO DE FUNCOES DE GEGEMBAUER

As funcoes de Gegembauenr sac um caso particular das funcoes  de
Jacobi com o pardmetro n=0. Utilizando-se as expressoes {2.3.1) ¢ (2.3.7] ob

tem-se

Tlu-m+1) o m y_ gM +1/2 +1/2 .,
Cloome 28 e )™ 70 1) 90T (0]

2.8.1

ot } ‘
= [*])v+1_?%1_ [ dv {shv) I cthzmu/g o, {7 {X+CHU)L;'+LhU} N
* ATy

com x'vx, lgx<ew @ Tgx!<e

7.9 REPRESENTACAO INTEGRAL PARA M
PRODUTO DE FUNCOES DE TCHEBTCHEF

Como anteriommente nessabtado tem-se¢ que,para as Aungoes de
Tohebichef, destacar dois casos, ou seja, funcdes de Tchebiche4 de primedna e
sequitda espeedes.

A funcdo de Tchebichef de primeina especie ¢ wn caso particutar
da funedo de Jacobi com o pardmetro n=0 e ¢ paxametro m=-1/Z.

Substituindo-se n=0 e m=-1/7 na exnressac (2.8.7) e urifizanaa—

se as expressoes (2.4.27) ¢ (2.4.3) obtem-se

TS VA Uk .
2o (x-T1) (x'-1) Tu+?/2(X) Uv+}/2[x )

ol _ ) V“'I _L 0+
= (-1 i i shy cfhu/? Qv {z

com  x'>x, Igx<eo e Igx'<o |

(x+chu](x +chv) -1
bh u
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Analogamente, para as funcoes de Tchebichef de sequnda especie,
basta tomax n=0 o m=1/27 na expresdao [2.§.1) e utifizar as expressoes

(2.4.8) ¢ (2.4.9}, Cogo

-1 o172 Uyoysg (XD Xy qpg XD -

z2.9.7
) vel 1 oF cthu/? {x+chu) {x'+chu)
= (-1] e i dv shy Qv { Ahzv -1

com x'>x, 1gx<e e Jgx'<e

2.10 REPRESENTACAQ INTEGRAL PARA UM
PRODUTO DE FUNCDES DE LEGENDRE

As funcoes de Legendne sdo um caso panticufar das 4fungoes de

Jacobi com o4 parametros m= n= 0.

Substituindo-se m= n= 0 na expressac (2.6.14) obtem-s¢ a Aegui-

te representagao (nteqral

P {xt Q (x") =
Z.10.1

R (plxrehulixirchu) gy

. S éhgu

com  x'>x, Jgx<wm ¢ Jgx'<o
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9.11 REGRA DE SOMA PARA AS
FUNCDES DE JACOBI

Anatogamente ao caso das fungoes hipergeometricas confluentes
obtim-se negras de soma para as fungoes de Jacobi sendo que, no presente ca
50 usa-se wna expansdo em sénie para a segunda sofugao Linearmente {ndepen-
dente da equagdo diferencial de Jacobi.

Utilizando-se a expressao {2.6.14)

-2n T'{v-n+1} T{utn+l) {n-m; n+m) {n-m; n+m) 'y
Z T{v-m+1} T{vtmt1] “v-n (x) Qu~n (x') =
2.11.1
, . ot g . . )
-V e ek T een®uy gl Tmsol pplxrehvlIxfrehy)
w© sh™v

(7)

expande-se a fungao Qém’nlty} em teamos de uma senie” ‘e, fa inverntendo o

sinal de integral com ¢ de somatondlo obtem-se

-fn T{v-n+l} T'{vin+l) (r-m; n+m) (r-m; mtm) .
Z T{v-m+1) T{vrm+*T} “v-n (x] -n (x")

. b v-ntl C M VRt T{vtatp+ ]} _ .
20152 = 5 (1) UEO( (DA U fﬁ?tﬁiﬁ%ﬂ T{v-nt1)

VA

Fazendo-se uma mudanca de variavel do tipo ahu:E-T ubtem-se

-3%-

}

ot e
. ‘lz" 1 dy (R VT B0 (k) (3 tchy) - ahluy VT



2-2n T{v-n+i) Tlv+n+l) {n~m; n+m) (x) Q\(}n—m;mm) (x')

TTv-m+T] Tlvtmtl] “v-n -n
2.11.3
2 J v-n+l u n+u I'{vtptn+l) -pu-v-n-1
7i-1) ufo( Ny Y }W F{v-nel)  (xex')
. i& fode g-u-v+n-1 {I+5)“*“*m (I_E]v+u-m ( 1;5: £l }-u-v-n-l

£=0

A integral que aparece na expressdao anterior, depois de feita a

continuagdo analitica, € a fungao F, de Picakd(g}, Logo

2-2n T{v-n+1) T{vtnt1) (n-m;n+m) (x] {n-m; n+m} (x'] =
T{v-m+T] Tlvtm+1] “v=-n -n
2.11.4
] v-nt] WV iy, Tlvtpsntl) R VLAVEY" B
£ ! i — 5 ['{v-n+l
7( ) p.l.—'o[ } v-n | TTIorp*iT {v=n+1}  (x+x'}
B(-m+ ; + I +xx!
E ;+€+::?}Ir{vv“ufl] Fl( ~V-pt; =M= vt pnemel ;-1 _'”iiif‘ J

onde Bix;y) € a funcao beta e Refmey+u+1)>0 e Re{vtp+n)>0.

Lembrando-se a nefacac entre a fungac de Picard que aparece na

expressao (2.11.4) e a fungao hinAQeamétnica{s,

2.11.5  Fyla,b,b';b+b'; z; y) = (1-9)"%  ,F,la,bsb+b'; %5%1

pode-s¢ escreven a sequinte expressao
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-2n If{v-n+1} Tivtn+l)  Sln-m;n+m) (n-m;ntm) ., _
Z M{v=-m+1} T{vtm]] “v-n (x) Qv~n (') -
2.11.6
T B Ll Mt R B

u=o

- '—
{{x#1) (x" 1) VHR 2F1{—v-u+n.-v-u-m;n‘m*’5‘%1%"§TTT]

A funcdo hipergeometrica que aparece na expressao (2.11.6) nada

mais ¢ do que a funcac de Jacobi, Logo

-2n Tl{v-n+l) Tlvtn+l) {n-m;n+m) (n-m; n+m) '
! T{v-m+1) T{vtm+]] v-n {x) n {x']

B

[u+v~nJ T{p+tvtn+l) -ttt ]

ZALT s R A

I'[v-ntl) 2

It~

p=o

. ry~H-v-n-1 (n-m;n+m) I +xx!
(x#x7) Pv+u—n ( xHx' !

com Re(ntvtpu+l)}>0 € x'>x.

2,12 REGRA DE SOMA PARA AS
FUNCOES ASSUCIADAS DE LEGENDRE

As fungues associadas de Legendre sao wn case particubar das
fungoes de Jacebl. Faz-se n=v ¢ m= -m ¢ wsando-se as cxpressoes (2.2.3) e

{2.2.4] Ztem-se
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(1™ (PTHEETE P ) ) (k)

+ X ¥ \Y)
2.12.1 -
- 7 ‘U"‘;'\)) Mvtl)  Tlptv-me1) [_”U'*V"’m
peo VY T(ut2v+?)

-p-v-1 P(m,‘~m) { j +xx' |
vty X+X

« {x+x')

Utilizando-se a expressdo (2.2.3) pode-se escrever a fungdo de

Jacobi, que aparece na expressao (2.12.1), em termos da fungdo associada  de
Legendre, Logo obtém-se uma negha de soma para as fungoes associadas de Legen

dre, ou seja

Px " ) -
2.12.2 ™
e _ v T{vel) Tlvru-m+1)  x+x', -u=-v-1 I o+xx!
= L v ) T{utZv+7] ( Z ! P€+u - Xx+x' )

u=0

com Re(mevru+l)>0 e x'>x.

2.13 REGRA DE SOMA PARA AS
FUNCOES DE GEGEMBAUER

Ad duncoes de Gegembauer tambem sac um casv particular das — gun-
coes de Jacobi com o0& parametnos dados porn n=0 e m=m. Substituindo-se esses
pardmethos na expressdo (2.11.7) e usando-se as expressoes [(2.3.1) e (2.3.2)

obtem-se
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T{v-m+1) Cm+1/2 (x) Dm+l/2 (x'] =
v-m

Tluim+ T} v-m

2.13,1 L
_ ; ( 1iaY | I'{vtu+tl) T{v+1]} ( x+x' J~u—v-1 P{-m;m] [_I +xx' )
-u=0 v T{u+Zv+ ] 7 VU x+x'

A fungao de Jacobi que apanece no segundo membro da expressdo an-

tenion pode sen escnita em tenmos da fungao de Gegembauer atraves da relacdo

(-m;m) _Tlme1/2) T{E=m+1) om0 ym m#l/2
2.13.2 P, (x) = 17727 12 T] 2" (e T Ix)

Substituindo-se a expressac (2.13.2) na expressao (2.13.1) obtem-

se a hespectiva regha de soma para as funcoes de Gegembauen

[lv-m+1)  m+1/2 +1/7 .,
-TT§7%%71~ vem (X Dﬂ-m (x") =

2.13.3
L e g WV T{vHT) Time1/2)  Tluev-mel] | xex' 7V e 1/2 1 +xx!
U TR theren) o ) G e

com Re(u+vemt1)>0 e x'>x, onde ysu+vim+l,

2.14 REGRA DE SOMA PARA AS
FUNGOES DE TCHEBICHEF

As fungoes de Tchebiched tambem sdo um caso particular das — fun-
coed de Jacobi, Pana as fungoes de Tchebichef de primeira especie tem-te 04
parametnos dados por n=0 e m=-1/7 e, para as funcoes de Tchebichef de segunda

cspecie  n=o ¢ mel/2,
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Usando-se as propriedades da fun¢ac gama(3) escheve-se a expresd

sa0 (2.13.3) na seguinte forma

T{v-m+1) Cm+1/2 (x] Dﬂt;/z (x']

Tlvim+e1]  “u-m
2.14.1
- ; (u+v) [x+x']—yrtv+1] P{vty-m+1} T'i{m+3/2) Cm+1/2 ( T +xx' )
b0 " ? T{1/2)T{pu+2v+2) m+1/2 p-m x+x'

Fazendo-se m=~1/7 na expressao (2.14.1) e utilizando-se as ex-

pressoes (2.4.2) e (2.4.3) tem-se

To+1/2 (x) Voer /2 (x') =
7.14.7
v (V) Llvtl) Tlusve3/2)  xex! j-u-v-1/2 PRITON
peo Y T(1/2) T{u+2u+2) ? veptl /20 Txrx

com Re(ututl/2)}>0 e x'>x.

Para as fungoes de Tchebichef de segunda especie tem-se n=¢ e

m=1/2, Logo, substituindo-se esses pardmetnos na expressao (2.13.3), obtem-se

I'(vt1/2) 0!

! '
T(vF3/2] “v-1/12 (x] Dv—llz (x') =
2.14.3
. ; (o) TUot1) Tlotuel/2) ( xeX' | =v-u-3/2 ] ML
v {p+Zv+ 7 vEpu-1/20 T xex’?

yao

Usando-se as expressces (2.4.8) e {2.4.9) obtem-Ae a regra  de

soma pana as fungoes de Tchebichef de segunda especie, ou seja

-43-



X

Uyorpg TX1 Kyqpg X

2.14.4

I +xx'

oy, Tlv+l) T{usv+1/2) xtx' -u-v-3/2 1+
= Z ( ’ ( ) u\)“'U‘I/Z [ X-“’ZT—

RO {74 J I (T2 T

onde usou-s4e o fate que Cétxl = “z"" com Re(vep+3/2)>0 e x'>x.

2.15 REGRA DE SOMA PARA AS
FUNCOES DE LEGENDRE

As funcoes de Legendre 4do um caso particularn das fungoes de

Jacobi com 04 parametnos n=m=0. Substituindo-se n=m=0 na expressao (2,11.7)

obtem-se
t -
P, (x) 2, {x")
2.15.1
Y, P{v+1) T{utvtl] x+x',"u-v-1 orxx!
=L (vJ T{u+2v+2) ‘2 ) P\)s‘u{ x+x !

H=e

com Re{H+V+1)>0 e x' x. Convem ressaltan que a expressde anterior podenda,
tambem, sen obtida da expressac (2.12,2) fazendo-se m=0 uma vez que

Pg(xl=Pm(x)'
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111, TEOREMAS DE ADICAO

Na seccdo anterion obteve-se uma nepresentacao integhal  para
wn produto de duas fungoes de Jacobi. Utifizando-se essa representacas inte
gnal obtem-se um teorema de adigdo para as funcoes de Jacobi e coma caso

particuban o teorema de adicdo para as Aungoes associadas de Legendne.,

3.1 FUNGOES DE JACOBI

Seja a funcao Gix,x') dada pela expressac (2.6.13)

,_yv-ntl Tlu-ntl] Tlven+l) |
Glx,x'} = -1} 170+ 7]
ot ey
3.1.1 --E%I-f dv {6hu)2v+1 cthzmu/z {{xtchv) (x'+chv)} von-l o,

2
_ . dh'v
Flvenel, vene 1300 5 o T ey |

?
Fazendo-se uma mudanga de variavel, chv =«l:§7-, na expressac

anterion e usando-se uma representacdo {nteqral wara a funcdo hipergeometri
ca em texmos de funcoes de Bebbeltr}, vode-se escrever para G(x,x'] a seguin

te hepresentagdo integral

. m -m ,-n -Im+In-1 .
3.1.2 2z’ ,12_ T
o 1(2() f——"”-" b Vf {(z,-zzln (zI zyn l £} dt
) 27_22n n
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onde o contorno da integral em n , n2=a52 , ¢ um contonno fechado em torno da

ornigem dedinido no sentido positive, e os parametros sendo definides por

]
3.1.3  a- (:i;;gi t;] PRI ML z? = af zg =é}

Pana intearan em 1 pode-se escolher um cinculo de raio unitaric
em torno da origem, parametrizando-se nz = ot
Com essa parametrizacac expande-se a funcde de Bessel usando-se a

negra de soma de Gna4{2)

0 -
L8

{‘.\JlJJ - _
3.1.4 e Y L] = Voeplzy) Jplz,) e

z
£==00
onde E,w,z’,zz e o, com z,>z,, eAtdo refacionados atraves das nefacoes

242, cosd = W coAl

z, send = w senp

ou ainda ,
, . . z.-z,e
=2 _ _., AP Y L) 24y .
wo = lzI z € l(zI zye ) e = 72,0
assim, tem-ie
z,-z,0 ¢
n -£0 Ld
3.1.5 ‘_ZJ,-_Z;""‘_’ vy, (22,2 0 22,601 2)
oz L
= £E_w V?nhﬂ[zft} Jz[zzt] e

com essa expansdc,a {ntegral em n reproduz uma fungao defta de Kronecker res

tando somente a seguinte integral
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-no-m
4]

sen{m{v-n+1/2]}

Gix,x'} =

3.1.6

00

LT Ty 128 Y bagt) T 2t) dt

Multiplica-se, ambos 04 membros da iouafdade (3.1.6), pela. fun-

m

¢do peso. No sequndo membro a funcao peso cancela o teamo o B'”, £éqo

Ja-m nem n-m n+m
-1 2 en? went et ety -

3.1.7

T sen{w(v-n+1/2]1} { J2u+r

(22) ¥, (2,21 I lz,t) dt.

Multiplicando-se ambos os membros da exonressac (3.1.7) pon
explimp), substituindo-se a nespectiva fungac Glx,x') e somando-se no parame.-

tho m tem-4e

I{v-n+1) T[vtn+1] ' (-m;itm) (n-m;n+m) 0 Amp
T{v-m#1} T{vm+1} Wix, x") Pv-n (x) Qv—n (x') e

- m oo imp
T ten{n{v-a+T777] { J?v+

2t dt v Y, () 3 lzt) e

onde Wix,x') ¢ a funcao oeso.

A soma que aparece na exmressdo (3.1.8) pode ser calcubada usando

se a expressao (3.1.4), obtendo-se
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-n T{v-n+}) F{v+n+1). Wix,x'] p(n~m;n+m){x} (n-m;n+m}{x.] a&mp_‘=

mE_m Z T{v-m+1} T[v+m+1) v-n -n
3.1.9
m eIt ey (2t Y, (wt)
sen{m(v-n+1/2}} 0 2u+] 2n
onde L
. z.-z,0 P ? Lp -Aip
QZLT =_.__J___Z_I.p_ e w = (z,-zze ){z]—zze ) .
A integral na expressdao {3.71.9) neproduz, novamente, a funcao

hipengeometrica oFyla,bie;zl, foao

= 2n Tlv-n+1] T(v+n+1) {n-m;n+m} (n-m;ntm) Amp
- - ' -m;n -m; ' =
mE_m Z Tlo-me 7] Tlvrme 1] Wix,x'} P (x) 0.7, {x') ¢ "=
3.1.1¢0
. 2v+1
_ ilpt2¥in D{vtnt]] Tlv-n+l) 2 . . J
= e T(Zo+7] w2v+2 2F,(v+n+1,u n+l; vl 4/w")

A funcao hiperqeomtrica que aparece no sequndo membro da expres-

sa0 antenion define a sequnda sofugde da cquagao difenencial de Jacobi, entao

-2 Tlv-n+l) T{vtn+1) 'y pln-m;ntm) (n-m;n+m) . 4y _£mp_
2 F(U'N*!) I‘(\J+m+1} w(xpx } P\)_n (X) n\)'ﬂ {x ] e =

3.1.11

N ei(p+2WJn [%qzn Qé?;?n][wz/z 1)

onde x>1, x'>1, 0<¥<n/? e pe R,

Escrevendo-se, explicitamente, o arqumento da fun¢aos de Jacobd e

{nconporando-se a funcdo peso obtem-se

-4 -



n-m ntm n-m nim

® -2n T{v-nti1) T(vtn+1)] ? 7 7 N
Lz Tlo-me 1] T{vim+1] (x-1) (x+1) (x-1) (x'+7)

m=-00

. P{n-m;n+m}{x) 0(n—m;n+mj(x,) img

3.1.12 v-n L e =

I

E{(p+ZWI" (J§-12" 0&9;2"} {xx'-(xz-llz(x'z-llz cosp}

onde x>1, x'>1, 0<¥<m/2 e peR.

Agora, no caso em que |x|<1, sofugoes angulares,pode-se esche-

ver o teorema de adicdo para os pofinomiocs de Jacobi

t 2770 Ply-net) T ) i B h A
L T{u-n+1) Tlvtn+l), om0 . ! .
I TTv-m 7] F(v+m+1]( 11" (1-c088)° (1+c088)° (1-c0s8')" (1+c048’)

(n-m;n+m) {n-m; n+m) ' imp
3.1.13 LA (cos®) 0 (cos0') @ =

. e&{p+2?)n ( I+§oby i {?izn)(co¢yl
onde cosy = cosBcosB' + senbaend' cosp , com 0<B<m/2, 0<B'<m  0<B+B'<m,
0<¥<n/? e peR .

Um teonema de adiqao para 04 harmonicos esfericos generalizados

¢ discutido no apendice D.

3.2 FUNCJES DE LEGENDRE

Como dnterdonmente mencdonado as funcoes de legendre serviniam

como Um pardmethio de teste para a obtengdo do respective teonema de adicac.
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As funcoes de Legendre ado um caso varticular das funcoes de
Jacobi com o pardmetrno n=o. Fazendo-se n=0 na expressao {3.1.12) e utilizan
do-se as expressoes (2.2.1) e (2.2.2) escreve-se

- ) 1 1
3.2.1 ¢ (-n" P;m{x) Oz(x'l M . Qv{xx'-(xz-flzlx'z-ll2 cospl

ms-oo
onde x,x"eR, l<x<x', v# -1,-2,-3,... e peR,

0 caso em que |x|<1, solucdes anqulares, escheve-se x = cosd e

x' = c0s8 ¢, faz-s¢ n=o na expnessac (3.1.13), obtendo-se

oy

_qym -m ' '('m9=
3.2.7 ,,.E-.,, (-1™ P "cose) o’w"(co;..a ] e 0 (cosy)

onde cosy = cosbcosd' + senBaend' cosp, com 0<0<n/?, 0<B'<m, 0<6+0'<m e peR.
» 14

Teonemas estes penfeltamente conhecidos na L/LtmatunaH}.
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1V. PIAC SIMETRICO

tma aplicacdo do apresentado nos capitulos anteriores € o calewlo
da funcdo de Green para a equacdo diferencial do piao simetrico.
A equagde diferencial para o pido simétrico parametrizada em ten

mos dos angufos de Euten''! apos a separacac de vaniaveis, nesulta, num  dos
] )

dnqulos, segunda rota¢ao, numa equagdo diferencial de Jacobi, enquanto que nos
outros dois dngulos tem-se equacdes de solugao imediata do tipo exponencial.
Sendo o,8 e y 04 angulos de Eulen,fem-s¢ que 0 operador  energia

cinetica ¢ dado pon

2 Z ? ?
J { 9, A 0088 -

! ]
{ 2 2
sen B oo Y

aB

4.1.1 T=-

7+ coth 5, ¢ b

do 3y

onde tomou-se 04 momentos de inzreda dauais a unidade.

A equacdo diferencial pana o piac sdmetrico e

Ty = Eu

(1}

onde o4 nivedis de enengia saoc dades por 2E=v(v+l} com v=0,1,2,...

A equagdo diferencial ndo homoaénea &

4.1.2 { T -vivel) }Gla,a’;8,B v,y sv)=8la-a’') &lcosB-cosB'] &(y-¥")

Decompondo-se a fungdo de Green que aparece na expressao (4.1.27)

numa serie de Fourden
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o oo ik[T—Y')

Amfo-a'l Gk(B,B';V) ¢

|
4.1.3 Gla,a';B8,B"y,y's5v]s 5~ L [ e
! 2“ ms-o*:-oo m

onde a fungao Gﬁ(B,B';v) satisgaz a seguinte equacdc difenencial nao homogé-

nea
4 d miek?-2mb cosB 3

4.1.4 {==tcotB v L 7 - vive1]]} G, (B,B"iv] = &(cosB-cosp’)
dB den’ B

Uma mudanca de variavel do tipo cosB = x fLeva da seguinte equa-

¢ao diferuncial nao homogénea

- vivel)] 3 Gi{x,x';v] = G(x-x'i

2 2.7
RIS T (] L M P e
dx :

Primeiramente estuda-se a equacav diferenciaf homogenea

2 2 2
2, d d m +h"-2mhx

4.1.6 {(1-x%) - 2x -[ - vvtl)] Yulx) =0

dxf dx 1-x? :

Fazendo-ae
I I
| R-m| | R#m|

4.1.7 vix) = (I-x)7 (Iﬂc)-f Gix)

obtem-se a seguinte equacao diferencial

d?

dx

4.1.8  {11-x%)

7+ Lllkem|-[e-m|) - (lom|+ [kom|+2)x] G2

+ nlntlh-m|+|Rem{+1]} G(x) = 0
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onde n = v-'%4[h-m|+}k+m|). Para se ten solugoes Limitadas no intervalo fecha
do -1<x<l, n deve ser inteino e posditivo, Loao a cambinaq&a~%i|k—m|+|h+m|]
ndo pode exceder v , o que significa |klgv bem como |m|gv

A equagao diferencial (4.1.8), ndo homogénea, tem sofucac dada

pefa expressae (2.1.6), ou seja

4.1.9 G{x,x';v) =

. 2-(|k+m|+|k—m|] T{vt1-1/2k+m-1/2tk-m|) T{v+1+1/2|k+m|+ 1/2|k-m|] |
T{vt1-T/2(R-m|+1/2Z[Rtm|] T(v+1+1/Z|k-m|- 1/2]|R+m]|]

b+m[] (x) O(|k m|; |h+m[)
v-flk m| |h+m| v--lk m|~—|k+m|

(x')

para  x'>x.
A sofugao da equagac difenencial (4.1.5) ¢ obtida multiplicando-se

pela fuwcdo pedo

gle-ml el gleem] Gl

Dix,x") = {I-x]} {(T+x) {1-x'} {1+x?) Logo

4.1.10 6 (x,xv) = Dix,x’) g~ |kom |+ | kom] )

cTlvel-1/2|k-m|-1/2|km|)  Tlvr1+41/2|k-m|+1 /2 lkenm])
T T=T/2k-m ¥ T/ZRem [T “TTor T+ 172 1Rm] =177 honl)

p(lk-""| lk*MIl (,(|fz -m|; |f2+"1|l
V- ffﬁ m|- *|k+m| -—|h~m| ?[h+m|

(x'})

para x'>X.
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Pana caleulan a funcao de Green para o piao simetnico deve-se efe

tuar  as somas dadas na expressao (4.1.3), Levando-se¢ em conta que a combinagao

\
dos parametnos % k-m}+-%]h+m] ndo wode exceden o valor de s
Num procedimento analoao a seccao(3.1) escneve-se o produto das
duas funcoes de Jacobl numa representagac intvqna((z)
4.1.11 6Rx,x';v) =
m
) Dix,x'] www -1/ -2q
S TTvep+T] TT-v#p] ST eth v

Lo lxrehvlt - Xk 8y B shy) du dt de?

2v+1

com  x'>x, Re(2u+1)>0 ¢ Re(v+p+1)>0. Na expressac (4.1.17) tem-se que Iy(x) e
a fwngao de Bessel moddgicada ¢ o8 parametros p ¢ q, itroduzidos pana AL

pligicar notagao, sac degindcdos por

k+ml+—é]k-m] e q - ;|k+m§ ;{k~m:

4.1.12 p = %

y : i Vi
As integrais nas varlavels t e t' sac 4m0d&atas( ),beQHdO-AQ

~ f‘k P = ! i ._.._ji (.y_+_pt_l_)

:1 215 um(x,x ol = DR r{2v+2) T (-v+p)

. foo dv (5hu)zv+’ cfh-zqu/z {(x+chv) (x"+chv) - 5h2v}_v_p-l .
0
x/zx
- { {\).;.p+ ” \)__p_,‘ 7; 2\)*2’- e v,,?,,,l _M\L_,. S— }
21 7 '
shv - (x+chv) (x'+chv)

onde  x'>x.
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2
Uma mudanca de variavef do tipe chv = l~1—§§~ peamite eschevenr
-

k [fvtp+]] Dl x' ) PV Vet

L =
4.1.14 G, %, x';5v) T{Zv+Z] T[-v+p)

s dg g P e %)té"EJ}'““P" .
A

— 4
EE AR S VALY LR

onde AL = (1ex) (I+x'}/(1-x) U-x") e B = (1) (r-xt?).

A funcdo hipergeomitrica que aparece no integrando da expressao
antenion pode sen cofocada numa hepresentacdo {ntegral, em teamos de um produto

de fungoes de Besset'?! 2ogo

4.1.15 e xisv) = 2 (-1 p g 2l
m oo
o p . )
£t Jpgu (22 B T T Ipllzymzgn i zpmzg /)
il 2

>

onde fez-se a mudanga de varniavel E=vA"n e definiu-se =l AB = o7
Usando-se a regra de soma Lipo Gnaﬁ‘gl

oo

Avyp _ Lk
4.1.16 e JU{R)J- k=§m Jk(p) Ju+k(n) e
2y pe” 2 2 2
onde 0O<y< m/%; e = e e R° = n%+p° - 2npeost , expande-se a fun-
n - pe

¢do de Bessel que aparece na expressdo (4.1.15], obtendo-se
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4.1.17 Gﬁ(x,x';v) = I (_I]v+p+1 .

o 2 (p-ql/2 (= )
g { dé e [Tdt 1y, 02t
- iud
©T 3 z) T 0z) e

u:-oo
onde n2= e

A dntegral em ¢ nreproduz a funcao delta de Kronecker que cancela

a soma, sendo np=qg-p, tem-se

. k . B _ vip+] oo
4.1.178 Gmtx,x’,v) = 27 [-1)] { 2\)’”(?{) J (Zz) JQ"‘P(Z?) dt

Agona tem-se que efetuar as somas que aparecem na expressaci{4.1.3),

ou seja
had b : P : !
?%r g 1 gimla-al) Gﬁ(x,x';v) R
M= —-x k:-oo
e (ppVratl e
4.1.19 = (-1} { dt 2v+](2t]
A 3 ik ly-y" |
lﬂsFm k:-m ¢ Jp q‘ ) p+q(ZI} ¢

Pana efetuar-se as somas que aparecem na expressac anferivr {ntho-

duz-s¢ a guncao teta de Heaviside, ou Aefa, da expressao (4.1.3) tem-se
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', ' . , . I v+ ] oo .
o Glo,a's 8,8 v,y 5v) = {-1) { dt J, ., (2]
4.1.20
L. g Amla-a') ik {y-y' | ] ]
) I (1M e Jp_q(zzl Jp+q[zjl ¢ Ofv-m) Ofm-k)

ms—c he-o

para 0 cadc em que m>k.

As funcges teta de Heaviside numa nepresentacao integral sdo - dadas

por, com 04 hespectivos contoanos, Im{y)
. -1 +oo e_-iy‘v-ml -
Qlv-m) = ie’/_tg T e G dy -.ej Re{y}
4,1.21
} Imiz)
I P Lz{m-k) -
Olmk) = Un i lo ~mozs — & & rela)
Introduzindo-se as expressoes dadas pon (4.1.21) na expressac {4.1.20)
obtem-se
Glao,a';B,B";y,y'iv] = l-l)v+7 {m dt.12v+r(21} .
. -II oo p_-'éw . -1 +o0 dz
4.1.22 cUn e I Yo 0 W ) v
® ™ . ot ‘b (! o ,
— 5 (_])m Q&m(u a') z&h(y ') oMY imz+ihz Jk+ (22’ Jk (ZI,
m= - ke -m m m

A soma no pardmetno k e efetuada usando-se, novamente, a negha de

soma de Graf, expressao (4.1.76), Logo
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wt]

Glo,a';8,8'5v,v'5v) = (=1)7 [7dt 3, (2t) -

. -1 e P L=l 4w dz

4.1.23 ) ﬁig i {m dy y+Li€ gﬁg nd {m Z+A0

o P ! . - -

.7 (1" gimla-a ) + dm{y-z) + 2dmy 3, (R)
M= -0
~Lly-y') -4z - ' (o

: z,~2,e 2 L, A lyy'ez) _, tly-y'+z)

onde &Y .12 e R = {z,-z,e Hz -z4e }

IR A A KT £
z2;,-2,8

com (Q<¥<n/Z.

A somia no pandmetro m pode sen nealizada pon melo da funcac gena-

thiz da fungao de Eﬁaae£(4’, ou sefa,
+] oo
Gla,a';8,8"5v,y'sv) = (=177 [Tdt 3, (22 -
4.1.24 .
Ui e £ dy bim e ' 82 (7 cos(Reos)}
erg 1T g J yrie T 0 nd T ztio '

] ! !

onde 6= ¥ ¢ gla-a') + 5ly-y"] + Su.

As integrads nas vaniaveis o e z podem sern nealizadas usando-se
o teorema de Cauchy uma vez que as fungoes sdo analiticas e, dal tomarn o Limé-
tes com os parametnos € e o 4indo a zeno, obtendo-se
4.1.25  Gla,a';8,85v,y5v) = 2 (-0 7 Ty (28] cos Kt dt

0

onde dedindu-se K = Ro cos{d +'%(a-a') *'%(Y'Y"} e o parametrnos Ro e ¢

dados pon
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“ ) '( ') ' _ ..'("‘V--\I,l]
R [ - I l' - l-l ’L - ; *,{ - T[.

(4.1.26)
A integral que aparece na expressao (4.1.25) nada mais & do que

a thansformada de Founden em co-senos da funcav de 824522‘5], fogo

4.1.27 Gla,a';8,8':y,v'sv) = (117 ZFI(-\),\JH;I/Z;KZ/M

com Relv)>-1 e 0<K<2Z,
Para o caso em que k>m basta fazen as thansfoamacoes
(a~a'}> [y-y') e (y=y' 1> {a-a’)

nas expressoes dadas pon (4.1.26), Loge a funcdo de Green para o pido simetrico

e
Glo,a';8,8 57,y 5v); = (-1 .
4.1.28
U F o, o171k ) o F (v, v 151 725KE74) )
com Refv)>-1 e 0<K,K,<2, sendo K, dado pela expressac (4.1.26) com 0b

angufos dados porn  (a-a'l+(y-y') e [y-y')+{a-a').
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CONCLUSOES

Com este trhabalho encerna-se um clclo de estudes sobre proprieda-
des das funcoes especiais da flsica matematica, iniciado no trabatho de Mestra
do, quando estudou-se a fungdo de Green para a equagdo diferencial de SchabBdin
gen com um potencial tipo osciladon hanmonico isotropico mubltidimensionaf e
aplicacoes.

NDeAanuoiveu—Ae com esses nesultados uma tecnica de estudo de pro-
priedades das fungoes e,apeocau, como, nrepresentacoes integrais para  produto

de funcdes ndo de mesma especie, regras de soma ¢ teoremas de adigac.

Essa teenica de caleublo permitiu obter resultados noves tanto pa-
o as fungoes de Kummenr .com para as funcoes de Jacobd., Particularmente, 04
nesultados mais expressivos sao os obtidos pana as fungoes de Jacobi, uma vez
que as anicas funcdes dessa espicde, exaustivamente estudadas, sac as fungoes
de Legendre. As fungoes de Jacobi propriamente ditas, as fungoes de Gegembauer

¢ as funcdes de Tchebichef estao, agora, complefas em suas propriedades.

Dentne essas fungoes, as mais L{nexpressivas sac as fungoes de
Tchebiched, as outras, no entanto, estdo Ligadas a algebra e nepresentagoes es

pecificas de grupos.

As fungoes de Legendne sdo as mais conhecidas, pois definem 05
hawmonicos esfenicos que sdo realizacoes da algebra de momento angufar do gru-
po 0(3). |

As funcoes de Gegembauer aparecem quando do estude do grupo 0(4),
na explicita definicdo dos hiperesfericos hanmonicos, que tambem,sac  realiza

coes da algebra de momento angular.
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As funcoes de Jacobi. definem 08 hanmonicos esgericos generalizados
e, como definidos no apéndice D, sdo de grande importancia no estudo das nepre-
sentaches do grupo QUIZ) das matrizes unimodufanes quase unitarias de  segunda
ordem,

Finalmente, essas funcoes de Jacobd ainda aparecem como  realiza-
coes das representagoes inredutiveis do grupe de notagdo, cuja equagdo diferen-
cial dessas hepresentacoes ¢ basicamente a equagio diferencial do pido sémetni-

co parametrizada em teamos dos angulos de Eulen.

Uma continuacao natural deste trabatho serdia tentar estudan-se as
propriedades desses gaupos utilizando-se desra tecnica de fungao de Green pods,

as propriedades de grupo sdo naturafmente manifestadas pefas fungoes de Green.
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APENDICE A

METODO DE EXPANSAO TIPO STURM-LIOUVILLE PARA
RESOLUCAO DE EQUACUES DIFERENCIAIS NAO HOMOGENEAS

0 metode de caleulo de funcdo de Green conhecido como metodo de
expansdo tipo Stuwn-Liouville ou metode de Lagrange consdiste, essencialmente
em se procuiarn transforman o operador diferencial dado em um operador dife-
nencial tipo Stunm-Liouville, cufa equagdo diferencial homogenea tem  solu
¢oes conhecidas.

0 operadon diferencial de Stuwm-Liouville ¢ da forma

AT Q- L tplx) 43+ qix)
onde plx) e uma fungdo continua que tem denivada primeira continua num

cento intewale a,b] e qlx) 2, tambem, uma funcdo continua nesse inten-
valo.
De maneira geral ha {intenesse em se obten sofugoes para a equa-

¢ao diferencial nao homogenea
A.2 Q yix) + §ix}) =0

onde ylx] satisgaz centas condigoes de contorno no intervalo [a,b| .
Conhecendo-se a funcao de Green G{x,x') para o operador dé

ferencial de Stuwm-Liouville Q satisfazendo a equagac diferencial nao homo

genea

A.3 g Glx,x'}) = 8(x-x"}
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a solucdo ¢(x} e &ada por
A4 ylx) = 4" Gix,x') §(x') dx'

onde G{x,x'} e dado por

uf{x} vix') '
w[u’u) p{x|] pana as X< X

A5 Gi{x,x') =
w?ifu; ;}:!] para  x'< xg b

sendo  ulx) e vix) as duas sofugoes Linmearmente independentes da equaqdo
diferencial homogenea, uma negufar num dos extremos e a outha regufar — no

outho extremo e wiu,v) e o determinante Wronskiano dessas duas solugdes.
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APENDICE B
A SEGUNDA SOLUCAQ LINEARMENTE INDEPENDENTE

A segunda solucdo Lineanrmente independente da equagdo diferen-

cial de Kummer Ulaic;z), em tenmos da primeira solugdo &

ey o Tl-e) s T{e-1} 1-c o
n.1 Ula;e;z) TTTIE:ET'TFIIQ'Q'ZJ + —TTET_ Z IFI(T+a-C;2 e;z)

onde ]Fila;c;z) Z a primeina sofucdo Linearmente independente da equacdo
diferencial de Kummen.

A fungdo de Laguerre escrita em termos da fungao de Kummen E(I’

Ti{a+!) T(v+]) Lt(zi

B.? Fol-vitrasz) = TlvtarT]

fazendo-se a=-v e c=l+a na expressdo (B.!] obtem-se

CTaers . _Tl-a) T(l+a) T({I+v]
Ul-viTraizl = FoaT TlvrarT) Ltz

B.3

+ gl?l 2 iFrl-v-a1-a;z)

que pode sen escaita como

P{-v) Tlvt!) 1y qanny . Tl-a) T{-v) T(vt1] T'{at!) T{v+1] o
TosardT — Wviltesiz) = = T e IT Tlviar ) Ltzh *
R.4 R Tl Tiv+l) -0

TTvorcet z =~ Fyl-v-api-osz)
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Usando-se a expressao (1.2.2) tem-se

_ Il-a) Tll+a) T{-v)I(v+1]) Ti{v+1) ,a
NS(Z] il T'{-v-a] T{vta+T] T{vta+T] Lv(z' *
B.5
* P;al+£l¥+11 z% Fpl-v-a;il-a;z)

Deve-se, agora mestrar que a expressdo [8.5) & solugdo da equa-
gao diferencial de Laguerre.
Tem-se que Ulajc;z) satisgaz a seguinte equagdo diferenciaf

' d? d
B.é {z:;—f + [c-z]-HE - a} Wazezz} = 0
4

ou ‘alnda
B,7 { -QE~ + {1+o-z) d + v} Ul-v;l+a;z) = .0

. 4 F4 dzz [+ & 72— ’ ’

Substituindo-se a expressdo (1.2.2) na expressdo (B.7) obtem-se

B.g =llVtatl] (2, (1rarz) S v v} W%z} = 0

: T(-v) T{vw+1T dzz dz v

que, nada mais e do que a equagdo diferencial de Laguerre, fogo, a funcao
Nztx) e uma solucdo Linearmente independente da equacao difenencial de
Laguerre, uma vez que as funcoes de Kummen Frlase;z) e Ulasesz) tem o deten
minante Wronskiano diferente de zanotrl.

Um procedimento andlogo pode sen empregado para as fungies  de
Heamite e Tchebichef.
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APENDICE C

A FUNCAO DE ONDA DO OSCILADOR HARMONICO
1SOTROPICO BIDIMENSTONAL E A FORMULA DE HILLE-HARDY

A fungdo de onda do osciladon harmonico isotnopico bidimensdio-

nal em cooadenadas polanes no plano gl

. . '
- (I{Rtmt1),\~1/2 0"/ m o m, 2 t{m
L N I v+ ) AR A Ul B

onde n=|m| + 2k com k=0,1,2.....

Usando-se a nelacao que envofve as funcoes de Laguerre com aa

funcoes de Whittakenlyl

2
. m, ? I'{ktm+1} _-m-1 n°/2 7
¢.2 Lylt') = T AW 4 ke (me1)/2;miz )

pode-se escrever para

* - .
‘l‘n’m(py‘i}’ "Pn’m(pl:d)') = TI; ?*‘ T]+T’ {ep') ! QXP[{MO] .

C.3

2 72
v (w2 ml 210 A ey 25 ) g2
onde © = ¢-¢'.

Somando-se a expressao (C.3), ou seja
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n *
mn I E I Y (p,d) ¥  {p'ye') =
n=o [m|+2k=n n,m "o
12 oo
’ = == L £ .
C.4 po’ n=o

. L F(h+!m +1) ? )2 Amo
im{+2ken  T[k+] M fa+!|m|+1]/2;|m|/2(D "4¢lk+[|m]+11/2;|m[/2[p ) e

usando-se agona a formula de Mehfen tem-se

_ 2 - +.2 N
(1-g%)! exp ( §2+1 P20 ) oxpl zppfg cosn) =
£°4] 2 I-g
C.5 z -—i'-‘; E"‘ .
PP o

. )
. [lk+|m|+13 7 v 2 AmB
[m|+2k=n 7Tkt ﬂk*”ﬂﬂ*”ﬁilmwztp ]Jgfk+(|m|+1)/2;|m|/2(p ) e

- - -+
onde n e o angulo entre p e 3’.
Usando-se a expansao da fungao exponencial em teamos da  fungdo

de Beaaeﬁ's’ obtem-se

@ 2 2, 2
2.-1 ES+1 pS4p . 2pp’
L {1-£%) exp { ] expldime) I, | m——?E} =
me~co 52+1 4 | 1-£
= '*lT' ; g
C.6 PP yeo

F{k+!m|+l) .
« I 2 i 2 b
m|+2k=n AT M o (m(+1172; 1m] 121° Moy (\m+1172; |m| 270" @

onde It(x} ¢ a fungdo de Bessel modificada.
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Expandindo-se as somas e cancelande-se a soma no pardmetric m,bem

como a exponencial obtem-se

.2

11-521'1 exp l§7~—- * |m|(.£EL£] =
C 7 “_11_ ; En .
o PPY peo

L T (k+|m]+1) 2 2
WL 62k+|.|;n_7H—r A kot imle11/2; Iml /2101 s (o) 725 mp 200"

onde a gungdo delta de Kronecker restringe o parametro n, n=Zk+|m|.

Chamando-se pz=x, p'2=y, £2=z e deginindo-se |m|=28 obtem-se

e e 3 1, (Y
C.4
e~ 1/2 T Tint28+1) n+d
bg) 5 E T T o1y OB IALE

que ¢ a bem conhecida fonmuba de Hitee-Handg(4’.

-71-



APENDICE D
HARMONICOS ESFERICOS GENERALIZADOS

0 teonrema de adigac para as funcoes de Jacobi, expressac {3.1.11),
pode ser escnito numa forma mais compacta {ntroduzindo-se 04 hanmonicos esfeni-
cos geneaazizadoa(gl.‘

08 hanmonicos esfenicos generalizados estdo definidos em  termos

das fungdes de Jacobi atraves das relagoes

{a+B;B-a) _ p-(o+B) Tlv-a-g+1] , .\ B ,{2a;2B)
.1 B (x} = 2 by 1™ (on® 2028y

g~ (atB) Tlvrarp+]) (x-1)% (x+TJB QLZG;ZB) (x)

{atB; B-0)
0.1 Kv [x) I'{v-a+B+7) -a-B

Substituindo-se as expressoes (0.1) e (D.2) na expressac(3.1.11),

convenientemente, obtem-se o teonema de adiqdo para os haamonicos esfenicos

generalizados
w . _ 1 !
0.3 z B:im(x] Kg;m(x') M - eLlp*zw}" Kc;n{xx'-{xz-rlz(x'z-lf?LOAp}
M= -

onde l<x<x', O<yp<n/2 e peR.

0s parametros ¢,w e p estdo nelacionados atraves de

= ZI-ZZQ-PLP e wz — IZ -z e‘i.p] ( - 'ip]
Ap B B 217240

D.4 ¥

com zy ez, dados pela expressao (3.1.3)
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