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RESUMO 

dUeJurL.ina-M ttavtl.& Jttp.te.~~nta.çõu i.ntegllai..t. e. novo~ tea!te.rnM 

de acüção ou Jtegltt1.6 de Mma paJUt a-6 ~w1çÕe.t. hipe!!ge.orn'iXAi.c.M 

e paJta. M ~u.nçÕe.b hipe!tge.om~e.M c.on6{'u.ent:u. 

A.t. óunçõe& fúpeJrgeométJúcM utudadM rteHe 

tJutbalfw 1.ao M óunçôu de Ja.c.ob-l, legend.'Le, Gegemba.uvr. e 

Tchebi.che6. VentAe M hipvr.geomêt4icM eonótuent:e6 tem-~e M 

óu.nçõu de Kummu, Whitta.he.Jt, HVUnite, La.gueJtJte e BM.&el. • 

• 



ABSTRACT 

By mea.M o6 GJI.e.e..n'll 6unc.U.oná me.J:Iwd we_ 
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c.o»6f-ne.nt hypettge.ome.:UUe 6u.nctiol1.6, 

Hypvr.ge.ometMc. 6wtc..ti.un6 d.L~c.u-V.>V.d itt thl.& 

Woltk a.Jtf!., Jacob-i., Lege.ndlte, Ge.gembaueA a.nd T c.hebJ che6 6wte

.tio~. Folt c.on6tuert.t hypeJtgeometJú.c óunctioM W<>. •have., 

Kumme!t, Whittake.Jt, H~e. La.gu~e and Be.&.&el 6unctioM. 
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1 fJTROVUÇÃO 

No plt.V..e.nte. :tltabatho a.p!tUeJW:tm-.se. novoh tr..e.õuttadof> oobJte. 

Jte.plLV..elttaçõu -i.nte.91LtÚ.4, Jte..glta.h de. Mmd e t;e.o.tt.ema.G de. a.cüçã.o paJt.a. M ~un

çõu M~e.ci..a..i.ó do. ~Ló.tca. ma-temática.. 

Na obtenção deh-6~ Jtehultadoh emtltr..e.aa-6e. uma técnica. de 

cá.tcuio uõa.ndo-he. 6unçõu de. G!teen. 

O pllac.e.dime.nto noromai p~a obte.nçao de tr..eotr..v..enta.çÕeh in-

ten,uU-6 e teo1!emah dr. adição ê. u.t.iUzM-6e rla6 ~tmçõc.'-> npflafltizeh dM ~tJ!:!_ 

c;í:ir.ô C'.6peeia..ü (lu eu tão t:JD!t mr_io de. têctti.cM di:!. :teoJU_a6 de CJ'wpo, 

lHe pJr.oc.e.dimento leva a tr..Mutta.doh que e.~tvoivem ~.>omente. 

~u.nç.õv.. de. p}úme-i.tr..a. u.pécÃ.e., ou õe.ja., ~unç.Õeô que. .õão a pJUmWa. Miução da 

equaçao d-t~eJte.nc.úti e, po4tanta, Jte.quiaJte.ô na oJUae.m e que, qua.u .sempJte., 

padvn .beJr den.úU.dcu. palL meio de. uma ~wu;.io .f:jell.aXlfi.z. 

A têc.n.ic.a. de 6unç.do de GJr.e.en due.nvotv.ida nute tJLa.ba.lho 

pvunLte obteJL tr..epJtu.etttaçõcu ..in.te.alta-iA e teOJtemM de acUção paJut um pltodu.to 

de du.a..6 ~wtçõu,, não de muma. M)'êc.ü, ou f.eja., dM di.LM Mtuç.ÕU. UneM

mente. i11dependent1!_6 dM equaç.õe~ cU6e.Jtenciai.& e~tu.dadM. 

A ti~nic.a em~lteaada é alobat, não rli~e~enciando entAe ~u~ 

çõet. qur de~ütem t.ofu.çõet. ~tadúli.A e a.quelM que de~-ÚU'm ;..ofuçOM aru1u.t'MM. 

Ab 6unçõu, aqui <Ultudada.:. Mo M ~wtÇ-ÚC!.J.. fUpe.llqe.umi!t;ú-

c.al>, denominada.;.. ~unçõeo de Ja.cobi e tU ~unç.ÕM fúpeJtqeoméWca;.. con~tue!:!_ 

tu, de11on:'tnadM ~uncõ~ de KummeJt. 

A oütemá.ti.c.o. de. cá.f.cu.fo con~úte em 6e. deteJtminaJt ao ~u~ 

ç.õu de G11.een poJt doú 'OitOce.d.ime.n-too, Um é. o método (M(La.t Uoo Stutun

Li.ouvilte em qt.te a ~unção de Glteen ê obtida rü~tet:a:mel'tte em teJtmo.& dM duM 

MtuçÕeA .UneaJLmente -i.ndependentu da equação d,i__~Me_nc) •. al homoaê.ne.a,O ou:tJto 

_,_ 



é c.etfcurM a ~unção de GJteen medú:tnt:e a. ~unção de. GJte.en pM1l a equa.ç.ao de 

Sc.h!tthíút.Qe!L c.om um po-tencial tipo o.ócila.doJt haJuiiÕnic.o .i.õotJLÓp.ico muttidimenhi~ 

~at. E6&a ~equnda têc.niea ~oltnece a ~unção de G~tee~ numa lte.plt~e.ntação i~e.

qltat. 

Pana o c.a&o da& ~unç.Õe.& de Kummen eh~e mêtodo é aptic.ado dtt! 

tame.nte., po.i.õ a e.quaçao Jtacüai rl.o oo!lc.il.arl.OJt haJtmÔnic.o iho:Utóoi.c.o muUlcüme.Y!hiE_ 

~a-e é Wl1a equação dl~eJtencia.t de l•lhittake.Jt e, tJoJttA.nto, a -ide.ntiMc..a.ção é ime

diata. E66M ~unç.õu ú.o e.-!ltu.dada& na t.e.c.ç.ão I. 

Pa~rn cth ~unç.Õe6 de. Ja.cob~·, a -iderrtÃ.Airctc:tia rom a Atmção de 

Glteen df•_ um o~c_.Uado!t ~-tão ~ lme.dLata. A e.quaç.ão dl~vr.enc.-iaf de Ja.eobl e-Há JLe

eac.lonada c.om a e.quaç.ão di~<'"-V1C.{al !tacUct-e rl.e um potenclat Cout'ombiano mu.Uld.!:. 

mr11&-iona-e pM meio da -t"-an&~oJunada de_ Fo(1}1)__eJt, Pode.-M, ru,.~lm, c.aic.u!a..Jt a ~un

ção de Gneen pana a ~quação di.~eJte.ncútl de Jaeobi no e.-bOOço de_ momento~ e, 

eatcuia.Jt-&e a an.:ti.Vta.n&6otrmada de foU!ÚeJt, obt.e.ndo-~e uma ltl'J'Jite.Ae.ntaç.ão inte.

gltai patut o p!todu.t.o de duM ~unçÕe.h de Jaeob.i não de me.&ma ehpêci.e, 

Na &ecção IJ de.teJUI'I-Úta-6e uma JLe.p!te.oe.ntação .úrt.'4l!tai pa!ta o 

oJtoduto de 6unçÕe& de Jacobi u&ando-õe. uma ~eplt~entaç.ão inteQJtal exptZcita ~ 

!la M ~unçõ~ de. Jaeobi, moõtJtando-õe a e.quivaiênci.a c.om o mitodo da bta.n.õ6oJt

mada. de. FouJtÚVt.. Obtém-~e.. também, a& 1te6Peetiva.6 lteq!ta6 de. õoma pa_Jta M 6~ 

çoe_6 rlr JacabL 

Ut.ando-~e.. a.lnda, e.6M ltllr'lte.õe.ntaçiio lnt'!_qllal de.te)[nl.{.na-H,6~.s_ 

çao 111, teo!temlth de a_d{ç_ão pa!ta a~ fiunçõ~ de Jacobi. 

Fintt!mente, ~ecç_ão TV, como ar.>Vca~ão rafcuia-M a ~unção de. 

G1tee.n p<Vta o pião õimé tJt,ic_o. 
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!. FUNÇDES HlPERGEOMtTRlCAS CONFLUENTES 

Ve..6e_nvotve.-.&e ne-!!ta. .&ecç.ão uma. -tê.c.rúc.a. de 6tmção de G!teef't paJta. d.!:_ 

te~inaçâo de !t€.p!te.&entaçõe.t. ~nteg!t~ e !t~9!tah de .&ama pano. um p!toduto de 6u~ 

ç.õu IU.pCUtgeométn...Lc.ru. conóiuentcu.. 

A vantagem pJtimoJt.di.al du4a. :têc..U.ca. é que e..ta. pe!unLte ob:teJt Jte.p~ 

6en.ta.çõu. .út.teglta..W e t:eM.ema.& ck adi.çiio paJta um p!Wdu..to de duM Mtuç.õu da.6 

e.nconbt.a. 

tto~r.malmente tta. We.ll.a.tulla 440' Jt.e.plle..&en.taç.õu. .i.nte.gW.& paJtLl. um p11.0du.:to de du.a.6 

6unç.õu de me.oma e_t.pêci.e, em geJtal pa.1l4 a p!Ume..iJ!.a Miuç_ão da equação dl6Vte.n-

PM.a u ob..tCUt U6a.& Jt.epJr.Uentaçõu -<.n.t:eg.Jta..i-6 e teoJtemM de o.cüç.ão 

ca..tcula-.t.e a.o 6unç.Õeõ de Glteen poiL doi..ó pMce6M-6 de c.álc.ulo: um Mando o mdc

do tJtadieionat tipo StuJun- Uou.ville f 1 I que pt.Jtm.Üe c.alc.ulaJt a 6unç.ão de GJteen 

em 6unção do p!toduto da.o dwu. Miu.çõu UnMirm~.nte -Ü1.dependen.tu. da equação ~ 

6CUtenciat homogênea; o~o Uhando a 6unção de GJt.een pa4a a equaçao di6~encial 

de Sc.hhBdingVI. com um potencia.t tipo o.t.ciladoA ha4mÔniQo ~otnóp~co(Z). 

A}.j ~unçÕe-6 Mpel!geométM'.c.M aqui. e.ótudada-!l ~ão a1 ~unçô'r'-!l de 

WhU.take.!t, Kummt>.Jt, lague'tlle, HeJr.nti..te e BeMe.l. 

A 6u.nç.ão de Glteen pa.Ji11 a. equaç.ão d.<..óett.encia.t de. SchJtBd.<..ngeA com 

ca.tcu.ta.da. 

via 6Õ~u.ta de Mehtett. óoAnece ~~e~e uma. ~ep~e~enta.ç.ão ~ntegJtai paAa. e~ta 

óunção de Glteen{ 3). Vev.ido a 6.imet:tu11 M6êJU.ca_ do pote.nc..úd pode-6e ~azeJt uma 

upaMão em ondM paAc.i.W 14 ), paiUl. ~e de.teJ'Un.LnM a 6unç.ãa de. Gl(.een Mrlial, 

qual ~at.W óa.z a uma. equaç.ão di6VI.vtei.a.t de WhLttafleJI.. 

Identi6.ica.ndo-6e, convenientemente, M equaç.ÕCA 

_, 



obtim-M. ILe.p.te.oe.ntaç.õu -t/1-teglt.!l.i.h paJta. um plWdu.:to de dutt6 Mluç.õu Une.atrme.n

te. -tndepende/1-te~ paAa ~ 6unçõe~ de WhittakeA, Kumm~, Lagu.~e. H~e e 

Be.Me.L 

E, 6-ina..f.men.te, paJta cada. JtepiLMen..taçM -integJuU., u.t.i.ü.za.-~e a 

6ÕJtmula de Hille-Hattd~(S) pa.Jut M ob.t~ M !te~pect.i.v~ ILtgl!.lth de ~ama.. 

1.1 FUNÇÃO VE GREEN PARA A 

EQUAÇÃO V!FERENC!AL VE KUMMER 

A 6unção de G~t-een paJt4 a equação cU. 6Vtwcia.e de. Kumme.Jt ~a..-t.-L6 6az 

a ~egui.ttte equação di6Vte.ncia1 não homogênea 

J. J. I '2z Giz,z') ó ( z- z' l 

J. I . 2 
d 

tc.-z) 7z - a 

com aA Jte4tlliçõe~ no.6 paiLâm~o~ dad~ poli.: {-i) c~ -m, m int~ não negativo 

e .todo4 va.tOJtM de a.; {.U) a~ -n, c_..- -m ou a'" -n, c~ -m e_ m<», ortde m e n 4ão 

WelJto~ não ne_ga.tivo.6. PaJta O CMO eÃpe.cia..t em Que. cf -m e. a" -n onde. me n 

Utitiza-~e. o método de e.xpanhão tipo Stunrn-Liuu.vitte(Apêndlce. A) 

pa1U1. JtMO.tve.Jt a e.quaç_iia ( 1. 1. 1 J • A Jte~pectiva. equação dJ_6eJte.ncia..t homogênea é.: 

!. !. 3 
d 

k~z) Tz ·a J v(z) o 

t. ./1.6 du.a~ ~oluçÕM Une.atrme.nte. -independe.nte.t. da e.quaç.ãa ( 1. 1. 3) úio M 6un-

·4-



ç.õu de KwmteA 

1.1.4 v
2 

(z) ,. U{a;c.;zl 

he.ndo 7
F1

la;c;z) Jtegutalt na. olti.g~Vn e. U(a.;c.;z) Jt.e.gu.ialt na i..nMttLto, cu.jo de.:tVt.

müumte WMII.IIúano 161 ê dado po~ 

1.1. 5 I I .I.kJ. -c z 
W v1,v2 •1TãT z e. • 

A Mlução da equação {1.1.1) •~á: 

1. 1. 6 

onde. Re.{c)>1, Re(a}>O e z<{z>) e o menoJt(maioh) de z(z'). 

1.2 FUNÇÃO VE GREEN PARA A 
EQUAÇÃO DIFERENCIAL VE LAGUERRE 

A. equa~ão d{ !JMtttUal de. LagueMI!. r W11 ca60 pa.Jttú.uiaJt da rcwac;ao 

c:U~Vtet1cia.l de KwnrnVt eom Oh paJtâmetJtoo daduo pun_ a~ -\J, eum \J i..nle.ÃJw MO ne

qativo e c• J+a onde. a>- I. 

A Jte.fação e.n.tJte. a 6uttção de KwrmeJt e_ a 6um;ão d!l LagueJtM e. dada 

1. 2.1 

A .6egunda .6o.tuç.iio da equação di6Vtettd..a..t de La.gueMe pode -6eJt de-

6inida. elii .tVuno-6 da UgWtdtt .&o.tuç.iio da equaçã.o di6Vtenc.i..a1 de KummeJt U{a.;c;z) 

+ 



po< IApêndio< Bl 

1.1.2 lf'v!zl J!-vl r!v+1} U(-v;l+a:;z) . 
r tv+m+ f) 

Subótituindo-óe a4 ex~e4óÕeo (1.2.1) e (1.2.2) na expkeóóão 

(1.1.6) ob~ém-4e a 6unção de ~een paAa a equação dift~encial de Lagu~e 

1. 2. 3 

1.3 FUNÇÃO VE GREEN PARA A 

EQUAÇÃO V!FERENC!AL VE HERM!TE 

A 6unção de H~e ê um ~o ~eutan da 6unção de Lagu~e. 

com a.=± 1 12 dependendo da. ptl!Li.da.de, O."' 1/2 pcVúdade -ÕnpaA "- o.=- 1 I 2 patr..idade pa.!t. 

M !tc.laç.Õe.õ entAe a1. 6unçõu de La.gueJULe e lfetun.Ue óã.o 

l. 3.1 

l. 3.2 

e, paJta. a. óegunda. óolu.ção UneM.mettte lnde_pe.ndente da. equação di6eJtenci.a.f de 

Heromite, em te4moó da óegunda óolução da. equação di6ekencial de La.gue4ke de-

6.i.ne-6e~zl como 

1. 3. 3 

-6-



I. 3. 4 

Subo.ti.tu.útdo-.&e a.s Up!te.660U !1.3.1), {1.3.2), {1.3.3) e {1.3.4) 

I. 3. 5 

I. 3.6 

- + 
onde GH ( z, z:' ) e GH { z, z' ) .bâo a.b 6unçõu de Glteen pM.a. a equa.ção di6eJtencial 

de H~~e com pa4idade 1mpaA e com panidade paA, lte.bpectivamente. 

1.4 FUNÇÃO VE GREEN PARA A 

EQUAÇÃO VIFERENCIAL VE WHITTAKER 

PaJta .6e ob.tVt. a equa.çã:o d.i.~Vt.e.nc..i.ai de Whi..t.taJzeJt, 6a.z-Je uma 

ttdn66o~a.ção de KummeJt na equação !1.1.3) 

I. 4.1 vlzl • •'12 ,-o/2 ulzl 

e ob.têm-oe a .begu..Lnte. equação cUQe.Jtencla.t 

1.4. 2 
2 

{ d • 
dzi 

1-+•f+ l/4 - /J) ulzl 
z 

o 

-7-



M duM .óotuç.Õe.t. Unt.llllmt.ltte. .iltdepe.nden.t:u da. e.qua.ç.M f J. 4. 2} ~ã.o 

.U 6wtç.ÕU de. Wki..tta.k.eJt 

J. 4. 3 

oe.ndo u1(z) Jte.gutM na oJt.ige.m e u2 fz) lteg!d.M no .infi.in.Uo. O de.tvunútante 

WILoMiu:.ano ê dado poJt 

J. 4. 4 

A equação (1.4.2) eu.â. l1ll 6o1Una a.u.to-a.djun-ta, f.ogo, a 6tmç.ão de 

~een palta a equação ~6eJtencia.l de Whittak.e~t não homogênea ~: 

I .4. 5 
r(-v+JJ+I/2) 

r!ZJJ+Il 

com Re(-v+JJ+1/2)>0 e. z<fz) ê a menaJt(mMOJt) de z(z 1
). 

1.5 FUNÇÃO VE GREEN PARA A 

EQUAÇÃO V!FERENC!AL VE BESSEL 

cada. Fa.ze.ndo-oe v~o, tem-he 

I. 5. I 

I. 5. 2 

-B-



Sub~tituinda-~e «4 ex~t44Õ~ {1.5.1) e (1.5.2) na 

(r.4.5) obtém-•• 

r. 5. J 

qu.e e a óu.nçã:o de GJteen paJta a equ..a.çã:o d.ióeJtencia.t de Be.Mel mod.i6.icada nao 

homogênea_, Pa.Jta M demW 6u.nç.õu de BeMel baA.ta MaJt rua Jte.taç.õe~, con.he.ci

dM, entlte a 6u.nç.ã:o de SeA~ e! mo di.á..C:cada. e M demW 6u.nç ÕM de BMH'.t. 

r.6 FUNÇÃO VE GREEN RAVIAL PARA A EQUAÇÃO VE 

SCHROVINGER COM UM POTENCIAL TIPO OSCILA 

VOR HARMDNICO ISOTROPICO MULTIVIMENSIONAL 

A óuncão de GJteen paAa a equ.a~ão di6eJtenciat de SchJt8dingeJt com 

wn potencial tipo oõciladO!t. halunônico -i.AotJtÕpico mut.t,i.dime.n6.tona.i .6a-W6az 

a .6egu..i.11le equação M6eJtenc.ia.t não homogênea 

r .6. r 

onde v2 é o opeJtadoJt Laplaciana mu.ltidimen~ianal. 

A .6oluçãa da equação {I. 6. I) calculada. vJ..a 6Óitmula. de Mehl.Vt, 

~a Jte.pJt~entação integ4al!Z) ê: 

1. 6.! 

-9-
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com Re{-À+N/2-1)>0, onde N ê ct dim~ão do o~cllado~ h~ânic.o e À é o p~ 

Jttdlto da enug-la.. 

Uma vez que o potencial tem 6ime~ eA6éA~ea 6az-Qe uma expanh~o 

dct dtmç.io de Glteen em onda.6 paJtc.-i.a..iA ( 4 ) 

I. 6. 3 • ~ ,-N/2 r~~j21 (t•N/2-11 
l•o 

.IH 
ct 2 (oaoe) Gei<,<';À) 

onde C~lxl 6âo a~ polinômio6 de GegembauVL, e ê a ângulo dohmltdo pon h e h• e 

Gii~.~·;À) ê a 6unção de Glteen nAdia!. 

Faz-.be a. expaMão de e.xp(z eo60) numa ~êlúe. tipo Ne.umann1 4), 

.uja, com N-...3 

I. 6. 4 

onde 2M'!: 
z • -:-:y- e 

H; 

E (t•N/2-1) 
l•o 

com a expJteMão ( 1. 6. 2) , a expJtUQào 

I. 6. 5 

ou 

que é. a 6WtÇ.ão de Gtteen 11.aa'.ta.t paltCL a equ.ação de SchJtlldútgVt com um pote.nc.útl 

.tipo obl.'.i.tadOil ha.Jtmôru'.c.o .Wot.JtÕp-i.c.o mu.Wcüme.rl-6{.ona.i, e que é 6a.tuç.áo da 

1.6.6 t(t•N-2) - <2•2À} Gt(<,<';À) 

' 

-lO-

1-N 
(<n'J! 61<-<'1 



e.qua.ç.ã:o 

!1.6.6) obtim-óe. 

1.:1!. 

1 .6. 7 (zz'J 4 ô(z-z') 

que tem ~amo Gotução a e.x~e4G.io (1.6.5) ~om 4
2=z e ~~ 2 =z', 

Eóc.Jtevendo-Ge 

J. 6. 8 

e !.ubhti.tt.Undo-Ge na equa.ç.ã:o { 1.6. 7l ob.téin-6e 

1.6. 9 _ 1, ri:- NIN-4)/16' tlt•N-2)/4)G'llz,z') 

z 

que é uma equação di6~en~ de Whlttak~ cuja Gotução é 

1.6.10 

I 
z.,.z' IH~ 2

1 ex.p --- ~ 
2 H;' 

com Re(i+N/2-1)>0. 

1. 7 REPRESENTAÇÃO INTEGRAL PARA UM 

PROVUTO VE FUNÇDES VE WHlTTAKER 

ó ( z-z' J 

~unção de Glteen llad,[al com um potencial ü.po ohcLia.doJt haJtmãnico i6otJtÕp.i.co 

muUid..imert6-i.ona.l r1ada ma.ü é do que wna equação d.i.6e.Jten.c.Lal de Wh-i.t;t111lVt. 

-I 1-



1. 7. I 

I. 7. 2 

obtérn-~e 

I. 7. 3 

I. 7. 4 

A ~olução dd equação (1.6.9} ~dada peid eqUdção (1.4.5) com 

2v • À 4p • N-t'l.t-2 

G(z, z') riN/4+l/2-À/21 • 

,_& À/2;1/21N/2-l+l) lzl WÀ/2;1/21N/2-l+l) lz') 

r IN/4+l/ 2-À/Zi.JttÀ/2; I/21N/2+l• li I zl WÀ/2; I/21N/2+l• li I'' I 

Fazertdo-~e uma muda11ça de vaJU.áve..l do .tipo 

2v "' N-tU-2 e. 2x "' À obté"m-.t~e. 

oh v 

l I IZZ" õhvl 

" 

.:! '>z, ~ Rei 
2 

-x)>O e Rei")>O . 
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Nã.o há pVtda. de. ge.neJta.túia.de. na Jte.de.MrU.çiío do~ pMâme.:Ow6 poi.ó, 

rle~de. Qlte M Jteól"Jt.-i,çÕM ~e.jam obedec...i..dM, M 6unçõu de Whit..t.o.he.~t ~ão a.na.elti 

c.M em todo piano c.omp.te.x.o e. a. lle.plle..6 enta.ç.ão ( l • 7. 4 ) ê vllida. EM e !te~ uLta.do 

naa é novo po-U. e.& <!o a !te.pJt.e.&entaç.â'o in:teg/Ul..t é be.m c.onhec.id.a. na WeJtcLtulta I 1) . 

1.8 REPRESENTAÇÃO INTEGRAL PARA UM 

PROVUfO VE FUNÇOES VE KUMMER 

M óunçâu de KwrmeA e tlh óunç.õcu de Wh.itta.keA utã.o Jr.elaciona.

cia.6 poJr. múo dtlh ;t..taM 6oJunaçãu de Kwmte.Jr. 

l+m 

I. 8. I fi l+m)../J1t;m/ 2 lzl • e-z/ 2 T 1F1 I ';m -t; l+m; z) 

l<m 

I. 8. 2 W I I e
-z/2 -,2 

t;m/2 z • LI ( 
1t -t; J-1-m; z) 

Sub.o-tLtt.úndo-.6e a..6 expJr.U.6ÕU (1.8.1) e (1.8.2) na. 

11.7.4) ob~óm-he 

I+" ri,- -•1/rl 1+"1 I I+" U - 2 --x;l-1-~; 
z') 

(1.!.3 

e 7+JJ ., c., tem-.H. 

-I 3-



rl•l I'1TI 1F1 Ia.;c;z) U(a.;c.;z') 

1. 8.4 1-e 

(zz'J 2 [~-dv c.thc.-'la.v/2 exp{-(z-1-z')&h2v/2} 1c._ 1
(,1UT' 6hv) 

onde z'>z, c.am Relc}>J e Re!a.l>O. E6&e ~~ultado, no entanto e novo;de6~ne. 

uma Jttpltue.n.tação il1te.gJtal paJt.tt o pMdu.to dllh dtuU. 6Dluç.õu Une.Mme.n..te. i..n.de.

pe.ttde.n.teA da equação d.i.6ue.nc.ia.t de. KwmteJt.. Note. que a.6 JtUbúç.ÕeA no.6 pa.llâme.

tlto6 &ão a.6 Jte.6Wç.õu u.6UL:LÚI pa!l4 .lle de.Mrúlt M 6unç.õu de. KrmvneJt.. 

1. 9 REPRESENTAÇÃO JNTEGRAL PARA UM 

PROVUTO VE FUNÇDES VE LAGUERRE 

PaJta. 6e ob.teJt. uma l!.~e.oe.n.ta.ção -i.nte.gM.l paJt.a. o pJr..odu..to de duM 

~oluç.Õc.6 line.Mmc.nte -Lnde.pende.ntu da. equação d.i.6Vtettc.ia1 de. LagueJVte. ba1.ta 

6azeJt. a~ -v, e= J+a c.om a>- I e -vs i..nt~o não negativo, na 

[1.8.4}, togo 

1
F

1
1 -v; 1+o.; z) U( -v; 1+a; z') 

(1.9.' 

ou ainda., wa.ndo-6e. M e.~pl!.e.66ÕU (1.2.1) e 11.2.2) obtém-6e. 

1. 9. 2 
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onde y ~ 1+a+2v, com Re{-v)>O, Re(a)>O e z'>z. 

1.10 REPRESENTAÇÃO INTEGRAL PARA UM 
PROVUTO VE FUNÇOES VE HERMITE 

M 6u.nç.Õe.h de. H(I}UttLte. 6ão um pMtic.ui.aJt c.cuo deu 6u.nç.Õe.h de La_gue..! 

he, com o paAâme.tho a= ±1/2 de.pend~ndo da panidade., a~ l/2 pakidade. !mpaA e. 

a = -1/2 panidade. pan. 

P~einamente., paAidade. paA, 6aç.amo6 a ~-1/2 na e.xpn~~:,ão{1.9.2) 

logo 

I. I O. I 

lL\cwrlo-he a& exp)le.Moe.h [1.3.2) c•. [1.3.4) obtêm-,H>. 

I. 10.1 

com z'>z. 

Um pADcedimento, intel4amente. anâlogo, onde. ago~ a=1/2 e UA«n-

do-he. ah expJtehóÕ~ (1.3.7) e (1.3.3) obtém-H a exp!te.Mão paJta um pMduto de. 

duM 6un.ç.Õu de HeJl.llti-te com pa.!Lidade lmpaA 

H2rt+l(zl :75' 2n+l(z'l" 

I. I O .l 

onde. z'>z. 
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I. 11. I 

1.11 REPRESENTAÇ~O INTEGRAl PARA UM 

PROOUTO OE FUNÇDES OE BESSEL 

A expii.U.6ão (1.7.4), quando o pa.tt.âme.tM wO, JLedu.z;-.t..e a. 

M 6un.ç,ÕIUI de 8U.6el. mocü.6-(.c.a.dM e.õtã.o Jtelac.ion.adM com 

6un.ç.õe~ de Whitta~~ ~vêh da~ ex~U.6Õ~ (1.5.1} e {1.5.2), toga 

I. 11 . 2 

Utillza.ndo-.6e a. 6Õ~muta. de dupiieaç.ão de legen~e(b) obtém-6e a 

bem conhecida ~tepJLeAentação lntegnal pana um p~~.oduto de dua6 6u.nç.Õe6 de 

Be-Met modi..6-úJtdM, a. 6a.beJL 

1.11.3 1 (z) K (z') Í dv exp{-(z+z'lehv} 1
2 
(2~6hv) 

JJ \.1 o i-1 

com Rc(lJ)>-1/2 e z'>z. 

Replle6en.ta.ç.õu ln.teglta-i.6 ptVLa a.o dema.W 6u.nçõu de BeMel po-

dem .t..VL ob.tidM, 6a.ú.ônen.te, dut:a expJteMão, bMtando pa.Jta tal u.6aJt M 

conhecida..6 Jtela.ç.Õu ent.Jr.e a1. 6unçõe.& de Be-M e! modi&ic.a.dM e M de.ma.W 6un

ç.õu de Be.6.t.>e!, denbte e.tM, Ha.nke.t, Neuma.nn, etc .. 
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I. 12 REGRA VE SOMA PARA AS 

FUNÇDES VE WHITTAKER 

A pa/L.Ü!t. da. Jte.plt.~e.n-ta.ç.ão -l.rr.te.glta.t pa!ILt o pMdu.to de. dt.UJ..,6 6u.nç.ÕeA 

de Wh-i-t:ta.keA pode.-õe. ob:trut uma. tLegiLa. de <!lama. paJt.a. wn pMdu..to de. dr.u:u. Miu.ç.õu 

tineaArne.nte ~nde.pe.nde.ntu da. equa~ão difteJt.e.ncial de Whittak~ utitlzando-4e. a 

6ÕIU!Iuld de Hille- HaAdy I 51 

I. 12. I 

{1-zl-l <<p(!::l !!.!1.1 I ( !r.yi' I 
Z•l ! ft l·z 

-l/2w n+ir(2i+n•IIM M 
(xyJ L Z f(n+fJ o./F>n+f+l/2;f(XJ..t/Pn+f+l/2;f(yJ 

n~o 

que pode 4eA demo~~a.da ~a.ndo-6e a. óó~muta de. Mehte~ e a. óunção de. onda. do 

o~ciia.dok haromônieo ~o~Ôpico bidimen6ional (Apêndice C). 

Fazendo-6e ~ 2 =y na exp~e66ão (1.7.3) cvm o panâme.tno ~ de.6inido 

como 2)1 ~ N/2.ff._- J, obtêm-õe. 

I. 12. 2 I 
1/2 .oo -f().+IJ -1 

(zz'l Jdyy (1-yl 
o 

e.xp(-z:z' ,l__~y) 
' 1-y 

S.u.bldi.:t1Úndo-6e a expJtUõão (I. I 2 .I) na expJte.Mã.o ( 1.12. 2) e 
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I. 12.3 

r r!Zy+n+11 M I I M I 'I 
j_. • r(n+l) JFV n+~+1!2n1 z ..JIV n+J-l+//2nJ z • 

n.=o 

com Re(J-1-Ã/2+1/21>0 e z'>z. 

A .inte.g.\al Ji.Uul.ta.ntt i de ttuotuçã.o .únerii..a..ta., da1 podeJtmo~ ehcJt!;. 

1.1Z.4 

c.om Re(J-1-v+1/2)>0, R.eh.d>O e z'>z. 

1.13 REGRA VE SOMA PARA 

AS FUNÇOES VE KUMMER 

Aõ 6u.nçõu de KunmVt u.tão Jte.la.c.i.ona.dM c.om M 6unç.Õe.-~J de WhUta

keA a.tlta.vé-6 da.õ Jtelaç.Õe.-6 da.dtU pela..6 e.x:p.ltu.6Õe..6 ( 1. 8.1) e ( 1. 8. 2) .J..ubMLtu.indo 

-18-



I. I 3. I 
L _ . .! ____ r(n+:?p+ll 

n•O n+m f(n+l) 

com z 1 >z, m=-v+~+l/2, Re.(m)>O e Re(u)>-1/2. 

I . I 4 REGRA VE SOW. PARA AS 
FUNÇOES VE LAGUERRE 

A 61mção d"- Lague.Jtll.e. ê um c.MO pM.ÜculM da 6unção d'l. Kummt/1., 

Sttb~.ti.tcittdo-Je. a11 e.xpll.uúu {1.2.1) e {1.2.2) na e.xpJte.l.lõão (1.13.1) obtém-l.le 

L~"lzl N2u(z') 
m 

I. I 4. I 
00 

r _I_ r/n+1) L~lJ[z) L 
2"!z' I 

n+m r(n+'lu+l) " t1"'0 

com z'>z, m=-v+u+l/2, Re/ml>O e. Re(J..d>-//2. 

1.15 REGRA VE SOMA PARA AS 
FUNÇDES VE WERMlTE 

Como lte.MaUa.do, quando da..ó ltepJtue.ntaç.Oe.õ .üU:eg~ pa!ta. um ptw-

duto de. 6un.ç.Õe.6 de. He.tt.mi..te., a.qt.ú também, de.ve-õe M.pMM em do.ú. c..Moó, ou. Je. 

ja, pa.!lidade. pM p=-1/4 e pa.I'Úda.de. lmpa.tt p=l/4. 

-I 9-



P..úmeAJiamen.te, paJÚdade pah.-, .õub.õ,ti;tu..i.ndo-.&e. w-1/4 na e_;q:.~Jt.U-

úio (1.14.1) ob.tém-.õe 

1.15. 1 

I. 15. 2 

n•o 

fln•11 
r(n+1/ZJ 

com z 1 >z, l::v-1/4 e Re(.t)>-1/2. 

1. 15. 3 

Analogamente ptVta M 6unç.õu de Hvun.Ue com p.:VU:dade 1mpM w1/4, 

z-2n-1 
r{2n+2) 

1.16 REGRA OE SOMA PARA AS 
fUNÇOES VE BESSEL 

A JtepJtuen:ta.ç.àa lriiit{JJI..d.l pr:Vt.a um pJtOdt.lto de cl.uah 6unç.Õe-!. de Whi-t

t~k~; exPke6~ão ll.7;4i i a. 6Õkmula de Hllie-Handy, e.xpiLe-!.oão (I. 12. li leva. 
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à ~eg~ de ~oma pana um pkeduto de d~ óunçõe~ de Whittakeh, exp~eh6ão{l.12.4). 

Faze~do-6e v=o ~a exp~eô~ão {1.72.4) obtêm-õe 

1.16.1 

mc:w M 6unçõu de Whi.tta.k.Vt c.om o pa!Uime.:ttw v=o utã.o ~Wc.i.on.ada.6 c.om a.6 

6u.nç.õu de. su~el modJ..Mcada.6 po!t meio dt.u:. e.xp~tu~õe.~ I 1. 11.2 l e I 1. 11. 3). Su.b6 

tl.tt.Undo-.61?. Mt.a-6 expltUõÕe.6 11a exp!te.uão I 1. 16, I) ob~têm-6e a ~úpec.tiva ltegJut 

de õoma paAa M 6u.n~Õeó de Beõôel modJ..6~c.ada.6 em te.Ama6 dM 6u.nçÕe.ô de. WhLtta 

1.16. 2 

com z'>z e Re{~)>O. 

A pa!tti.!t da. e.xptte.66âo {1.16.2) pod('.-6e obteA-a6 tte6pectÁ.va6 ne.gft.M 

de Mma. patta. M de.mal6 6u.nçÕe.6 de. BUôe.l, ba6tattdo pMa tal, u.MJt M c.onhecidM 

1telaçÕe6 entne aó 6u.nçõu de Be.66el modi6~c.ada6 e. M demaiA 6unç.Õe6 de Be66el. 
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ll. FUNÇ~ES HlPERGEOMtTRICAS 

~e.gka4 de. ~ama paAa a4 6unçãe..& hip~geom~ea4 con6luente6, completando atgu

mcu la.cu.rta.O ex-é..Hent:eh na U:tvra.:tu~r.a.. No eMa da..ó 6u.nç.Õe.& MpVLge.omêtJI-.leM ou 

6unç.Õeô de Jacobi a .6i...ttutç.ã.a é maio cJtlti.c.a devido, pJt.a.t..tcamente, -a qwv..e .to

m! ine.x..Ut:ência. de ta.iA ttepAeAen.ta.çõu .üttegJtai.6 e .teoJtemM de acüç.ão. Ven.Vte 

M 6unçÕe-6 hipeJtgeomê.vú.ca.6 a t!n.ica 6u.nç.ão ex!l.t.~Ati.va.mente_ u..tu.dada é a 6unç.ão 

de Legcndlt.e. com ttepttuenta.çõe~ integ~~.a ... u. e teolie_mM dt!. adição. A6 6u.nç.Õe6 de 

.i.nte.gJtet.i.-6 e .teon.emM de acU.ç.ã.o ob:Üdoô. 

Segue-.&e o me&mo pMced.únento da. 6ecção a.~ellioJt.Ve.tvun.úw.-óe. M 

6u.nç.Õe.ó de Glt.een, ptUm<Ulutme.n.te, pa.M M 6unç.õu de Jacob-i e como cMoó palt.ti

t'.UlaJI.U M 6W1Ç..ÕU de GegembaueJL, Le.ge.nd!te. e Tcheb-i.cheó. U.&tt-6e M 6unç.Õu de 

G1teen pM.Il dU:eJLmúutJL Jtep!t<U.entaç.Õu inte.gJr.aL!>, Jte.gJtaó de. õoma. e .teMema.o de 

acüç.ão. 

p1tulo é uma Úen-i.ca g-lobal, valendo .ta.nto paM 6unçéie.& de Jacob.i como paJta. 

potinômio.õ de Jaeobi., ou .õe.ja, na linguagem Mttal., :tarrto vali!. p.vw M;lw;õe~ Jta 

~ como pMa M!uç~e.õ angulaJLM de. wna equação di.6eJLenciat. 

2.1 FUNÇÃO VE GREEN PARA A 

EQUAÇÃO V!FERENC!Al VE JACOBl 
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2. J. J ~ G(x,x'l ó(x-x'l 

l.imLta.da en.tJte o,x<oo, onde o opVUtdO!L cü6ettenc..útl de. Jacobi.(l) ê 

onde a>-1/2 e (3>-l/2 a 6i.m de que a 6t.mçã.o pu.o ~e.ja. nao ne.ga.t.iva e~ -inte.g~ 

vet, ma6 a4 ~~Eaçõe.~ 6o~ ~ãc vãtida4 me~mo ~em e6ta~ ~e~tAiçÕe6. A e4cotha 

cor~ve.nie.nt.e. do6 pMânre.tJto6 é 6Ó pMa. 6aci.fi.taJL no-ta.ç.ãu, e também pc:Uta qu.a.ndo 

do e4 tudo do mão 6-i:miiWco . 

Utiliza~tdo-óe o mê.todo de expattúio .tipo S:twun-LWuville pa!ta. 60t.!:!; 

cionM a equação (2. J. I) nece66-ita-6e d~ duah óotuçõeó line.arome.nte. i.nde.pende.~ 

tu da e.qu.a.ç.ão d..i.6e1teneüti homogênea., 

2. J. J 
z d2 

{(J-x l--;2 
dx 

d 
+ [218-a) -21a+8+llx]ax + \J(iJ+2o.+2S+J)} v(xJ 

At. dutO &o-i'uçÕe.ó Llne.aJuneJ·de ind('pendenfl'.ó da l'qu.aç.ao 

.~oito a.& ~tJ'1Ç.Oe_.f. de Jacob-i 

2. J. 4 v1 lxl " pl2a;2SI lxl 

" 
onde a p~eika é AeguiM na o~tigem e a óe.gunda é ~tegu!M no i.n6inito. 

o 

I 2. J. lI 

O det~nante. Wkonó~ano(Z) de~&aó duaA óoiuçÕeó é dada pok 

2. J. 5 
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e. a. ~otu.ç.ã.o da. e.qua.ç.ão ( 2. 1 .1) i. dada. poli.: 

2. I. 6 GJ(x,x')= 2-2(a+6) f(IJ+tl flll+2a+28+7) pf2et;28) (x:,l 0!2a;28l (x>l 
rh1+2a+ll r!IJ+26+l) 11 11 

A ex:~~~ão (2.1.6), Aolução da equação [2. I. 1), é a 6unç.ão de G4een 

pa.M. a equação d.t6Vtenc<:al de Jac.ob,i nã.o homogênea. 

2.2 FUNÇÃO VE GREEN PARA A 

EQUAÇMV!FERENC!Al ASSOCIAVA VE LEGENVRE 

PMa: he de..tVtm-ii'UVL a. 6unç.ão de. Gne.e.n ptVta a e.qua.ç.a.o c:Uóen.encic:tt M

Aociada de. Le.ge.n~e., a paAtiA da 6unç.ão de G.!i.een pa:na a equação di6e.~enciat de 

Jac.ob-i., 6az-oe. 2a. = m e 2B = -m na. e.qu.a.ç..ão {2.1.6). 

A ~eta.ç.ão entlte a. 6Wtç.ão de Ja.eohl, P~m;-m) {x:), e a 6wtç.ão a.Mocia. 

da de. Le.ge.ndJte., ~ (x:)' pode. MA obtida. tLMndo-oe. M nunçÕe.h JUpVtge.omi..Wc.M' 

zF 1ia,b;o;zl 131 

2. 2. 1 

Po11. u.m phúced.i.me.tt.to, .i.nte.iAame.rtte. an.â.e.ogo, obt&n-oe. paJta. a he.gunda 

ootuç.ão, a lleiaç.ão 

2.2.2 0(m;-ml I I. l-IIm rly-m+ll I ~lm/2 ri" l<l 
"'li x: rv+l) 1-x: "v 

Subotitaindo-Ae. M e.xp.li.eA4Õe.o [2.2.1) e (2.2.2) na 

[2.1.6) obtêm-Ae. 
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2. 2. 3 .JII 'I I I• 11-xl-m/i 11-t~-m/2 p-m lxl 
{jl lx.,x "' -I 1-tx. 1-tx \.1 

!te.~tU.a.t M~ocia.da de. le.gel'ldJI.e que a.paJt.ece, !L6tutt'.mertte., na .fliel!..a.tuAa 

om<.túl a ,~ção ,oe~o, pott.tanto 

2.2.4 ct;' lx,x' I l -IIm p-m I I 
" "< 

deve.-4e 

que e a 6unç.ão de. G!tee.n pMa. a equação t:Ü6Vte.nc.i.a1 Mhociada. de Le.ge.ndlte. { 4 l. 

2.3 FUNÇÃO VE GREEN PARA A 

EQUAÇÃO DIFERENCIAL VE GEGEMBAUER 

A equação cü.6eJt.e.nc.i.a1. de Ge.gembau.eJL também é um c.Mo paJLtic.utalt da. 

e.qu.a.ç.ao cU6e~tettc.La1 de Jac.ob,i, com o4 pa.Jtâme.t.Mõ da.dM potr. 2a.,ze..-)..-1/2 c.om 

À>-l/2. a. !telaç.ão que. e.nvotve. ~taA 6unçõeo ê 

2. 3. I pl1-l/2;1-l/21 lxl • 221-1 

" 
e paAa a. oe.gunda ootuç.ão ~em-oe 

2. 3. 2 011-1/2;1-1/21 lxl rlwVI/21 rll/21 v1 lxl 
\J f().l+h) r{Ã) 1.1 
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c-ta.t de. Ge.gembauVt. E~tM Jte!açÕU podem hVt de.te.Jun.ina:da.h Ma.ndo-he. M e.xpJLU

.bÕe.h pMa. UhM. éunçÕeh em tVUI'IO.& da.6 óunçõe.o fU.peAgeumêbúcM ( 2 I. 

Sub.6ti.tui.ndo-.&e M ell:p!teMÕe.õ (2.3.11 e (2.3.21 na. 

(Z. 1.61 obt~m-.&e 

2. J. J 

2.4 FUNÇÃO VE GREEN PARA A 
EQUAÇÃO DIFERENCIAL VE TCHEBICHEF 

A.& óunçÕe.õ de Tc.he.b-icheó apa.Jte.c.em na WeA!UuJta. c.omo 6unç0M de 

Tcheb-tche6 de pJtimeika e de .&egunda. e.&p~cieh, dependendo do paltâm~o X q~e 

apaAece na. 6unção de Gegemba.ueJt. 

PaJut a 6unção de Tcheb.i.che6 de plVime-Uta e.&pêcie -tem-M À"O, que 

~ub.6tit~ndo- .... e na exp!tU.&âo (2.3.3), ob~ém-.&e 

2 .<.r Gr I 'I -~71 co 1·1 v" 1•'1 'r x,x - rífll- fl "" fl "" 

A.& óunçÕe.& de Tcheblcheó de pkimelha e.&pêc.le ~tão netacionadM 

com M 6unçõu de Gegemba.ueJL a.tJu:tvé.& dM explteh.&Õe.& 

2.4.2 

2.4.3 

co 
" 

vo 
" 

[xl •.! T [xl 

" " 
r 

{x) •2 v, lxl 
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011de Vn(z) ê a 6e.gun.da Miução Unec.vunen.te. -Ütde._pen.de.n.te da !?Auação cU6eJLe.neúl.t 

de Tchebiche6 de pJtime)Jr_a_ upécie que u..tá. de6)_nJ.da., em te/rmo6 da 6ul'lção lúpVt.-

geomêtAic.a, pela helação 

2. 4. 4 

onde 

2. 4. 5 

V
0 lxl 

" 

Subõ~Ltuindo-6e. a.J ex~eó6Õeó (2.4.2) e (2.4.3) na 

(2.4.1) obtém-6e 

2. 4. 6 G
1 lxl r 

ottdex<lx:) ê o me.~toJt(maioJt) de x:(x:'). 

PMa a hm~ão de Tc.hebic.he6 de Hgunda e.6pêci_e tem- -!I e que., quando, 

j11ÚõtLtuido À= I tta r.xpJteHâo (2. 3. 31 ob.têm-·H'-

2 .4. 7 G2 ri"''' cl r (x,x'l "'""f'Tj:j'+IT 11 (x) v1 lx' I 

" 
Aó 6unçõu. de Tc.heb-i.che6 de. cegunda u.pêc-i.e e-6têi.o de.6úúdM em 

.teJLmoó ci.aA 6u.nçõu. de Ge.gembauVt. a.tJta.vé-6 dM ![e_.taçõu 

2. 4. t c1 lxl u lxl 

" " 
2.4. 9 V1 (x) • (p•l) X lxl " ,, 
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onde x.e(:dê a .t.egunda ~oeução .UI'iialtme.nte. lnde.pe.nde.nte. da e.r,uaç.ão d.i.~eJte.nc.la1 

de Tc.he.b.i.c.he6 de Mgúnd~ e.&péc.le que e.&:t.á de.Mrú.da em teAmol.! da 6unç.ão hÃ.pVt

ge.omê-uúc.a como 

2. 4. 10 

Sub~titulndo-.t.e ~ exph~.t.Õe4 (2.4.8) e (2.4.9) na 

(2.4.71 obtem-o< 

2. 4." G~ (x, x' J 

2. 5 FUNÇÃO VE GREEN PARA A 

EQUAÇÃO VJFERENCJAL VE LEGENVRE 

A equaç.ã.o di6eJtenUnl de Legen<Í'Le ê um eMa pa.UÂ-cultvt da e.Quaçã.o 

di6e~enciat de Gegembaue~ com a ~etAo À=l/2. 

Fazendo-.t.e. À•l/2 na ex~.óão (2.3.3) obtém-l.!e. 

2. 5.' rf{ I<,<' I c112 lxl v'l2 lx'l 

" " 
Á4 6W1ÇÕe.6 de Legendlte e.Uã.o Jte.-tac.lanada6 c.am M 6unçÕe.ó de 

GegembaueJL atllavÚ c:la..6 Jf.e.taçõu. 

2.5.2 c112 lxl p lxl 

" " 
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2. 5. 3 
F 1,.,_, 2-1-11 3 I 2

1 2 1 -2~•2;w2; 1 x 

• ~lxl 

de Lege~dte. SubJtituindo-oe ~ ex~eóJÕeo (2.5.2) e 12.5.3) ~ 

12.5.1) obtem-•e 

2.5.4 

da exp~e4~ão (2. 1.6) ~om o.o p~~o 

e ~o;o)lx).!)nlx). 

2.6 REPRESENTAÇÃO INTEGRAL PARA UM 

PROVUTO VE FUNÇDES VE JACOBl 

PM.a .oe eo-tudaJL tU Jtep!LMentaçõe_J.. ,.tntegJr(ÚJ pMa M 6unç.õe . .6 de 

Jac.obl Jegue-oe um pMc.edúne.n:to um pouco d.t6vz.en-te do cMu da.o 6unç0cu, hi.peJt

geom~c.tUo c.on6luente-6 Mmente poJt 6acl..U.d.ade de c.â.tcuto. 

Um p!toc.ecümen:to i.ntebtament:e anã.iogo Je.Jt.-i.a c.alc.ulaJt. a Vta~U6o.ltma-

da. de Fou.ltieJL da. equa~iio cü.óeJtencútt não homagê.ne.a de Ja.c.ob-i.., A equação c:U6~ 

)[encMtt de Jacofú utti Uga.da, pOJt mtio da t.h.aru.óoJunada de_ FouJtÜJt, c.om a 

equaç.ão di6e.JtenM.o..t Jt4cü.a.t de wn potene.ial Coulombiano mul.tidLmeYLbúmoJ'_ ou de 

um oJc..il.adOII. hMmÔnic.o .úo.bi.Õp-lco. Ca.tculando-Je a ant.ê.tAaM~okmada de Fou.!Ue.Jt 

da 6t.thção de G1tel:':i1 ~tadial Cdulomb-iana pode-oe obteJt a 6unção de GJte.en pa.Jta a 
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Vete1W1ina-~e uma Jteplte~entação inteqJtal e Jte.qJta-6 de. Mma paJta M 

~Únç.õ~.~ de Jacob.i, Le.QendJte, Gegembaue.Jt ·e Tcheb~che~. 

Poli óÜ11pfJ.c.i.dade obtêm-~e a equação di6enenc_.iat de Jacob~ a 

-U6úcaç.ão do<'> eMa~ paJt.ti.eutaJte~ dM 6unç.Õeó h.ipe.Jtgeomé:ruc.a~ bem como o e~

tudo da 6unção de. G11e.en paJta o pJ.ão úmé:tJrieo. 

2. 6. 1 
2 d2 

{(7-xl--;-z-
dx 

2x d + v(v+J)} 
dx 

u(x) = O 

que tem Mfução poünomial quando o paJtâmetJto v ê intw.o. 

Vi6e.Jtenci.ando-M. a equação ( 2. 6. J) m veze6 obtém-6e 

2.6.2 

2.6.3 

cf1 
<I> (X I • --- td X I -

dx"' 

que eom a <lub-6-tU:uú;ão 

2.6.4 

d 
2(m+J)x dx + (v-m)(v+m+J)} 

d - 2x -r: + v(v+J) -
ax 1 

wlxJ • I 7-x J-m/2 "•(x) 
--r+x "' 

2 
m } 

2 -x 
w(x) o 



pode. &Vt uc.Jl,Ua como 

2.6.5 

2.6.6 

onde 

2.6.7 

2 d2 d 
{11-x 1-- 2[m+xl-rx + vlv+ll} lJ!Ixl 

dx2 a< 
o 

V-i6e.Jte.nc.ian.do-õe a equaçao 12.6. 51 n ve.ze.ó, ob.té.m-M 

2 d2 d 
{11-x 1-2 - 2[m+ln+llx] dx + [vlv+ll - n(n+ll]} Glxl 

dx x 

dn 
Glxl•--lJ!Ixl. 

dxn 

o 

Ve6-i>Úndo-H M paJtâme.VwJ.. B+a •n ; B-a •m e. p •v-a-S obtém-J..e 

2 12 d 
{11-x I~+ [21B-al- l2a+2fl+21x]dx + plp+2a+2S+II} G[x,x'l= ôlx-x'l 

dx 

ql!e e. a e.quação di.6eJte.nci.al de Jaeob.t não homogênea. 

to • 

2. 6. 8 

A I> o Cl!ção da C!.QI!ação 12.6. 71 é dada pel.a e.xptu>.Mau 12. 1. 6 I . Po!!.tan-

Gl X, X' I • 2-zn. r(v-1'!+11 rlv+o1+11 
flv-m+il r(v+m+-rl 

pll'l-m;l'!+ml lx I 
v- n. < 

0 in-m;n+m1 1 x I 
'\>-VI > 

o~rde. pla;bllxl e o_la;bl lxl 
e e 

(uç.ão uneaJtmen.te .i.ndependen.te da equação d.t6Vtenc.ia1 de. ]acobJ. homogênea e 

E~>.tt!da-J..e., pJtJme.<.Jtamen:te, o eMo dM fÍunçÕe.h de. Jacob~ .• ou J..e.ja, 

6mrç.Õe6 de6-i.>Úda6 ~10 domZrtú 1 <x<oo • Po~. tm•a Jimpfeh gt•m·~aUzaçao ubtêm--J..e, 
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também, pMa o6 poUnâm.to6 de Jacob.t de.Mnú{o6 no domZtú.o 0(x<1. PaJta ~e 

obteJt wna JtepJteõrntaçíio -inteqlta.t pMa o p!todulo de. dua6 ~unçõe.~ de Jaeob.t 

.úttltaduz-ôe •·ta equação (2.6. 8) M uqu.tnte!.> Jte.p!te!.>entaçÕe.ô .tvtte.qJta..t!.> 

2. 6. 9 

2. 6. 7 o 

2 -n r (v+n+ 1) 
Nv-m+ 1) 

pln-m;n+m) (x)•(-1)v-n+1 /+dt e-xt tn-7 lllm,·v+7/"(U] 
v-rt 2n.t < 

O> 

2-H f(v+n+11 f(2v+2) 0 (rr-m;n•mJ (xl = r (v+m+ 7) r (v-m+ 1) v-n 

1 !00 d.t -xt n-1 
Mm;v+ 1/2 (U) - 2 e. t 

o 

ção .úde.qJta.t da <:xr.JittMão ( 2. 6. 9) e o conto!! na 

explleôM peta ~.iqtVta ao .t'ado. 

A ~unção r.(x,x 1
), r.JMa X 1>x r.Jocle óelt. ~!.>cl!i.ta na ~a!rma 

G (X, X I) 1 r(v-m+ll r(v-n•71 
= 2 rl2v+2) r[v+n+)) 

2. 6. 11 

w 1/2(2tl) m;v+ dt dt 1 

Note.-J.>e. que o p~toduto da!.> dual.> ~unçÕe!.> de. Whütai<e.Jt que. apMece. 

na e.xpltUMO ( 2. 6. 11) coMe1.>po11de íi ~unção de. G~teen Jtad.i.a.t do 

Cotteomb.iano c.t ta da an te.ll.to!rme.n te_ ISI na 1.>-i ttwção em q11e t 1 >t. 

pote.nda.t 

Sem pt!tda ele. qe.ne.JtatLdade. oode.-J.>e e!.>e!teve!r o p!toduto dlM !(un-

çou de Wh.tttake.Jt na Jler.J!te~.>entação útte.n~tae da ela üda exr>Jte.Mão 11.7. 6) com 

(I>'(' • 
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IMo oode 6elt mMt!tado mudal'tdO-M a6 va.Mávú6 t-+:t/x e. :t 1-+:t'/x 1 

e ob6Vlvando-óe qtte :t/x<t 1 /x 1
• U6a-M a !tepJr..e.-~entaç.ão {.l'lteqM.t pa!ta o pJr.oduto 

de. 6ul'lç.Õ e.6 de WIU:Uake.Jr., exp!te6J.>ão ( 1. 7. 6) , YLCl e.xp!te.Mão ( 2. 6. 11 ) , e voUa -6 e 

M vaJr..iávv'..ô o!t.i.q/nM-6. A e.xp!te.Mãa paJr.a G ( x, x 1 ) ê 

G(Jt,x 1 ) • r{v-n+1) (-l)v-n+l 
r{v+n+l) 

1 o+ 
f l'" T11T o 
"' 

2.6.12 

onde. I,e{Jtl e. a fÍunç.ão de. Be.Mei moCÜ.fÍ{.cada. 

f"' d:t d:t 1 dv 
o 

A6 lnte.g!taú em :te :t 1 6ão ~ac{lme.nte Jr.eafüadMI 61 , obte.l'tdo-6e. 

pa~a G(X 1 X 1 ) a 6c.quúdtc e.xp!t.eMão 

(-11v-n+ 1 r (v-n+ 11 r (v+n+ 1) o+ 2v+ 1 2m 
G ( x, x I 1 = ----r'TI\!11T- --·· '2;, i f du ( 6 h v 1 c th v /2 • 

'"' 

2. 6. 13 

• -v--n-1 
·{(x+dtv) (x 1 +clivll 

? 
. 611 v 

F {v+ n+ 1 v+ n+ 1 · 2v+ 2 · -· _ · ····· ... , ..... }} 
2 1 ' ' '(x+chvl(x 1+ctv 

Pode.-.6f' . .i.de.nU.McaJr. a fÍunç.ão lr (a,b;cc;xl que. apaJr.e.c.e na exp!te.6-

6ão ante.!t.i.Oit eorn a 6eRunda Mfuçãa da e.quaç.ão d{.fÍe~tencia.e de Jaccob.< e Mc.!teve-

6e a <~egu{.n:te. 1te.pJt~.6e.l'!.taç.ao úr:t:egltaf paJr.a o p!toduto de duM fÍunç.õe"6 de. Jacob{. 

-2n r (v-n+ 1 I r(v+n+ll pln-m;n+ml (xl oln-m;n+ml I X I I 2 r(v-rn+IJ r(v+m+ 1} v-n 'V-n 

2. 6. 14 

.1 -li v-n+ 1 -ri-· o+ 
(6hv)-2n-1 cth 2111v/2 0 (2n;0 1 { L~_+Sc~J~~~chv I 

= f dv -7 } 11.(. '<)- Yl 2 
6h2v ro 



EMa nq::llr.e~entação útteqnal é viiüda, també"m, no dom.Tni.o lxl<!, 

Z. 7 I<EI'f!tSENlAÇAO 1 NHGRAL PAr<A UM 

PROVLITO VE FUNÇÕES ASSOCIAVAS VE LEGENVRE 

Pana u obten a nepn~entação -inteanal pa!I.a o pnoduto dM duM 

6uttçÕ~ M~ociadM de LeqendJte, 00/tticulaniza-M a exoneMão I 2. 6. 14) 1(azendo

~e o pMàmetJto n~o. A~ nelaçõe.t> entAe M ~r.mçõ~ rie Jacobi e M MMciadM de 

Le.gendne .t>ão dadM pon 

2. 7. 1 

2. 7. 2 

2. 7. 3 

uma vez que 

pl-m;m) lx) 
)J 

IE.l_ 1-m/2 
x-1 

r IJJ-m+ 1) 
r(JJ+7) 

= I -7 )m r lp+m•ll I _ _)_:':!___ l -m/2 
r(Jl+l) 7-x 

I~ ) -m/2 p'"v lx) o'" lx') 
x'-1 <-v 

~; I X) 

v+1 1 o+ -7 2m (x+cchv) lx '+chv) _ !} 
1-1} --=-r- f dv l~hv) cth v/2 Q_ v{2 

211-t "' .~>hzv --

= ~f lx) com x'>x, 



2. 8 REPRESENTAÇÃO INTEGRAL PARA UM 

PROVUTO VE FUNÇiJES VE GEGEMBAUER 

A;., 1\uvu;~Õ('AI de. Geqembaue.Jt úío um caM paJtti.ct.U'M da~.> fJtmçÕ('AI de 

Jaeob.i. com o pMâme~tJto n=O. llt-i.Li.zando-~.>e. a~ expJteMÕc.~> (2.3.11 e (2.3.21 ob 

tem-M 

r I v -m+ 1 ) ( l( -l I m I)( ' -1 I m é"+ 1 I 2 (X I 
rlv+m+1 I v-m 

2. 8., 

00 

vn+112 (x'l 
v-m = 

COI/l x '>x:, J(x<<"-' í!. 1~x '<m . 

2. 9 REPRESENTAÇÃO INTEGRAL PARA UM 

PROVUTO VE FUNÇiJES VE TCHEBTCHEF 

Como ant~i.a!tmertte. Jte.Maftado tem-óe. que, rxvw a.6 ~unç.cie..6 de. 

Tdtebhhe~, de.MacaJt doü ca6o6, ou óe.fa, ~unçÕe~.> de Tchcbühe~ de. pt<vimU!ta e 

2. 9. 1 
" 

A ~ttnçãa de Tcheb~.che~ de pttÁme.üa e . .~>pecü ;; um cMo pattt-i.cufatt 

Sub~.>tU:úndo-M n=O e. m=- 1/2 nn nntte.Míio (2. 8.1 I e u.tiiüanda-

(x-11- 112 (x'-JI-J/ 2 T lxl 
v+ 1 I 2 

= 1_11 v+1 __I_,. /+ dv I) 

2TT-<- .6 h v c thv I 2 '-v 
00 

V v+ 1 12 ( x ' I 

{ 2 
(x+chvl(x'+cltvl _11 

. 1>h2v 

com x '>x, kx<oo e J.;;x '<oo • 
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Analogamente, paAa a4 ~un~õ~ de Teheb~ehen de ~equnda ~pê~e, 

(2.4.8) e (2.4.91, toga 

!x-1)1/2 lx'-1)1/2 uv-1/2 (xJ Xv-J/2 (x')" 

2. 9. 2 

" 1_11 w1_1_. /+dv ethv/2 ll {2(x+cltv)(x'+cltiJJ _ 11 
2'1T~ ~- \) 2 

00 ~h v 

com x'>x, 1~x<oo e J~x'<oo. 

2. 1 o. 1 

2.10 REPRESENTACÃO INTEGRAL PARA UM 

PRODUTO VE FUNCDES VE LEGENVRE 

SubH-i.t~ndo-~e mo rzo o rza eXtJ}[~MO (2.6.14) obtêm-M. a Mg~-

o+ 
f 
00 

com x'>x, J"x<oo e 1"-.x'<oo. 

-37-



f. 77 REGRA VE SOMA PARA AS 

FUNÇUES VE JACOBI 

obtêm-L>e JtegJraL> de Mma pa!ta a1> 6r.mçÕe~> de Jaccabi f.>endo qu.e, rta p!te<>ente cc!!:_ 

60 Ma-H u.ma expartõão em L>êJU.e. pa!ta a L>e.gu.t!da <>oiw;ão Une.aJtme.nte úr.depen-

dente da equação d.{6e.Jte.nuaf de Jac.obi. 

2 • 11 • 1 

U~zando-<>e a exp!teL>L>ão (2.6. 741 

2-zn r(v-n~lj f(v+n+l) 
r(v-m+l) r(vtmtl) 

•• 

pln-m;n+mJ lxl nln-rn;n+ml lx' I • 
v-n "-V-n 

• (- I) v- rr.+ 1 .J___ f 
<11-<-

-Zn-1 2m 
dv (<>hv) c.th v/2 

ro 

cxparr.dc.-L>e. a 6r.mção Qlm;n) (y) e.m tc.~moó de uma ÚJrú 171 e, jâ .invrHendo o 

Út1a.i'. de. integJra.t ccom o de Mma.tóitio obtêrn-óe 

2.11."2 

2-2n .rlv-n~IJ r(vtn+IJ pln-m;n+mj (x) nln-m;n+m) (x' I 
r(v-m+l) r(v+m+1l v-n '-V-n 

ro 
= 1 ( _ 71 v- n+ 1 

2 
v-n+w 
v-n 

r(v+n+w+ll 
1 r(2v+2+wf r v-n+l) 

2 -v-wn-1 
{ (x+c.hvl (x'+c.hv) - i>h v} 

Fazendo-óe. u.ma mudança de va.'t-i.ãve..t do :t.ipu c.hv·E.-I ubt:êm-L>e. 
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I 
• 21U 

2
-zn r (v-n+ I) 

r (v-m+ 7) 

~·o 

r (v+n+ I) 
r (v+m+l) 

r (v+t~+n+ I I 
r(Zv+JJ+Z) 

0 (n-m;n+m) (x'l 
"-v- Yl 

A ~nteg4a! que ~ece na exp~eh~ão ant~a~. depa~ de 6~a a 

contútu.a.çã.o ana.lltica, é a 6u.nçãa F
1 

de Pú.Md(BI, .toga 

2. li. 4 

2-zn r(v-n+l) f(v+n+l) 
r(v-m+J) r(v+m+J) 

pln-m;n+m) (x) ol~:m;n+m) (x'l 
\) - Yl "-v " 

-wv- n-1 
( x+ x' I 

8(-m+w,.+l;-v-wnl I +xx' 
• ;r--::,-;- ~ F1 ( -v-,.+n:-m-\1-)J:\I+)J+ri+l;n-m+J; -I; - "x"""+"·x·, 
r~-m+v+JJ+tl r(-v-JJ•nf ~ , · 

onde B(x;y) e a 6unção beta e Re(m+\I+JJ+ll>O e Re(v+p+n)>O. 

• 

Lemb~ndo-~e a ~e.tação e~e a 6unção de Pi~d que apMece na 

exp~e66ao (2.11.4) e a 6unção hip~geométnica(B) 

2.11.5 F1!a,b,b';b+b'; z; !11 = 
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-2n r(v-n+11 r(v+n+ll 
2 r(v-m+l) r(v+m+l) 

2.11.6 

pln-m;n+ml (xl 
v-n 

0 in-m;n+ml lx' I = ._,_n 

r(v-n+ll 
r(n-m+1) 

lx+x'l-2v-2~-1. 

A &unção hipe4geom~ca que ap~eee na exp~e~~ao (2.11.61 nada 

maiô e do que a 6unção de Jaeob>Í., logo 

2. 11. 7 

z-2n r(v-u+1) l'(v+n+11 
rlv-m+1) r{v+m+1) 

= 

00 

l.: 
]J=O 

• -p-v- n-1 I x+x' I 

P(n-m;n+m) lxl 
V-11 

com Re(n+v+]J+1I>O e x'>x. 

2.12 REGRA VE SOMA PARA AS 
FUNÇDES ASSOCIAVAS VE LEGENVRE 

oln-m;r~+ml lx' I ._,_n = 

A~ &unçÕe<'l M<'>ouada& de Legertd!te Mo wn crt6u p~ticu.RM da<~ 

6wtçõe ~ de JacobL. Faz-&e n=u e m= -m e Maudu-<'>e a6 rxp~e6úie.6 (2. 2. 31 e 

12.2.41 .tem-<~e 
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(-IIm {(x-1)(x'-1)}m/2 ..m ( ) 0 -m ( ') " 
lx+l} (x 1•1! ~"v x "'-V x 

2. 12. 1 
00 

flv+1) rl~·v-m+1) 
= I: (\lTV) ( -1 i lJ+v+m • 

\) rllJ+2v+2} 
lJ•O 

( V X 1 ) - jJ-V- 1 plm;-m) 1 +xx' 
• x+x 1 V+lJ 

Utitizando-4e a exp~e44ãc (2.2.3) pade-4e e4ctev~ a 6unçãa de 

Jacab~. que a~ece na exp~e44ão (2.12.1), em t~o4 da fiunçãc a44o~ada de 

Legend~e. logo obtêm-4e uma ~eg~ de 4ama p~a a4 6unçÕe4 a46o~da4 de Lege~ 

d~e. ou 4eja 

~ (x) ~m (x') = 

2.12.2 

com Re(m+v+lJ+1)>0 e x'>x. 

2.13 REGRA VE SOMA PARA AS 

FUNÇDES VE GEGEMBAUER 

Ab 6unçÕeb de Gegembau~ também 6âa um ca6u p~cul~ da6 6un

çoe6 de Jacob~ tom o4 paAâme~4 dado6 po~ n<o e m=m. Sub6~~ndo-6e e66e6 

p~ãme:tJwb na up~e.uão ( 2. 11. 7) e U4ando-6e a6 exp~e6J.>Õe6 (2. 3. 1) e (2. 3. 2) 

obtém- ~e 
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2.13.1 

r ( v-m+ 11 é"+ I I 2 ( ~I d"+ I I 2 ( ~, I = 
r! v+m+ 7) v-m v-m 

.. r (v+11+ 1 I r (v+ 1 I 
r( 11+2v+2) 

~+~' -~~-v-1 
(-2-1 p[-m;ml [·I+)()(' 

\I+IJ ~+~' 

A 6unção de Jacob~ que a~ece no 6egundo memb~o da exp~e66ão an

:truúo~ pode .~~ e<~CJU..to. em ;t~o6 da 6unção de Gegembau~ a:t.Mvú da ~el.ação 

2. 13. 2 pl-m;m) [~) r[m+ll2) r(l"m+l) 
l = r(l/2! r(bl) 

[x-IIm c!'},+ll2 [~) 
l-m 

Sub6ti:tuindo-6e a exp~e66ão [2.13.21 na exp~e66ao [2. 13.1) ob:têm-

M a ~eópec.U.va ~eg~a de Mma p~ M 6unr;Õe.<l de Gegembau~ 

r ( v-m+ 11 c!"+ I I 2 1 x 1 d"+ I I 2 [ x, 1 • r (v+m+ 1) v-m v-m 

2. 13. -~ .. 

com Re[fJ+v+m+li>O e x'>x. onde Y•fl+v+m+1. 

2.14 REGRA VE SOMA PARA AS 
FUNÇOES VE TCHEBICHEF 

A.1 6unr;Õe.l de Tcheb.tehe6 .tamb~m 6ão um ea<~o pMtüuJ'att da<~ 6un-

çoe<~ de Jacob.(.. PMa M 6unr;Õe.l de Tc.heb~dw.6 de p«meüa e.6péue .tem-6e o6 

paAâm~o.l dado.1 po~ n=o e m=-112 e, p~ M 6unr;Õe6 de Teheb.teheó de 6egunda 

e.<~ pé e-te n"o e m•l I 2. 
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U~o.ndo-M. M p!top!Úedo.de~ do. ~unção gamo. I 31 e~c!!eve-~e o. explte~ 

óo.o (2.13.31 no. ~eguinte 6altmo. 

_r(v-m+1 I cm•1/2 lxl r/"+1/2 lx' I 
rlv•m•JI v-m v-m 

2.14.1 
r(m+3/21 cm+1/2 I 1 +xx' 
m+l/2 v+ 11-m x+ x' 

p!teó~oeó (2.4.21 e (2.4.3) tem-6e 

Tv+l/2 
( )() 

vv+l/2 (x') • 

2.14.2 .. 
ri v+!) rll!+v+3/2) x+x' -wv-1 /2 1 • )()( ' 

l: (IJ+\)1 
Tv+IJ+l/2( • r 11/21 r{ 11+2v+2) 1-2-1 

\) x+x wo 

com Re(IJ+v+l/2}>0 e x'>x. 

Po.Jto. M 6unçõe~ de Tcheb~eheó de ~egundo. e~pê~e tem-~e n•o e 

m•l/2, logo, ~ub~~ndo-~e e~Ae~ po.Jtâmetlto6 no. exp!teó~iio (2.13.3), obtêm-6e 

2. 14. 3 .. 

r(v+l/2) 
r{v+3/2) <-1/2 lxl v1 

1 x • 1 v-1/2 

r (v+ 11 f(v+IJ+ 1/2 I 
r {1 /2! r 1 w2v+ 2 l 

x+J(' 
1
-v-p-3/2 

2 
c' il+xx' 
v+p-1 /2 · ·X+X' 

UMndo-M M explteMoe6 I 2. 4. 8 I e I 2. 4. 9) obtêm-6e o. !le.g!l.o. de 

~omo. po.1to. M 6unçÕe6 de Tcheb~cheó de 6egundo. eÃpe~e, ou 6ejo. 
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2.14.4 .. 
uv-1/2 (:() Xv-1/2 lx'l = 

1
u+v

1 
.rlv+ll f(j!+v+l/21 

v r(l/2) r(u+2v+2) 

2.15 REGRA VE SOMA PARA AS 

FUNÇOES VE LEGENVRE 

:(+:(' -u-v-3/2 1 !_~~~ I -2- I uv+w 1/2 · x+:( 

com Relv+u+3/2)>0 e x'>x. 

A.~> 6unçõu de Legendlte .~>ão um cMo pM.UcidaJt dM 6unçõe~.> de 

Jacob~ com o.~> paJtâmetno.~> n•m•o. Sub.~>tit~ndo-.~>e n•m•o na exp~eJ.>J.>ão (2. 11.71 

ob.têm-J.>e 

2.15.1 .. 
• E 

u=o 

Pv (x) 2, !x' I = 

r(v+l I r!u+v+ll 
r!u+2v+2) 

p ~~~~·) 
v+p x+x 

com Re(ll+\1+11>0 ex' x. Convêm ~e'->.6~ que a ex~eJ.>J.>ão an.t~o~ pod~. 

também, .6~ obtida da exp~eHão (2.12,2) 6azendo-J.>e m=o wna ve.z que 

pO(x)=P !xl• m m 
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111, TEOREMAS VE AVIÇÃO 

Na ~ecção ante4io~ obteve-~e uma ~ep~~entação integ~al p~ 

um pkoduto de d~ ~unçõ~ de Jacobi. utitizando-~e e~~a ~ep~e~entação int~ 

g~al obtêm-~e um teo~ema de adição paAa ~ ~unçõ~ de Jacobi e como c~o 

p~cul~ o teo~ema de adição .~ ~ ~unçÕe6 ~~ociad~ de Leqendne. 

3. 1 • 1 

3. 1 FUNÇOES VE JACOBI 

Seja a 6unção G(x,x'l dada peta expk~6ao (2.6.13) 

r(v-n+1) r(v+n+1l 
r(2v+2) • 

Fazendo-6e uma mudança de v~áve.l, 
1+1;2 

chv = -:-::-f , 
H 

a11te.UM e u.~>ando-M uma ~e~e6entação .inteqlla.l PMa a ~unção h.ipe.llqeométfl:!:. 

caem tellmo6 de 6unçõ~ de BeMe.tl 1l, Y.Jode-lH!. ~c~evell palla G(x,x'l a 6egu..i.~ 

• 

3. 1. 2 
"' ·{ J2v+1 (2t) dt 
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d d . 2 2 - hd d on e o c.onto!tno a -c.nteg!tal em n , n =af; , e um c.onto~.no ~ec a a PJII to!tno a 

oJt..i.gem deM.n.i.do no f>en.ti.do poú.ti.vo, e o~ paltâmetltoô ôendo deM.n.i.doô paJt 

3. 7. 3 2 
a = 

x+ 7 } ( x '+ 7 } 
(x-71 (x -7 

2 2 2 B = (x -7} (x' -7} 

PMa inteqltaJt em n pode-ôe eôcothe!t um cZltculo de 1uúo un.i.tâ!tio 

em to!tno da oJt..i.gem, paJtametltizando-f>e n2 
= eicf> • 

Com e.f>M paJtame.tllização expande-ôe a ~unção de BeMef Uôando-ôe a 

lt<'glta de Mma de. G!ta ~ ( 2} 

3. 7. 4 = 
00 

1: 
f=-oo 

z7-z2 C.Oôcf> = W COô~ 

z2 ôencf> = w ôen~ 
ou ainda 

3. 7. 5 

~ icf> -icf> w = (z 7-z 2e } lz
7
-z

2
e } 

00 

= 1: 
l=-oo 

= 

com eMa expanôão ,a -<.nteg!tal em n ltepJtoduz uma i\ unção deU a de. KJto1wcl<eJt lt~ 

tando Mmente a ôequinte -<.nte91ta! 
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G(x, x' J = n 6en{n(v-n+l/2)} • 

3. 1. 6 

Multipl~ca-6e, ambo6 o6 memb~o6 da ~auatdade (3.1.6}, pefa ~un

çao pe6o. No 6equndo memb~o a ~unção pe6o cancela o te~o a-111 B-n, foqo 

~ n+m .I1:!L n+m 

!:re-I) 
2 (x+11 2 (x'-1) 2 (~e'+1) 2 G(x,x' J = 

3. 1. 7 

Muf~pl~cando-6e ambo~ oó memb~oó ria exo~e&óao (3.1.7} po~ 

exp(~p), 6ub6t<t~ndo-6e a ~eó~ec~va ~unção G(x,x'J e óumando-óe no p~ame-

:t~o m tem-6e 

00 

m::-co 
3. 1 • 8 

2-n r(v-n+1} r(v+n+1) 
r(v-m+1) r(v+m+1) 

onde W(x,x' J .e a ~unção ~eM. 

W(x,x'J 

'" 
J !z2tJ 

m-r1 
e<mp 

A 6oma que ap~ece na ex~e66ao (3.1.8} pode óe~ calculada u&ando 

&e a exp~e66ão (3.1.4}, obtendo-óe 
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00 

2-2n r{v-n+l) r(v+n+11 (IJ(x,x'l 
r(v-m+1) r(v+m+1) 

p(n-m;n+m)(x) 0 (n-m;n+m) (x'J e~P= 
v-n "'-1>-n 

m=-oo 
3. 1. 9 

lT einp+Un'l' r dt 1. 1 1 w 
0 LV+ = ~ett{TI(v-n+1/2)} 

onde 

A integ~at na exp~~~ão (3.1.91 ~ep~oduz, novamente, a 

hip~geomêtAica 2F1(a,b;c;z), toao 

~uncão 

00 

3.1.10 

2-2n r(v-tt+1) r(v+tt+11 
r(v-m+1) r(v+m+11 

= ei(p+2'1'ltt r(v+n+1) r(v-n+1) 
r ( 2v+2) 

W(x,x' I 

22v+1 

2v+2 w 

pln-m;n+ml (x) 
v-n 

0 (n-m;n+m) (x') e~P= 
"11-n 

A ~unção hip~qeomêt«ca que aoa!lece no Mqundo me.mb~o da exp~~

Mo arrtMÁOI!. de.nine a .~>egunda 6ofução da c•qrtaçiio dJ.IÍe~enc.~ae de Jacobf, então 

00 

2
-2n r(v-n+1) rlv+n+11 pln-m;n+ml (xl oln-m;n+ml (x'l eimp= 

í: (•l(x,x'l 
r(v-m+l) r(v+m+ I) v-n v-n 

m=-co 

3.1.11 

/(p+2'!')n 
1
w

1
2n 

2 ~~~2nl (w2 /2 -71 

onde x>1, x'>1, O<'I'<TI/2 e pE R. 

E6C/levendo-6e, expUútamente, o Mqumento da ~urrcãa de. Jacobi e 

úrc01l.pottando-6e a ~unção pe.6o obtêm-u. 
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"' 

m•-oo 

3. I . 12 

• 

n-m n+m !!.:I!!.. n + m 
2-2n r(v-n+l) r (v-m+ 1) 

r(v+n+l) (x-1) 2 (x+l) 2 
r(v+m+l} 

• pln-m;vt+m) (x) 
v-vt 

o!n-m;n+m)lx' l 
\)-f'( 

(x-1) 2 (x'+l) 2 

e-unp • 

onde x>l, x'>l, O<V<rr/2 e pER. 

• 

Ago.~ta, no c.~Uo em que lxl<l, Mfuç.Õu avtqttla!tM 1 pode-6e Uc.Jte

vc.Jt o teo~ema de adiç.ão ~ o6 polinômio6 de Jac.obi 

"' 
m=-oc 

2-Zn r(v-n+l) 
r (v-m+ I} 

~ n+m vt-m n+m 

~~~~:;: 1-lln !l-c.Mel
2 !l+c.oóeT!I-ca<~o')T{I+c.Me'JT • 

3. I. 13 • plvt-m;n+m) (c.o&S) 
v-n 

i ( p+2V )n 
• e l+c.o6y 1n 0 !0;2nl lco~y) 

2 "V-n 

,unp 
e • 

onde co&y • c.o&8c.o68' + &en86en8' c.o&p , com O<S<rr/2, O<A'<rr , O<A+8'<rr, 

O<V<rr/2 e pER • 

Un teOil.ema de adiç.ão pMa o& hMmÔnico& e~ ~é.JtJ_c.o& qevtc.Jta.Uzad06 

e di&c.uUdo no apêndhe V. 

3.2 FUNÇDES VE LEGENVRE 

Co!IIO dltteMoltlltente mencúonado M f,unç.õu de Leqend!te 6eAv-i1Uam 

como um ~itito de tute pMa a obtenção do ll.e_J.>pect~vo te_oll.e.ma de_ adição. 
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M. ~WI~Óe& de Leqendlte t>iio um c.a.~o r:xvttieulM da.~ ~W!~Õu de 

Jac.ob~ c.om o pa4âmetno n=o. Fazendo-t>e n=o na exp~et>t>ão (3. 1. 12) e utit{zan 

do-t>e at> ex~e&t>Õet> (2.2.1) e (2.2.2) et>~eve-t>e 

j_ l 

3. 2. I t\:tx' J e~P 
2 2 2 2 

• ~{xx'-(x -1) (x' -1) eo<~p} 

onde x,X 1 ER, l<x<x 1
, v~ -1,-2,-3, ... e pER. 

O c.a<~o em que lxl<l, t>oiu~Õet> anqulCVte<">, e<~~eve-<~e x = eo-~>8 e 

X 1 = eol>f!e, 6az-t>i n=o na ex~et>Úo (3.1.13), obt:endo-.~>e 

"' e ~P= 3.2.2 L: ( -1 Jm P~m (c.o-~>8 l <; (eo<~8 1 J nv(ca<~y) 

m= -(» 

onde eo<~y = C.068CM8 1 + .~>en8.~>ene 1 co.~>p, c.om 0<8<1T /2. 0<8 1 <1T, O<e+e 1 <1r e pER. 

Te.Oitemat> e-~>tM peJt~utamente. conhee~doJ.> na l~teAat~a 131 • 
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IV. PIÃO SIMETRICO 

llma apt[c.ação do apJte-~>entado rw-6 c.apZ.tulo-1> antvúaJte-6 e a c.álc.ulo 

da 6unção de GJteen pa!ta a equação dt6e~tenc.iai do pião -~>{m~~c.o. 

A equação cü6e~tenc.iat pMa o pião úmé~c.o patutme~zada em te~t 

mo6 da6 ângtú'o6 de Eu!e!lll l, apÕ6 a 6epa!l.ação de. vaMâve.ü, Jte-~>tú'ta, num do6 

ânguio6, -~>egunda Jto.tação, numa equação cüne~tenc.iat de Jac.ob{, enquanto que no-~> 

ou..tllo6 doti ânguiM têm-H equaçõu de Mtução {medta.ta da tipo ex.panenc.iat. 

Sendo e~, B e y 06 ânguio6 de Etú'e.~t ,tem-H que a ope~tadOJt eneJtg{a 

c.{nêtic.a é dado poJt 

4 • 1 • 1 T = 1 { 
2 

() ,2 
oota + ---''-,;--( Q + 
~ ~as 2 -2 

Mn i3 dCI 

onde. tomou--~>e oó momento-~> de {nêJtc.{a {f!tutü à un{dade. 

T 1jJ = E 1jJ 

onde o-1> nlveü de eneJtg{a -~>âo dado-~> po!t(l) 2E=vlv+1) c.om v=0,1,2, ... 

A equação dt6e.~tenc.iat não homo9ênea e 

} 

4. 1. 2 { T- v(v+l) }G(CI,CI';S,i3';y,y';v)=o(CI-C1 1
) o(c.o-613-c.a-68') o(y-y') 

Vec.ompondo-6e a 6unção de GJteen que apaJtec.e na exp!te-6-6ão (4.1.2) 

numa -6~/t{e de FoWL{eJt 
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4. 1. 3 
1 .. .. 

G(a,a';S,S';y,y';v)• 2i! E E e.ún(cx-cx'l G~(S,S';v) e:ifl(y-y') 
m·-oaft .. -oo 

onde a 6unção G~ ( fl, 8' ;v) 6ati66az a 6e.gr.únte. e.quação d-i.ne.nenc-<.a.e não homogê-

nea 

2 
4. 1. 4 {~+cote 

dS 
d 
de-

2 2 em +k -2~k C06[l _ v{v+l)j} 
6en e 

G~(S,S';v) • ô(co&S-co&S') 

Uma mudança de vaJúáve1 do tipo co<~S = x leva ã &egr.ún.te equa

çao d-i.6en~nc-i.a.e não homogênea 

4. 1. 5 

4. 1. 6 

4. 1 • 7 

2 i { (1-x I- -
dx

2 

2 / {(1-x )-(--
d/ 

Fazendo-6e 

2 2 
2 d [ m + fl - 2mkx x--

dx l-x2 
- v(v+ll] } v(xl =O 

1 1 

v(xl 
zlk-ml zlk+ml 

= (1-x) (1+xl G ( x I 

6 (x-x') 

obtêm-6e a 6egu-i.nte equaçao d-i.6enenciat 

4. 1 o 8 2 d
2 

d 
{ ( 1- x I - + [ ( I k +m 1- I k -m I ) - ( I fl +m I + I k -m I + 2 I x] -dx + 

dx
2 

+ n(n+lk-ml•lk•ml+11) G(xl =O 
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onde 11 =v- t!lk-m[+lk+m[). Pa.Jul <1e .tett MiuçÕe<l ümdadaõ no in.tettvaia 6ec~ 

da -l<x.<l, n deve <~e.ttin.two e poúlivo, topo a combinação~l[k-m[+[k+m[l 

não pode excedett v , o que ügni6ica [k[~v bem como [m[~v. 

A equação di6ettenciai 14.1.81, nau homogênea, .tem õotuçao dada 

pela exptte~~ão 12.7.61, ou <~eja 

4. 1. 9 G(x,x' ;v) = 

pl [11-m[; [k+m[) lxl 
1 1 

v-2111-m 1-2111•m I 

pa'ta x '> x. 

A wfução da e.quaçã.o di ~P'tenciaf (4.1. SI r obtida mtdtipfirando-<~e 

peta. 6u~tçéi.o peM 

V(x,x'l = 11-xl 

4.1.10 

p<na x'>x. 

1 
2 111-m I 1 1 1 

z[11+m[ 2[fl-m[ 2[/z+m[ 
(l+xl (7-x' I (l+x') ioga 

= V I x, x, I z- l[lz +m [ + [11-m [I 

oi [k-m[; [lz+m[l lx') 
·- 1 1 v-zlk-m[- 2lk•ml 
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Pafta c.aRcui M a ~u.n ç êio de. Gn ce n pana o p((( o 6 intet'l i c.o dr ve -M' e. ~ ~ 

tu.aft a6 6oma6 daria~ rza e. x.pnc.Mêi.o (4.1.3), f e.v and o- ~ !le. em conta que a cum b~na ç . ão 

- 1 I . 1 I I -· ( 1 l do6 pMame.tfl.0-6 2 1< - mj+ z rum vtaO ~Jor/ c. cxc. c.de.Jt O vafo ft de. \J . 

Num pMc.e.dj_me.vtto anáfopo ; M c. ç.ão ( 3. 1) e6 cne ve. -6e. o p!toduto da-6 

ri - d J b' -· . e( 2 ) wB !ÍllflÇOe6 e c1co t numa ncp'1 C. 6evttaçcw -<.vtt enJta 

4. 1 . 11 G/( ( ' ) x,x. i\J 
m 

= _ . ~(x.!,x.' ) Joo/J/xo (tt' )p- l / 2 c.th - 'Zqv / 2 
o o o 

-(x.+d tv )t- (x. '+ chv)t ' I (2/U"6hv) dv dt d:t ' 
• e. 2v+l 

cc•tll x ' " x, Re(2 \J+I) >O c Re(\J+p+I) >O. Na rx p'Ie 6Úio (4.1.11 ) t em- se que I f (x) é. 

a 6wtçno d<!. Bc.!l)<'f mudi6-icada e u~ pa!tântct~u 6 p e q, illf fturlu <:. <du6 p c t~a 6{m 

p.V t).{.ea '1. notação, 6âo de ~.<..ft.-td o . ) po!t 

.J. 1 • 12 

-1. I . 1 3 

onde. x' >x.. 

p 
1 1 2-lh+tiil+ 2 11.:-ml e. (i 

1 
2

1 fu -m I 
1 
n l i<' - rn I L • 

A . . .- . ' - . d ' t (2) b d 6 -tn:te.gfta.<.-6 na-6 vaft.{_av e.-t-6 :t e. :t 6ao .{.tr'C .u t a6 , o te.n o-6 e 

Gh ( X , X ' i \J ) 
m 

V (x, x ') 
f(\J+Q+I) 

r (2\J+2) r (- \í-+p ) 

00 2\J+J -2q 2 -\) - p-1 
• f du (6hu) cth tJ/2 { (x+ chv) (x'+ c ltv) - 6h v } 

o 

• 
2 

F 
1 

{v+ p+ 1 , \) - p+ 1 i 2 \J+ 2 i 
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Uma mudança de v~ãvei do tipo ehv = 

4. I. 14 ok lx x, . v l r {v+p+ 11 
m , , • r(2v+2) r(-v+p) Vlx, x') I -li v+ p+ 1 • 

onde A2 • 11+x) ll+x' )/11-x) 11-x') e s2 = 11-/) ll-x' 2 ). 

A 6tmção IUpvr.geométlúea que apMeee no -<.ntegJtando da expJte&&ão 

antvr.-ioJt pode ~Vl eoloeada numa JtepJte~entação -inte.gJtal, em teJtmo6 de um pJtoduto 

de 6unçõe~ de 8e66eil 21 , toga 

4.1.15 
-Zip-q)-1 

dn n • 

"" • { dt J 2v+ 1 I 2t) 

2 
B z1 

onde 6ez-6e a mudança de v~ãvei [,=~ n e de.Mil-iu-6e A = 7 e 

4. 1. 16 

Uóando-6e a JtegJta de 6oma tipo 0Jta6 131 

/V1J! ] {R) = 
\) 

"" 

z2 
2 

AB =F 

onde 0<1)!< n/2; - 2Jtpeo6<jl , expande. -6e a 6un-

ção de 8eh6e! que apMeee na expJte66ão 14.1. 15), obtendo-6e 
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4.1.17 

• E 
lJ=-CXI 

onde 2 -.i.· n = e . 

A .i.ntegltal em ' 11.ep1t0duz a 6unçiio deLta de KJtoneck.Vt que cancela. 

a 6oma, 6endo \l:q-p, tem.-6e 

4. 1. 18 Gk I x x • · v) • 
m • ' 

211 1-llv+p+l / 00 
J 12 I J I I J I I 

o 2v+1 t q-p z2 q+p zl dt 

Ago!Ul tem-6e que enetua/f. a6 óOmdó qtLe apa~.ecrm na e.xp~eMão 14.1. 3), 

ou 6eja 

1 00 00 

1if E E 
m•-oo k=-oo 

e.i.m la-a' I . a"lx x' ·v) 
m ' ' 

/k.ly-y' I 

4. 1. 19 -- 1-llv+q+l ! 00 dt J In I 
o 2v+ 1 Lt 

m=-oo 

n.i.m!a-a'l J lz I 
~ p-q 2 

e-ik. I y-y, I 

PMa e6etuM-6e M 6oma6 que apan.ece.m na exp~eHiia anteJz/u!t /ntJza-

duz-6e a 6unçiio teta de Heav.i.úde, ou 6eja, da exp11.uúio (4.1.3) tem-óe 
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4. 1. 2 o 

• l: 
m=-oo 

v+ 1 "" 
_ Gla,a';B,S';y,y';v) = l-I) { dt JZv+IIUl 

E 
k=-oo 

1-llq eirniCl-Cl') J lz l J lz I eüly-y') 
p-q 2 p+q 1 Ellv-m) Ellm-k) 

pMa o ciMo em que m>k. 

A& 6UIIçq~ te:ta. de Hea.v.U..ide numa !Lep!Le&entaçã.o .integ!Lat iã.o · dadlM 

po!L, com o& !Le&pect.[vo& conto!Lno&, Im(IJ) 

4.1.21 

obtênH.e 

4. I. 22 

• l: 
m•-oo 

-.iy(v-m) 
Ellv-ml • Um -I /""e dy R ( ) 

211-1. -oo IJ+-l.C e IJ 
E:"" O 

Imlzl 

Ellm-kl = 
_1 -.izlm-kl 
-!+""e 211.[ -"" _;;__z +-:--~.~o,--- dz Re(zl 

Int!Loduz.indo-&e a& expl!.e&&oe& dada& po!L 14.1.21) na exp!Le&&ao 14.1.20) 

1-1 I v+ 1 "" G I Cl, a' ; S, S'; y, y' ; v l = { dt J2v+1 IUJ 

-1 !+"" dy 
-.iljV -1 !+"" dz Um e Um • 2iiT 211-<. • 

E:"" O IJ+-<.c O""O 
z+-<.a 

-oo -oo 

1-
l 1m .[m la-a' l ü (y-y') imy-~mz+.[kz J I ) 

e e e k+m z2 \-mlz 1 I 

A &oma no pa!Lâmet!Lo k ê e6etuada u&ando-&e, novamente, a !Leg!La de 

&ama de G!t.a6, exp!Le&&ã.o (4.1.16), logo 
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4. I. 2 3 

onde 

.. 

G ( ' 6 6' ' I = (-I I v+ 1 J""dt J ("+I a,a; ' ;y,y ;v o - 2v+l " • 

Um -I /"" d" 2Tf;L , 
<:-+0 -oo 

Um 
o-+0 

-1 too dz 
'Tiii""' J -z.;zo 

-oo 

• E 
m=-co 

(_11m e-i.m(n-n'l + -i.m(l}-zl + 2-Ún'l' ( I 12m R 

com 0<'1'<11/2. 

• 

A Mrlta no pa.!lÔ.metJto m pode. h e.Jt Jte.aUzada pOJt muo da ~unr;ão ge.Jta

t~z da ~unr;ão dt Be&&et 14 1, ou &eja, 

G(n,a';6,6';y,y';vl = (-llv+l {"" dt J2v+l(2tl 

4. 1. 24 
-1 too 

• Um ------.--2 f d !f 
TI,(_ 

<:-+0 -00 

- -1. r+"" _d_z. {" l,ím , coh(RrohOI} 
211-<- z+-<-o a-+0 -oo 

onde 8• 'I' + 1 (n-a' I + ~ (y-y' I + ~IJ. 

Á& ~ntegJta,i& na& vaJtiãv~ IJ e z podem &eJt JteaUzada& u&ando-&e 

o teoJtema de Cauchy uma vez que a& 6unr;Õe& hão ana.eiti.ca& e, dal tomM o& fu~

te& com o& paJtâmetJto& <: e a ~ndo a zeJto, obtendo-&e 

4. 1. 2 5 

dado1> poJt 

G(n,n';f\,6';y,y';vl = 2 (-l)v+l c.o& Kt dt 

K = R
0 

eo&{cj> + f!n-n') + ~ (y-y')} e 01> pMãmetJtoõ 
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e 
2-icp e. • 

(4.1.26) 
A integ~al que ap~eee na exp~e6~ao (4.1.25) nada mai~ é do que 

a .tJtan.s6otunada de FoMie~ em eo-Mno<l da 6unç.ãu de BeMel(S), eoqa 

4.1.27 G( ' B B' ' '= (-l'
v+l a,a; , ;y,y ;v 

eom Re(v)>-1 e O<K<2. 

P~a o ca.~o em que k>m ba.sta tlaze~ M tJtaM 6onmaç.Õe6 

(a-a')+ (y-y' l e (y-y' )+ (a-a' l 

na<~ exp~eMÕeó dada<~ po~ ( 4. I . 2 6 l , logo a 6unção de G~e en p~a o p.i.ão <1-i.m~eo 

e 

G ( , B 0 , , l · = ( _ 1 l v+ I • a,a; ,., ;y,y ;v , 

4.1.28 

com Re(v)>-1 e O<K,K 1<2, <lendo K1 dado pela exp~e66ao (4.1.26) com 0<1 

ângulo.! dado.! po~ (a-a' )+(y-y' l e (y-y' )-+(a-a'). 
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CONCLUSDES 

Com ~te ~ba!ho enc~a-~e um ciclo de e&tudo& &ab~e p~op~eda

d~ da..6 6un~õ~ ~pecútw da 6-W.<.c.a mate.mii.tic.a, úú.&ado no ~balho de M~~ 

do, quando ~tudou-&e a 6unçào de Glteen pMa a equação d.<.6~enc.<.al de SchJtlld.<.!!_ 

g~ com um potencial tipo o&cil.adM halttnõn.<.co úatMp.(_co mul..t.<.d.<.menúona! e 

ap.Uc.a~õ~. 

V~enva.tveu-&e com ~&~ ~~uUada& uma têcn.<.ca de ~tudo de pM-

~edad~ da& 6un~õu upec..<.aW, co110, ~ep~~enta~õ~ .<.ntegMÜ pa11.a pMduto 

de 6un~õ~ não de m~ma ~pêcú., ~eg~ de &ama e teMemM de ad.<.~ã.o. 

E&&a têcn.<.ca de cálculo p~tiu obt~ ~e&uUada& novo& tanta pa

ll.a M 6un~õ~ de Kumm~ como pa11.a M 6unçõ~ de Jacob.<.. PMt.<.culMmente, o~ 

~~ultado& ma.<.& exp~~&.<.vo& &ã.o o& obtido~ paiLa M 6un~Õe.4 de Jacob.<., uma vez 

que M ÚIU.c.M 6un~õ~ d~&a ~pêc.<.e, exa~tivamente e&tudada&, &ã.o a& 6un~õu 

de Legen~e. A6 6un~õ~ de Jacob.<. pMp~amente d.<.tM, M 6unçõe& de Gegembau~ 

e M 6un~õ~ de Tcheb.<.che6 e&tã.o, agoll.a, completa& em &uM pMp~edade:.. 

Ven.Vte ~&M 6un~Õ~, M maú. .<.nexp~~úvM úo M 6unçõu de 

T cheb.<.che6, M a~, na entanto, ~tã.o UgadM ã. iitgeb!ta e ~ep~u enta~ã~ e& 

pec16.ica& de g~upo&. 

A& 6un~õ~ de Legen~e &ã.o a& maú. conhecida&, poü de6útem o~ 

ha!unôn.<.c.o& ~6~c.o& que &ã.o ~eaUza~õ~ da iitgebll.a de momento angulM do g~u

po 0!3). 

A& 6un~ã~ de Gegembau~ apMecem quando do eJ.>tudo do g~upo O 14 l , 

na eKp.tlcita de6.inição do4 h.ip~e46~ca& hMmôn.<.co&, que também,J.>ãa ~eaUza 

~õ~ da iitgebll.a de 1110mento ang~. 

-63-



A& 6unçõe& de Ja~obi d~&Lnem a& hanmôni~a& e&fi~ea& gen~dtizado4 

e, eomo de6inida& no apêndice V, .1ão de g~nde impo~ãneia no e&tudo da& ~ep~e

&entaçõu do g~o QU 12 l da& ma..t!U.zu unimoclulMe.6 qU46e wU:.táJúM de óegunda 

aJtdem. 

Fúmtmente, u&a& 6unçõu de. Jaeobi ainda ~e.eem eomo ~e.atiza-

çou da6 Jte.p!tue.ntaçõu .<.Medutlvu& do g~upo de Mtação, euja equação di6~en

cia.i de&446 Jtep!te&entaçõu é baúeame.nte. a equação di6~encia.i do p.<.ão &imévLL

eo paJUlmetlúzada em te11.1110.1 do4 ãngu.!o4 de Eul~. 

Uina ~or~Ünuação natultal dute ~abatho &Mia. .tentM utuda.Jt-.le 46 

p~o~edade..~ de&&e& g~upo& util.<.zando-&e de&óa téeniea de 6unção de G~een po~, 

46 p!top!Úedadu de g1tupo úo nat~ente mani6utada6 petaó 6unçõe& de G~een. 
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AP'EHVICE A 

M~TOVO PE EXPANSÃO TIPO STURM-LIOUVILLE PARA 
RESOLUÇÃO VE EQUAÇOES VIFERENCIAIS NÃO HOMOGrNEAS 

O método de cálculo de ~uncão de G~een conhecido cama método de 

exparu.ão ,tipo StuJtm-L-touville ou método de LagMnge coru.üte, v..~eneia.f.mente 

em ~e pMcWiM tlutm.6o~M o opeMdOA d-L6Meneia.t dado em um opeMdOA d-t6e

~eneial tipo StuJtm-L,Louv,ttle, cuja equação d-L6Meneial homogênea tem ~otu 

çoe~ conhee,L~. 

O opeMdo~ d-L6Mene,Lal de StuJtm-L-Louville ê da ~o~a 

A. 1 Q • i- {p{x) 3x} + q (x) 

onde p(l() e uma 6unção continua que tem deUvada p~U!ta continua num 

cMt:o -LntMvalo [a, b] e q ( x) ê, também, uma ~unção condnua nv..&e -LntM

valo. 

Ve manU!ta gMal há -LntMeMe em ~e obtM Mluçõe~ pa.M a equa

çao d-L6Meneia.t não homogênea 

A.2 Q y(x) + 61x) • O 

onde y( x) 4a.tÃ.ó 6az cM.t:M cond-tçÕe4 de contOAno no -LntMvala [a, bj . 

Conheeendo-6e a 6unção de G~een G(x,x') pMa o opMado~ di 

6e~eneial de StuJtm-L-Louv,[ite Q 4at-i.66azendo à equacaa di6e~ene,Lat não homo 

genea 

A.3 Q. G(x,x') = ô{l(-x') 
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a ~oR.u.ção y(x) é dado. pOit 

A.4 y(x) = 4b G(x,x') 6fx') dx' 

onde G(x,x') e dado po~ 

A. 5 G(1t,1t 1
) • 

u(lt) v(x') 
w(u,v) p(x') 

u(x') v(x) 
w(u,v) p(x') 

p~ a~ 1t< "' 

pMa x'< x~ b 

.6endo u(x) e v(x) M dUM Mf.w;õe~ Une.aJUnente .i.ndependentu da equaç.ao 

~6~eneiaf. homogênea, uma ~eg~ num do~ e~emo~ e a o~a ~eguf.M no 

o~o ex~emo e w(u,v) é o detVIJI1.{_nante. W~on~.>lúano de.MM duM Mluç.õe~. 
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APENVICE B 

A SEGUNVA SOLUÇÃO LINEARMENTE INVEPENVENTE 

A ~egunda ~oiução iinearomente ~ndependente da equação ~6enen

c.i.ai. de Kummen U (a} c; z) , em .te11mo~ da p!Úmehta ~oiução é 

r (1-cl r:. I U(a;c;z) • r(l+a-c) 1F1 (a;c;z) 
.. r(c-1) 

r{a) 
1-c z 1

F1 (l+a-c;2-c;z) 

onde 1 F 
1 

(a; c; z) é a plÚIIlehta ~oiução Uneo.JUnente {.ndependente da equação 

~6VLe.ndai de KummVL. 

A 6unção de Lague.Me ucM..ta em .teJtmo~ da 6unção de KummeJL é( li 

B. 2 = 
r ( (1+ I l r (v+ 1! 

r {v+ a+ f! 

6azendo-~e a=-v e c=I+Cl na exp~u~ao (B.I) ob.têrn-4e 

U(-v; l+a;z) f(-Cl) r(l+a) r{1+vl 
• r(-v-al r(v+a+l) 

B.3 
+ r(a) -a z 1F11-v-a;l-a;z) f(-vJ 

que pode ~VL ucM.ta como 

R.4 

r(-v) r(v+l) U(-v;l+Cl;zl = 
r I v+Cl+l I 

r(-Cl) r(-vl r(v+l) r(Cl+ll r(v+l) 
rl-v-(1) rlv+(l+J) rlv+a+l) 

f(Cl) r(v+ll -(1 
+ r(v+Cl+l) z 1FI(-v-a;1-Cl;z) 
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B.S 

U~ando-~e a exp~e<l<lâo (7.2.2) tem-~e 

+ r(a) r(v+l) 
r (v+a+ 7) 

Veve-<le., ago~ mo<l.tltail. que a ex~~~ão I r;. S l é ~otução da equa-

ção cü6VWtcÁ.4l de Lague.Me. 

Tem-.1e que. U(a;c;z) <~a..tiA6az a <~eg!Unte equação cü6~encúal 

8.6 d (c.-zl-az- a} U(a;c.;z) = o 

ou"túnda 

B.7 = o 

Sub<~~!Li.ndo-<~e a ex~e<~<~ão (7.2.2) na exp~~~ao (8.7) obtém-<~e 

d a B. 8 r(-vl rlv+l) (l+a-z) Tz+ v} Nv(z) = o 

que, nada ma..i.<l é do que a equação cü6e.~tencia.t de LaguVUte, .logo, a 6unção 

Nt(x) ê uma <~o.lução tineakmente ~ndependente da equação cü6e.Jtencia.t de 

LaguVUte, uma vez que a<~ 6unçã~ de Kumn~ 
1F1 (a;c;z) e U(a;c;z) têm o det~ 

m.inante Wlw~~<~lúano cü6e.Jtente de ze.M I 
1 

l • 

Um pMced.únento análogo pode <~e.Jt empMgado p~ M 6unçã~ de 

H~e e Tchehiche6. 
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APENVICE C 

A FUNÇAO VE ON'OA VO OSClLAVOR HARMONlCO 
ISOTROPICO BIVIMENS10NAL E A FORMULA VE HILLE-HARVY 

A 6unção de onda do o6c.iladall hMmÔtúca .úotJr.Õp-i.co búü.men6-io

na.i em cao!LdenadM polMU no plano é I 21 

onde n•lml + 2k ram k•O,l,2 ..... 

U6ando-6e a Jr.e.tação que envolve a6 6unçõu de Lague!Lile com M 

6unçõu de WhLttake!L I 1 I 

c. 2 

C.3 

m 2 f(k+m+l) -m-1 IL2
/2 ..Jtt 2 

Lk(IL I = r(k+l) !L e k+lm+l)/2;m/2(1l 1 

-I ( pp' I e_xp (.imO) 

'2 
k+( lml+l)/2; lml/2{p' I 

So.ando-6e a exp1Le66ão (C.3), ou 6eja 
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.. 
1T l.: !;n l.: 

n•o lml+21l•n 

• C.4 

• E r I ll+ ~ m I + 11 M 2 M , 21 e-tme 
Jml+21l•n r( +I) Jt!v fl+llml+ll/2;lml/2(p I.Jt!v k+llml+ll/2;lmi/2IP 

w.ando -.6e agoJta a 6ÕJUIIUla de Meh!e.Jt .tem-.6e 

2 I 

exp( ~E; eo.6nl = 
H, 

c.s 
.. 

= ..J.r E !;n • 
pp n=O 

• I l.: r(ll+lmj+O M 2 M ,2 e.úne 
lm +21l=n r(k+) .Jtlv ll+llml+ll12;lmi/2 1P I.Jt!VIl+llml+ll/2;lmi/2 1P l 

onde n é O ângulo entAe r e r'. 
U6ando-6e a expart.6ão da 6unção exponencial em t~o6 da 6unção 

de Be.66ell 3l ob.têm-6e 

2 -1 
(l-E; l exp 

m=-oo 

C.6 

I "" • -::::r l.: !; n • 
PP n•o 
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I expl-imel = 

. e 
eA.lll 



z -! (H; ) exp (~ 
~ -1 

C,7 

+Z +,2 
p +p 

2 

• 

onde a 6unção deita de K~nec~~ ~e4~nge o p~e~o n, n=2k+lml. 

Chamando-~e p2=x, p' 2=y, ~ 2 =z e de6~nindo-&e lml•2t obtêm-~e 

Izo ( 2/XyZ' ) = 
<- 1- z 

c. 8 

l: 
n=o 

r(n+2t+l) ..At 1 ) JJt 1 l r(n+l) n+td/2;i x n+t+1/2;i Y 

que ê a bem conhe~da 6Õ~uta de H~e-H~dy( 4 ). 
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A Pl:llf>I CE V 

HARMDNICOS ESF~RICOS GENERALIZADOS 

O teo~ema de adição p~ a6 6unçôe& de Jac.ob~, expk~&ao (3.1.11), 

pode 6~ ucMJ:o nWIKl 6oJulla IIIIÚ6 compacta ~~odu:úndo-&e o6 hMmÔMc.o.~> u6Vú

c.o6 geneM.Uzado6 ( 5 I • . 

06 luvunôMc06 u6Vúc.o6 genettaUzadM ~tão de6~Mdo.~> em 

da6 6W!Ç.ÕU de Jac.ob.i atMvêA da6 ~e.laçôu 

v. 1 

v.z 

8 (a+S;B-al (xl = 
v 2-(a+S) rlv-a-8+71 lx-l)a lx+IIB pl2a;2BI lxl 

r(v+a•S+I) v-a-8 

2-(a+BI r(v+a+B+II (x-l)a (x+IIR 0 (2a;2BI (xl 
r(v-a+B+II 'V-a-S 

SubU.Uuútdo-&e a6 exp~u&Õe& (V.I I e (V. 21 na exp~uóãa (3.1.11 I, 

c.onveMentemente, abtêm-&e a teo~ema de adição p~ o& hMmÔMc.o& 

genettaUzado& 

v. 3 Kn;m(x') e~P = e~(p+2~1n 
v 

onde l<x<x', O<~<rr/2 e pER. 

1 1 

K~; n { n, - ( x 2 -1 I 'f ( x ' 2-1 I Tc.o& P} 

06 pakâmetko6 ~.w e p utão keia~onado6 ~avé6 de 

V.4 e 

com z1 e z2 dado& peta exp~u&ão (3.1.31 
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