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RESUMO

Mostra-se como obter uma representagao spinorial para a
transformacao de Kustaanheimo e Stiefel a partir da teoria dos
spinores de Cartan e que essa representacao apresenta todas as
propriedades caracteristicas de uma transformacdo de Levi-Civita.
Apresenta-se tambem uma interpretagéo geométrica para essa repre-
sentagao spinorial bem como a obtencao de uma equacgao spinorial

para o movimento de Kepler no R3.

ABSTRACT

It is shown how to derive a spinor representation for
the Kustaanheimo and Stiefel transformation from the Cartan spi-
nor theory and that this representation has all the characteris-
tic properties of the Levi-Civita transformation. It is also gi-
ven a geometric interpretation for the spinor representation and

the derivation of a spinor equation for the Kepler motion in R",



INTRODUGAO

cariTUulLO I -~

capiTUuLo 11 -

cAPITULO III-

capiTuLO IV -

INDICE

® ® 8 9 2 0 65 90 0P G S OO S S S OSSO OSSO P e LSS LSS s

A transformagao de Kustanheimo Stiefel (K-S)..

I.1 - Transformacao de Levi-Civita ...........

I.2"Tran5f0rmaqgo K—s ® 86 ¢ 9 60 0600 0800000000000

I.3 - Propriedades de transformagdo K-S ......

I.

I.

3.1 - Tipo Levi_Civita ® & & & & 5 68 0 v P e 0P

3.2 - Nao injetividade .....ccceceecee

Reqularizacao do movimento de Kepler .........

II.1 - Equagao de movimento no Ru............

II.Z—OPrOblemade Kepler‘.....-.............

Representagao spinorial para a transformagao

K—S ® ® 6 0 2 5 6 5 5 6 P S0 C O 0L O L SO S OO L OSSN s

II1.1 -

I1I1.2 -

III.3

IIT.4 -

Transformaqio K-S na forma spinorial .
Propriedades da transformacao K-S na

forma spinorial ....cceccceccccccnccns
ITI.2.1 - Nao injetividade ......cco..
I111.2.2 - Tipo Levi-Civita ...ccc0cc..
Equacao de movimento de Kepler na for-
ma spinorial ....cev it enteiiecnns

Uma interpretacdo geométrica .........

COHClusaeS ..I....I....-..I..»............I;...

10
10
15

18

21

22

22

24

26

27

30



APENDICE A

APENDICE B

APENDICE C

REFERENCIAS

Transformagao de segGes cdnicas via transfor

950 de LeVi—CiVita ® 6 6 50 0020000600000 0c 000000
Amatriz de Cayley ® 5 8 0 0 00 00 0SBSOS s e e e e e

A definigao de spinor sequndo Cartan .........

LA L B L AN BN S A A I A I R N A I N A A A A A A A A A N R R X

32

34

42

44



INTRODUCAO

(1)

No estudo do movimento de tres corpos, Levi-Civita in
troduziu uma transformacao conforme entre dois planos w e z com a
propriedade de que secdes conicas com centro na origem do plano w
sdo transformadas em segoes conicas com um dos focos na origem do
plano z. Sao transformagoes do R% no R’ que permitem obter a regu-
larizacao de equagoes diferenciais que apresentam singularidade na
origem.

Com essas transformagoes pode-se, por exemplo, obter a
regularizacao do movimento de Kepler no R2. A hamiltoniana do movi
mento no R2 se transforma numa hamiltoniana de um oscilador harmo-
nico bi-dimensional.

Esse tipo de transformagcao foi utilizada por Pavao‘ 2 no
estudo da obtengao da fungcao de Green do potencial coulombiano bi-
dimensional via operador de evolugao temporal. O autor mostra que
e possivel se fazer o desembaralhamento do operador de evolugao
temporal fazendo-se uma transformacao de Levi-Civita e obtendo a
funcao de Green dependente do tempo para o potencial coulombiano
em termos da funcao de Green do oscilador harmonico bi-dimensional.

Transformacoes desse tipo para espagdés de dimensao maior
que dois so0 sao possiveis se a dimensdo for 4 ou 8¢3) Este fato
de certa forma inviabilizaria uma regularizacao desse tipé para o
problema de Kepler real, ou seja, a tres dimensoes.

(u)

Kustaanheimo e Stiefel mostraram, entretanto, que e
possivel se obter uma transformagdo Ru+R3, tipo Levi-Civita, que
permite uma regularizacao do problema de Kepler tri-dimensional.

A transformac3o de Kustaanheimo e Stiefel &€ util no es-

tudo de problemas de forcas centrais. Por exemplo, a equagao de



Schrddinger para o atomo de hidrogénio & transformada em_gauagSes
do tipo oscilador harmdnico simples quadri—dimensional(ll).

No caso do movimento de Kepler nao perturbado,em particu
lar, através da transformagao de Kustaanheimo e Stiefel pode-se re
gularizar as equagoOes de movimento obtendo-se quatro equagoes dife
renciais tipo oscilador harmdnico simples.

Neste trabalho, atraves da teoria dos spinores de

Cartan(lo)

obtém-se uma representacao spinorial para a transforma

cao de Kustaanheimo e Stiefel, o que permite escrever as equagoes

de Kepler regularizadas éomo uma equagao spinorial a duas componen
tes, tipo oscilador harmdénico simples.

No capitulo I apresenta-se uma revisao sobre a transfor-
macao de Kustaanheimo e Stiefel e no capitulo II sua aplicagao ao
movimento de Kepler. No capitulo III apresenta-se a obtencao de
uma representagao spinorial para essa transformagao usando-se a
teoria dos spinores de Cartan e todas as propriedades que dela
advém: & uma transformagao tipo Levi-Civita e a nao injetividade

se apresenta como uma simples transformagcao de gauge. Apresen-

ta-se também uma interpretagao geométrica para essa transformagao.



capiTuLO I

A TRANSFORMACAQO DE KUSTAANHEIMO-STIEFEL

’ (1)

A transformacgao de Levi-Civita € uma transformacao
conforme entre dois planos w e z na qual uma segao cdnica com cen
tro na origem do plano w & transformada numa se¢do cdnica do pla-
no z tendo um dos focos na origem. Desse modo, tal tranéﬁormagéo
& util para se tratar a regularizagdo do movimento de Kepler no
plano.

Para obter uma regularizagéo do movimento de Kepler no
espaco tridimensional, P. Kustaanheimo e E.Stiefel(4) propoem uma
transformagao (transformagao K-S), tipo Levi-Civita, do espaco
quadri-dimensional R4 sobre o espago tridimensional R3.

Neste capitulo apresenta-se como Kustaanheimo e Stiefel

obtiveram a transformagdo K-S a partir do estudo da transformagao

de Levi-Civita, -

I.1 - Transformacao de Levi-Civita.

A regularizagao do movimento no -plano proposta por Le-

vi-Civita €& feita através da transformacao conforme

zZ =W (I.1)

onde

+ i 2z

N
i

21

w = w1 + i w2



Observa-se que (I.l) escrita na forma polar fornece
7 = lwlZeZle (1.2)

Desse modo, na transformacdo de Levi-Civita tem-se  que
as distancias no plano w sdo quadraticas no plano z e os angulos
no plano w sao dﬁplos no”plahovz;vaa discussao sobre as transfor
magoes de segoes conicas via transformagao de Levi-Civita acha-se

no Apendice A.

1.2 - Transformacao K-S

Kustaanheimo e Stiefel buscam obter uma transformagao

que permita estabelecer uma correspondencia entre os espagos R e
3 - . ~ AP

RY, atraves da analogia com as transformagoes de Levi-Civita em

. s ~ 2 2
termos de diferenciais entre os espagos R* e R, z e w:

dz

= (1.3)
dz 2

Note-se que a matriz de transformagao de Levi-Civita tem

as seguintes propriedades
i) seus elementos sao funcoes lineares de w, ew,
ii) ortogonalidade entre linhas e entre colunas

iii) a norma de cada linha ou coluna & wi + wgf

Matrizes de transformacao com essas propriedades, para

[ -~ . . - - -« '3 . -~
espacos de dimensao maior que dois, so sao possivels se a dimensao

(3)

for 4 ou 8 , 6 que inviabiliza uma tentativa de regularizagao de

movimento por uma transformagao tipo Levi-Civita no espago R3.Seg



. - ) .
do assim, Kustaanheimo e Stiefel propoem a regularizagao das equa-
~ . 3 . .
goes de movimento no R de uma forma indireta, buscando uma corres
~ s . b . s . .
pondencia via R, onde matrizes com as caracteristicas exigidas pe
la transformacao de Levi-Civita podem ser construidas. Uma matriz

. . . 4 -
que satisfaz tais caracteristicas no R e por exemplo

ul —u2 —u3 u4
u u =1 -1

AR = 2 1 4 73 (I.4)
u4 -u3 u2 —ul

Analisando a forma diferencial correspondente a (I.3)

rauli
du, (I.5)
du

2A(Q)

3

du4
_ o

Kustaanheimo e Stiefel notaram que somente as trés primeiras sao
diferenciais exatas, de tal maneira que se forem denotadas por

dxl, dxz, dx3, obtém-se por integracao

X, = u2 - = ul +

1 1 " Y TU3 T Yy

X, = 2(ul u, - u, u4) (I.6)
x3 = 2(ul u,y + u, u4)

sendo que a ultima relagao acarretard a condigdo



u4dul - u3du2 + uzdu3 - uldu4 = 0 (I.7)

Assim, da forma diferencial no R4

Cu; - u, - u; U, du; 7] dx,
u u, - u, - u du dax
2 2 1 4 3 2 1= 2 (1.8)
uq u4 u; o u, du3 dx3
i u, --uj u, - ul~ i du4 1 L 0 _
obtem-se
xl_l u; -u, —U, u4'1 ul‘T
X u u, —u, - u u
2| _| Y2 Y17YTY3 2 (1.9)
X3 u; 4y U W k!
_0 1 L% "% Y2~'" | | Y4

Devido as condicoes de Levi-Civita impostas a matriz
de transformagéo A(ﬁ)! pode—sgwégsociar a (xl, Xo 4 x3)rum vetor
; € R3, pois (xl, Xy3 x3) corresponderé as componentes de ; segun
do uma base ortogonal em R3. Portanto, a transformagéo K-S, atra
vés da matriz A(Z), estabelece uma correspondéncia entre um espa
co R4 de vetores (ul, u,, ug, u4) com um espago R3 de vetores
(Xl, Xy x3). Na verdade,trata-se de uma transformagao de R4 > R4
com uma condicao de vinculo; a quarta componente de umgdos espagos €
sempre nula, devido 3 condigao (I.7). Tem;se assim um espago de
vetores u € R4 particular. Ver-se-a, no capitulo II, que a condi-

3

¢d3o (I.7) ndo impde maiores restrigoes sobre o movimento em R7,

uma vez fixadas as condigSes iniciais.



Do exposto acima pode-se escrever (I.9) como

L

= A(Q)u (1.10)

onde ; € R3 e G € R4

>
Como a matriz A(u) tem todas as caracteristicas da ma=
triz de transformagao de Levi-Civita, segue, em particular, da or-

togonalidade entre linhas e colunas que

T > -> _
A"(u) A(u) =r 1, , (1.11)
- » . " -> 3
onde r & o comprimento do vetor posicao x € R :
3 o 1/2 4 2
r =[i£ xi] = ji uy (1.12)

1.3 - Propriedades da transformacao K-S

I.3.1 - Tipo Levi-Civita

Do discutido na segao I.2 pode-se dizer que a trans-
formagao (I.1l0) se da enfre espacos de dimensoes distintas (R4+ R3),
ndo se tratando portanto de uma generalizagao da trangformagéo de
Levi-Civita. Entretanto, Kustaanheimo e Stiefel mostraram que tal
transformacgao & tipo Levi-Civita. Para tanto consideraram o plano

. . 4 .
formado por dois vetores ortonormais u;, Vv, € R tais que



-
e mostraram gque se X

. 3
sua imagem no R

>
X

onde

—

pe

= p2 [3 cos 26 + (E cos w + ¢ sen w) sen 26]

u2
1~
2(ulu2

2(u1u3

2(u1u

3

2 2
“d3 +Yy

- u3u4)

- u2u4)

€

& dada por

-

-

W & o angulo de polarizagao do R

2(ulu2 + u3u4)

2 2 2 2
—uy + u, - u; + u,
2(u2u3 - ul u4) |

e

(I.13)

R2, tendo coordenadas polares p e 6 ,

(1.14)

. P ~ ‘. ~
Assim, as distdncias sao quadraticas e os angqulos sao

duplos, o que caracteriza a transformagéo de Levi-Civita. Desse

~ ~ . : 2

modo, secao conica com centro na origem do R
~ P 3
segcao conica no R,

->
vetores a, b, c

-+

>

Cayley (ver Apéndice B).

.com um dos focos na origem. Note-se que

é transformada em

os

sdo ortonormais,pois sao as colunas da matriz de



I.3.2 - Nao injetiwvidade

Uma outra caracteristica da transformagao K-S & o fato

dela nao ser injetiva. Se u; € r? & transformado em x, € R3, todos

os pontos v; € R4 tais que

vl = u1 cos ¢ - u4 sen ¢ v2 = u2 cos ¢ + u3 sen ¢
Vg = ul sen ¢ + u4 COS ¢ v3 =-u2 sen ¢ + u3 CcoSs ¢
(I.15)

sao levados no mesmo ponto x  onde ¢ € um angulo arbitrario. Des

. : 3 - . 4
se modo, a imagem de um ponto no R” & um circulo de raio Yr no R.
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CAPITULO 1II

- REGULARIZACAO DO MOVIMENTO DE KEPLER

De posse da transformagao K-S apresenta-se neste capi

tulo como s da aregularizagdo do movimento de Kepler.

II.1 - A equacao de movimento no RY

uu,ﬁpﬁuwﬁsu_z_.m;.mp onsiderandonsge l’:ﬂji narticnla de magea W _ean Lo dos "
I W IWWTIH i mTII A
uma forcga Pk’ k = creve uma trajetoria xk(t), sujeita -
tem-se que
(11.1) mX =P,
sfazem a relacio ' Como os pardmetros u, sat
=0 (I1.2) u4ﬁl - u3ﬁ2 + u2ﬁ3 - ulﬁ4
como coordenadas generaliza Kustaanheimo e’Stiefel consideram u,
ogonal, e obtém o correspon;‘ das, uma vez que a transformagdo & or
ira: seja v a velocidade dente movimento no R® da seguinte man
da particula de massa m. Como
, qul rdxl ul -u, —u3
u dx u u -u -
: 2 (II.3) 2 =2 : ) !
) du3 dx3 U,y u, uy 1
L L0 [P T
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segue da ortogonalidade da matriz de transformagao que

2 2 2 2 2 2 2
dx1 + dx2 + dx3 = 4r(_dul + du2 + du3 + du4) (I1.4)
Logo
2 _ 2 *2 2 *2 °2 *2 .2
v = xl + X, + x3 = 4r(u1 + u2 + u3 + u4) (IT1.5)

A energia cinetica da particula & dada por

T = 2mr(ﬁ2

. ‘2 O
1+ U, +u3+ u4) (11.6)

Para encontrar as forgas generalizadas Qi requer-se
que o trabalho feito pelas forgas seja invariante sob a transforma
cao, ou seja

3 4

Kil Py dx, = T Q; dui (11.7)

que na forma matricial fornece

dxl dul
- dx2 du2
;[Pl Py P3 OJ =[Ql Q2 Q3 Q4] (11.8)
~ dx3 du3
L0 | duy |

Substituindo-se (II.3) em (II.8) obtém-se que
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B ] BN
Q u; u, uj Py
Q, U, 9 ouy Py
Q3 “uy 4, oy P3
b po
Q u, “u3;
N . - o

Como as forgas generalizadas Q sao obtidas da equa-

cao de Lagrange por

() - — = 0 i=1,2,3,4 (I1.10)

~ ) 4 -
segue que as equagoes de movimento, correspondente ao R° sao

d . 02 [ [ '02 — .
4m ———(rui) - ui(u1 + u, + uy + u4)] = Q. (I1.11)

dat

Como observaram Kustaanheimo e Stiefel a equagao de
movimento (II.1l) & de fato transformada sobre um movimento do R3

se a condigao (II.2) é& satisfeita_qualquer que seja t. 1Isso foi

mostrado considerando em t=0 xg e %g a posicao e velocidade

iniciais da particula de massa m. Pela inversao de (I.6) calcu-

(o}

la-se u; em R4, correspondente a xg (a menos de rotagao). Como

_dxl— r“1 U2 U3 “4— -dul ]
dx2 u, u,  -u,  -u, du2
dxy o b T R duy

i 0 ] | Y4 U3 Uy 7Yy B duy §
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seque da ortogonalidade da matriz de transformagao que

- T [ax ]
uy uy u, u, dxl
du2 _ 1 -u, uy u, dx2
du3 2r -u; -u, uy dx3
du4 u, -uy u, ) )

. R Kel o -
Logo, a velocidade inicial u; correspondente a X, ©

‘o _ 1l .,0 0 o ‘o o ‘o
us = ;—- (ul x; t u, x5 + ug xl)_
r
o
‘o _ 1 , o0 '’o o o o .o
u, = ;—— ( u, X + u; X, + u, x3)
2r
(I1.12)
‘o _ 1 _.0 Jo _ Kel o ’o
U3 T o (-ug %) = uy x5 + uy x3)
r
o) 1 ‘o o "o

Logo, em t = 0 tem-se que

= 0
o
=0
[

c
wo
=]
N

+
c
N O
(o]
w

1

=
0

Agora, multiplicando-se as equagoes (II.1ll) respectivamen

te por u,, -u,, uy,~ u; e adicionando-as obtém-se
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. d .
im [ﬁ4 4 (rull—u3 - (ruz) + u, ———(ru3)—ul —g;-(ru4i] =

dt dt dt dt
(r1.13)
= 0,0Q; - u30; + w03 - uy0y
Mas de (II.9) segue ' que
u4Ql - u3Q2 + u2Q3 - w0, = 0 (I1.14)
Logo (II.13) fica
4m - [;(u ﬁ - u ﬁ + u ﬁ - u & )} =0
at 471 372 23 174
ou seja
r(u4ul - uju, + u,uy - u u4) = cte » (I1.15)

1

Entao, se em t=0 as condigoes iniciais sao tais que (II.15)
é nulo, o mesmo & valido qualquer que seja t, ou seja,

u4ul - 1131.12 + 112113 - u1u4

As equagoes (II.1l1l) tém singularidade na .origem e para

& uma constante de movimento.

remové-las Kustaanheimo e Stiefel introduziram o trabalho W fei-

to por essas forcgas:

3 4
W o= I P dx, = I Q. du, _ (11.16)

Sendo o trabalho a variaggo da energia cinética tem~se

que
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°2 *2 *2 *2 1 2 _ w
2mr(ul + u, + u3 + u, ) —;— mvO = (1r.17)

- . e e s 3
onde v0 e a velocidade inicial em R™.

" Desse modo, a equagao (II.11l) fica

4m - (_rul) - L (2W + mv2) u., = Q. (Ir.18)
r o] 1

dat 1

A singularidade dessa equagao pode ser removida através

de uma regularizacao no tempo:

s = j_‘lE , 4 _ 1 4 (I1.19)
r dt r ds

Em fungao da variavel independente s, a equagao de movi-

mento se torna

2

. 2 _
4m 5 Uy - (2w + mvo) u, = rQ. (II.20)

ds

ITI.2 - O problema de Kepler

Denotando por M o produto da constante gravitacional pe-
la massa de uma particula localizada na origem do R3, a energia po

tencial de uma particula de massa m, 3 distdncia r da origem &

vy=__1M (I1.21)
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Logo, de Qi = - segue que
Jdu,
(¥, 2mM (I1.22)
Bui r r- 1

. !
e introduzindo~se forgas perturbativas Q. tem-se

Qi 2 i i (I1.23)
r
onde:
T r = ’- v ]
Ql U, u, u, Pl
Q' -u u u P'
2
- 2 "1 ™4 2 (II.24)
Q3 -uy u, u; :P3J
]
Q u, -u., u
| <4 | Y4 TY3 M2

O trabalho devido a atragdo central e as perturbagoes é:

W= mM(_l_ S ) + W (IT.25)

r r
o]

de modo que a equacgao de movimento (IX.20) fica

du. ] :

A+ By - l  (rQ. + 2W'u.) (II.26)
ds 4a 1 4m 1 1

onde
2
v

-2 __o (I1.27)

a r M



17

sendo a, © semi-eixo maior da Oxbita.
Evidentemente, se o movimento & nao perturbado,as equa-

¢coes sao dadas por

—_— s wu, =0 (I1.28)

2
com w =

Tem-se assim quatro equagbes diferenciais tipo oscilador

harménico simples.
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CAPITULO IIX

REPRESENTA@KOJSPINORIAL’PARA’A’TRANSFORMACKO‘K-S

No capitulo anterior obteve-se que o movimento de Kepler
nao perturbado no R? atraves da transformagao K-S pode ser descri
to por quatro equacdes diferenciais que correpondem as equagoes
de um oscilador harménico simples gquadridimensional no R4

O objetivo deste capitulo &, usando a teoria dos spinores
de Cartan, obter uma representagao spinorial para a transformagao
K-S. Mostra-se que com tal representagao sao verificadas as pro-
priedades da transformagcao K-S, como a nao injetividade da trans-
formacao e o fato da transformagcao de um plano polarizado sobre o
R3 ser do tipo Levi-Civita.

Como consequéncia da representagao spinbrial para a trans
formagcdo K-S obtém-se que as equagoes de movimento de Kepler regu
larizadas se reduzem a uma equagao diferencial na forma spinorial
num espago de spinores a duas componentes.

Para se obter uma representagao spinorial para as trans-
formagSes K-S segundo a teoria dos spinores de Cartan, alguns cui
dados devem ser tomados. A razao disso . & que essa teoria estabe
lece uma correspondéncia entre um espago spinorial a duas compo-
nentes e um subespago do R3 definido por vetores isotropicos, ou
seja, vetores de norma zero. Como deseja-se estabelecer uma rela
gao entre vetores do r? e vetores do R gue nao sao isotropicos,
nio se pode fazer uma aplicagdo direta desta teoria. No apéndice
C apresenta-se os aspectos essenciais da teoria de Cartan que in
teressam neste trabalho.

Para aplicar a teoria de Cartan, introduziu-se um vetor
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quadridimensional x® num espago de Minkowski com métrica (1, -1,

- a ~
-1, -1), de forma que as componentes espaciais de x sao as com

ponentes do vetor X no R3 e a quarta componente x° & definida

como sendo

x° = [[x]] = [ L xi ] (III.1)
I .

Consequentemente, a norma de x*° @& zero.
Define-se assim um subespago de R4, de Minkowski com vetores iso-
tropicos.

Segundo a teoria de Cartan pode-se associar a x*  uma ma

triz 2x2:
% o= -1 (ITII.2)
: 2

A matriz TAB

definidos em fungao das matrizes de Pauli mais a identida-

pode ser escrita em termos dos tensores

TAB'
de,

. 1o . 110 = lor] lo -1
- ’ - 4 - 7 -
OAB 0 1 1AB 0-1 2AB 10 3AB i 0

com as seqguintes propriedades

TaAB - TuAB= T = 3
- oAB’

Portanto,
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_ 1 ' o
TAB - "'—'-2 TaAB x (_III.3)

Das propriedades de Ty pode-se obter que

AB'

X =T T (I1I1.4)

onde o comprimento de x* 8 o determinante de TAB gue & nulo. O

o - . . . .
vetor x esta assim, associado a uma matriz singular. Da mesma
forma como Cartan associa um spinor a um vetor isotropico, pode-se

definir dois spinores complexos (1,1) WA e YB de tal maneira que

T = Y V¥ (ITI.5)

onde

x* = {9BB y y_ ' (III.6)
e (III.3) como

R _ l i
¥ VY- = —;— TaAB X (I1T1.7)

ou ainda

=1 xt + 1 x© : (III.8)
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A equagao acima pode ser comparada com a equagao de Kustaa

(5)

nheimo obtida para a regularizagao spinorial do movimento de Re
pler:
! = i [ .

2 SASB’ x, i.ap tr s, (IT1.9)
onde

iap sao as matrizes de Pauli

$aB delta de Kronecker

Sa numeros complexos

Sg- nimeros complexos conjugados

III.1 - Transformacao K-S na forma spinorial

A equagao

@& tudo o que se necessita para se obter as relagOes entre R e r*

fornecidas pela transformagao K-S e todas as propriedades que dela
advém, ja citadas no inicio deste capitulo.
Para se obter a transformagao K-S faz-se uma correspondén
. . > - 4 .
cia linear entre um vetor u no espago parametrico R e o spinor
complexo (1,1) ¥, que sera definido em termos de quatro pardme-

tros reais:

VY. o= (ITX.10)
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Tal correspondéncia & linear

(a0 + BV) = a¥ + B ¢ (III.11)

- . > . -+ - .
onde ¥ esta associado a u e ¢ associado a v. Alem disso,

[ull = [l¥]] (ITI.12)

Entao da equagao

X =T TA WE- onde WE = WA
obtém-se
xl = u2 - u2 - u2 + u2
1 2 3 4

2 _ . -
X~ = 2(ulu2 u3u4)
(IX1.13)
x3 = 2(u,u, + u,u,)
173 274
o _ .2 2 2 2
X" = uy + u, + uy + u,

As trés primeiras relagoes sao as fornecidas pela transfor

4 ¢ a Gltima & o quadrado da distadncia em r?

e o mbdulo do vetor x em R3.

magao K-S entre RS e R

IITI.2 - Propriedades da transformagcao K-S na forma spinorial

I1.2.1 - Nao injetividade
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Apresentou-se no capitulo I que os pontos vi € R4

relacionados a u, € R4 por

vy = u,y cos¢ - u, sen¢ v, = u, cos¢ + u, sené
(I1I.14)
vy T Y44 sen¢ + u, coséd Vg = -u, sen¢ + u, cosé
sao transformados no mesmo ponto Xg € R3
Vé-se entao que se
R Vi Tty
¥, v) = , (I11.15)
v2 + 1 v3
. u, -1y,
¥, (u) = (I1I.16)
u, + i u,

-~ >
da . linearidade da associagao entre um vetor Weo spinor Y (u)
obtem-se que (III.1l4) pode ser escrita na forma spinorial como
- —i¢ 2>,
= y .
¥, (v) =e A (IT1.17)
' portanto, com uma simples transformagao de Gauge na re
presentacao spinorial obtém-se a nao injetividade da transformagao

K-S.
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I1IT.2.2 - Tipo Levi-Civita

Quer se mostrar agora que com a representaqéo (III.6)
- - bad . 2
tambem se obtem que a transformagcao de um plano polarizado R™ so-
3 - .. PRSI s LA s = . ~
bre o R” e tipo Levi-Civita: distancias a origem sao quadradas e
-~ ~ . - > > 4
angulos sao duplos. Considere-se entao u, v € R, vetores ortonor
. . . . 2

mais que constituem um sistema de coordenadas cartesianas no R™ e

satisfazem a relacgao.

v, =0 (ITI.18)

+ u,v, - u
4

gV ~ U3V
Entao, se w & o angulo de polarizagao do R2, o siste

ma

v, + u,v, + u

vyt uyv, 3V3 4V4

2

(I1I1.19)
u4vl - u3v2 + u2v3 - ulv4 =0

- . ~ > ->
permite se obter a seguinte relacao entre as componentes u e v

= + sen w v = =-u cos w + u sen w
v u2 COS W u3 n 2 1 y

(IITI.20)

= - + CcOos W v -u sen w - u cos w
v Uy Sen w t U 3 1 y =

Considere-se agora um ponto do R2 com coordenadas pola

> 2 ~
res p e 6 na base (u, v) € R°. Entao, pode-se escrever

3 = p cos 0O a o+ p sen 6 ; (I11.21)
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Da linearidade da correspondéncia seque que O spinor

B ->
associado a p

¥ (p)

é

Entao, definindo-se

¥ (p)

e das relagoes
<&
e
V1
Va4

X = 2
o p
—_ l..
X
2
x2 =p coszé
X3
2
+ p SN W

L.

Py ~ ipy

p2 + ip3

TaAB vy

u, Cos w + u

2 3

-+

2(ulu +u

3 u,)

2

—
- u.uu,)

2(u 2Ya

13
uQ%Q

2 2 2 2
-, -u gt

2(u1u.4 +

2 3 4

sen w

-~ sen + u CcoO w
2 w 3 ©0s

2
p COS W

sen 26

v

3

a imagem de um ponto do R2

2(u1u
2

p cos © ¥(u) + p sen 6 ¥ (V)

I

2 2
—u.+u_-u_+u

172 34

2(u2u -u

(I11.22)
(111.23)
-u, cos w + u, sen w
-u, sen W - u, cos w
3 .
sobre o R™ e dada por
o+ Ugty)
2 sen 20 +
1Y%
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Identificando-se os vetores coluna da matriz de Cayley

pode-se escrever

X = pz[cos 20 a + (f cos w + ¢ sen W) sen 26] (I11,24)

O -

o . 2 .
Como a componente x €& o comprimento e~ do ponto ima-

gem no R3 segue que a transformagao & do tipo Levi-Civita.

I1I.3 - Equacao do movimento de Kepler na forma spinorial.

Apresentou-se no capitulo II as equagoes do movimento

de Kepler regularizadas

u. + wy. =0 i=1,2,3,4 (I11.25)

onde o ponto significa derivada em relagao a s.

Pode-se escrever (III.25) como

. 2 . _
u, - 1 u, + w (u1 - 1i u4) =0

(III.26)

. e 2 .
u, + i U, + w (u2 + i u3)

Il
o

Como definiu-se

ot -

ul - i u, ul -1 u4

T(ﬁ) = e como @(u) . .
u, + iu u, +i u3

segue que (III.26) pode ser escrita como
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Assim, as equagbes de movimento de Kepler, regulariza
das, na representagao spinorial, se reduzem a uma equacao diferen

cial spinorial a duas componentes.

III.4 - Uma interpretagao geométrica

Quando se verificou que a transformagcao K-S tem o cara
ter de uma transformagao de Levi-Civita, ou seja, distancias no R
se projetam quadraticamente no R3 e dngulos com respeito a origem
sao duplos, utilizou-se de planos polarizados, isto &, planos com
diregao definida com relagao ao R3. Isso foi feito tanto do ponto
de vista da transformagao K-S como do spinorial.

A correspondencia entre os vetores do R2e sua proje-
¢ao no R3é feita pela matriz de Cayley. Note-se que o vetor 37 da
eq.III-24 tem componentes no R3definidos pela transformagao K-S e

-

- - ‘
e ortogonal aos vetores b e c. Isto sugere que se pode tentar ob-

ter uma interpretagao geometrica para a representacao spinorial.

Considere-se entao um plano polarizado definido por
. . 3 > >
dois vetores ortonormais do R (xl, x2).
Esse plano pode ser representado por um vetor Z no

plano complexo

s e (III.27)
z =x) +1x,
isotrdopico, isto &, de mdédulo nulo. Se z £ (a,B , Y) segue que

[ + .
Pela teoria de Cartan, pode-se associar a z um spinor

onde £ e n sao dados por

=]
—
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o = - Ez + n2
B = -i(gz + nz)ﬁ (IT1:29)
Y = 2&n

Definindo-se

yo=[ & =9 "ty
n .
u, +1i usy
obtéem-se
_ .2 2 2 .2 : _ :
@ = -uj + u, U, + u, + 21(ulu4 + u2u3) = aR + i aI (III.30)

- . 2. 2 2 2, _ ,
B = 2(u2u - u u4) + 1(—ul— u, + uj + u4) = BR + i BI

3 1

Y = 2(ulu2 + u3u4) + 21(u1u3 - u2u4) =Yg + i Y1

A parte real de z define as componentes de ;1 e a par

L) ] - L] -+
te imaginaria as componentes de Xy Note-se que

Re Z = B

1
Qv

->
Im z =
Logo, os dois vetores constituem duas das colunas da
matriz de Cayley. O terceiro vetor coluna obtém-se através do pro
. > > > - > .
duto vetorial entre b e ¢, portanto Xy X X, = x , cujas componen-

tes sao determinadas pela transformagao K-S. Do ponto de vista geo

- s . '3 . » - 2 -+ -
metrico, significa que a trajetoria x(t) de um corpo no R3 e orto
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gonal ao plano definido pélo spinor Y .

Note-se que esta sistemdtica de tratamento, via matriz
de Cayley, permite se obter a representagao spinorial da transfor-
macao K-S partindo-se de um vetor isotropico definido no r> e ndo
no R4 de Minkowski como fizemos neste trabalho, uma vez que a nor
ma do spinor define o mddulo do vetor de posigao no R3.Todas as ou

tras propriedades podem ser obtidas da mesma forma.
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CAPITULO IV

CONCLUSOES

As transformagoes de Kustaanheimo e Stiefel permitem ob
ter uma regularizagao do movimento de Kepler no R3 da mesma forma
que as de Levi-Civita regularizam esse movimento no R2. Fundamen
talmente elas transformam as equagoes de movimento que sao singu
lares na origem em equagoes tipo oscilador harmdnico, regulares
na origem.

Neste trabalho mostrou-se como as transformacoes K-S
podem ser descritas numa representacao spinorial, utilizando-se
da teoria dos spinores de Cartan. Essa representacao & linear e
contém todas as propriedades que caracterizam uma transformagao
tipo Levi-Civita. A equagao do movimento de Kepler se reduz a uma
equagao diferencial spinorial a duas componentes e do tipo oscila
dor harménico.

Mostrou-se também que quando se estuda o movimento de
Kepler via representagao spinorial, se faz mediante- um plano polari
zado determinado pelo spinor que & ortogonal ao vetor de posigao
do movimento de Kepler.

Como o mapeamento do R4 no R3, via transformagao K-S,

& feito mediante transformagoes ortogonais, cuja matriz de repre-
éentagao obedece as propriedades da matriz de Levi-Civita, as coor
denadas rro'R4 poden Se€r tratadas como coordenadas generalizadas.
Pode-se definir um espago de movimentos no R4, cujo mapeamento no
R & feito pela mesma matriz de transformagao. As coordenadas ge-
neralizadas nos dois espagos, de posigéo e momento, sao coordena-

das canonicamente conjugadas e consequentemente permitem fazer a

guantizagdo dessas transformagoes e se estudar, por exemplo, o
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problema quantico do atomo de hidrogénio(ll).

Uma consequencia natural deste trabalho € proceder-se a
quantizacao da representagao spinorial e aplica-la ao estudo do a-
tomo de hidrogénio. Isto € possivel,pois as coordenadas s3o candni
cas e a correspondencia entre o espago de operadores que define po

sicao e momento e o espago de spinores e linear.



32

APENDICE A

A TRANSFORMACAO z=w> SOBRE SECOES CONICAS

- aa. ~ 2
Mostrar-se-a neste apendice que a transformagao z=w
leva segao conica com centro na origem do plano w em segao cdnica
com um dos focos na origem do plano z.

~ 2
A transformacao z=w~ fornece

y = 2uv (n.1)

A equagao cartesiana geral de uma segao conica com cen

(6)

tro na origem, no plano w, & dada por

2 2
u 4V =1 (A.2)

a2 az(l—ez)

onde a é o semi-eixo maior e e & a excentricidade da coénica.
. . 2 2 2
No caso de 0 < e < 1, definimos b” = a (1 - e7) e a

equagao (a.2) corresponde a uma elipse. Se e > 1,definimos

2 2

b" = az(e - 1) e a equagao (A.2) corresponde agora a uma hipérbo

le. Pode-se entao escrever (A.2) como
2 a’(1 -e%), 0<e<1
AN T b2 _
2 ‘ = ' (a.3)
b

2
_ut,
-2

a az(ez- 1), e > 1

Usando-se a transformagao (A.1l) em (A.3) obtém-se
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a2 e2 2
(X - ) 2 ’
2 X =1 (A.4)
AZ B2
onde
2 a4 2,2 -
A" = (2 - e7)° & 0o semi-eixo maior
4
e
2 a4(l - ez) , 0 <ec<1l
B = é o semi-eixo menor
a4(e2 -1 , e>1

Para que a equagao (A.4) seja a equagao de uma conica

seja a distancia fo-

(1)

com foco na origem, é necessériO'que

cal da cénica. De fato, se a ordenada do foco é C, tem-se que

2 2
e = S = A -8B se 0< ec< 1l
A A
2 2
e=c= A + B se e > 1
A A

Calculando-se entao C = eA obtém-se para ambos os ca-

S0Ss:

Desse modo, (A.4) & a equagdo geral de uma coOnica com

um dos focos na origem do plano z.
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APENDICE B

A MATRIZ DE CAYLEY

Apresenta-se neste apéndice a matriz de Cayley para a
parametrizagao das rotagoes no espago tri-dimensional(s).

Considera-se um espago bi-dimensional com eixos com-

plexos u e v. Uma transformagao linear geral para esse espago €

u' = au + BV
(B-1)
v = yu + 8§ vV
sendo entao a matriz de transformagao dada por
o B .
Q = (B-2)
Y S

Considerar-se-a transformagoes Q que sejam unitarias

e com determinante + 1:

QR Q=Q0Q = I (B-3)
aé§ - By =1 (B-4)

A matriz de transformagao Q, por ter elementos comple
- x0s, possui oito quantidades a serem especificadas. Entretanto, as
condigoes (B-3) e (B-4) reduzem o numero de quantidades para tres
(o exigido para se especificar a rotagao de um corpo rigido).

De (B-3) tem-se
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aq¥* + BB* - 1

Yyy* + §6% = 1
(B-5)
ay* + pgs* = 0
vya* + g% =
e do fato do determinante ser + 1 tem-se
a § - B Y (B-6)
Das relagoes (B-5) e (B-6) obtéem-se
y = - g*
(B--7)
§ = o¥
Logo
a B .
Q = (B-8)
—g* a*
com aa* + Bgg* =1
Seja agora o operador
b4 x-1iy
P = (B—g)
X+iy -2

onde x,y,z sao as coordenadas de um ponto no espago R®. Suponha
que P seja transformado por Q, atravées de uma transformagéo de si-
milaridade

P' =QPQF | (B-10)
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Como P'= P, P & hermitiano. Também, o trago de P &
nulo. Sendo o trago e a hermiticidade de uma matriz invariantes por

uma transformacao de similaridade, deve-se ter que

z' x'—-iy!

pi (B-11)

x'+iy! -z!

0 determinante de P também e invariante sob a trans-

formagao de similaridade (B-10). Como esse determinante € menos o

+ ”~ ~ -’
comprimento do vetor r = xi + yj + 2zk ele e invariante por uma

transformagao de ortogonalidade. Assim a igualdade

Pl = [P'] | (B-12)

sera reconhecida como condigao de ortogonalidade.
A cada matriz unitaria Q no espago complexo bi-dimen-
sional devera existir associada alguma transformagao ortogonal no

espago tridimensional ordinario.

Considere B a matriz de transformagao ortogonal

x'! = B x
e Q1 a matriz unitaria associada
| S P +
P Ql Ql
A matriz de transformagao ortogonal
x" - A xl

esta associada & matriz unitaria
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P" = Q, P! Q;
Agora,

x" = Cx = ABx
e

P" = Q,Q,PQ]Q}

+ + + - . -, . ~
Como Ql Q2 = (Q2 Ql) e Q2Q1 e unitario (pois Ql e Q2 0 sao)
entao pode-se tomar Q, = Q2Q1 que esta associada a C.-Assim, a
correspondencia entre matrizes unitarias complexas (que formam o
+

grupo SU(2)) e matrizes ortogonais reais (que formam o grupo O3 ,

para determinantes + 1) e tal que qualquer relacgao entre as matri

zes de um conjunto é satisfeita tambem pelas matrizes corresponden

tes do outro conjunto.Mostra-se mais adiante que essa relagao e

homomorfa

Pode-se escrever os elementos de uma matriz ortogonal

em termos dos elementos da matriz homomorfa Q. Para tanto, por Siﬂ,

plicidade toma-se

x+ = x+1iy
(B-13)
X_ = x-1iy
Entao, como P' = Q P Q' segue que
z' x! a 8 z X § -B
P! = - (B-14)
x! —-z! Y 6 b -z -Y a



Da igualdade acima obtem-se

x!' = 2v62 - Y° X + 'sz
+ - +
X' =—2aB2Z + a x - 82x+
z' = (aB+ BY)Z —-ayX +  Box,

ou de forma explicita

X' + iy' = 2ysz  + (8% - y?)x
x' - iy' =-2aB2 + (a2 - 8%)x
z' = (a6 + By)z + (By - ay)x

+ i(8® + ¥¥)y

- i(a® + 8%)y

+ i(ay + BS8)y

38

(B-15)

(B-16)

(B-17)

(B-18)

Por outro lado, a transformacgao ortogonal de um con-

junto de coordenadas (xl, X,

i=1,2,3

x3) eR® é escrita como

(B-19)

obtém-se X' somando-se (B-16) e (B-17) e y' subtraindo-se (B-16)

e (B-17).

Desse modo, os elementos de matriz aij

termos de a B y & sao

de (B-19) em
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r'l 2 2 2 2 i 2 2 2 2
3 (a?-B2-y%-8%) E(°° -B —y"48°) (vyé6 - aB)
A = % (a? -2 +y2-62) %(a2+82+yz+62) -i(vys + aB) (B-20)
(BS - avy) i(ay + BS) (a6 + BY)

Os pardmetros o, B,y e & s3o chamados parametros de
Cayley-Klein.

Mostra-se agora que o morfismo existente entre os gru

(9)

+

3 . De fato: A operagdo de SU(2) sobre

pos O_. e SU(2) é sobrejetor

uma matriz P é dada pela transformag@o de similaridade

p' = QP QF (B-21)

Por outro lado, a matriz

z x-iy

X+iy -z
pode ser escrita em termos das matrizes de Pauli G1r Oy e T4
P=Xo0, +yYyo.+ 20 (B-22)

bem como

P' = x!' o, y' o, + z' o (B-23)

Considere-se agora a matriz de transformagéo

ig
© © (B-24)

0 e—lE
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Essa matriz é obtida escrevendo-se os parametros de

Cayley-Klein em fung&@o dos dngulos de Euler. Nesse caso particular

para rotagdo em torno do eixo z.

Como P' = Q P Q+, fazendo-se é transformagdo de seme-

lhanga sobre cada matriz unitaria tem-se

Entao

De modo analogo

Tomando-se

+ +
x'<& + y'02 + Z 03 = Q¢/2xolQ¢/2 + Q¢/2y02Q¢/2 + Q¢/2z03Q¢/2

obtem-se

Logo, a transformagao unitaria Q,/

RZ(¢).

, 0 e21£
QE =
-21
150
o Q+ = X COS 280, - X sen 2&¢
1 Y T S 1 2
+
y o, QE = y sen 2501 + y cos 2¢g °,
+
z 03 QE'.— 4 03

E = ¢/2 e da igualdade

+

X cos ¢ + y sen ¢

-X sené¢ + y cos ¢

5 e equivalente a rotagao

(B-25)

(B-26)

(B-27)

(B-28)
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A correspondencia

| el¢/2 o cos ¢ sen ¢ O
Q = +«+l-sen ¢ cos ¢ O =R _(9¢)
/2 —i¢/2 z
0 e o) o) 1

nao e uma correspondencia uma-a-uma pois como ¢ em RZ(¢) varia de

Oaz2r , ¢/2 em Q¢/2 varlaAde Oar

Assim,

Rz(¢ + 21) = RZ(¢)

_e+1¢/2 o
/24 : = = Q0
-ie/2
0] -e
Logo, tanto uanto = - correspondem

+

3 e um morfis-

a Rz(¢). Portanto a correspondencia entre SU(2) e O

mo sobrejetor.
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APENDICE C

A DEFINICAO DE SPINOR SEGUNDO CARTAN

Sejam E3 espago tridimensional e (xl,xz,x3) um vetor

isotropico, i. €, de norma nula. Pode-se associar a esse vetor

dois numeros Eor &1 dados por(lo)

_ .2 2
3158 "5
R 2

Xy =728, &

cujas solugoes podem ser dadas por

(C.2)

€, %

I+
—
|
»
=
!
[\
-
o
N
—_

Observa-se que ao rotar-se o vetor isotropico em tor
no do eixo xs , de um angulo a, (x; = i %,) € multiplicado por
e 1® & de (C.2), a quantidade £, & multiplicada por e ia/2

Assim, se o angulo de rotagao & 2m , o vetor isotro
pico volta a sua posigao original enquanto que EO fica multiplica

do por -l.
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Disso segue que nao & possivel fazer-se uma escolha
consistente de sinal que valha para todo vetor isotrdpico de manei.
ra que a solugdo varie continuamente com o vetor.

Desse modo, Cartan define um spinor (Eo, El) como sen
do uma classe de vetores isotrOpicos "dirigidos" ou "polarizados".
Uma rotagao de 2m em torno de um eixo varia a polarizagdo desse
vetor isotropico.

As equagoes para a diregao isotrdOpica de um vetor as-

sociado a um spinor pode ser dada por

I
o

EO x3 + El(xl -1 X2)

(C.3)

fl
o

Eolxp + 1 %)) - & x5

de tal maneira que se pode associar ao vetor X uma matriz
(x] = (C.4)

que tem propriedades interessantes de verificacao imediata:

2
| 1x] |

E]
il
|

i)

=
[
~
s
"
—
N
I
—
[}
[—
.
"y
N

onde |I] & a matriz identidade

iii) X .y = = {[xy] + [¥x]}
2
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