
O OPERADOR VE EVOLIIÇAG TEMPORAL E A 

FUNÇÃO VE GREEN PARA O POTENCIAL 1 /~ 6IDHIENSIONAL 

Car~cfidato: 
. p .. / 

HamA..lton i'"eJrmano avao 

ju.Jho/19r<z. 

TC.he. ap!tue_ntada. ao Inõf)tu.X_o rfe 

F:(J.:,,{c_a "Gúh Wa-taghi.n" ria Un.íve!!:, 

~J1rlade_ EJtarhwJ rfe rampÁ...nM, c_omo 

paJLtc. do-5 Jte_r 1 uÚÁ.~t0-5 pMa a 

obtenção do oh.au dr_ lfe~Jtke. e_m 

(' -<.êJrc.ia..s 



SWdMARY 

lltLi'hútp tlw ope/u:ttM o~ ~te_mpoW ('tloi'u:t~on a11d 

t/te me:t:/wd OÕ ÜJne_ otr..de/Ún0, thr, pflO[:lctÇJMOIL5 ~Ofl a {fle.(J_ pah.:tkc.Jie_ and 

riM a ilaJwJoMe o-sW.1a:tofl Me c.atc_rda;tr_d. 

Aüo, a c.on11e_c;Uon be_fttleen the ptr..opagat:oJt (,o!t a 

b-i-cümeM-ional po:tentJ..aJ: on:·---the type 7 /!t and a p!topana__tofl o~ a bl-

dimen-s-ianal. haJrmoiU.c. Múeia:to!t ;;., utab.CMhe_d. 

Th!touah an arlequa---te tJtanJ..>;ÍoJ1Jna.úon o1 c.o-

O!tCÜrtate-6, :the ope_~ta__ton_ o6 :tempor..af C).Jotu.tlon 6oJt a pn.obl:.em wi---th a 

po:te~ 1 jfl J..;, !"AcwA loJrmr d -úrto an opeJtatoJt o6 tempo.lt.itt evo}(ution 

6'atr.. a haJUnovUc. o.6e-Lt.ta---toJt whe!te_ a deX.eJ!m-ination o6 the. pJtonaga:toJt ú 

dane u.t{lj_zlng t:he_ ;te_chnique.· 516 .timC/iOJtdvi.inÇJ. ., 

A.€;., o, an addilion :the_oJtem, ~o!t thc 

Le.ge.ndlte óunc.tion.6 ú de.monJ..>:tJta:tc_d, 



RESUMO 

UtLU.:avidO-M o opr!tado!l.. dr e.vofuç.do :trmpoJtaf e. o mP.:torlo de 

O!tde.rJaç.ão -tl?mpcnal, caf.cufa-M. 0-:'1 p!l..opagadoJLC.-:'1 pa!tct uma pa!t.tlcu.Ja Uv!te e. pa!ta 

o o -:'I c.-U'.adon hMmÔ rt-(_c_o • 

Eot,1be-fecr.-flr, :tambim, a c_onexão evd!te. o p![opagadoJt pa!la um 

pr:ten.cia-f bJ.dAme.Miona.e :tipo 1/11. r. o p!topagadOJL do Obrilado!t haJtmÔf1Ú.o bidJ.­

meM.iona1. 

A-tJtavé.~ dr_ uma :t!W/1.6 6ollmação ade_qu_ada de coO!I..dr.nadM, lJtanó-

6ottma-Je_ o ope.JtadOJI di.'. e.vo-fw;ão tempo-'Lat pM.a u p!tob-fcma do po:tenci.aY 1/11. em 

um opeJtadoJt de e.vo.tuç.ão te.mpOJutf pctM o o-:'!citado'L haf!mÔnúo, onde_ a dele!l.múw­

ç.ão do p!topagadoJt é 6úta, uUlizando-M? a ti'cn{ea de ondcnaç.Cio :tempoJtaf. 

Ve.mon-:'J.tJta-M., :tambêm, um tconema dr adi.ç.ão naJra .v., 

MMciada..& de. Le.gendh.e .. 
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INTROVUÇÃO 

O e~tudo do mov-i..mrJ1to de uma pahtZc.ufa na rf1e))CVJÇa d('. um po.tc.!::!_ 

Ua.t ce.nt/trU te.VI!. um pape{' Jmpol!..tClnfe_ no deM!J1I.!Ol:vVnenJo da me.câni.c_a quâvLtúa. 

O modeRo MÔmú.o de. BohfL paAa o á-tomo de_ hJcVwgên-io de.~.>c)r..eve. o 

á-tomo de. wna 5otuna bct6tcu1te .<Súnpfe,!J, onde o mov)me.nto do e.fi:t![o11 M dâ pe.fa 

a.ç.ã.o de um po-te_nUai eoufombiar!O, ce.ntJt.af, ge/tado pe.fo p!u5:ton do nÚcJ'e.o do áto­

mo. hM peJunl:te. uma o)_mp.f M e x_pücaçã.o deu naJ..CLó e.MJe.c.:t~ do átomo de IUdJlo 

g~nio. 

A de.duç_ão de uma cquaçao dLnâmúa trah:a dr?M!trW'-'" o átomo de. 

fúcúr.og~ru·.o iJol.. Jte.a.fJ...zada pai!. SehJtlJcUngeA ( 1), e.6tabe.l'eJ2e.ndo uma e_quaç.ão de au:to-

va.f.Olr.U paJta a de.M)U .. ção db1âm)ca do átomo de lúdh..oqê_n{_o 011de OJ au:tovaRohefl de. 

Mne.m O!J rúvelh de CJ1.e/r.g-ia e eonoe.quente.mente_ a.6 di6eJte.ntu Jta./a.-s e_!Jpu,_rnaJ.J.J. 

E!JM. equac.ão, conhe_c_lda como equação de .Sc_f1f1.8dlnge.Jt, r gene.f1.a­

liza.da. pM".a. ouVto~.> .6..Ló.trft1a.ó d--lnâmú.o~.> e paJLfJ.cu.ta.Jtme.nte_ quando auRlc.ada. a um 

.6-iA:tema .6ujeLt_-o a wn po.:tcnc-i .. al .tJ._tJO oM.i.tadOJt ila.JtmÔiúc.o, tr.e.veJa a c.oMeA:a quan­

tização do-!> McJ..f.adof1.eA de PtancJz, _.z,upo~.J:tof. IW e.xpV.c.açiio da f1.ad--laç.ão do cMpo 

ne.gno. 

c.o .oao de. _qJtande. -impoJ·c.tânc..{.a no eonfe.x.to da me.câfUca quânU.ea. 

8c.lmH cüngVL (:'?) mo-!> .tJto u qw-' ex Ü:tr! uma c.oM xão e_nUu:: oh au.:to ~unç õ c_~.J 

na p!te.~.Je.nça de um po:tenU.ae c.ou..C.omb-iano e_m cooJr.de.nadM eJ.>pacJ.a.M. 

Cm 1941, 

J[adLaM de 

M. a{qe.btic.ame.n:te. a equaçao Md.útf r:fe Schn8d.Lnge_Jt paJr.a o po.tenc..<.a.t c.ou.fombiafw 

t!fidime.Mi..ona.f numa e_quaçao 17acü.a.t pa!ta um oMJJ:.adon haJr.môrú.co, com o.6 nZveú 

do átomo de. hi.dnogê.1ú.o Mndo exp!teM0-6 e.m Áunção do-6 rúve).-6 de. e.nrf1.gi.a do o,;~,cJ.-



A rúvc.i. de 6unç.ão de G11:ee.11, que. ~ ou.t/ta 6otuna de 6azeJt quan;t{ 

za.ç.ão ( 5) Br~Ua:ndi e C a e. ta11o ( 6 ) mo4VtaJutm a e.x.J...4-tê ncJ.a deA4 a c. o noéi.o em t:e.tunM 

No c.ovúexto da FL~ú.a Mo..te.miit.ica a 6unç.ão de. GJte.e.n Jta.cfiaf'. pa-

Jr..a o pote.nc.-úte c.ou.l'.cmbiano ou pa...-'La o MW.ado!r. ha!1.mÔrúco &o/ e.x.au<St..ivame.nte. ~ 

t d d C ' d Of. . (JI "' 'i ~ Co ' ' i . . u. a a poJt ape-~.a.!i c A .. Ve.{/La como [Jm U-{ goJ(--{. mo l'l' C'M.CI.t-Lo paJta c eJ.,~ w o 

GJr.e.e.r1 e ell.tabel.ece.u-u vwvM Jtr.piu:Aevltaçõr-6 .{ntrgJta.(;., c. :tr.oJ(ema.o rle ad.ú,~ão pa­

Jta. a.& ~w1ç.Õe-6 hJ.pe_n.ge.omü!U..ca-6 e. pcuu.1.. M h,[peJtne.omé..tJU.c.a6 c.o~t6.Cu.e.ntM. 

tottlió e não .60me.nte. en.:tf1.e. cu. !l.adi.a.L~. pe...f.o mr.vto-6 HO c.a,so bldJ.!IWn6i.onaf. 

I.t.MJ é be.J.:to u.:t.JVzando-M!. o ope.11adcJt de. e.vo.fução te.mpoJtai da 

mec.â.nic.a qu.â.n.Uc.a., que. pCJtmde. ellú.nde/1., tambêm, a c.cne.xao a n1VI?1. de_ pMpaga-

doJt., ou. .6eja, 6u.nção de. Grce.e.n de.pe.nde.n:te do tempo. 

A deflJ.nf.ç.ão do ope/r.adon de. e.vof.u.ç.â·a .tempO!ul-C. da me.c.â.-H'c.a qua.!:!_ 

tJ.c.a( 9), -6uM pJr..opJt.{.edade.o e. atgwna.o apf'Jcaç.õe;.,, vra dl? . .trtim.Úiação de p!l.opagado-

po.~M ·um po te.ncúl elo 

.ti.po 7/Jr., u:ULLzaJ"!dO-M' o rJ-'u'pagadoJt JWfta um potrucíai' n? ~az-·M, no cap.U!!: 

.f.o II, um t~e:tJw.6pr.c.to de c.omo sr. c.cü.c.u.fa.. o p!r.op(!,gadotr pa!l.a o ou.JJc;rloJt iwJunônJ 

nação .tempo1raf . 

Uma aplic.aç.lio cio ope/'..adotc dr. e.vo.tuçiio .tempo-'La.t em F.WJ...ca ,\late 

ma.t.Lc.a e o.p!te.6e.n-tada HO c.apüui.o III, o mie_ deJMIJ-HM-Je o .te.ofLema de GJ(a~fÍ pa-

!ta a..-! 6unçôeh de. Be..Me-C modJ 1J...c.ada de oir.drm zr?lto. 

E, 6buU'.me.rrte, no c.apZ:tt.LC.o IV mo4.t!ta-M. c.omo e.J.tr.tbele.c.c.n a 

c.onexão e.ntJte o.6 p!topagadoM,s bJ.d.J.menJlona-0, pa!r..a o pote.nci.at :tJ.po 7/Jr.. e. o 

-2-



potencial do o~WadofL h(!)VnÔrúeo üo~f!r.Õpúo, a M?.auj_Jc demon!JJca-,.)e um tC'ofLema 

de adição paJUt M 1unçóe/) aJ,.sociadM de. Legendtu!. 

ApfLeJC.nta-M_ :também a,s eOYid'uúíe-5 ('_ di---6cu;t('-M!. M pOM-Lb.LU_­

dadu de. erte.Mão da conexéío rJa!W. uJWb.C<?mM em dj_meMÕe,,s maJ.oJte.,~ do que. doú. . . 

-3-



I. O OPERADOR DE EVOLUÇÃO TE,\WORAL 

tema pode_ M/t OeJJ:o mruUo.n.te_ dua~ !tC.p!tC-5e_ntaçõ"M peJ:~vi.tame.n:tr-h c__quj_vaf.e_ntr_~:a 

de Sch!ttld-inge!t e a de_ HeüembCJtq ( S). 

Na nepJte.M~I-taç.éio de. ScludJcU_nge/t., e.~-turia-M a e.vofução 

Jr:a.t me.diaYlfe. uma equaç.ãu de nu.tovafoJr.eJ.J, em r1ue a rleprJ1dênc;_a tempoJra-f apa!rrce_ 

e.xpe1cJ.-ta na ~t.o-1ç.ão de orrda e. o-6 opeAadoJr.C/.! -6ao i.nde.pr.mfenteA do temf'Jo. 

do .ten!pO . 

Mnta.ç.ão de. HWembeJr_q, a.tnaviE-6 de uma .tJt.ar1-Ho-~maç.ãu de e.qu;_,,afí!l1cia. O opeJr.l!:_ 

do!t qu.e Jteaeúa e-hta tJtarw~oJtmaç.ãu e. o op(U!adoJt dr e_vofuçâ.o frmDoJraf-

paJut o-6 c.M0-6 da pa.JttJc.ula .tivJt.r. e de urna pWLt2cu.fa nn rJte..\rnca de. wn pn.trn-

A. DEFl Nl CÃO 

A i.nloJt.maç.ão dú1âmica ct.'npfr.ta dr_ um J..ü.trma ouâvJ.Uro cM"(i 

co11.Uda no ope.JradOJt. de cvofu.çiio trmpoJt.nf, r1rre. c: rfe kú1i do e o mo (9 ) 

I 1 • 1 I G[.ti e.xp{ -il-lt/td 
~ 

OY!de. H e o ope.Jt.ado!t hamJf.tonJano , c_om (11-,'/3 :t 0, :te o fCíflPO C. ti (' a 

conHa.nte. de PCa11cl:!. 



E~~~M ~O-'I.ma paAa o ope.Jt.aduf1 de. e.vo-tução ~tempoJtat apaJtec.e_ quan­

do M. co;MideJta 6wtçÕM depr~nde.n:t,<-J do tempo c_ de.:te/1mi_na.-M?. o ope_naáon que. qe. 

!ta M tJtaM.faç.Õr..c'. l_nfl,tnttc-:o{_maL~ no tempo 

~ 

G i.p(t:)= 1/!(:t:+M) 

toma:ndo-~e. 

D-1 
c.xpr- TI fltf 1)J l fi . 

O ope/t.adoJt de e.vof'ução .:trmprJr.al' apaf1C'C(' como uma ,:,ofacão ~(!Ir 

11.21 11 8 I tI 

~oJunaç.ão de e.quiva.Cê.ncia: 

{I • 3 I A {ti C{t) A c 1{ti. 

11 • 4 I 

V a e.qu .. aç.ão ( 7 • 1 ) ve.-J e_ q-ue. o o peAadGJt G (.ti -6 a.:t..L-s !,az a -:o 



I 1 • 51 G i O I "' 1 

onde l e o opvw.dcJ!_ i_drn-ttda.de_ 

I 1 • 61 

(1,7) Gltl G'ltl I , u_ 1-1 "i he/wú_;t; ano. 

da a GCt). 

B. REPRESENTAÇÃO VE G[il EM AUTOFUNCVES 

I 1 • &I E I" > n ·n 

undo {j1J1
11
>} um c.onjuvd:o c.omptU:o de_ au:toe.fdado.s de.!-/: 

I 1 • 91 l. ';I, ><lft I 
!1 '"H .,..11 

I 

e. o!t.tonofl.mal: 

I 1 . 1 o I ó 
<7 ,m 

e.q. ( 1. 1) e IJ..tj_J úando-s r. a JteJ_ação dr c.ompfete :::a, eq. ( 1. 9), bw-M: 

I l.l 1 I 

c. orno 

, , :,!, ><':' I fií ~ 1 '~"'ii '"r!' 
exp (--<lU /11) I& '"' I m ·m· 

IW > MD au:tovdado-6 de. Fr, tem-be_ p.~Jta. o e-Ce!Pf'n-to de. mcú11ú:: 
m 

--6-



r_w(··-lf :t11il <c'
1
' l1·'' > ' m · n Ym 

ex.p( -/Em:t/11 I ,~ 
H, m 

pO!t.f.an:to 

I 1 • 1 21 G I ti 

~ 

A e_xp!tU~ão ( 1.121 de.fr(ne. a e.xpanilao do opeJtadoh.. G(t:) em 

t.Vtmo.& de. au.toe.õta.do.o e. autovaloh..M do hamU::toniana H. A Mma J.JobJte_ 0-6 e..&:tado4 

comp!te.eJ1de. tanto a Mma J.Job.'te. o.o eJ.dadoJ.J CÜ!.>cJtetM eomo J.Jobne. oi.J e;.,;tarfoh con­

Úf1UO.&. Nut.e. ÜLUmo c..aM a -!:.ama de. v e. M.Jt .6ub-6.tUu2da poJt uma inte_gtca.t. 

A .bcgul.Jt ob-teJt-M.-â. f;(-t) numa ft_Cp!LeM.f1.taçiio de. cooJtde.nada;.. 

de po.&J..ç.ão. Se.ja Q o ope)wdol! de_ pM>i..ç_ão e. lq> wn c_onjunto compf.r.:to de au:to­

e-6-ta.do.& de. q, 

(I . 1 J I 

com a no4matizaç.ão 

<q I q, > " G(q-q') 

e. a Jr.elação de compfr__:te.za r.xp!tMM poJt: 

~ 

11 • 141 J I q><q I dq I 

. Um ve:to!t IW,? pode -6eA ob.tÁ.do na Jtr.p!te..ôentaç.ão de coMde.na-

11 • 1 5 I 

A p!t.o j e.ç.ão a 

~ 7 ~ 



~u.nç.ã.o de. on.da. do .61-6te_ma: 

11 • 161 

<>lo ,l,jJ > 
'~'n' ~ m 

"' <q lt)J > . n 

da c.o n.cü.ç.ão de. oJr..to no~'tmat.Lzação o btêm-.6 e.: 

ou 

11.17) 

11. 181 

<\(! I \jJ > 
nl m 

<;!) I "I > , li ~ m 

Obti!m-M_ (i opeMtrloh dr_ cvoJ'uç.ão trmpo!la{' 11wna !lcptu,_M~ttaç.éio 

qu.e de.6-{.ne. a função de Green dependente do tempo ou propagador, 

. 8· 



lembJtando-M. que.: H [1~ > m E I!Ji > q_ u..:f:M.izando-M a e.xpJte_Mão (1.10) :te.m-m m 

ou 

I I . 19) 

c.ooJtdenadM, 

Vcu e.xp!ll?ll~Õe~ (1.6) e_ (1.18) ck:teJr.m{na-M a M-tJw.-tu.Ju:< rfe 

gJtu.po de. G(t) na Jte_p!zei>entação de. c.oo!tde.na.(1Q-6 

<q2!(;(t1+,t7) [ql> 

<rt 21G(t2l ékt 7l lq 1> 

i.n.õe.Jtútdo-M. e.htado.o c.ompl.e_.to~ no M.gundo membho obtê_m-M 

[1.10) 

ou 

G(q 2,ql'"tl+.t2 ) "Ii! clq dq_' dq'' <({ 2 [q"> G(q",q_J:
2

) 

·G(q,q' ,t1) <q' [q7> 

~l...zando-M a c.oncüção de 110/[maUzação <q'!q> "'O(q-q') ob:têm-fle 

[UI) 

-9-



Vo ponto de v~:t:a. do apeJLctdoJt rfe_ e_vo.tuç_ão tempoJtai, ermhe_c.e~n0~ 

Jte o pMpagadoJr.. G(q1'q 2,t) deJc.Jr..c.ve-Je., :tamb(i'_rn, o eJJ:tado dinâmJ.c_o do .6-illtema 

paio pode.-u. de.te.Jun-i.na_,'z. :tanto o Mprzc)?w de CJ-'lehg-ia c_omo tU atLtotunç.ãv., de H. 

indrzpe_ndeYl.te do .tempo. E6.ta 6unção ê ob-t:J.da, c_afcufando-M. a :tflanJ Qo!!mada de_ 

Lapfac.e_ do opeAadoJt G(t:), ou_ ,t,e_ja: 

11. 221 G[cl 

u.Wüa.ndo-Je_ a e.x.pJt('Á-&Zio ( 1. 1), tem-J.JC_ 

Gl cl 
00 ' " <Jh ! exp{,ü/'ltlfl -cll cLt 

" 

11.2 31 ais! 

11.241 

do. 6unç.iio de. G.!Lee.n independente do :tempo. Conhec.endo-.6e_ e.MM pato-&, a e_x.pa~ 

úio da 6unçã.o de_ GJtrzen eJn :totrno deA:tu pof.oJ {JoJtncc.e. M au.fo!,unç.ÕMt 

C, APllCAÇOES 

C.1 PROPAGAVOR PARA llf!A PARTTCULA LIVRE 

vlte, u;UJ'J.zando-.óe_ o opr~!!.adoh. G(:t:). 

O hamlf_:toni.aflO )XUta a pa/f..Úc.u.ta üvhe e 

11. 2 51 fi 

-10-



Sejam M a.u.tot)urrç_Õ.u. do ope.!i.adoh.. de_ momento p: 

eom !dp lr><rl 

Na !tr~ptLMc.ntaçiio de_ eoo/i._rle_nadM, M Clnto6wwõeJ.:. ,~ão(B): 

11. Z6 I <qlp> 

Na Jtep!te.J.:.entaç.ão de momentoJ.>, o p!topaparloJt é da elo po!t 

'" 

11.171 

.tem-J.>e_: 

-11-



11.29) 

que. e o propagador ou função de Green dependente do tempo pa_tca uma paJr:tlc.ula 

Uvk.e .. 

da. e.xpJtu.oão ( 1. 29 J, 6aze.n.do-.oe. a pkodu.tôJt-<-a dM 6unçÕeA de G!te.en wúr:U..meJ1-t.-Lo­

naM paJta cada. gMu de_ .U.be)tdadr., ou M .. ja, 

(1.30) 

onde. 6 e o 1Ú.Ünvw de_ gJtau6 de. e.J..beJ1.dade_. 

No-te,--õe. que_, na e.xp!t1?2.>.0ao ( 1. 29), a e.xpone.nciai. contém o te !L 

mo fA(q 2,q1':t), omte. A p a aç.ão cliiór...Lc((, 

C. 2 PROPAGADOR PARA O OSCILAVOR HARAIONICO UNinHIE~S!ONAL 

[I • J I I 

onde. ]J 

-tC.11h6 e.: 

Como uma .oe.gunda apRA.caç.ão do mr:;todo, ~ c_al_cu{a-M_ o p!topagadoJr_ 

O hamW·orUavw r,xvta Cl>.te .oú te_ma ( S) e: 

I 2 2 2 jJW q 

e. a 6Jtc.quênc.t.a dl.'. oJC)_f.ação. 

o.ocJ...tadoJr.. 

Ehc/f.e.ve.ndo-.6e. G!-t) na Jte.pJtUen:tação de. cooJtde_vradM, e.rr. 1. 19, 

-12-



A bunç~âo de or~da rio o,sciladoJt haJtmôn.-i.eo -Wo:tMpJ_c.o dc.v.idame.ft­

:te. noJuna.Uzada e: dada pO!t ( 8) : 

( 1 • 3 2) 

11. 33 I 

com n 0,1,2.3, .. 

(7.19) -tem-.&e: 

li. 34) 

He.Junite_ 

[I, 35) 

(I. 36) 

f = (n-1-l/2)11w n. 

r (2 11 n~)-l r.xp(-luttn) 
rt=O 

que. e_ a &unção de. Gnce.n dcpcndrm:te do :tempo ou p!topaaadoJt unirlimeJtf>-ÜmaP paJw 

uma pa!t.Úc.ui.o. na p-'Le.6cf1ç_a de. um pot:e.HúaC tipo oM)f_adoJ1. haJW1Ôvt-ico i-óobtôp.i_eo. 

- 1 3-



A 6w1ç.Zio de_ GJw_r_n o. wna dJ.mr.núio quoJ'_qu.eJL é. ob.t,Zda tazendo-M. 

a p!LodutOJU.a d_cu, fiunç.Oe-6 de Gne.e.n w-U.dA..me.,11>-ioncU-6 peuut cada 0hau. de_ Ube/tdade., 

ou .6eja: 

11 I 2ú.Mrnw~/wwl-n/Z · 
n= 1 

e.xp{~2.6e.nt<Jt/)JW)-n C(qL+Q~I1)c0.6wt- 2q7v87n]} 

onde 5 e o n.Wnvw de_ gMUl> de Ube/tdacfe.. 

-14-



II. MÉTODO VE ORDENAÇÃO TE/.fPORAl E O PROPAGADOR PARA UM OSCILADOR HAR,'-!DNICO 

Nc..o/e c.ap,Ltu.Co, é~atcu.fa-M o p!t,opaqado!t pa;w. um o,:,c..LUtdoJt ft~J.!!:, 

mônico wU.dJme.n..6i..ona.t. U.6ando-M! o ope)r_adof[ de e.voluç.ão -tempokat, c. a 

Cnfctd~a-M. o pJtopagado!! LLt"Jf.J..zando-M a .téc.ni..ca de. câl:.cuJ'_o de 

opeJtad(J-'r.e.O de F('Jjnmam·l ( 12 ), conhe<>i.da como mE.torfo de otrderwç.ão lempo!ta.C. 

o elemento de. ~1'1a.t!tJ.z rio opr.!r.adof1 dr rvo--fução -trmpofla.f 

I 2 • 1 I G(q,q',t) <q'IGU) !q> 

IUI H " ~"tlw(P + Q) 

com 

O opel!adoJt de. e.voú<ção ;tempo!r.al n.ao ppde. .6CJL ehc)r.L:to ,:,impi.e<'>­

me.nte. na 6o!Una de. wn ;:»wdu;to de e.xponen-c).a.L.o, poJA of> ope.hadoJtei.J I!J1Vofvi..do.6 no 

compte.to.o de. etdado.6. 

ma de Desembrulhamento da Exponencial. 

~ 

Ne-õta .6-W.temii..Uca, :toma-M. o hronU:tonJano H, como {)w1çZío de. 

H c H(!), 

com À ddini.do nwn -i.nte_Jtvafo -ZHMnUM.<.maf, a < ),_ < T, c.omo um p1wrfuto de. 



de.ndo a -6 u.c.M-6 ã.o de vaC M.e-6 de ). , oJtd rmrv/o-6 no J...nte.Jtva.C o (a. T J • 

m<..nado Expans ional e de {úU: do poJe 

12. 3) 
fcCA H(\) 

E 

=- I + 'f Exp(n) { { d\ H(\)} 
n•l 

onde tl.6a-.&e. a Le.bta mcúiMcctú'a E pa!La d-i.6r.Jte.ru.'iaJt da J:e.th..a e. n-ú.11Ú6cuf.a,qua~ 

da da no .tacão da e xporw.nc-ia-t. 

Com H(\) na óoJtma H(\) 

Jt.adoJt na: .6 eguin-te. nomna 

[2.4) Exp{ (/d\ [FIA)+ Gll.l]l 

-
A cAÚnc.La de.!J:te. mê-torlo c.onú.ide_ cm Mc!Lrvr.Jt u openado;, G(tl 

numa fÍO!Una Çl.esembrulltada, catc.ul'.avtdo·-,;, e. o ope_tLado!'i. d~ J"JulnA (,o!'!maç_ão que YW-6 

pe/r.mU':e. eAcAe.veJL Gil:) c.omo um ptLoduto de. /JL!i.-6 r.xpol'l(:.nUa..ú. _ 

PaJta o ccu.o do 0-6c.d'adon hMmÔnú.o, ut{_fizando--6c. a cxp!Le.-6-

-6ão (2.3), eACJt.e.ve.--6e. G(.t) como: 

12. 5 I iii ti -
cxp(wt{P + Q) J 

12. 61 T(a,T) Expl &T d) {P + QJ] 

c.am \ = wt. 

.. ~ 6--



~ ~ 

12.7) Exp{{d\[P+Q)) 

ou 

12. 8 I TI\) 

A CXfYWJ.,hao (2. 7) pode_ M)! Mc.JU.ta na l.ol!ma 

12.91 Tl\1 

!11\IQ ·•1\IP ô -ai'IP -r,r>.ln ]l 
+~'(~)r' r·"' ~c·· C'-

Ca-Cc.u1.a-.6e. a.6 6wu;.õe-<> 6(1-) e. n(À) u..-Wi.zando-De. Oó opeJw.-

doJtel> P, Q_ e. R, onde. o opeJt.adoJt R u:tá de.MnJ .. do po-'t 

12. 1 o I [Q, PJ 1 +., 
' 

~ 

R 

[Q, R] ír,Rl . ~ 

-
-2P 

UtLtizando--6e v.d.M !tl?.(jl!a_,.'. de_ comul:aç.ão r;wJ.J;fAa-J.Je_ qw'. .6ao 

vâ..U.dcu M .6e.gtUnfM tte.f.aç.õc .. \ 

~ ~ 

-).R Q~ ).R 
('_ e. "' 

- 1 7-

- 2!. p e. 

e Z.\ n 



~ 

->..r e\P 
~ 

e R R + 2\P 

-).Q R 
~ 

('_ÀQ -e R ~ 2)/!. 

( 2 • 1 1 ) - )Ô p ·n - - 7120_ e. - c;, ..... p )R + 

-
e 
-)P 

Q e\P Q + \R + ) 2fi 

Sub6,fuu.Lndo-M_ M !u!.lm;:"ô.ei, { 2.11) e_m ( 2. 9) r_ c.ompa.Jtando-l.c_ 

com (2. 7), obtê1'11-M. o .6e_guúrte_ c.onjunto dr. e.quaç.õu pMa. M ()uvrç.Ô.ri• 6(\1 e nL\) 

I 2. 1 31 TI\) 

jl\1 "~"" )/2 

g(\) = .6e.n .\ 

-e.xp{(;tan!JZ)ÔJ e.xp{(.6e.1'!\)P} exp{(Xan\/2)Q} 

A e.xp!Le..óÚio achna é. a &o!Una desembrulhada paAa o upe.tLadoJt de. 

e.votu.ç.ã.o -tempo~t G ( t), po!r.tanto o p1wpagadoJt é_ dada poli 

12. 74) G(q,q' ,:\) <q' [TI\)[q> 



12. 75) A "' exp Ctmü I 2 I !?. 

12. 16) B 

<'ilcJtr.vc-Jc. pa.Jta a e.xp!l.r.óúio (2.13) 

<q' [ÂBÂ[q> 

G(q,q' ,!..) 

ou 

12.17) = f dp Jdp' fdq" Jdq'" <Q' IAiq"><q" :p><piB!p'><p' lq"'><Q 1
H IÃiq> 

utilizando-6e M e.xp.'teMoe-6 (2.15) e (2.16) e_ CembJt.ando-M (2.2) ob:têm-M. 

12 • 18) 

12.79) 

12. 20 I 

G(q,q',;.) 

<qlq'> 

<PI r'> 

6 ( q-q I) 

ólp-p') 



[2.211 

12. 22 I 

[2. 2 3) 

12. 24) 

te.m-6 e. 

I JlJlti z 
G(q,q' ,\) " c_xp{ (tan\/Z 2Jh q } !dp Jdp' fdq'' 

mt' '2 ·<q'lexp{(:tai1\/Z) -rn_ q·}!q"><q"lp> 

2 
•<ple.xp{(J.:>u'1\) 2 ~.}jp'>!p'><p' lq> 

2 
·Idpfdp'<q' 'p><p]e_xp{ (4enl.) ~} lp'><p' lq> 

r, ago.ta., na vo..Jr./ãvei_ p' e.sc/tC'I-'I?.--6e. 

G(q,q',ll) 

G(q,q' ,;.) 

2 
·fdp<q' lp><plq'> exp{(Jen\) ~ 0 } 

<pfq> 

7 m -J..pq I /h l.__pq/11 'M-l dp e r · e.xp{ (MnÀ) 
2 

i'nmwl 



ou, numa Do!!ma mai-6 compaC--ta tem-h e 

12.251 G{q,q, ,:\) { mw )1/?. 
2n-êfiMJ1À 

{ Jmw [I ? '?I ' " •1 l 12-xp 2fíJ.Je.n\ q +q c.Oh .. - éQQ ...J 

auto6unç.ÕC6 do ohe-LtadoJt hcuunônic.o unúlimr_H.6-i.ovw1., a paJt:t-iA da expJteoúio do 

pM pa.gadoh.., equa.çao ( 2 . 2 5) , u:tJLúando-.6!2. a 6 Ô!Uriul'.a. de Mehl.eJL pa!La. o p!to rlu.-to de_ 

6wtç.ÕM de. He/Url.Lte. 

12.261 

-tem-~ e. 

12.271 

G(q,q' ,-t) 1/2 . -1/2 {mw/'rr11) (2-<.MJ'1Wt) • 

G(q,q' ,t) 

r Jmw -
1 

1 
•cxp ;r;r-- 1 q ' uthenwt ~ 

COhWj 

(I_ e-2-i_wj)ciw//?.J. 

I W/ ". 1112 -Jwt/2 11 -2Jwt1-l/2 mnn lt -e • 

m•JI 2 , 2 I --2.úvt1 11 - 2JJJ.xt
1 

I 1 Ti cr +q e _j ' -e_ 

· UtAJÁ.zando-M. a ~\ÔJu-nula dc .'Ae.hfc!t, r_quaç.ao (I. :;5) e .tden:tifJ-

ca.ndo-M. c.om a e.xp!teh.Oiio ( Z. 27), t:em-hc. 

X q (mw/'h)i/?. fj q'{mW/h) 112 z c.xp ( -Jwt) 



R.ogo, McJte.ve-.6e pa/ra e.xpnMJ.Jâo (2.27) 

I 2. 29 I 

ou 

I 2. lO I 

e 

· /2 mw 2 2 Glq,q',.tl o I>W»/n1i) 1 cxp{- 21,1q 'q' ll 

f. (2 11 n:l·-l c.xp{-.úvt(n+l/2).f H
11

{(m:vth.J 712q} H
11

{(mw/1i.) 1/ 2q 1 } 

n.~o 

G(q,q!,t) w 12 n , 1-r;z 1 1 •
1
7!4 I 2/"•l 1.. , 11. muJ ·rrn e.xp -·mtt-'q ui 

·e.xp (-mwq 12 /2frt) 11
11

{{mwlh) 112q 1} 

CompcJr.ando-l.le a r.xp!U'Al>ão ( 2. 30) c.om a cxpne .. Mão ( 1 .19) .tem-M?. 

A!> expne..Mof'J.l acima úio, nc.õpe.c.,t{vame.nte., a. flum;ão de. onda e. 

ol.l nZvW de. e.ne.Jtg.l.a pAAa o Mciladon ho.Jimôni.c.o un-Lcü.men-t.i.onaR .. 

-2 z-



)!I. TEORE.IIA VE GRAFF PARA AS FUNÇOES DE BESSEL DE ORDFII ZEIW 

Noó capZ-tuXo.6 ante!Uofleó ~ez-M af.gumM apf--i.caç.õ~ do ope_Jw.doJL 

de. e.voiuç.ão -fr_mpoJt..oJ', cctfc.uf.ando-óe p!topaaado!tel> e moõ:tMnda-M~. como o rJ>tu.do 

dinâm.Lco de. um ól.óteJna pode MA /te.aJ'úado no pa.Jtt-tcufa.Jt cMo do McJ.tadon haJunÔ 

tU.co 1.6ot!tÕplc.o. 

O c.onhr_cúnento do p!topagadoJt impRÁc.a,;tambê:m,no c.onlwc.ime.nto c{!:_ 

equo.ç.Õe-6 de au:tovalo-~.cA, 

ç.ão da ~unção de. GJte.e.n (!, tambiJm, uma ~otuna lndiheta de .6e. ob-te.Jr aJ:, Mfuçi:ie-6 

deAULó e.quaç.ÕM cüécJLr.nUu .. ú,. 

Uma vez obtida a flunç.ão de G!teP.n pode.-M. M:t:udaJt,ta.mbêm, p!to-

p!ÚedadM dcw. J)u11çÕe.6 e.ópec),a.i.ó, :taú como !t('p!1.e.M.ntaç.õc.ó út:te.clJt.a,{.l.! e te.o!temM 

de a<U~ã) 71 • 

NrJde c.ap.Uu.to ()az-óe. uma 

deduúndo-óe um pa!Lt{c..ula/t.. ceu:.o do -te.ot.:ema 

apf-i.caç.ão p~aJta M 

I 1 o I de Gna6fl , que pe!tmLte_ 

uma óunç.ão de. BeAMt coma um ptwduta de" du.cu ou..t!tM {)unç.Õr...ó de. BeMcA::. 

I 3. 1 I [H E) G(Jt,Jtr ;E) 

onde. l-I"' f/;z, -tomado a mM-!>a m=l. 

[3.21 1 
1
~z -p z 

-?. 3-

Olfc:-~.') 

e;., c/te.ve_ft 



A Mfw;.ão na 6oJcma de_ openadoJtc), c 

O c . .feJI1l'_nto de mcttM.z de G(r), na !t('_)'JJWMntaç.ão de c.ooJtdenadM, 

ddúte. a óunç.ão d(t G!te.en, ((UC. ê ,5oJ:uç.ão da equação ( _'í, 2), ou MJa 

[3. 3) 

I 3. 4) 
+ ·> 

G(!!.,n' ;E) 

+I• <)'J )L> + -· exr(-ip·!!./hl, 

e. .tn.:tJtoduzi.ndo-6e. n.a equ.a.ç.ao ( 3.4) ob.:tê.rn-M_ 

+ -· G(Jt,Jt' ;r::) 

[3. 4) 

' .r do 
o 

- 1 
de 



00 z.,._ +2 I I -+ -++ 2Tr L d p e.xp{p /2 A:np + ip· (!t-!1: 1
)} "'rr:::T e_xp{ -

- 1-1:11P1 

13. 5 I 

( 3. 6) 

-1 
[2TI I 

? 1 s~/1 -1 
I dpo -
o 

e.xp(-

Faz:endo-.5e. a mudavtça. de vatU.ãve.-f_ P"'np(-t) trm-M. 

,-+-;o-, \ I 1-1 "" 2 t··-z GtJt,l! ;c:, = Zn { d(ts /2) exp{- ·2 

A .ücteg!t.al:: que. a.paJte.ce_ na expftei•-6iio av)na nada maJ..l.J e do 

I 14) 
que wna. 6u.nç.ão de. BvMet 1 

, Jogo 

I 3.71 ~ -· G(!t,Jt' ;r:) -
" 

No:te.-M. que. a 6w1.ç.ão 

uma. v~z que a 6unção com 

a .ó-Ln.gulatvi.dade do f.a.p{ac.iano. 

Canú.de.Jtando-M. twvamc.JLte a integJtaf dada pM ( <:.6), :tem-.óe. 

I 3. 8 I 

o~tde 

Gl -+ -+, I 
Jt,"~ ;e (' 1 -y 

'o ye-

1 2 - ~ -+ -~. 
1J = T :ts e o. e o angulo 6o!tmado poJt Jt e n • 

2 
Expand--i.ndo-M. a e.xpoM.ncÃ.al exp(~y M'co.óo:) rtwna t.é.!U..e de. 

Be.t.I.Je-t( 14 ) • 

-2 5--



( 3. 9) 

GJt.e.e.n 

(3.10) ++r J 
G(Jr.,Jr. ;r::: 

'f. e.xrU-ta) • f=-oo 

roo 1 . 
•. -c_xpl·-Y 

o ~ 

If(ck) Kf(e:lt') e.xp(ila) 

n<:t' <tr 

Compatr.ando-~Je cu. exp!tM.6Mi• ( ~. 7) e. ( ~. 1 O), ob:têm-M. 

O<Jt<!t' 

O<!t'<l1 

-26-



lV. O OPERADOR DE EVOLUÇ/\0 TEMPORAL E A FUMClíO DE 

GREEN PARA O POTE,~C!AL TIPO 1 ('BIDIMENSIONAL 

A deúUmJ-i.Yiaçíio da ~unçiio de Gh.ecn paJta a eq_uaç)io de_ Sc_h!c/:JdiVig!'A 

1-ra p!teAe,nç.a de. um po-tencia.f "i, geAoJ'meJ'vte, ~VA:a cxpfoJt.ando-<'>e_ a J.JJ.me;tAÚt do 

deu. paJtcA.a.i.-s e catc.u.{'a-.~r. a &unção de_ G1te1211 !LadúU' .. Em gclw.J:., a e.qw:~çac dUe/r.e.n­

ci.ltl tr..a.dia.t nã.o homoRiine.a e M{Ü.vel'. pe..to mé.:todo de. SJ:tLJun-Uouvi.Ue., que. c.on6iJte. 

em 4e. McJte.ve/t a ~unç.ão de. Gke.e.n c.omo um pkodu .. to de_ dUM 6ofuç.ô.c-5 .eJne_aJtme.n:te. -Ul 

dependevc-te_6 da e.quação dl&e/te.ncJ.oJ' homoÇJêrtea. 

[fJ;te. mé;todo é w.,ado po!t /{o!.JJ:f..eA ( 15 ) paJta rle:teJr.mi.vtaJt a 6unção de. 

G!te.e.n c.ou.fombi..a.V!a. a wna. d..úrwnJ.Jão qw.<tquvr.. 

BcJ.i.'andJ.. e. Car_tano( 6) mc<">fJtMam qur, a ~unção de_ Gtr..een Mdiaf P.0: 

I!1L o pote.ncútt coufombi.o.no pode. -Oe/r caleuiada tamb!Zrr1 a pa!LfJ_j/_ da ~unção de. G11.ee.n 

tu:tdiai.. do o.óc) . .fadof!._ ha/unôvU.co JJot!!.Ôpi.c.o. uma vc_z que. a equaç.ao di)e.h.enciai_ h. a-

di..a.t do po.tcJ'!CÁ.af cmLfomb-<.ano l.le h.t~duz a 1011a equação dt(!eJu.'.ncJ._rt[ de_ um oJcLC.ado!!. 

haJunÔ rúco .U. ot:.-'tÔ pie!) , a:tJwvéJ.J de wna J)mpf e/~ ;f/W/'lh (JoJtmaçíio ai. 9 i)bJ1i.ca . 

EMrh do-W mi--todo'-> de c.á1cuRo -im{I.Cic.am no cmr!JccJme.nto da ~wt­

çao de GJLee.n JUtdtaf. 

:Ve_,:,j_rz_ capitulo mo!.>tAa-.~e QW'- a {\uv;ç_ão de_ r:;,~eerr do po:tenúa.t :ti-

po 1 /li pode !.>e.JL c,eUc_utacfa c{.{)[efame.rrtc_ e_m .tr/IJJJ0-6 da íÍtmção ele. GJLr_e.n ,total!. do 

oé.cJi!_adoJt haJunôni.co, -~r_m a !WCCjJ.ldwfc_ da rxpmrúio (IJ11 onda~.> pa!!.cia[b, 

un.lc.ame.nte. r.nt!I.e aJ 1tmç.ó-c~.> !tadi.aÂ..b. EJ.(a Jtc.taç.ão é_ ob.t-{.da uümdo--6e o ope}[adM 

de e.vo.e.w;.ã.o .tcmpo/uU_. 

NCJ.J:t:c_ .tJwbatho )az--6e. .oome.nte. o e-Hudo do cM o bi..di..me.w.Jo~-taf, 

m!W a :têcrU.ca pode. M.!t r4-te.nd.i.da paJta p;wbúma.-6 muLtldi_menhi._o!1a.-i..-6. 

VeJnon,SfJW.--6('_ .também um :tcoh.ema de. adlção paJw __ 0.6 po.VnômiM a;-'--
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pU:uio II. 

A. FUNÇÃO VE GREEN BIDIMENSIONAL 

14. 11 

onde. - -2 I 11 " p /2m - a 11.. , com 

O /n(ç_!tc_fl,~e-, aqtví, !!_ rYtocui!M. tJta!16l,oJ!mal1. rt eqUJ(ç.ao ( 4. 1) nu-

ma e.quaçao em que o ham~C.ton-lano ,seja. o hanúl-tonúuw de_ um o.6cLeadof1 hah.môn,ico. 

, . . . ·r . t. 141 
(~IOVal'!n<.l1,{ ('_ Ofi.ICf--< mo-s/-~tVuVJ1 qur pcuw o caJo elo potc_n_-

que 

bôLtc.M. 

14. 2 I 
1 2 2 

x-z-ll -"1 

lj CC ),~j 

fogo, 1 2 2 
Jr._ "'2 ( \ + li ) . 

O .1'apfac)mw nc_hhM cookdenada;., e darlo poh 

"2 '') 1) +ai<\1, 

e a ~unç_éio ó('t-h'J que. cq::lCU1cce HO .tado d(tLcito da e_qut1.ç_ão 14.!) .6e .fJu<f1ó1oJtma 

em 
-~ -~ 

ú[!b't 1) 1,2 21-7 
1\ +li (1(\-\') ó(j1-p 1

). 



(4.1) c.omo 

14. 31 G(À,p 1 À' ,JJ' ,F) 

' ' (), '- +lJ L) e ;)azevrrlo-M_ M rnudançM 

-E 2a 

[4.4) • ilz,.2 + ~2,,2 - ~--l Gil ,. , •r ' !<. "' -, ,]J,\l ,k 

A equ:a.ç.a.o a.c)ma -tem a. 6ol!ma. a.tçj(!bJU:.c.a da r.qu:açao dl.M/U!f·tc__i_a1_ 

paAa a 6unç.ão de. Gteen de. um Mc.ú!ado!t i1aJrmÔvúc.o J.oo:tJtÕpúo b.(r/Jme.nú.onal_ na.s 

Ca.fc.úa-.oe_ a (Junção de GJtren pMa o po:tc.núaf. 1 /Jt rle.-te/wl-l­

nando-.õe_ p!LÚnc.-iJt.ame.J'l.-te o (.!Jtopaga.do,'l.. paJw a r.qu:açiio (4.4). 

tonia.no do c.oc.ii.adon rta .oc_gu:i..nt:e boJuna: 

14. 5 I H 

c.om 

v.l ..- -2E/m 

G(J-.,À',v,v',.t) 

I 4. 6 I 
{ ..ónw r 1,z.,,2 ? ,:z

1 
,, •• e.xp ;;=p-~--- r • ,\ • -~"'1 -~"11 C.ld'-'-<-zrt-Sr.nw-t·-· · ' 
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UtJJ:'A_zando-u. M c.ootLde.nadM polatLe_-t. no plano (Jt, rJ) cujM tLe_­

laçÕM c.om M c.ootLdc.nadM paJutbôl! {_c.a6 ,:,ã_o da.dM potL 

I 4. 71 

I 4. 8 I 

c.om tjJ = (8- 8')/2. 

m<?.nte. dC'.Mn<?. o ptwpa.gadoll. pa.'ta o potencini' 1/tr., ca('cufa-M a (Íunçiio de 

A JO-fução da equação (4.7), 1{ue. ddúw. a fÍU11ç{(o dr G!u'l'J'I, pude 

~e/t obti..da pela -t.Jr:-irt~6otLmada de. F-oW!.-I.r•~. do p!;opaqado't. MM vaJrJ.ãwJ . .t. pat!aiJÕ.UcaJ 

.tem-.5 e. 

14. 9 I G(J..',JJ',\,J-!,cl"' i_ (,e.xp(.i.et/'h) G(À 1 ,P 1 ,À,l.J,'t) rl.t 

paAa t">O. 
Como moi.J:tAado no c.ap, I, porfe_-M e_M_fLf"VVL 

14. 1 o I G(\' ,1-l' ,\,l.J,-i:) 1!1 '(( r . , , J 
I'] I ']J 

onde. 1' 
11 

J..ao aJ.. (ÍunçõM de. ovtda do oi.Jc.--Ltado!t 1-•aJr.mÔnJ.c.o b1dJme.nú.onaf_ e. 

-óã.o M n.Zve..W de r ne.JLÇJ.f.a 

E 
n 

Sub<'>.t{;tuJ.ndo-J.Jc. a e.xp,~uúio (4.9) na exp!teéMW (4.10) fi!Jn-Je. 

14. 11 I 
; . n· 
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dt 



C'cttcutando~M_ a -LVt-te.gJw.-f, que. e. ct tJta.M6otrmada de. FouJt/..eA da 

6u.nção de Heav.ú:,idc, ob;t_.é".m~,se_ 

I 4. 12 I 'f 
n=O 

-1 (f -E) 
11 

que_ e a r_xparn.ão da ~unção dr_ G)(.ee_n e__m auto6ur~çÕeh do o-!>c.JladoJt hMmôrU.co .ú:,o~ 

.tlLÕpú_o b-Lcüme.M-LovuU. 

I 4 • 1 3 I 

I 4. 14 I 

EM a Mma pode_ .612_)1_ ;tJtm'lh 6otrmada na '->e.auinte. -Lnte.g!W.i.. { 1 1; 1 
7) 

G( .' ' ) I I ,2 ;' "" (1-n2)-1n-s/nw A ,fl, _,Jl,S = m rrn t''' ,, 
o 

- 2n f\)' +]111
1 1]} 

I 1-c I 

G( ~ ~, I , ... 2 1 ~t:/fw} fl..,h , r: = mnrrt J dn n 
o 

• cxp{ -M•J/h [1~,~· I ~ 4/Vt' ~ 
1-n 

Ob.tí'm-M., de,.sut 6orwna, uma Jtei.açêic ri.ÁAe;ta l?.f1fM M bunçOe;., de. 

GJLe.en búümev!-ÚOI1M~ paJut o po.tenc,Lal 1/Jt e. o ot,cJ___fadoJt ha11mônLco Á__l;,o:(/tÔpico. 

G.~teen p(t!(a o po:J:encJ..a.t 1/fl. a paJ1.:U.Jt da 6w1çiio de. GJte.e.n de um ol>eiJadoJt l1aM1Ô­

nJ..eo .ú:,o;tJr..Ôp-Lco, ;tomanrlo-.:,r_, -!>_{mp{el>menJ:e., como va-Uãvei..-6 poR.AAr/s /Vi. e_ 0/2. 
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ExpaniltndlhSC a cxponri1cÜti' 

-~~JU...c de. BeMr-t'_(l 4l, ou M._ia, 

n 
--2 
l-n 

1 ln = coth[,/2, ohtí'm-M 

( 4. 1 5) 

nwnc 

A J.ntr._qJr.ol'. QW!. apMc.cr. Yl('_-6-Sa expM.6-60.0 r o p!Wduto de_ duM 

' • d W'-'' ,_ !76) . nunç.or,s c. r~.A.A:tar<"-12)t , ou heja 

I+ +, I , 
1
-112 + G Jt, fL , r:) = !Ut · / 4mtuJ 

14. i 61 

. - d - 17 I I U.tA__f-Lzan o-he__ a e.xpcuuao · 

14. 7 7) 

1 (JL-•t')-1/2 rll+ :.cl- -'-1 . zfiw '2 '- 21iw 

( 4. 1 g) 

d 2 E/ - - b 'd ·O (IS) on e. w ~ -2 · m r. r::: "' 2r.x qu.r. e. e.xatamrJ·tte. a c.X)'J}/('_.Mao o -ti.. a potL 1-fo-<'>l.-er_Jr. - • 

g-i,a. Como M ~unç.Õr.-6 

compf_e_xo, o.6 pofo-6 da {ju.nçGio de G~te.en 

W" _ ( x) , úio avwt:Z:Léco,s cJ11 .to r:! o o 
'!_ , rl1 

r/.J:{ão c o n:tJ r:lo-6 n.a 4unç.ão " {_I_ + I f 1-
2 

p_f_ano 



ou !.leja, 

B. TEOREMA VE AVIÇAO PARA AS FUNÇDES VE LEGENVRE 

túi de;úvado a pal!.-tk'c da brmção de_ GJte.e.n pa!La o pote.nc_-iai 1 /Jt b,édimeJúÁ.-Onaf. 

M 6unçÕG de_ onda do po-te.nUILt 7 /Jt no eApaço de. momeJ'U':o-:. 

1>ã.o e.xp!LIU.QM em -teJuno.Q da'-> ÓW1ÇÔe.6 MMUadM de_ Lege.ndJtc_ ( 1 7). A-6-:.-ún, a: 6unção 

de GJLe.e.n M/1ii., trur1bim, e.hcJtUa em X"e.JLmoo dM ríunç0e,6 ct6McLa:dM de Le.ge.ndM .. 

E6te_ ~a;to é ul.la:do aqui pMa oe. de/U..vM um -tcoJte.ma de. 

pMa UhM éunçõeA, da meAma óomna Que. M_ de!U_vou o Ú'-o-'rema rfe G11a(J~. 

do-u_ a tn.aru óo!Una:da: de FottfiÚfl 

14. I 9) 
-7 -~' G(p,p· ,E) 

.+, ·+, 
--<.p •Jt e 

a:d-i.ção 

Cafctda-f.d?_ e.J.Jt_a -inte.g11of, ti.l>ando-he eoO!cdenacla;., poR_a:/U'.h no 

piano e e.xpancUndo--he a,.f, e.xpone.ncA.a..<A em .te11mM da 6unção de_ BeAM--t ( 14 ) 

14.20) 

onde. 

+ "" G(p,p' ,E) 7 /21r 
oooooo 

{ { n~O 

a.=e -G 
p 

P=-~l, 
p 

A' 

·. 33· 

e.xp(-i.~ta) e.xp(imS) • 



(4.21) 

14. 22 I 

14. 2 3 I 

14. 24 I 

( 4. 2 5) 

UULüando-M a e_xpkel.hão (4.13), e~c)t.Cve-hC' 

·~ -~ -2 
Glp,p' ,E) " l2·o) 

] l o•l J I '•') ,_,_ino, ,lmP, ,JI(0-8') ~ d' • 
' n r-'~. m P '" - "-- ~- '' " .~t' rik' df! de' 

+ ·1-
c;(p,p',E) 

Int!Loduúndo-61!. na exp!w.--Mão antrtt.i.u!t a cxptr.eóhão ( 4. 15) 

Glp,p' ,E) -2 (2TT) " w ;elo -8 ,J 
f(·-~ e P r /'"/""/'' de dk d!L' 

o o o 

hF:/t1w I r ml!JI 'I I ' • c.o:t -- s 2 exp1-n 1t + h c.1F,.:-

7[ 
(bcl~l/2 

.34. 
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[4. 261 G[ ~ ~, E' p, p ' J 

r:azl'J'ld0-4e. a mudança de_ V(lft..i..ável coth !'?.. "' cxp(t/2) e u:tA.Lt -

I 1 o I b • zando-fle. a;., !!.e.l'a.çõe-6 de Jte.c.oJUtêvtc.ia. pa.tta o.6 poUnô~r,-{olJ de Le.(!e.ndJte. ',o tenh.'le. 

[4. 271 

com Im[SI I O Mnda, 

{4.281 

[ ~ ~. I G p,p ,E 

/"' du exp( -uA) 
o 

- 7., 12 
A1 = (-pp') . jf)JTr A • • 

í:l=cf'hw e. rjJ 8 - o J • 

35 

{: r:f:t exp(bf) QP-l/Z(A-Bc.ht) 

1r;-w21 lr' 2-,/i 
y:w Zpw , 



i 4. 29 I 

I ( z) 
v 

GiP.P' ,E) 

.,+ 
2Tr-<.. Ln dt ex.p\zc.h-t - vt) 

-'1"2/'B{TIIL 1'~)-1 ro)' I ''+I A p ~ .~"- ;:_;;_(_,/!-XP .{{'1' • 

m -1 /2 • { du u exp(-uA) I{(u) I
6

(Bu) 

onde A
1 

= A1exp(i3n/2). 

F i - ' (141 . d b-azerl(O--!le a. -!lomcttoJu.a e .{_Jilf(>~!i!tavt o-ôe. o lem-he 

14. 30 I 
+ + 

G(p,p' ,f) 

-tem-.õe 

14.311 

Ob-têtn-.6 e_ o -teoJtema de_ adiçéio, c.oJ' c.utando -.61!. a in:te_atral da 

expJte.Mão [4,29), -:,em flazeJt a -:,omaXÕ!!.{.a, r?. c.ompa.~tando--!le com a exp!tehhão (4 • .Sl). 

14. 32 I 
. 
~ I -u I -v ::: yc_ f(u+v+l/2 p\.'-l/ 2 c_lt8) pu-1/2[c/w) 

onde. Mt8 = ac, Mt{ " bc. r?. chücl;_y r-~c_ 1:'~ a .~_q_f_aç.?io ( 10 ) 

14. 33 I . 2 1,-1/4 
\X - ,' P-v-1/Zr /I 1_ 11 -J/21 -u-1/2.x x . 



[4. 341 

14. 351 

I
~~, El 

G p,p ' , 
1'(8+1:1-1/2) 
riR-f+l/2) 

--(' 2 2 2 2 
QD_J'2{(p' -[~) )/(p' 1-W )} 

)J I . 

. 1 . d , - 1101 Utc _.uan (h!J(' a ftCtaçao 

r(R.+I-m) (-l)~n Q~(xl 
fTffT +ml -L-

_ ,.. 0 2 i1r3!2 14 Rl/2 
- -f\~~J e_ 'ILJ 

Compa/l.ando-l.l(?. M exp!tr"\.t.oe . .t. (4.31) c (4.35) ob:têm-M o i.:r_o!tr:_-

ma de. acü.ç.ã..o pMa oJ.J poünôrrú oh de. Le.oend!IJ!_ 

14. 361 

P(,,-~ 1 /Z ( chrd 

Tr_OJte.mal. dc_tdr_ :tipo (.otram dcú'f011Úrar!oh po11 C'aperw., Of'--ive.{-'1fi(7). 

A d16e.Jr.eJ1ç.a com Mf.>eil J[eoul.tadoJ.J é que. o t:e_o!te.ma aqui cleAr>!tmi.nado e vâ_r,tdo pcuw 

c.ompf r xo, 

U.t.w1do-.6e. M !tc.Caç_Õc2> entJu:. M ~w1çÔe.h M.t.oc.iadM de. Lr.gr_ndJ1e (!_ 

e M t)wtç.ÕeÃ de. Geqenbauc.lt e Tche.b-<che.~, rune_vr_-M., :tambên1, .tt:·o.~l'mM de adiç.Cio 

- 37-



CONCLUSOES 

c.lmeJúO da c.on.e.xao e.n.t!1e. o ptwpagadoJt pcvw o poúJ1c.Á..aP. tkpo 1 /!t e. o p!Lopag_0: 

doh.. pa!w. um o4c..Uado!t hMmôntc.o num e_.6paç.o búUment..i.onaJ'.. Como 

do p!topa.ga.doJr. na_ va.Jt.liivrJ'_ :tempoJta.C. 

E.ôM conexão ()o-i. rJ.>tab('frcJda uMndo-M. o opr/rar/oft de. e_t;of.uç.ão 

.te..mpo!La.( da mc.câ.U.c.a. Quântica. Em r.ll-Ú.nc_-i.a mobtJLa-M. qur., cU:Mv~-6 de uma tJtan6-

6oJUnaç.ã.o c.onvenientc.. de c.oohdcna.dM o ope/r.ado!t dr. e.votuç.ão :te.mpOJta.f pa.Jta o p~ 

te.nc.-W.C. 1 /!L pode. -6e.Jt tJtan.66011ma.do num opeJt.adoJt de e.volução tempo!tal pMa wn 

Mc.,{JadoJt h.aJunÕ.úc.o Á.llOtJtõp.(c._o, cuJa de:teJuninaç-ão do pJtopagadOk pode M/L 6rJ..ta. 

U61lndo--6e. a .têc.Mc.a de. oJtde.nação :tempo!ta..C. 

Um p!tob.Cema -6Ub-6e.QW'.nte, de. -tvrtf!/tehhe., M/i.Ó. a exteYIÚio da 

:têc.nLea pcvra o plf.obf.e.ma .VU...cU.men!:>l_ona_f_ e. encJmt!11UL a tfl.aM(!onmação ade.quar!a que. 

poM-ibJ.J!i..te. !te.R__acionaJ:_ o pJrobtrma c/Jtú'ombJano _fJrJ.r:IJme.nlJJonaf! com o do ouJf.adon 

haJunôni.c.o .ii.IO.t!LÕpúo quadJrJ.dimen~.[mwC, (L(m('!1Úio eh/n, mJn-ima puMlvr.e, como 

mo!J~Vtado po!L Be.!LgmariJ1 c F tU2:> chma 11 ( .-:s J . 

Uma út.te.!LpJLe:taç.ão f.{iJJ ".a de MM -tJt.aM1)0!i.IMÇ.Õe_<'>, be_m r_omo o <'>Ul 

ú.gni.6/c.ado de.n:tJw de. um C.0!1X"n.to de_ teo,úa de. g!Lupo ~az-M. MC.e.Mã!U.o. 

F'Jte.b úW a.tgwtb doh Mpec.to,:J que Mtr.ão abotr.dadoõ num 

dando wna c.ovrUnuJ_dadr_ nafuJtaJ! a eJJ:tc ftrabaC!Jo. 
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