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SUMMARY

tleizing the operafon of femporat evolfution and
the method of time ondening, the propagators fon a {nee panticle and
for @ harmondc csclblaton are caleuwlated.

Abso, a connection between the propagafor fon a
bi-dimensionad potential cf-the type T1/n and a propanafon of a bd -
dimensional hammonic csclllaton is established,

Thhouah an adequate thausdormation of ao-
crdinates, the operafon of temporal evofulivn 4o a problfem with a
potential 1/n 15 trarslfomme d inte an opernator of temporalf  evolution
for a hammonic oscillaton where a detenmination of the provagaton A5
done wtilizing the technique: 84 time ordeting. .

Alsc, an addition theorem, for the assoclated

Legendre functions is demonstrated,



RESUMDO

Utif{zando-se ¢ operadon de evolucao fewporal e ¢ metfodo de
ordenagao temporal, caleufa-se o5 propagadores para uma particwlfa BLivie e panra
o oscelladon harmondco,

Estabefece-se, fambem, a conexdo enthe o propagadon para  um
potencdal bidimensional tipe 1/n e o propagador do oscifadon hatmonico bidi-
mensLonal,

Afraves de uma fthansfornmacac adequada de coordenadas, thans-
forma-se o operador de evofugde temporad para ¢ problfema do pofenciaf 1/n  em
um operador de evolugdo tempornal para o oscdlladorn harmonico, onde a defermina-

eao de propagador ¢ felta, wutidizande-se a técndiea de ordenacdo femporal.

Demonstrha-se, fambem, um Lfeorema de adigao nara as  fungoes

associadas de Legendre.
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INTRODUCAD

O estude do movimentc de uma particufa nda vresenca de um pofen
g P ¢ poten

cdal centrnal teve um papel impertante ne desenvolfvimento da mecanica quantica.

0 modelo atomice de Bohn para ¢ atomoe de hidrogénio descreve o
atomo de wwa forma bastante simples, onde o movimento do eletron se da pela
agdo de um potencial coulombiano, centhal, gerado pele proton do nucfec do ato-
mo. 1580 permite uma simples explicacac das raias eswectrais do atomo de hidno
qenio.

A deducde de ume equacdo dinamica wara desckever a atemo de

(T), estabelecende uma equacas de auto-

hidnogenio fod neatizada pon SchaBdingen
vafores para a deschiqao dinamica do atomo de hidhogenio onde vs autovafores de

finem o5 niveis de enengia e consequentemente as diferentes raias espectrais.

Essa equacde, conhecdda como equagao de Schrlddingenr, € genera-
Lizada para outnos sdstemas dinamicos e patticularmente quando anficada a um
sistema sufelto a wn pofencial tipe oscilader hawwinice, revela a correta quan-

tizagao dos oscilfadores de Planck, suposies na explicacdo da nadiacdo do  corpo

™

negno.
' 0 potencial coulombianc e o potencial tipo oscifador  harmoni-
co 3da0 de grande impoitdneda no contexto da mec@mdica qudntica. T 1941,
i Bd,f: {2} . = e - s d
Schrlbdingen meatrow que exdste wra conexde eathe as awfoiuncoes radials 2

wn oscilador quadnidimensional ¢ as auteduncoes do movimenio de uma  particula
na presenca de um potencial coufombilano em coondepadas espacials,

31 s tnanam que 2 possdvel transdommar-

Bergmann e Frishmann
se algebricamente a equacto radial de Schifldinger parna o potencial coufombiano
tridimensional numa equacdo radial para wn osciladon harminico, com os  nlvels
do ftome de hidhogenic sendo expressos em Auncde dos npiveis de energia do osci-
Padon hawmonico. A extensdo pana problfemas a uma dimensdo qualquen {od fedta

R
por Gievanndind ¢ Toﬂiatti(”}



A nivel de funedo de Green, que 2 ouwina forma de fazer quanti

{ (6}

zaQdo 5) Bollandl e Caetfanc mosthanam a existencia dessd conexdac em teamos
de fungces de Green radiais.

No contexto da Fisdica Matematica a funcdo de Green radiafl pa-
na o potencial coutembians ou para o osellfador harmonics fod exaustivamente es

{7}

tudada por Capelas de Ofiveira como um afgorditme de caleulo para ¢ edfudo
de fungoed especdiais. Desenvolveu-sc¢ wn mefodo globad de cafcufo de fungoes de
Green e estfabeleceu~-d¢ novasd hepiresentaclesd {nfegrais e techemas de adican pa-
na as fungles hiperngeomeiiicas o pard as hipergeometricas conffuentes.

Neste trabalho refoma-se o problema de conexao entre o poten-
edal tipe 1/n e o osciladon hamenico isotndpico a nivel de funcao de Green,
mostrando-se que € pessivel estabefecen uma conexia entre as fungoes de  Green
totals e ndo somente entre as radials, pelo menos no case bidimensional.

1880 ¢ feito uwbilizando-se o operaden de evelucao Lemporal da
mecaniea quantica, que permite esfenden, tambem, a conexdo a nivel de propaga-
doﬁ, ou sefa, funcdo de Green dependente do fempo,

A definicdo do eperadon de evolfugdo fempoaad da mecanica quan

{9)

, duas propriedades e afgumas apficacdes, na detorminacac de propagade-

iy

tica
hed, Ado apresentadas no capifulo T,

- Como s2 phretende cafcubar ¢ propegadon para um pofencial o
fhpo Tin, utilizando-se ¢ propagadon pona um potencial e faz-se, no capitu
Lo 11, um nethospecto de como se caleufa o propagadon pare 0 osciledor harmond
o (80AROpPLco wtilizando-se @ tEeonica devido a Fegmmann, conhecdda eomo  oade-
nagdo temponal

tma aplicagds de operadon de evolugac temporal em Fisica Mate
maticad € apresentada no capifule 111, onde demonstra-se o teorema de Graff pa-
et as funcdes de Bessel mediqleada de ohdem zoro,

E, finalmente, no capltube IV mostra-se como estfabelecer  a

conexdo entre 08 prepagadores bidimensionadls para o potencial tipe 1/x e ¢

-7



votencial do osciladon hammonice Lsetrdpdet, a seauir demonsfra-se wn foorema
de adigao para as functes assocladas de Legendne.
Apresenta-se Tambim as concfusdes ¢ discuic-se as possLhili-

dades de extensdo da conexdc para problemas om dimensoes mafores do que deds.



1. 0 OPERADOR DE EVOLUCAC TEMPORAL

Em mocanica quantica, o estude da cvelucdo temponal de um 5.4%
tema pode sen gelto mediante duas representactes perfedtfamentes cquivafentes:a

de Schaldinger e a de Heé&embeﬂg{g].

Na representagao de Schbdinger, estuda-s¢ a evolugdo  fempo
ral mediante wna equacde de aufovalohes, em que a dependencia femponal aparece

explicita na dungdo de onda ¢ o4 eperadores sac independentes do femno.

Na nepresentagdo de Hedlsembeng, foda devendencla temworal ape
hece expllcita nos opehadones sendo, portanto, as fancoes de onda independente
do tempo.

Estas duas apresentagues 580 cqulvalfentes e exdisfe um operd-
dok que fransfoqma o8 operadones na repnesentacdo de Schalldinaen vara a neone-
sentagao de Helsemberg, atravds de wma transformagar de equivaléncia, 0 opesa

don que reallza esta Thansformacas ¢ o openadon de evolfucde temvonal -

Neste capitufo faz-se wm estudo do operaden de evofucae tempo
12 4 ? ¢ 2o

9 ) . .. .
&ai( ’, dlscutinde-se. afgumas aplicagoes sdmpfes; cafculfa-se b prepagadores
parr 05 0ases da particufa Livie e de uma particufa ne presepca de um poton-

dial tipe osciladon hammonico LsotrGpico.

A, DEFINICAQ

A fndormacao dinamicd completa de um sistemi quantico ehfa
, o - . g)
conlida no operadon de evolucac femporal, que & dedinddo nomo[ /

(1.7} Glt) = expl-iHtMm)

n

onde H T o operador hamifioniane , com KL = 0, 2 2 o tempe ¢ H & a

constante de Planch.



Easa forma para ¢ operader de evofucde femporal apatece quan-
do se comsddena fungoes dependentes do fempo e determina-se ¢ operador que qe

o as thanslacoes Anfinitesimadis no fempo

G i) plesar) = {14 st bl
tomando-Ae 5%— LI th fom-se:
Gplrl = expl- %311 Wit

0 operader de evolugde temporal aparcce como uma sofucdo  fon

mal de uma equacac de operadores equivalente a equacdo de Senrbdinagen:

O 3 ~
- {1.,2) M 57 Gltl = H Gl

Sefa um observavel definido por um operadoh. A. Na representa-
¢ao de Schrbddinger esie operadon nae depende explicitamente do tempo e na  ne
presentagdo de Hedlsembong tem-se: A 2 E(r}

Possa-se de uma representacae pond a putra wediante a  frans-
formagan de equivalepcia:

(1.3) Alx) = G(E) A G,
Se pate ohservavel tem um confunte de autoestades UIE)> na

nepresentacao de Schrldinger o Wi0)> na representagae de Helsenberg, entao:

(1.4} lwitl> = GLE)|wio)>,
Pa equagde 1.1} ve-se que o operaden G{#) satds daz as

seguinfes proprledades :



(1.5 Glo) = 1

onde 1 2 0 operaden identidade

(1.6) Git rt,) = Gleg) Glty)
(1.7] Gitl GTit) = T, sefl @ hermitiano.

As propriedades acima revelfam uma estrwtura de ghupo assoeda-

da a Glt).
B, REPRESENTACAC DE Git) EM AUTOFUNCTES
Considene um ham{ltonianc K, 1ol que:
S,
(7.8) Hiy,» EH|1_;;;1>
Sendo {1wn>} um conjunto completo de autoestados de H:
(1,9 Lol ey | = 1
¢ ontonermal :
(1.10} {‘L‘n!‘f’mb = (S;-?,m'

Intreduzinde-se estados completos no segundo mambro
2g. (1.1 e wtilizando-se a relagdo de complefeza, eq.(1.9), fem-se:

A = 1 Feh f_'A' el 5 ~ el
(1,110 Gle) = 27l ><p, | expl-ifeiml [g ><y |

como |y > s@0 autoestades de i, tem-se para ¢ clemente de mafniz:
-6~
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<1Lln| pxp-AHE/R] IIL'H} = o_xp[--d-fmz‘.;’ﬁ] <1|UH 1.pm>
= exp{—&me/h] Sﬂ,m
porfanto
(1.12] Glt) = 9 > expl-4E t/h) < |
A exphessde (1.12) define a expansao do operadoh Gl2) em

tenmos de autoestadod e autovalores do hamiltonians H. A soma scbre o4 estados
compreende tanto a soma sobire ¢4 estades discretos como sobre 04 esiados con-

tinuos, Neste Whtimo caso a soma deve sen Substifulda por uma {nteghal.

A sequir obter-se-d G{£) numa nephesentacao de.  cookdenadas
de posigcac. Sefa G o operadon de pesicdo e [g> um confunto completo de aute-

edtados de g,
(1,13) glg> = qlg>

com a nosumalizacao
<¢lg'> = ¢lg-q')

e a relagdo de completeza expressa pohi:
(1.14) Jolev<ql dg = T

Um vetonr |$n> pode Aer obtide na nepresentagdo de coordena-
das na goxma
(1.15) 0,2 = fde [l

A projfecdo cq|mn> do estado !wn> na base |g> define a

- 7=



fungdo de onda do sdistema:
(1.76] voleh = <qlu > .
Seje o produto escalon de dois elementos de conjunto {l_wn:-}
nepresentado por
ap by
t'bw'“l'Im>
e, utilizando-4¢ a expressac (1,151 fem-se:

< > = S0 ee<qlq>eq" > de dg!

da condigao de ortonormalizacdo obtém-se:

il |~J = I <
V1%, f< le<qly > dg
ow
' I X
{1.17) <".,‘Jn|ium> = [ dq ILIH{({} IJJm{Q] .

Obtem-se o openador de cvobugdo tempohal wuma hephesentagao

de cocrdenadas, cafcufando-se ¢ valor edperado de G2 enthe dods  estados

(1.15) ' Glag,qp,%) = <g,16{t) lg,>

que dedine a fungao de Green dependente do tempo ou propagador.

Tnthoduzindo-s¢ conjuntos completoes de estados !1};n>~ fom-se

EE L <l G ; Tl
Gla,,qq,t) = L % <qgby ><t [GLE) |y >< [q,>

?

-%-



Lembrando-se que: ﬁlwm> = Emtwm> o utilizando-se a expressde (1,10} Fem-

de:

Gla,,q,,8) = J <q.lv,> expl-4E t/M) <y lq,>
ou
(1.19] Glay,ap,tl = § w,la,) expl-4E /1) yle;)

Esta expressdo define a decomposicdo espectral da fungio
Green em termos das fungoes de onda do hamiltopiane | wna rephresentacdo
cooadenadas

Das expressoes [1.6) e [1.78) defermina-se a estrufura

grupe de Glt) na representagac de coondenadas

Gla,,qq,4,08,0 = <q,l60t42,) [

3]

<q,|6l2,) Blt,)]q,>

inserindo-se estades completos no segundo membro obfem-se

“'20} G[Qg;qiyi]"’/tg) = Jr.lrf dq dqr dq'l <q2|q"> <f{”

by

G{tgifqb .

- <ql61t,) |q"> <q’|qp>
ou

Glqy,qq,t42,) = JIT dg de’ dg" <q,lq" G[q”,q)éz) .

'th’q’,’tj] <Q' |Q?>

utilizando-se a condicde de nommalizagde  <q'lg> = &lg-q') obtéem-3e

{1.21) qug,qi,zf?whtg} = [dgq G{qz,q,ﬂtz} G{q,q},tI]

tm sdstema dinamico fica carxactenizado quando s¢ conhece

G-

de
de

fae

04



autovalores e as antofuncdes de  j.
Do ponto de viste do operadon de evolugao temporal, cownhecendo
se ¢ propagador G6(q;,q,,t)  desckeve-se, tambem, o estado dinamico do  sddtema

pods pode~de detenminar tanto o espectho de energia como as awtofuncoes de H.

Determina-se o espectho de energla a paitih da 4ungdae de Green
Independente. do tempe. Esta fungac e obtida, caloulando-se a thandformada de

Lapface do operador Glt), ou sejas
(7.27) Gle) - 4i/h gm@{x) explict/h) dt

utildizando-4e @ expressao [(1.1), tem-se

-~

Gle] = i/h é"’“’expu,z/mff e}} dt

0 ealewlo formal. desta infeghal fornece:

(1.23) Gle) = (fieg) ]

Na representacac de coordenadas tem-se:

c{1.24) <q?|@{E]|Q2> = <Q?[{Q~EJ"?| >

4y

Obtem-se 04 autovalohes de ewengia, detenminando-se 08 polos
da fungdo de Green Lndependente do tempo. Cenhecendo-se esses pofos, a  expan

560 da fungdo de Green em forpe destes polos forpece ad aufoduncoesd

C. APLICACUES

C.1 PROPAGADOR PARA UMA PARTICULA LIVRE

Cateufa-se o propagaden unidimensional para uma perticula LA~

vhe, udlbizando-se o operador G(£},

0 hamiltoniano para a particula Livhe e

(1.25) 0= EE/QU



Sejam as auwtofungoes do operador de momento p:

plp> = plp> com Jdp |p><pl = 1

Na representacac de cooxdenadas, as autofuncoes a&o(g):

(1.26) <qlp> = IZﬁHJ_I/z exp [Lpg/h)
Na representagdo de momentos, o propagadon ¢ dade pon
Clpgrpy, 2l = pglCyyg [0 oy
- <p2[exp{—iﬁt/hJ[m?>
ou
(1.27] Glpy,p,,t) = 8lp,p)  expl-ipht/zuh)

e na nepresentagao de coordenadas por:
Glag s, th = <q,l0(t)[q,>

Utilizando-be a nelfacdc de compfefeza para ob esiades
Iém~6e:
G(q29Q1,t] =/ <Q2|P?><DE|G{11[P]><PT|Q]> dp; dpg

da expressdo [1.27) escreve-se

. . 2
G(QZ!QIJIJ = ff<Q2|P2> G(PQ“P?] Exp(wiﬁ]tfzuﬁ) <p3|q?> de dpz

Utdlizando-s¢ a expressdo {1,26), tem-se:

-1 = ) , 2
{1.28) G(QE,QT,t} = [27h) F_; exp{miqz-qF}pTﬁh} exp(-ipyt/2uh) de

-11-



0 caleulo da integral anterion fornece:
p g . -1/2 , 7 .\
(7.29) G[QZ’QI’i} = [2miht/u) exp{Lu{qz—ql} J2Eh

que ¢ 0 propagador ou funcdo de Green dependente do tempo pard uma particula
Livhe.,

A funcde de Green a uma dimensao qualquen ¢ obtida a  partix
da expressac (1.29), fazendo-se a produtonia das fungoes de Green unddimensio-
nais paha cada grau de £iberdade, ou sefa,

g

_ ~ , -nl? ’
(1.30] GMQ?QPI):#SI{ﬁMWUU)”/ explinle, -q,,

12 1o}
onde 4 ¢ o numerc de graus de £iberdade.
Note-se que, na expressac [1.29), a exponenclal contem o ter

Mo -%—Atqz,qy,t}, onde A o a acdo ckassdica,

C.? PROPAGADOR PARA O OSCILADOR HARMONICO UNTNIMENSTONAL

Como wma segunda aplicagac do metfodo," calowla-se ¢ phopagador
unddimensional para uma particula wna presenca de um pofencdal tipo  osclfador
harmdnico,

(§}

0 ham{ltoniano paia este sistema X
(1.31) Hoe plrou s 5wt

onde W e a masdsa da parnticufa e W 2 a 4requénela de osclfagio.
Escrevende-se  Glf] na representacao de cooadenadas,eq.1.19,

tem-4¢:

b .
Glag,ay,t1 = 7 4, lq,) ¥ (q,) exn(-AE 7k}

-1%-



A funcae de onda do oscillador hawmonico {sothipico devidamen-

te nommaldizada ¢ dada poa”g}:

(1,32 b lql = (virg" ) {Uw/ﬁ]?/4 exp[*qu?ffﬁ} HH({uw/h}F/EQ}

onde Hn(g} sa0 04 polinimios de Hemmite,

0 eapectro de enengla ¢ dado pon:

{1.33) £, = {n+1/2) R

com on o= 0,7,2,5,..

Introduzindo-se as expressces (1,32} e (1.33) na expressdo

(T.19) tem-se:

11.34) Glag,ath = (/)8 expt-B816? + b)) expl-iwtsa) -

" expl-awta) #Ttwrn) g 1oy T B )
=0 1 n
Utilizando~se a formufa de Meheern!10) pana ab fungoed de
Hermite
. NIV .
(1,35) ;?0 22l H”(xJ H (y)
- {1;Z2}'T/? exp[{2xyz ~ [x2+g2}z2}IiT—z2}]

obtem-se
(1,36) Glay,ap,t) = (znéhsenut/u) ™12

. QXp[£%42éenwi/uuﬂhf}-{(q?+qg)e04wz - 2q,44,1]

que & a funcao de Green dependente do fempo ou propagaden unidimensional. para

o uma particula na presenca de wn potencial tipo oseilador harmbnice Lsotripico.



Nete-A¢ gue o feamo

{Zéenwi/uw}'? {{q?wi]cc&w/f, - ZQIQQ}

nada mais ¢ do que a agde classica.

A duncdo de Green o uma dimensdo qualguer o obiida fazendo-se.
a produtonia das fungoes de Green wundidimendionals pera cada ghau de Liberdade,
ou defas

4 _
Ma,yqput) = T (Znéhsemut/uo)TE

p=1

. exp{%-{%emﬂuwf“ E{qﬁﬂ*“qgnJC-%wAf - 29,4, ]}

onde £ ¢ ¢ numero de graus de Liberdade.

I



11. METOPO DE ORDENACAO TEMPORAL E O PROPAGADOR PARA (M OSCILADOR HARMDNICO

Neatte capltulo, calawla-se o propagador para wm osoifadon har
minice unldimensional, Usando-s¢ ¢ operadon de evolugdo femporal, e a  partin

do propagadok, deteaminam-se as awfojuncoes ¢ ob autovalores de energia,

Caleula-se o propagadon wtifizando-se a tecnlea de e@feubo de

(17)

operadongs de Fegnmann'  ©7, corhecdda como metodo de ondonacdo Lemperal,

Come visto no capltulo anterdon, ¢ propegadon o defindde como

o elemonto de matniz do operadon de evolfucae temporad
(2.1 Glg,q',t) = <q¢'1Gle) g
onde Glr) = expl-ifit/h)  sendo H ¢ operaden hamifitoniany do vsciladon hanmi-

Lo, gque por conveniencla gsereve-ie na 4ohma

- (P + Q)

T

{2.2)

:rmU@ZXfiﬁ .

Pt

com P o= 52/2mihw 0.

0 openadon de evelugdo femporal ndo pode ser escnito simples-
mente na forma de um phrodutc de exponenciais, pois os operadores envofvidos no
hamiltoniane ndo comutam ¢, condequentemente, o efemento de matrndiz do operadon
de evofucdo temporal ndo pode ser calowlado pefa sdmples insoredo de confuntos
~completos de esfados.

[Tzlcha

Necessdta-se assim wsar uma tecniea, da qual Foymmann

ma de  Desembrulhamento da Exponencial.

Nesta sidtemdtica, towma-se o hamiltonianc H, como fungao  de
w pardmeto h neal e wn namero qualquer de opeaaderes constantes, ob quais a-

presentam regras de comutagas bem deginddas.

Dedine-se um operador de thansformacae gerade poi H= H{A),
com A desinido num Intervafo infinitesimat, o < ) < 1, como um produtls de.

4
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fhans formagles Lnfinifesinais cadenadas, da diredfa para a esquerda, correspon

dende a sucesddo de vafores de h , crdenados no {mtervafo {o,1).

Quando expandimos wuma serdle de pofencias, o cperadon & deno-

minade Expansional e definide por

. gde Hixl
(2., 3] Exp{ gfd:\ Hixly =
- ® (), .1 .
= I + H:] Exp''™'{ ff; dh H(M) T

onde wa-se a Letra maicseula € para digerencdar da Letha o mindscufa,quan

da da notagde da exponenclal,

Com H{X) na foxma H{X) = F{A) + G(A), decompoe-se este ope-

hador na seguinte foruna
(2.4} Expl [Tdh [FIN) + GDITY -

= Expl éTdk Fxp[ grdx Glu)] Fixb Expl gfdu GlulTHexp [ ffdh O]

A cssencla deste metodo copsiste em escheven ¢ operadon G(£)
nume foama  desembrulhada, calculando-se o openadon de thansdonmagdo que nos

peamite escrevel Glit) como um produto de fhes cxponencdads.

Para o caso do osciladon hanmonico, utilizando-se a expres-

4do (2.3}, escneve-4e G(t) como:

(7.5) Gle) = eoxplwt(P + 9)3

onde o operadok de transfoimacdo para G{t) & definide como

(2.6} Tlo,t) = Expl [0 dr (P + Q)

oo o= Wi,

T4



Expande-se edie operadon em tres sdmples exponenciais
(2.7) Expl [T [P+ Q) =

= expf (J;sz\i{’ (A}0) expl éTd}\g’(}\)f’} expl [Tdrg' (02}

QU
(2.8 TIA) = expl4{xQ} explglMPE expl4iniQ}

A expressao (2.7} pode sen eschita na {oxma
(2.9) Tt = Expl T[4 () 8g' () A0 5 420

— -

Calcula-se as funcoes  4{x) e o{d) widlizando-se 05 opera-

Cdones P, 0 ¢ R, onde o operadon R estd deginido ponr

(2.10] 0,7 - B+ - &

£
sendo que estes opohadohes satisfazem as seaquintes regras de comutagac
[a:&j = 26. !:f}rﬁ] = _?5

Utilizando-se estas reghas de comutacde mostha-se Gue sao

validas as seguintes refagoes

~2
o
=

n
)
et



G- ST N
e—l@_ﬁ QRQ - R - Qka
(2.11) N S N
-AP Q_e}ﬁ - a » hﬁ + Azﬁ

Substituinde-se as nelacoes (2.11} em (2.9} ¢ comparando-se

com {2.7}), obtem-s¢ o seguinfe conjunto de equagoes para as funcdes 4IA) e al)\)

é’{l}*g'(1)52{1}+£'{k]-25’(llg(l)é(k)+5'2(l]qz(k}52[ll = 1
(2.12) {g' () + g“(Ag iy =
E(x}g(a) S 4Tgln ¢ L gE IR = 0

Resofvendo-ie este Adstoma obigm-Ae

40X = tan x/2

glA] = sen 2 .

Introduzindo-se estas duch 4ungdes na expressde (2.8) obtem-se

para o operadon Ti\)

(2.13] T(x) = explitani/2)0} axp{[éanlJﬁ} va{[rankXZ}é}

A exphedsas eeima & a foama  desembrulhada para ¢ operador de

evolupdo zempaiaﬁ G}, portanto o propagadon & dads pon

{2.14) Glg,q', A = <q' [T |g>

—15-



fazendo-se ad mudangas

(2.75]) A exp (tanr/2)0

1t

exp (sen) )P

[l
4

(2.16)

ehoneve-se para a expredsae (2.13)

Glg,q¢',2) = <q'|ABA[g>

Tnserindo-se conjuntos completos de estades |p>

<q'|Alg"><q" 1p><p|Blp'><p! ¢" ><q" [Klg>

Glq,q", 2]
o

{2.17)

It

[ dp Jfdp' rdg" rdg"’ <Q'|E[Q”><q" "prep|Blp vep!

e lg»,tem-ae

rqn:><an|x[q>

wtilizando-4e as explessoes (2,150 ¢ (2.16) e Cembrando-se (2.7) obtom-se

Glg,a', A = Sdprdp' 7dg" rdg"" <q lexp( {xanr/2) 053"} |¢"> -

Z
(2.15)
: -7
- <q" lp><p|exp{{sent) Eﬁgﬁm}fp'><p'lq”’><q”'iexp{[ianhX2}
Introduzindo-4e a8 exXpREAAO0A
(2.19) <¢lg’> = &lg-q')
(2.20) : plp'> = &lp-p')

¢ Ainteghando-8e na variavel ¢"' obtem-se

19~
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G(Q:Qrpl) = QX}O‘[{.{L.QH.}\/Q] %H:{%l qz} fdp fdp' rdg" -

(2.21) "(q'!QK}?{[‘/‘tQHA/Z] _%% QZ}!Qu}(Qu|p> .
?
c<plexpi(sent] 5oz Y[p'>lp'><p’ >
Fietuando-4¢ a integral na variavel ¢V, tem-se
' . . me 2 2
G{Qp‘:.’ ;l} # @Kp{(iﬂ-iﬂ‘.fﬂ _Z_Eﬁ.[q + g I} -
(2.27)
?
. "eat fnen | 2 ' '
fdplde' <’ prepiexpllsend) Z,Emhw} [p'><p’ |g>
£, agora, na variavel p' escrove-se
Glg,q', A1 = exp{(tanr/2) %fqz + q'zi} .
(2,23}
¢
- fdo<q’ [pr<plg’> expl{seni) ﬂ%ﬁ; 1
{tikizando-se a expmeaa&o[g]
r ; -1/ ;
(2,24) <ple> = {2Znh) zxp (Lpg /h)
Lem-se

; [ r ?
'2%—4; do o H1 " G_qu/ﬁ exp{{senh! ﬁﬁo}

Calewbando-se. ebta Antegral, obfem-se

G(Q’q,:}\) = QXP{{I"C(H)\/E] %(qz + Q’Q}} .

i 1/2 Ay , 9
dren) | P Fm e - )



ou, numa ferma mals compacta fem-se

Lo

i) ?
g }?/f ex_p{zm[{q +q'21c06}. - 29q'1}

] -
{2.25)  Glq,q A} = (Zmdmen?\

que ¢ o propagador pera o osciladon hawmonico unidimensional, onde \=wt,

Mostha-de,a sequin, como obtém-se 0 nlveis de energia e as
aulofungoes do oscdlador hammonico unldimensional, a partin da exphessdo do
propagador, equagac [2.25), wtilizando-se a §ormuba de Mehfen para o produto de
juncoes de Hermite.

Substituindo-se A=wt ma expressdao {?.75), tem-se

Gla,q¢',2) =  (moirk) 2 (2inemee) T2
{2,26]

A -7 2y g o
'“‘X’J{Hﬁ?ﬁa}.ﬂ-(q + q' "teoswt - 2q¢' Y

e pacnevendo-se

it

eOML = ¢ + As et
semet = (1 - Q—?;((L'f)e_.-rw;t/ 24 )
fem-se.
Glg,q', %) = (mwh‘ﬁ.}”z o At/ 2 (7 - Gugw_t}—jf;’? .
(2.27) _ . . -
coxpl-Telel+a 1Y exnl g e L Ml Pugrty o T g Pt

Utilizando-de a 4omula de Mehler, cquacao (1.35) e {identifi-

cando-s¢ com a expressdo (2.77), fem-se

x = g {mw/h} P y = g’ {mw/h) 1/t 7 = expl-Lwt)

27



Bogo, escreve-se pata expressao (2.27)

Slar 1) - et 2 expt- Bl 10
(2.29)
m?O (270077 oxpl-dwt (nr1/2]1 H”{{mw;ﬁ}T/?Q} Hn{[mw/ﬁlr/zq’}
oL
Glg,q",t) = ¥ {QHHIFF/Q{MU/WﬁJ?/4 exp f~qu2/2ﬁ] .
(2.30) "0
. Hn{fmw/hjffzq} inr{H%T/ZJ {an:]_]fz(mﬂ/ﬁﬁ]1;4 _

sexp (-qu’ZEZh} HH{(mw/ﬁ)ngq’}

Comparande-~se a expressdo (2.30) com a expressdo [1.19) fem-s¢

-1/2 1/4

(2%t

i

b, lq) (s i) exp{—quz/zh] Hn{[mw/ﬁ}lfzq}

™
L]

{n+ 1/2) hw

As exphressoes acdma sa0, hespectivamente, a {uncdo de onda e

08 nivels de enengla para ¢ osciladon harmontico unidimensional.,
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JIT. TEOREMA DE GRAFF PARA AS FUNCOES DE BESSEL DE ORDFM Z7ER0

Nod capltufos anteriones fez-be algumas aplicacdes do operadon
de evolugdo femporal, caleulando-se propacadones ¢ mostaando-s¢ como ¢ ebtudo
dinamico de um sistema pode ser real{zado no particuter case do osedladon harmd
nice Liothopico,

0 conhecdmente do propagador dmplica,tambem,no conhecimento di
reto da gungac de Green estaclonania, a qual da infommaqoes necesdsanias  sobre
a dinamica de sisfema. Tsso equivale, ne fommaliswe de Schrldingesn, a resofven

equacoes de aufovalores .,

Esdas equagoes difenencials sao, em geral, as ubuals equagles
da Fisica Matematica, so0luvels pelos metodos tradicdonais. Assim, a detesmina-
gde da fungac de Green ¢, tambem, uma Lomma indireta do se obfern as s0fucoes

dessas equacoes diferencdals.

tra vez obiida a fungao de Green pode-se estudan,tambem, pho-

phiedades das fungees especiacs, fais como representagoes intearals e tfeoremas

{7}

- de adicao’ ',

Neste capltulo faz-se uma aplicacdo para ab fungtes de Bessel,

10)

deduzindo-se um particular case do teohema de Gnaﬁﬁ{ , que peamife  escreven

tme, fungdo de Bessed como um produto de duas owtrhas funcoes de Bessel.

Soja uma pantilcwla Livne em duas dimensdes. A fungdo de  Green

satidfaz a Aeguinte equacar diferenclal

(3.1) (H - E) GIR,R'EY = &la-r')
onde H = 32/2, Tomado a massa m=1,

Inthoduzindo-se el - -IE, tem-se

(3.2) Bl s &y 6in, e = s(R-nr)

ra -



A sofucdo na 4oima de openradenres ¢

0 efemento de matiiz de Gle), na representacdo de coordenadas,

define a funcde de Green, que & sofucto da equagdo [3,2), ou sefa

A

(3. 3] GIR % se) - <i 1Bl +elsa) TR

r

Tntroduzdinde-sc 08 autcesfados |E> e ip'>, tem-se
(3.4) GIZ, A" se) = [Idp dp' <At |plo<p | 13717 + ebp2) T [po<piies

(g}

(il {zando-40 a expressao
<-ﬁ|?a> = {’L‘Tr'ﬁ}"]r exp{.éﬁ-};,’h], com Hr=T

e Latroduzindo-se na equacdo [3.4) obiem-se

6(A A et = (2m) 70 a7 expldpe (B-R1)Y (500 + ey

+ _ —
Escrevendo-se {p2/2 + £°/2) T numa Representacao Anteghal

7 7
Blrr e oLyl o P LT
N

dp
pode~se eserever a duncdae de Green na fosma

. 1 7

[3.4)

o e

=7 P
L dp oxplp™/?Enp| + ips{x-a']}

-7 g



Caleulando-se a infegral wa variavel p, tem-se

?
o P {—-bff . S A o _ %'L )L’
o d7p explpt/2flap] ¢ dp- A} i expl T

e, substifuindo-se na expressao (3.4}, pode-se choneven

e

I=aK

1 e~ f7 -1 _1.
(3.5) Gir,n'sel = (2m)” Jﬂ'doa [Zng| expl= gy i )

Fazendo-se a mudanca de vaniauel pmexpl-£) fem-se

.|2 2

2L 2 ~
(3.6 G e = (om) Tl yr) expl-B - J’“’- Y (2
0 45{'18 /2
A integhal que aparece na expressdo acima nada mais € do
- {
que uma funcac de 8&56@£‘I4}, Fego
(3.7) GIEA ) = == Kole|E-A'])

= = ~ - .y -+ >
Note-se que a fungfio G{A,x';e) ndo estd definida para x=r',
. > & - - . .
wit vez que @ funcde  Kolelr-£'!) nae € requfan na chigem, consistente  com
a sdngularidade do faplaciane. _

Considenando-se novamente a integhal dada por (3.6}, fem-se

oy -7 = 7 -g 532 7 3 7 2
(3.8) Gia,n';e]l = [2n} g 7 ¢ expl-={n"+n' J}expf'y AR cosa) dy
ende ¢ =-%—te2 e o« & o angulo formado por R oe H'.
2 ——
Expandindo~se a exponencial exn{fg alcoda) numa serle de
BCAAGK[F4),

7
[

exp(% witessal = E 1,0t foy) explital



e infroduzindo-se na expressdo [3.8) obtom-de

ik A el = (T ewntita)-
{3.9]
7,.2 7
w | ' e {at+n'") 7 .
of Yy - S y
A expl-y _ZQ“"“"} Ig(e rat [y dy
Cafoulando-se esia {Hfagdaﬁ{?4} obtew-Ae pata & {uncas de
Gheen
~—~
i A _ - H J et !
7?‘.£§aw jeibn} kg{en }oexplifo) <k<h
{3.710} G(I,X';EJ =4
?; Kg—w IE[en’) KE{ah} oxp{ifu) N’ <n

Comparando-se as expressoes (3.7} e (2.10), obfem-se.

Kele|i-n' |} = 8 T,0en) K,(ex') explita) D<ren’
L3 g £ T
Koleli-A' |1 = B T,(en') Kylen) expliful fn’ <n

que ¢ um particular cxse do feorema de Gradf pera a §uicdo de Bessed mod{Llcada.
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iV, O OPERADOR DE EVOLUCAO TEMPORAL E A FUNCAO DE
GREEN PARA © POTENCIAL TIPO 1/x BIDIMENSTONAL

A defermainagdo da fungao de Green para « eguagdo de Schrabidingen
na presenga de um potencial ¢, genalmente, fedifa explorando-se a Aimetria clo
potencial,

Ouando a simetrila perumite, expande~s¢ a funcao de Gheen em on-
das parcials ¢ caleufa-Ae a fungdo de Green radiaf. Em geral, a equacde dideren-
cdal xadial ndo homoginea & soluved pelo metodo de Stwwn-Liouville, que consiste
em se edcrever a fungdo de Greem come wm produfo de duas sofucdes Lineanmente in
dependentes da equagdo diferencial hemogered.

(75]) para determinan a 4ungdo de

Este matode & usado por Hostlen
Green couwlombiapa a uma dimensac qualguer.

{6)

Beflandi ¢ Caetano mostraram que ¢ funcdo de Gheenm radiol pa
na o potencial coulombiano pode sen caleulada tambem a partif da funcao de Green
radicl do osedfadon hawngnice (dotripico, wna ver gque a equagdo didenencial aa-
dial do potencial coulomblano se khedur a wna equacao diferencial de wum cscifadon

harmondico Lsotrnoplico, atraves de uma simpfes thansformacdo algebrica.

Estes dois metodos de caloulo {mpﬂiaa% no eophecimento da  fun-
cdo de Green hadial,

Nesto capitufo mostra-se que a funodo de Green do pofenclal fi-

pe 1/n pode aen cafeulada diretamente em femmos da funeac de Green tofal do

oscidador harmonice, sem a necessldade da expansao om ondas pateliods,

Obtem-se a helacdo entre ab 4uncoesd de Green fotals ¢, ndo mals
wndeamente entrhe ab duncoes radials. Esta relacao ¢ obitida wsande-se o operadon
de evolugao Lempohal.

Neste trhabalhe faz-se somente ¢ estudo do caso bidimensional,
mas a teenlea pode sexn estendida para probfemas mulifidimensionatis .

Demonstra-se fambfm um teorema de adicde pana o polinomiod as-
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socdados de Legendre, da mesma forma que se mosirou o feorema de Graté, no ca-

pitufo 11,

A. TUNCAD DE GREEN BIDIMENSIONAL

A dungao de Green para um petencdal 1/n satisjaz a segudnte

equagdo diferencial

(4.7 (§ -E) G{A,2";E) = S{xa-K")
onde i = p'/am - o/n, com a0 ¢ comstante onde = (xlry”)

0 {nteresse, agud, ¢ procthan transformar o equagae (4.7) nu-
ma equacao em que o hamiftondano sefa o hamiltoniano de um oscdlfadon harmondco,
(4}

Giovanndnd e Townde 84 mosLacham que para 0 cddo do poten-

cdaf 1/n blddmensional, o osclladon harmindeco cornrespondente tem dimepsdo dods.

Deve-se, assdim, buscar uma thans {ormagac de coovhdenadas, fal
:que P/n possa ser esdcnite ha porma {72+32]"T. A transdohmacao que permdite ed
creven !/a desta forma o o transformagao que feva  x ¢ y em coendepadas para
boficas. "

Com efeito, nesdas coordenadas

- DF =)
(4.2}

g = }\.Ll
Logo, X '—"*%' {}\2 + 112}.

0 Yaplactano nessad coordenadas ¢ dade pox

028 T aZ? L s

e a fungdo §(1-K') que aparece e Lade diredite da equacdo {4.1) se ftransforuma

em

-1

6[E~E'] = (h2+u2} S{A-2") Elp-u').

7§



Com esta Fransjommacac de coordenadas, esafteve-4¢ 4 eqUAGHD

(4.1} como

i

(4.3) R R A YL Y PR IR A T URTUR S B

RV LY Yy s g '
= It S (A e )
of i - 7,2
multipficando-se esta ecquagde a easqueida por  [XT+u") e dazendu-se as mudancas

fa? = -E 2 o = g, fem-42

Z

4 2; Er -\2 2 2 ? t 5! 1
{4.4) {ph,-?m + pu,ffm *RTLT RS - 2} GIA A u,nt k) = STV 8(u-n)

A equagao acima fem a forma algebrica da equagde difercnctial
para a funcao de Green de wm oscilladon hanmonico isotropico bidimensienal nas
variavedls A ey .

Caleula-se a funcac de Green para o potencial 1/n  determd-
' nando-s¢ primeiramente o propagador para a equagde (4.4},

Para utilizarn o metodo de ordenacdo femponak, esereve-se ¢ hamif-

tondano do cacdiladon na seguinte formas

c = '??H {
[4.5] H A HJ.PU + Qu + P)\ + f)_}\]
com P = pfj?mihw, Q‘u = mwuz {24, PA = pi/ Imiti e, Q\ = mw}‘z/ 240 unde
[ 1 #
: wz = ~FE/m +

Com o hamcbtoniane esonifo dessa domme pode-se esoneven o

propagadon utilizando-se os hesuliades do cap. 1T, Tem-4e, assim

Gla,x',uu', 1) = mu/iwdisenwt »

(4.4)

. el 2 e T ot - SRS
gxp{éﬁzeﬂ%%Lﬁh 3 S .u Jooswt - 213 e’y

-G



litihizando-se as coondepnadas polares ne planc [£,0} cufas re-

Lagbes com as coordenadas parabilicas sdo dadas por

A = ?’fg/_‘l. CC’J)'S/’?
{4.7)

u = vTh send/?
Lem-a¢

GIA, R, ¢) = mo/?mihsonot o
(4.5)
exP{fﬁZQHWt[?(n+& Veoswt - 4/ARTcosb]

com ¢ = [6- 8")/2,

Para sc verdflcan que o expressido dada pefa equagdo [4.8) neal
mente. degine o propagador pana o potepcdal  1/r, caloufa-se a fungao de  Greew
e mostna-se que 08 polos dessa funcdo dedinem os niveds de enengia correlamente.

A sulugao da equagdo (4.7}, que dedine a funcac de Green, pode

sen obtida pela thawsformada de Fourden do prepagaden. Nas varniaveisd panaboficas

Lem-5e.
(4.9) T T R {mexp(.{.et/ﬁ) G0’ A ) dE
para 0,
Como mestrade no cap,l, pode-se escrever
(4.10) TP ANV VATHE B 8 Ly;r;._‘,u') axp(—,{fnf/hy v 13,
onde ¥, a0 ab funcdes de onda do esciladon harmonico bidimensional e E,

30 06 nivels de emergdd

Substituindo-se a expressao [4,9) na expressao (4.10) fem-se

: 1 - - £ * ' ! 1 s
L, hine) = F ey )

(4,71}

-—é— I expf - 4T[F —F) MY dE
LI



Caleulando-se a integral, que ¢ a fhansfommada de Fournien da

funcac de Heaviside, obtem-se

+ -
{4-”” G()\r:“"}‘s‘ilys] i }1(20 qin(h,’ul}wl’l(k'ﬂl H—:P’L-EJ T

que ¢ a expansdo da funcde de Green em auteofungoes do oscifadon hawmonico iso-

tnopieo bidimensional.

Essa soma pode der thand formada na seaulnte iniagnaﬂ{TFFT?]
1 ] e
Gla',u',x,n,el = m/h? { dn 11-n%) Tn e /hw
(4.13]
g2 .7 2, 12 z
. o TLATFUTHXTTHOT) {1 33"+
o bl D= g )

que ¢ a representacde infegral para a funcdo de Green do osciladon hanminico 4

sotntpico bidimensional.,

Voltando-46 a4 coordenadas polares, tem-se.

- 1 ~e fhee -
G[&,E',c) = mfwﬁz { dn © /e fT“ﬂg} e

(4.14]

Z
+ oxpl -mo/R[ (v ”*”Qi - amr L, eoss 1)
[T-n -1

{15) 25

- que & anidboga @ fungdo de Green obtida won Hostlen . Beflandi & Caetano

Obtem-se, deasa foma, uma relacac direfa entre as funcoes de

Green bidimensionais para ¢ potencial 1/a e 0 vsclbadon hamnmonico lsotropico.

Se as varidveds pofanes sdo n e 0, escreve-se a fungar  de
Green para o potencial 1/x a pawntin da fungdo de Green de um osciladorn hawm-
nico isotrbpico, tomando-se, sdimplesmente, comp varlavedis polares v7h e 0/7.

A sequin defermina-se a fungdo de Greewn nadial e, a partin des

sa, calewla-se o4 nivels de energda.



— - . -
Expandindo-so a exponencial expl=y 4 V! “— 0ohd? VL
L

. (14) T-n
seaie de Beaself , ouw seqa,
] eyl 7l ;/-“- -
exp {—”% dvan’ J.L.a cos¢l = E}; o IF{MM ;L nexp{ifd]
I-n” TR(T-n")

e fazendo-se a mudanca de varniaveld  1/n = cothi/?, obiom-se

y 7 o , /‘f’
GUA A" e) = m/ovhs I explity] dg cotht e
(4,15)
. '
coxpf- Binent) ehtd 1,1 DY i)
A integhal gue aparece nessa expressco e o produto de dus

- . { .
funcoes de Whitfaken' 161 , Qu Aefa

] H -TJ"Z ] . N I -
Gla, A", ) = (w ) gt Ewexplif(0-67)) TH5 + 2| - ik
(4.16) 7 , 2mw, )
o A om T Y gt o)
Utilizando-be a expansad (15)
(4,17) GiR, ' ,e} = 1/I% Eﬁ_w explils)  G,ln,n',c]
obtem-s¢ a fungde de Green nadial
R | AR IS £y,
GEUL’JL ,eb = ai fan’) 1"{2 + g 7w
14,18}
?mw , 2wt
’%L/'ﬁw ¢ T}L} wc;’hw i’( h a
fan
onde w2 = =PE/m e ¢ = 200 que € exatamenfe a cxpressao obtida por Ho¢t£ek‘15).

- 08 polLos da fungde de Green nadial fornecem o4 niveds de enelt-
gla, Como as fungoes A{E m{x} e U, m{x], sap analiticas em fodo o wlano
L .':_.’

complexo, o8 polos da funcde de Green estdo contides na duncdo “{%~+|p|_ ?%&]’

poitante, pode-se escneven

. 39.



A

ow Aeja,

E o= . muzfzﬁ.zf;'wlf.!ﬂ/?)?

que 7 a4 expressdo pard os niveds de energia para o potencdal tipo 1/jn  bidimen

slonat,

B. TEOREMA DE ADICAD PARA AS FUNCOES DE LEGENDRE

Un toorema de adigac para as 4ungoes associadas de legendre se
r& derdvade a partin da fungdo de Green pata o poiencial 1/r bidimemsionaf.
As funcoes de onda do potencial T/n no espago de mome i cs

(17)

A40 exphessasd em fermos das pungdesd assocdadas de Legendre . Assdm, a funcdc
de Green send, também, cschita em termod das funcoes assocliadas de Legendhre.

Este fato ¢ usado aqui para se derivar um teorema de adicdo
paha essas fungoes, da mesma fouma que Ae derdvou ¢ teorema de Gradd.

Detemina-se a fungdo de Ghreen no espaco de momentes caleufan-

do-se a thantfommada de Feunden

. . - & '_-)‘.’} [ - i ! ]
' 14.19) 6(p,p',E) = 1/2m ff &P ek ey P gk
Caleouba-se esta Antegrof, usandp-be covadenacdas polaresd 1o

plano e expandindo-se as exponenciais em ftermos da funcac de Ee/:wseﬂ”‘“

G{E,}S’,EJ = 1/2m {m{m;}ja Wﬁg explinn) explamB) -
. (4.20}

 GRELE) T (pn) I p'n) di R

Wl

onde o =68 -6 ¢ [’:-—-ﬂp.~ Bt
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Utifizando-se a exphessac (4,13}, escreve-se

IR Bl = tem Tt ST iﬁ ¥ oF % ghiaa £}
{prp ' - i 0 'U'J MZ o MEeo PR AR

(4,21}

o apre o
e T lpr) I tptal) G0 B ALLO-0T) L et g de
As Lnteghals angulares fornecem

GUR, 7, E) = (o) 0 explar(o 0 1)) -
(4.22)

{7 dn ot G B T dpn) T, (00
£ dpnl I

Tnthoduzindo-se na expressdo anterdon a exphessde [4.75)

obtem-s¢

Glp,p',E}

\i

(ZTI‘}_2 f‘f“m ?_,t..E[()pwep,) J,mdrcmfm dE dr dn' ' .
= 0

n g

(4.23)

. aorhgfﬁwgfz exp{—@ﬁin + 1"} chi} -

(! )

. 1 5 ShE] T, (pn] Jplp'a’)

4

Uil Lzando-4e. ab Lnteg&aiéirgj

e ¢ oo OF T,168) 7,,12e/T) -
(4,24) o N -

= {a2+b21_1/2 exp{—aczf(a2+b2}1 Jf{bczf(a2+bz}}

7,2 17
oo N . T -T,f2 ‘*b +o
{4.25) { o T bt} I let) dt = — {bel Qv-?fg[g*gggj—
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ealcufa-se as Lntegrais nas variavels x e #', pbtendo-se

14.26) Gp,P'LE = -len) Tt exp Li(a -0 ,)) -
| & np

{po' 137 £odg (1eohE) ks cothS Mz g1 (k)

e I A
Ll Ly twlept Dy Sd okfe sh7%E cotht ™ 0 (KDY

W v Pl gh eRg 5 P-1/7
onde K={{p' “rulener (pPwafenls) - whanle(1eek®e) 7 (c2pp'wlsh?e) come = 26 ¢
w? - ~2E /m.

Fazendo-se a mudanga de variaved coth /7 = explt/?} o wiidi -

zando-se as helagdes de recomninela pana 04 polindmics de Leqend&e(iﬂj,obtém-ée
(4.27)  G(p,B'EI=-ART/(am) P28 F  explite) T df explbp) Q, 4, (A-Boht)
m Im{B) # 0 sendo, A, = [-p N3 A - (p _wih{p,z_w ]
oo L] enac, ? = ‘p ! f‘ » - zm fpw EH
2.2 12 42
g - (B W P s f=c/hw e ¢ = 8 - 07,

2 Zow '

Eschevendo-se 08 pofinimics de Legendie numa representagao 4in-

0 (A-Bohr) = (“T/i””2 7 du uuTﬁE expol-wlA-Beht); T ,1u)
“'2._?/2 J{%E i - A ¥ AL f

e introduzindo-se na expressic (4.27), obtom-se

Gip,p' El = ~A]82/2BJ§ (zm) " ok, explify] -

{4.28]

-1/2

. {m du exp{-dAl u {f dt explp t+ubcht ) If(u]



Ut lizando-se a {ntGQkaﬁ{IJ]

g+

. . ,
Iugz} s [ dt explzcht - vi)

efetua-se a integral na variavel £, obtendo-se

G[’ESBF!E} ® LKIBZ/QBJEZL- {IZTT:]_—F {Ej_me'xpc'{--f(ﬁ)
(4.29)

du w12 expl-uA] T

. ! ﬁfu} Ia{Bu}

onde K& = Ajexpl(L3m/2).
(74)

Fazendo-s¢ a sematorda ¢ Aintegrando-se cbiem-se

(4.30} 65,881 = Kl ann 7 0, [t (A-coss) /8)

Dedindndo-se

2

{p2~w2}f(p?+w2} = of i -w )/ +w = ofhf
Lom-b¢e
{4.37) G[E,g’,E] = —I;BZJ4w83/2 Qﬁ_T/Z{ahachE + ShoashBeosd)
Obtem-se o feonema de adicfio, cafcubando-se a Lnteanal da

expressdo [4,29), sem fazen a somatonda, e comparando-se com a expressao {4.31).

(it izando-se a intaqnaﬁ{fg}

oe " 1I 'Ff’z _
g expl{-pt] £ 7, (at) 1.(6%) dt -

4,32}

SVE Tlarvrifz)y PR (k) P

172 Uy leky)

ende  4h8 = ac, shy = be o chbchy = pec e a &aﬁag&o(TO}

(x) = 4TATE Tvewrn (Ey T P RGPy

{4.33) cu-1/2"

u
Qv

Y



gbtem-se

Glp,p' ,E) = —E182/4w83j? b Q¢L¢ eifr 1 {8+L+1/72)

£2e © Fl8-2+7/7)
{4.34}
-f ? 7 ¢ 70
ng}jg{(ﬁ ‘WEJ/[P *WQ}} QBEFEQ{[pIE_w Vilp 2+w2]}
Utifdizando-4e a heﬁag&o{lnl
-1 o T{E+]-m) gt
0"x = Ffrmy 0" Q)

€ Lembhando-s¢ que [pz—mz)/{p2+w2) = ohio e (p'z—wz)/(p’g+w2] = ohf

obtem-se

(4.35)  Glp,p',E) =-K182e”w2/4n85/2 F oot

y; ¢
fhee €77 Py pglen) Qg g lehf]

Comparande-se as expressoes (4.31) ¢ [4.35] obtem-s¢ o feore-

ma de adicdo para o4 pelinomios de Leaendirc.

QS—TXZ{CthhE + shoshBeoss) =
(4,36)

fgj cxplits) Pt

o IfoChu} 0

.

, . R
Teornemas deste £ipo foxam deferminados por Cavefas Uﬁ&uaa%ar }.
A diferenca com esses nesultados ¢ que o teorema aqui detesminado ¢ varide pora

as fungoes assocdadas de Leaendrne com ¢ Tndece complexo,

Usando-se as refacoes enthe as Aungoes assgcladas de Legendre e
e as fungoes de Gegenmbauer e Tchebiched, escneve-se, tambem, techemas de  adigao

para edsas fungoes.



CONCLUSTES

0 resulitado mals impoatante deste trhabalhe keside no estabele-
cdmento da conexdo eanthe o propagador pera ¢ pofencdal Tipo 1/x e 0 propaga
don para um osedlladon hanmonico num espago bidimensionat, Como aonsequencia,
obfim-s¢ a refagdo entne as funglesd de Greew, que sdo thansbormadas de  Fouwrlen

do propagador na varidved Femponral.

Essa copexae fod estabelecdida wsando-se o operador de evolugdo
temporal da mecdnica quintica, Em ebsdncda mostna-se que, atraves de uma thans-
jommacac convendendte de coordenadas ¢ operador de evelugdo femporal para ¢ po
tencdal 1/n pode sen transfommade num operaden de evolucde femporal para LH
osedladon hamonico Ls0inopico, cifa determinacie do propagadon pode ser  felia

usando-de a teenica de ordenagdo temporad.

Um problema Aubsequente, de dnteresse, Send a exdensao da
teoniea pana o problema thidimensional e encontrar a fransbormacdo adequada gue
possibilite nelacionar ¢ prohlema cowlombiane trldimensional com ¢ do oscifadon
henminico {408n0pice quadridimensionat, dimensao esta, minima possivef, come

(3)

medtrado por Bergmamn e Frischman

LY

Uma interpretacdo fiaina dessas thapsfonmactes, bem como o seu

signigicado dentro de um contexto de fteorda de grupo 4az-se necessdrio.

Estes sa0 alguns dos aspectos que sendo aboadados aum  futfuro,

dande uma continuidade natunaf a este trahalhe.

-3 &
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