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nesuno

A Identidade de Feynman relaciona certos tipos de graficos e caminhos fecha-
dos sobre uma rede quadrada. Inicialmente conjecturada por Fevnman, esta
relagio é importante no calculo da funcio de particio do Modelo de Ising
dentro da chamada formulacao combinatorial do modelo.

Nesta tese um caso particular e néo trivial desta identidade é investigado.
Neste caso, a rede tem apenas um vértice e R arestas com todas as extremi-
dades ligadas a ele. A existéncia da identidade neste caso € provada e alguns
problemas até entdo em aberto sobre ele sao resolvidos.

X1



Abstract

Feynman identity relates certain types of graphs with closed paths over a
squared lattice. Originally conjectured by Fevnman, this identity is an -
portant element in the combinatorial formulation of the Ising Model and in
the computation of the partition function of the model within this formula-
tion.

In this Thesis a particular but nontrivial case of the identity is investi-
gated. In this case, the lattice has only one site and R edges linked to it.
The existence of the identity in this case is proved and some open problems
related with it arc solved.
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Chapter 1

Introducao

A Identidade de Feynman [1-6] consiste de uma relagdo envolvendo certos
tipos de gréaficos e curvas fechadas sobre uma rede quadrada. De acordo
com as referéncias [1] e [4] a existéncia desta identidade foi conjecturada por
Richard Feynman no contexto do Modelo de Ising [7-11] em duas dimensdes
e originalmente apareceu formulada em notas de aula devidas a Feynman.
Estas notas foram posteriormente publicadas em livro [5]. A identidade foi
utilizada por ele no seu calculo da férmula de Onsager para a funcdo de
parti¢cao do modelo.

Onsager fol o primeiro a obter uma expressio exata para a funcio de
particio do Modelo de Ising em duas dimensoes, conhecida como férmula
de Onsager [8]. Ele se utilizou do chamado método algébrico, que consiste
essenclalmente em expressar a funcao de particdo como o trago de uma deter-
minada matriz. O calculo segue da diagonalizacio desta matriz e da deter-
minagdo de seus autovalores. O método algébrico é revisado nas referéncias
[9-11].

Kac e Ward [12] propuseram a formulaco combinatorial baseada na ex-
pansao da funcdo de particdo como soma sobre funcoes de graficos e na
ligacdo destes com funcgoes de caminhos orientados nao periddicos na rede.
A maneira como se d4 esta relacio de equivaléncia entre as duas func¢ées nao
foi bem definida por eles. Feynman propds entao uma conjectura que faz
esta passagem.

A conjectura de Fevnman afirma que existem fungdes /{G) e W (~) definidas
sobre certos graficos G e caminrhos fechados -y sobre uma rede quadrada re-



spectivamente, tais que a seguinte identidade € satisfeita:

[M1+wWm=1+> 1(G) (1.1)
i a

O produtério é sobre todos os caminhos fechados v ndo periddicos e a
somatéria € sobre os chamados graficos admissiveis na rede. Ambas as fungoes
serao definidas no préximo capitulo.

Sdo conhecidas duas provas da identidade, devidas a Sherman [1-3] e
Burgovne [4], respectivamente. Estas provas, contudo, nao sao inteiramente
transparentes e, em geral, sdo de dificil leitura.

Esta tese estd organizada da seguinte forma. No segundo capitulo é
definido o modelo de Ising em duas dimensdes e revisto o cdlculo da férmula
de Onsager na formulacio combinatorial via identidade de Feynman. No
Capitulo 3 a formulagdo de Sherman da identidade é apresentada e um caso
particular porém ndo trivial dela ¢ investigado com grande detalhe. Provarmos
a identidade neste caso e solucionamos alguns problemas ainda em aberto
sobre o mesmo. Algumas rela¢des matemdticas importantes utilizadas no
capitulo 3 sdo derivadas nos apéndices.



Chapter 2
O Modelo de Ising

Neste capitulo serd apresentada a definicao do modelo de Ising e, a seguir, a
férmula de Onsager para a funcédo de particao deste modelo serd obtida na
formulacdo combinatorial via Identidade de Feynman.

2.1 Definicao do modelo

A meta principal da mecénica estatistica consiste em estudar as propriedades
termodinamicas de um sistema de muitas particulas tais como entropia, calor
especifico, energia livre, pontos de transicdo de fase, etc. a partir de in-
formacées sobre como elas interagem. Uma classe de sistemas onde muitos
exemplos de cdlculo exato destas quantidades termodindmicas tém, em geral,
sido possiveis é a dos chamados modelos de spins na rede.

A rede é um conjunto conexo finito ou infinito de sitios, que se ligam
através de arestas, em uma, duas ou mais dimensdes como nos exemplos da
Figura 1.1.



b
Figura 1.1: Exemplos de redes em uma (a) e duas (b) dimensoes

A Figura { 1.1-a } mostra uma rede unidimensional, também chamada
de cadeia, com 6 sitios e 5 arestas, enquanto a Figura ( 1.1-b ) mostra um
exemplo de rede bidimensional chamada rede quadrada. As particulas que
formam o sistema estao localizadas nos sitios da rede e as arestas indicam
com quais particulas cada uma interage. Por exemplo, nas Figuras ( 1.1-a ) e
(1.1-b ) a interacao ocorre entre os vizinhos mais proximos de cada particula.

Um modelo na rede estd definido se a forma da interacao entre as particulas
¢ dada. As propriedades fisicas do sistema podem, entdo, ser obtidas a partir
da chamada fun¢do de parti¢do [3].

Supondo que os estados do sistema sao discretos a funcao de particao
Z(T) do sistema é definida como

2(1)= Y exp(-22)) (2.1)

aes

onde

E(o) é a energia do sistema no estado ¢ € S
k é a constante de Boltzmann;

T a temperatura absoluta do sistema,

e a somatoria é efetuada sobre todos os possiveis estados em S.

De maneira geral a energia F € dada pela soma da energia cinética com
a energia potencial das particulas que compoem o sistema, mas, em geral,
nestes modelos, elas se encontram fixas nos sitios e a energia cinética é nula.
O tnico termo que resta é dado pela interacao entre as particulas.

O modelo de rede primeiramente estudado e que teve sua funcdo de
particao e propriedades calculadas exatamente foi o chamado Modelo de Ising



em uma [7] e duas dimensdes [8]. O modelo de Ising em duas dimensdes estd
definido na rede quadrada com N sitios mostrada na figura ( 1.b }. Neste
modelo cada particula pode estar em um de dois estados possiveis denotados
poro; = 1, ei=1,2,...,N. O significado fisico destes estados depende
do contexto no qual o modelo é aplicado. Por exemplo, no estudo de ligas
metdlicas bindrias eles podem representar cada um a presenca de um certo
tipo de dtomo naquele sitio. No estudo das propriedades magnéticas de um
metal os estados %1 sdo interpretados como as orientacdes possiveis de um
dipolo magnético no sitio ¢. Tornou-se lugar comum chamar os estados o;
de spins. As propriedades fisicas do modelo de Ising e suas aplicagoes sao
discutidas em detalhe nas referéncias [5,9-11].

No modelo de Ising, as particulas interagem apenas com o0s seus primeiros
vizinhos, ou seja, a interacao ocorre ao longo das arestas da rede quadrada.
A energia de interacdo entre dois spins é

E . = —Joo; se os sitios ¢ e j sdo primeiros vizinhos (2.2)
bl 0 do contrario '

onde J é uma constante que dd a medida da for¢a de interacdo entre as
particulas do sistema.

Para o conjunto total de N spins hd 2% combinacdes diferentes destes,
correspondendo cada uma delas a uma configuragdo ¢ no conjunto S dos
estados. A energia de cada uma destas configuragdes é dada pela soma da
energia de interacdo entre as particulas

E{O’} =] Z g:0; (23)
<1,7>
onde < 7,7 > indica soma restrita aos termos nos quais ¢ e j sao primeiros
vizinhos e ¢;, o; sao estados da configuracao o.

Generalizacoes do modelo de Ising sao possiveis. Por exemplo, no mod-
elo de Potts [11] os spins podem assumir mais de dois valores. E também
bastante estudado o caso em que ha interacdo dos spins com um campo
magnético externo uniforme H . Neste caso a energia é dada como

E{o}=-J > oio;~uH> o (2.4)
<ig> i

onde g é o momento magnétice da particula.



Onsager [8] foi o primeiro a obter uma expressido exata para a funcéo
Z(T), definida pela relacdo ( 2.1 ) com a energia E{c} dada por ( 2.3 )
para o caso bidimensional. Em dimensao maior ou igual a trés o célculo
exato da funcdo de particao permanece ainda sem solugio. Na presenca de
campo magnético externo, onde a energia E{c} ¢ definida pela relacdo (
2.4 ), isto também ¢ verdade para dimensdo maior ou igual a dois. Daqui
em diante, ao mencionarmos o modelo de Ising, estaremos nos referindo ao
modelo bidimensional sem campo magnético.

O modelo de Ising, embora assuma relagdes bastante simplificadas na de-
scricdo de interacao entre os corpos, é eficiente em fornecer resultados exatos
sobre caracteristicas macroscopicas do sistema. Estas quantidades podem
ser determinadas através da funcao de partigdo da rede e um dos possiveis
métodos de calcular esta fungao exatamente sera estudado na prdxima secao.



2.2 Formulacao combinatorial do modelo de
Ising

Podemos escrever a fungio de parti¢do do Modelo de Ising na forma

Z{T)= > ... Y ]l exp(Koio;) (2.

g1==x1 on=x1 <i,j>

| )
o
p—

onde K = J/kT.

O produto 0,0, s6 pode tomar dois valores distintos: +1 se o; e ¢; tém 0
mesmo sinal e —1 se sinais opostos.

Se 0;0; = +1 , entao

exp(Ko;0;) = cosh K + sinh K = (1 + tanh K') cosh K (2.6)
e se 0,05 = —1,
exp(Ko;0;) = cosh K —sinh K = (1 — tanh K) cosh K (2.7)
Portanto,
II exp(Koio;) = (cosh K)* [] (1 + o405 tanh K) (2.8)
<ig> <ig>

onde z é o mimero de termos do produtério, sendo igual ao nimero de in-
teraches entre os primeiros vizinhos ou o nimero de arestas da rede quadrada,
e depende das condigoes de contorno utilizadas.

Envolvendo a rede em um toro liga-se a tultima coluna com a primeira
coluna e a ultima linha da rede com a primeira linha e obtém-se as condigoes
de contorno periédicas. Neste caso o numero de ligacoes z é:

_ Ne

- (2.9)

T

onde ¢ ¢ o ntiimero de primeiros vizinhos da rede. Especificamente para a
rede quadrada c =4 e x = 2N.

Ao usar condicoes de contorno livres, os sitios localizados nas primeiras e
ultimas colunas e linhas da rede ndo possuem ¢ primeiros vizinhos. Assim o
numero z de ligacdes da rede é menor do que o obtido ao usar condigoes de



contorno periédicas. Na rede quadrada com n linhas e n colunas (n? = N)
este é dado por .
z=2N—-2n=2(N — Nz) (2.10)

No limite termodinamico ( N — oc e densidade constante ) a primeira
parcela de ( 2.10 ) ¢ dominante e portanto z — 2N. Nestas condigoes
desprezamos o efeito de borda na contagem do numero de ligagoes.

Substituindo ( 2.8 ) em ( 2.5 ) e fazendo u = tanh K ,obtemos

Z(K) = (cosh K)*" Z >0 T (4 + uoioy) (2.11)
0'\-——1 <4, 3>
Note que
H (1 + UO’iO'j) =1+ Z'U.p Z(ghgiz) ce (O’i2pﬁlai2p) (212)
<i,J> o
onde a segunda somatoria é sobre todos os p pares distintos < 4343 >...., <
top-1t2p >, p=1,2,...,2N de vizinhos mais proximos.
Observando que
Yo=0e > o'=2 (2.13)
o==%1 o=:t1

tem-se que os tunicos termos ndo nulos em { 2.12 ), e portanto na funcio de
particdo quando a soma sobre os estados ¢ efetuada sdo aqueles nos quais
cada ¢; aparece numa poténcia par. Os termos deste tipo, entao, podem ser
representados por um grafico — chamado gréafico admissivel — onde a cada
sitio estdo ligadas um nimero par de arestas,apenas.

Sao exemplos de graficos admissiveis construidos sobre urma rede quadrada
plana os seguintes:

Figura 1.2: Gréaficos admissiveis sobre rede quadrada



Efetuando as somas sobre ¢y, ...ox obtém-se um fator 2% e a fungao de
particao fica na forma

Z =2V{(coshK)*M[1 + > I(G)] (2.14)
G

onde a soma é tomada sobre todos os graficos admissiveis G e (G) é definido

pela férmula
Gy =14 (2.15)
i€G
sendo o produtdério tomado sobre as arestas ¢ do grafico G e d; = v = tanh K.

Em seguida a soma sobre grificos admissiveis serd expressa em termos de
caminhos sobre a rede.

Um caminho 7 sobre a rede consiste de uma sequéncia orientada de arestas
de tal forma que cada uma comeca onde termina a anterior. Serao considera-
dos somente os caminhos fechados, ou seja, aqueles nos quais a Ultima aresta
do caminho termina no sitio no qual a primeira teve inicio. Uma restri¢ao
é imposta de tal forma que, na construgao, nao se pode percorrer a mesma
linha duas vezes em seguida e em sentidos opostos, como na Figura 1.3:

—
Figura 1.3: giro de 180°

A cada caminho v associa-se uma quantidade 7{v) dada por

I(7) = dPd7e . A7 (2.16)

.-

onde m; € o nimero de vezes em que a aresta ¢ foi percorrida no caminho.
Define-se W () como sendo :

W(y) = sinal(v)I(7) (2.17)
e o sinal(~} é dado pela férmula
sinal(y) = (=1)& ! (2.18)

onde 2 é o nimero de dngulos completos de 27 efetuados por um vetor
tangente ao caminho v ao percorré-lo. Pode-se verificar que em alguns casos

9



hi uma relagao imediata entre graficos admissiveis e caminhos. Por exemplo,
no caso em que os graficos consistem de um tnico poligono simples como na
figura abaixo:

Figura 1.4: Poligono simples

A estes podem ser associados os dois caminhos fechados nao periddicos
mostrados na Figura 5:

M Y2
Figura 1.5: Caminhos que percorrem o grafico da Figura 4.

Calculando explicitamente verifica-se que:
IHG)y=W(m) = W(ys) (2.19}

Os caminhos 7 e v, diferem apenas no sentido no qual as arestas do
grafico sdo percorridas. Um € obtido do outro mediante uma inversdo. Dois
caminhos desta forma relacionados sempre tém o mesmo peso W{v), sendo
considerados equivalentes. Apenas um deles é escolhido ao se estabelecer
uma relacéo entre graficos e caminhos.

Considere agora o caso de um gréfico formado por dois poligonos que se
intersectam em apenas um sitio como na Figura 1.6.

10



G
Figura 1.6: Exemplo de grafico admissivel.

Com os sub-graficos admissiveis de G dados na Figura 1.6:

G
G2 GS
Figura 1.7: Sub-graficos associados a G.

podem ser associados os seguintes caminhos que percorrem as linhas do
grafico no maximo uma vez:

11
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¥ Y3 Y4

Figura 1.8: Caminhos unicursais que percorrem G.

e suas respectivas inversoes.
Novamente o calculo explicito mostra que:

L+ W)+ W) + W)W () + Wirs) + W(y) =
=1+ 1{G) + I(Gy) + I1(Gs)

com
Wi(vs)+Wi{w) =0 (2.21)

Pode-se entender a igualdade acima como uma relagio entre todos os sub-
graficos admissiveis de uma certa rede com todos os caminhos ou produto de
caminhos nos quais cada aresta é percorrida no méaximo uma vez. Para que
esta relacdao seja vdlida é necessario que a contribuigéo devida aos caminhos
unicursais, ou seja, aqueles caminhos conexos que percorrem todo o grdfico
passando uma vez por cada linha se anulem, como é o caso de v3 e 74 no
exemplo anterior.

A proposicdo de que tal relacdo € vilida para qualquer grifico foi usada
por Kac e Ward [12] na sua derivagdo da férmula de Onsager mas descobriu-
se, posteriormente, que a relagao nao se verificava para casos mais gerais
como o da Figura 1.9,

12

(2.20)



Figura 9: Contra-exemplo do cancelamento de caminhos unicursais.

onde a soma das fun¢des W(+) de caminhos unicursais nao se anula [1].

Conjecturou-se, entao, se uma identidade semethante a utilizada por Kac
e Ward seria vélida ao se considerar também caminhos que passassem mais
de uma vez pela mesma aresta. Esta é a conjectura de Feynman que pode
ser espressa como [1] :

[M1+Wml=1+> I{G) (2.22)
B! G
O produto do lado direito é sobre todos os caminhos fechados nao periddicos
sobre a rede e a somatoria sobre todos os grificos admissiveis.
Introduzindo a conjectura na férmula da funcio de particdo, obtemos

Z =2%(cosh K)*V T[[1 + W ()] (2.23)

Para efetuar o produto procederemos como segue.

Sejam (0,0) e (z,y) dois sitios da rede. Considere um vetor que percorre
as arestas da rede a partir da origem (0, 0) até o ponto (z,y). Toda vez que
0 vetor chega a um sitio da rede hd quatro direcdes possiveis que ele pode
tomar.

13



— T T T

1 2 3 4

Figura 1.10: Movimentos possiveis do vetor no vértice.

O vetor

1. segue em frente, prosseguindo na mesma direcao dada pelo passo ante-
rior { Figura 1.10-1 };

2. segue pela esquerda em relacio ao passo anterior { Figura 1.10-2 };
3. segue pela direita em relagio ao passo anterior { Figura 1.10-3 );
4. faz um giro de 180° ( Figura 1.10-4 ).

A cada uma destas quatro possibilidades é associada um peso ou ampli-
tude definido como

u, se o vetor segue em frente { caso 1 );
ue, se o vetor segue pela esquerda ( caso 2 );
ua~!, se o vetor segue pela direita (caso 3 );
0, se faz o giro de 180° ( caso 4 ).
A constante o serd definida mais adiante de forma a reproduzir na am-
plitude total o sinal do caminho.
De acordo com estas regras o primeiro passo nao tem amplitude definida.
Contudo, no caso de um caminho fechado, pode-se usar o movimento efetuado
ao percorrer a ultima aresta do caminho para definir a amplitude do primeiro

passo. Por exemplo, se a origem foi atingida com um movimento para cima
no ultimo passo, a amplitude do primeiro serd dada por:

14



u, se comeca andando para cima;
uer, se comecga andando para a esquerda;
ua !, se comega andando para a direita;

0, se comecga andando para baixo.

Obtém-se a amplitude total associada a um caminho pela multiplicacao
das amplitudes. Para um caminho de comprimento { ( [ arestas ou [ sitios) a
amplitude total terd um fator ', que corresponde ao produto /{~) definido
anteriormente. 56 resta o fator decorrente do sinal do caminho, que vai ser
dado pela constante complexa «.

Observa-se que fazendo _

a=eF (2.24)

temos que, no caso de um caminho fechado, a contribuicio de « para a
amplitude total é _
ol = (eT)" = 1 (2.25)

se 0 caminho segue sempre pela esquerda em n sitios, e
—dn _ i 4n _
a = (em1) =1 (2.26)

se ele segue pela direita. Uma vez que para cada giro completo de 27 efetuado
pelo vetor tangente hd 4n sitios em que dobra & esquerda ( ou & direita ),
entdo = = 4n e

o = (—1) (2.27)

com ¢ = 27. Portanto, com a definicdo acima de « o sinal difere daquele na
defini¢io de W (y) por um fator —1.

Ao invés de alterar a definicao da amplitude, este fator adicional serd
levado em conta no momento em que soma sobre todos os caminhos for
efetuada.

As regras acima também podem ser usadas para definir pesos para cam-
inhos abertos, que comecem em uma origem (0. 0) e terminem no sitio {z, y)
da rede. As amplitudes para o passo inicial serao definidas considerando
as diferentes possibilidades de se atingir o ponto (0,0). Nesta passagem a
restricado de se considerar somente caminhos fechados é relaxada, mas serd
claro, mais adiante, como ela serd novamente imposta. Deseja-se aqui en-
contrar uma relacdo entre as amplitudes tomadas no passo n + 1 com as do
passo 1.



As amplitudes assim definidas dependem sempre do passo anterior. A
melhor maneira de descrevé-las é a partir de quatro componentes que con-
siderem as quatro dire¢ées de onde pode-se atingir o ponto (z,¥), a saber:

Uy (z,y), a amplitude de se alcangar o ponto (z,y) movendo para
cima no ualtimo passo;

D, (x,y), amplitude de se alcancar {z,y) movendo para baixo no
uiltimo passo;
L.(z,y), amplitude de se chegar a (z,y) movendo da esquerda;
R.{z,y), amplitude de se chegar a (z,y) movendo da direita.
O indice n indica que n passos foram necessédrios para se chegar até (z, ),
ou seja, n arestas foram percorridas.
Desta forma pode-se, a medida que se percorre um dado caminho, ‘seguir’
a amplitude aplicando as regras ja estabelecidas toda vez gue se passa por
um sitio. Este método permite relacionar as amplitudes recursivamente da
seguinte forma. Por exemplo, a componente de amplitude relacionada com a

chegada a (z,y) com movimento para cima em n+ 1 passos U,.1(z,y) pode
ser expressa em termos das componentes de amplitude a n passos, como

Unir(z,y) = wlp(z,y—1) +0.Dn(z,y — 1) +ua 'Rz, y — 1) +
+ucly(z,y — 1) (2.28)

Da mesma forma para as outras componentes:

Dolz.y) = 0U(z,y+ 1) +ul iz, y+ 1) +uaR,(x,y+1)+
tua La(z,y + 1) (2.29)

Losi(z,y) = o 'Unlz—Ly)+uaD,(z —1,4) +0.Ry(zx — 1,y) +
+uly,(z—1,y) (2.30)

Ronlz,y) = waly{z+1L,y)+ue ' Dz +1,y) +uR.(z+1,y) +
10.Ln(z+1,9) (2.31)

Pode-se contar os diferentes modos de se chegar ao ponto (z,y) partindo
da origem e efetuando uma soma sobre n. Um problema ao efetuar tal soma é
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que as amplitudes estao tomadas a pontos diferentes da rede. Para coloca-las
na mesma varidvel introduz-se a transformada de U, (z, y) definida como:

S2 D0 Unlmye e ™™ (2.32)
T=—00 Y= —00
e sua inversa ) ded
i 'LEI zny n
Unlz,y) = [ / Unl€,n )2 (2.33)

E facil ver que a transformada de Uy (x,y — 1) é e"™U,(£, 7). assim:

Unil€m) = we ™ Un(E,n) + 0.7 Dy (8, m) + ua e R, (&, ) +
+uae L, (&,71) (2.34)

Relagbes semelhantes para as outras componentes que podem ser obtidas da
mesma forma a partir de ( 2.29-31 }.
Seja ¥, o vetor definido pela seguinte matriz coluna:

Yn = L, (2.33)

As quatro componentes do vetor de amplitudes transformadas no passo
n + 1, sao dadas, em relacdo as amplitudes no passo n pela relacdo

onde M(£,n) é a matriz
e~ 0 aem g le?
0 e a~le™™  ge™
M(&,n) = a—lei et it 0 (2.37)
ae™® gTle ¥ 0 e~
O vetor ¢y definido como
1
; 10
volem=| o (2.38)
0



dé a direcao tomada no primeiro passo.
Aplicando sucessivamente ( 2.36 ) a partir do primeiro passo, temos que:

Gal€.m) = (M) (2.39)

A amplitude total de se chegar ao ponto (z,y) com qualquer nimero de
passos é obtida somando sobre n. No caso de caminhos fechados, entao,
termnos

MS

(2.40)

n=1

Substituindo { 2.33 ) em ({ 2.40 ) segue que

x } 2r  p27 ; ; > ) d&dn
S 0,(0,0) :/0 /0 €0 int ch(g,n)w (2.41)
n=1 n=1
Mas
Un(€,7) = 93 -¥n = ¥y (wM) 10 (2.42)
Portanto,
> Ua(0,0) =
n=1
o0 2n 2w dfdﬂ
— 160 mU T n
b3 ]0 /0 Ul (M) o o]
(2.43)

Até aqui foi levada em conta somente a componente U/, dada pelo
escolhido, isto é, a relacdo ( 2.38 ). Para levar em conta as outras direcoes
pelas quais o caminho pode retornar 4 origem, temos que somar sobre outras
dire¢des inicials possiveis, representadas pelos vetores coluna

0 0 0
ool 24)
0 0 1
Somando sobre estas demais componentes de v resulta que
> b (uM) g = Tr(uM)" (2.45)

o
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onde Tr(uM)™ é o trago da matriz (uM )™

Dots fatos foram deixados de lado até aqui, mas agora € necessdria uma
explicagao sobre eles. O primeiro se deve ao fator —1 nao inserido na definicao
de «. Serd inserido agora na expressao obtida anteriormente. Qutro decorre
de. no produto sobre caminhos na Identidade de Feynman. caminhos obtidos
um do outro por uma inversao serem considerados iguais, ou seja, contados
um delas somente. No calculo das amplitudes nao fo: imposta nenhuma
restricao ao se construir um caminho, de forma que deve ser inserido um
fator 1/2 para dar conta desta redundincia. Portanto a amplitude total é
dada pela integral

_% DQ’T fu T li(um)nl ?25;;2 (2.46)

Nesta integral uma origem (0,0) foi fixada. Contando que em uma rede
de N vértices os N pontos sao origens possiveis e que geram caminhos difer-
entes, deve-se inserir agora um fator N na equacdo. Além disto, um caminho
de comprimento n gerado pelo termo (uM )™ possul este mesmo numero de
diferentes pontos iniciais e tem ¢ seu peso, de acordo com a soma acima,
contado n vezes. Esta recontagem pode ser eliminada dividindo cada termo
rna soma pelo comprimento do caminho equivalente, ficando:

N 2= pinm Xty ded
__QM/U /(; Tr L;l( ) ] (;_)z (2.47)

n

Para verificar o significado desta fémula comparamo-la com a expressao
inicial de Z
Z = 2¥(cosh K)*¥ T[[1 + W (7)] (2.48)
Y

Calculando o logaritmo de ambos os lados da equagdo,obtemos

log Z = Nlog(2cosh® K) + > log[l + W(¥)] (2.49)

Expandindo o logaritmo em torno da origem, segue que (lembramos que
| u |=| tghK |< 1, para qualquer valor de K)

S togft + W)} = X [Win

y

- %(W(?’))Q + %(W(v))s -l (2:30)
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O primeiro termo representa soma sobre caminhos ndo periédicos. Os
outro termos com expoente > 2 podem ser entendidos como soma sobre
caminhos periddicos formados pela repeticdo de um dado caminho v nao
periédico um nimero de vezes dado pelo expoente.

Como nao foi feita no célculo das amplitudes restricio sobre caminhos
periédicos, estes termos estdo todos representados na formula da integral.

dédn

27 p2r
S logll + W(y)] = ~= / Teflog(1 ~ M)} 53 (2.51)
onde foi usado: o (uAf}"
3 (M) _ log{l — wM] (2.52)
n=1
Utilizando a propriedade
Trlog A = logdetA (2.53)
e inserindo na equacao anterior, fica
o oo ded
Stoglt+ W) = —= [ [Tlogdet(1 - u) ( ;;j (2.54)
Explicitamente da matriz M, obtém-se
det(1 — uM) = (v +1)* = 2u(l — u?)(cos€ + cosn) (2.55)
e, ﬁnalmgnte a expressio de Z:
2r P27
—log2 — 3 f / log [cosh? 2K — sinh 2K (cos € + cos )]
(2.56)

conhecida como formula de Onsager.

Obtida a expressdo da funcao de parti¢do determina-se de maneira direta
quantidades termodinidmicas que caracterizam o sistema macroscdpico, como,
por exemplo, energia livre por spin (F)

kT
F= hm ?logZ(T) (2.57)
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entropia (5)
oF

= __ 2.5
S 5T {2.58)
e calor especifico (c).
PF -
cC= - ‘5‘?5 (209)

Pontos de transigao de fase sdo encontrados através de singularidades na
expressao de Z{T') ou de varidveis termodinamicas,como as acima.

Embora seja importante o estudo das quantidades que caracterizam o
modelo de Ising, a nossa meta foi a de revisar, neste capitulo, um dos métodos
que permite encontrar uma expressio fechada para elas e, em particular,
discutir a origem da identidade de Fevnman.

O estudo desta identidade independentemente do modelo onde fol apli-
cada é assunto do préximo capitulo.
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Chapter 3

A Identidade de Feynman: um
caso particular

Neste capitulo investigaremos um caso particular da Identidade de Feynman.
Em primeiro lugar, na se¢do ( 3.1 ), a formulagdo de Sherman desta iden-
tidade serd discutida. Na secdo ( 3.2 ) um caso particular sera formulado
e alguns problemas a seu respeito serdo estudados. Nas secOes seguintes,
soluctes a estes problemas serdo entao investigados.

3.1 A Identidade de Feynman

De acordo com as referéncias [1] e [4], a identidade de Feynman foi origi-
nalmente conjecturada por Richard Feynman, que a empregou no célculo da
formula de Onsager para a funcdo de particdo do Modelo de Ising em duas
dimensoes — revisado no capitulo anterior. Como vimos, ela completou al-
guns argumentos combinatdricos sobre a funcdo de particao devidos a Kac e
Ward [12] e foi formulada em termos dos parimetros

d; = u = tanh K (3.1)

associados as arestas da rede, com K = J/kT.

Mais tarde, Sherman estendeu a identidade para o caso em que os parametros

d; sao simbolos formais e ndo mais dados como em ( 3.1 }. Nesta formulacao
a identidade de Feynman

[Mi+wW)=1+>I1(G) (3.2)
G

7
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onde

W{~v) = sinal{~) H d {3.3)
€
ieG

¢ uma relacao formal. Como tal ela foi demonstrada por Sherman nas re-
feréncias [1] e [3]. Uma segunda prova, devida a Burgoyne, aparece na re-
feréncia [4].

Observe que a somatéria no lado direito envolve apenas termos posi-
tivos enquanto que no lado esquerdo, pelo contrario, ha termos positivos e
negativos devidos aos sinais dos caminhos ~. Além disto, se a rede onde
a identidade é definida é finita, o numero de graficos admissiveis é certa-
mente finito, enquanto que, em geral, o numero de caminhos possiveis no
lado esquerdo ¢ infinito. Estd claro, entdo, que deve existir um mecanismo
de cancelamento de termos que atua no lado esquerdo da relagao. Os termos
restantes, que ficam ap’os o cancelamento, podem ser organizados segundo
graficos admissiveis.

Infelizmente a analise dos cancelamentos que aparece nas referéncias [1]
e [4] ndo é clara e sente-se que uma discussdo transparente e definitiva sobre
0s mesmos ainda estd faltando.

Na referéncia [2| Sherman considercu a identidade de Feynman no caso
particular de uma rede com apenas um sitio e K arestas orientadas como na
Figura ( 3.1 ).

3
c'. 2
e )
R
1

Figura 3.1: Rede com um sitio ¢ R arestas.

’

E nossa meta nas proximas seqles investigar alguns problemas ainda em
aberto sobre este caso particular. O mecanismo de cancelamento neste caso

23



sera identificado e sua existéncia estabelecida.
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3.2 Caso Particular

Os graficos admissiveis G na rede da Figura 3.1 sao formados por todas as

combinaces possiveis de 1,2,..., R arestas. E facil ver que, neste caso, o
lado direito da ( 3.2 ) pode ser escrito como
1+> I1Gy= [] (1+4;) (3.5)
G 1<i<R
A cada caminho v podemos associar uma dada sequéncia (my, my, ..., Mmg)

onde m; é o numero de vezes em que o caminho < percorre a aresta .
Diferentes caminhos podem ser associados a uma mesma sequéncia gragas
as diferentes maneiras de se percorrer as mesmas arestas da rede. Sejam

Ny(my,ma,...,mg) e N_(my,msy,...,mg) 0s numeros de caminhos distin-
tos e ndo periddicos com sinal positivo e negativo. respectivamente, associa-
dos & sequéncia (my,ma,...,mg) . O produto sobre caminhos pode, entéo,

Ser exXpresso como:

[[1+W) =
:
= ] L+ dmd g (- dr gy (36)

m; >0

Portanto, no caso particular considerado, a Identidade de Feynman possui
a seguinte forma:

1 (1+dmdge. . dpr)y" (1 —drdy ... dg=y- = J] 1+d;) (3.7)

My >0 1<<R

No caso especial em que K = 1, isto é, a rede tem apenas uma aresta, €
possivel apenas um caminho ndo periddico com peso W (v} = +d;. Como a
rede tem apenas uma aresta ha apenas um grafico admissivel, que é a propria
rede, com I(G) = d;. A identidade é verificada trivialmente neste caso.

O primeiro caso ndo trivial é aquele em que R = 2, investigado na ref.
[6]. Neste trabalho trataremos o caso R > 2 generalizando os resultados
obtidos em [6]. A ndo trivialidade da identidade no caso da rede com R > 2
arestas decorre do fato de que o niumero de possiveis caminhos nao periodicos
distintos ser infinito, enquanto o nimero de graficos admissiveis é finito.
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Consequentemente, deve existir um mecanismo de cancelamento de termos

atuando no lado esquerdo. Este serd identificado na secdo ( 3.3 ).
Considere, por um momento, somente 0s caminhos que percorrem uma

inica aresta da rede. A eles estdo associadas as seguintes sequéncias S’

5':{mi=I,mj#:O;i:l,Q,...,R} (38)

Para cada sequéncia de 5’ s6 hd um caminho de sinal positivo e, portanto,
N.o=1 e N_=0 (3.9)

O produto sobre as sequéncias em S’ coincide com aquele no lado direito
da { 3.7 ), que pode ser expressa como:

[T (1 +dmdy .. dps)N+ (1~ ddye .. dp®) - =1 (3.10)
S5

E possivel organizar o produtério sobre S em termos das sequeéncias em
que apenas m;’s nao nulos comparecem, permitindo que se reescreva ( 3.10 )
do seguinte modo:

R
I I Q+drdre . dem¥ 1 —dydye . diy )N (3.11)
Gr S(Gr)

r=2

Em ( 3.11 ), o segundo produtdrio é tomado sobre os diferentes subgraficos
da rede com r arestas, r = 2,3, ..., R. O terceiro é sobre as sequéncias
S(GT‘) = {mil:mi21 cees My mij > O} (312)

associadas a caminhos que percorrem todas as arestas do subgrafico G, pelo

menos uma vez,
Note que podemos associar a cada sequéncia (m,,, my,, ..., M,, ) um nimero
N dado pela soma de seus elementos, ou seja,

i?V — mi1 -+ mz’g + 4+ mir (313)

O produto sobre S(G,) pode ser expresso em termos de N como
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II (L+dody . dm ) (1 —d dy . dln)®- (3.14)

ir

e

N=r my, > 0
Zg mij =N
onde o segundo produtério é sobre todas as sequéncias (m;,,mg,, ..., M)

tais que { 3.13 ) é satisfeita e, em seguida, faz-se o produto sobre todos os
valores de N > r.

Os pesos 6. (N;m;,, m,,,...,m; ) representam o niimero de caminhos dis-
tintos e nao periddicos associados a sequéncia (my,,my,, ..., m;, } com sinal
positivo (f,) e sinal negativo (6_).

Mostraremos na se¢ao ( 3.4 ) que, na verdade,

II 11 (14+d™mdye.. . dr) (1 —dmdyz .. . d™) =1 (3.15)
N=r m; > 0

para cada valor de r separadamente, ou seja, hd um mecanismo de cance-
lamento atuando no ambito de cada subgrifico da rede com r arestas. Na
referéncia [6] isto foi provado para o caso R=r =2

Na referéncia [2] Sherman comparou a rela¢io ( 3.7 ) com uma outra
identidade, conhecida dos matemdticos como a identidade de Witt {15]. A
identidade de Witt estd dada como:

R
H (1 _ Z'{m . _ZER)M(T‘Rl,...,mR) =1 Z Z (316)
m >0 i=1
onde zy, zy,..., 2 sd0 simbolos ¢
Ny
1 (2)
F T = — 3.17
M(mla ,mR) N P z p(d) (m)l(mﬁ)l ( )
L, My d d
e N =my+ -+ mr. A soma é sobre todos os divisores comuns d de
My, Mo, ..., mp e p(d} é a funcio de Mobius a ser definida na segéo seguinte.
No caso em que z; = ... = zg, a identidade de Witt reduz-se a
(1 -2y =1 _ R» (3.18)
N=1
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onde

Mp(N) = R? (3.19)

Vi

Sabemos pela referéncia {2} que a identidade de Witt também pode ser
interpretada em termos de caminhos fechados sobre a rede com unico sitioe R
arestas. () expoente A, neste caso, € 0 nimero de caminhos que percorrem as
arestas da rede sempre de acordo com a orientacio previamente estabelecida
para elas. O somatério do lado direito, no entanto, nao cobre todos os graficos
admissiveis na rede, mas apenas aqueles que contém somente uma aresta.

A identidade { 3.7 ) pode entdo ser entendida como uma generalizacio
da identidade de Witt, na medida em que os caminhos podem percorrer as
arestas da rede em todas as orientagdes e todos os graficos admissivels sao
considerados.

Mencionamos de passagem que a identidade de Witt é oriunda da teoria
das dlgebras de Lie em matemadtica e, neste contexto puramente algébrico ela
pode ser estudada.

Na referéncia [2] Sherman nao chegou a calcular os pesos V. que aparecem
na equacdo ( 3.7 ). Segundo ele, e por razdes que nao ficam claras, estes
pesos nao poderiam ser calculados em termos da func¢do de Mobius p(d).
Na verdade estes pesos, na forma dos 84 em ( 3.14-15 ) podem e serdo
calculados explicitamente em termos da fun¢io de Mobius. Suas propriedades
sao cruciais na prova da identidade { 3.7 ) e, em particular, de ( 3.15 ). Alem
disso, mostraremos que ha uma relacao direta entre #.(N) e M(N) dado por
(3.19).
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3.3 Calculo dos pesos

Nossa meta, neste secao € a de provar que a seguinte igualdade se verifica

1T I +dmdr.. . dmy1—dmdy.. .d)- =1 (3.20)
Neromg > 0

na situac¢ao na qual os parametros associados a cada linha sao iguais, ou seja,
dy=dp=---=d,=d {3.21)

Isto serd feito através do calculo explicito dos valores dos pesos 6.
Quando os simbolos d; sdo iguais a equagdo ( 3.20 ) toma a forma

oc

T (1+ a¥)P+Vm(1 — g¥)f-vn) = (3.22)
N=r

Os pesos A sao funcdes apenas do comprimento total N de cada caminho.

Calcularemos os pesos 6. através da representacdo de caminhos por meio
de ‘palavras’, que consiste no método que segue.

Fixamos primeiramente uma orientacao para as arestas da rede. A escolha
é arbitrdria mas uma vez feita ela é mantida na representacao. Neste trabalho
a orientagao escolhida para as arestas é aquela dada na Figura 3.1. Em
seguida, a cada aresta 7 da rede é associado um simbolo D; de modo que
um caminho - pode ser representado por uma sequéncia destes simbolos, de
forma geral

- &) iz ]
Y — (D” 'Diz .. .Di! ) (323)
onde
a). g # tper;
b). 4 # ;
c). todas as arestas da rede aparecem pelo menos uma vez na sequéncia
(71, %2, ..., 0.
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Nesta palavra, cada unidade D;* representa um segmento de caminho que
percorre a aresta ¢ da rede | e; | vezes no sentido

a favor da orientacao fixada para a aresta se e; > 0 ou

no sentido contrario a esta orientagao se e; < 0.

A ordem em que as unidades D{' aparecem na palavra é importante
porque ordem distintas dos mesmos representam caminhos distintos, em
geral. Apesar disto, a representagao apresenta redundiancias que precisardao
ser subtraidas no célculo dos pesos f4. Por exemplo, o fato de os caminhos
serem fechados implica que ele é indiferente a escolha da aresta que sera
percorrida em primeiro lugar, e que é representada pela unidade que aparece
na extremidade esquerda da palavra. Um mesmo caminho pode, entdo, ser
tanto representado por { 3.23 ) quanto por qualquer uma das ! permutagdes
circulares da mesma:

(DD ... D)

]

(DegzDela l eziDell)

(D5 D DG .. DY) (3.24)

-1
Para cada palavra hd, ainda, sua inversa

Ei] eiz Bi!
(D DS ... D;

i

) — (D, ™D, D2 DI (3.25)

-1

Ambas as palavras em ( 3.25 ) representam caminhos que diferem apenas
no sentido em que se percorre as arestas. Para tais caminhos (v ¢ v7') o
valor da funcido W ¢ o mesmo

W)= W) (3.26)

e, na expressao apresentada para a Identidade de Feynman, somente um dos
dois modos possiveis de se percorrer as arestas serd escolhido para representar
a classe de caminhos.
As palavras que representam caminhos periédicos devemn ser também sub-
traidas. Estas podem ser colocadas na forma geral
(D D32 ... Dox) (3.27)

Tk
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para algum ¢ > 1, sendo que o termo entre parénteses é nao periddico.

O método de cdlculo dos pesos 8. (N, 7} consiste, primeiramente, em cal-
cular o ndmero total de palavras W, (N) para dados N e r. No calculo,
todas as palavras possiveis associadas a estes dois parametros sao conta-
dos. Palavras redundantes — permutacdes circulares, inversdes — e palavras
periddicas sao incluidas. Em seguida estas redundancias terac que ser sub-
traidas e o que se obtém no final sera 8(N,r), que é o nimero de palavras
distintas nio periddicas associadas a N, para um dado . O sinal delas aqui
néo é relevante. Os pesos O+ (N, 7) sdo obtidos, finalmente, mediante emprego
da “regra dos sinais” derivada no apéndice A. Segundo esta regra, dada uma
palavra na forma { 3.23 ) com { unidades D{', comprimento N, tal que

H
Sole, |=N (3.28)
3=1

com $ e com § expoentes e; negativos, o sinal do caminho v que ela descreve
é
(_1)N+£'+S+T+1 (329)

O parametro T que aparece em { 3.29 ) é o numero de subsequéncias
associadas & sequéncia (ijis...7;) formada pelas arestas percorridas por 7.
O significado de T e destas subsequéncias é explicado no inicio do Apéndice
A.

Seja W,(I,N,s,T) o niimero de palavras com ! unidades D{* , compri-
mento NV, s expoentes negativos e cujas sequéncias {12y ..., possul T sub-
sequéncias. Este nimero inclui as palavras periddicas, permutagtes circulares
e inversoes.

Uma férmula para W, ({, ¥, s, T) é calculada no Apéndice B, onde é mostrado

que ]
W, (I, N,s,T) = ( i) ( ‘?’__11 ) £.(T,0) (3.30)

A fungéo f.(T,1) é tal que satisfaz & seguinte relacio:

r—1 r— { R AY4
Yo f(T )= (-1 ( L ! ) Frizlk ;(Jr f) i (3.31)
T

k=1

Uma férmula para f.(T,1) pode, em principio, ser calculada, mas ela nao
é necesséria no cdlculo dos pesos 84 (N, 7). E suficiente saber que a relagao (
3.31 ) é satisfeita.
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Uma palavra no conjunto das palavras contadas pelo namero W, ([, N, s, T')

pode ser colocada na forma genérica
(D Dg? ... Dox)e (3.32)

onde g > 1. A palawa entre parénteses é nao periédica com parametros
k= g, v = %, sk =2eT, == Seg>1apalavra (3.32) é periddica e se
g=1¢nao perlodlca

O conjunto de todas as palavras contadas por W, (I, NV, s, T} pode, entao,
ser dividido em dois subconjuntos. Um deles inclul todas as palavras nao
periddicas com g = 1 mais suas permutagdes circulares. Outro inclui todas
as palavras periédicas com g > 1 mals suas permutagoes circulares.

Seja W, (£, X £ LY o nimero de palavras nio periédicas mais suas per-
9 g9’ g
mutacdes circulares associadas aos pardmetros é, %, e £. Entao
I N s T
. W,,N,sT)= S W, (— &3 -h) (3.33)
gl N,8,T) 999 9

onde a soma € efetuada sobre todos os divisores comuns de {, N,s e T.

Pelo que foi explicado anteriormente, nesta soma, o termo com g 1
conta somente as palavras nido periédicas. Os termos que possuem g > 2
contam as palavras com periodo g formadas pela repeticdo de alguma nao
periddica.

Em seguida usa-se a chamada Transformada Inversa de Mobius. Sejam
duas fungdes F(z) e G(x) do inteiro positivo z relacionadas da seguinte forma:

=3¢ ( ) (3.34)

diz

Vo

com a soma efetuada sobre os divisores g de z.

Seja u{d) a funcao de Mobius definida para inteiros positivos pelas regras:
(1} = +1 e, para d = pi'ps*...p" onde pi,pa, ..., Py 580 nimeros primos
distintos, u(d) = 0 se qualquer e; > 1 e, se nao, pu(pip2...pg) = (=1)%

A relacdo { 3.34 ) pode ser invertida como

= S Wd)F (%) (3.35)

dl|x
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que é a chamada Transformada Inversa de Mobius [16].

Esta propriedade pode ser extendida a fun¢des de mais de uma variavel
sendo a soma tomada sobre os divisores comuns destas.

Aplicada a ( 3.33 ) a transformada inversa permite encontrar o nimero de
palavras nao periddicas, mais suas permutagdes circulares, que estd assoclado
al N,s T para dado r. Segueentdo,que

WA NsT = Y wgw, (5, NS Z) (3.36)
g‘l(liﬂ'\',S!T) g g g g
Como para uma palavra com ! unidades D] o nimero das permutacdes
circulares é [, estas podem ser retiradas dividindo ambos os lados de ( 3.36 )
por {.
Portanto, o numero de palavras distintas nao periddicas associadas a IV
para um dado r € igual a

g(N,r) ZZZ W W.(I.N,s,T) (3.37)
i=rs=0 T
A quantidade 8(N.r) conta o ntimero total de palavras associadas a um
dado N somando as de sinal positivo com as de sinal negativo. A contagem
das palavras com sinal positivo e negativo é feita usando o resultado obtido
para o sinal

sinal(7y) = (—1)NHrstTH (3.38)

onde os parametros NV, [, s e T podem ser obtidos a partir da palavra usada
para representar o caminho.

O desenvolvimento que leva a relacdo acima é bastante longo e envolve
um grande ndmero de consideracdes. Ele esta integralmente demonstrado no
Apéndice A.

Os pesos 84 (N, 7) sdo calculados efetuando a soma ( 3.37 ) sobre os valores
de I, N, s e T tais que satisfagam a regra dada por { 3.38 }, ou seja,

LNy =Y < WouNsT (3.39)
isT

onde a somatdéria é sobre os valores de {, 5,7 taisque N+[+s+T+1éum
nimero par, no caso de 4 (N.r), e N +[+ s+ 71 + 1 é impar, no caso de
9_(17V, T).
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Usando os resultados obtidos no Apéndice B para W,(I,N,s,T) as so-
matorias sobre [, s, T em { 3.39 ) podem ser calculadas. O célculo é direto,
mas longo e tedioso e, por isto, relegado para o Apéndice C. O resultado é o
que segue:

N7 Z%i%(l_f)z“zf T1) (3.40)
=

alN

onde a primeira somatdria € sobre os divisores impares g do nimerc Ve Y. f;
esta dada pela (3.31).
O peso §_(N,r) é dado em termos de 6. (N, r) como:

0_(N,r) = 0,(N,7) (3.41)

se N é Impar ou primo ou entdo se N € par < 2r, e
. N
6_(N,7) = 6,(N,7) — 6 (5, r) (3.42)

se N é par > 2r.

O cdlculo que demonstra estas relacoes é direto e estd inteiramente demon-
strado no Apéndice C.

No caso em que R = r = 2 os resultados acima reproduzem os obtidos na
referéncia [6].
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3.4 Cancelamento dos termos

Asrelagbes { 3.41 ) e ( 3.42) satisfeitas por #_ (N, r) constituem o mecanismo
de cancelamento responsavel pela existéncia da identidade

H (1 + di\')ﬁ...(.e'\"',?‘:](l _ d}\f')g_(."\",f) =1 (343)

N=r

E 0 que mostraremos a seguir. Em primeiro lugar vamos ilustrar através
de alguns casos como 0 mecanismo atua.
Seja r = 3. Entao, para /N = 3 temos que

(1+d)H(1 - @)= = (1 - &) (3.44)

onde usamos que 6,(3) = #_(3), de acordo com ( 3.41 ). Portanto,
os termos de ordem cibica ji foram cancelados. Os termos de ordem 6
aparecem, entao, em

(1 — d®)E (1 + )+ (1 — )P~ (") (3.45)
Mas, pela relacdo { 3.41 ), 8_(6) = 8,(6) — 8.(3).
Entdo ( 3.45) é igual a
(1- d6)3+(3)(1 + a'ﬁ)9+(6)(1 _ d6)3+(5)’6+(3) =(1- d12)9+(6) (3.46)
Portanto, os termos de ordem 6 foram todos cancelados. Este mecanismo
de cancelamento induzido pelas relagdes ( 3.41 ) e ( 3.42 ) atua em todas as
ordens. E o que provaremos em seguida.

Defina
F(N)=(1+ dN)‘M”v’“)(l - d”)e—m”) (3.47)

Queremos provar que
Pd) =[] F(N) (3.48)
N:

se reduz & unidade com o uso das relagdes { 3.41 ) e ( 3.42 ).
Consideramos. primeiramente, o caso em que r ¢ impar. Separamos os
termos em { 3.48 ) de ordem par ¢ de ordem impar, da seguinte forma

Pd) = ﬁF(n) ﬁ F(k) (3.49)

n>r kzr4l
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O primeiro produtdério é tomado sobre os valores impares n de N e o

segundo, sobre os valores pares &k de N maiores ou iguais a r + 1.
Observe que para n impar vale a relacao

_{(n,r)=6,.(n,7)

que permite escrever ¢ primeiro produtério de { 3.50 ) como
o o

1 Fny =TI (1~ )P0

n>r n>r

Para k& par.k > r + 1, 8_(k, r) satisfaz as seguintes relagdes

O_(k,r)=0.(k,r) ser+l<kpar<2re
6_(k,ry=808.(k,r)—0,(k/2.7)  sek par > 2r.

O segundo produtério em ( 3.49 ) pode ser separado como
II Fo =TI FGk) TT F(%)
k>r+1 k<27 kiz>2r

Usando ( 3.52 ) obtemos que

H F(k) = 1‘[ (1 _ d2k)€+(k,r)

r+1<k<2r r+1<k<2r

(3.50)

(3.51)

(3.54)

(3.55)

Um nimero par pode ser expresso na forma 27/, onde 7 é inteiro > 1 e
{ é um mimero impar. Usando esta notacdo vamos expressar os valores de

k' > 2r como

k' =2I', onde I’ é nimero impar > r;

k' = 231" com j inteiro > 2.
Usando esta separagio, segue que {3.53) ¢ igual a

H (1 _ d4£)9+(2f,r)
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onde o produtério € sobre todos os { pares e Impares entre ’"“ er—1,¢e
[o.o]
II Flt&) = H 2 11 H F(21") (3.57)
k' >2r i'>r JR2{M e 250

onde o primeiro e terceiro produtério no lado direito sdo sobre I’ e [ impares.
Pela equacao ( 3.53 ), entdo,

ﬁ F(zli‘) — ﬁ(l + dZ.’.")ﬁ'...(?E’,T)(l _ d?l’)ﬁ+(2£',r}~9+(i’,r) (358)
Mer i>r
g, portanto
=0 x> , , , ,
H F(QI;) — H (1 _ d4£ )8_,_(21 ‘r)(l _ d?l )76.,.(5 .} (359)
U>r U>r
Dadas as relagdes ( 3.49 ), { 3.54 ), (3.56), (3.57} e ( 3.59), a funcao P(d)
se escreve, agora,como dados por ( 3.52 ), { 3.57 ) e ( 3.60 ), como
oo r—1
.P(d) — H(l _ d2n)9+(n,r} H (1 _ d4£)6+(2£,r}
nor i>{r=1)/2

1 — d4i’)9+(2?’,r}( d?f') g (')

/18

I 2r
I II Frm (3.60)
J22 >0k

onde os fatores de ordem 2n e 2{’ no primeiro e terceiro produtdrio. respec-
tivamente, se cancelam. Os termos de ordem 4/ e 4’ no segundo e terceiro
produtdrio, respectivamente, podem ser colocados juntos e, com isto, pode-
mos escrever a ( 3.60 ) como

Pdy= [ @—-a9+@n0 Il II F1") (3.61)
{>r/2 P22y foi-1

Este resultado mostra que todos os termos até a ordem 2! se cancelam.
Provaremos agora, por inducao que o mesmo mecanismo de cancelamento se
extende por todos 05 termos.
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Suponha que ele atua até a ordem 2%/. Entdo ele também vale para 2* 1,
Chamamos de Pj»; os termos de ( 3.62 ) com ordem > 2%,

Po,= [ Q-d=h=&T00] I FE) (3.62)
[>rjp27-1 JzT U >rfai-l

Abrindo o primeiro termo (7 = z) do produtdrio, a relagdo acima fica

ﬁ (1 _ d2’£)9+(2z'11,r}(1 + d?”i)&.(.(?l,r)(l _ d2"£)67_(21£,r)
I>r/2e=1

II ﬁ F (271 (3.63)

iz Hly e/
Da relagdo { 3.55 ), temos que,
B_(2°0, 1) = 6, (2%,7) — 6, (21, 7) (3.64)
e, portanto,
Poe= I] (1—@tpen) T [[ FOU) =P (369)
i>r/2% FRe+llrj2i-t

Assumindo que o cancelamento ocorre até a ordem 2*{ ficou demonstrado
por inducido que também ocorre até 2¢7!l. Podemos afirmar entdo que o
mecanismo s¢ mantém por todos os termos cancelando todas as ordens e
provando a identidade ( 3.44 }. O caso em que r é par pode ser provado
similarmente.
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Apéndice A - Regra dos sinais

Um caminho + tem um sinal associado a ele dade como

sinal(y) = (=1 (A1)
onde -
s(y) =1+ -2% (A.2)

¢ 5 € o numero de &ngulos completos de 27 que um vetor tangente perfaz
guando percorre « a partir de um de seus pontos e retorna a ele.

Suponha a rede plana, de sorte que um caminho qualquer sobre ela pode
ser desenhado de forma estendida, ou seja, sempre que um caminho percorrer
uma aresta mais de uma vez as repetigoes serdo desenhadas ligeiramente
separadas de modo que, no final, o caminho confunde-se com uma curva
plana fechada e normal, compativel com a palavra.

Por defini¢io, uma curva normal ¢ tal que cruza a si mesma somente em
angulos retos.

E claro que, dada uma palavra, é possivel desenhar mais de uma curva
normal que lhe é compativel ¢ tem o mesmo sinal. Sendo assim, ¢ possivel
estabelecer algumas regras que permitam desenhar a curva que seja mais
conveniente para se determinar as propriedades de .

Seja V' o nimero de cruzamentos em uma curva normal no plano. Um
teorema de Whitney [18] afirma que o sinal da curva definido por ( A.2 } é
também dado por

(-1)¥ (A.3)

Este teorema ndo afirma que V' coincide com 1 + 5=, mas sim que ambos
tém a mesma paridade.

Este teorema serd aplicado na prova do seguinte resultado.

Seja
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W) = (DD ... D) (A.4)

r

a palavra associada a . Entao,

sinal{y) = (=1)¥ s+l (A.5)
onde E
N=3 le,| (A.6)
k=1

¢ 0 comprimento de ~; s ¢ 0 numero de expoentes e; negativos e {. o niimero
total de expoentes ou unidades Df que formam a palavra.

O significado de T é mais sutil e diz respeito & sequéncia (i1iy...%) de
arestas da rede percorridas por ~.

Considere um conjunto ordenado de n elementos (7172 ... jn) tal que j; <
J2 < ... < Jp. A este conjunto serd dado o nome de sub-sequéncia.

Uma sequéncia (245 .. . i) pode ser decomposta em termos de sub-sequén-
cias como as definidas acima da seguinte forma: o caminho v percorre #;
em primeiro lugar. Depois percorrerd iz, i3 e assim por diante, em ordem
crescente dos elementos até que encontre um (iy,) tal que 45 > ¢541. Os
primeiros ¢; elementos formam uma sub-sequéncia (#;2 .. .17, ).

O caminho percorrerd, entao, a partir de 7,4, as linhas 1, 5. 1, +3...até
ENCONtrar ig,, onde iy, > ig,11. O conjunto ordenado (Zg,+1ig,+2. - - %q,) forma
a outra sub-sequeéncia.

Prosseguindo da mesma forma até o tltimo elemento (i;) da sequéncia,
esta fica sendo formada pela unido de T sub-sequéncias.

Por exemplo, no caso de r = 3, a sequéncia com [ = 14 elementos

(12123213232312) (A.7)

tem decomposicac

(12)(123)(2)(13)(23)(23)(12) (A.8)

Neste exemplo T = 7.

Note que 0 exemplo anterior contém subsequéncias em que a linha 1 nao
aparece. E o caso das sub-sequéncias {2), que aparece uma vez, e de {23),
que aparece duas vezes.

Seja ¢ o nimero das subsequéncias na decomposicdo de (4;i5...%) nas
quais a linha 1 ndo aparece. No exemplo anterior t=3.
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Defina também
k=ky+ks+ -+ k& (A.9)

onde k; é o mimero de unidades D associadas a linha 7 na palavra { A4 ),
com a soma iniciando realmente em &5, e

N=N+No+- +N, (A.10)

onde N; é a soma dos valores absolutos dos expoentes nas unidades Dj*.
Mostraremos, em primeiro lugar, que

sinal(y) = (—1)Nth+s=isl (A.11)

Como veremos no final deste Apendice, o resultado ( A.3 } segue trivial-
mente de { A.11 ), cuja prova néo é tao simples. Serac discutidos entao os
pontos mais importantes do método de obtengdo de { A.11 ).

Para se chegar a relagdo ( A.11 ) vamos estabelecer regras para desenhar
uma curva normal compativel com W(v) que seja conveniente para o calculo
do niimero V' de cruzamentos.

E escolhida uma curva construida de tal forma que um segmento D% é
desenhado como uma espiral que percorre | e; | vezes a aresta i no sentido
do centro do circulo formado por ela como, por exemplo, na figura A.1. A
orientacao do segmento é dado pelo sinal do expoente e;, sendo anti-hordria
se ¢; > 0 ou hordria se ¢; < 0. No caso positivo, 0 segmento tem a mesma
orientagao da aresta ¢ (vide Figura 3.1); no caso negativo, 0 segmento tem
orientacio contraria aquela da aresta 2. Depois de completado este segmento
a curva se dirige para fora. Ao sair ela intersecta a si mesma um nuimero de
vezes dado por | e; | —1, como visto na Figura Al
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Figura A.1: Cruzamentos do segmento D}’ onde e; > 0.

Na Figura A.2 estao representados os segmentos de uma palavra genérica
como (A.4) que percorrem a linha 1 somente, considerando primeiramente
todos os expoentes positivos.
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Figura A.2: Segmentos de curva (D{™ ... D™ ... D% .. D" .. )

Aqui o ponto e fol tomado como ponto inicial da curva, ou seja, a curva
percorre primeiramente a aresta 1. Devido ao fato de que permutacoes
ciclicas dos elementos das palavras sdo possiveis, esta escolha nao restringe
as curvas possiveis.

Observando a Figura A.2 vé-se que o nimero de cruzamentos ocorridos
somente nestes termos é dado por

A= (e, -1} +2(e, = 1) +4e, — 1)+ +2(ky — D){er,, — 1) (A12)

onde k; é o nimero de unidades DJ* ocorridas na palavra.
Para as outras j arestas da rede 7 = 2,3,.. ., r um calculo semelhante

7 H

mostra que ¢ nimero de cruzamentos para cada uma é ( vide Figura A.3 ).
B.'f = (ejz - 1) +3(8j2 - 1) + 5(ej3 - 1) +-0+ (ij - ]‘)(ejkj - 1) (A13)
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Figura A.3: Segmentos de curva (... D;“ L.D¥ . D% D )

7 7 I

Quando a curva, apds percorrer o ultimo termo D}, se fecha sobre €, gera
nais um certo nimero de cruzamentos dado por

C = €1, -‘l*"'*{-fflkL (_4.14)

omo visto na Figura A.2.
A soma de todos os termos para o nimero de cruzamentos é

A=A+Y B;+C (A.15)

i=2

1%

Uma vez que a contribuicdo para o sinal é (~1)"1, os termos pares de

41, B; e C' nao influem, ficando

(1% = (1) I allen =it — Ul =l e, v,

(A.16)
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ou, de forma mais simples

(=1)4 = (1) D= (et e Dk (A17)

Mas a soma dos expoentes e;; € o comprimento total N da palavra e
fazendo

k=3"k (A.18)
2

temos que
(~1)% = (-~ (e (A.19)

Em geral os expoentes presentes nas letras das palavras podem ser neg-
ativos. A presenca destes nao influi na contagem feita anteriormente, o que
pode ser verificado invertendo o sentido de quaisquer linhas nas Figuras (
Ald)ou{ Al15).

A contribuicdo dos sinais negativos nos expoentes para o sinal da curva
se da quando cruzamentos adicionais sdc gerados ao efetuar-se a mudanca
mostrada na Figura A.4.

Figura A.4: Mudanca de sinal no expoente

Esta mudanca nao ocorre no “enrolamento” do caminho + em torno da
aresta 7. Ocorre sim antes de chegar a percorré-la quando, devido a presenca
do sinal negativo no expoente, é obrigado a percorrer a aresta nio no sentido
da orientacdo ( anti-hordrio ), mas contrario a ela.

O termo da Figura A.4 representa a introducdo de um sinal negativo
no primelro termo que passe pela aresta j de uma palavra genérica. Com
isto pode se ver que a contribuicio para o sinal que decorre da presenca
de sinails negativos no expoente pode ser calculado contando o niimero de
cruzamentos gerados quando um nimero qualquer de termos na palavra tem
seu sinal alterado para negativo ou positivo (depende do sinal de ¢;)
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Considere a situagdo na qual os primeiros s; termos que percorrem a
aresta j 820 negativos:

(...D7% .. .D7%. . D%, D, . plt ) (A.20)

J 2 7 3 7

O nimero de cruzamentos gerados pelo sinal negativo localizado no primeiro
termo é, verificando a Figura A.5 abaixo, igual a 1.

Figura A.5: Cruzamentos devidos ao primeiro expoente negativo

Com o segundo termo, o niimero de cruzamentos é acrescido de 5.

7

Figura A.6: Cruzamentos devidos ac primeiro e segundo expoentes negativos

No terceiro termo, ocorrem 9 cruzamentos a mais num total de 15 cruza-
nentos,
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Figura A 7: Cruzamentos devidos ac 1o. , 20. e 30. expoentes negativos
Cada unidade D;e’”,n =1, ..., s; contribue com 4(n—1)+1 cruzamentos.
Somando todas as contribuicdes, obtemos que:

35

Visa= D [4n~1) +1] (A21)

n=1

O sinal de uma curva €, entdo, modificado devido a presenca de sinais
. €
negativos nos termos 1J;’ por

(—1)"%# = (-1)% (A.22)

visto que o primeiro termo de { A.21 ) é sempre par e Yo, l= s5. Observe
que mesmo que 05 sinais negativos ndo se localizem nos primeiros &; termos,
a contribuicdo para o sinal é a mesma, pois estard somando a cada termo em
{ A.21 ) uma quantidade par que nido influi no sinal.

Se para cada linha j a contribuicéo é (—1)%, para as r linhas

(~1) 2% = (—1)° (A.23)

No caso em que r > 2 podem ocorrer cruzamentos, chamados de cruza-
mentos centrais, que sao induzidos apenas pela sequéncia (74 . . . ;) de arestas
em que se percorre o grafico. A contribuicio destes cruzamentos é dada por

(—1)" (A.24)

na relacao { A.11 ).
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A regra do sinal dada pela ( A.5 ) pode ser obtida de
sinal(’}/) — (71)!\w‘-§-k+s+t+1
adicionando 2k; ao expoente de ( A.25 ) :

(_1)N+(k1+k)+s+[k1+t)+1
Como ki +k=1Ilek +t=T, entio

sinal(y) = (= 1)¥ =57+
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Apéndice B - Calculo de
Wyr(l,N,s,T)

Vamos primeiramente calcular o mimero W, (V) total de palavras

D*Di2 ... Dt (B.1)

]

que podem ser associadas a um dado N, onde
!
N=3"le, | (B.2)
=1

Da definicao de NN, este nidmero estd relacionado com o numero p(N)
de particoes de N em ! partes nac nulas; com o numero de combinagoes de
sinais no expoente, dado por 2'; e com o nimero w,(l) de sequéncias do tipo
(2125 ... 4) que satisfazem &s seguintes condigoes.

a. tk F kg1
¢. todas as arestas da rede aparecem ao menos uma vez na sequéencia.

Portanto,

Wo(N) = 3 2N ) (1) (B.3)

I:T

O nimero de particoes p; (V) é
N-1
N = 4
)= (7)) (B.1)
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Esta relagio estd provada na referéncia [17].

Para calcular o ndmero w,({} de sequéncias satisfazendo as condigdes a},
b} e ¢), vamos inicialmente contar ¢ numero w}(l) de sequéncias (2145 . ..1%)
com 71 ¢ fixado.

O nimero w)(l) é dado pela relagdo

wil) = (r = 1) = g ) = L0) (B.5)

onde (r — 1}*~! é o ndmero de sequéncias que satisfazem apenas a condi¢io
a) acima, considerando que o primeiro elemento foi fixado e que ha r ~ 1
escolhas possiveis para cada i;, 7 = 2,3,...,1

O nimero (r — 1}~! inclui sequéncias que néo satisfazem as condi¢des
b) e ¢). Mas I.(I) conta 0 nimero daquelas sequéncias que satisfazem a}
e terminam com ¥ = %; ; ¢.{!) conta o nimero daquelas sequéncias que
satisfazem a) mas onde nem todas as arestas aparecem ao menos Uma vez.

No que segue calcularemos expressdo para I.(I) e g-({).

B.1 Cadlculo de I,(I)

Pela condi¢do a) e da definigdo de I.({) temos que 4; = #; # ¢,_y. Portanto, o
niimero 7,1} é igual ao niimero ((r —1)*~%) de sequéncias com [ — 1 elementos
e fj_1 # ;. Mas este ndmero, por sua vez, é igual ao mimero de sequéncias
com [ — 1 elementos, exceto pelas I, (I — 1) que terminam com ¢, = %;; logo,

L) =(r-1)"?2-1L(-1) (B.6)
A solucdo desta relacao de recorréncia é

1(1) = (r— )+ (=1 r = 1) (B.7)

r

B.2 Cilculo de g.(I)

Seja r > 3. Consideremos o conjunto das sequencias (éy, ...,%;) onde apenas
j < r dos seus elentos sao distintos. O numero de sequencias deste tipo
que se iniciam com um mesmo #; esta dado por w}(I). Uma vez escolhidoe
restam 7 — 1 numeros no conjunto {1,2, ..., 7} onde podemos escolher 7 — 1
elentos para compor a sequencia. Portanto, com 7 = 2,3, ...,7 — 1 segue que
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AUEDS (;:} )wj(f) (B:3)

J=2
Uma relagdo de recorrénceia para g.(/) pode ser obtida usando as relagdes
(B.3)e (B.7), cuja solucéo é

r—2 i1 {
— 1\ k(=1
r.'f = —1 T+k T 0 B.
UESNEY () s (B.9)
Substituindo esta expressdo em ( B.5 ) e usando ( B.7 ) encontra-se que
= ~1 ) K+ (=1
N = _pytksr T - B.10
R e e L (B.10)

O numero w,{l) estd relacionada com w!(l) da seguinte forma
w,(l) = rwH(l) (B.11)
visto haver 7 possiveis escolhas diferentes para se fixar o elemento 7; na
sequéncia () 4p...4).
Pode-se decompor o ntmero w, (1) em termos do numero f, (7, {) de sequéncias
cujas decomposi¢des tém o mesmo numero T de subsequéncias, ou seja,

Uma férmula para o numero f, pode em principio ser calculada mas seria
complicado, porém, o seu conhecimento explicito ndo serd necessdrio (vide
Apendice C). A utiliza¢do da decomposicao acima e da expressao

: o = i ( i ) (B.13)

5=

permite reescrever ( B.3 ) como

WH(N) = iiz ( i ) ( f_‘ll )f,,(T,l) (B.14)

I=r s=0 T
de onde se identifica

W,(I,N,s,T) = ( i ) ( ‘T_‘Il )fr(T,E) (B.15)
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Apéndice C - Calculo dos pesos

Neste apéndice as relacdes ( 3.40 ), { 3.41 ).e { 3.42 ) satisfeitas pelos pesos
0+(N,r) serdo derivadas.
Como vimos no Capitulo 3, os pesos estao dados pela expressao

N =T L % #(gm;(—,‘—,—,—

t,s,T J g1, N, T

(C.1)

onde a primeira somatoria em ( C.1 ) é sobre os pardmetros [, s, T tais que

N+l+s5+T=1impar= 6,.(N,r);

+(
N+l+s+T=par=  6_(N,r).

A segunda somatdria € sobre os divisores comuns g de [, N,5,T e

Wo(l, N, s, T) = ( ! ) ( ol ) £(T.0) (C.2)

expressao esta que foi obtida no Apendice B.

Uma férmula explicita para f,{7,!) pode, em principio, ser calculada,
mas ela nao é necessaria para o cdlculo dos pesos, bastando seja satisfeita e
seguinte relacdo

S AT = wil) (C3)

Seja N par ( impar ). A condicio para que N + [+ s+ T seja impar é a
de que { + s + T seja impar (par), ou seja,

a). I, s, T impares { pares );

b). I, s pares ( {mpares ) e T {mpar ( par );
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¢). I, T pares ( impares ) e s impar ( par );

d}. s, T pares { impares } e [ impar ( par ).
Para que N + 1+ s+ T seja par:

e). {,s, T pares ( {mpares );

f). I, s impares ( pares ) e T par { impar );

g). [, T {mpares { pares ) e s par ( impar );

h}. s, T impares ( pares ) e [ par ( impar ).

Consideraremos o caso N par. isto é, N = 2’n, onde n é um niimero impar
e j é intetro > 1. Neste caso, o calculo de 9.{.V,r) serd efetuado fazendo a
soma sobre [, s, T dados pelas condigdes a), b), ¢} e d} que ndo estdo entre
parénteses. Sendo assim,

{z+z+z+z] > uown (5.5.25) (ea
a) b) ¢} g|(l N

Considere a primeira soma em ( C.4 ). Os divisores comuns de N = 2/n
par e l. s, T impares estao entre os divisores impares de N,ou seja, entre 0s
divisores de n. Serd entdo invertida a ordem dos somatérios na equacio,
somando primeiramente sobre os valores impares de [, 5,7 que sa multiplos
de um dado g, e depois sobre os divisores de n (g | ). Estes valores sio
dados por:

! = ¢(2x + 1), com z inteiro no intervalo [0, 2;; -1
s = g(2y + 1), com y inteiro no intervalo [0, z];
T=g(2z+1).

Temos, entdo, substituindo os valore de {,se T

23"

Zn g
S o
. 2n
W, (2x+l,?,2y+1,22+1) (C.5)
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Utilizando a expressido conhecida de W, (I, V.5, T} ( C.2 ) e substituindo
na equacgio acima,

2j_1n__1 )
g 2n z
o m e RN (R)E(EN)
) o = 2r+1 2z y=0 Y+
Zfr(2z+1,2x+1) (C.6)

A segunda somatéria em { C.4 ) é sobre os valores de I, s pares e de T’
impares. Os divisores comuns estdo entre os divisores impares de N, dai os
valores de tais pardmetros miltiplos de um dado ¢ séo

I = g(2z), com z inteiro no intervalo [0, 2=
s = g(2y}, com y inteiro no intervalo [0, z];

T =g{2241).

A soma é dada por

2i-tin
%: = 2 g: gﬂz g(;x)#(g)w,, (zsc, 237”3 2y, 2z + 1) (C.7)
ou, substituindo ( C.2 ),
23-_91“ 2n T

Os valores de !, T pares e s impares multiplos de um dado g, novamente
divisor impar de NV, sdo

I = ¢g(2z), com z inteiro no intervalo [0, 2;_; :
= g{2y + 1), com y inteiro no intervalo [0, zJ;

T = g(22).

24



Entdo

_ulg) & 1 EEo1NE
= —(2 )Z(2y+1)2f,2z2x (C.9)

A tltima soma em ( C.4 ) € sobre os valores pares de s,T e impares de !
multiplos de g:

[ = g(2x + 1), com z inteiro no intervaio [0, 22"'—; - 1};
s = ¢(2y), com y inteiro no intervalo [0, z|;

T = g(2=2).

e é expressa por

‘2j_1n__1 .
w(g) % 1 (%—1)2(%“)
o=y = fr(2z,2241)
3 om 9 = 2z +1 2z ' Z )
(C.10
Observe que
0" 1 [
H\g - -
>4y = — 3 ( g )
o 3 el 1 2z +1 2z
T 2z +1
y=0(2y+1 )gf,,@z—i—l 2z + 1)+
+3 ( 25”2'” ) S fr(22,22 + 1)}
— v
y=0 z
(C.11)
Mas

S 204+1 & 2e+1 Y\ o
Zo(%ﬂ)*z( 2y )hz (€.12)
o

¥=0

permitindo reescrever { C.11 ) como
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25—'!n

IS I _I—(ET_ )z?w

3 . o 2r+1 2r

Yo FE@z+1,20+1)+ > fr(22, 20+ 1)} =C.13)

=14

-y S L ()

m 9 = 2z +1 2z
> (T, 22 +1) (C.14)
T

Calculo semelhante mostra que

>

b)

231

+Z z_ Z L(Q_Jf 1)22“Zf (T,2z) (C.15)

o = 2z 2r -1

Reunindo os resuttados obtidos em ( C.13 ) e { C.15)

S+

o)

bz}+2) +Z Z

gin
Qj-ln_l .
S (T ) ey e
= Z2z+1 2z T e i

23_' Hm_ g

1 zn 1 2r-1
+ Z 236(25;: )2 Zf,Tzz (C.16)

Usando ( C.3 ) obtemos finalmente que

Para

6, (Pn,r) =Y QJZ ( 1)2“110,_(2“,[) (C.17)

gin

calcular #_(N,r) procede-se da mesma maneira, mas as condigoes

siio agora dadas pelo conjunto e), ), g}, h). Considerando N = 2/n com n
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impar e j inteiro > 1,

6_(2'n,r) = [Z Z+Z+Z

e) n g) f)

% > M(Q)W}(E’E,E:Z) (C.18)

gl 5.T) 9 9 99

Temos que nas condicdes f), g), h) os divisores comuns entre 2'n e os
parametros [, s, T estao entre os divisores impares de N, dados pelos divisores
de n (g | n), visto sempre haver elementos pares e impares nos casos acima.

A segunda soma em ( C.19 } é sobre [,s impares e T pares que sao
miltiplos de ¢

[ = g(2z + 1), com z inteiro no intervalo [0, 5 2"_71 ~1;

s = g(2y + 1), com y inteiro no intervalo {0, x],
T = g(2z).

que é expressa por

21‘1

Z ZZZZ

2n
ulg)yW, (2I+1,—,2y+1,2z)
oln z=0 _02g2x+1 : g

(C.19)
Substiuindo a expressao ( B.12 )

LI 1 [ ¥n 1\ &9l
PO — —_— g 2 1
£ gn 9 ; 2z 41 ( o1 2 9y + 1 ; fr(22,22+1)

y=0
(C.20)
Os valores de !, T impares e T pares que sao miiltiplos de g | n, sio dados
por

[ = g{2z +1), com z inteiro no intervalo [0, 52 — 1];
s = g{2y), com y inteiro no intervalo [0, z];
T = g{22).



e a soma scbre estes valores

23" i

SRS ST L S BN Dol S D e

9) gm I=o y=0 2y z
(C.21)
Para a quarta soma em { B.19 ), os valores sao dados por

— TN : 2ni,
[ = g(2z), com z inteiro no intervalo [0, s
s = g(2y + 1), com y inteiro no intervalo [0,z — 1};

T =g(22+1).

sendo que o resultado, apds substituirmos a expressao { B.2 ) é

g g 1 23_}1 _ z—1 2
——c {22+ 1,22
(C.22)
Na condicao €), onde todos os pardmetros sao pares, os divisores comuns
possiveis entre [, NV, s, T nao estiao sd entre os divisores impares de NV, mas
também entre 0s pares. Vamos considerar primeiramente o termo que corre-

sponde a soma sobre os divisores impares de N, no caso, g | n. Os valores
de I, s, T pares miltiplos de g sdo

[ = g(2z), com z inteiro no intervalo [0, 2;_;]j
s = g(2y), com y inteiro no intervalo [0, x];
T = g(22).

e o resultado da soma é

plg) & Tl 2m_ {2z
L= 5 B — | 4 (22,22 + 1
Z Z 2z — 1 ygo 2y zz:f(z,x )
(C.23)
Somando a contribuicio de e} somente para divisores impares de N com
(B.23)

o8



v
+
v
il

=
5
i
|>—n
T
o |

=

’
S

yimpar h) gln g * 2z -1
(Z ( g; )Zf(2z 2z + 1)
y=0 z
r—1
> ( 9y + 1 ) S (2241, 21)] (C.24)
y=

que, usando novamente { B.12 ) fica sendo dada por

2=y
I | a1 5p .
Lot Z“ > 2—( 51 )2~ 'Y (T, 22) (C25)
e) impar gln =1 =T z T

Somando ( B.21 ) e { B.22 ) obtém-se

Ej_]‘n

1 2.’-"_11__1 2z
2 +Z Z v 5 ( 7 )2 ;fT(T,sz)

f gln = 2Tl 2z
(C.26)

A contribuicao dos divisores impares de N para o peso é dada somando
(B.26 ) e (B.27)

2in

Z +Z+Z+Z = &El(zn_l)f—l
e) smpar f) 9 h) gn I £=1J
AT = cam)
T
= 0.(27) (C.28)

O conjunto completo de divisores comuns entre [, 2n.s.T quando !, s,T
sao pares e j > 0 é formada pelos divisores impares, cuja contribuicao ja foi
calculada, e pelos divisores pares de N. Os divisores pares serdo separados
em dois conjuntos distintos:



{ produto entre dois nimeros pares };

{ produto entre um numero par e um impar > 1 }.

No caso do primeiro conjunto, formado pelos divisores pares de N que
podem ser escritos como produto entre outros dois nimeros pares (2z ¢ 2y
), nao hé contribuicdo para a soma, uma vez que por definicido da funcao de
Mobius

u(2*zy) =0 (C.29)

O conjunto de divisores de /V que sdo o produto entre um nimero par e
um impar siao formados pelos elementos 2™g, onde g é divisor impar de 2n
em =1,2,...,7. Se m =1 tem-se o conjunto {2g}. Se m > 2 novamente a
funcdo de Mobius se anula.

Dos divisores pares os tnicos que contribuem sao dados pelo conjunto
{2¢} com g¢ divisor impar de N > 1. Representamos a soma sobre este
conjunto por

> ] LS uegw, ( In s T) (C.30)

e)pares {29} 29 29 29 29
Os valores de [, sT pares multiplos de ¢ s&o

| = g(2z), com z inteiro no intervalo [0, 923;]

s = g(2y), com y inteiro no intervalo [0, z];
T = g(2z).

e permitem escrever { B.31 ) como, ao substituirmos a expressao de W,

( 2::—1 1 ) > ( ;);fr(z,x) (C.31)

y=0

5 = Tggue

elpares

Mas existe a propriedade sobre a fun¢ao de Mobius

#(29) = p(2)ulg) = —u(g) (C.32)
gue aplicada a { B.32 ) resulta em
23._1\'1 .
R I i—1
o o.=- Z Z - g 22w () = —0.(2°" n)
¢lpares d|n z=1 T z—1
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O resultado final foi obter a seguinte relacao, valida para 7 > 1
0_(2n,7) = 0,.(2n,7r)—0.(2"n,r) (C.34)

O mesmo calculo efetuado para o peso 6, deve agora ser feito para j =
0. ou seja, para N impar. Neste caso os divisores comuns do conjunto de
pardmetros {l,n,s, T} estdo entre os divisores impares de n em quaisquer
das condicdes a}, ..., h). Assim o termo { B.34 ) nfo ocorre e temos

8_(n,7)=0.(n,r) (C.33)
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