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{...) Se as digressoes podem fornecer o conhecimento de novas ver-
dades, ¢, uma vex que ndo somos obrigedos a seguir um métode fechado
e rigoreso, e que somente nos reunimos por satisfacio pripria, o que
nos impede de desviar-nos do ussunto agora, para néo perder aquelas in-
formacdes que, talvez, passada @ ocusido propicia, nunca mais aperegam
? Quem sabe, inclusive, se muitas vezes ndo se pode descobrir curiosi-

dades mais belas que as conclusdes buscadas a principio ¢ (...)

Galilen

vil
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Resumo

Discutimos neste trabalho as solugbes para as equacgbes de evolugio tempo-
ral para um sistema acoplado bidimensional via fungdo de Green, fazendo-se uma
aplicagao particular dos resultados para o problema de um sistema de dois neutrinos

de sabores, quando sujeitos a interagao com a matéria solar.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é o estude das solugoes da equagao de evolugio
temporal para sistemas bidimensionais acoplados. Uma forma elegante de se ob-
ter solugdes para tais sistemas de equagées diferenciais é por meio do operador de
evolugao temporal, isto é, via funcio de Green, Esse tratamento matematico, apesar
de elegante, oferece uma dificuldade operacional que é a de sc obter representagoes
matriciais para os operadores exponenciais. Apresentamos aqui um método simples
{ ref. [1] ) para se obter essas representacbes matriciais usando-se transformadas de
Laplace, que de certa forma significa diagonalizar o sistcma quando a hamiltoniana
a que esta sujeita o sistema for independente do tempo. Deduzimos essas repre-
sentaces matriciais para um sistema de n» equacbes diferenciais acopladas e parti-
cularizamos as solugdes para os casos bi e tridimensionais respectivamente. Uma
vez obtidas as solugbes, caleulamos as fungdes de Green para sistemas comn = 2 e
n = 3 sujeitos a uma hamiltoniana real e constante, cuja representagao matricial é
simétrica.

Com esse formalismo, pode-se introduzir dngulos de mistura, que nessas
condigies de matriz hamiltoniana real e simétrica, permitc cscrever a fungio de
Green como uma rotagiio no SU{n), para n = 2.3, da fungao de Green para a
hamilioniana diagonalizada.

Beterminada a funcio de Green para o caso n = 2, estudamos a evolugio
temporal de um sistema spinorial a duas componentes, determinando-se as malri-
zes cujos elementos determinam as amplitudes de trangicio entre os estados que
caracterizam os spinores bidimensionals.

Quando a hamiltoniana tiver elementos que dependem do tempo, a solugic
para o sistema acoplado de equagdcs de evolugio temporal € mais complicada e
requer o uso de expansionais cuja solugao final depende fortemente das fungdes que
definem os elementos da matriz hamiltoniana.

Ohservamos, no entanto, que se a hamiltontana de interagao permiite o apa-
recimento de termos oscilantes, ocasionando grandes oscilagdes, a aproximacio de

fase estaciondria permite obter solugdes ressonantes para as equagdes de evolugao



temporal.

Neste trabalho faz-se uma aplicagdo especifica dessas solugoes no estndo das
transigdes ressonantes entre estados de dois neutrinos de sabores no contexto dos
neutrinos de sabores { ref. [17] ). Discutimos dessa forma as probabilidades de
transi¢ao entre esscs estados.

Este trabalho csté organizado da seguinte forma. No Capitulo 1 apresenta-
mos as derivagdes das representagdes matriciais para os operadores exponenciais e
discutimos a derivagao das funcées de Green., No Capitule 2 discutimos o estudo
da evolugao temporal de um spinor & duas componentes sujeito a uma hamiltoniana
qualquer e no Capitulo 3 generalizamos a solugio pata o caso em que o sistema
evolui no tempo sujeito a duas hamiltonianas. No Capitulo 4 fazemos um estudo de
transigdes ressonantes.

A aplicaciio ao problema dos neutrinos sulares € apresentada no Capitulo 5 e
as discussdes finais estdo no Capitulo 6.



Capitulo 1

Representacao matricial dos
operadores exponenciais

Vamos apresentar um método simples de determinacio de uma representagio
matricial para operadores exponenciais exp{Hn] ( ref. [1] ), onde H,, & uma matriz
nxn. Vamos também discutir a representagio matricial para o operador de evolugio
temporal, exp[—iH,(t - t0)], ou seja, a fungdo de Green quando H,, (n = 2,3)
for uma hamiltoniana cuja representagio matricial ¢ uma matriz real, simétrica e

conslante.

1.1 Representagiao Matricial

As solugdes de muitos problemas em Fisica envolvem a determinagao de re-
presentagdes simples para o operador exponenctal. Isto & uma consequéncia direta
do fato de que equagdes de evolugdo temporal interessantes a Fisica apresentam este
tipo de operador como solugio formal ( refs. [2], [3], [4], [5] ). Mesmo sendo extre-
mamente elegantes, 0s operadores exponenciais sdo, em geral, de dificil tratamento
e representagées simples devem ser encontradas.

Neste capituloe vamos mostrar um método simples para se obter a repre-
sentagao matricial do operador exponencial ezp([l'y] , onde I, é uma matriz n x n .
Este tipo de questio ¢ intcressante especialmente na determinacao do operador ex-
ponencial representando tranformagdes de um grupo discreto. Como uma aplicagao
desta representagio matricial vamos obter a fung¢io de Green para nm sistema de
duas e trés equagoes de evolugio temporal acopladas, quando ', é uma matriz real,
simétrica e constante. Este tipo de fungdo de Green , ¢ importante, por exemplo, na
analise da evolugio temporal de um sistema de neutrinos propagando-se na matéria

( refs. [3], [4], [5] ).



Em geral, uma matriz [, de ordem n x n pode ser expressa em uma base
de matrizes que representam operadores da algebra associada a um grupo discreto
SU(n) .No caso dc matrizes de segunda ordem de trago nulo, a base composta de
matrizes de Panli ( uma rcalizagdo do SU(2) ) pode ser utilizada para este fim,
enquanto para matrizes de terceita ordem, nés utilizamos as malrizes de Gell-Mann
( uma realizagio do §7U/(3) ). Note-se que do ponto de vista fisico, ndo hi perda de
generalidade se assumirmos ¢ue Tr(T,) =0, pois qualquer malriz pode ser sempre

decomposta na forma

Ty = S7p(Ta)1 4+ (T — :—lTr(rn)1), (113

s
onde 1 é a matriz identidade de ordem n X n , implicando no surgimento de um
fator de fase irrelevante na solugio das equagbes de evolucéo.
A determinagio da representagao malricial para o operador exponencial exp[['s]
depende da dlgebra associada aos operadores correspondentes do SU(n} . Uma ma-

triz de segunda ordem I';, de trace nulo, pode ser escrita como
3
Fz = Z [2 545
=1

onde 03 ¢, sdo nimeros complexos, podendo ser trivialmente guadradas

[F2]2 = Za,‘&.,‘l

— —
= o-

pois as matrizes de Pauli satisfazem a seguinte relagao de anticomutagio {¢;,0;} =

28; . E portanto podemos obter gque

. — —
explTy) = cosh V& - & + s“’h? e “r, (12)
[ 4 |

No caso onde I';, é uma matriz de ordem trés, as malriges de Gell-Mann A; podem
ser utilizadas como sendo uma base conveniente. A regra de anti-comulagio destas

matrizes € expressa como

4
{A.‘, Aj} = §6{j1 + Qd,'jki\k



onde d;;y sho as constantes de estrutura simétricas do grupoe SU(3) . Portanto

[Ts(t)T?

o]

i=1

IS

e + szi(xjdijk‘\k (13)

gue ¢ uma superposigio de elementos da base do SU(3) . Come consequéncia, a
representacdo para exp(l's] ndo pode ser determinada de modo simples corno no caso
bidimensional. De fato, esta dificuldade pode ser encontrada em todos os casos unde
I', é uma matriz quadrada de ordem n commn > 3.

Um modo conciso de se contornar tal problema consiste em observar que
exp[l',] pode ser determinado a partir da solugéo formal para a seguinte equacdc

spinorial

d
ECD(:, 2,) =T, 0z, 2,) (1.4)

para z > 0, onde $(z) é um vetor coluna que definimos aqui como sendo um spinor
de n componentes e ', uma matriz geral de ordem n . A solugio formal para a
n G P

equagao (1.3) é escrita como
B(z, 20) = exple - [n]®(20) {1.5)

onde $(z;) é uma condigdo de contorno apropriada. Sem perda de generalidade
podemos tomar @(zp) = @(0) . Se for possivel determinar a solugio da (1.4) para
z = 1, podemos obter a representagdo matricial para exp[l'.] . De fato a solugao
para a equacgao (1.4} pede ser determinada usando a transformada de Laplace. In-

troduzindo W(p) = £ [®(z)] , podemos escrever a partir da (1.4):

p-L[2(z)] — @(0) = I'nL[2(2)]

p¥{p) — (0) =T.¥(p) (1.6}

Se definirmos O(p) = pl — T, , uma matriz » X n , ¢ O 'a matriz inversa corres-

pondente, entic a (1.6) pode ser escrita como

V(p) = 67 3(0) (1.7)



Para se encontrar a transformacio inversa de Laplace, observe-se que é passivel

escrever

e—l — ‘w(.p)

Fu{p)

onde M(p) é uma matriz n x n construida a partir dos menores delerminantes de
orderu {n— 1) da matriz transposta da matriz @ , e P,(p} € o polinémio caracter{stico
de I, , dado por

Pn(p) = det [pl - F”} .

E importante notar aqui que 0s elementos da matriz M{p) sao polinémios de ordem
E <n—1. Temos duas situages a analisar: quando as raizes de P,(p) sio simples,

e quando existem rafzes degeneradas.

1) Se as raizes de P,(p) sdo simples:

Suponhamos que as raizes 4; do polindmio caracteristico sdo simples, ou seja.
p q 4 P ples, 7
possuem multiplicidade algébrica unitdria. Portanto, podemos escrever o po-

lindémio caracieristico como

= f_[(p —A)

A transformacao inversa de Laplace de y(p} € dada por ( ref, [6] )

= M)

() = 2 py el #12(0) (1.8)
onde
Filp) = ;"_“;)_i (1.9)

Comparando as equagbes (1.5) e (1.7), escrevemes a represenfagio matricial
para exp|T',] como

= M(A) o

exp(l] Z

(1.10)

2) Se as raizes de P.{p) ndo sdo simples :

Suponhamos agora que o polindmio caracteristico P,{p) possui raizes comn



multiplicidades algébricas ng 2 1, ou seja, P,(p) tem rafzes degeneradas.

Neste caso, escrevemos o polindmio caracteristico como

Pulp) =TIl — Aey™

oI

Sng=n

Encontramos { ref. [6] ) a represeniacio matricial para exp[['s] como sendo

dada por

Cen Ol A
exp[l.] = kg:] E ﬁ;l—)!e (1.11)

onde P4(p) é uma matriz de ordem 1, cujos elementos sic dados por

@u(p)ls = jT [1‘%?)]

Pa(p)

Pi(p) = T

O fato da matriz T, ser tal que Tr(T,) # 0 implica que podemos decompd-la

na forma da (1.1}
1 1
Py = =Tr(l's)1 + (rn - 7TT‘(F,‘))
n n
que pode ser utilizada para generalizar a {1.9) e (1.10}).

1.1.1 O caso bidimensional

Para o caso bidimensional, as raizes A; do polindmio caractetistico sio raizes
simples dadas por A; = £y/= & - @ e portanto é simples mostrar que (1.9) reproduz
(1.2).



1.1.2 O caso tridimensional

Para o caso tridimensional, onde as matrizes [z sio tais que Tr(T3) =0, na

ilgebra do SU(3) , a matriz M(p) pode scr cxpandida da segninte maneira,
M(p) = PL+ pl's + M, 1.12)

ende M; € uma matriz 3 X 3 cujos elementos sdo construides a partir dos menores
determinantes de ordem dois dos elementos correspondentes da transposta da matriz

I'; . As raizes do polinémio carateristico satisfazem as seguintes propriedades:

Yoa=0 {1.13)

=62 (1.14)

para m = 0,1,2 e Fi(p) é dado por (1.9) . Se assumnirmos que Ps(p) tem raizes A;
simples, das equagdes (1.12) e {1.13), podemos escrever exp/l's] somente em termos

de duas raizes:
expl3] = exp[—(h1 + )]
z sinh (f\': + %1

)
T ()
i#j

1+ e(/\'+jzi) [A?1+/\iF3+‘M1]

(1.15)

1.2 Funcoes de Green

Uma aplicagio importante desta representagio matricial para o operador ex-
ponencial ocorre quando a equagao (1.4) é um sistema de equagles de evolucio
temporal acopladas. A solugiao é agora uma fungao de Green.

Utilizamos este resultado para obter a representagio matricial para a fungao
de Green, quando I'y, € uma matriz real simétrica,nfo necessariamente de trago nulo.

Por simplicidade, vamos apenas considerar os casos paran =2 e n =3 . A solugio



da equagio (1.4) dada por
Gy =exp [—il's (¢ — )]

Vamos analisar primeiro o caso bidimensional, n =2,

1.2.1 O caso bidimensional

Para n = 2 temos duas raizes A; nao-degeneradas. A equagao (1.10) pode
ser utilizada também na siluagio onde T7(I';) £ ¢ . Temos que a representagio

matricial para funcio de Green, temn seus elementos escritos como

L. clementos diagonais:
2 .
[Galt, o)) = D 6m (A + Tyj) e Pmlim) (1.16)
=1
2. elementos nao diagonais:

[Galt, 1))y = [Galt, ta)]

2
= = 3 eplijeimli=h) (1.17)

m=1

-1
onde e = (A — M) ,mEn,emn=012,
Observamos que as raizes A; si0 os autovalores da matriz 'z € a fungio de

Green pode ser escrila comno
Gait,to) = U - M(t,0)- U7

onde I/ é nma matriz unitdria, I/ - /"' = 1, e M é uma matriz diagonal gue
representa a fungdo de Green calenlada através da base usual de auto-estados, que
é dada por

(M), = exp[—thi (L — Lo)] &
A matriz U pode ser escrita simplesmente como uma rotagio do SU/(2) ,

IJ = exp [fwary]



onde ¢z & a matriz de Pauli e w é o ingulo de mixing. Em termos do angulo de
mixing, temos a seguinte representacio matricial para Gaf%, o) :
1. elementos diagonais:
2

1
Galt, bl = 3 3 [1 + (1™ ws‘lw] ~EAm(t—tn) (1.18)

m=1
2. elemcntos nio-diagonais:

IGZ(tatU)];j = [Gz(t’tﬂ}]ji

2
= -Y %[(—l)m sin 2] e~ Am(t—t0) (1.19)
m=1

Sec compararmos as equagdes ( 1.16 ) com { 1.18 ) e as equagdes ( 1.17 ) com
{ 1.1% ) , abtemos

2F12

i = = 1..
sin 2w PR {1.20)
e
Ty — T
520 = ————. 1.
cos 2w S (1.21)

Devido as das propriedades das raizes A; do polindmio caracteristico ( ref. [6] ), nio
ha ambiguidade nesta definicio de ingnlo de mixing,

1.2.2 O caso tridimensional

Vamos supor agora que temos trés anto-valores nio degenerados da rmatriz
2 . A representacao matricial para fungio de Green pode ser obtida a partir da

equagao (1.10) e é dada por

1. elementos diagonais:
(G (4, 10)); S,_j em {{Am — — D) — T4 e imto)  (1.99)
2. elementos ndo diagonais:
[Ga(t, k)], = [Gs(t o)l
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3
= 3 e {Ts (e — Tyg) = Ty} o700 (1.23)
m=1
onde i, j, k= 1,2 3ecy = [(An—A) (An—2)] ,comm £n #1,¢
m,n,{=1,2,3.
Como no caso bi-dimensional. a funcao de Green pode ser escrita da seguinte

maneira
Gyt y) = U M{t.1y) - U™! (1.24)
onde a mairiz da fungio de Green M (t,1;) é dada por
(M (t,80)],; = exp [—2Ai (t — %0)] 4,

=123,
A matriz U7 pode ser escrita como rotagdes no SU(3) definindo-se trés angulos

de mixing entre os estados . A matriz I/ pode ser escrita como

[T = ikt gighs giwha

onde A; sdo as matrizes Gell-Mann e w , ¢ , ¥ sa0 vs lrés dngulos de mixing. Se
compararmos a solugdo na equacio (1.24) com a solugio dada pela equagio (1.22)

e com a equagao (1.23), obtemos as seguintes expressdes para os dngulos de mixing:

(Az — has) (As — Paa) — B2y
(Aa = A (Aa—Ag)

sin® ¢ =

(1.25)

Az = [(he = hagj (As — hag) — B3,
tan?w = 2 1.26
anw (z\z — /\3) [(/\1 — ha2) (A — haa) — B, (1.26)

) Ag— ha1) (Aa — haa) — B3
van? o — (s — P11 {25 13 1.97
sy (As = hog) (Ag — haa) — &, ()

Utilizando-se das propriedades das raizes reais do polindmio caracteristico da matriz
'z , apesar do célcule ser longo e tedioso, é facil se mostrar que os segundos mermbros
desta equagio sao positivos definidos.

Concluindo, obtivemos a representagao matricial para o operador exponencial

exp[l';] , onde T, é uma matriz n X n com trago nulo. Estes resultados reproduzem

11



a Tepresentagio matricial para o operador exponencial exp[T',] no casos em que T,
& uma matriz 2 x 2 e obtivemos ua relagdo simples para o caso tridimensional, bem

como representagoes simples para as fungdes de Green quando I, € uma malriz real

¢ simétrica.
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Capitulo 2

Evolucao temporal de um spinor
a duas componentes

No capitulo anterior apresentamos como se obtém a solugdo para a cquagio
de evolugéio temporal para um sistema acoplado, quando a hamilioniana & uma
matriz cujos elementos nio dependem do tempo.

Quande a hamiltoniana é dependente do tempo, a solugio para o sistcma
acoplado ndo ¢ simples de se obter, puis o operador de evolugio temporal & wm
cxpansional, cujo cdlculo das integrais multiplas depende fortemente de como os
elementos da matriz hamiltoniana dependem do tempo.

Neste capitulo vamos discutir a evolugio temporal de um sistema acaplado a
duas dimensdes com a hamiltoniana dependente do tempo.

A equagdo de evolugdo temporal para um sistema acoplado é dada por

it o) = hul(t)gnlt, o) + b (F) du(t. 1) (2.1)
i5da(t 1) = by (B)a(t,1o) + haalt)@alt, 2,) )

onde os coeficientes b;; sdo fungdes dependentes do temupo. De um modo geral, essas

equacdes podem ser escritas na forma matricial
iSs=tg (22)
at” ‘
onde ¢ é um spinor a duas componentes
e
¢= ( b

e Hy é uma matriz 2 x 2 cujos elementos sao os A;; .

Sendo ¢ (t5) a condigao de contorno para o sistema, a solugdo formal ¢ dada
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por
600 = Ben[-i [ H(0)dc) (00 (2.3)

onde Fzp significa uma soma de imiegrais miitiplas ordenadas (refs. [11] [12] ),
definida como um expansional. Esse expansional, na verdade, definc a fungio de

Green para o sistema acoplado de equacio diferenciais

Git.to) = Exp [—i j; H (()d(] (2.4)

O problema fundamental é se determinar a representacao matricial para casa
fungio de Green, mesmo no caso 2 x 2, quandoe Hy (#) pode ser expandida em termos
das matrizes de Pauli, pois as integrais miltiplas dependerao das particulares fungbes
que definem os clementos de Hy (f) .

Dessa forma, vamos discutir as solugdes desse sistema acoplado de uma forma
mais elementar antes de nos preocuparmos com a solugio dada formalmente pela

equacdo (2.3) .

2.1 Sistema sem acoplamento

Dizemos que um sistema nio possul acoplamento, se o hamiltoniano que
descreve o sistema possui os elementos anti-diagonais nulos, ou seja fii2(t) = hy (§) =
0. Este sistema sem acoplamento é escrito em fungio das compouentes do spinor
#{1,10) coma:

{ 1L61(1,8,) = hua(t)on (¢, 8.)
igdalt t) = haalf) o8, )

Da teoria elementar de equagdes diferenciais ordinarias { ref. [8] ), temos que as

solugdes sao da forma
¢:(t,1) :exp[f?,j; (NN g (L), G =1,2 (2.5)

Esta ultima equagio possui caracterisiticas de solugio oscilante. Desle modo, pode-

mos introduzir as frequéncias de oscilagdes

wrtt) = [ his()r (2.6)
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que chamaremos aqui de frequéncias caracteristicas do sistema. Consequentemente,

reescrevemnos as solugdes (3.2) do sistema como

di(t,1,) = e_iwl(l)@"l(tO) i
{ halt. 1) = 2 0a(t,) &7

2.2 Sistema com acoplamento

Vamos agora [azer um estudo detalhado do sistema acoplado, ou seja, com
todos os elementos de H nao nulos. A equagio diferencial de evolugde tcmporal

para um sistema acoplado é dada por

{ P46,(1,2,) = k()16 bo) + hualt) da(t, 1)
iﬁﬁbl(il to) = h21(£)¢'1(t;tc) + hm(t)qf'?(h tﬂ)

As solugdes podem ser escritas na forma

1 t,) = e 1 e (11,) .
{ ¢:(Mo) = e~ it 1,) (28)

onde as Tungdes t1(8,1,) € (¢, %, ) satisfazem ao sistema acoplado

{ idiul)l(tstu) = hu(t}f"iw(tw’?(t’ L)

150 (4 ) = hag(t)em Wy (1 1) (2.9)

e a fungio W(t) é definida como a frequéncia relativa entre as frequéncias carac-

ter{sticas wi(t) e wo(2), ou seja,

If

W(t) = wlt) —will)

[ (na(3) = haaf )2 (2.10)

Suponhamos agora que wy({) — wat) = (wy — wq)(t — o), isto &, que as

frequéncias caracteristicas variem linearmente com o tempo. Neste caso,

Wi(t) wy(t — to) — walt — to)
(w1 —w2){t — o)

/;(hu()\) ~ haa{A))dA

ou seja, as fungdes hy; e by ndo possuem dependéncia temporal.

Tomando a expansio de H; em termos da decomposi¢io em matrizes de
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Pauli, e supondo que hyy nic depende do tempo, temos wy(t) = Ay (1 — 7o) . Comeo
por hipétese supusemos que wi{t} = wy (2 — 5} , entdo wy = hyy. Com raciocinio
anilogo, oblemos também que wy = hyy . Portanto, a hamiltoniana pode ser escrita

em termos das matrizes de Pauli na forma

H = WI;wz1+h120++hglﬂ',+ﬂ;wgﬂ'3
‘ h h. —h -
_ w ;I"-L’“zl + 12;' a +ih12 - 210_2 iﬂ w20_3 (2.11)

Se impormos que ki3 € ke ndc dependem do tempo, entio substituindo-se esta

tltima expressio na solugdo foermal para a equacio {2.3), obtém-se

oltte) = Bapl—i | HON4()

3
— Eupl—i lﬂ(“l T o)) ()

3“'3’%“1(‘40]e**[%"’;)(f*in)q{,(o) (2.12)

onde x; sao as componentes do seguinte vetor

hig+hay haa— by wp —uwy

F={ T g 3 } (2.13)
e chamando de w = +/7 + T temos:
1 .
w =1/ hihn + Z(wl — )2 (2.14)

Da algebra das matrizes de Pauli, podemos reescrever a segunda cxponencial

da equagao (2.12) como:

495

e~ @7 i=t) — og wlt —tg)1 — 4 sinw(t — #g} {2.15)

Logo podemos escrever a cquacio (2.12) como sendo :

Bt tg) = e~ F R -n) {cos wit —t)1 — 5% gin wit — tg)] #(to) (2.16)
w

2.3 Matriz de evolugiao temporal

Uma vez obtida a solugéo da equagio diferencial do sistema acoplado, ue-

cessilamos obter a matriz de evolugio temporal, de modo a poder determinar as

16



probabilidades de transigo entre os estados do spinor ¢{f,%p) . Na expansio dc H,
em fungdo das matrizes de Pauli, o termo de fase exp [—z’ (E‘%) 1(t— to)] nao con-
tribui na determinagio de tais probabilidades, sendo portanto irrelevante em nossa
analise. Desprezando entio este termo, e ulilizando as propriedades do operador

expansional ( ref. [10] ), dcsenvolvemos a solugao [ormal da equagéo (2.2)

Ezp [—z[:gw, (A) (;id)\jl = En:p[—i]t:{x+a'+ + & 0_ + &a7s)dA] (2.17)
- Ea:p{fi/t: (i/\Ea:p[fif/\! dpsrs)(240s +3-0) -
Erp[—i /TA duxsas]} - Ewpl—i /: dAzz03)
= Exp{—i/: De TN (3,04 + 20 )AITERY
.e—itﬂ;—"‘l);—ta)
= E-iﬂiﬁ)(t—m)gwp{,i/: AN [hazelnia, 4

_I_hme—i(wl—wz)ha,‘]d/\}

Por outro lado, temaos:

e— {2 ) i—t) 0 R te) _ o —iw1 (t—to) . 0
0 L2 ) 0ta) 0 e=ivs (t—ta)

Logo, toda a evolugdo temporal é determinada por:

i —1
T{t,te) = cosw(t—1#)1— ia:jOjirlL(t——()l

w
_ cosw(t — tg) 0
B 0 cosw(t —ta) |
. 01 inw(f—t
_2h12( 0 0 ) . SIH(TCQ +
. 00 i t—¢
—'thgl(l 0)51,}’%_02_
_wizw (10 sinw(t — ta)
5 0 1) o
_ ( cusw(tfto) _z'(uq;m)sinwuffwl —ihlzs—iﬁu@l
,ihzl’ﬂL“"&,ﬂl COSHJ(t . to) + i E% E“i“”:_loi

(2.18)

E interessante ressaltar que, neste célculo, a condigio inicial T(tg, 1) = 1 é obtida
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de modo trivial.
A evolugio temporal de qualquer sistema acoplado ¢ portanto dada por

Bt te) = [cosw(t —10)1 — izaoasinw(t — to)]d(to) +

*wa ) sy + hao-J9(te) (2.19)

Escrevendo esta dltima equacio nas componentes do spinor ¢ (t,%0) ,

$1(t o) = [cosw(l — o)1 — 2 sinw(t — o)) (to) — ineli ol b daite)
=1 a(t, to) = —imeU=R) b, 6 (20) + [cosw(t — Lo)1 + 22 sinw(t —to)]da(tn)

Da matriz {2.18), pode-se obter as amplitudes de transicio, que sio dadas por

wy — wa, sinw(t — &)

ALY 1)) = cosw(t — to) — ¥( 5 )0
A1, t0) = coswlt —tg) + (2 ;“’?)Si” “’(:’J’ fo)
AN 1) = iy el b
AFN ) = _ipy, et — %)
E as respectivas probabilidades sdo dadas por:
PR, 00} = cos?u(t — to) + ()P sin w(t - to) (2.20)

sinw(t — 1)

R(l_’z) IR = p2 = T
7 (o) Y{wr — w2)? + highy

(2.21)

PE=D( ty) = costwlt —to) + (%)mnu(: — ) (2.22)
- in®w(t — ¢
PEV(ty) = AL — wlt = to) (2.23)

(w1 —w2)? + hizhay

onde Pr & a probabilidade de troca, e Pr é a probabilidade de permanéncia de

estados. Note-se que, quando as frequéncias caracteristicas sio iguais:

Y h12h21

sinw(i — o)
= AT(t) o ——‘-—w
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significando que hyyhyy define a largura da distribuicio.

2.4 Angulos de mixing

Vamos considerar que a matriz H, é real e simétrica. Nessa condigio podemos
introduzir o angulo de mixing para determinar as probabilidades de transicao.
Como discutido na Capitulo 1, o angulo de mixing é dado pela equagao (1.22),

2h13
)\1 - )12

sin 20 =

onde A — g = /(Ruy — hao)® 4+ 4kE, .

Dessa forma a matriz de evolugdo temporal pode ser escrita como

1‘(t>tﬂ) =
( cosw(t — to) + v cos 20 sinw(t — to) —isin 28 sinw(f —1y) )

—28in 28 sinw(t — #p) cosw(t — tg) — 2 cos 20 sinw{l — )
(2.24)

Portanto as amplitudes de troca e permanéncia, cm termos dos angnlos de mixing,

sao repectivamente:

A%}-*Z)(t, to) isin 28 sinw(t — 4o)
AF 1) = AV TP 1)
A‘g"")(t,to) = cosw(t —to) +écos20sinw(t - ¢o)

AL, 1) cos w(t — to) — 3 cos 28 sinw(t — 1p)

Il

e as respectivas probabilidades:

Pz(,l_’g)(t,tu} = sin?28sin?w(t —tg) (
P}?"l)(t,tg) _ P}l_'z)(t,tu) {
PE™U(E ) = costwlt — to) + cos® 20 sin w(t — fo) (2.27)
PE(ete) = PPt 1) (

Observa-se que

PU-D 4 =D
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pE=t Pt =
2.5 Algumas particularidades do problema bidi-
mensional
Analisemos agora alguns casos especificos da secio anterior.

2.5.1 h12= h21= A = Cte

Supondo que a matriz H possui elementos anti-diagonais ignais a uma cons-

tante A. As frequéncias caracteristicas sao:
t
w(t) = f hardA
to

/tl haad)

A solugéo é escrita como é(t,tg) = e‘i(m)e“’{ﬂ;_%}“w(t,tn), onde ¥ satisfaz:

wz(t)

d

= Al g, g ety g (2.29)

z
onde a solugao ¢ dada por:
Bl ta) = Bop{=id [ 16N + 6 (o JdX}o(o) (2.30)

e | 90 = coplifer — )]
de { wn — wn = [k — hagdd Ay

Suponhamos que fi1y e hge independem do tempo, temos:

A
W = ]O(hn*hm)d/\]

A
ki1 —h d
(h1s H)ju M
= (b — hoa)A

= ¢(A)

erp[—i{ws —wn)]

= e;cp[fi(hn - hzz)f\]
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i . ;
= ¢(t) = &ﬂ4AL&“MﬁM%++ﬂ“*M%JMM%)

QObservemos que o primeiro fator de ¢ (¢, 1) € diagonal, portanto todas as contri-
buicdes de troca dependem do célculo do expansional, que pode ser identificado

diretamente com a matriz de transigio T (i, 1a) .

2.5.2 Comportamento das solucdes com as frequéncias ca-
racteri sticas

Das equacdes (2.20) a (2.23), vemos que as transigdes entre os estados dos
spinores dependem fortcmente da variacio relativa das frequéncias caracteristicas
com o tempo quando a matriz é simétrica com elementos anti-diagonais constantes.

Se as frequéncias relativas forem tais que wi(!) — wa(t) = 0, a solugio do
sistema de equagdes é trivial e nesse caso a probabilidade de troca é simplesmente

definida por

1

Pfaﬁ

Se a frequéncia relativa W(t) = wq () —w2(f) variar muite rapidamente com o tempo,
entdo o expansional dado na equagio (2.17), tende a 1 pelo lema de Riemann-
Tebesgue ( ref. [13] ) e consequentemente nao hé transigdes entre os estados do

Spinor:
PT — 0

O expansional dara uma contribuigdo efetiva nesse caso se existirem fases

estacionarias, ou seja,

d
ZWH=0

o que significa que 3 ¢, , 4 < 1, <1t tal que

R (t) — hae (L) =0 (2.31)

Vejamos quais s3o as consequéncias da existéncia dessa fase estacionéria para

ag solugdes do sislema acoplado.
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2.6 Diagonalizagao

Vamos olhar o problema do ponto de vista estacionario, ou seja, que para cada
instante ¢ , podemos diagonalizar o sistema. Os autovalores podem ser determinados
pelas raizes do polindmio caracteristico da hamiltoniana If; , solugdes da seguinte

equacio
N ATr(H) + det(H) = 0 (2.32)

onde Tr(H) é a fungao trago do hamiltoniano, e det{H) é a fungio determinante.

As solugbes dessa equagao sao

r= 8 hall o (2.33)

onde

2 [lhu (&) — haa (B))°
o[ ]

Na figura (2.1) mostramos o comportamento dos autovalores Ay com relacio
a diferenga hy(t) — haa(t).

50

a0

Autovalores

EX.
5.0 4 L " L
-5.0 -3.0 10 1.0 3.0 5.0

hy by,

Figura 2.1: Awtovalores AL € AL em fungdo de hyy — hygy

Uma simples analise da distancia relativa entre os autovalores Ay — A_ = 2w,
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nos mostra que o minimo para essa distincia ocorre quando
h]] (t] - h22 (t) = U

ou seja, quando t = ¢, , exatamente no ponto de fasc cstacionaria, como mostrado
na figura (2.2)

4.0

0.0 * -
-5.0 30 -0 1.0 3.0 5.0

byhy

Figura 2.2: Autovalores Ay — A_ em funcdo de hyy — hag

Lembremos que no capitulo 1, vimos que numa situagido em que a matriz
era constante e simétrica, podfamos introduzir um angulo de mistura definido pela

relacao

Do ponto de vista estacionario, podemos escrever

2hip

sin2w (t) = ()

(2.34)

0O comportamento de sin 2w(t) com &1y — h2s esta na figura (2.3), mostrando
que 0 MAXimo ocorre para hyy — haa = 0,
A existéncia de um ponlo i, , onde a distincia relativa entre os autovalores

é minima, implica num maximo para o sin 2w (¢) . Ou seja,

sin2w (1) =1
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0.8

a6

SenZw

0.4

02 r

g J

"20 15 -0 & 0 5 10 15 20
byhy

Figura 2.3: sin2w em funcdo de Ry — hoe

portanto, nessas condigdes

w () :% (2.35)

Uma simples analise da fungdo de Green determinada no Capitule 1, que
define & matriz de transigcao, permite concluir que, nessas condigdes ocorre a méxima
mistura entre os estados do spinor.

De fato, usando-se a equagao (1.17), tem-sc que
Gii(t) = cos? e MBY 4 gin? g, (2.36)

Note-se que exp[—iX;At] sdo os auto-estados da hamiltoniana. Na condigao de
ressonancia 8, = 7 /4, e & mistura entre os estados é portanto méxima.

Esse resultado é importante no sentido de que se pode estudar a evolugio
temporal de um sistema quando a frequéncia relativa do sistema, caracterizada como
a diferenga entre as frequéncias caracterfsticas, for grande, ocasionando grandes
oscilagbes. Os pontos de fase estacionarias caracterizam a existéncia de ressonanciag,

que permitem o estudo de transigbes entre os estados do spinor.

2.7 Caso Geral

No entanto, se a frequénciarelativa ocasiona simplesmente oscilagoes, a solucio

geral da equagio de evalugho temporal para tal sislema nao pode ser simplificada.
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Mais especificamente, a solugio ¢ dada pelo expansional.

git,t) = el gyl | (2 \)ey +
+za(A)o2 + za(A)es)dA) } ot} (2.37)

Utilizando a propriedade dos expansionaits, temos

Bt 1) = el ppyl ftt dAEzp|—i f: ea(A)zadX (22 ( Aoy +
ea(Nan) Bapli [ 25NN} - Bapl=i | aalX)aN|6(t)
_ C_;Jr(:—:a):AEmp[fi[ d/\eijfza(x’)aaax(xl(/\)ol n
tza(A)ylet NN T mWhead ey (2.38)

D¢ modo usual, da expansao de H; em matrizes de Pauli dada pela equagao (2.11),

podemos obier ainda

ditsty) = e et By [ aaet IS0 (V) +

Hhgy (W Yot i 2N esdN )omd [ malihondi (2.39)
Assumindo a definigdo de frequéncia de oscilagdo dada pela equagao (2.14)

. 13
#it ) = et fltlsal gy ft dretterN=nCagy 3y +
Hhag(No_ e (-l lbel=ia (il gt ) (2.40)

Desta iltima equagio, é claro que esta solugio ndo possui uma simplificagao factivel

numa situagdo genérica.
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Capitulo 3

Problema composto por dois
hamiltonianos

Neste capitulo vamos discutir a solugio da equagio diferencial quando o

sistema evolui no tempo sujeito & agiio de duas hamiltonianas

Hi(¢ 0<i<t, ;
H(t)={ fgz“)(t) L1 (3.1}

A forma mais simples de se discutir a evolugao temporal nessa situacao é via fungao

de Green, comno foi discutide no Capitulo 1. Assim,
¢(t) = Gt t) o (to) (3.2)
COIN
Gl ta) = Gz () - Gi (Lo, ta) (3.3)
onde os G; , ¢ = 1,2 | sao solucdes das equagoes
d ;
FEGULY) = HY) G, ) (3.0
As solugdes dessas equagdes sio
Gi{t,t') = Exp [—i /t f Hi(A) d)\] (3.5)
quando os H} sio fungdes do tempo, &

GilL, ) = exp [~iH3(t — t')] (3.6)
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quando os Hf nio sido fungdes do tempo,com as condigbes de contorno
; (t, t) =1

A representagio matricial para cada fungdo de Green pode ser obtida con-
forme os procedimentos descritos nos capitulos anteriores e dependem explicitamente
dis elementos das matrizes II% (¢) .

Neste capitulo vamos nos limitar a discutir a evolugéo temporal desse sistema
quando ambas as hamiltonianas forem matrizes 2 x 2 , reais ¢ nio dependentes do

tempo.

3.1 Solucao Geral - sem simetria

Vammos considerar primeiramente a situacao em que H; e Hjy sio duas matrizes

reais e quaisquer e conslantes.

X hZ 12,
HY = n Mgy H2 = 11 2
! ( h‘il h}u ) z ( h%l hgz )

Definindo
B4+ Rl RL, — AL Wl 4wl -
E;:(ug n; 122 n 12 2 (3.7)
7= (hfz';hgl’z-h%z;h%’wf‘gug) (3.8)

1
w =E = \/h}ghél + 1 (w! + ) (3.m

1
or =B T = W+ (o b (3.10)

onde

Wy = [ b () de
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W0 = [ 4,0

temos

1

171 1o
1{t—10)| - [coseon (t — #6)1 — i3

1 1

K .
sinwy [t — &

2 11 W 1 o)

Gy (t, ta) = exp |—i

(3.11)

1 P
(t—1tJ| - coswg(tftc)lfz:‘T smwz(t—t)

juit el
2

Gy (1,8:) = exp |—
. J

(3.12)

Note que a continuidade de Gy (¢,40) € G (t,1.) em t = ¢, ¢ garantida pela funcio
de Green.

Portanto, a matriz de evolugao temporal T, € escrita como T = T3 077, onde

Ti(t., to) =
R KL, . 1 -
cosw(te — to) 4 iR sinwi (. — o} —ihly sinw (L — bo)
1. AL _BL L
—ihl, sinwy (¢ — 10) coswy(t. — fp) — iR sinwy (L, — o}
(3.13)
Tg(t,io) -
coswslt — 1.} + ziuiﬁ sinwy(t — 7.} —1k3, sinwy(t —1.)
. . LR —hE
—ih3, sinwy(t —t.) cos wy(t — b)) — 1= sin wy(f — 1)
{(3.14)

3.2 Solucgao Geral - com simetria

Vamos agora considerar o caso em que as matrizes sdo reais e simétricas.
Nessa condigio dindmica particular, a solugdo da equagio de evolucio tem-
poral pode ser escrita em termos de dngulos de mixing, como discutide no Capitule

1.

Sejam A, os autovalores das matrizes H} e 6, e 8; os dngulos de mixing

28



definidos pela equagao (1.19)

sin 28; = ,\}_Zh%)\l_ (3.15)
sin 26, = %i’ﬁTz_ (3.16)
As fungdes de Green para cada regido seric dadas por
(G4 (ts,10) = exp[if1 03] - My - exp [—16103) (3.17)
Gy (1,1.) = exp [i0a03] - Mz - exp [—ifhay] (3.18)
com
[M];; = exp [~i}, (t — to)] & (3.19)
Reescrevendo a matriz de evolugao temporal em termos dos angulos de mixing
como:
Ti(te, o) =
coswi(tc — to) + & cos 26 sinws (£ — o) —isin 28 sinw; (te — o)
( —1sin 20, sinwy (t. — o) coswn (L, — ty) — 1cos 2ty sinw(t, — io) )
(3.20)
Ta(t,t,) =
coswalt — t.) + i cos 20y sinwa(t — L) —isin 26 sinwy(t — £.)
( —1sin 26, sinwy(t — ¢,) coswy(t — 1.} — 1 cos 205 sinwa(t — ) )
(3.21)

Da malriz 7' de transiciao, para t >> {,, obtém-—se, que as amplitudes de
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transigio sdo dadas por:

AT (),

= (B)u(Min + (Te)i(M)n
AT (T,

= (BT + (Te)1a(T)z
AE=D — (T)zz

= (To)a{Ti)ez + (B)2(Th)e
AP = ()

= ()T + (Ta)ee (1)1

E as probablidades de transigio sio:

pl-1 _ |A(1—.1) k
PU-2 |A(1—.2) 2
pl=t _ |A(2—.1) 2
pi—= | A2—2) |2

Vamos expressar nosso resultado em termos das seguintes probabilidades

Pﬂzg) = cos® 8 cos? B, + sin® B, sin® 8, (3.22)
Pﬂ:f) = sin®#;cos? B, +sin® @) cos® B, (3.23)

usadas por usadas por P.Pal ( ref. {17] ) para definir as transicdes adiabéticas.

1) Probabilidade de Permanéncia (1 — 1)
P = cos () — ) PLI) + sin* (8, — 0P[5 +
1
+5 cos 20, sin 202 sin 2(0; — ) cos 2wy (t — ¢,) +
1
-3 siu 26, cos 26, sin 2(0; — 0} cos 2w (¢, — o) +

Jr% sin 2¢4 sin 26, 0052(92 -8

- o8 2wt — t.) + wi(t: — o)) +

—% sin 28, sin 260, sin*{(0; — 0y) -

<cos 2{wa(t —t.) —wilt. — ta))] (3.24)
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2) Probabilidade de Troca (1 — 2)
PR = cos?(By — 0,)P 5y + sin®(8, — 6,) P +
7% cos 28, sin 28, sin 2(8, — ;) cos 2wyt —¢,) +
+% sin 20 cos 26 sin 2(6; — 8;) cos 2wy (8 — to) +

—-% sin 26, sin 28, cos®(8; — ;) -
-c0s 2wt — L) +wi(le — o)l +
+% sin 28, sin 28; sin®{f; — &) -
- cos 2wy (t — £.) — wi(t, — #o)]

I importante notar que

R S |

Desprezando-se os termos oscilantes nessas expressoes teremos:

1) Probabilidade de Permanéncia (1 — 1)

POV = cos*(8y — 8P + sin?(@, — 8, P TD

2) Probabilidade de Troca (1 — 2)

PR = cos’(By — 00)Pigy + sin®(8: — 0) Pl

(3.25)

(3.26)

(3.27)

Essas expressdes aqui deduzidas definem as probabilidades de permanéncia

¢ de troca entre estados de spinores quando a evolugio temporal do sistema se da

transicionando de uma regiao cuja dindmica esta definida pela matriz H] para a

regido de matriz H3 .

Quando se desprezam os termos oscilantes, note-se que a probabilidade de

permanéncia dada pela equagio (3.26) pode ser escrita na forma de uma composigao

cldssica de probabilidades se defirirmos uma probabilidade de "level crossing ”

P~ = (1 - x) PR 4 xpfTE
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onde
X = sin2(31 — 92)

Esse resultado, como vercmos mais adiante, sera importante para o estudo de pro-

babilidades de transico ressonante entre dois estados de sabores de neutrinos.
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Capitulo 4

Ressonancias

Neste capitulo vamos continuar tratando a evolugiio temporal de um sistema
acoplado sujeito a situagao em que a dinimica é definida por duas hamiltenianas.

Vamos considerar uma dinamica particular definida da seguinte forma:
1. as duas hamiltonianas s3o reais e simétricas ;

2. os elementos da diagonal secundaria das duas hamiltonianas sio iguais e cuus-
tantes ;

3. a hamiltoniana HZ & constante ;

4. a hamiltoniana H} tem os elementos diagonais dependentes de tempo, tal que
a frequéncia relativa provoca grandes oscilagdes, definindo fase estacionaria e

ocasionando a exiténcia de ressonancia.

Vamos supor ainda que na regiio da hamiltoniana H) , uma vez criado o
spinor que define o estado inicial , ele se propaga como se I3 fosse constante até a
regido de ressondncia, ocasionando nessa regiao nova mistura de estados e depois se
propagando livrernente até transicionar para a regiio de H7 .

A evolugio temporal desse sistema pode novamente ser descrita via fungio
de Green. Vamos primeiramente considerar que a situacio dinamica é tal que na
regido de H} existe somente um ponlo de fase estacionaria, portanto somente um
ponto de ressondncia.

Dessa forma, temn-se trés regibes a serem consideradas:
1. regiao em que H} pode ser considerado constante ;
2. regido de ressonéncia e
3. regido de Hi .
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Assim
Gt te) = Ga(t, ey ) - Gr (Frpnfre) - Gr{te=, o) (4.1)

Asfun¢des de Green nas regices | e 3 ja foram determinadas na se¢ao anterior.

Vamos portanto. determinar a fun¢do de Green na regiao de ressonancia.

4.1 Solucgao através da fase estacionaria

Vamos supor que as frequéncias caracteristicas sio tais que, em dadas regides

, existam pontos de fase estacionaria, ou seja, 3¢, tal que

d d d?
EEW(t)hxtr = E(wl (=@ () le=r, =0, Tl (w1 (t) —w2 () |e=e < 0

Se houver mais que um ponto de fasc cstacionaria, poede-sc particionar o
intervalo de daminio da funcio W, de modo que em cada intervalo, se tenha um
inico ponte dc fasc cstaciondria. Da propriedade do expansional ser uma fungio de
Green ( ¢ portanto possuir propricdades de grupos ), pode-se reconsiruir o problema
geral, uma vez resolvido para cada intervalo da partigio realizada.

Utilizando a definicio dada pela equagdo {2.10), e tomando a expansio em

série em torno da ressonancia 1, até primeira ordem, temos

wrlt) —nlt) = wnt) —nlts) 2 W (0l
wl(tr} _w2(tr}

b4

Na situagio descrita na subsegdo (2.5.1), analisamos o caso onde by = hyy = A =
Cie .
A partir da equacdo (2.40), ¢ utilizando uma expansio de segunda ordem

para a funcdo W em torno do ponto de ressonancia, nos permite escrever

P (tte) =
E':r:p{—iAj‘ i [eiw(h].i.%wfﬂ()(fir]zo_-‘- +e—iW(tr)*ZiW(@(,\—fr)zo—}} 6 (1)
ty
(4.9)

Utilizando a definigao de expansional como série ordenada de integrais, temos

Pltt) = (1—id [ ) [WEHWOObR | oW WE0-if ]
tp
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+{—i4) j d)\[ E+WOC-t g +e“'w(f']‘%W(z){)‘_t')ia—] '
] fto & [ezwu,)+5w<n(cﬂ,)’a+ +e-.-w(t,}—%wt’l(c—zr)’g_] + -} (L)
{4.3)
Vamos definir

¢ (k) = W WO (i)

Escrevemos os elementos da matriz de transicao em funcio destas séries ordenadas

Ty = 1+(*iA)2f<f<*+(—iA}"/<]c*fch*+--—
Ty = fiA]ng(fiA)afgfg*ngr...
Ty = —z'Afc*—{-(—iA)sfc*f¢f¢*+...
Ty = ]+(-—z'A)Z/c*]c+(—iqujq*/gjg*jg+...

Essas mdltiplas integrais podem ser calculadas usando-se do métedo da fase esta-

ciondria { ref. [14] ) abtendo-se:

Tult) = 155 ()
Ti(t) = —5142_‘5‘526” (4.5)
Tult) = '1-253 - (1.6)
Toait,) i:g: (4.7)
onde
5 )
e €<

| Tu P+ [Tael=1
| Ta |2 + | Ty |2=I
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4.2 O problema composto com influéncia da res-
sonancia

Da matriz ressonante obtida na se¢ao anterior,

1-2 E_ P
R= ( WE’A‘ _1+{ze )

que podemos escrever de modo mais compacto como
B= ( Ru Rz ) )
-f, I
Fazendo a composicio com sistema

| Hi(®) o St<t,
HQ(”_{ Hi(ty t21,

onde

1y _ f RI(t) Ai(E) 3 _ { BR{E) REL(E)
H“(”*(hh(t) h-;z(t))’ H’J(”‘(h%‘z(t) héz(t))

tomande as matrizes de transicdv escritas como em (3.20) e (3.21)

Tl(tc)tﬂ) =
coswi(t; — tg) + 1 cos 28y sinw (£, — ip) —isin 20y sinen {t. — #)
—t8in 26, sinw, (t, — #,) coswy (t, —1p) — icos 20 sinw, (f, — #y)
Tz(t, t,,) =
cosws(t — ) + ¢ cos 203 sinwa(t — 1) —t 5in 28wt — 1)
—15in 28 sinwy(f — 1,) coswy(t —t,) — icos 203 sinwy(t — £.)

Desta forma, como supusemos que o sisterna se comporla segundo 13({, !)
até o instante ¢, sofre influéncia de R neste instante, e depois se comporla segundo

Ta(t,1.), escrevemos a transigio total como lungio de Green

T(t:tl)) = Gy (tatv+) <Gy (tr-i-str—) -Gy (tr—stﬂ) (4'9)
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= Tz (t,f,.)DR(Lr) OT] (tr,tn) (410)

Nesta situagio, as amplitudes de transigio sio escritas como

A=Y = (T = (Tl R)g(Th)n
= (Tha(Mu(T)n + (Te)a(Bha(T1)a +
H(Ta)ra( Ry (T1 ) + (T2)12( R)2e{11)
A= = (The
= (TlulRu(Ti)e + (Tehi{ Rha(li)e +
H T2 (R (T1)1z + (o)1 R)aa(11)
ABPE = (T
= (Tu(R) (T + (T)a (R
+(T2)aa(R)ar(Ti)iz + (Ta)2a(R)22(T Jaa
AR = (T
= (Ta(Bu(N)u + (T2)n(B)2(Ti)iz +
HI)wa( BT + (1) RB)2(T))m

E as probablidades de transigao sao escritas como

pl-1 _ | AU-D) P
pu=n — | 400 2
pl-y ‘A(z‘*l) I
pla=z) | Al2—2) 2.

Logo expressio para a a prohabilidade de pemanéncia PU—= & escrita como

P

1+§2) e

(

)2F1 ot (o )Fzsm o+

62 fz

1—
iy
__ 8

i+ &7

Fcosgp + 46 ———=Fysing

(1 -h”)2

Fssinypeose (4.11)



onde

Pp

7

Fy

by

Fy

Fy

cos?2(8; — 01) sin® we(t — £.) sin®wn (t. — ¢,)
+ cos® 26, cos® wy(t — t.) cos? wy (t, — o)
+ cos? 28, cos® wy(t — #.) sin® wy (t, — to)
+ cos® 28, sin? wy(t — t.) eosPwy (¢, — £,)
1
—+—§ sin 26, sin 28 sin 2w (1, — ¢,) sin 2in(t — )
sin® 20, — 03) sin® wn (f. — to) sin® ot — L) +
+ sin® 20, sin®wy (1, — to) cos®wylt — t.)
+ sin® 20, cos® wy (t, — to) sin®wy(t ~ £.)
-}—% sin 20; sin 26 sin 2un (1 — fo) sin 2wy (f — 1)
Sin2 2(31 —- 92) sinz why ('f,_. - tn) Sil’l2 L:J‘z(t - tc) +
+ sin” 28, sin® wi (2. — fo) cos®wa(t — t.)
+ sin® 28, cos® wy (T, — to) sin®wq(f — t.) +
1
-3 sin 20; sin 264 (t — t.) sin 2un (t. — to) sin 2wy (t — &)
15 sin 20, sin 2wy (8, — tp) cos® wy(t — 1)
1
+§ sin 205 cos® w (£, — o} sin 2wy (L — L)
+% sin 46, sin 26; sin® wy (t, — to) sin 2wy (t — to)
—% cos 2(8; — ;) sin 26, sin 2o {t, — ty) sin® un(t — 4o)
1
3 sin (8, — 83) sin® wq(f, — o) sin® wy (¢ — de) +
1 .
~3 sin 48 sin® wy (2, — to) cosTuwn(t — ) +
1
+§ cos 48, cos® un (s — to}sin® walt — tg) +
1
+§ sin 2(8; — 8;) cos 28, sin 2wy (1, — to) sin®wy (! — 1p)
1 . .
—3 sin 46, sin 20, sin® wy (f, — ) sin Zwp(t — 1) +

1 .
+§ sin 20, sin 46, sin 2wy (1. — to) sin® ey (t — 1)
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e para a probabilidade de troca P13 &

onde

P(1_.2)

Pr =

G; =

G3=

- 1+£2}2 Frt
¢
Tre
e
“aTer
_ 8
T or

)2Gy cos® o + ( )26‘2 sin® o +

2
Ez

Gacosp + 4 ——=—Gysiny

(1+52)
G5 sin ¢ cos

sin? 2(8; — 8, ) sin® wylt - ¢ )sin®wy(t, — 1,)
+sin? 20, cos® wo{t — ) sin® wi (t. — £,)

+sin? 20, cos® wy(t — 1) sin® wi(te — t,)

+sin® 20; sin® wy{t — 4,) cos? wq (4, — 1,)

+% sin 28, sin 20 sin 2 (£ — 1,) sin 2wy (t — 1)
cos® wa(t — t.) cost wi{t, — tn)

+ cos® 26 — 0) sin’ wy(t — 1.} sin®wy (T, — &)
+cos? 20, cos®wy(t — L) sin® wy (L. — o)

+ cos® 26, sin’ wy(t —1,) cos® wn (2, ~ #o)

—é sin 28y sin 28y sin 2w, (t — £,) 8in 2w (1. — to)
cos? 2(f; — 81) sin”wa(t — £.) sin®un(t, — )

+ cos? wy(t — t) cos® wy (t. — fo)

+ cos® 20, sin® woll — 1) cos” wy (t. — to)

+ cos? 28, cos® wy{t — ¢, )sinf w (t, — ;)

1
+§ sin 20; sin 20 sin 2wy (t — ¢, sin 2w, (f. — to)

1
3 sin 26 sin 2wy (1, — 15)
1
+2—) sin 28 sin 2w, (f — 2.}
5in 26, cos 20; cos®wy(t — 1) sin wn {t, — 1o)
1
~5 sind(f; — 8;) sin® wy(t — 1,) sin® wn (2. — to)

— 5in 20 cos 20, sin? wa(t — 1) cos® wy (1, — to)
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1 . .
Gy = Esin 28, sin 46) sin®w; (£, — o) sin 2wy(t — 1.) +

1 . .
-3 sin 285 sin 46 sin 2wy (8, — tg) sin® wa(t — 1)
— cos 26, cos® walt — to) sin 2wy (t, — to)
+ cos 20; sin 2wz (t — 1.} cos® wy(t. — to)

Observe-se que
P}(}l-—ﬂ) + P}[}l—»?) -

[isses resultados exprimem as probabilidades de permanéncia e de troca

quando se leva em conta todos os termos escilantes.
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Capitulo 5

Aplicacao

Neste capitulos vamos fazer uma aplicagioc dos resultados obtidos na segao
anterior, usando-se a hamiltoniana que descreve a evolugio temporal de um sistema
de dois neutrinos, eletrdénico e mudnico, que interagerm com a matéria solar.

Vamos nos hmitar a utilizagho dessa hamiltoniana scm entrar no mérito de
sua deriva¢do no contexto do modelo MSW. Uma discussio clara a respeito desse
modelo pode ser encontrada nas refs. {17] e [25].

Nessa situagio a hamiltoniana de interagio é dada por

_JH, w<t<t,
H"_{H;i t, >t

onde ¢, é o instante em que o8 neutrinos atravessam a superficie do Sol. A hamilto-

niana na matéria é

1ry 0 f‘ﬁ sin 26
Hx{t) = ( ipein20 A cos20 — 24(1) (5.1)

e a hamiltoniana no vécuo é dada por

(5.2)

A
Hg(t) =( 0 +F 5in 28 )

% sin28 55 cos 20
( angule 8 ¢ o angulo de mistura no vicuo, A = m# — m} & a diferenca de

massa gquadritica dos neuirinos, £ é a energia dos neutrinos e
2
a=Y2

=5 GrN.(1) (5.3)

onde G'r & a constante de Fermi e N, {t) € a distribuigio eletrdnica no Sol.

Com essa hamiltoniana, vamos estudar as probahilidades de transicio entre
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estados de sabores de dois neutrinos (r.,#,) quando o neutrino criado no interior

do Sol é um neutrino eletrénico. A equacio de evolugio temporal é

sendo

d
'iazéf’f Hi¢ (5.4)

- (s)

com a seguinte condigéo de contorno

$(to) = ( Ve{()o) )

A fim de usarmos as probahilidades calculadas no capitulo anterior, vamos

introduzir as defini¢des necessirias em termos dos elementos da matriz IT; .

Definigdes:

1.

frequéncia de oscilacio na matéria:

A NP 1A ! -
Wy = \/(E sin 29) + 1 (E cos 26 — 2A(tg)) (5.9)

. frequéncia de oscilagio no vacuo:

A 2 1A 2
w, = \/(E sin 28) + 7 (ﬁ cos 29) {5.6)

. At a distancia percorrida pelo neutrino na matéria - vamos tomar este valor

como sendo a distancia entre o ponto de criagio do neutrino, e a ressonincia.
Em unidades de eV~!, tem-se que Al,, & At, = 3,527 x 10'® ¢V~ quando

nio ha ressonancia.

. At, a distancia percorrida pelo neutrino no vacuo - vamos tomar este valor

como sendo a distancia média entre a borda do Sol € a Terra: At, = 7,58 x
1017 V-1,

. angulo de mixing na matéria:

i3
g _ gin® 20
sin” 2 = [4A(H)Z — cos 20]* + sin® 28 (57
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6. A variavel £, definida anteriormente pela equagao (4.8), ¢ dada por
1

T O
£= \/:— sin 20— ———
24E |g P(E)]e=,

(5.8)

onde
)= [ dA[eos20 —2400) (5.9)

que em funcio do parametro de adiabaticidade v é dado por
(5.10)

As condigdes de adiabaticidade em tertnos do parimetro £ sio:
a) para a transi¢do adiabdtica
(5.11)

£>—
T

b) para a transi¢ao nio adiabatica
16
2

< — 6.12
T (5.12)

7. A probabilidade de permanéncia sem termos ressonantes € dada por

P = cost (0 — )RS + sind (6, — B)PUD 4

1
+- cos 28 sin 28,, sin 2{f;, — #) cos 2wy, (¢ — L) +
1
— = 8in 20 cos 20,, sin 2{#,, — #) cos 2w, (t. — to} +

+1 sin 26 sin 26, cos*(f,, — 8) -

2
- €08 2w (t — t.) + wy(te. — to)] +

—% 8in 26, sin 26 sin®(6,, — ¢) -
(5.13)

- 008 2wy (E — 1) — wyl(t, — )]

e com termos ressenantes

— — 1_52
PZP 1)=P.l{:11 Y = (1+€2)2|PP|+
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onde

Pp

F

Fy

F

F,

VFcos? o+ (— )ng sin® o +

2%
1+£2
Freosp+46—

%
T+éa
_g
“rray
8¢
arey

(1 T 52)2 Fysiny

Fisinpcosy (5.14)

cos? 2(0y — 8,) sin® w,(t — t.)sin wm (. — 1,)
+ co8? 28, cos® wy(t — t.) cost w(t. — 1)
+ cos® 20, cos® w,(t — 1) sinw, (. — t,)
+ cos? 24, sin® w, (t — t.) cos® w{t. — t.)
1 .
+§ sin 20,, sin 28, sin 2w,,, (1, — t,} 8in 2w, (¢t — &)
#in?2(0,, — 0,) sin? wy (L. — to) sin®w,(t — 1) +
+ 5in? 20,, sin® wn(t, — to) cos®w, (t — 1) +
sin? 20, cos® wr(f. — to) sin w,(t — to)
1
+§ 8in 28, sin 28, sin 2w, (£ — to) sin 2wy {t — L)
§in? 2(0,, — 0,) sin® wp (b — o) sin?wy(t — 1) +
+ sin® 28, sin® w, (1. — t0) cos? w, (t - 1) +
sin? 20, cos? Wi (. — to) sin w, (£, —ta) +
1. . . .
-3 sin 20y, 5in 20,( — t.) sin 2wy, (. — to) sin 2w {t ~ ¢.)
1.
5 sin 20, sin 2w, (£, — 10) cos? wy{t — 1g)
1, .
+§ sin 26, cos® wm (£, — to) 8in 2w, (t — ty)
1, . . .
+§ 8in 48, sin 28, sin’ w,, (. — ta) sin 2w, {t - &y}
1
—5 cos 2(8,, — 0,) sin 20, sin 2oy, (2, — tg) sin® w,(t — £5)
%sin 4B — 0,)sin® wm (1, ~ t0) sin?w (¢ — fo) +

1, .
~5 sin4f,, sin® w,, (t, — o) cos® wu(t — to) +

1
+§ cos 40,, cos? W (. ~ to) sin® w,, (t — o) +

1. .
+35sin 2(8,, — 0,) cos 20y, 5in 20, (£, — to) sin® w, (¢ — ta)
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F, = -H% sin 49,, sin 20, sin® w (. — to) sin Zw, (T — t.) +
+% sin 28y, sin 48, sin 2w, (1, — to) sin? i, (L — t,)

Desprezando-se todos os termos oscilantes, tem-se para as probabilidades de

permanéncia ¢ troca adiabaticas

PO o cos¥(B,, — 0, )PATY 4 sin’ (0, — 00PN (5.15)

a

P]“"z) = cos?(fy — 9‘,)]3(;;:’ + sin*(0,, — 9,,)P£;‘:;) (5.16)

a,

e para as probabifidades de permanéncia e troca nao adiabaticas

PRD = Py [P+ S = Pul| + (1= B [0 = Pa) + [2Pa] +
+9% c0828 - c0o8 20,, -sinf - cos 8. (1 — P} (5.17)

PP = (1= B [¢%Pu + f2(1 — Po)] + P [9°(1 = Pr) -+ 2P0 +
—g%cos20 - c0s28,, -sinf - cosb- (1 — Pp) (5.18)
P, = cos*# +sin @

P, = cos*#,, +sin*0,, + 2sin® 8y, cos B, cos 2wm(ty — )
onde _ f1-g2y2
o= (58)

7= ()

. O campo de interagio A entre o neutrino e a matéria é dado ( ref. {17] )

At) = %-Gp Nt

sendo que

N,() = N{0) - exp (_:fjb) (5.19)

onde Ne(0) = Navogaagre = 6.03 x 108 /em?, z = RLS, Rg = 3.57 x 1018 V-1
é o raio solar equatorial médic € os pardmetros a e b 550 dados segundo as

parametrizagoes dos dados experimentals que se encontra na Tabela 5.1
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quantidade N(0)/Naivogadro @ b

e 9R.8 11.1 0.15
Tty 48.8 1.1 0.02
7, + %‘n,., 74.6 11.1 0,20

Tabela 5.1: Valores do campo de inleragdo pare densidades de elétrons ¢ neutrons

do Sol.

Note-se que destas parameirizagbes, permite-se aproximar a equagao (5.3)

como

a-e™= ?GpNe(t) (5.20)

onde e = 1.25 x 1071 eV, 8= 3.13 x 10715 ¢V |, Gp ¢ a constante de Fermi

e N.(t) é a densidade de neutrinos eletrénicos.

1

9. A partir do resultado obtido na segéo (2.6) , temos que a condicio de res-
sondncia € dada por

A
Ecos?B—ZvA(t,} =0 (5.21)

e portanto podemos escrever

E cos 20
N (5.22)

© que nos fornece o valor de E/A na ressonancia.

5.1 Transicoes adiabaticas

Vamos analisar as probabilidades de transicéo na situagio adiabatica deter-
minadas sobre uma média temporal ( desprezando-se as oscilagdes ). Nessa sitnacio,

obtem-se

Pi(ve > ve) = cos®Pcos?d, +sin?fsin?d,, = padic (5.23)

(Ve—ire)
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Py, — 1) = sin’fecos® b, + cos? Isin® b, = Pt (5.24)

("e—”’u)

reproduzinde-se assim os resultados bem conhecidos para essas probabilidades de

transicao.

5.2 ‘Transicoes Nao Adiabaticas

Usando as equagdes (5.17) e (5.18) e fazendo-se a média temporal ( desprezande-
se os termos oscilantes ) obtem-se as seguintes expressbcs para as probabilidades
de transigao nio adiabatica. Escrevemos as probabilidades de transicdo como na

equagio (5.15)

P = P [g*Pu 4 fA(L = Pa)] 4 (1= ) [¢"(1 = Pu) + S Pu +

+g%cos20 - cos28,, -sind - cosf - (1 — Pn) (5.25)
B = (1= B)- [P + fH(L— Pu)] + P [*(1 = Pu) + F*Pu] +
_—g%cos28 - coa2f,, -sinf - cosf (1 — Bn) (5.26)

onde

P, = cos*§ +sin? 9
P, =cos* 8, +sintd,

= ()
oty

Essas expressdes podemn ser simplesmente escritas na seguinte forma

POV = (1- X)PE 4 XPoe (5:27)
BP™Y = XP (11— X)Pde (5.28)

onde X é a probabilidade de transicio de level crossing ,

X = (2 aintlo — 0]+ 26 (eotlB, — 61+ coslOn ) (520
=(15e m Tt ey cos’[@., cos’fm + 6]} (5.29)

Essas expressdes foram obtidas anteriormente por Guzzo, Bellandi e Aquino ( ref.
[3} ). Note-se que no limite extremo de nio adiabaticidade, £2 — 0, obtem-se o

comportamento correto para a probabilidade de level-crossing,

Iim X = cos® ¢
Po
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Na ref. [5], Guzzo el al. mosiram o comportamento dessa probabilidade de
level crossing com o parametro de adiabaticidade, em comparagio com a expressao
obtida por Petcov ( ref. [21])

exp[—7 F] — exp[—7F/ sin? 4]

X= 1 — exp[—vF/ sin® ]

(5.30)
onde
F=1—tan?@

Na figura 3.1, reproduzimos a probabilidade de level-crossing usando-se a
equacio (5.29). Na ref, [5] foi feita a comparagéo desses resultados com o calculado

com a expressao de Petcov (ref. [21]}, mostrando uma boa concordancia entre eles.

5.3 Influéncia do ponto de criacao dos neutrinos

Nesta segdo vamos disculir a influéncia do ponto de criagio dos neutrinos no
interior de Sol.

E bem conhecico que os experimentos para detecio dos neutrinos néo tem
condigdo de reconhecer o ponto no interior solar ( ref. [23] ) onde os neutrinos foram
criados. Os resultados experimentais normalmente exprimem uma média do fluxo
de neutrinos.

Do ponto de visla matemailtico, no entanto, pode-se estudar a influéncia do
ponto de criagao nas prohabilidades de transigio.

Como vamos apresentar nossos resultados graficando a probabilidade de per-
manéncia em fungio de E/A, dadas pelas equagbes (5.25) e (5.27), desprezando-se
os termos oscilantes, necessitamos tecer considerac¢des sobre a variacio do pardmelro
E/A.

A primeira limitagio sobre a variagio de E/A é imposta pela condicao de
nao adiabaticidade, ou seja

B

S (5.31)

(=3

Conforme discutide por Kuo-Pantaleone ( ref. [22] ) a condigéo para que o

neutrino veja uma ressondncia na sua trajetdria através do sol é que a energia do
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neutrino deve ser maior que

Acos 20

EF= 5.32
2/2GEN,,... ( )

onde N, é a densidade eletronica calculada no ponto de criagao dos neutrinos.

Nas figuras 5.2 e 5.3 tem-se o comportamento de

sin? 20

[1-A(t) - £ — cos20] +sin?28

E
in20,. (=)= 5.33
sin (A) (5.43)
em fungéo do pardmetro 44/ cos 20%, mostrando-se os picos de ressonincia para

#=020ef#=05) rad respectivamente. A largura dessas distribuicdes saoc dadas

por tan?d, e portanto, quanto maior #, maior serd a largura. Vamos apresentar

00 05 10 15 20 28 3L A5 40
4AK Con 26 AE 3

Figura 5.2: Compertemento de sin 28,,, (equagdo 5.33), para § = 0.20 rad.

os graficos da probabilidade de permanéncia P(v, — v.) nas seguintes situacdes de
criago de neutrinos, no centro, a 1/4 do raio, a 1/2 do raio ¢ a 3/4 do raio do centro
do Sol nas unidades de eV 1. Os A(maz) estio na Tabela 5.2, e os valores mininos

de EfA para esses A(rmaz) estio na Tabela 5.3. Vamos determinar os cortes para
as probabilidades no segnintes pontos:

1. centro do Sol ( trajetéria média que o neutrino percorre na matéria de Bg =
3.527 % 10"eV 1)
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Figura 5.3: Comportemento de sin28,,, (equagde 5.33), para 6 = 0.50 rad.

Ry iRg 1Rs 2Rs

Altg)em V' 1.25 x 1071 7.911 x 10713 5.001 % 10~ 3.173 x 107®

Tabela 5.2: Valores para o campo de interagdo.

2. 1R, do centro do Sol (trajetéria média de 2,645 x 1015V -1 )
3. 1Rg do centro do Sol (trajetdria média de 1.764 x 10%5eV 1)

4. 3Ry do centro do Sol (trajetéria média de 8.818 x [0V~ )

De agora em diante, denominaremos o centro do sol como Rg. Qs campos de
interac&o nos varios pontos de criagdo que consideraremos aqui, estio na Tabela 5.2.
Nas figuras (5.4) e (5.5), mostramas o comportamento de sin® 26, em funcio de E/A
para os angulos de mixing no vicuo dado por # = 0.50 e & = 0.20 respectivamente.
Note-se que o maximo de sin® 28,, ocorre para os valores de EfA dados na Tabeln
5.3.
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HARe))  Z(A({Re)) 2(AGRe)  E(A(3R))

6 =0.50 rad 1.081 x 10" 1.708 x 10" 2.702 x 10** 4,257 x 10%°
0=020rad 1.840 x 10'® 2911 x 10" 4,605 x 14* 7.257 x 10%3
0 =008 rad 1.974 x 18" 3.121 x 10" 4,936 x 10'* 7.778 x 102°
# =0.03 rad 1.996 x 10" 3.155 x 10" 4,991 x 10'? 7.865 x 10'°
# =001 rad 2.000 x 10" 3.160 x 10*' 4.999 x 10'* 7.877 x 1013

Tabela 5.3: Valores minimo para que o neutrino veja @ ressondncia.

——— camra do Sol
—-— 1rd de A
w——= 1/2de A
——— 3rq da R T
107" 10™ 10

Figura 5.4: Comportamento de s5in®26,, para 8 = 050 rad, variando-se o ponto de
criagdo do neutrino.
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Figura 5.5: Comportamento de sin® 20,, para @ = 0.20 rad, veriando-se o ponio de
cringfo do neutrino.

Nas figuras (5.6), {5.7), (5.8) & (5.9) apresentamos o comportamento da pro-
bahilidade de permanéncia para neutrinos criados em diversos pontos no interior do
Sol, utilizando-se da equagio (5.27), com angule de mistura # = 0.50 rad .

E nas figuras de (5.10 a {5.13), apresentamos o comportamento da probabi-

lidade P(»., — ) para neutrinos criados no centro do Sol para vérios angulos de

mistura na vicuo.

Nas figuras (5.14) ¢ (5.15) mostramos a influéncia dos termos oscilantes no
interior do Soi sobre a probabilidade de permanéncia. (Ocorrem pequenas oscilagoes
na probabilidade na regido limite a esquerda dos pontos de corte, As regides as-
sintéticas € o ponto de segundo minimo estdao de acordo com 08 resultados usuais

para essas probabilidades ( ref. [17] ).

Todos esses graficos mostram qual seria a influéncia do ponto de criagao dos
neutrinos no interior do Sol sobre as probabilidades de permanéncia, se os experi-
mentos de detegdo tivessem a capacidade de discernir sobre os pontos de criagio dos

neutrines.
Note-se que a medida que os pontos de criacfio dos neutrinos se afastam do
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Figura 5.6: Neutrinos criados no ceniro do Sol.
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Figura 5.7: Neutrinos criados a 1/4 do raio do centro do Sol
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Figura 5.8: Neutrinos criados a 1/2 do raio do centro do Sol.
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Figura 5.9: Neutrinos criados a 3/4 do raio do centro do Sol.
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Figura 5.14: Probabilidade de Permanéncia levando-se em consideragio o oscilagdo
ne matéria, para @ = 0.50 rad no vdcuo ¢ nevtrinos criados no centro do Sol.
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centro do Sol, a largura das distribuigdes de probabilidade diminuem e j& no limite

da superficie, a largura lende a zero.
Nas figuras 5.16 a 5.20, mostramos a mesma probabilidade de permanéncia

usando a expressao de S. Petcov, equacio (5.30), para a probabilidade de level
crossing. Nota-se que nao hé diferenga entre esses resultados e os calculades com a
equagao (5.29) para X .

Esse resultado estd de acordo com os obtidos por Guzzo el al, quando es-

tudaram as probabilidades de level crossing determinadas pela equagio (5.2%) em

comparagio com a expressac de Petcov.
1.0 T T + -
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Figura 5.16: Probabilidade de Permanéncia ulthizando-se a expressio de S. Pelcov

para f =050 rad no vdcuo.
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Capitulo 6

Discussoes Finais

Apresentou-se neste trabalhe um estudo sistemético das solugdes para a equagao
de evolugao termporal para um sistema de dois estades, usando-se do formalismo de
operadores de evolugdo temporal. Em esséncia, estuda-se a evolugio temporal vai
fungao de Green.

No contexto desse formalismo, o problema fundamental é determinar-se as
representagbes matriciais para a fungio de Green, que determina a cvolugio temporal
do sistema.

Inicialmente fez-se um estudo de representagdes matriciais para operadores
exponenciais, usando-se do formalismo de transformadas de Laplace quando as ma-
trizes de acoplamento séio independentes do tempo. A utilizagao de representagoes
matriciais para os geradores do grupo SU(n) so é factivel para o caso de dimensio
n = 2, pols as matrizes de Pauli anticomutam. Para dimensdes n > 3 nio hé
essa facilidade pois em geral, oz geradores do grupo SU{r) ndo anticomutam e as
representacbes matriciais sé podem ser obtidas por diagonalizagio.

Como consequéncia dessas representacoes mairiciais, fez-se um estude de
fungdes de Green quando a hamiltoniana de interagio tem uma representagio ma-
tricial real e simétrica, paran =2en=3,

Uma apropriada representagio matricial pode ser obtida nessas condicoes,
definindo-se angulos de mixing, o que permite escrever a fungho de Green para
n = 2 como uma simples rotagio no SU/(2) da funcio de Green para a hamiltoniana
de interagio diagonalizada. No caso n = 3, tem-se trés Angulos de mixing ¢ a fungdo
de Green é escrita como uma sucess3o de trés rotagies no SU(3) da fungio de Green
para a hamiltoniana diagonalizada.

Limitando-se ao caso a duas dimensées, n = 2, analisou-se a evolugio tem-
poral de um sistema sujeito a duas regibes distintas de interagio. Via funcio de

Green, calculon-se a matriz de transicao, cujos elemenlos definem as amplitudes de
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transicao entre estados spinoriais € a3 consequentes probabilidades de transicao,

Realizou-se também um estudo de evolu¢io temporal quando a matriz de
evolugio depende do tempo numa situagiio particular: matriz real e simétrica com
termos antidiagonais constanies e termos diagonais dependentes do tempo.

A fun¢do de Green agora € um expansional e o cilculo de uma representagio
matricial, numa sitnagdo normal é bastante complicada, pois depende das particu-
lares fungdes qne definem os termos diagonais.

No entanto, quandeo a frequéncia relativa entre as frequéncias caracteristicas,
como definidas no Capitulo 2, ocasionar grandes oscilagées, transi¢hes entre os es-
tados do spinor sé ocorrem se existirem fases estacionarias.

Admitindo-se a existéncia dessas fases, calculou-se as amplitudes de transi¢io
para um sistema sujeito a duas hamiltonianas: uma dependente do tempo, € outra

constante. Fez-se as seguintes hipoteses:

1. na regiao da primeira hamiltoniana, um estado era criado e se propagava
admitindo-se a hamiltoniana constante, calculada no ponto de criagao, até
atravessar a regiao de ressonincia, sofrendo nova mistura e propagando-se

livremente até cruzar a regido limite entre as duas hamiltonianas.

2. Na regifio de ressonincia, a matriz de transigdo foi calculada mediante a uti-
lizagio do método da fase estacionaria,

Mostrou-se explicitamente que o minimo da diferenga entre os autovalores da
hamiltoniana coincide com o ponto de fase estacionaria e que na regiao de ressonincia
ocorre uma mistura maxima de estados.

Esse procedimento de andlise de solugic das equagdes de evolugio temporal
para sistemas acoplados via fun¢io de Green é bastante geral e pode ser aplicado
nas maig diversas situagdes, A maior ou menor facilidade de aplicagio, obviamente,
depende fortemente das condicbes fisicas impostas ao sistema.

Uma situagio bastante favoravel a aplicacio desse método & o problema das
transigdes ressonantes entre estados de nentrinos de sabores, eletrénicos e mudnicos,
quando sujeitos a interagio com a matéria solar. Isto é, no contexto da solugio -
MSW ( ref. [25] ) ao problema dos neutrinos solares.

O formalismo de funcido de Green aplicado nesse contexto permite se levar
em conta, no calculo das probabilidades de transigio, termos oscilantes bem como
se fazer uma anilise da influéncia do ponto de criagio do neutrino eletrénice no
interior do Sol.
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Uma extensao natural deste trabalho, seria o de analisar as transicbes resso-
antes para o caso de trés neutrinos de sabores, em continuagio ao trabalho iniciado
por Aquino ( ref. [16] ).

Em conclusao, acreditamos que dada a forma elegante de tratamento via
fungéo de Green, o formalismo aqui discutide pode ser aplicado numa gama bas-

tante ampla de problemas que envolvem o estudo da evolugio temporal de sistemas
acoplados.
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Abstract

‘We discuss in this work the solutions for a general time evolution equation
discribing a two level systema via Green function. A particular application is perfor-
med for the tiine evolution equations for a system of two flavor neutrinos, interacting

with the ordinary solar matter.
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