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INTRODUCAD

0 objetivo deste trabalho ¢ o caleulo de fun
coes de Green utilizando-se do metodo de expans@o tipo Stunm-
Liouville. Este metodo de caleulo de funcdo de Gneen para uma e-
quacdo diferencial e bastante simples, peamitindo escrever a pun
cao de Green em teamos das duas solu¢des Linearmente independen-
tes da equagao difernencial homoginea. Gernalmente, estas solugdes
sd0 fungoes do tipo hipergeometnicas confluentes podendo-se, as-
sdim, obten uma nepresentac¢do 4echada ¢ analitica para a funcao

LS
de Green na negiac de intenesse do plano complexo.

0 metodo de expansde tipo Sturam-liouvilfle @
aplicavel para caleulo de funcies de Green para equacoes digeren
ciadis, em problemas unidimensionais. No entanto, podemos estende
20 para equagoes diferenciadis a uma dimensao qualquen, quando ie

(1)

mos uma especilfica simetria. Porn exemplo, Hostlen caleulouw a
funcac de Green para a equacgao de Schabdinger com o potencial
Coulombiano, fazendo uma expansao da 4uncao de Green em ondas
parciais, aplicando ¢ metodo de Stumm-Liouville para a equagao
radial .

{2)

Bellandi e Zimexman caleularam, tambem, a
partin deste metodo, a fungdo de Green para a equacde de SchnrB-
dingen para um eletron Livie na prhesenga de um campo  magnetico
uniforme. Conhecendo-se a funcao de Green nao relativistica para
esse phoblema a extensdac relativisiica para um eletron de Dirac

pode sern facilmente obtida(3J.



Neste trnabalho fazemos algumas aplicacoes do
metode de expansddo tipo Stunm~LLouuL£££. Como aplicacoes deste
metodo a problemas unidimensionais efetuamos o caleulo da funcdo
de Green para a equagao de Schnbdingen com o potencial de  Mox-
52{4’, bem conhecido da teoria das mofeculas diatomicas, bem co
mo o caleudo da funcgdo dé Green para a equagao diferencial asso-
ciada de Legendre. Efetuamos o caleulo da funcdo de Green para a
equagao de SchrBdinger com um potencial Tipo cscifadon harmonico
iso0tnopico tridimensional obtendo-se uma nepnééentagio integral
e uma fepredentacdo fechada em termos de funcoes de Whittaker. A
funcao de Green* unidimensional §od primeinamente caleculada  pon
TLIchmaAbh(S’, vda expansao tipo S;unﬁ—Liouuizze. Bakhhakh ,

Vetchinkin e Knistenko'®!

calcularam para 0 casdo estaclonanio
multidimensional, fazendo a transformada de Laplace da 4funcgdao de
Green dependente do tempo, onde a 5ungao de Green muftidimensdic-
nal ¢ uma produtoria de fungoes de Green unidimensionads.

Betlandi e Caetanc Neto(7)

ewloulanam a  fun
¢ac de Green para a equagac de Schrfdinger com um potencdal tipo
osciladon hanmaﬁico isotropice multidimensional usando a fungao
genatrniz do produto de fungdes de onda do oscilador haamonico da

da pela formula de Mehler genenalizada,

Na secgao I discutdimos o metodo de expansao
tipo Stuam-Liouville. Calculamos a funcac de Green para a equa~
¢ac de Schrabdingen com o potencial de Morse e a funcac de Green
para a equacao diferencial associada de Legendre, na secgao IT.

Finafmente, na seccac 117, calculamos a 4uncac de Green para a



LY

equacao de SchrBdingen com um potencial tipo qécizadon harmonico
{s0tnopico, sendo que, na primeinra panfe obtemos uma representa-
¢ao integral para a funcao de Green do oscilfadon harminico isotro
pico tridimensional, ﬁa segunda parte uma nrepresenta¢dac fechada
em tenmos de funcoes de Whittakern, e, na ultima parnte uma nrepre-
sentagdo integral pana a fungdo de Green para a equacdc de Schab-
dingen com um potencial tipo oscilador harmonico Lsotnopico multi

dimensionak .
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1 - METOPO DE EXPANSAO TIPO STURM-LIOQUVTLLE

(- I Loae

Seja D, um operadon difernencdal unddimensio
nal e Glx,x') a funcao de Green que satisfdz a equagao diferen-

cdal nac homogenea
D, Glx,x') = -8(x-x') . (7.1}

0 metodo de caleulo de fungao de Green conhe-
cido como expanddo tipo Sturm-Licuville ou metodo de Lagnange(g},
consdisite essencialmente em se procurar thansformar o operader di-
ferencial dado em um operador diferencial tipo Stumm-Liouville,cu
fa equac¢ac diferencial homogenea tem solucoes conhecdidas, que em

geral sdo 4uncoes do tipo hipergeometricas confluentes.

0 operador diferencial de Stumwm-lLiouville €

da forma

0 =75 Cpla) &y v qn | (1.2)

onde p{x) & uma fungde continua que tem derivada primeina contd-
nua num certo intervalo [a,b] e g¢{x) e, tambem, uma fun¢aoc  con

tinua nesse intervalo.

De manedina gernal estamos intenessados em o0b-

tern solugoes para a equacdo diferencdal ndo homogenea

Q ylx) + §ix} =0 | (1.3)



em que ylx) satisfaca certas condicoes de contoano bem defini-

das no intervato [a,b] .

Se conhecemos a fungao de Green, Glx,x’), pa
ra o openadon difernencial de Sturm-Liouville Q satisfazendo a

equacao diferencial nao homogenea
Q0 Gix,x') = -8(x-x") (1.4)

a solugcaoc da egq,1.3 sera dada por

*

b _ -
gix) = 1 Gl{x,x') 4(x') dx" . (1.5}
@ i .

As condicoes de contorno para as solucgoes da

eqg.1.3 sao escolhidas de uma {orma convendiente

a yla) + B y'la} = 0 {1.6)
ayy{b) +'Bly'(b‘) = 0 {(1.7)
onde o, B, a1 e B sao constantes arbitranias ndo nulas e

y'{a) e y'(b) sa0 as denivadas primeina caleuladas nos pontos a
e b, nespectivamente. Supomos tambem que G{x,x') satisfaz essas

condicoes de contorno.

Podemos escrever G{x,x'} na gorma

c, ufx) | asx<x' ‘
Glx,x') ={ ' (71.8)

C, vix) - x'<xgb.



L]

em que wulx) e vi{x) sac solugdes da equacdo diferencial homoge-
nea satisfazendo as mesmas condigoes de contornne que ylx) em x=a

¢ x=b, nespectivamente,

Devido d continudidade de Gix,x'} no ponto

x=x' ZtLemos
¢, wu{x') = Cz vix') (1.9)

e da descontinuidade na primeira dendvada em x=x' Ztemos

*

02 vi(x') - CI u'(x')

L]

Hp(x') . {1.10)

0 sistema formado pelas eq.1.9 ¢ eq.1.10 ad
mite uma undca solugdo para as constantes arnbitrarias C, e C, se

e somente se o0 determinante
Mulx),vix)Y = ulx") v'{x') ~ wvix') a'{x'} = W {1.11)

for nao nufo. Esse determinante ¢ o Wronskiano das duas solucdes.
Como as duas soluqoes sac Linearmente independentes o Wronshdano

e difenente de zeno e dado por W=A/pi{x') onde A e uma constante.

Solucionando-se o sistema de equacoes para as

constantes CI e Cz com W#D obtemos

C; = ~ul{x')/A e C, = ulx')/A . {1.12})

R T Substituindo-se as duas expressoes acima  na



eq.1.8 obtemos para a funcao de Green

ulx) vix")

.
Wp(x') agx<x
Glx,x') = {(1.13)
vix] u{x'} '
wp(x|) X'<x€b

Introduzindo-se na eq.1.5 Glx,x') dado acdima
podemos verndficar que yl{x) satisfaz a equacao diferencial(l.3},
ou seja,

X . b
glix} Wplx') = fvix"lulx)4d{x"idx' + [ alx")v{x)§{x"')dx? , (1.74})
a X

-

a derivada primeina da funcao acima e

X b
y' {xtWp(x') = S vix"du'{x)§(x"Jdx" + [ ulx'")v'{x)§{x'}dx’ (71.15)
a X

¢ a segunda derdivada
"x) - B et i) Tl flxt Tdx! ¢ v (x) ?u(x')ti{X’ld:
Y = p (X Wu aux _ /] Y

(1.16)

Aplicando-se o operadon Q em ylx] na eq.l.5,
e usando-se as duas ultimas expressces, temos

' X b
0yix) gl -2l T vt gt ydn e R T ai ) gixtdxe
a X
(1.17)
Como wulx) e vix) szao solugoes Linearmente



independentes da eq.I;S com §{x‘'-0, temos

Quix) = Quix) = 0 . .= 0 vl (1,18)
Introduzindo-4e a eq;l.fkfna eq.1.17, vemos

que esta se reduz d eq.1.3, Logo a eq.1.5 satisfaz a eq.1.3.

Vernifiquemos que y(x] dada pela eq.1.14 sa-

tisgaz as condigoes de contorno dadas nas eq.l1.6 e eq.1.7.

. Parntindo-se da eq.1.714 e da eq.1.15, {fazendo-

de x=a, elas se neduzem a

b
- via) [ ' r
yla)-= Wp(xT] i ulx')g{x")dx" = Cvla) {1.19}
e
] - v' (a) ' ' ' '
y'(a) = Wplx' ] i wlx")fix")dx" = Cv'{a) . (1.20}

Usando-se estas duas wltimas exphressoes e Lem-

brando-se da eq.1.6, Lemos
av{a) + gv'{a) = 0 . (1.21)
Poatanto yi(x) e wvix} satisfazem as M esmas

condigies de contorng, isto se verifica de modo inteiramente analo

go para ulx}, no ponte x=b.



11 - PROBLEMAS UNIDIMENSIONAIS

Nesta secedo efetuamos o calculo da fungao de
Green para a equacao de Schabdingen com um potencial de Morse bem
como ¢ caleulo da funcdoc de Green para a equagdao diferencial asso-

clada de Legendre.

11 - 1 FUNCAC DE GREEN PARA A EQUAGAO DE
SCHRODINGER COM UM POTENCTIAL DE MORSE

Consideremos uma molzcula constitulda de dodis
atomos de massar M, e M,, respectivamente. Se as onbitas eletnd-
nicas em cada atomo fonem pouco afetadas pelo movimento dos nu-
cleos ¢ o atomo s2 mover como um todo, uma tal mofecula pode sen
considerada como um sistema de duas particufas movendo-se so0b a
influineia de forcas interatomicas. Esse problema de dodis corpos &
nedutivel ao movimento de uma undica partlicula de massa reduzida u,
movendo-se no campo de um ceito potencial U(x). Essa consideragdo

nada mais & do que uma wproximagdo adiabatica.

(4)

Foi proposto por Mornse que, para varias mo-

Lecutas diatomicas, a fun¢do potencial fosse representada po &
u(z)su{n)=uo{axp{—2(m—ng}a - 2 exp{-{rn-nola)}l onde o e Uy 5a0
constantes e o ponto hrén, consdtitud um mindimo do pofencial. Limd

tan-nos-emos ao movimento unidimensional que corresponde as vibra-

¢oes puras da molecula.

A funcdo de Green para a equacao de Schaldingexr

com um potencial de Mornse satisfaz a equacao

(H -e)Glx,x";e) = -8{x~-x'). {

[

.

-
—



Bx -Bx

2e )‘+ E com A e B constantes,

I - _ ~2
onde fH= dxz e e=Ale

A equagdo diferencial para G(x,x';E) ¢

(B dy o aem?B% L 27 BX) 4 EYGix,x'sE)= S{x-x') (2.2)
para 0€ X<

Fazendo-se uma mudanga de variavel na equaqao

acima, do Lipo .

£ = gpe B% - (7.3)
com u2=2%57 e chamando-se £%£7= v tenemos
B°H BH#
? ? Im
d l.ﬂ!_._ A% i }j_ - _I_ P, - — - '
(332 AR gf * 7 JG(E,E";v])= 32ﬁ252 S(E- &'}, {2.4)

Vamos aplicar o metodo discutido na seecac an-

terdon, Devemos primelrnamente resolvern a equagao diferencdal homo

genea
? 2
4 Ld oy, ,n_ 1 .
Tntroduzindo-se .w(E}:E*I/2¢(€) na equagao an
tenion, temos que {&) saftisfaz a equacao diferencial

] ¢{E)=0 ‘ (2.6)



que ¢ uma equacdo diferencial de whittaken{q} cujas solugoes fLinear

mente independentes sdo as funcoes de Whittaker, ou seja,
ETTIIRT /N (- I IR (2.7)

onde ¢, (£) e negulan na ondigem e $,(E) g negular no infindito.
As s0fucoes da eq.2.5 sao

ult) =£'”2va(al (2.5)

*

vigl £ e (2.9)

onde ulg) e v(E) saoc as duas solucoes Linearmente independentes

da equagdo homogenea.

(9]

0 Wronskiano dessas solucoes &

W= T qr(v-ur1s237 (2.10)

A partin das eqs. 2.8, 2.9 e 2.10 e usando-se

a expressac 1.13, temos

6lE,E0 el - =" riveprt/zy tge) T M e ) WY

glH uiv wivles) (2.11]

onde g_lg } e o menon({maion} de & e &' , respectivamente.

A expressdo anternion e a sofugao da equagaoc di

11



fenencial nac homogenea, ou sefa, ¢ a fun¢do de Green para a equ-

¢ao de Schrldingen com o potencial de Monse.

Usando-se uma representagdo em sernie, -conve-
(9)

hiente, para o produto das duas funcoes de Whittaken podemos,
tambem, escrever a fun¢ao de Green dada em 2.11 como
6lg,E%5e) = —0 (ggr) /2.
B°h )
{2z.117)
.3 L Il2vrntl) gy (£.) M (£,)
_ py-v-n-1/2 Tin+l1} n+vel f2;v' =< ntv+l1/2;v=>

n=_0

12



11-2 FUNCAO DE GREEN PARA A EQUACAQ
DIFERENCIAL ASSOCIADA DE LEGENDRE

Como uma segunda aplicacao do metodo de  Stuam
Liouville para problemas unidimensdionais vamos caleufarn a fun¢ac de

Green para a equagao difenencial de Legendne.

A equacgao diferencial assceiada de Legendre ¢

-2 2
2, d d m _
1-27) ==2 - 2z - + R(&+1) - 1_22} vlz)=0 (z.12)
para _0<z< w0,
Escnevendo-se
viz) = (22T 4 g) (2.13)

l+z

temos que ¢{z) satisfaz a seguinte equacac difernencial

2

t1-2%) L2 - 2imez) L+ 210410} ol2)-0 - (2.14)
Vamos calcular a funcac de Green Glz,z') pdna

a eq.2.14 que satisfaz a equagac diferencial ndo homogenea
dZ

L1-2%) L2 - 20mez) & v 2004103 Glz,2') = 8lz-z) (2.15)

Caleulande-se a thansformada de Fourdern da equa

13
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cao antendor, obfemos no espaco de momentos

.a?)z + %‘g“k + 1 - 2;"1 _ 2(!112*1')} F[p,P’) . - 'E’%(S(P'p')' (2.16]
P

Escxrevendo-se

Flp,p') = ! Glp,p') (2.17)
e substituindo-se na eq.2.16 obtemos a equacao diferencial nao
homogeénea para Glp,p'), ou sejfa,
AP 7 R VLS I B Glp,p') = -==8(p-p') (2.18)
dp ) p? P /pp’ .

Para aplicarmos o metodo de expansao tipo Sturm

Liouville devemos encontrar as duas sofugoes Lineaxmente independen

tes da equa¢ao difenencial homogenea

2 .
d 24im  E{£+T)
{-d_ﬁz + ] - p.. -

lreip) = 0 (2.19)
p

A ecquagao acima e uma equaqdo diferencial de

.whittaken(ql e ftem como solucgoes
v, tpl = M ,,,, (2ip) (2.20)

-m;

2

Yolp) = B g4, (2dp) (2.21)
’ 2.

14



0 Wronskiano'®) dessas duas so0fugoes e

W = 2i{T{1+m+e)}"] (2.22)

Usando-3e a expressao 1.13, podemos escrevern pa-

ha F(p,P')

Ffp.p'1=-§%(pp'1"r(:+m+z}_ﬂ¢ pp+1024p,) /4 gpeql24p ) (2.23)
s s 2421
2 ’ 2

Usando-se uma representagdo integnaz(gl para 0
produto de 4funcoes de Whittaken
’ z¢a1a2
'ﬂv;u/Z{aZ”ﬁ W\);u/z(aTI) - rlru_y) |
2
g ol R’ 2v
. { dv exp{-—%" t chv} eth” v/2 Iu(twaiaééhu) (2.24)
com Re(l%E—v]>0; Rel{nl>0 e a;>a, , podemos escrever
Flp,p') = - (pp')71/?
) { dv cth PMy/2 exp{-L{ptp'lehv} T,, ,(24/ppTshv) {2.25)
onde 1, ¢ a {funcde modificada de Bessel,
de

Devenos calcular a thansformada de Fournden

15



Fip,p'). A funcao de Green G{z,z') serna dada por

Glz,2')= - ?dp :f dp' explipz) Flp,p') expl-ip'z'). (2.286)
Intrnoduzinde-s0 a expressdac 2.25 na exphessdc
2.26, obtemos
Glz,z')-= "%F ? dv cth™ ™Mu/1 ? '%%Texp{fipchu + Apz)
. ? '%%% expl-Lp'chv - Aip'z') IZ£+](ZL/Eﬁméhu} . (2.27]

Caleulemos primediramente a Antegral em p'.Usandc

se a expneééao(lol

o 2 2
2,2 v/ a a
{ sz(at) QXP(“P £ ) dt = 2}9 Q.XP('?) I\)(W) (2.28}
obtemos panrna a infegral em p'
11= Vi expl-4Anl - Aim/2) p Ahzo 0 Ahzu

(ilchy + 2111172 expl- 5rrehv + 277 Lev1/20 Tilerv 7 2 1)

(2.29)]

Para calcularmos a Iinteghal em p fagcamcs ume

mudanca de variavel do tipo

chy = 7 (2.30

teremcs para Glz,z')

16



i
‘g ) ' 2m-1

Gle,z2') = - ST expl-4nL - in/2) { dg & .
. dx mz'm-u um '), 2
T PRPTIEY expl [zz'+ - g4 ]xr (z.31)
2
- ~ _AhTv
onde X = g T 7 T P
g Im(2)
Uma nova mudanca de variavel )
+ ML
do tipo E=expl(~-1/7) nos permite fazen uma con- Re
tinuagao analitica na expressac 2.31 e 4integran -wiﬂL_““_‘_'
segundo o contorno dade pela figura ac Lado.
Podemos escrever para Glz,z')
Glz z')=fi:?'i& expl{-zz'x} 1 (x) nglm-—l—-?+ni dt ¢ MEtaBixcht
’ 25 Vx °XP L+1/12 By INE L.
{2.32)
A ultima integral da expressdo anterdionr nada

mais e do que uma representacdo LAntegral para a funcac moddificada

de Buéei( 10)

o+ A
L Qychw - vw 4, (2.33)

o~ T

I,tyl = 274

fenemos para a fungao de Green

Glz,z") /__(2+)m'{ expl-zz'x) Ty, ;,,(x) T_ (a8.x) (2.34)

onde ol = (z-1)(z'41) e ei-= (z#1)(2'-1] :

17



Para resolvermos a integral da exphessac ante-

rion, £embnemoat1]l que

Fo-pt 172 . el
f TPt 2 I lat) T (bt} =

= /T Tiurvr1/2) PIM,, (cha) P;Y,/zfchs) (2.35)

com Re{pxazb)>0 e, sendo sha=ac ; shR=be e chochB=pc-

.Companando-se as duas ultimas expressces, pode

mos escheven para a funcao de Green, Glz,z')

Glz,z'1= /2 120)™ (221714 pgemen) P:ﬁz;;gt —=) Pylz')(2.36)

Podemos simplificarn a exphessde anterdion Lem-

brande a nefacao entre 0s polinomios de Legendne(IZ)

Z I
- ! //21 -4Tu AU
Z_ )= T{v+u+1) T Q,tz) [2.37)

onde QE{Z) e a segunda solucdo da equacdo diferencial associada de

Legendre, fLogo

vy o~ =A™ o ym T{L-m+1) m,_, m
Glz,z') = e (81) T{eemri] Pplz ) Qﬂ(Z) (2.38)

mas da'&aﬂag&o(!3}

18



0h(z) = LRIl ZEmu goky) (2.39)

obtemos panra a fungao de Green

Glz,z') = (%+)m et P?(zﬁ] o,z . (2.40)
.1..
Lembrando-se da trhansformacao dada pela eq.

2.13, podemos escrever, para a eq.2.12

*

6°lz,z') = (-1 PRz ) 0g"(z,) (2.47)

<

que e a fungao de Green para a equagdo diferencial associada de

Legendre.

Podemos, tambem, obten o mesmo nesultade Lem-
brando-se que a eq.2.16 & uma equagao simifar a equagdo radial pa
na o problema de Coulomb no espage de configuragac. Como mostrado

(’4’, esta 5uﬁg&o de Green pode sern caleu

por Bellandi-Caetano Neto
Lada por medic da fun¢ao de Green radial parna o oscilador harmondco
Logo, podemos escreven a rephresentacac integral para Flp,p')

Flp,p'd = - (pp') /0.

L dv ethTMMyyg PRI i pp s ) (7.47)

28+

onde T,, 4 ¢ a funcaoc modificada de Bessel.

19



Para a 4unc¢ac de Green Glz,z')l basta Lntrodu

z4{n a expressac 2.42 na expressao 2.26.

Transformando-se a Antegral em 2.42 numa Linte-

(15)

graf no plano complexo , usando-se a expressaoc 2.28 e a inte-

gnaﬂ(IOJ

oo

2
{'%%Texp(-ux} I£+,/2(u} =‘//;jQ£(x} (2.43)

obtemos uma repregentagac integral para Glz,z')

' wtmd - '
Glz,z') = (51" 21’“; I dy &MY g, (22" - 2ehy) (2.44)
+ o~ T A

onde Q,(x) e a fungdo de Legendre de segunda especie e tra B,

Introduzindo-4e a expressdo 2.43 na expressac

2.44, obtemos

/T oqa,,m 7 du ~uzz!
G(Z’Z,’ = 2 (—8-1_]:) { n 4 I£+]/2(U.}
i o+ L
s _expl-my + Zuchy) dy . {2.45)
- T4 '

A segunda Aintegral & uma nepresentacac Ante-

gral para a fun¢aoc modificada de Besseg! 0]

Im(tu). a Antegral
na variavel u pode ser calcufada mediante a exphessao 2.35 e,

usando~4e a expressac 2.13 podemos eschever pard 4 4uncdo de
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Green para a equacgdao diferencial associada de Legendre

) (2.46)

6%Mz,z") = (-7 PRlz ) "z,

£

dada pela exphressao 2.40.
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11T - FUNCAQ DE GREEN PARA A EQUACAQ DE SCHRCDINGER COM
UM POTENCTAL T.PO OSCILADOR HARMUNICO_ ISOTRUP{CO

0 metodo de expansdao fibéﬁéiunm4Liouu£££e pode
sen usado tambem panra probfemas a uma dimensao qualquen, desde que
conhegamos a priord uma simetria do problLema. Vamos nesta s00¢do
caleular: uma rephresentagac integhral para a fungao de Green para a
equagao de SchrBdingen com um potencial tipo oscilador harmondico A~
sotnopico tridimensional, bem como uma nepresentacdo fechada em ter
mos das funcoes db Whitfaker. E, finafmente, uma rephesentacac inte
ghal para a fun¢ao de Green para a equa¢do de Schrabdingen com wm
potencial tipo osellador harmanico iAot&Epico mulitidimensional ana-

Lisando, tambem, as suas singulanidades.

11T - 1 REPRESENTACAO INTEGRAL
Considernemos o caleulfo da funcdo de Green para .
a equacao de SeniaBdinger com um potencial Zipe oscifador haxrmanico
Lso0tnopico taidimensional.
0 Hamiltoniano para tal problema e

H = -~ — ¥° + = (3.1}

A funcao de Green satisfaz a equacac diferencial

nao homogenea

(H - E}G(R,R";E) = -8[A-A") . (3.2)

22



Usando-se o Laplacianc em coondenadas esferdicas,

podemos escrevenrn para a eq.3.2

2 .2 2 2
#° .3 2 2 1, 3 00 3 ! )
{-5=(5=2 + &= + -2 =7 + b 2 )+
2y'an A DA A 8o &2 30 nzainze 39
hnz 1
+ T - B} G, atE) = - g Sleos0-cos07}8(¢-¢") S{r-aT). (3.3)
Dada a simetrnia esferica do problema, podemo s

expandin G(K,Z';E) em ondas panciaié(lol

GUA, A7) = § HL g (cosy) 6,ln,17;5E) (3.4)
g=0 T
onde Pz(x) sa0 08 polinomios de Legendre, cosy = Z-I'/nn' e

Gpfn,n';E) e a duncdo de Green radial.

Introduzindo-se a expressaoc >.4 na eq.3.2, obte

mos
. 7,2
nd?, 24 L, el
(3.5)
2-&"'1 ., - - _]_ _ ] - 1 N l-
S Paleosy) GplantiE) < - g Slaeat) 8le0s0-cos0!) 867"

-3 —
onde L e o momento angulan.

Usando-se o feorema de adicao e a relagac de

completeza para 04 harmdnicos eéﬁﬁnicaé(?é}
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4 ® m T My
EZITME _ V£(9,¢) Wk {0',¢") (3.6}

§{cos0-c0s0"') &(o-¢') = T V'E(G),qb) ve (0,8 - (3.7

0 m=-w

w8

£

obtemos a seguinte equacac difernencial para a funcao de Green ra-

diak
{-—ﬁ—z.(.é-?z +-‘?.L.Ei_}+kig_ E+_ﬁ_2..’g_‘e+_7).} G (}L fL"E)' - I 6()._)1_?) (3 8]
7n'dnr ndn' "2 n 2 VAN MRS Y - s

, - 2
Fazendo-se uma mudanga de vardlaved 22=E%-n

na equacdo anterndior, obtemos

?
d 2d 2 LL+1) P _g!
{dzz T4y~ 2t Ix - g }oglz,z'sh =557 8{z-2") [3.9]

onde A=E/hw , m2= k/u e glz,z'; 2} esta dado pon

3 .
glz,z';x) = (—Eg—)llz Glz,z';E} . (3.10)
duTw

Agora estamos em condicoes de aplicar o metodo
de expansao Zipo Stumm-Liouville discutido na secgao I, para Lss0
necessitames das duas solugoes Linearmente independentes da equa-

¢ao diferencial howmogénea

[~

ey LI 3\ -L%-;—ll} Wizl = 0 - (3.11)



Intrhoduzinde-se vwiz)] = 2”3/2¢(z) na equacac

anterdior, obitemos

2
d. 1d , 3/4 - tlgs1) 2 _
-5+ ; z% + A} olz)=0. (3.12)

Z

Na equac¢ao acima facamos uma mudanca de varia-

vel do tipo zzsx, ¢(x) satisfaz a equagao

2
(Ao, , 3[4 - £(e+1)

dx 4x2

1 A Y
-7 ‘72} ®{x)=0, (3.13)

que 2 uma equacdo diferencial de whlttahan(q) e tem como solucoes

as funcoes de Whittakex

o ) =M . () (3.14)
A 2; 7

e (xi = I opet (XD . (3.15)
ATy =S

Vottando-se & varidvel z, temos que as duas

solugoes Linearmente independentes da eq.3.11, sendo uma  regulan

na orn{gem e a outra no infinito, sao

3ty

ulz}) = ) {3.16)
R/Z;'-—Z—
-3/2 ?
viz) = z /74 o1 127) {(3.17)
N 23 Z2L+1 . :

"~y
Lta



)

0 Whonskiano'’' dessas duas solucldes ¢

-2 2£+3-2)

W= 227% (r2EEEnthy T . T (3.18)

Com as t12s ultimas expressces e Lembrando- se

da expressao 1.13, podemos escreven para gflz,z';2A)

, T 20+3-72 V1 -3/2 2 7
glz,z';2)= 5 T{==—"2) (zz') /A (z°) W (z'%)
Z, 4 J\/2’_24‘91 X/Z;2£+T .

7 y
. ~ {3.19)
Voltando-se a vardavel n, temos
SN VSN LY ) 15 B TN 2.2y (Mo, 7,
AR A 4 22410 R 22+1° W
(3.20)
que ¢ a 4ungaoc de Green radial.
Parna deteaminarmos a funcaoc de Green total,

Aintroduzimos a expressac 3.20 na expne&a&o 3.4. Usando-se uma re-
presentacac integral para o produto das 4uncoes de whittakentgl da
da pela expressao 2.24, obtemos

172 7 2p+7

£§0 yp Pﬂ(c05y) .

GIZ,R';E)=uh™ % (an')”

(3.21)

Z u

. it X _Hw 2 Jugir} '
{ dv cth™v/?2 exp{ zﬁ(“ +n'%) chv} I£+?/2( £ shv)

Fazende-sc¢ umd mudanga de varfavel do tipe 2.30,
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obtemos,ja inverntendo o signo de integral com o de somatordo

-1/ 2
JERARTA R fag e -l enpBR ety (g
mh 0 1-£°
. > 22+1 2uw £
Lo Tz Fateosy) Loyt Tl (3.22)

Para efetuarmos esta soma usamos uma EXpanisac

tipo Neumann{ls?

2441 z,M/7 explzcosy)

£

Intrnoduzindo-s¢ a expressac 3.23 na expres-

dao 3.21, podemos ‘escreven

? 2

> T Mw,3/2 uw kT o+ !

Gla,n';E) = = () exp(-z— ——-2————}
{3.24)
+ > +7 »,7
. £ dE € 1+1/2(7 £ ]-3/2 Expﬁzn.i £ - {g +A )E }E_ ]
1 -

com Re(3+2§"2)‘)>0 e Re(£+1/2)>0.

A expressac antenion e uma representagac An-
tegral para a fungac de Green total para a equagac de Schrbdingen
com um potencdlal tipo oscilador harmonico Lsotropico trnidimensio-
nal. Esita exphessdc ¢ a4 mesma que a cnccni&ada por Beflandi-Caelta

{7}

no Neto , via f4onmufa de Mehlfen 5éne&a£izada.
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Para compararmos os dodis metcdos podemos usarn
na exphessac 3.20 o segudinte teorema de adicao pana o produto

de funcies de Whittaken'?!

T{-v+tu+1/2) (x) W (y) =

Viu ViU
(3.25])
= !
- -5 sy Sl gy (x) M (y)
n=0 : n+u+l/7;q n+u+l/2;u

e Lembrar que a fungao de Whittakenr M esta nebacionada com 05

polinomios de Laguerre pela netagio(q,.
BEATH 2
_ n! 2 -z°/2 ,u
/A (z) = T{T+nen] z e Ln(z)

n+l1/2+u/2;u/2
(3.256)

e comparando-se com a funcaoc de onda radial do oscilador harmond

- &
co ALsotropico tnidimenéionaﬂ(’7), podemos trans {ormar a expres-

sa0 3.4 em

1

0 En_ E

v {n) VAR (3.27)

> & *
Glr,n';E) = I "

n

que ¢ a usual decomposicac espectral da funcdc de Green em teamos

de fungoes de onda.



11T - 2 REPRESENTACAQ FECHADA EM TERMOS DE FUNGQJES DE WHITTAKER

Podemos escrevern a fungac de Green total
> o ~ (715)
G{n,n';E) dada na expressao 3.21 na forma
2 2
Ao Al uw A +a!
v ~1/2 1+ 35 -5~5 - —y
nh o
o r {E b feosy T (BRI oxp i a/2-2/2¢1/4)] -
£=0
s TIN/2-0/24174) Ty, (M gt - 1)) (3.25)

onde o contornc de Lntegragac comega em Y==, contorna o ei{xo real
positivo ate o ponto a dineita de y=+1, circula o ponto y=+1 no

sentido positive e volta ao Longo do eixo neal positivo ate y==,

Para eschevermos a exphressao antferion usamos o

(15]

gato que o produfo das duas funcoes de Whittaken pode ser eb-

exndito como

/A (x) (g)=-xy exp{im{v-pu+1/2}3} Tlv-u+1/2}-

heds ViK (3.29)
1+
I v-1/2 -v-1/2 X+ 2 .
Ty i dv {v+1} / (v-1)""Y / expl(- —?ﬂ-v) Izu(xy vo-1)
com y>x>0 e -v+ %{?+2u) #1,2...

. ~ 13
Usando-se as proprliedades da fungao gama( },

podemos escrever para a soma que aparece em 3.28
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oy oexp{dn{x/2-2/2+1/4}}
7 Peleosy) S T-2/ 201 /41)

1 (H%~na’ yi-17.

£+1/2
{3.30)

Para efetuarmos essa soma vamos separda-La numa

soma somente de L-pares e numa outha somente de L-Ampares, Lem-

brando-se das seguintes nelacoes para 048 polinomios de Legend&e(13)
Tl'1/2 2
Panl2l = T T7Iom JFpl-n,ne1/2,1/2;27) (3.37)
1/12
. 2z7 L2
Pone1 02V =177z 2P (-non#3/2,3/2527) (3.32)

onde éFI 520 as funcoes hipengeometricas.

Calculemos de forma explicita a soma com L-par,

T 4nsd exp{im{r/2-n+1/4)}
Sp= 7 BT PonX) Gontn 7 zme /0 Taneiszt®) 3.33)
\
onde Xx=cosy Br%gnn' yz—l .

(10)

Usando-se uma outra expansao tipo Neumann

para as funcoes modificadas de Bessel

o

[%kz}u"v 1 (kz)<k¥ £ [-1)" [lutn {2n+u]2F](—n,n+u,v+1;h2)1

n=0 n! T{v+T] 2]

Zn+y
(3.34)

encontramecs para a soma Sp a expressao
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o oexplmi(0/2+1/4)) 1/2 -
Sp™ T seniwn/zer/ay ¢ B Ty ptx8) (3.35)

De maneira intedramente analoga, encontramos

para a soma S., com L-Impar,

exp{ni{r/2-1/4)Y 1/2

S5 senln N/ 2-T/41T ¥ B 1;/,(x8) - (3.36)

AL

BN

Usando-se a seguinte relfagac para a fungdao mo

dificada de Bessegl??

VE BT,y (xB) = LT, (x8)) (3.37)

podemos escrever para a soma total, S=Sp+si

md explni(d/2+1/4)1 exploi(r/2-1/4)] .
S 7 X sontn gz i74aT L8 Y S T L2 (%8

(3.38)

Introduzinde-se a expressac 3.38 na expres-

Aao  3.28, cbtemos

1 Y
1+ 5-3 -2oo L2t
S dy {y+1) (y-1) e S

tal>

ufaa) T2

G(Z’EI;E)z 2 774
mh

(3.39)

Como na soma, vames separan a integral dada
na expressdo antendor em duas integrais, calecularemos a primelra

expliedtamente, sendo a segunda cqgleulada de modo inteinamente



anafogo, Logo

Lo w7 exptmita/ze1/a)) d
I 45° sen{m(X/2+7/4)} dx Z2mi
(3.40}
I+ %—% -%—% Uw n2+h'2 W i
- [ dy (y+7) (y-1) expl-S% =5 y) Ty, x5z 2’/ y"-1)}-

oo

Defindindo-se

AL AL TR I TRV AP T LA AT T TT) (3.47)

%

podemos escheveh
s gt e oK' = EE'=nn'cos0 - (3.42)

Introduzindo-se as expressoes dadas em 3.42 na

expressao 3.40, obtemos

_o_ow o oexplwi{x/?2+1/4)} o d e .
II" 4ﬁ2 seniw(X/2+1/4)} d(EE'){ &t 2mA
' (3.43)
1+ Al AL 7,2
0 ody (ye1d Pyt PR expr M AR gy 1 (e T

Comparando-se a altima exphressdo com a expres-

sao 3.29, obtemos para a praimeira integhal

-] _ d _p 1 Lw, 2 w2,
N POV et 4 RS 2 R
(3.44)
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Analogamente, fenemos para a segunda integral

1 i d 1 B, ? NPT
I,2 505 T11/4-2/2) d‘gg"{““'ﬂx/z;-r/az( 2t Wx/z,-—w{ ne' 1)
(3.45)

A funcao de Green total para a equagao o

Schabdinger com um potencial tipo osciladon hammonico {sotropico i

dimensional em termos das 4funcoes de Whittaker e

) el d
Cle,e'38] g dreEm)

T{-1/2+3/4) ne, ? o, 2
- { /A (£%5°) W (E2£7°)  +
vEE A/2;1/4 T x/2:1/4 M
T{-2/2+1/4) A (w2 w2
+ = £y W (B2 %1 1-(3.46)
ve \/2;-1/4 T \/2;-1/4 T
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I1T - 3 REPRESENTACAC INTEGRAL PARA A FUNCAO DE GREEN PA-
RA A EQUACAOQ DE SCHRODINGER COM UM POTENCIAL TIPO
OSCILADOR HARMONICO ISOTRIPICC MULTIDIMENSIONAL

0 Hamiltondano panra esse problema e

2 2
_ _h 2 43
H = - 70 Vg * 3 (3.47)

onde Vﬁ e o Lapiaciano(ls) a uma dimensac N.

‘A funcac de Green safisfaz a equagac diferen-

efal nac homogenea

N, > >, B —"_'*,
(H - E) G (1, n";E] = -8(x-n") . (3.458)

Dada a simetrnia esfendica do problema, podemos

expandin GN(Z,Z';E) em ondas pa&ciaiA{Ig) (N>3)
- N-7
Mk, 7 se - 5 aTN/E DIMEZL p qanya) Cp (cos8) G,ln,n'E)
£=0 -
(3.49)
Gplr,n';E) 3 a

onde CE(XJ sa0 05 polinomios de Gegembauern e

fungao de Green radial.

Usando-se o teonema de adicao para 04 hipexn-
esfenicos ha&mEnico&‘Is), Vg(a)
N-2
h{Z,N) * —5
! o o -N/Z2 T(N/Z]) 2 > >
Z Vplugh Ve lug) = om oz MNJZ-T) Cpn lag.uyd

a=1
. ' (3.50)
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(2£+N-2) (£+N-3)

onde h{g,N) com N=3,4,5,...., bem como a

g (N-2)!
nefacao de completeza para ovs hiperesfernicos haxménicos ' 13
o h{f,N)
poon o Yld,) vylE,)* - sle-a') (3.51)
£=0 a=1

onde @ e uma hipensupengicie, podemos escrever a equagde para

a funcac de Green radial

(Edl,, Nld | pleenea)
2u dn 2

2
ko . _
m N + ~?~} Gﬂ(l,& ;E) =

1-N
= - {nn'}_z S{n-n') . {3.52)

Para esta equagao aplicamos o metodo de expan

sa0 tipo Sturm-Liouville. Fazendo-se uma mudanga de vardiavel do

tipo
PRI (3.53)
Hw
e definindo~se G {z,2";E)= ﬁi ( ﬁ)_N/z glz,z'";A} com um2=h e

Hw

A=E /fiw obtemos

1-N

7 LA

%%22v+ N;}-%} - iiﬁi%;ﬁl + Zx - zz} glz,z';x)=(zz") Z §{z-z').

{3.54)

Para aplicanmos o metedo, devemos paimeihamen
te encontrar as duas solugoes Linearmente Andependentes da equa-

cac ddigerencial homecgenea
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d°, , N-1d  E£{&+N-2) 2 oL
{dzz A i + 2x z }.p(z)-o 7 {3.55)
TN
Fazendo-se a mudanga do tipo wlzl=z "'° ¢(z),
temos que ¢{z) satisfaz a seguinte equa¢&o"d;geﬁenciaﬁ '
d? 1 d 1 - (e+N/2-1) 8 7
{'-d*zz - T d T 7 F 2x -z} ¢{z)=0 (3.55}

z

que pode sen {dentificada com a equacgac diferencial de Whittaken
2

bastando, para 4isso0, wuma mudanca do Lipo z" = x, ALogo,
{g_z_z +‘] - {ﬂ*N/Z—i)z +_;_\__‘ __!_} d)(JC)'O (3 57)
dx 7x 4 B :

4x2

cufas so0lucoes sAao as fungoes de Whittaken

¢11(X)= _M

(x) -

(x) e ¢,(x)= /7

A/Z;%{£+N/2~T) - x/2;%4£+m/z-r)

(3.58)

Na variavel z as duas solucgdes Linearnmente

independentes da equagac 3.54 sac

Z-N/Z

wlz) ) (3.59)

x/z;%(£+w/z-1)

viz)

NI , | 22y . (3.40)
A 25El LN/ 2-1) |

(9}

0 Wronskiano dessas duas solugdes e



21N o 2EEN-2 T (3.67)

W = 2 4

A pantin das tnes altimas expressoves e usando

se a expressao 1.13, podemos escrevern

Gz(&,’L’;E, = ﬁ—ZT()L)Ll)-N/Z F(Z-e'*ZI“Z)\l.
A et B ()
M2 leaN/z-T) A/ 25 (L+N/2-1)
(3.62}

4

que ¢ a fun¢do de Green radial para o cscilfador harmonico isotro-

pleco multidimensional,

Para determinarmos a funcac de Green tetal

escnevemos o produte das duas fungoes de Whititaker numa represen
(9)

tacac integhral do tipo 2.24,

Gpln, nisE) = Ay (anr) N/ 2H]
T
N &2 + &’2
jf’ -:ﬁ"- -—-—-—-—-——2 chv e A
T4 e I£+N/2—7( e shv} eth"v/? dv.

(3.63)

Fazendo-se uma mudanga de vardavel, como a da

expressao 2.30, obtemos

Cpla,ni3E) = b panr)N/E2T
# | (3.64)
i Y _Hw nz+n’2{1+52)
. & nooZ 2 fuw, e _E
A e T Ly R T
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Tntnoduzindo-s¢ a expressao 3.64 na expres-

sdo  3.49, ‘teremos para a 4qun¢ac de Green total

1 ~A .
N _ _ 7 £ h 2 2
Nk, hrse) = B Ny N/ZHDdE Ty e I-¢
fi -t -
N-2
Lo DIN/ZY o, 2 2uw, 4 _E
LEO N-7 (£-14N/2) C,7 lecos8) T, p 55511 1-52]

(3.65)

Pana efetuarmos a soma na exphressac anterndorn,

fdacamos uso da expansao tipo Neumann(lol
® A2 N-2
? v _zy 2 explzeoss)
£§0 (L+N/2-1] C," (cos0] I£+N/2?7(z)-(2) riN/z-1) | 3-66!
e usando-se as propriedades da fungac gamalrs), podemos eschrevern
a exphessao para GN(Z,Z';E}
_¥2 Zz+z,2
N, - . o uw N/Z 1 2 .
G ()L:/L';E) “fio (TT ] 2
> >, +7 +12
N uw(Z&-& £ - nTHN 52)
e 7 ode e 27T gl N2 . g Y g2
{3.67)

com Re(-A+N/72)>0.

A expressdac acima € a funcao de Green  tofal
para a equagac de Schabdingen com um potencial tipo cscilador han
monico Lsotnopico multidimensional e codincide com a expressac
obtida por Bellandi-Caetano Neio(7), via formula de Mehlern gene-

nalizada.



111 - 4 ESTUDO DAS SINGULARIDATZS DA FUNCAQ DE GREEN PARA
0 OSCILADOR HARMONICO ISOTRIPICO MMLTIDIMENSIONAL

Devemos mostran que. as Aihghiakidadéé da fun
cao de Green para a equacao de Schabdinger com um potencial tipo
osciladon hanmonico iso0tropico muftidimensional sao do tipo
lz-_zl“(u“fl

Fazendo-se A = #'-n e substituindo-se na

expressao 3.67, Levando-se em conta somente ¢ integrando, texe

moa [
1 - _ _ *2 +-— 2 2
~£

Com uma mudanca de vaniavel do tipo

podemos escrevern para o Lntegrando

- - 1 -— . - —
I =% A {N 2) { dx IX+A)A/2+N/4 I x A/Z+N/4 I pr{d(x,ﬂ) - x}
onde §(x,A] ¢ uma fungde ndo singular.
No Limite A0, a integral em x 2 convehrgen
te, pontante as singularidades sac do tipo ]I’—Z|-(N'2), as mes

mas sdingularidades do Laplaciano.
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CONCLUSJES

Discutiu-se neste trabalho o caleulo da fun-
cao de Green para a equagac de Schabdingen com o potencial de
Monse e com o polencial tipo oscilador hanmonico {sotnropico.Cal-
culou-se tambem, a fungdo de Green para a equagao diferencial as

sociada de Legendnre.

0 caleculo dessas 4funcoes de Green foi efetua
do utilizando-s¢ o metodo de expansao tipo Stuxm-Lliouville ou de
Lagnange, onde a funcac de Green, s0fucao da equagdao diferencial
nao homogenea, e obtida a parntin aaa duas sofugoes Lineanmente

independentes da equac¢ao diferencial homogenea.

Fm genal este metodo e aplicavel a problemas
unidimensionais. Asaim, efefuamos o calculo da funcao de Green
para a equagao de Schnb 'ingen com o potencial de Morse em temmos

das fungoes de Whittaken.

0 caleulo da fungac de Green pana a equagdao
difenencial associada de Legendre fo0i efetuado por dois metodos
difenentes. Primelramente calculamos a fungac de Green no espago
de momento usando-se o metodo de expansao tipo Stuam-Liouville,
caleulando a antitransformada de Foundiern para a obzengao da fun
cao de Green ne espago de conjiguracao. A mesma juncac de Ghreen
§o4i calculada observando que a equacac diferencial no espago de
momento ¢ foamalmente identica a@ cquacao hadial para ¢ phoblema

de Kepfer ou pofencdal Coulombiano.
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Devemos ainda observar que essa funcao de
Green pode sen calculada dinetamente no espago de configuragao
pefo metodo de expansdo tipo Stumm-Liouvilfle, uma vez que as

duas s0lucoes Lineanmente independentes sac conhecidas.

0 procedimento anterior fod escolhido para
nessaltan a viabilidade de calculos de fungdes de Green via fun

¢ao de Green para um oscifador harmondico Ldoznapico(7’.

Efetuou-s4e, tambem, o caleulo da funcao de
Green para o oaciﬁadon‘hanmﬁnico {iso0tnopico trnidimensional, ob-
tendo-se uma nepresentacao integnral, bem como uma expressao 4e
chada para a funcao de Green em teamos das fungoes de Whittakenr.
Ressaltamos aqui a Amportancia da funcac de Green na representa
¢ao fechada, uma vez que nac temos a nestrnigao no parametfro de
‘enengia que encontramos na representacao integral devido a con-

vergencia da integral.

Como uma extensdo deste metodo a uma dimen-
sdo gencnica N, efetuamos o caleculo da fungdo de Green para a
equacdao de Schabdingen com o potencial tipe oscifador harmonico
iso0tnopico multidimensional, obtendo-se uma nrepresentacao inte-

gral {echada.

0 metodo de expansaoc tipo  Stumm-Liouville
para cafculo de funcoes de Green e bastante poderoso pods obtem
se represcentacoes fechadas para a funcao de Green que 4dc anaﬂé

ticas na negiao de interesse do planc complexe, prestande para
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se estender a calculos para equacoes relativisticas.

Um exemplo, e o calculo da fungao de Green
para a equac¢ac de Dirac com um potenciaf Coulombiano como efe-

tuado por MariinZé Gﬂaube&(lg).

Outrno exemplo 2 o case do calculo do propa-
gador para um efetron Livre de Dirac na phesenga de um campo
- » P ’ . P -~ (3}
magnetice uniforme, realizado por Bellandi-Caefanc-Pavao JEa-
se prepagador tem aplicacoes em cafeulfos de processos efetrhomag
neticos envolvendo eletrons na phesenca de campos magnetices in
tensos, como 0s processos de producac de neufrinos na  superfi-

cie de estnefas de nﬁutnonbfzal.

Uma continuagaoc natural deste Ltrabalhce se-
nia calecular a funcao de Green para cenfas funcoes especials da
§isica matematica, poxr exemplo, para as funcoes de Jacobd,
Tchebichef e Gegembauen. Essas juncoes sdo, bem como a prophia
funcao de Legendrne, s0fucoes panticulares da equagao diferen-
cial para o piao simeirice, conforme valonres especificos atri-

buldos aos parametfros da equacdo diferencial.

Az solugoes da ecuacac diferencial para o
piac simetrice em termos dos angufos de Eulen constituem rephe-

(2,).Ca£cu£ando-5e a

sentacoes Lrnedutiveds do ghrupo de rotacoes
funcao de Green primedlsiamente no espaco de momenio, usando-se 0
metodo de expansdo tipo Stumm-Liouville, bewm como do pacceddi-

mento via funcao de Green do cscilador hawmonico isotnopico,



nos pemnmitem estabelecenr teoremas de adicao para essas represen-
tagoes {nnedutiveds do grupo de rotagdes. Esses caliulos fa  es

tao sendo realizados. - = o

43



REFERENCTAS

I.

Z.

10.

17.

12.

13.

14.

15.
16.

L.C. HostLenr, J.Math. Phys., 11, 2966(1970}.

J.Betlandi Filho e A M. Zimenman, lett. Nuovo Cimento, 14,
520{1975).

J.Betlandi Filho, E.S. Caetano Neto e S.M.L.Pavao, The
Green's {function of a relativistic 4free-eletron {n a uni-
form magnetic 4{ield, Revista Brasileina de Fisicall978).

P.M.Morse, Physical Review, 34, 57(1929]).

Titchmansh, E.C., Edgenfunction Expansion Associated wdith
Second-0rden Difernencial Equatlon(Oxford-CLlarendon-1946).

V.L. Bakhrakh, S.1. Vetchinkin e S.V. Krnistenko, Teor.Mat.
Fiz., 12, 223(1972}.

J.Bellfandi{ Fifho e E.S.Caetano Neto, J. Phys. A Math.Gen.,
9, 683(1976).

Arngken, G., Mathematical Methods fon Physicisis - Academdic
Press - 20 Edigdo (1970).

Buchhofz, H., The Conffuent Hypengeometric Function{Sprin-
gen - Venlag -~ Benlin - 1969},

Watson, G.N., A Theatise on the Theory of Bessel Function
29 Edigao [ Cambridge at the Universlity Press - 1966]).

Bateman Manusceript Projects, Tables of Integral Thans forms
Edited by A. Endeludi {volL.1-2-3), (New Yornk-NY-1954).

Abramowitz, M. & Stegun, 1.A., Handbeok o4 Mathematical

Functions, Pover Publications, 59 Edicaco, N.Y. [19668}.

Bateman Manuseript Profects, Highen Transecedental Funcition
Edited by A. Exdelyd [vol.1-2), {[New Yornk-NY-7953).

J.Bellandi Filho e E.S.Caetanc Neto, Lett. af Nuovo Cimen-
to, 16, 3371{1976]).

L.C. Hostler, J. Math. Phya., 5, 591{1964}.

Mess<ah, A., Mecanica Cuantica, (vol.ie?), {Editonial
Tecnos S.A., 29 Tdicac, 1973).

44



17.

18.
19.

20.

21,

L

Powett, J.L. & Cnrasemann, B., Quantum Mechanics {Addison-
Wesley - Londres - 1961).

Ven neferencia 13, bem como apendice da neferencdia 1.
P.C. Mantin and R.J. Glauber, Phys. Rev.,109,1307(1958).

Pavao, S.M.L., Tese de Mestrado, Instituto de Flsica Teo
nica - Sao Paulo (1978].

Talman, J.0D., Special Functions, (W.A. Benjamin,Inc.1968).

45



