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INTRODUÇÃO 

O objez~vo de~Ze Z~abalho e o cálculo de óu~ 

çoe~ de G~een uz~l~zando-~e do mêzodo de expan~ão z~po Szu~m-

L~ouv~lle. E~ze mêzodo de cálculo de fiunção de G~een pa~a uma e­

quaçao d~fie~enc~al ê ba~Zanze ~~mple~, pe~m~Z~ndo e~c~eve~ a fiu~ 

çao de G~een em ze~mo~ da~ dua~ ~oluçõe~ l~nea~menze ~ndependen­

ze~ da equaçao d~óe~enc~al homogênea. Ge~almenze, e~za~ ~oluçõe~ 

~ao fiunçõe~ do z~po h~pe~geomêz~~ca~ conóluenze~ podendo-~e, a~-

6unção 
• 

de G~een na ~eg~ão de ~nze~e~~e do plano complexo. 

O mêzodo de expan~ao z~po szu~m-L~ouv~tle e 

apt~cávet pa~a cálculo de óunçõe~ de G~een pa~a equaçõe~ d~óe~e~ 

c~a~~. em p~oblema~ un~d~men~~ona~~. No enzanzo, podemo~ e~zendê 

to pa~a equaçõe~ d~fie~enc~a~~ a uma d~men~ão qualque~, quando ze 

mo~ uma e~pec16~ca ~~met~~a. Po~ exemplo, Ho~zle~(l) calculou a 

fiunção de G~een pa~a a equação de Sch~Bd~nge~ com o potenc~at 

Coulomb~ano, óazendo uma expan~ao da fiunção de G~een em onda~ 

pa~c~a~~. apl~cando o mêzodo de Stu~m-t~ouv~tle pa~a a equaçao 

~ad~al. 

Belland~ e Z~me~man(Z) calcula~am, também, a 

pa~t~~ de~ze método, a óunção de G~een pa~a a equaçao de Sch~B-

d~nge~ pa~a um elêt~on l~v~e na p~e~ença de um campo 

un~óo~me. Canhecenda-~e a fiunção de G~een não ~elaz~vl~t~ca pa~a 

e~~e p~oblema a exten6ão ~elat~vl~t~ca pa~a um elêt~on de V~~ac 

pode 6e~ óac~Lmente obt~da1 3 l. 
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Ne~te t~abatho 6azemo~ atguma~ apt~caçõe~ do 

método de expan~ao t~po Stu~m-L~ouv~tte. Como apt~caçõe~ 

método a p~obtema~ un~d~men~~ona~~ e6etuamo~ o cãtcuto da 6unção 

de G~een p~a a equação de Sch~Bd~nge~ com o potenc~at de Mo~-

6e(4l, bem conhec~do da teo~~a da~ motécuta~ d~atôm~ca~, bem co 

mo o cãtcuto da 6unção de G~een pa~a a equação d~6e~enc~at a~~o­

c~ada de Legend~e. Eóetuamo~ o cãtcuto da 6unção de G~een pa~a a 

equação de Sch~Bd~nge~ com um potenc~at t~po oóc~tado~ ha~môn~co 

~óot~Õp~co t~~d~men~~onat obtendo-~e uma ~ep~eóentação ~nteg~at 

e uma ~ep~e6entação 6echada em te~mo6 de óunçôe~ de Wh~ttake~. A 

6unção de G~eewun~d~men6~onat óo~ p~~me~~amente catcutada po~ 

T~tchma~6h{S), v~a expan~ão t~po Stu~m--Uouv~tte. 

Vetch~nk~n e K~~6tenko( 6 l catcuta~am pa~a o ca~o 

Bakh~akh , 

mutt~d~men6~onat, 6azendo a t~an~óo~mada de Laptace da 6unção de 

G~een dependente do tempo, onde a 6unção de G~een mutt~d~men6~o­

nat é uma p~odutõ~~a de óunçôe~ de G~een un~d~en~~ona~~. 

Bettand~ e Caetano Ne:to{J) c~tcuta~am a ÓU!:J:. 

çao de G~een pa~a a equação de Sch~Bd~nge~ com um potenc~at :t~po 

o~c~tado~ ha~môn~co ~6ot~Õp~co mutt~d~men~~onat u~ando a 6unção 

ge~a:t~~z do p~oduto de 6unçôe6 de onda do o~c~lado~ ha~môn~co da 

da peta 6Õ~muta de Mehte~ gene~at~zada. 

Na 6ecçao I d~6cut~mo6 o método de expan6ao 

t.{.po Stu~m-L~ouv~tte. Catcutamo6 a 6unção de G~een par..a a equa­

ção de Schr..Hd~nger.. com o potenc~at de Mo~6e e a 6unção de Gr..een 

pa~a a equoçao d~6er..enc~al a66oc~ada de Legend~e, na 6ecçao II. 

F~natmen:te, na óecção III, calcutamo~ a 6unção de G~ee.11 pa~a a. 
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equaçao de Sch46d~nge4 com um po~enc~at ~~po o~c~tado4 ha4mÔn~co 

~~o~4Õp~co, ~endo que, na p4~e~4a pa4~e ob~emo~ uma 4ep4e~en~a­

ção ~n~eg4al pa~a a 6unção de G4een do o~c~tado4 ha~môn~co ~o~4Õ 

p~co ~~~d~men~~onat, na ~egunda pa~~e uma 4ep~e~en~ação 6echada 

em ~e~mo~ de 6unçÕe6 de Wh~~~ake4, e, na út~~ma pa~~e uma 4ep4e-

6en~ação ~n~eg4al pa4a a 6unção de G4een pa4a a equação de Sch4B­

d~nge~ com um po~enc~at ~~po o6c~tado~ ha~môn~co ~~o~4Õp~co mui~~ 

d~men~~onat. 

• 
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1 - MtTOVO VE EXPANSÃO TIPO STUR"·LIOUVILLE 

Seja Vx um ope~ado~ d~óe~enelai un~d~men~~~ 

nat e G(x,x') a 6unção de G~een que ~a~~~óáz a equação d~óe~en­

c~at não homogênea 

Vx G(x,x') ~ -ô(x-x') . ( 1. 1) 

O mé~odo de cãtcuio de óunção de G~een conhe­

c~do como expan.aão ~~po S~u~m- L~ouv~tte ou mé~odo de Lag~ang e ( 8), 

con~~~~e e~~enc~aimen~e em ~e p~ocu~a~ ~~an~óo~ma~ o ope~ado~ d~-

6e~enc~at dado em um ope.~ado~ d~óe~enc~ai ~~po S~u~m-L~ouv~iie,c!:!:. 

ja equação d~óe~enc~at ltomogênea ~em ~oiuçõe~ conhec~da~, que em 

ge~ai ~ão óunçõe~ do ~~po h~pe~geomé~~~ca~ conóiuen~e~. 

O ope~ado~ d~óe~enc~ai de S~u~m-L~ouv~tie e 

Q ~ d~ { p ( X ) A- } + q (X) ( 1 • 2 ) 

onde p(x) é uma &unção con~Znua que ~em de~~vada p~~me~~a con~Z-

nua num ce~to ~n~e~vaio [a,b J e q(x) é, ~ambém, uma 6unção con 

~Znua ne~~e ~n~e~vaio. 

Ve mane~~a ge~ai e~~amo~ ~n~e~e~~ado~ em ob­

~e~ ~oiuçõe~ pa~a a equação di6e~ene~ai não homogênea 

Q y{x) + 6{x) o ( 1 • 3) 
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em que y(x) 6a~~66a~a ce~ta6 cand~~Õe6 de con~a~na bem de6~n~­

da6 na ~nteJtvato [a, b] 

Se conhecemo~ a 6un~ão de GJteen, G(x,x'l, p~ 

~a a apeJtadoJt d~6eJtenc~at de S~uJtm-L~auv~tte Q 6a~~66azenda a 

equa~ãa d~6e~enc~at não homogênea 

Q G(x,x'l = -o(x-x'l 

a 6 atu~ão da e·q, 1 • 3 6 e~ã dada poJt 

• 
b 

rJ I x l = J G ( x, x ' l 6 I x ' l dx ' 
a 

( 1 • 4 l 

( 1 • 5) 

A6 cond~~Õe6 de contoJtna paJta a6 6otu~õe~ da 

eq.1.3 6ao e~cath~da~ de uma 6oJtma conven~en~e 

a y(a) + e y' (a) = o ( 1 • 6) 

( 1 • 7 l 

ande e 

y' (a) e y' (b) 6ãa a& deJt~vada~ p~~me~Jta calculada~ no6 ponto~ a 

e b, ~e6pect~vamente. Supomo~ tambêm que G(x,x'l 6at~66az e~6a~ 

cond~~Õe6 de contoJtno. 

Podemo~ e~cJteveJt G(x,x'l na 6aJtma 

{ 

c 1 
G(x,x'l = 

cz 

u(xl a~x<x r 

(1 • 8) 

v I xl x' < x...;b. 
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em que u(x) e v(xl aao aoluç5ea da equaçao dl6e~enclal homog~­

nea aa~la6azendo aa meamaa condlç5ea de con~o~no que y(x) em x=a 

e x= b, ~ea pec~lvamen~e. 

Vevldo a con~lnuldade de G(x,x' l no pon~o 

x=x' ~emo.t> 

c1 u(x' l : c2 v(x' l ( 1 • 9 l 

e da deacon~lnuldade na p~lmel~a de~lvada em x=x' ~emoa 

• 

c2 v'(x'l- c1 u'(x'l: 7/p(x'l • (7.70) 

O ala~ema 6o~mado pelaa eq.7.9 e eq.1.10 ad 

ml~e uma única aoluçãa pa~a aa cona~an~ea a~b~~ã~laa c1 e c2 ae 

e aomen~e ae o de~e~mlnan~e 

W{u(x),v(x)} = u(x' l v' (x' l v(x'l u'(x.')- W ( 1. 1 i l 

no~ nao nulo. Eaae de~e~mlnan~e e o W~ona~lano daa duaa aoluç5ea. 

Como aa dual> aoluç5ea aão llnea~men~e lndependen~ea o W~ona~lano 

ê dlóe~en~e de ze~o e dado po~ W=A/p(x') onde A ê uma cana~an~e. 

Saluclonando-ae o ala~ema de equaçoea pa~a a.t> 

cona~an~ea c1 e c2 com WIO ob~emoa 

C1 = ·v(x'l/A e c2 = u(x'l/A. (7.72) 

- I na 
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eq.l.l ob~emoa pa~a a 6unçio de G~een 

u[x! v (x' I 
a.~x<x' 

={ 
Wp [X, I 

G[x,x' I [1.131 
v(x! u[x' I x' <x.(b Wp [x' I 

In~~oduz~ndo-ae na eq.l.5 G(x,x'l dado ac~ma 

podemoa ve~~6~ca~ que q[x) aa~~a6az a equação d~6e~enc~at(1.31, 

ou !Jeja, 

X • b 
if ( x l Wp ( x' I = f v ( x' I u [ x I 6 [ x' I dx' + f u ( x' I v [ x I 6 ( x' I dx' , ( 1. 141 

X 

a de~~vada p~~me~~a da 6unçio ac~ma e 

X b 
if' [ x I Wp [ x' I = f v [ x' lu' [ x I 6 ( x' I dx' + f u [ x' I v' [ x I 6 [ x' l dx' [ 1 • 1 51 

a X 

e a aegunda de~~vada 

u"[vJ= 6[ xl + 1 {"[I ' ~ PTX'l W plx') u x 
X b 
f v [X, I 6 [X, I dx, ~ v" (X I f u (X, I 6 [X, I d) 
a X 

[7.761 

A.pt~cando-ae a ope~ado~ Q. em q[x) na eq.1.5, 

e uaando-ae aa duaa út~~maa exp~eaaoea, ~emoa 

.Q. ( I [ Q u (X I 
if x +6 xl=w p[x' 1 

X 
f v ( x' I 6 ( x' I dx' + Qv ( x I 

W p (x' I a 

b 
f u ( x' I tí ( x' ) dx' . 
X 

(7.77) 

Como u(xl e v(xl aao aatuçõea t~nea~men-te 
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útdependente-6 da. eq.1.3 c.om 6lx 1 ~0, temo-6 

Q.u. ( )( ) = Q. v ( )( ) = o • 

Int~odu.zindo-6e a. eq.1.18 na. eq.1.11, 

qu.e e6ta. óe ~edu.z a. eq.1.3, logo a. eq.1.5 6a.ti66a.z a. eq.l .3. 

(1.18) 

vemo-6 

Ve~i6iqu.emo6 que y(x) da.da. pela. eq.1.14 6a.-

ti66a.z a.-6 c.ondiçÕe-6 de c.onto~no da.da.-6 na.-6 eq.1.6 e eq.l.7 • 

• Pa.~tindo-6e da. eq.1.14 e da. eq. 1.15, 6a.zendo-

6 e x=a., ela.-6 6 e ~edu.z em a. 

v (a.) b 
y(a.)= Wp ()(I) 

f {L ()(I ) 6 ()(I ) dx I = C v (a.) 
a. 

(1.19) 

e 

V I (a_) b 
yl (a.)= Wp ()(I ) 

f {L ( )( I ) 6 ( )( I ) dX I = .Cv 1 (a.} . 
a. 

(1.20) 

Uóa.ndo-óe eóta.ó du.a.-6 Ü:ltima.-6 exp~e66oe6 e lem­

b~a.ndo-óe da. eq.1.6, temo6 

av(a.) + 13V 1 (a.) = O • ( 1 • 2 1 ) 

Po~:ta.n:to y(x) e v(x) 6a.:tü6a.zem a.6 

c.ondiçÕeó de c.on:to~no, i6:to óe ve~i6lc.a. de modo in:tc.i~a.mc.n:tc. a.n~lo 

go pa.na. u.(x), no ponto x=b. 
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II - PROBLEMAS UNIVIMENSIONAIS 

Ne~ta ~ec~ao eáetuamo~ o cátcuto da 6un~ão de 

G~een pa~a a equa~ão de Sch~Vdinge~ com um potenciai de Mo~e bem 

como o câtcuto da &un~ão de G~een pa~a a equa~ão diáe~enciat a~~o­

ciada de Legend~e. 

II - I FUNÇÃO VE GREEN PARA A E~UAÇÁO VE 
SCHROVINGER COM UM POTENCIAL VE MORSE 

Con~ide~emo~ uma motêcuta con~tituZda de do~ 

etet~â-

n~ca~ em cada átomo 6o~em pouco aáetada~ peta movimento do~ -nu-

cteo~ e o átomo ~e move~ cama um toda, uma tat matêcuta pode ~e~ 

con~ide~ada cama um ~i~tema de dua~ pa~tZcuta~ mavenda-~e ~ab a 

inátuência de 6o~~a~ inte~atômic~. E~~e p~abtema de dai~ co~pa~ e 

·~edutZvet ao movimenta de uma Única pa~tZcuta de ma~~a ~eduzida Jl, 

movendo-~ e na campa de um ceuo potenciai U(t). E~~a con~ide~a~ão 

nada maü é do que uma .:..p~a xima~ão adiabãtiea.. 

Foi p~opo~to po~ Mo~~e( 4 ) que, pa~a vã~ia~ mo-

têcuta~ diatÔmiea~ 1 a 6un~ãa potencial ÔO~~ e ILep~e~ entada pO~ 

+ 
U(~)·U(4)=U 0 {exp(-Z(~-~ 0 )~- Z exp(-(4-~o)~)} ande ~ e Uo ~ao 

con~tan-te~ e o ponto Jt"lto con~titui um mZnima do potenciai. Limi 

ta~-no~-emo~ ao movimento unidimen~ionat que co~~e~ponde ã~ viblta­

~õe~ pu~a~ da motêcuta. 

A &un~ão de G!teen pa~a a equa~ao de Sch~Vdlngelt 

com um potenc.<.ae. de Mo!t~e ~ a:U~ 6az a equa~ão 

(H -e:)G(x,x';e:)'· -ólx-x'). ( 2 • i ) 
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onde e -2Bx -Bx E=Á{e - 2e ) + E c.om A e B c.on.~>:tante<~o 

A equaçao d~óe~enc.~at pa~a G{x,x';E) e 

~ 2 d 2 
28 B { 2m dx2- A{e- x- 2e- xl + E}G{x,x';E)= o{x-x') { 2 • 2) 

pa~a 0<: x<oo • 

ac.~ma, do :t~po • 

Fazendo-.~>e uma mudança de va~~ãvet na equaçao 

-Bx 
E; = 2ve { 2 • 3) 

2 2m A e c.hamando --6 e 2m E 2 
:t:e~emo-6 c.om 11 =-- B 21i 2 = -v 

B 2112 

d2 1 d 2 1 2m 
{~2 + 

~ dt- v2 + l!.. - 4 )G{E;,f;';v)= o {E;- !;;' ) • { 2. 4) 
~ t; 821i2<;2 

Vamo.~> apt~c.a~ o me:toda d~.~>c.u:t~da na .~>ec.çao an-

:t:e~~o~. Vevema-6 p~~me~~amen:te ~e.~>otve~ a equação d~6e~enc.~at homo 

genea 

{ 2. 5) 

{ 2. 6) 
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que e uma equaçao dl6e4enclal de Whlttake4( 9 ) cujaa aoluç~ea llnea4 

mente lndependentea aão aa 6unç~ea de Whlttake4, ou aeja, 

e ( 2. 7) 

onde ~ 1 (~) e 4egula4 na o4lgem e ~ 2 1~1 e 4egula4 no ln6lnlto. 

Aa aoluç~ea da eq.2.5 aao 

u I ~ I = ~ - 1 I 2../Jt. I ~ I 
'> '> lli\1 '> 

( 2. 8) 

• 

( 2 • 9 ) 

onde u(~) e v(~) aao aa duaa aoluç~eó llnea4mente lndependentea 

da equaçao homogênea. 

W =~'-J{f(V-IJ+]/2)}-J ( 2. 1 o) 

A pa4tl4 daa eqa. 2.8, 2.9 e 2.10 e uaando-ae 

a exp4ea.~>ã.o 1.13, temoa 

( 2 • 11 ) 

Onde ~< (i;) e_ 0 tnefl(J/t (malOJt) de ~ e ~I I féeópe_ctlvame.J!te. 

A exp4eaaao ante4la!t e a .~>oluçã.o da equaçao dl 
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6e~enc~al nao homogênea, ou ~eja, e a 6un~ão de G~een pa~a a equ­

~ão de Sch~IJd~nge~ com o po-tenc~al de Mo~~e. 

U~ando-~e uma ~epne~en-ta~ão em ~in~e. conve­

n~en-te, pa~a o pnodu-to da~ dua~ 6un~õe~ de Wh~-t-taken( 9 ) podemo~, 

tambêm, e~cneuen a 6un~ão de Gneen dada em 2.77 como 

"' • l: 
n=O 

G(!;,!;';e:) 

(2.77') 
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11-2 FUNÇÃO VE GREEN PARA A EQUAÇÃO. 

VIFERENCIAL ASSOCIAVA VE LEGENVRE 

Como uma ~egunda apl~cação do mê~odo de 

L~ouv~lle pa~a p~obtema~ un~d~men~~ona~~ vamo~ catcuta~ a 6unção de 

G~een pa~a a equação d~ne~enc~al de Legend~e. 

A equaçao d~6e~enc~at a~~oc~ada de Legend~e e 

{(7 -z2) d2 - 2z d dz z dz + l (V 1) 
m2 

- --} I)J(z) =O 
1 -z 2 (2.12) 

pa~a o~ z < "' 

I)J(z) (2.73) 

~emo~ que ~(z) ~a~~~6az a ~egu~n~e equaçao d~ne~enc~at 

2 d 2 d {(7-z) dz2- 2(m+z) dz + l(l+l)} ~(z)=O • (2.74) 

Vamo~ calcula~ a 6unção de G~een G(z,z') pa~a 

a eq.2.14 que 6a~~a6az a equação d~ne~ene~al não homog~nea 

2 d 2 d {(7-z) dzz- 2(m+z) dz + l(l+l)} G(z,z') = ó(z-z') (2.75) 
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• 

çaa ante~~o~, obtemo~ no e~paço de momento~ 

F ( p, pI J =- p~'ii(p-p')· (2.76) 

E~e~evendo-~e 

F(p,p') = p-J G(p,p') (2.77) 

e ~ub~t~tu~ndo-~e,na eq.2.76 obtemaó a equaçao d~6e~ene~ai nao 

hamogênea pa~a G(p,p'), ou óeja, 

2 
{.4.._2 

dp 
+ 1 _ 2~m 

p 
G(p,p' l = - ~ii(p-p' J vpp 

(2.78) 

Pa~a api~ea~moó o método de expanóaa t~pa Stu~~ 

L~auv~iie devemoó eneont~a~ aó duaó óOiuçÕeó i~nea~mente ~ndepende~ 

teó da equação d~6e~ene~ai homogênea 

+ 1 - ~-
p 

t(t;JI }~(pl = 0 
p 

( 2. 1 9 J 

A equaçao ae~ma e uma equaçao d~6e~ene~ai de 

Wh~ttake~( 9 ) e tem como óoiuçÕeó 

'I' 1 ( p J = Jít 21'. + 1 
-m;-2-

(Up) ( 2. 2 o J 

'l'n(p) = /!) 
U:+ 1 

(Up) ( 2. 2 1 J 
é -m·--' 2 . 
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W = U.{r{l+m+t)}-l . {2.22) 

Uaando-ae a exp~eaaao 1.13, podemoa eac~eve~ pa-

~a F { p, p' ) 

1 -1 M F { p, p' ) =- U. { p p ' ) r { 1 + m +.e ) ...t.rv 
-m; -m; 

• 
Uaando-ae uma ~ep~eaen~a~ão ~n~eg~a.e1 9 1 pa~a o 

p~odu~o de 6un~õea de Wh~~~aQe~ 

, .tla 1a2 
JJtv;\l/2{a2.ti Jj)v;\l/2{a1.ti = 

r{l+ll_vl 
2 

"" al +a2 
chv} c~h 2 vv/2 • J dv exp {- 2 .t 1

11 
{.tla 1 aia h v) {2.24) 

o 

com 

F{p,p') =- {pp')-1/2. 

"" 
{ dv c~h- 2 mv/2 exp{-~(p+p')chv} 1zt+I{2~/PP"ahv) { 2. 2 5) 

onde 1
11 

e a 6un~ãa mod~6~cada de Beaaet. 

Deuemoa calcula~ a t~ana6o~mada de Fau~~e~ de 



F(p,p' ). A 6unçio de G~een G(z,z') ae~a dada po~ 

"" 00 

G(z,z')~ 
_1_ 

2'1T 
f dp f dp' exp(ipz) F (p,p') exp( -ip' z'). 
o o 

Int~oduzindo-ae a exp~eaaao 2.25 na 

2.26, obtemo!.> 

00 

G(z,z' l~--- f dv cth- 2mv/2 
2'1T o 

00 

f 
o 
~ exp ( -ipc.hv + ipz) • lpl . 

(2.26) 

(2.27) 

Catc.utemoa p~imei~amente a ~nteg~at em p'.Uaand~ 

00 

f J 2 (at) exp(-p 2t 2) dt 
o v 

obtemoa pa~a a integ~at em p' 

I 
I ~ 

rrr exp( -i'JTt 
{i(c.hv + 

2 -ü/2) { pahv} 
2

, ) } 1 I 2 exp - U (c. h v + z' ) 

2 
I ( a ) 

v g;;z ( 2 • 2 8) 

(2.29) 

Pa~a c.atc.uta~moa a integ~al em p 6açamoa umc 

mudança de va~iãvet do tipo 

c.hv ~ ( 2. 30 

te~emoa pa~a G(z,z') 

1 6 



1 

G ( 4, z I l 
• 1 

= - lfif e.x.p(-úr.e. - .i.n/2) f 
o 

di; F,;2m-1 • 

e.x.p{ [zz 1 + (2.37] 

onde X = U. ( c. h v + z I l p • 

Im(t] 

Uma nova mudança de va~~ãve.e. 

do t~po F,;=exp(-t/2] no~ pe~m~te óaze~ uma c.on- R e (; 
--;o;t-------

-'1!~ l-----

~ eg undo o c. o nto ~no dado pe . .e.a 6~9 u~a ao .lado . 
• 

Podemo~ e~c.~eve~ pa~a G(z,z 1
) 

"' 
G(z,z 1 ]=/f{ ~ ex.p(-ZZ 1 X] I.e.+ 112 !x.J 

(2.32] 

A ú.e.t~ma ~nteg~a.e. da exp~e~~ao ante~~o~ nada 

maú ê do que uma ~ep~e~ entação ~nteg~a.l pa~a a 6unção 

de B eu e.e. ( 10 l 

G( z, z 1 
] 

onde 

1 oo+'Jii 

2ni f 
e qc.hw - vw dw 

o:>-Tf..{. 

=/f "' .J ~ 
{.5!:.8' +. l m { ""'$ I 1 l I I l I ( s l •x exp -zz x !+ 112 x -m at tx 

t 

2 "t = (z-7){z 1 +7) e s2 
= (z+!)(Z 1 -7]; 

t 

1 7 

modi6ic.ada 

(2.33] 

( 2 • 34 l 



Pa~a ~e6olven~o6 a lnteg~al da exp~eG6ao ante­

~lo~, lemb~emo6( 11 l que 

( 2. 3 5) 

com Re(p±a±b)>O e, 6endo 6ha~ac ; 6hS~bc e chachS~pc· 

,Compa~ando-6e a6 dua6 Últlma6 exp~e66oe6, pod~ 

mo6 e6c~eve~ pa~a a 6un~ão de G~een, G(z,z') 

P~(z') ·(2.36) 

. -Podemo6 6lmpll6lca~ a exp~e66ao ante~lo~ lem-

b~ando a ~ela~ão ent~e o6 pol-<'.nômlo6 de L eg end~e ( 12 l 

(2.37) 

onde Q~(z) ê a 6egunda 6olu~ão da equa~ao dl6e~enclal a66oclada de 

Legend~e, logo 

G(z,z') (Qt)m f(l-m+1) P~(z') Qml(z) 
S-r r(l+m+l) ~ 

( 2. 38) 

. ( 13) 
ma6 da ~ela~ão 

1 8 



Q~ ( z) (2.39) 

obtemo~ pa~a a 6unção de G~een 

( 2 • 4 o J 

Lemb~ando-~e da t~an~6o~mação dada peta eq. 

2.13, podemo~ e<le~eve:r., pa~a a eq.2.12 
• 

o ( m m -m 
G ( z ' z I J = - 1 J p t ( z < J º-t ( z > J (2.41} 

que ê a 6unção de G~een pa~a a equaçao d-lóe~ene-lat a<~~oc.-i.ada de 

L eg end~e. 

Podemo~, também, obte~ o me~mo ~e~uttado tem­

b~ando-<~e que a eq.2.16 ê uma equação ~-i.m-i.ta~ ã equação ~ad-i.at p~ 

~a o p~obtema de Coulomb no eõpaço de c.onó-i.gu~ação. Como mo~t~ado 

po~ Bettand-i.-Caetano Neto( 14 l, eata 6u~ção de G~een pode ~e~ c.atc.u 

tada po~ melo da 6unção de G~een ~adiai pa~a a o~eltado~ ha~m5n-i.c.a 

togo, podemo~ e~e~eve~ a ~ep~eaentação integ~at pa~a F(p,p'l 

F(p,p') = _ (pp'}-1/2 • 

( 2. 4 2 J 

onde Izt+! e a 6unção madl6lc.ada de Be<~aet. 

79 



PaJta a óunç.iio de. GJt-e.e.n G(z,z') ba.~>ta intJtodu 

z.iJt a e.xpJte..~>.~>iio 2.42 na e.xpJte..~>~iio 2.26. 

g~ai no piano compie.xo 1151 , u.~>ando-.~>e. a e.xpJte..~>.~>iio 2.28 e. a 

gJtai( 10) 

obtemo.~> uma Jte.pJte.{e.ntaç.iio .inte.gJtai paJta G(z,z') 

G ( z, z' l 

2.44, obtemo.~> 

c:o+ni 

oo+7f.i 

J 
C:O-Tf,.(. 

f e.xp(-my + tuchyl dy . 
co-rr-i.. 

int e.-

( 2. 4 3) 

( 2. 4 4) 

( 2. 4 5) 

A .~>e.gunda .inte.gJtai e. uma Jte.pJte.~e.ntaç.iio inte.­

gJtai paJta a t;unç.iio modi!Jicada de. Be.Me.i( 10l Im(tu). a inte.gJtai 

na vaJtiiive.i u pode. ~e.Jt calculada mediante. a e.xpJte.~~ao 2.35 e, 

uutndo-.6 e. a e.xpJte.<~~ ão 2. 13 podemo<~ e.~ eJte.ve.tt paJta -a t;unç_iio de. 

20 



G~een pa~a a equaçao dl6e~enelal aaaoelada de Legend~e 

(2.46) 

dada pela exp~eaaao 2.40 . 

• 

2 1 



III - FUNÇÃO VE GREEN PARA A EQUAÇÃO VE SCHRCVINGER COM 
UM POTENCIAL T.PO OSCILAVOR HARMONICO ISOTRQP(CO 

O mitodo de expanaao tipó Stunm-Liouvllle pode 

ben ubado tambim pana pnoblemaa ã uma dimenaão qualquen, deade que 

conheçamob a pnioni uma bimetnia do pnoblema. Vamoa neata b ecçao 

calculan uma nepneaentação integnal pana a 6unção de Gneen pana a 

equação de SchnBdingen com um potencial tipo oaciladon hanmônico i­

botnÕpico .tnidimeMional, bem como uma nepneb entação 6echada em .te:!;_ 

mob daa 6unçõea d~ Whittaken. E, 6inalmen.te, uma ~epneben.tação inte 

gnal pana a 6unção de Gneen pana a equação de SchnBdingen com um 

potencial tipo oaciladon hanmônico iaotnÕpico multidimenaional ana­

libando, tambim, ab auaa aingulanidadea. 

III - 1 REPRESENTAÇÃO INTEGRAL 

Conaidenemoa o cãlculo da &unção de Gneen pa~a 

a equaçao de SchnBdingen com um potencial tipa oaclladon hanmônico 

iao.tnõpico tnldlmenalonal. 

na o homo g ê.nea 

O Hamll.tonlano pana tal pnoblema e 

,.,2 + kn
2 

v z-

22 

( 3 • 1 ) 

( 3. 2) 



podemo!> el>c.Jr.eveJr. pa.Jr.a. a. eq.3.2 

-ª- + 2 . 2 a e Jr. "-<.n e 
) + 

+ - Jr.~' ô(c.oi>e-c.oi>e')ô(<P-<P'l ô(Jr.-Jr.'). ( 3. 3) 

Va.da. a. I>ime.tJr..ia. el> nê:Jr..ic.a. do p!r.ob.l'.ema., podemo!> 

d . (.... ...., ) d . . ( 1 o) expa.n -<.Jr. G Jr.,Jr. ;E em on a.!> pa.Jr.c.-<.a.-<.l> 
• 

G ( ..,. ..,., E) \'i' 2.1'.+ 1 P (. ) G ( ' E l Jr.,Jr. ; = t.. 47f .f. C.Ol>y .f. Jr.,Jr. ; 
.1'.=0 

( 3. 4) 

I>a.o ol> po.l'..inôm.io~.> de LegendJr.e, 
....... 

c. o " y = Jr. • Jr. ' I Jr.Jr. ' e 

In.tJr.odu.z.indo-l>e a. expJr.el>J.>a.o ::,.4 na. eq.3.2, ob.te 

mo~.> 

kJr.2 
+ -2- - E} • 

( 3. 5) 

• f 2 .1'.+ 1 P 0 (c.o~.>y) Go(Jr.,Jr.';E) = 
.I'.=O 4rr "- .._ 

- Jr.Jr.' o{Jr.-Jr.') ô(c.o~.>e-c.oi>e')o{.p.-<J>'l 

onde 
... 
L e a momen.ta a.ngu.La.Jr.. 

U!>a.ndo-~.>e a .teoJr.c.ma. de a.dlçia e a. Jr.e.l'.açia de 

o h-. ~-· {16) 
c.amp-~.-eteza paJr.a al> a.Jr.mon-<.c.ol.> e~.> 0 eJr.-<.c.06 



( 3. 6) 

"' "' 
ó(coa0-coa0') ó(q,-q,') = L L Y~(G,q,) Y1m(0',q,') 

i.=O m=-"' 
( 3. 7) 

ob~emoa a aegu~n~e equaçao d~6e4enc~at pa4a a 6unção de G4een 4a­

d~at 

2 d h 2 
+ Ji: d4 I +-2-- E t(t+l)} G

0
(4,4';E)= I 6(4-4').(3.8) 

42 ~ -44 1 

Fazendo-a e uma mudança de va4~ãvet 2 -lU!!.. k 2 z - ; , ... 
11 

na equaçao an~e4~o4, ob~emoa 

2 
{..!L 2 + 1. .!i.. - z 2 + n - t t t .,_ 1 1 } 9 t z z • · À 1 = - 1- .s t z- z • 1 t 3. 9 1 

dz z dz 
2

2 • ' zz' 

onde À=E/hw , 2 
w = ki>J g(z,z';À) eldá dado porc 

g(z,z';À) G(z,z';E) • ( 3. 1 o) 

Ago4a ea~amo6 em cond~ç5ea de apt~ca4 o mi~odo 

de expan6ao ~~po S~u4m-L~ouv~tle d~acu~~do na aecção 1, pa4a ~<160 

nece66~~amol.> da6 du.a6 ao.f.uç5ea t.<.nea4men~e ~ndependen~ea da equa­

ção d~óe4enc.~at homogê.nea 

o • (3.77) 

24 



anze~io~. obzemo~ 

2 
{.L 2 

dz 
LsL + 3!4- .tU.+Jl 
z dz z 2 

ljJ[z) - z- 31 2<t>[z) na equaçao 

[ 3. 1 2) 

Na equaçao acima 6açamo~ uma mudança de va~iã-

ve.t do zipo 2 z =x, 4> [xl ~az~ 6az a equação 

~ + ~~J <t>hl-0, [ 3. 1 3) 

que e uma equaçao di6e~encia.t de Whizza~e~[ 9 l e tem como ~o.tuçõe~ 

a~ 6unçõe~ de Whizzake~ 

<t> 1 [xl -_}}1 U+J [x) 
À I 2; 

4 

[ 3. 1 4) 

" tfJ U 1 [x) • Àl2; __ +_ 
4 

[ 3. 1 5) 

Vo.tzando-~e ã va~iáve.t z, zemo~ que a~ dua~ 

~o.tuçõe~ .tinea~mente independenze~ da eq.3.11, ~endo uma ~egu.ta~ 

na o~igem e a out~a no inôinizo, ~ão 

u[z) -3 I 2 Jt [ z 2) ( 3. 1 6) - z 
2-t-':l_ 

À I 2; 4 

v [ z J -312 tfJ ( z 2) • ( 3. 77) - z U+J 
À I 2; -4-



___ (3.18) 

Com <I6 .tJtê6 Úl.t-i.ma6 exp!te660e6 e lembJtando- 6 e 

da exp!te66<IO 1.13, podemo6 e6c!teveJt pa!ta g(z,z';À) 

g(z,z';À)= 1 r(2!+3-2/..J 
2, 4 

1 -3/2 M 2 ( zz J ...11v 2!+ 1 ( z l 
t../2;-4-

• ( 3. 1 9 J 

Vol.tando-6e a vaJt-i.5vel Jt, .temo6 

( 3. 2 o J 

.to.tal, 

-i.n.tJtaduz-i.mo6 a exp!te66ao 3.20 na exp!te66âo 3.4. U6ando-6e uma Jte­

p!te6en.taç.ãa -i.n.tegJta! pa!ta o p!tadu.ta da6 6unç.Õe6 de Wh-i..t.takeJt 191 da 

da pela exp!te66âo 2.24, ab.temo6 

= 
l: 2!+ 1 

i=O 4rr 
( 3 • 2 1 J 

Fazendc-6e umd mudança de 0aJt-i.~vel da .t-i.po 2.30, 



obtemo!>, já -<.nve!ttendo o !>igno de integttal c.om o de !lomatôttio 

00 

tipo N eu.mann ( 1 3 ) 

00 

1 

~ d~ ~-À(I-~2)-1 exp{-~(tt2+tt'2) 

ll!:J_ P ( J I (~ • t; J 
2 .e. c.o!ly .t+J/2 n "" 1_ ~2 

• 
exp( zc.o-<~y) 

r 1 1 1 2 J 

( 3. 2 2 J 

( 3. 2 3 J 

Intttodu.zindo-.6e a exptte!>.6ao 3.23 na exptte-<~-

.6 a o 3 • 2 1 , podem o!> · e-<~ c.tt e v ett 

..,. ..,. 

G(tt,tt';E) 

( 3. 2 4 J 

-+-+, -+2-+,2 2 
[{ 2tt•!t ~ - (tt +tt Jt; }!!..!:!. ) 

exp 2 n 
1 -~ 

e Re(.t+l/2)>0. 

tegttal patta a 6u.nç~o de Gtteen total patta a equ.aç~o de Sc.httHdingett 

c.om u.m potc.nc.lal tipo O!>c.lladott hattmBnlc.o l-<~otttÔplc.o tttldlmen.6lo­

na.t. E.6ta exptte-<~-<~~o i a me-<~ma qu.e a c.nc.ontttada pott Bellandl-Caeta 

na Neto 17 l, vla 6ôttmu.la de Mehlett 9enettallzada. 

27 



PaJta. c.ompa.Jta.Jtmo-6 o.~> do.ü mê;todo.~> podemo.~> u.~a.Jt 

na. expJte.~>.~>a.o 3.20 o .~>egu~n;te ;teoJtema. de a.d~ção pa.Jta. o 

de 6unçÕe.6 de Wh~;t;ta.keJt(g) 

r(-v+)J+7/2JJ1t (x) W ( y) : 

p!todu;to 

( 3. 2 5 J 

"' : - l: 1 
n=O v-)l-n-1/2 

r(2u:~+7lJJt (xJ J1t [y) 
· n+)l+1/2;u n+)l+1/2;)l 

e .tembJta.Jt que a. ó.unção de Wh~;t;ta.keJt J1t e.~>;tii Jteta.c.~ona.da. c.om o.6 

po.t~nôm~o.~> de La.gueJtJte peta. Jte.i'.a.ção( 9 ) 

J1t (z) 
n+1 /2+).1/2;).1/2 

( 3. 2 6 J 

e c.ompa.Jta.ndo-.~>e c.om a. 6unção de onda. Jta.d~a..t do o.~>c.~ta.doJt ha.Jtmôn~ 

C'. O 

"a. o 3. 4 em 

-T -T 

G(Jt,Jt' ;E) = l: 
n=O 

1 
E - E 

11 

.... .... 
l)!n (Jt) lj!~ (Jt') ( 3. 27 J 

que e a. u.~>ua..t dec.ompo.~>~ção e.6 pec.;tJta.t da. 6unção de GJteen em ;teJtmol.l 

de 6unçÕe.6 de onda.. 

28 



111 - 2 REPRESENTAÇÃO FECHAVA Ell TERMOS VE FUNÇOES VE WH1TTAKER 

........ 
G(Jt,Jt';E) da.da. na. expJteaaa.o 3.21 

a. 6unç.ão de 

na. 6oJtma.(IS) 

.... .... 
G(Jt,Jt';E)= 

- \! ( Jtlt I J - 1 I 2 1 
7f 1i 2 27r -i. 

1 + À 1 
J dy (y+IJrz 

GJteen 

(3.28) 

onde o contoJtna de -i.ntegJta.ção começa. em y=oo, contoJtna. o e-i.xo Jtea.l 

poa-i.t-i.vo a.tê o ponto ã d-i.Jte-i.ta. de tf=+l, c-i.Jtcula. o ponto y=+l no 

aent-i.do poa-i.t-i.vo e volta. a.o longo do e-i.xo Jtea.l poa-i.t-i.vo a.tê tf= 00 • 

Pa.Jta. eacJteveJtmoh a. expJtea6ã:o a.nteJt-i.oJt uha.mo~ o 

6a.to que a pltoduto da.h d~a.a 6unç5eh de Wh-i.tta.keJt(IS) pode aeJt eh-

cJt-i.to como 

(xJW (y)=-xy expUTI(v-!!+7/2)} r(v-!!+1/2)· 
( 3. 29) 

1 1
1

+ d ( 71 v-7/2 ( 11 -v-7/2 ( x+{l ) 1 ( / 2 7' 1 • 271 -i. · v v+ v- exp - y v 2\l xy v -
00 

com y>x>O -v+ 

podem oh ehccJteveJt pana. a. ~ama. que qpa.nece em 3. 2 8 

29 



oo H+l exp{-ln(X/Z-t/2+7/41} .1U!L / 2 ' 
s~ TT l: -4- P.e.(c.o~y) ~en{TT(À/2-i/2+7/4)} 1t+l/2( 1i Jt!t' y -li • 

.e.~ o 
( 3. 30 l 

P«Jta ene~ua!tmo~ e~~a 6oma vamo6 6epa!tá-ia num« 

~ama 6omen~e de i-pa!te6 e numa ou~Jta ~omen~e de i-Zmpa!te6, iem­

bJtando-6 e da~ 6 egu-i.n~e~ Jteiaç.Õ e6 paJta 06 poiinâmio~ de L eg end!te ( 13 1 

00 

TT l: 
n~o 

onde x~co~y 

l/2 TT 
~ 

n!r(l/2-nl 
(3.37) 

2 ZTT 1 I 2 2 
r(-l/ 2-nl 2F 1 !-n,n+3/2,3/2;z I ( 3. 3 2 l 

Caicuiemo6 de 6oJtma expiZci~a a 6oma com i-pa!t, 

4n+1 exp{-i.n(X/2-n+l/4)} 
4 Pzn!x.J 6en{n(À/2-n+l/4)} 12n+l/2(B) ( 3. 3 31 

U~ando-6e uma ou~Jta expan6ao ~ipo Neumann(lO) 

pa!ta a6 6unç.Õe6 modi~icada6 de Be66ei 

l=ll.n 
n! 

s 
p 

r (u+n) 2 
r (v+ 7 I ( 2 n + u I 2 F 7 ( - n' n + u, v+ 7 ; k. I 1 2 n + u ( z I 

( 3. 341 

a ex.p!te66ao 
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TI exp{Tii[~/1+7/4)} 1(2 
Sp• 4 ~en{TI[À/2+1/4)} x 8 1-7/2[x81 • ( 3. 3 5) 

Ve mane.<.Jta .<.nteiftamente análoga, enc.ont:Jtamaf.> 

pa!ta a 6ama S.<., c.am .1'.-Zmpa!t, 

[ 3. 36) 

Uf.>anda-~e a f.>e.gu.<.nte. !te.l'.ação pa!ta a 6unção mo 

dl6ic.ada de. Be66e.I'.(JO) 

R SI±l/ 2 [xBl 

podemo~ e6c.fteveft pa!ta a f.>Oma total, S•S +S. p .{.. 

(3.37) 

_TI si_ r::o e.xp[TI-<.0(2+1(41] exp[ú[À/2-1/4)] 
S·-r-dv{•x ~úi[TI(À/ 2 +I/ 4 )] r 112 [xS) -/X - I [xS)}· " ~ Hn[TI(À/2-1/4)] -1/2 

[ 3. 3 8) 

Int:Jtoduz.<.ndo-f.>e. a exp!te.~f.>ao 3.38 na exp!te.f.>-

~ao 3. 28, obte.mof.> 

- 1 I 2 
G [ 1: i I • E l • _ll [ ftft I l _I-

"•' ' TI1i2 2TI.<. 

1 + 
J dy 

À 1 À 1 
z-2 -r2 

[y+l) [y-1) 
00 

[ 3. 3 9) 

Como na f.>oma, vamof.> 6e.pa!taft a .<.nte.g!ta.l'. dada 

na exp!te.f.>MW ante.J1Jo!t em dua6 inte.gftai-6, c.a.l'.c.u./'.afte.maf.> a p!tlme.l!ta 

e.xpllc.ltame.nte., f.>e.ndo a f.>e.gunda c.~lc.ulada de. moda .<.nte.iJtam e.n:te. 
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análogo, .togo 

- \.l{ltJt')-7/2 

41i2 

1 + À 1 
• J dtj r IJ+ 1 1 z-z 

00 

podem oz, ez, cltev e!t 

À 1 
{tj-7)-z-2 

• 

exp{TI-i{À/2+ 1 /4)} .4.._{/X 
Hn{'TT{À/2+7/4)} dx 2TI-i 

(3.40) 

/
r-2 ___,, 

Jt!t' lf -7)}· 

{3.47) 

Jt.Jt• = E;.E;.'=!t.IL'coz,e • {3.42) 

In~ltoduz.indo-Z>e. aZ> e.xplteZ>Z>oe.z, dadaz, em 3.42 na 

explte<~<~ao 3. 4 O, ob;temo<l 

\.1 exp{'TT.<: {À/ 2+ 1 I 4 J} " d /["[Í"' 
I7=-

4
1i2 Hn{TI(À/2+1/4)} d{t;i;,'){ l;.t; 2TI-i 

1 + À 1 
J dlf r IJ+ 1 J rz 
00 

À 1 
{ lj-7) -z-z-

(3.43) 

r 712 {~t;t;•/ r./-7.) }• 

Compaltando-<~e a ~l~.ima exp!te.<~<~ao com a explte.<~­

<~ao 3.29, ob~e.mo<~ palta a p!t.ime.ilta .in~eg!tal 

I 1 r r 314 ' 1 2 J d {· 1 
M r 1!.!:l 2 l 7PJ {~' ' 2 1 } • · 1 = 4 d1w -" d(T'i"T) ,h' r• .Jõv 1i i; W 1i s 

ss ss À/2;1/4 À/2;1/4 l 

{ 3. 4 4) 
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Analogamente, te~emo~ pa~a a ~egunda ~nteg~al 

,· 

1 [ d { 1 M .1!.!!12 
I 2 = 4nnw r 1 I 4-À/2} d [ t;t;,} l[f"..J.rv [ lit; } lP [ .!!!!1ç;; 2} } • 

À/2;-1/4 1i À/2;-1/4 

[ 3. 4 5} 

A 6unçio de G~een total pa~a a equaçao ~d1 

Seh~Bd~nge~ com um potene~al t~po o~e~lado~ ha~mân~eo ~~ot~Õp~eo t~" 

d~men~~onal em te~mo~ da~ 6unçõe~ de Wh~ttake~ é 

G[t;,t;';E} 1 ~d~~ 
"4nnw d[t;C'l 

J.P [ .!!!!!. E; ' 2 } + 
À/2;1/4 n 
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• 
III - 3 REPRESENTAÇÃO INTEGRAL PARA A FUNÇÃO DE GREEN PA­

RA A EQUAÇÃO DE SCHRODINGER COM UM POTENCIAL TIPO 
OSCILADOR HARMDNICO ISOTRDPICO MULTIDIMENSIONAL 

O Hamlltonlano pana eaae pnoblema e 

onde e o Laplac.lano( 13 l a uma dlme11aã.o N. 

clal nao homogênea 

( 3. 4 7) 

( 3. 4 8) 

do pnoblema, podemoa 

e"pa11dln 
N -+ -+ G (n,n';El 

N -+ -+ G (n,n';E)o 
00 

-N/2 r. 'TI 

lo O 
f(N/ 2 ) (l-1+N/2) 

N-2 

( N> 3) .... 

N-2 
c-l-2-(c.oae) Gl(n,n';E) 

( 3. 49) 

onde C1(") aao o6 pollnômlo6 de Gegembauen e Gl(n,n';E) e a 

óunçã.o de Gnee11 nadlal. 

U6ando-6e o teonema de adlçã.o pana 06 hlpen-

,-.h-. (13) 
ea 0 e4-<.c.06 canmo 11-<.C.06 , 

h(l,N) 
l: 

ao1 
'TI 

-N/2 
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f(N/2) IR.+N/2-1) N z 
N-2 

c-t- 2 -1~2.~1 l 

( 3. 50) 



ande 

ande S1 

h(.t,N) = (U+N-2) {.t+N-3) 
.t~ (N-2) ~ 

"' h(.t, N) 
E E 

.i'.=O a.=l 

com N=3,4,5, . ... , bem coma a 

= ô(SH1') (3.51) 

e uma hipe~aupe~6Zcie, pademaa eac~eue~ a equacaa pa~a 

a 6uncão de G~een ~adia.t 

N-1 d 
+ ----

~ d~ 

1-N 

=- r~~·J 2 ôh-~'l • ( 3. 52) 

Pa~a eata equacaa ap.ticamaa a método de expa~ 

aao tipo Stu~m-Liouvi.t.te. Fazendo-ae uma mudanca de va~iãve.t da 

tipa 

e de6ininda-õ e 

À=E/1íw abtemoa 

( 3. 53) 

G 0 (z,z';E)= - 2- {____ll_)-N/ 2 g(z,z';f.) com )lw
2 =1< 

"- 1iw IJW 

1-N 
.t(.t+N- 2 ) + n- z 2 } g{z,z';f.)={zz'l_2_ ô{z-z'). 

z2 

e 

( 3. 54) 

Pa~a ap.tica~moa a método, devemoa p~imei~ame~ 

te encant~M- aa duaõ a o.tucõ eõ .tinea~m ente independentea da equa­

cãa di&e~enela.t hamog~nea 
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N-1 d + ---
z dz ( 3. 55} 

Fa.zenda-t>e a. muda.nç_a. do :tipo 1jJ{z} =Z 7 N/Z cjl( z}, 

:temo<~ que cjl(z} .,sa.:ti-66a.z a. .6eguin:te equa.ç_ão dióeJteneia.t 

-1 _4_ + 1 - (.t+NI2-1) 2 2 
z dz 2 + 2À- z} cjl(z}=O (3.56} 

z 

que pode t>elt iden:ti6iea.da. eam a. equa.ç_a.a dióeJteneia.t de Whi:t:ta.ke!t 

ba.t>:ta.ndo, pa.!ta. it>t>o, ~ma. muda.nç_a. do :tipo z2 
= x, togo, 

2 
{!L_ 2 

dx 
+ ..:..7_-__,_( -"'t.,.+ :..:.N "--1 .::..2 _-.:...1 ,_) 

2
_ + _À _ 

4 x 2 2x 

<1>
1 

(x} = __1ft 1 (x} e 
1./2;-z!t+NI2-1} 

independe.n:tet> da. equa.ç_a.o 3.54 .,sa.o 

u ( z} = z -N I 2 __1ft 
Àl2;t(t+NI2-1} 

\1 ( z } = z -NI2 w 
À I 2 ;}! L+ N I 2 -1 l 

( z 2} 

( z 2} . 

o W!ta nb lúa.na ( 9 } de<~ .6 a.-& dua.t> 6 o tuç_õ e~.> 
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( 3. 57} 

( 3. 58} 

( 3. 59} 

( 3. 6 o} 

e 



( 3. 61 I 

A pa4~~4 daô ~4êô Ül~~maô exp4eôôoeô e uôando 

ôe a exp4eMao 1. 13, podemoô eôc.4eve4 

G l ( 4, 4'; E I • 1i~ ( M' I - N I 2 

( 3. 6 2 I 

que ê a 6unção de G4een 4ad~al pa4a o a~c.~lado4 ha4mÔn~c.o ~ôo~4Õ-

Pa4a de~e4m~na4moô a 6unção de G4een ~atai 

eôc.4evemoô o p4odu~o dM duaô 6unçÕeô de Wh~~~al<.e4 numa 4ep4eôe!2:, 

~ação ~n~eg4at( 9 1 do ~~po 2.24, 

o 

( 3. 6 3 I 

Fazendo-ôe uma mudança de va4~~vel, c.omo a da 

exp4eô<~ao 2.30, ob~emoô 

1J.l (M'I-N/2+7 
n2 

• f dt; 
o 

! 3. 6 4 I 
2 ,2 l c2 4 +4 

1
_+_s_

1 
2 1-1;2 
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Tn~~oduz~ndo-~e a exp~e~~ao 3.64 na exp~e~­

~ao 3.49, ~e~emo~ pa~a a 6unçio de G~een ~o~al 

2 ,2 J+r:--2 
~ + ~ ( ..:....:':.:z._ ) 

2 1-1;2 

"' • l: r(N/2! 
l=O N-2 

( 3. 6 5) 

Pa~a e6e~ua~mo~ a ~orna na exp~e~~ao an~e~~o~, 

6açamo~ u~o da expan~ão ~~po Neumann(JO) 

"' 
l: 

l=O 
(l+N/2-1) 

l1.::J... 
C 2 (c o~ e) l 

exp( zco~e) 
r(N/2-7! ( 3. 6 6) 

d "dd - (73) e u~an o-~e M p~op~-<.e a e~ da 6unçao gama , podemo~ e~c~eve~ 

a exp~e~~ao pa~a 
N -+ -+ 

G (~.~·;E) 

( 3. 6 7) 

com Re(-\+N/2)>0. 

A ex.p~e~~ao acl.ma ê a 6unção de G~een ~o~al 

pa~a a equaçao de Sch~Hdlnge~ com um po~enclal ~lpo o~c~lado~ ha~ 

manlco l~o~~5p~eo mul~ldlmen~lonal e colnc~de eom a exp~e~6ao 

ob~lda po~ Bellandl-Cae~a,lo Ne~o( 7 l, vla 65~mula de Mehle~ gene-

~allzada. 
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III - 4 ESTUDO DAS SINGULARIDA~:s DA FUNÇÃO VE GREEN PARA 
O OSCI LAVOR 1/ARI.IDNICO ISOTRiJPICO lf'IL TIVIIIENSIONAL 

Devemo~ mo~.tJtaJt que a~ ~i.ngu!aJt-Lc:lade~ da 6u!!c 

çio de GJteen paJta a equaçao de SehJtHdingeJt com um po.teneia! .tipo 

o~ci!adoJt haJtmÔnico i~o.tJtÕpico mu!.tid-Lmen~iona! ~ia do .t-Lpo 

'

..,_, ..,_,-{N-2) 
)L -)L • 

Fazendo-~ e 
..,_ ... ..,_ 
11 = Jt'-Jt na 

expJte~~ao 3.67, !evando-~e em conta ~emente o -Ln.tegJtando, teJte 

mo~ 

I = 

Com uma mudança de vaJtiãve! do .t-Lpo 

X = 

podemo~ e~cJteveJt paJta o integJtando 

/ dx ( x+/1) À/2+N/4-1 x -À/2+N/4-1 exp{ 61 x,ll) - x} 
o 

onde 6lx,ll) e uma 6unçio nao ~ingu!aJt. 

/Jo !-Lmite 11~0, a úztegJta! em x e conveJtge!!c 

te, poJttanto a~ ~-Lngu!aJtidade~ ~ao do .tipo jl•-lj-(IJ-Zl, a~ me~ 

ma~ aingulaJtidade~ do Laplacia1to. 
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CONCLUSiJES 

Viacu~iu-ae nea~e ~~abalho o cilculo da 6un­

çao de G~een pa~a a equação de Sch~Bdinge~ com o po~encial de 

Mo~ae e com o po~encial ~ipo oacilado~ ha~mônico iao~~Õpico.Cal­

culou-ae ~amb~m. a 6unção de G~een pa~a a equação di6e~encial aa 

aociada de Legend~e. 

O cálculo deaaaa 6unçõea de G~een 6oi eóe~ua 

do u~ilizando-ae o m~~odo de expanaão ~ipo S~u~m-Liouville ou de 

Lag~ange, onde a 6unção de G~een, aolução da equação di6e~encial 

não homog~nea, e ob~ida a pa~~i~ daa duaa aoluçôea 

independen~ea da equação di6e~encial homog~nea. 

linea~men~e 

Em ge~al ea~e m~~odo ~ aplicável a p~oblemaa 

G~een 

pa~a a equaçao de Sch~B 1 inge~ com o po~enclal de 4o~ae em ~e~moa 

daa 6unçõea de WhL~~ake~. 

O cálculo da &unção de G~een pa~a a equaçao 

dLSe~encial aaaociada de Legend~e 6oi e6e~uado po~ doia m~~odoa 

di6e~entea. P~Lmei~amen~e calculamo<~ a 6unção de G~een no eapaço 

de momento uaando-ae o m~~odo de expanaão ~Lpo S~u~m-Llouvllle, 

ealculando a an~i~~ana6o~mada de Fou~ie~ pa~a a obtenção da 6u.!:!_ 

çao de G~een no eapaço de con6igu~ação. A meama &unção de G~een 

6oi calculada obae~vando que a equação di6e~encial no eapaço de 

momento ~ óo~malmente ldin~ica ã equação ~adial pa~a o p~oblema 

de Keple~ ou po~encial Coulombi~no. 
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Vevemo6 ainda ob•envan que eaaa 6unçio de 

Gneen pode aen ealeulada dlne~amen~e no eapaço de eon6lgunação 

pelo me~odo de ex.pan6ão ~lpo S~unm-Llouvllle, uma vez que aa 

duaa aoluçõea llneanmen~e lndependen~e6 aão eonheelda6. 

O pnoeedlmen~o an~enlon 6ol e6eolhldo pana 

neaaal~an a vlabllldade de eâleuloa de 6unçÕe6 de Gneen vla 6u~ 

- d . " d h - . . - . ( 7l çao e Gneen pana um oae~~a on anmon~eo ~•o~nop~eo . 

• 
Gneen pana o oaelladon hanmânleo lao~nÕpleo ~nldlmen6lonal, ob-

~endo-ae uma nepneaen~ação ln~egnal, bem eomo uma ex.pneaaão 5~ 

ehada pana a 6unção de Gneen em ~enmo6 da.a 6unçõea de Whl~~alzen. 

Reaaal~amo6 aqui a lmpon~â.nela da 6unção de Gneen na nepne6ent~ 

ção 6eehada, uma vez que não ~emoa a nea~nlção no panâ.me~no de 

enengla que eneon~namoa na nepneaen~ação ln~egnal devido ã eon-

vengêne~a da lntegnal. 

Como uma ex.~enaão de6~e me~odo a uma dlmen-

aao genênlea N, e6e~uamoa o eâleulo da 6unção de Gneen pana a 

equação de Sehn3dlngen eom o po~enelal ~lpo oaelladon hanmânleo 

lao~nÕpleo mul~ldlmenalonal, ob~endo-ae uma nepneaen~açâ.o ln~e-

gnal 6eehada. 

o me~odo de ex.panaao ~lpo S~unm-Llouvllle 

pana eâleulo de 6unçõea de Gneen é ba6~an~e podenoao pala ob~êm 

ae nepneaen~açõea 6eehadaa pana a 6unçâ.o de Gneen que 6â.o analZ 

~leaa na neglâ.o de in~eneaae do plano eomplex.o, pnea~ando pana 
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Um exemplo, i o c~lculo da 6unçio de Gneen 

pana a equaçio de Vinac com um po~encial Coulombiano como e6e­

~uado pon Man~in!t Glaubenf 79 l. 

Ou~no exemplo i o ca~o do c~leulo do pnopa­

gadon pana um eli~non livne de Vinac na pne~ença de um campo 

magni~ico un.{.áoltme, neali.zado pon Bellandi.-Cae~ano-Pavão ( 3 1. E~­

~e pnopagadon ~em aplicaçõe~ em c~lculo~ de pnoce~~o~ ele~nomaq 
~ 

' 
ni~Jco~ envolvendo e.li~no n~ na pne<. ença de campo<~ mag ni~Jco~ Á.!l; 

~en6oa, coma oa pnoceaaoa de p!toduçio de neu~Jtlnoa na aupe~t~l­

cle de ea~~telaa de nêu~~tona(ZO). 

Uma con~Jnuação na~unal dea~e ~~tabalho ae­

~ti.a calculan a 6unção de Gneen pa~ta cen~aa 6unçõe~ e~peclal~ da 

6lalca ma:tem~ti.ca, pon exemplo, pa!La aa dunçõe~ de Jacobi., 

Td1eblche6 e Gegembane~t. Eaaaa nunçõea .r,io, bem como a p~tÕp~ti.a 

6unçio de Legend~te, aoluçõea pa!L:ti.cula~te~ da equaçao di.6e~ten­

clal pana o pião .r,imi:t~ti.co, con6o~tme vatoJLe.r, eapecl6lcoa a:t~ti.­

buldo~ ao6 panãme:tno6 da equação dl6e~tenclal. 

A6 aoluçõea da equaçao di.6enenclal pana o 

pião almi:tfLlco em :tenmo~ doa ãnguloa de Eule!t cona~l~uem nep!Le­

.r,entaçõe~ i~tnedu:tZvei.a do gnupo de notaçõe.r,( 27 l.Calculando-6e a 

6unção de G~teen pni.mei.hame.n~e no e.l>paç.o eh mame.n:ta, u~anda-6e. o 

mi:toda de "-XPaJl6ão :tipo S~ultm-Li.ouv-<.lte, bem cama do p:wced-<.-­

men:to via &unção de G~teen do aaclladon ha~tmõn-<.ca Jao:t~t;plco, 
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no6 pe.JtmLte.m e.6:tab e.ie.c.e.Jt :te.oJte.ma6 dr_ ad.i.ç.ão pa!ta e6 6 a6 Jte.p!te6 e.n­

:taç.;e.6 .i.JtJte.du:tZue..<.~ do g!tupo de Jto:taç.~e6. E66e6 c.~~Luioa j; e6 

:tão aendo Jte.ai.i.zado6. 
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