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l\ E S U ~1 O 

O esquema v0riucionul proposto por lima c 1-1iranda é 

usado para resolver o problema do átomo de hLUrogênio cm pr~ 

sença de campo de laser super intenscJ. Partindo dos orbitais 

atômicos modificados pelo campo, obtemos o espectro de ener-

gia para vários valores de inter1sidade do campo de radiação. 

Esses resultados foram JlOSlcriormcntc aplic~tdos ao estudo do 

espalhamento de el~tron por 5tomo de hidrog~nio neutro, na 

prese1tça de campo de laser intenso. 

Usando procedimento semelll~Jltc, foram tamb~m estu-

dadas as n1odificaç6es sentidas pelo 5tomo de hidrog~nio e 

pelo Íon 
+ molecular 1-1
2 quando d~t presença simult~nea de 

pode laser super inteJlso c campo magn6tico d.c. forte. 

cam-



The varlationJ.l ~1pproach proposcd by l.i_ma and ~liran 

da is used to sol\·e tl1e problc1n of the l1ydrogcJ1 ntom 

prcseJtce of super lJitense lJ.scr field. llsing thc atom1c or-

l1itals modified by tl1is f1eld, we obtain tl1e encrgy spectro 

for some values of intcnsity of thc raciiJ.hon ficlU. Thcse 

results were ]ater a11plicd to thc electron scattering by 

h~droge11 atom in super intcnse laser field. 

Using a similar approach, we study tl1c cffect of 

the simul taneous prescncc of the laser and d.c. maenetic 

field on the h~drogen atOJII and 011 the JJJolecular ion H 
+ 
2 
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I .l - ..!__~~_!-roduç"ii.f! 

intcnsid~Hlcs rcz com que nos tÍltin1os :1no:; o l'Studo teórico 

de sistemas :ttÔmiL·os cm prcsCJH,;a de campos super fortes 

fosse intcnsifi.c:1do, o que pode SL'r l-ompruvado pelo g r:1 ndc 

número de artigos, trclt:l!ldo deste assunto, puh1lc:Jdos nos lÍI 

timos anos. Tal interc•ssc é just1 fic:ivcl, visto qttc, o entendi 

menta dctulhado destes sistemas em prescJtça de tais c arr,pos. 

traz significativas contribuições a viirios campo.s da flsica, 

como por exemplo, à rís i ca Atôm_i_ca (1 ,l:J-), Fís i c<1 

ma(lS,Zü) e Física do [stado SÔl_ido(Zl,Z 7). 

de Plas-

Deve ser rcssitltado que cm presença de can1pos ln-

teJtsos, :1s in.for1n~t~6cs sohrc J1ropricd;Jdes ffsicas dos v5rios 

sistemas n5o podc1n ser obtidas coJlsidcr:tndo-sc :1 interaç:ío 

radiaç,:::io matéria como uma perturb:Iç.:io, o que d.i.-:!:-icult:1 cm mui 

to o tratanicnto te6rico do prol1lem~t. No c;Isu cspccffico d:1 

rís i c a /\tÔmica' o dcscnvolvimcrtto (\e lasers de rr:1ndcs iJltcJJ 
"" -

sidades motivou - c ( I b I 
Vill'LOS ilUtOTCS ' ;1 bUSCili'Clll solu~ões 

-
]]ii o-

-pcrturbativas para o problema ma1s simples. ou ~;cj:I, o do 

5tomo de hidrog~nio irJ·adJ;Jdo JlOJ. l:IscJ· i11teJJso. J:sscnci.al-

mente es·te problClllil consiste cm obter soluv)cs p;Ira :1 

. -)- -~ 

il1 '(r,t) " 11 'f(r,t) ( 1. 1 ) 



sendo o liam1ltoni:lno ~I JnJo por 

11 o 
1 

-zm 
~ 

p 
c + 
c !\ l t) 

2 
+ v (r) 

-

. 3. 

( I • 2) 

onde p m c sao rCSJlCCtiv;lnienle o opcr:Jdor nion1ento, 

massa e 8 carga do elétron, c :~ vclocid;-:de cLJ 1uz no v5cuo 

v (r l 

~a scç~o 1.2 faremos uma breve Jiscuss~o dos méto-

dos de Keldysh(l) de ( 3- 5) translaç5o de momento c de trans-

- . 1(2) 1açao cspac1a uma vez que estes são os métodos não-per-

turbativos rnals utiliz;Jdos na Ú1tJrna década. 

1. 2 - Soluçües nGo-pcrturbat_~-~--~~ 

a) ;'lproximaçD.o de Keldysh 

O m~todo de Kcldysh foi inici:tlmentc usado no cstu 

do do problema ele i oniz<Jç~o de átomos em presença Je campo 

eletromagnêtico fortel1). Neste tr;;balho, a influência do po-

tencial ligante solJrc o elétron ionizado c desprezado c su-

p6c-se que o efeito do campo de radiaçio nos estados ligados 

pode ser represcnt:1do pela introduç~o do fator 

exp [ _ c E 
hw o

5 
sen wt J 

na função de onda soluç8o do problema paTa C<Jmpu zero, onde 

E e w s;lo respectivamente a intensldadc do campo c1étrlco e 

a frequ~ncia do campo de r~td1ação c o o par~JiiCtro que des
s 

creve o deslocamento Stêirk do s-és1mo nível. 

Este rn~todo apresenta resultados satisfat6rios pa-
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. 
r a intens Lcladcs menores que l c' onde l 

c 
e a lntCJlsjJadc para 

a qual ~~ ampl itudc de asei lnç:lq c1o cLêtron é Jgua1 üO primel:_ 

ro J'(llO de Bohr, npCSi11- d:1 tntroduç:lo daquele f~1tor ser ur:1él 

tentativa de descrever a ~1Ci rmat]vn do :JUtor, que a ac;ao ma1s 

cfctiva do campo clétrico da rndi:1ç~o 6 sobre os estados ex-

citados, o que, como veremos no c~1pltulo li, é pelo menos d_is 

cutívcl. 

Este método, devido a Hciss(.3-S), trata o problema 

de sistcmJs ligados cm presença de c:nnpos intensos 

zindo a transformaç~o UJlit~ri;t 

... 
9(r,t) exp(-

a qual transforma a Eq. 1.1 na forma 

i i1 
a - _,_ 

f(r,t) 
3t 

- ., 
li 'i' (r , t) 

t) 

onde a barra inclJc:1 o operador tr;msformado, jstu e, 

3 
l n a t 

H exp(-:i e fi..·;;nc) !I exp(i c -X.{/hc). 

llesta maneira a Eq. I.l pode ser escrita con1o 

i h i'Cr,tl 

onde 

+ v( r) 

introdu-

(!. 4) 
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e 
e o + 

H1 " c a t A l t) 

quando o campo de radiação pode ser descrito na aproximação 

do dipolo. 

As circtlnst5ncias nas q11ais este m6todo torna-se de 

utilidade são ( 3 ): (a) A energia de inter·ação E1 , represent~ 

da por H
1 

e pequena quando comparada com a energta caracte-

rísticas do problema na ausência de campo. -(h) E I e pequena 

quando comparada com a perturbação scmi-c15ssica rcprescnt~ 

e 2 _, 12 e_, ' 
da por H' (H'" --2 [ A(t) - - A(t).p). Estas condições fa-

Zmc me 
zem com que a aproximaç~o de translaç~o de momento seJa a-

plicivcl com sucesso nos mesmos limites de intensidades em 

que vale a aproximação Je Keldysh, isto c, apenas para in-

2 2 4 2 
tensidades tais que I<< I c == m c <-1 0 w /4 n e 

Recentemente este autor apresenta a MTA de uma for 

ma revisada(l 4 ) onde a funç5o Jc onda da formulaç~o original 

é obtida através de dois métodos diferentes: usando teoria 

de perturbação e pelo método de integrais de trajetória 

(Feynman). Também neste artigo, Reiss responde a algumas crí 

ticas feitas a aproximação de translação de Momcnto(lZ,l 3) 

mas nao remove as limitações inerentes ao método. 

c) Aproximação de Translação Espacial (STA) 

O método de translação espacial, devido a Henne-

berger(~) consiste essencialmente em introduzir uma nova re-

ptesentação, através de uma transformação unitária, que eli

minS a d~pend~ncia no campo de radiação do tern1o cinético do 

Hamiltoniano; isto c, propõe como soluç~o da Lq. 1.1 a fun-



çao 

~ ~ 

•Cr,t) • u•(r,t) 

onde *(1,t) 6 ~~ ft1nção de onda na nova reprcsentaç5o, 

e 

[ 
1 _,. -+ 

u = exp h ~(t). r [
1

n(t)J1 exp h 

~ e r i\ c 'l ô ( t) - dT me 
- ro 

2 

coo 2 c 
" ( t) • -

~ 
[ii(T)j dT 

2m c 

. 6. 

(I. 5) 

(I. 6) 

(I . 7) 

I: fâci 1 verificar que a transformJção (I. 5) na o 

elimina a dependência do Homiltoniano no campo de radiação, 

apenas a transfere do termo cinético para o potencial; isto 

e, 

~ 

2 
E_+ v(r- ·zctJ)- i 2m 

3 
h 3 t (I. 8) 

Deve-se notar que a validade ela transformação aci-

ma independe da intensidade, sendo portanto aplic~vel desde 

que o campo de radiação possa ser descrito na aproximação 

de dipolo. 

Nesta representaçao, que pode ser entendida como 

aquela na qual apenas o n6cleo oscila no campo do laser, as 

soluções de (I.l) são obtidas através de 

ilí 
~ 

~(r,t) · l R 
2 

+ v c; - ;\r t 1 J 9C-;: • t J Lm (I . 9) 

.1\s limitações introduzidas pela ST.:\ usual (Z) sao 

na verdade mais restritivas do que aquelas que condicionam a 
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a validade da transformação ( T. 5), c se deve ao fato que na 

solução ela I::q. (I.~!) v(; - t(t}) 6 substit11fdo por + v(r) .Poi_ 

tanto, tal aproximação justifica-se apenas se na expansão 

~ -) ~ ~ • 1 ·+ 2 ~ 
v(r- o(t) "v(r)- (o(t). 'I) v(rJ + z: (8(tJ. v) v(r)- ... 

todos os termos, a partir do scgllndo, s~o muito menores que 

·+ 
v(r). Esta condição nos leva a mesma limitação na 1ntensida-

de que as aproximações de Kcldysh c de translaç~o de momento; 

isto é, I << I , onde I,, foi anteriormente definido. No enc 
- s 7 - 7 

so de um laser de co2 O·co, = 10 cm) tem-se 1 << 10 Wcm ~. 

Recentemente, Br~ndj et al. (1 3 ) melhoraram esta a-

proximação considerando o segundo termo da cxpansao de 

vCf - 8(t)) como uma perturbacJio (ST1\ l). Mostrctm estes au-

tores que a STA 1 apesar de estender a regi~o de validade em 

relação a STA usual, ~ aplic5ve1 apenas para campos de ra-

diação tais que a intensidade seja menor que um certo valor 

limite,obtido através da desigualdade c A <<10- 8 . 
mcw 

Em resumo podemos afirmar C!Ue todos os m~todos a-

c1ma descritos apresentam s~rias restriç5es quando aplicados 

a campos de laser com intensidades maiores ou da ordem de Ic, 

+ uma vez que as aproximações feit3S para obtenção de <jl(r,t){ou 

+ 
'(r,t)) sao tais que os valores esperados de alguns par~me-

tros ffsicos do sistema terminam por não iJlcorporarem, em t2 

do sua extensão, os efeitos direto do campo de radiação. Es

te fato é sufiCiente para introduzir sérias limitações na c~ 

pacidade de descrever o comportamento de sistemas atômicos 

quando em presença de campos intensos. 

Procurando um melhor entendimento dos sistemas atô 
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micos em presença de campos de laser super intenso, Lima e 

~1iranda( 6 ) desenvolveram um novo proceôimcnto, que embora uti 

lize a transformaçiio de tnmslaçiio espacial, descreve o efel:_ 

to do campo de r;Jdiaç5o sobre o potencial ligante atrav~s de 

uma parametrizaçiio adequad~t, l!Llc leva cm cont~t. intr:insica-

mente, as modific;Jç6es sofrid;ts 11a estrutura at6mica. Esta 

formulação permite o tratamento destes sistemas sob condi-

çocs menos restr-itivas que a STJ\ usua1, uma vez que o limite 

de aplicabilidade deste método vem apenas da cond-ição de v~ 

!idade do uso da aproximaç~o de dipolo para descrever o cam-

po de radiação. 

Estes autores, considerando o potencial vetar do 

campo de radiação Â(tJ, e o potencial atàmico ligante v(-:t) da 

Eq. (1. 2) dados por 

+ 
A(t) A(i cos wt + ; scn wt) 

e 

+ 
v(r) - -

conseguiram desenvolver um formal j smo que pode, sem maiores 

objeç5es, ser aplicado ao problema, mesmo quando a amplitude 

de oscilação do elétron no campo do Laser, (a::: i"Z(t)l "'eA/mcw) 

~ muito maior que a dimensão do sistema na aus~ncia de cam-

2 2 po (a
0 

"' h /me ) , isto ~, para intensidades tais que »I c, 

com uma confiabilidade superior a dos nt6todos usuajs para os 

quais Ic representa um limite superior de apljcabilid~tde. 

O método utilizado e os resultados obt1dos por Li

ma c Miranda( 6 ) são apresentados no que segue. 

Usando a transformação de translação espacial de 
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Henneberger, estes autores olJtivcrnm para funç6o de onda ele 

trBnica na representação oJldc Q n~cleo oscila com a frcqu~n-

cia do campo de radiação, ii equ:1çao: 

onde 

' r E': 
2m 

? 
c~ 

11'-óctJI 
l '+ -H r, t) 

e A -~ v 
l x sen wt - y cos wt) mcw 

,, ~ 

a(x sen wt - y cos wt) 

(!,10) 

Observando qtJC o potencial lig:tntc dependente do 

' I ., campo de l<1ser, -e~/ r pode ser escrito como 

e2 + , t ( t) -1/ 2 
v(Í) [ I 

2 r J ( 2 2)1/2 
-

r2+a 2 r +a 

e2 r 1 + 
r.-sct) 

J " - + -( 22)171 ' r2+a 2 
.... 

r +a 

visto que 
+ + 
r, 8(t)/ e que a cxpansao converge rapidamente 

/(r 2 +a 2)[ 0 é sempre menor que (1/2) 0
, foi possfvel conside-

rar, numa primeira aproxintaç~o, que v(~) é rnzoo.velmente bem 

descrito pelo primeiro termo desta expansão, isto é, tomando 
+ 

v(r) na forma 

+ 
v(r) " 

2 e 
- ~('2 2)1/2 r +a 

Ressalte-se ainda que a inclusão do segundo termo 

pode ser feito de uma maneira simila1· a aquela da Ref.(l3) 

resultando dai como corrcção para função de ond:1 de ordem ze 

ro, um fator de fase tipo Keldysh. O terceiro termo (primei-

ro termo a modificar a energia obtida com v(r) na aproxima-
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çao acima) introdtlz umQ corrCÇilO que nas condiç6es mais des

favoráveis para a aproximação utilizada, c da ordem de 10%(ó). 

Utilizando o m~todo variacional, Lin1a e Miranda ob 

tiveram a solução para o estado de mais baixa energia da Eq. 

~ ~ 1 ' 1/Z 
(I. lO), com [r - ó(t) I -+ (r + a'") , cscolhenc1o uma função 

de partida tipo hidrog~njo, isto 6, uma função da forma 

onde Eo ~a energ1a do estado coJlsiderado e $0 (r) e da forma 

10 (1') =A exp 1- iir/a I 

A exp I - iir/).ao I 

onde A e a constante de normalizaç~o, n o par5metro var1a-

cional e À= a/a 0 . 

Seguindo o procedimento usual do c51culo var1ac1o 

nal, obteve-se que n deve satisfazer a: 

i ii = 1Zii
2 

I 1 (ii) - 8ii
3 

I z (ii) 

onde 

dx 

e 

z -znx 
X C 

3 -Zíix x e 

(I.ll) 

e a energia de ionização, em unidades de ~ 2 /a c dada por, 

-2 
n 
8À 

sendo n solução num~rica da eq. (I.ll} para uma dada intcnsi-
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dade. 

As Figs.(I.a- I.c) mostram respectivamente o com-

portamento do par~metro variacional e energia de 

em unidades de e 2/a, da energia de ionização em 

ionização 

unidades a-

tômicas (Ry) e da razão À n com a intensidade do campo À. A 

distribuição eletrBnica no estado fundamental para alguns va 

lares de À são mostradas na Fig. (I.d) 

Dos resultados obtidos pelos autores, pode -se ob-

servar que a energia de ionização do átomo de hidrogênio em 

um campo de laser forte, é inversamente proporcional a inteQ 

sidade do campo e que o máximo da distribuição eletr6nica lQ 

caliza-se no entorno de Àa 0 , mostrando com isto a tendên

cia do elétron em ficar livre na medida que o campo de radia 

çao aumenta em intensidade. Tais resultados indicam também 

que, com este procedimento, os autores puderam descrever nao 

soas modificações na função de onda,mas também o efeito do 

campo de radiação sobre os valores esperados dos operadores 

que representam os par~metros físicos. Observe-se ainda que 

as modificações destes par~metros são aquelas fisicamente e~ 

peradas. t o caso, por exemplo, da distribuição de probabili

dade para o elétron a qual podemos estimar ~través do uso 

de um argumento clássico, como segue. Consideremos o modelo 

simples unidimensional de um elétron movendo-se em um campo 

oscilante. Denominando por w(x) a probabilidade do elétron 

se encontrar entre x e x + dx, temos 

W(x) dx == 

::: 

2 dt 
T 

w 
TI 

dx 

lxl 



. 12. 

onde T ~ o perfodo de oscilaç~o e x a velocidade em x. Co-

mo x(t) é da forma: 

x(t) "' a sin wt 

obtemos para W(x)Jx a cxpressao: 

W(x)dx 1 

indicando assim que a probabilidade clfissica de encontrar o 

el€tron c m5xima em x = n,o que ven1 reforçar os resultados 

obtidos na Ref. (6). 

finalmente, podemos obter o limiar de aplicabili-

dade do método aqui apresentado, o qual é determinado atra-

vês da condiçâo do comprimento de onda da radiaç~o ser muito 

maior que as dimensões do sistema. J!sta imposição nos 

a determinar uma intensidade limite dada por: 

I " sup 

3 2 
TT c m 

2 
e 

2 

" 

que esti bem acima do limite imposto pelos métodos 

mencionados. 

leva 

ac1ma 
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o 

. l 3 . 

5 lO 15 20 

Fig. I.a - Comportamento do par~mctro ~ariacional e 

da energia de ionizaç~o (cm unidades de 

-e 2/a) com a inteJisidade do can1po de la
ser. 
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2Eo 0.5 
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. ].j. 

o 5 lO 15 .. 

Fig. I.b - Energia de ionização (em unidades at~mi

cas) em função da intensidade do campo de 

laser. 
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o 5 lO 15 

Fig. I.c- Comportamento ele )../n com <-l intensidade 

do campo de laser. 

. 1 s. 
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100 

Fig. I.d- Distribuição clctr6nica para diferen

tes valores ela intensid<1cle do campo de 

laser. 
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1.3 - Resumo 

Em contraste com os outros m~todos mencionados an-
.~ 

teriormente, onde Ic e o limite superior, o procedimento uti 

lizado por Lima e Miranda apresenta bons resultados não 
~ 

50 

para intensidades menores que I c mas tamh~m para I>> I c, li

mitado apenas pela validade da aproximação de dipolo, isto ~ 

que as dimensões do ~tomo cm presença de Laser permaneçam 

muito menores que o comprimento de onda da radiação (2nc/ 

/w >>a). Encorajados por esses resultados é que neste tra-

balho estendemos o procedimento descrito no final da seçao 

1.2, com a finalidade de observarmos também o comportamento 

dos estados excitados do ~tomo de hidrogénio neste regime de 

campo,bem como a influência de um campo magnético super in-

tenso em sistemas atómicos irradiados. 

Assim~ que, no capitulo II obteremos a solução da 

eq.(I.lü) para os dez primeiros estados do ~tomo de hidra-

gênio em presença de campo de laser intenso, usando para is

to uma expansão da função ~(1,t) em uma base conveniente. 

No capítulo III, usando os resultados obtidos no 

capitulo anterior, isto ~. os orbitais atómicos modificados 

pela presença do campo eletromagnético, estudaremos o campo~ 

tamento do fator de forma para o espalhamento inel~stico de 

el~tron por ~tomo de hidrogénio em presença de campo intenso 

de radiação. 

forte (H 

As influências de um campo magn~tico d.c. 

> lü 7KG) no estado de mais baixa energia do 
"V 

super 

~tomo 

de hidrogénio e do Íon molecular H; na pre~ença simultânea 
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de um campo de laser super intenso, serao estudadas nos ca

pítulos IV e V respectivamente.· 

As discussões dos resultados bem como as lÍmita-

çoes dos m6todos tltiliz:!dos scr~o ~presentadas no final de 

cada capítulo. 



ESPECTRO DO ÁTOMO DE HIDROGENIO EM 

PRESENÇA llE CAMPO ELETROMAGNETICO 

SUPEH lNTE,Sll 
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II .1 - Introdução 

ma e 

No capitulo anterior JcscrcvcJnos o tral1~lho de Li

MiraJlda(6) no qunl o estado fuJJdanlCllt:tl do 5tomo de hi-

drogênio na presença de um campo de Luscr super intenso e 

resolvido. >leste ClpÍtu1o propomo-nos a c'stcndcr o trabalho 

destes autores, visando ;1 obtençilo do comportamento dos es-

tados excitados de IDOIIICilto angtJL:tl· zero, (laJ·a dil.crcntcs va-

lores da intcnsiJadc do campo clctromagnético. 

!leve ser ressalt:tdo lJllC apesar· de vo]t;trmos nossas 

atençôes para grandes intCJlsidades do campo de radi:tção o 

formalismo e resultados aqui obtidos são v~lidos para qual-

quer valor do campo, desde que a aproximação dipolar possa 

ser utilizada, isto ~. desde que o comprimento de onda da ra 

diação seja muito maior que as dimens6es do sistema. 

Para as intensidades hoje disponivcis, a limita-

ção imposta pela aproximação de dipolo 6 esscnci~lmcnte aca

d~mica, uma vez que, sendo a dimensão do 5tomo de l1idrog~nio 

no campo de l.ascr aproximadamente igual a 

que esta aproximaç5o 6 sntisfcit~t se, 

21fC 

w 
c i\ 
mcw 

a = c ,\ 
mcw 

o que limita, os nossos resultados ~ intensidades do 

de radiação tais que, 

I << I = 3,68 x l0- 11 w2w cm-z 
sup 

temos 

campo 

que para um laser de co 2 (w = 1,9 x 10 14 s- 1 ") co1·responde a 

I = sup 
18 ~ 2 -1.33 x 10 W cm , valor que esta hcm acima daqueles 
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obtidos ate o presente. 

11.2- Formalismo 

!'\osso problema conslstc cm resolver a equnçao de 

SchrBdingcr para a função de onda e1ctr6nica ~(~.t) 

·-+ rl-+-
ifl'f'(r,t) == L-2rn(p + 

c -~ ) -+- • ~ 

c A(t))-' v(r)] ~cr.t) (1!.1) 

·> 
onde A(t) == .A(:X cos wt + Y sen wt) c o potencial vctor para 

_, z I+ 
um feixe de laser circulanncnte polariz<Jdo c v(r) ==e / ri c 

o potencial atômi c o ligant c 

Fazendo uso da transfonllél\ãO de translGção 

cial (Z), isto é, escrevendo '1' (Y., t) na forma 

-+ -~ -+ -+ 
•Cr.t) • exp(i6(t). p/h) exp(io(t)/h) •Cr.t) 

onde 

+ 
6 ( t J = c A (X sen wt - Y cos wt) 

mwc 

" ( t) • 
.z 

--z 
2m c 

espa-

(II .2) 

(11.3-a) 

(1!.3-b) 

obtemos uma nova representação na qual toda a dependência no 

campo de Laser do operador 1-lamiltoniano transformado. encon-

tra-se no potencial, resultando para a função de onda trans-

formada a equaçao 

2 
in$c1',tJ • [~ • vCr-6CtJJ] •Cr.tJ (11.4) 

-> ~ 

Tratando o potencial v(r~ó(t)) na forma da Rcf. 

(6), obtemos. 



i 1í 

+ 

l r 1 
2Jn L -·z 

r 

l 
7 

··--,5--
rwscnwi_i 

() 2 
-., 

<lifl'""' 

. 2 2. 

·'rl + ,, 
l 1 a 

~-(sene -)+ a e a e 

2 e ~ 

~(r2+a2) 1/2 
•Cr,t) 

onde (r,ü,<fl) sao as coonlC'n<1J:Js esféricas e a= IÓ(t)l 

Uma vez que, porn um dado valor da intcnsjdadc do 

campo de laser, o potcnci;tl depende :!peiiUS da Jist~ncia en-

tre o el€tron e o n~cleo, ·• rp(r,t), na aproximação mais baixa, 

pode ser escrita como: 

•C~.tJ =R "Crl y ce.•J 
n~.. tm 

-iU/h e 

onde E é a energia, Y (e .<P) cm sao as funções harm6nicas esf~-

c as 

onde 

e R (r) é a soluçüo Jc n.c 
2 
l~u"(r) 

!h ' 
+ [ 11.:: q 2+1} 

z 2m r 

= rR (r) deve satisfazer a condição de nc 

lização 

(11.5) 

norma-

(11.6) 

Com a finalidade de resolvermos a cq.(II.S) cxpan-

diremos u(r) na forma 

u, (r) 
N-1 

L Cn<Pni(Br) 
ll"'Ü 

(11.7) 

sendo B o par~metro variacional que iriCDY!JOra in!.ormaç6cs SQ 

bre o campo de Laser, o t(llit1 ser5 determinado :ttrav6s dare-

solução do estado fuJ1damcntal de uma mane1ra similar a aque-



-

la da Ref. (6) c[~ \ e um conjuiJto de funç.6es ns.' 

. 23. 

ortononnais 

o qual se !'.;-r"' pode ser qualquer. Se N é finito c igual a 

N
0

, {q>nk} deve ser escolhido de tal maneira que os valores 

dus energias obtidas para N '"'0:
0 

c 1\"' N
0 

+ 1 nao difiram para 

a aproximação desejada. 

Usando o m&todo variacional temos qtic,os valores 

das energ1as sao determinadas Jlor 

2 
Zmr 

E]u(r)J"Ü 
(11.8) 

Substituindo a cxpansao de u(r) d;_Jda pela Eq. (11.7) 

na Eq. (!1.8) e minimjzando em relação aos 

N-1 
L: 

ffi"'Ü 

onde 

[ E - E 6 ·
1 nm nm c 

Ill 
11 

-e ó e o delta de Kronecker. nrn 

c ' s 
ll 

obtemos 

(II.'J) 

O sistema de equações (!1.9) tcra solução difcrcn-

te da trivial apenas se E for auto valor da matriz cujos el~ 

mentos são E • Desta maneira, determinaJa a matriz '[E J ,as nm nm 

energias dos estados estacion5rios serão obtidas atrav~s do 

c51culo dos seus auto valores. 

Por outro lado, para umG dada lntensiclade de campo 

de laser·, o valor de a ser5 obtido atrav6s Jc 

E 
00 

o o (If.Jl) 



onde 

E o o 

sendo 

K 
00 

,, 
' ,_ 
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K " f~r ; ( 3 r I )1_ $ (llr) (!Lll-a) 
00 00 2m 00 

o 
c 

2 

J~r J >oo(Br) 
c 

~roo (r r) " ------ IT 
( 2 211 2 

(!L li-h) 
00 

o r +.:I 

A escolha de {~ 112 (r)) esta cstrcit::unente rela-

cionada a intensidade do campo que est.ivcrrnos intcress<.tdos, 

isto 6, se a amplitude de oscilação do cl6tron ~muito menor 

que a dimensão do 5toJJJo na atls~ncia de campos (a < < 

2 2 
= ~ =:> I << I ) 

2 c 
~ de se esperar ttue a funç~o de ont.b 

me 
para o sistema no estado n não djfira muito Jaqucla para o 

átomo de hidrogênio puro. Ao contrário, se os valores de y 

em torno de r (11) (valor de r para o qual a distribuição ele 
n 

trônica do estado n é máxima), são muito menores que a, o PS! 

tencial ligante pode ser representado por: 

+ + 
v(r- o(t)) " -

z c 
-( 2- 2)172 

r +a 

1 
( 1 - 2 

= 

2 
r 
-z ) 
a 

mostrando que para este estado, neste rcg1me Jc campo, o po-

tencial tem um comportnn1cnto de oscilador l1arm~Ilico, cuja 

frequência ~ proporciono! a 

Desta maneira, atrav6s desta :1n6lisc do potencial, 

podemos esperar que pelo IIICilOS dois tipos de l111Se podem ser 

usadas para expandir as funç6es de ondn do sistema. Uma base 

de funções de 011da tipo hidrog~nio (l1idrogcnGiJe) para pe-



p 

• 2 5 • 

quenos valores de a (baixas intcnsiclades) e uma base de fun-

potencial 

tipo oscilador harmônico tridimensional. ];'xpansões equivale~ 

tes foram utiliz:1d:ts por na ohtcnçUo de soluções 

para os estados ligados ao 5tomo de l1iclrog6nio cm presença 

de campos magnéticos d.c. supcrfortc;; c pur Rcinhanlt ct al. 

(zg-}Q) no estudo do cspalhan1cnto por 111n campo Coulombiano e 

da foto-ionização. 

II .3 - Base de Funções 1-liclrogcnóiclcs 

Denominamos de base hidrogcnóidc aquela formado pe 

las soluções da equaçio radial para o el6tron do ãtomo de 

hidrog~nio, isto é, por funções *nt que satisfazem a equaç~o 

2 
- "--]" (r}- I' r '~'n_~~, - "ru •n, (r) 

(31} Tais funções são dadas por . 

( Gr} (Z~r}C+1 cxp -- --
n n 

l 2 2 + 1 
'n- R.-1 

2Br (-};n= 1,2, .. 
n 

(11.12} 

onde L~(u) suo os polinômios de Lagucrre. 

Usando o fato Jc 

c\ n,m 

obtemos que a constante Jc norma1iz~ção ~ e dilclo por 
IH 

sendo 



r ( x) = 
211T 

dt 

Desta manc1ra 
2 2 

de e 
cnm(Enm 

e 
za;; = --2aQ 

os elementos de 

,~ ) 
·nm . sao dados 

matriz em 

por 

( 
? . 

_a.::_::!_ I] 
2 . 

t 
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unidades 

~111, ( t) 

d [ . t 2Br on- e 1 zcmos = --
111 

e a = 2!!.+1 

Definu1do n = sa
0

, .\ = a/a 0 , apos algumns manipu-

laç6es alg~bricas, obtemos para E a expressao nrn 

'nrn 

onde 

I nrn 

B nrn 

= -(>:i) 2 
8 +c 

m nm nm 
1 nm B nrn 

,) 
nm 

(n.>). 

.m)C:x+ 
l-

l)/2 
I r(n- 7 (o-1)) 

[ " 

l(m-·~(a-1)) 1/2 

= 

= 

n 

J: dx 
-X a 

e X 

Zn c n( n+m) nrn 

2n 
ln+mJ 

!" 
'n-(lr+l")/2 

(2m_" 
n+m 

(t + 1 
X 

----] 
l'(lll + ~(--t+l)) 

x) " L m-(u+l)/2 

Í(Zn_)zxz·:- (Zr!_::_~)zl4 
• n+m m J 

J a (-~~ x) 
'm-(a+l)/2 n+m 

Zn 
(n+ii1 x) 



O valor de T1 

o l(LlC nos lcv:1 :1 Cl(tl:Jç;to 

onde 

J~ du 

c 

-u :) 
c u 

-u 3 
e u 
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o 

Nas tabelas Il-1 - IT-3 os resultados obtidos nu-

mericamcnte para os dez estados de momento angular nulo de 

mais baixa energia são mostrados para diferentes intensida-

dcs do campo de l.ascr com N igu111 a 14, 15 c 16 respectiva
o 

mente. 

Na figura Jl.;t :lprcscnt:Jnlos a v:tl·Iaçao da cncrg1a 

dos quatro estados mais ligados com a jntcnsidadc do campo, 

usando N = 16. 
o 
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__ , . 
----- -- --.-----

1 
n l 

1 Fz· ~;3· ~;4 1'5 1s . s ~ s s ------1 
O. I o. 94 -0.947 -0.243 -(1.]()0 -().(101 -0.039 

o. 5 0.69 -0.705 -0.20(l -0.095 -0.063 -0.034 

I. O 0.54 -0.539 -0.174 -11.1181 -0.045 -0.029 

1.5 o. 4 5 -0.~42 -0.152 -11.070 -0.039 -0.025 

z. o o. 40 -0.377 -0.137 -ll.064 -0.036 -0.023 

2. 5 0.36 -o.ooo -11.124 -0.058 -0.032 -0.1121 

3. o 0.32 :-0.294 
I 

-0.115 -0.054 -O.UoO -0.019 

3. 5 o. 30 1-0.:6~ -(1.107 -0.0511 -0.028 -0.018 

4. o 0.28 -0._4_) -0.100 -0.0·17 -(l. o 26 -0.017 

4 . 5 0.26 i-0.225 -ll.ll94 -0.044 -11.025 -0.016 

5. o 0.24 1-0.209 -11.089 -0.042 -0.023 -0.015 

6. o o . 2 2 1-o.JSo -0.0811 -11.038 -0.1121 -0.013 

1-o.ozo 7.0 o. 21 
1

-0.1G3 -0.074 -0.035 -0.013 

8. o o .19 1-0.148 -O.Ol•9 -o.03o -0.018 -0.012 

9. o 0.18 :-0.135 -0.1164 -0.030 -0.0]7 -0.011 

lO. O 0.16 1-0.124 -0.1160 -ll.ll19 -0.016 -ll.OJIJ 

15.0 o .13 -0.1190 -0.047 -0.023 -11.013 -0.008 

10.0 o .11 -0.071 1-0.038 -11.019 -0.010 -11.0[)7 

2 5. o 0.09 -0.059 -O.IJ3.S -o .017 -[).009 -0.006 

30.0 0.08 -0.050 -11.018 -0.1114 -11.008 -0.005 

35.0 0.08 -0.044 -0.026 ,-0.013 -0.008 -0.005 

40.0 0.07 -0.039 -0.024 -0.012 -0.007 -0.004 

45.0 o. o 7 -0.035 -0.012 -11.1111 -11.007 -0 .00·1 

50.0 0.06 -0.032 -0.020 -0.010 -0.006 -11.004 

60.0 0.05 -0.027 -0.017 -0.1109 -0.005 -0.003 

70.0 0.04 -0.024 -0.015 -0.008 -0.005 -0.003 

80.0 0.04 -0.021 -0.013 -11.007 1-0.004 -11.1103 

I 90.0 0.04 -0.019 -0.013 -0.007 :-0.004 -0.003 

1100.0 0.04 -0.017 -0.011 -O.ODb !-0.004 -0.002 

' ~L ____ 
·-~-~ 

Tab.II.1 - Resul télclos com base tipo hidrogénio 

(No = 14) 
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·~-----~--- r-·· 
Ess j E9s 1 

-------------

n E( s L7, ElOS I ' . 

1-0.015 -~12 o . 1 0.94 -0.027 ' -O.DZO -0.010 

o. 5 0.69 -0.014 -0.017 -0.013 l-11.010 -0.008 
' I 

l.O o. 54 -0.020 -0.111-1 1-11.1111 1-11.009 -0.007 

1.5 [) . 4 5 -0.017 !-0.012 .-D.OO<J l-0.007 -0.006 
I . 

2.0 o . 4 o :-0.016 -11.011 1-11.009 -0.007 -0.005 

2. 5 0.36 -0.014 -11.010 -IJ.OOS -0.006 -0.005 

3. o o. 32 -o.on -0.009 -0.007 -0.006 -0.004 

3. 5 o . 3 o -0.012 -0.009 !-0.007 -11.005 -0.004 

4 . o 0.28 -0.011 -11.008 -0.006 -11.005 -0.004 

4. 5 o. 26 -0.U11 -0.008 -0.00(1 i-0.005 -0.004 

5. o 0.24 -0. O I O -0.0117 -IJ.DOó 1-0.004 -II.D03 

6. o o. 21 -0.009 -11.007 -0.005 ,-0.0114 -0.003 

7. o o. 21 -11.009 -0.006 -0.005 1- o. 00·1 -0.003 

8. o o. 19 -0.11118 
1

-0.UO(i -0.0114 !-11.11113 -II.OO.l 

l-(),004 
• 

9.0 0.18 -0.007 l-1!.005 [-O.OO:'i -0.1)02 
' 

10.0 0.16 -0.0117 -0.005 '-0.11114 '-0.003 -0.002 

15. o 0.13 -0.0()6 -0.004 -o.oo:s -0.002 -0.002 

20.0 o .11 -0.005 -0.003 -0.002 -0.002 -0.002 

25.0 0.09 -0.004 -0.003 -0.002 -0.002 -IJ.001 

30.0 o. o 8 -0.003 -0.003 ;-0.002 -0.001 -0.001 
' 

35.0 0.08 -0.003 -0.002 !-0.002 -0.001 -IJ.IJIJ1 

40.0 0.07 -0.003 l-o.oo2 1-0.01)2 -I) .0111 -0.001 

45.0 0.07 -0.1)03 -O.IJOZ ,-0.001 
I 

-0.001 -0.001 

50.0 0.06 -0.003 -0.002 l-0.001 -(: .001 -0 .IJ01 

60.0 0.05 -IJ.OOZ -0.002 -0.001 -0.001 -0.001 

7 o. o 0.04 -0.002 -0.001 -0.001 -0.001 -0.001 

80.0 0.04 -0.002 -ll.IJ()I -0.001 
1

-ll.OOl -0.01)1 

90.0 1),04 -0.002 -0.001 -0.001 1-0.001 -0.001 
I 

~ 1 O O. D 0.04 -0.0()2 -11.001 rO.OOl 1-IJ.ODJ -0.001 

______ ],_ ------·--··· ------

Tab. 11.1 - Cont i mwç.:lo 
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,----,,---r---~·~·-·---,-- ·-·--r-·----,-----, 

! Els I "2s ~-+--E-4s_-+_
1

_;_s_s_-i 

0.94 1-0.947 -0.243 j-0.109 -0.061 1-0.039 

Ü.(i9 ·-0.705 1-0.206 -0.095 !-0.053 :-0.034 

o.] 
0.5 

1.0 

1..1 

2. o 
2.\ 

3.0 

l. 5 

4.0 

4. 5 

5.0 

6.0 

7. o 
8.0 

9 .o 
10. o 
JS. O 

20.0 

25.0 

lO. O 

35.0 

40.0 

45. o 
50.0 

60. o 
70. o 
80. o 
90. o 

100. o 

n 

o. 54 

0.45 

11.40 

-0.539 

-0.442 

-0.174 -o.os1 '-0.045 i-o.029 

,-0.152 -0.070 l-0.039 -0.025 
! ! 
'-0.137 -0.064 !-(),{)36 -0.023 -0.377 

-O.:'i?iU 

;-0.294 

1-0.Zbb 
1-0.243 

-0.225 

-0.209 

1-0.183 
I 
-0.163 

-0.148 

-ll.U.I 

-0.124 

-0.090 

-0.071 

1-0.059 
,-o.oso 

-0.044 

-0.039 

!-0.12,1 
I 
I- o. 11 s 
' 
-0.11l7 

-0.100 

-11.094 

-0.089 

,-0.080 

;-0.074 
I 
J-0.069 

-0.064 

-0.060 

-0.047 

i-0.038 
1-0.1133 

-0.028 

j-0.026 

1-0.024 

-11.1158 -0.032 

-o.os4 -o.11:1D 

-0.0.\0 .-0.028 

1

-11.047 

-11.044 

-0.042 

-0.38 

! 
1-11.1126 
' 
~ -0.023 

i-0.023 
I 

-0.021 

-0.03S •-0.020 

~~~::~~~ 
I 
1
-ll.029 

-0 .02~-i 

-0.019 

-0.017 

-0.014 

-0.013 

-0.012 

-0.018 

-0.017 

!-0.016 

-0.013 

;-0.010 

1-o .OO'l 

-0.008 
' 1 -0.008 
I 

i-0.007 

0,3(J 

0.32 

o. 30 

0.28 

0.26 

o. 24 

o. 2 2 

o. 21 

0.19 

o .18 

0.16 

o. 13 

o .11 

o. 09 

0.08 

0.08 

o. o 7 

0.07 

0.06 

-0.035 -0.022 ,-0.011 -0.007 

-o.o3z !-o.ozo !-o.o1o ' l-0.006 
' 

0.05 -0.027 -0.017 

0.04 i-0.024 -0.015 
' 

0.04 1-0.021 1-11.013 

-0.009 

-0.008 

-0.007 

-0.007 

1 -0.005 

-11.005 

-11.004 

-0.004 

-0.006 1 -0.004 

-0.1121 

-0.019 

-0.1l18 

-0.017 

1-0.016 

1-0.015 

-0.013 

-0.013 

-0.012 

-0.011 

:-0.010 
' 
-0.008 

-0.007 

-0.006 

-0.005 

-0.00.1 

-0.004 

-0.004 

-0.004 

-0.003 

-0.003 

-0.003 1 

-0.0113 .l 0.~4 -0.019 1-0.013 
0.04 -0.017 :-0.011 

'----'--- --·-.. -___ L_ __ -- l 

-0.002 1 

.. , ___ j 

Tkb,II.2 - Resultados com base tipo hidrog~nio 

(N
0 

" 15) 
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~---- ,-----·· ---·--- ----·-· 
~--Eq. ' ' q I E( E E E 1 I 'S 7s 8s l s 

~~~~1~.027. 
! . s 

' 
' i-0.012 o .1 I -11.1120 -0.015 -0.010 
I 

' 
' 0.5 

I 
0.69 '-11.024 -0.017 -o .on -0.(110 -0.008 

1.0 o. 54 -0.1120 -0.014 -11.011 -0.11119 ,-0.007 
I 

l.S ' o . 4 s -0.1117 -O.Ol:i -0.009 1-0.007 i -0.006 
I 

2. o i 0.40 -11.010 -0.1111 -0.009 1 -0.007 -0.005 

2. 5 0.36 -0.014 -0.010 1-o.oos -0.006 i-0.005 

3. o 0.32 -0.013 -0.009 -0.006 ,-O.Oll7 ·-0.1104 
' 3. 5 o. 30 -0.012 -0.009 1-0.007 -0.005 -0.004 

4. o o. 2 8 !-0.011 -0.008 -0.006 -0.005 -0.004 

4. 5 0.26 ' 1,-0.011 -0.008 -0.006 - (] . 00 :) -0.004 

5. o 0.24 1-0.0111 -0.007 -0.006 -0.004 -0.003 

6. o o. 22 -0.009 -0.007 -0.005 :-0.0114 -0.003 

7. o o . 21 -0.009 i-0.1106 -0.005 ·-0.004 -0.003 

8. o o . 19 -0.008 :-0.00(1 -11.004 '-0.11113 -11.0113 

9.0 o .18 -0.007 -0.005 -0.004 -o.oo:.; -0.002 

10.0 0.16 . -o .oo7 -0.005 -0.11111 -O.OO:i -11.002 

15. o 0.13 '-0.006 -0.004 -0.003 -0.002 -0.002 

20.0 o .11 
i 
!-0.005 -0.003 -0.002 :-0.002 -0.002 

25. o 0.09 -0.004 1-11.003 -0.002 1-0.002 -o .001 

30. o 0.08 -0.003 ,i-o.oo:s -0.002 -0.001 -0.001 

35.0 0.08 -0.003 -0.002 -0.002 -0.001 -0.001 

40.0 0.07 
i 
-0.003 -0.002 -0.002 -11.0111 -0.001 

4 5. o 0.07 '-0.003 -0.002 -0.002 -0.0111 -0.001 

50.0 0.06 j-0.003 -0.002 ,-0.001 -0.001 -0 .OOJ 
I 

60.0 0.05 -0.002 -0.002 :-0.001 -0.001 -o .001 

70.0 0.04 -0.002 -11.001 -0.001 -0.001 -0.001 

80.0 0.04 -0.002 -0.001 -0.001 -11.001 -0.001 
i 

!-0.001 
I 

90. o 0.04 -0.002 j-0.001 -0.001 1-0.001. 
' I ,]00.0 0.04 -0.002 1-0.001 

1

-o. o o 1_j-o:oo1 ·-0.001 L_ ------·-"·.l.------

Tab.I!.2 - Continuaçiio 
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,---- ----- ---- ---

I 
I 

' n Els E? 
I 

L I' 4 ESs ~S- ,)5 s 
---------

1 - - I 
- --+-- ---------- ---~---- --

! 

' . 1-0.039 o .I 0.94 -0.947 -0.243 I-O.lll9 ,-0.061 
! 

o. 5 0.69 -0.705 -0.20() I-D.095 -0.054 -0.034 
' 

1-ll.OSl ' I. O 0.54 -0.539 ' -0.174 -0.1l45 .-0.029 

1.5 0.45 -0.442 -0.152 1-ll.0711 -0.[)40 .-0.025 

2. o 0.40 -0.377 [-0.137 -0.0(>4 -0.036 -0.02:1 

2. 5 0.36 -0.330 -0.124 -0.058 -0.032 i-0.021 

3.0 0.32 -0.294 -0.115 -ll.IIS4 -0.030 ;-0.019 

3 o 5 0.30 -0.266 !-0.107 i -o . o 50 -0.028 '-0.018 

4. o 0.28 -0.243 
i -0.100 -0.047 -11.026 -11.017 

4. 5 0.26 l-0.225 -0.094 -0.044 -0.025 -0.016 

5. o o. 24 1-0.209 -0.080 -0.042 -O.ll23 -0.015 

6 • o o. 2 2 -0.183 -0.080 1-0.1138 -0.021 -0.013 

7. o o. 21 -0.]63 -0.074 1-0.035 -0.020 :-0.013 

' 8. o 0.19 -ll.148 -0.069 ,-0.033 -O.IJIS '-0.012 
! 

9.0 0.18 -0.135 !-0.064 
i 
-0.030 -0.017 -0.011 

10.0 0.16 -0.124 -0.060 -0.029 -0.016 1-0.IJIO 
I 

15.0 0.13 -0.090 -0.047 -0.023 -11.013 l-0.008 

20.0 o .11 -0.071 l-0.038 '-0.01~1 -0.010 '-0.007 
I 

25.0 0.09 -0.059 1 -0.033 :-0.017 -0.010 -0.006 

30.0 0.08 -0.050 -0.028 -0.014 -O.OOR -0.005 

35.0 0.08 -0.044 -0.026 -0.013 -0.008 -0.005 

40.0 0.07 -0.039 ~-0.024 -0.012 -0.007 -0.004 

45.0 0.07 -0.035 -0.022 -0.011 -0.006 -0.004 

5o . o 0.06 -0.032 '-0.020 -o .ou -0.006 ·-0.004 

60.0 0.05 -0.1127 -0.017 -0.009 -0.005 1-0.003 

70.0 0.04 -0.024 -0.015 -0.008 -0.005 1-0.003 
80.0 0.04 -11.021 i-0.1113 l-0.007 -0.1104 

'o 00~ ' ' 

t~_:~~~ 
90.0 0.04 -0.019 r0.013 -0.004 '-0.003 

100.0 0.04 -0.017 -0.011 -0.004 i ·-0.002 
__ L _______ I 

J ---- --------- - - -

Tab,JI.3 - ResultaJos com base tipo hidrogênio 
(N = 16) 

o 
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--~-r--:--r--
À n c I F u ElOS ~~)~--- _l '752 _ 'Ss 

gs 
t---~ -----

o. l 0,94 -11.1127 -0.020 -0.01\ -0.012 -0.010 

o. 5 0.69 -0.024 -11.017 :-0.013 -11.010 -0.008 

].0 0.54 -0.020 -0.015 -0 .Oll -o. oo:1 -0.007 

1.5 0.45 -0.017 -0.013 -O.ll10 -0.007 -0.006 

2. o 0.40 -0.01(, -0.011 1-0.009 -0.007 -0.005 

2. 5 0.36 -0.014 -0.010 -0.008 -0.006 -0.004 

3. o o. 32 -0.013 -0.010 -ll. 00 ., -0.006 -0.004 

3. 5 o. 30 -0.012 -0.009 -0.007 1-0.005 -0.004 

4 • o o. 2 8 -0.011 -0.008 :-(),()(){1 -0.004 1-0.005 

4. 5 o . 2 6 1-D.Oll -0.008 -0. ÜÜ(J i-0.005 -0.004 

5. o o. 24 I -0.010 -O.ll07 -(l,()()(i 1-0.004 -0.003 

6. o o. 22 -0.009 -11.007 -o.oos -0.004 -O.Oll3 

7. o o . 21 -0.009 -0.006 -0.005 I-II.Oll4 -0.003 

8. o o . 19 -0.008 -0.006 -0.004 ,-0.003 -0.003 
I 

9. o 0.18 -0.007 -0.005 -0.004 -0.011:\ -11.003 

lO. O 0.16 -0.007 -0.005 -0.004 -11.003 -0.002 

JS. O 0.13 -0.00(, -0.004 :-0.003 -11.002 -0.002 

20. o o .11 -0.005 -0.003 -0.003 -0.002 -0.002 

2 5. o 0.09 -0.004 -0.003 -0.0()2 -0.002 -0.0111 

30.0 0.08 -0.004 -0.003 :-0.002 -0.001 -0.001 

35.0 0.08 -0.003 -O.Oil2 l-0.11112 -11.1101 -0.001 

40.0 0.07 -0.003 -0.002 1-0.002 -0.001 -0.001 

45. o 0.07 -O.Il03 -0.002 -0.002 -0.0()1 -0.001 

50. o 0.06 -0.003 -0.002 -0.001 -0.001 -0.001 

60.0 o.os -0.002 -0.002 -0.001 -0.001 -0.001 

70. o 0.04 -0.002 -0.001 -0.001 -0.001 -0.001 

80.0 0.04 -0.002 -0.001 -().001 -0.001 i-0.001 

90.0 0.04 -0.002 -0.001 -0.001 -0.001 1-11.001 

100.0 0.04 -0.002 -0.001 -0.001 -0.0111 1-0.001 

-----· --- ------------- ---- ----- --- ·- L__ 

Tab.II.3 - Continuaçi'ío 



o 

~ 

o 
:::1 
~ -0,5 

UJ 

-I o 
' 

(o ) E 15 X )... 

( b ) E 25 X )... 

(c ) E 35 X )... 

I I 
( d ) E45 X )... 

o 20 40 60 
À 

Fig. If.a- Energia dos quatro primeiros estados ligados de momento angular zero como fun-

ção da intensidade do campo de laser (base HDG). 
"" ~ 
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II. 4 - Base de Funções de OscJ_1 ador__!:larn~§nico 

Repetiremos aqui os c51culos efetuados na seçao 

11.3 usando como funções de base ~s soltJçõcs da cquaçao ra-

dial para o oscilador harmônico tridlmcnsional, isto é, fun-

çoes " (r) obtidos atrrwés da soluç-ão de: "nc 

, - r 2 - _U_9o.:':ll] 0 (r) = O rz 1H 
(ll.l7) 

Explicitamente, cst:ts funções tem a forma( 32 l. 

Q,+l/2 2 2 
Ln (B

1
r),n=O,l,Z, .. (Il.l8) 

onde N
112 

e a constante de normalização obtida atrav~s de 

'nm = 

1 

Fazendo t == sir 2 na eq. (11.10) obtemos para Enm 

1 
2jl 

a expressao: 

dt 

~m 

(a
2- 1/4) 

t 

{-

[ t - (B a )1 J-1/Zl' (tl/2) 
1 o J mi 

(!!.20) 

Definindo n
1 

== s
1

a
0

, :\ = a/a
0

, a= 9-+ 1/2, subs

tituindo> , (tl/Z) dado pela Lq. (II .18) na Eq. (11.20), obte
Jh 

mos, ap6s algumas manipulações alg6hricas, 



0 nm 
[2(a+J) 

N N 
nQ, mt 

2B 

e -t L"(t) 
n 

L"(t) L"(t) 
n m 

. 36. 

I 

L"CtJ! 
m I 

Substituindo os valores das conStantes de normali-

zaçao e efetuando as duas primeiras integrais obtemos 

t [4n + 2(a+1)j 8 - J ) 
nm run J J 

Jllll 
(11.21) 

onde 

Inm 
1 '2 

""(2n+a+ 1)0 - [n(n+a) 1
. 

1 o -
nm J n-1 ,m 

_ [r(n+1) r(m+1) 
Jnm(nl) - r(n+a+l) r(m+a+l) 

l/2 
[Cn+1) (n +a+ 1)] 

L0 (t) L"(t) n m 

Usando (II.l8) em (II.ll) obtemos parêl r1
1 

equaçao: 

2 
' "1 - [- ( 3 - I o o) -

Cln 1 Àz 

2n 1 
' J 00 J o 

e finalmente, efetuanJo as derivadas obtemos a cxpressao 

6 n+l,m 

8 
-17T (1.22) 

TI 

onde 

dx 

2 2 2 
X e-fl X 

(xz+ 1 )J/2 



e 

1 z 4 -n x 
X C 

(xz+l)l/2 

• 3 7 . 

Apresentamos nas tabeLts 11.4 - r I. 6 os valores o_Q 

tidos numericamente para as etlcrgias dos dez estados 

ligados para diferentes V;Jlorcs Jc À 

14, .IS e 16 rcspectiv~uncntc. 

, ton1ando ~ igual 
o 

mais 

A Fig. Tl.b mostra u v:triaç5o da energia dos qua-

tro primei r os cst a dos lig:tdos com a intensidade do campo de 

Laser tomando ~o = 16. 
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~~-
-· --

.. E5~l n~ E! [ E I' 1 
' Zs- ?is •s 

I O .I 0.07 -0.954 -[).230 (1 • 1 l ..J- 0.(131 ]. 364 l 

o. 5 o. 29 -0.720 -0.205 0.037 O.:J98 0.900 

1.0 0.4b -0-SSZ -11. I 83 !-0,025 0.201 0.515 

1.5 O . 5 R -0.453 i-(l.l(l(J -11.048 11.110 0.331 

2. o o . 6 7 -0.387 -0.153 -0.059 o. o 59 0.223 

2. s o. 7 5 -0.3:')~) -0.141 -0.062 0.032 o. 1 ó3 

3. o 0.82 -().303 -O.L>Z -0 .0(>3 0.014 0.123 

3. s 0.88 -0. ZH -0.124 -o. O(i."'i 0.002 0.094 

4. o 0.94 ; -0.250 -0.118 -0.062 -0.005 o .075 

4.5 0.99 -0.231 -11.112 -ü.ObO -0.1111 0.058 

5.0 l. o 3 -11.214 -11.106 -0.059 -0.059 0.045 

6.0 1.12 -0.188 -0.098 -0.056 -0.021 0.029 

7. o 1.19 -0.1(18 -0.090 1-0.1154 -0.024 o .l117 

8. o l. 2 5 -0.152 !-0.084 I ,-0.051 -tl.02(J 0.008 

9. o 1.31 -0.139 !
1

-0.079 1-0.049 -0.027 0.001 

1 o. o 1 • 36 -0.128 l-0.074 1-0.047 -0.027 i-0.002 

IS. O l. 58 -0.092 i-0.058 -0.039 -0.026 1-0.0ll 

20.0 l. 7 5 -0.072 1-0.048 -0.034 -0.024 1-0.014 

25. o I. 88 -0.060 1-11.042 ' -0.030 1_0.021 1-0.014 

1-0.014 i 
30.0 2. 00 -0.051 :-0.037 -0.027 -0.020 I 
35.0 2 .10 -0.045 -0.033 -11.014 -0.019 l-0.014 I 
40. o 2. 2 o -0.1140 -0.030 -0.022 -0.017 !-0.1113 I 

l-0.013 ' 45.0 2. 2 8 -0.036 -0.027 -11.021 -0.016 I 
50. o 2. 35 -0.033 1-o.ozs -0.019 -0.015 1-0.012 ' 
60.0 2.49 -0.028 1-0.022 -0.017 -0.014 1-0.011 I 

70.0 2.61 -0.024 -0.0!0 -0.015 -0.013 I 1-0.010 
80.0 2. 7 2 -0.021 1-11.017 -0.01\ -0.012 -0.010 I 

to.o 2.80 -0.019 ,-0.016 -0.013 -0.011 -0.009 I 

~-
2.90 -0.017 1-0.014 -0.012 -0.1110 -0.008 I j __j 

Tab.II.4 - Resultados com base tipo oscilu.dor 

harmônjco - (li " 14 ) 
o 
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r-
1:7..; L '' 

. -l 
T\~ \:(. I][)S " Rs ~] s 

---~--·---------- -· --·- -------·-· .. -----
! 

[) . 1 o. o 7 2. 2 59 :i . -+li ·1. 71 ~ (J • 3 7 l s. 17 n 
o. 5 0.29 1 . 52 7 2 • 3 L'i 3.22~1 4.351 5.(120 

J • o 0.4ü 0.912 !.1!14 I • 9 .S 4 2.CJ.SS :1.489 

].5 o. 58 O • (i J L 0.957 l.:ill7 l . 8 (1 1 2.430 

2 • () 0.()7 0.433 o. (19 2 I .11110 _] .369 1. 79 7 

2. 5 o. 7 5 0.331 ().538 o. 785 1 . 118 !I 1. 4 23 

3. o 0.82 0.2(J2 o. 4 34 () • (i 3 8 0.883 1. 16 8 

3. 5 0.88 o. 211 0.356 0.529 0.736 0.976 

4. o 0.94 0.177 li. 311'1 0.45~ 0.(J35 o. 84 5 

4. 5 0.99 0.148 o . 2 5 :J o. :-í9] 0.549 0.733 

5. o 1. o 3 0.123 o . 2 2 o 0.335 0.373 ' 0.635 

6. o 1.12 o. o ~13 o . 17 2 0.267 0.380 o. 51 2 

7. o 1.19 0.069 o . 13 5 0.214 0.307 0.417 

8.0 1. 25 0.052 o . 1 o 8 0.174 0.253 0.345 

9.0 1. 31 0.041 o. o 89 0.146 0.215 i 0.294 

10.0 1. 36 0.031 0.073 o. 12 3 0.183 o. 2 52 

15. o 1. 58 0.008 0.033 0.063 0.098 0.140 

20.0 1. 7 5 -0.001 0.016 0.037 11.061 0.1190 

25.0 1. 88 -0.005 0.008 !1.022 11.!140 0.061 

30.0 2.00 -0.007 0.003 !1.015 0.029 0.045 

35.0 2.10 -0.008 0.000 0.00'1 o . o z 1 o .034 

40.0 2. 2 o -0.008 -0.002 II.OIIb 0.01{) 0.027 

45.0 2. 2 8 -0.009 i-0.003 0.004 u. o 12 11.1121 

50. o 2. 35 -0.008 -0.11114 0.11112 o . 00 ~) 0.017 

60.0 2. 49 -0.008 -0.0115 0.11011 11.005 0.1111 

70. o 2. 61 -0.008 -0.0115 -0.002 0.11113 0.008 

80.0 2. 7 2 -0.008 -11.0115 -11.11112 11.11111 0.005 

90.0 2. 80 -0.0117 -0.005 -o .1111:1 0.111111 11.003 
i 

100.0 2.90 -0.007 -11.005 -o.oo::; 0.001 0.0~ 

Tab.II.4 - Continuação 
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~~[=~-" ·~-{-" ]~ r:7 I I c_ E4s 1'5 ~S . 
I 

.)S s 

' 

~1 0.07 -0.955 

' ' I 
-0.232 I 0.083 o. 57 8 1.236 I 

i 
I 

I 
o. 5 0.29 -[1.710 -0.207 I [1.018 o. 358 0.818 

1.0 0.46 -0.552 1-0.184 ]-0.035 0.176 0.466 
' I ' 1.5 0.58 -0.453 1 -o. 1 ó6 
1
-0.054 0.093 0.297 

2. o 0.67 -0.387 -0.153 
1

-0.062 0.047 0.199 

2. 5 o. 7 5 -0.339 -ll.H2 1-0.065 o . o 2 2 o .144 

3. o o. 82 -0.303 -o .131 ' 0.007 0.10/ ,-0.065 I 
3. 5 0.88 -0.274 -0.114 1-0.064 -0.004 0.081 

4. o 0.94 -0.250 -0.118 -0.063 -0.1110 0.063 

4. 5 0.99 -0.231 -0.112 -0.061 ,-0.0!5 0.049 

5. o 1. o 3 -0.2!4 -0.106 -0.060 I -0.020 0.036 

6. o 1.12 -0.188 -0.098 -0.057 -0.024 0.022 

7. o 1.19 -0.168 -0.090 -0.054 -0.026 o .011 

8. o 1. 2 5 -0.152 -11.1184 -0.052 -0.028 1 0.004 

9. o 1. 31 -0.139 -0.079 -0.049 -0.028 
1
-0.001 

10.0 1. 36 -0.128 -0.074 -0.047 -0.028 -0.005 

15.0 1. 58 -0.092 -0.058 :-0.039 -0.027 -0.013 

20. o 1. 7 5 -0.072 -0.048 '-0.034 -0.024 -o. 015 

25. o 1. 88 -0.060 -0.042 -0.030 -0.022 1-0.015 
i 

30.0 2.00 -0.051 -0.037 -0.027 -0.020 -0.015 

35.0 2. 10 -0.045 -0.033 -0.024 -0.019 -0.014 

40.0 2.20 -0.040 -0.030 -0.022 -0.017 !-0.013 

45.0 2. 28 -o .03Cl -0.027 -o .021 -0.016 ! -0.013 

50.0 2. 35 -0.033 -0.025 -0.019 -0.015 -0.012 

60.0 2.49 -0.028 -0.1122 1-0.017 -0.1114 -o .011 

70.0 2.61 -0.024 1 -0.010 l-0.015 -0.013 -0.010 

80.0 2. 72 -0.02] 1-0.017 -0.014 -0.012 -0.010 

90.0 .2. 80 -0.019 !-0.016 -O.Ol.l '-0.011 1 -o.oo9 
I 100.0 2.90 -0.017 r-0-014 -0.012 .-0.010 1-0.008 
' ! 

.--1--·--- _____ _L ____ ~ 

Tab.!I.5 - Resultados com h ase tipo oscilador 

harmônico - (?i " 1 5 J o 
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o. l 

o. 5 

l.O 

1.5 

2. o 
2. 5 

3. o 
3. 5 

4.0 

4. 5 

5. o 
6.0 

7. o 
8. o 
9. o 

10.0 

15.0 

20. o 
2 5. o 
30.0 

35.0 

40.0 

4 5. o 
50.0 

60.0 

7 o. o 
80.0 

90.0 

100.0 

1 I o. o 7 I 2.103 

1. 411 

0.838 

0.559 

0.394 

0.300 

0.237 

0.190 

0.159 

o . l 3 2 

0.109 

ll.ü82 

0.060 

0.045 

0.035 

0.026 

0.005 

o. zg .I 

0.46 

0.58 

0.67 

0.75 

o. 82 

0.88 

0.94 

0.98 

1. o 3 

1.12 

1.19 

l. 25 

l. 31 

l. 36 

l. 58 

l. 7 5 

l. 88 

2.00 

2 .10 

2. 20 

2.28 

2.35 

2.49 

2. 61 

2. 7 2 

2.80 

2. 90 

I 

-0.002 

-0.006 

-0.008 

-0.009 

l-0.009 

-0.009 

-0.009 

-0.009 

'-o.oo8 
-0.008 

-0.007 

-0.007 

Tab.II.S - Continuaçâo 

3.119 

2 . l 2 2 

I. 28 7 

0.876 

0.633 

0.491 

0.395 

0.324 

0.275 

0.234 

0.198 

0.155 

0.121 

0.096 

o . o 7 9 

0.064 

0.028 

0.012 

0.005 

0.001 

-0.001 

-0.003 

-0.004 

-0.005 

-0.005 
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-0.060 -0.041 -0.030 :-0.022 -0.016 
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-0.040 i-().030 
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[-0.014 
I 

-ll.OlS 

-o.() ]11 

-ll.OLI 
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Tabl.II.6 - Resultados com base tipo oscilatlor 

harmônico - (N
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1.5 o . 58 o. 51 2 0.810 I . J (J 2 J.S7:-l 2.055 

2. o 0.(17 (),:1(1() 0,58::1 0.847 1 • I S ~l l. 516 

2. 5 () • 7 s 0.27:') O • '1 5 L () • (\ (l 3 0.~112 1. 199 

3.0 0.82 0.214 O .. V1 2 O.S?iR 0.744 0.982 

3. 5 0.88 0.171 o.zqci O . 4 4 •I O.bl9 0.820 

4 . o 0.94 O.l4:i o. 2 52 o. 381 0.533 (). 709 

4. 5 0.98 o . 11 8 o. 21-1 O.:i27 (1 • 4(J0 O.b14 

5 • o 1 . () 3 0.097 0.180 (). 280 0.396 IJ.531 

6. o 1.12 0.072 0.140 o. 2 21 o . 31 7 0.428 

7.0 1.19 0.053 o. 10:.1 ll.l7b 0.2:.15 o. 34 7 

8. o 1 . 2 5 0.038 O. O SCi O. H3 0.209 0.287 

9.0 1. 31 0.029 0.070 0.1E1 0.177 0.244 

10.0 l. 36 11.021 o. o 57 0.10\1 0.150 0.209 

15. o l. 58 0.003 0.024 0.049 0.079 o .114 

20.0 1. 75 -0.004 11.010 0.028 0.072 0.100 

25.0 l. 88 -0.007 11.003 O.ülü \1.049 O. 0Ci9 

30.0 2.00 -0.009 0.11011 11.11111 11.035 o . o 51 

35.0 2. 1 o -0.009 -0.003 o.oos 0.02{) O.O?i9 

40.0 2. 2 o -0.009 -0.004 0.003 11.1120 o .1n1 

45.0 2. 2 8 -0.009 -0.005 0.1101 o . o 16 0.025 

50.0 2. 35 -0.009 -11.005 0.000 0.012 0.020 

60.0 2.49 -0.009 -0.006 -0.1102 0.008 o . o 14 

70.0 2.61 i-0.008 -0.006 -o.oo:; ü.DOS 0.010 

80.0 2 • 7 2 i-0.008 -0.006 , -o .o o:; O.llll3 0.007 

90.0 2.80 1-0.007 >-0.006 i -0. ()()<] 0.001 0.005 i 

100.0 2.90 i-o.oo1 -O.Oüb j-0.004 .. 0.001 _o.~~~ L.. _l ___ 
Tab,Il.6 - Continuaçilo 
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11.5 - Resultado Final e Conclusões 

Usando os resultados obtidos nas scçocs TI.3 e II.4 

construimos a tabela II.7, 113 qual est::lo listados os valores 

para energia dos dez primeiros estados ligados do sistema 

que tem momento J.JlgLilar· zero. l~stcs valores s~o obtidos a-

travãs da escolha, dentre os valores correspondentes nas ta-

belas anteriores, dnqucles que, dentro do cx·it61·io de con-
. 

vergenc1a aqu1 utilizado, represc11tanJ a melhor aproximação 

para a energia do estado considerado, n~t prec1sao Jesejada 

em nossos c51culus. A Pig. ll.c sintetiz;l graficamente o com 

portamcnto dos quatro estados de Jllilis 11:1ixa energia com a 

intensidade do campo de l~tser. 

Analisando estes resultados podemos concluir que: 

a) O estado fundamental do 5tomo de hidrog~11io irradiado -e 

melhor descrito por uma combinação linear de funções de 

onda tipo oscilador harm6nico, exccto para aqueles valo-

res de intensidade tais que l <<I c (isto ê, J.. << 1), para 

os quais a representaçjo por urna base hiJrogcn6ide apre-

senta melhores resultados, dentro do crit6rio estabeleci-

do pelo m6todo variacional. 

b) Para intensidades do campo de laser igual ou n1enor que a 

intensidade ]c' as energias dos estados mais ligados obede

cem aproximadamente a relaç~o 

2 
n E 

n 

indicando que estes estados tenl um comportamento que se 

aproxima daquele observado para o 5tomo de hidrog~nio pu-

TO. 
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c) Para À >> 1 (ii > 80) os estados mais 1 igaclos 
~ 

tornam-se 

igualmente espaçados c su:1s .cnerg1ns obedecem aproximada-

mente a relação 

,3/2E(À) 
1 n l 

mostrando que neste regime de campo o sistema cm 

(11.23) 

estudo 

se comporta como um oscilador harm6nico cuja frequ~ncia ~ 

. 1 ,-3/2 proporciona a n • 

d) Para um dado \ existe sempre um cst:tdo n tal que, para 

o estado m,(m > n) o sistema 6 melhor descrito por uma 

combinação linear de funções de onda tipo hidrogênio. 

e) A energia dos estados excitados sao n1enos afctadas pela 

presença do campo de laser, isto c, 

quanto menos ligado for o estado n. 

dE 
n 

()):"" é tanto menor 

Fisicamente as afirmativas acima podem ser enten-

didas observando-se o con•portamento do potencial ligante 

V (r) o 

1 - e 

para diferentes regimes de campo. 

(11.24) 

Na Fig. li.d ~mostrado o comportamento de V(r) da 
I, 

do pela Eq. (II.24) e de suas cxpansocs paro r >> a 

2 
V(r) 

c 
I~ I r, 

c para r " a 

2 
1 

2 
V (r) 

e 
(1 r 2 ) o - 2 a 

" 
(II .15) 
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No caso em cstt•do llcvcnJos comp:1rur o tumanho do 

sistema ligado (r
11

(:\)) com ;1 nl]lplitude de osctlaçZio do clé

tron no campo de Laser (;1 = :\a
0
). !:m particular, para o esta 

do fundumcnta1 Lima c Miranda (b) ohscrv;1ram que para grandes 

valores de À(), >> 1), r 
0 
l\) "'a, o que exph c a o Cato deste 

estado, neste regi.JJ\e de c;1mpo, ser melhor tlescrito por uma 

comhinaç~o de funções de ond;J de oscila,lor llilt'm6nico uma vez 

que para valores pr6xin1os de r
1

(À) o potencial ligante ttsa-

- 7 2 2 1/2 -do cm nossos calculas (-c-/(r +n ) ) c ruzo;tvcLmCiltc bem 

descrito pela expans~o (11.25) (l'ig. ll.J). 

Ainda com o auxrlio da l:ig.ll.d poJemos entender 

as afirmativas (b) c (d) uma vez que para pequenos valores 

de À {pequenas intensidades) ou para grandes valores n (r ().) n 

grande mesmo para À = O) V(r) dado pela Eq. (II .23) aproxi-

ma-se do potencial Coulombiano puro. Por outro Jado para 

À >> 1 o potencial ligante dependente do campo de Laser pode 

ser aproximado por 11.25 para um grande dominio de valores 

de r, o que nos permite entender G afirm11tiva (c} visto que'> 

para os valores ele n tais que r (11) esteja neste Jomínio, de
n 

vc ser esperado l[Ue os nfveis de energi11 tendam 11 ser igual-

mente espaçados e a equação (11.23) scj11 satisfeita. 

Pinalmcnte, obscrv:1ndo t[LIC 11 Jin1cns~o do sistema 

cresce para cst11dos mais excitados, ;1 :J[iJ·m:ttiv;l lcJ pode 

ser interpretada, visto qt1c p;1ra os estados de gr:1ndcs n , 

os valores de r cm torno de r (À) são tais ljtle torna o po
n 

tencial ligante !1.24, n1cnos sensivcl a v.ariações de À 

Em resumo, podemos dizer l[Ue neste CUJlitulo apre-

sentamos um esquema variacional pa1·11 cnlcul:tr o espectro de 
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energia e auto-funções do átomo de hidrogênio na presença de 

campo de Laser intenso, considerando a função de partida co

mo uma combinação linear de funções hidrogenóides ou de os-

ciladores harmônicos. A rápida convergência do método 

utilizado, sugere que esta e uma maneira conveniente 

tratar sistemas mais completos. 

aqui 

para 
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-0.142x 

-0.132x 

-0.124x 

-0 .118x 

-0 .112x 
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-0.098x 
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-0.058x 

-0.048x 

-0.042x 

-0.037x 

-0.033x 

-0.030x 

-0.027x 

-0.025x 

-0.022x 

-0.019x 

-0.017x 
X -0.016 

-0.014x 
l 

-0.109+ -0.061+ 

-0.095+ -0.054+ 

-0.081+ -0.045+ 

-0.040+ 

-0.036+ 

-0.067x -0.032+ 

-0.066x -0.030+ 

-0.065x 

-0.063x 

-0.062x 

-0.060x 

-0.057x 

-0.054x 

-0.052x -0.029x 

-0.049x -0.029x 

-0.047x -0.029x 

-0.039x -0.027x 

-0.034x -0.024x 

-0.030x -0.022x 

-0.027x -o.o2ox 

-0.024x -0.019x 

-0.022x -0.017x 

-0.02lx -0.016x 

-0.019x -0.015x 

-0.017x -0.014x 

-0.015x -0.013x 

-0.014x -0.012x 

-0.013x -O.Ollx 

-0.012x -O.OlOx 

-----~-- ---~--

. 49. 

-0.039+ 

-0.034+ 

-0.029+ 

-0.025+ 

-0.023+ 

-0.021+ 

-0.019+ 

-0.018+ 

-0.017+ 

-0.016+ 

-0.016x 

-0.016x 

-0.015x 

-0.014x 

-0.014x 

-0.013x 

-0.012x 

-O.Ollx 

-O.OlOx 

-0.009x 

-0.009x 

-0.008x 

Tab. II.7- Resultados para os primeiros estados excitados de momen

to angular zero, obtidos com a expansão adequada. (+) 

base hidrogenóide - (x) base de funções tipo oscilador 

harrnônico - ~ 
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"---- ---~--- T ~ ----1 
E E ERs ElOS À 6s 7.~ E% I 

+---- ~ . ~ ~ I ---·--

0.1 -0.027+ -0.020+ -0.1115+ -0.012+ I -0.010+ 

-0.024+ -0.017+ 
+ -0.010+ 

I 
-0.008+ 0.5 -0.013 

l.O -0.020+ -0.015+ -0.011+ -0.009+ -0.007+ 

-0.017+ -0 .013+ 
+ + 

-0.006+ 1.5 -O.lllll -o .0111 

z.o -0.016+ -II.Oll+ -0.009+ -0.006+ -0.005+ 

2. 5 -0.014+ -11.010+ -0.008+ -0.006 
+ -0.004+ 

3.0 -0.013+ -0.010+ -11.007+ -0.006+ -0.004+ 

-0.012+ + -O.Oll7+ 
+ -0.004+ 3.5 -0.009 -0.005 

-0.011+ -0.1108+ + -0.005+ -0.004+ 4.0 -0.006 

4.5 -O.Oll+ -0.008+ -0.006+ -0 .005+ -0.004+ 

5.0 -0.010+ -0.007+ -0.006 
+ 

-ll.004 
+ -0.003+ 

6.0 -0.009+ -o .001+ -0.005+ -0.004+ -0.003+ 

7.0 -0.009+ -0.006 
+ -0.005+ -0.004+ -0.003+ 

8.0 -0.006 
+ -0.004+ -0.003+ -0.003+ 

-0.004+ -0.003+ + 
9.0 -0.003 

10.0 -0.004+ -0.003+ -0.002+ 

15.0 -0.003+ -0.002+ 

20 .o -0.002+ -0.002+ 

25.0 -0.002+ -0.001+ 

30 .o -0. 009x -0.001+ 

35.0 -0.009x -0.001+ 

40.0 -0.009x -0.001+ 

45.0 -0.009x -0.001+ 

50.0 -0.009x -0.001+ 

60.0 -0.009x -0. ()()(/ -0.001+ 

70.0 -0.008x -0.006 X -0.001+ 

80.0 -0.008x -0.006 X -0 .0111 + 

90.0 -0.007x -o .Oo(/ -0.004x -0.001+ 

100 .o -0.007x -o .ooc/ -0.004x -0.002x -0.001+ 

Tab. I I. 7 - Continuação 
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CAPfTULO III 

ESI'Al.!I/\MENTO DE ELcTRO~ POR ÁTOMO DE 

l!lllROGENIO H! I'RESE1>ÇA DE CMIPO DE 

LASER lNTEKSO 
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III.l- Introdução 

A solução teórica para o espalhamento de elétron 

em presença de campo eletromagnético é conhecida já a algum 

tempo( 33). Recentemente, isto é, desde que foi mostrado ser 

este processo o principal responsável pelo aquecimento de 

plasmas, vários pesquisadores intensificaram seus trabalhos 

visando um melhor entendimento deste problema(Z0, 34 · 35 ). Em 

particular, tem sido procurada soluções para o espalhamento 

de elétrons por átomos neutros em presença de campo de ra-

diação intenso, e é observado que, neste cas~ a principal 

dificuldade do desenvolvimento teórico do problema está na 

descrição correta dos estados atômicos ligados quando ~m pre 

sença de tais campos. Esta dificuldade é analisada em deta-

lhes na Ref~(l3) onde são comparadas as amplitudes de espa

lhamento obtidas através dos vários métodos em uso. 

Neste capítulo estaremos interessadds em discutir 

o espalhamento de elétron por um átomo de hidrogênio em um 

campo de laser super intenso, usando o formalismo de funções 

de Green e a descrição dos estados ligados mostrada no capí

tulo II. Atenção especial será dada ao espalhamento inelás-

tico, isto é, na contribuição da interação elétron incidente 

com o elétron ligado, desprezando o efeito de troca e fazen-

do uso da aproximação de Born. 

III.Z - Formulação 

Usando o sub-Índice 1 para representar o elétron 

atômico, o 2 para o elétron incidente e considerando o pro-

ton em repouso na or1gem, o Hamiltoniano total do sistema e 



escrito como 

1 
H = 2m 

+ v 

+ 
1 

Zin 
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c2 
+ -----

1-} __, 
,r1-r21 

(11!.1) 

onde A(t) = A (x cos (Jit + 
v 
v scn wt) e o (lOtCJlci;J) vctor para 

um feixe de l:tscr ciJ·cuJ;trJncrJtc polarizrtdo Jlil ;tpi·oximaç~o de 

dipolo. 

De uma mancir:I un5log;I ao ljUC foi feito 110 cap{tti-

lo li, introduzimos a tr;Jnsformuçio 

(!11.2) 

onde !(t) e n(t) s<"io dclinidos pe}a Lqs.(II.5). Com esta 

transformação obtemos para o Hamiltoniano (III.l) na nova re 

presentação, a expressão: 

11 ifl 3 U+(H i h ' u - o ;;tl o 

at 

rz z 1'2 2 c2 1 e 2 e "j 3 Zill - + + ------ 1 l --
I __, -)o- ( I 2m 

1~ 2 -!Ctl I 11\-~·21 
3t ,r

1
-ó t) 

(111.3) 

A solução assi11t6tic:t para cqttnçao de Scl1redinger 

(]~ 2 ] ·+- oo) associada no llanl"i.ltoniano li d:tdo po1· (II1.3), e 

obtida através de 

' p-
1 

+ 

' p" z 
zm 

Desprezando a troca CJitrc os cl6troltS, as soluções 

da Eq.(III.4) poJem ser cscritils como Llnt produto dn soluç~o 

exata para as variáveis de suh-índlcc Z(partícuJa llvrc) pcn 

~n(T,t) solução de: 



onde 

' p~ 

" r __l 
'2m 

~ 

~ (r, tI 
11 

Na uproxlrnaç~o de n1ais baixa ordem temos 

-~ .,._ -iE t/h 
• (r, t) " ? l r) e 'n · 

n n 

. 5 (J • 

(lll.S) 

<P (Y) é a solução estacionária para o átomo de hidrog~ 
ll 

nio em presença de campo de laser super intenso obtida no 

capítulo I I. 

Desta maneira, a função de Green associada ao !la-

miltoniano dado pela Eq.(III.3), pode ser escrita como 

+ + 
•kn' (rl ,rZ' t) 

(IIJ.6) 
onde 

(111.7) 

Segue dai que a funç~o de onda aproximada para e-

quaçao de Schredinge~ com o ~!amiltoniano total transformad~ 

é dada por: 

2 e , . -+ -+-
-----J' (r ,r ,t) 
,-+-,_í(t) 1 k ,n 1 2 
I r 2 U I Ü 

(!11.8) 

onde ~k ,n1Y
1

.Y 2 ,t) representa a função:,dc o11da inicial con 
o 

siderando-se o cl€tron 2(incidente) com momento ht c o ato
o 

mo de hidrogênio, na presença do 1:-~scr, uo c"t"d" n. 
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Apesar dD incfici6nci~t da ap1·ox1maçao de Born, pa-

ra potenciais na forma do que temos na Eq. (I I I. 8), a usare-

mos, com a finalidade de obtermos informações qualitativas a 

respeito do efeito do campo Uc laser sobre a amplitude de es 

palhamento. 

Seguindo o procedimento ditado pela aproximação de 
+ + 

Born, \fk ,nCr
1
,r

2
,t) no lado Jireito d<1 Eq.(III.S), deve ser 

o 
substituída por sua express5o assint6tica, resultando para 

+ + 
't'k ,nCr 1 ,r 2 ,t) a exprcssao: 

o 

onde 

-i(Ek+E ,) t/l\ 
c n 

+ + 
+ 't' (r

1
.r

2
.t) 

esp 

+ + 
ik . r

2
' 

e o 
i(L +E -E -E )t~n e k n' k n 

o 

(111.9) 

Efetuando a integração cm t' e l e tomando o limi

<< [T 2 ] -+"" , obtemos para IJ!espcr 1 ,T 2 ,t) a forma: 

onde k satisfaz a 

n' 

- E , ) 
n 
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e 

-r o+ -+ 
i(k -1·') r' ~ c o '- · 2 ~*,(r') 

n 1 

2 
+ __ e __ ] 

! r' -1·' I 1 2 . 

(III.ll) 

sendo 

Das equaçoes (I I 1.10) c (111.11) segue que a con-

tribuição do termo atrativo paTa a funçi'ío de onda espalhada 

e obtida atrav~s de 

,• (r' l "'n' 1 __ ,_ + 1 lr2-ó(t), 

1 

Devido a ortonormalidade das funções <P
11 
(~), a in-

~ 

tegraçio em ri resulta em 6 ,
7 

indicando que este 
n,n 

termo 

contribue apenas para o espalhamento el~stico. ·ral fato 1n-

dica que esta contribuição para a amplitude de espalhamento 

pode facilmente ser obtido seguindo-se por exemplo a Ref. 

(13) e seu resultado ~ o bem conhecido processo a muito f6-

tons onde os efeitos do campo de radiaç~o intenso s~o senti-

dos atrav~s da modulação dos resultados para campo zero, por 

funções de Bessel. 

No que se segue estudaremos a contribttição do ter-

mo repulsivo, o qual pode ser escrito em termos de sua trans 

formada de Fourier 

2 
e = (!1!.12) 



onde 

v(q) 
) 

4~1 e~ 

7 

. S9. 

resultando para a amplitude de cspalhameiltO a cxpressao 

(2:; h J d3qJd3ri rd3rz 

(III.l3a) 
+ 

que apos a integração e1n 
+ 
r' ) e 4 to1na a forma 

kk m -t-"'"'-+ -+->--~ 
f o, o--2 v(qok'-ko) 1'1111' (qok-ko) 
nn 2 rr h 

(lll.l3b) 

onde 

.+ + 
1q.r -• -+ 

e •n· (r) ~n(r) (1!1.14) 

é o assim chamado F.::ttor de forma. 

Nesse ponto devemos salientar que o presente re-

sultado (Eqs. III.l3) para a amplitude de espalhamento lne-

listico difere bastante daquele obtido o·· l por Brandi et al. ~ 

baseado na STA, onde o efejto da presença do campo de laser 

no espalhamento ~ essencialmente traduzida pela modulação da 

amplitude calculada considerando o campo de radiação nulo, 

por funções de Bessel cujos argumentos dependem Je Â(t), is-

to é, 

ei(p-t+s)wt J ( )J (. ) 
2. Pn' p rn' 

onde v representa o numero de f6tor1s en1itidos ou absorvidos 
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no processo, p , um p:1ramct1·o 
n 

Introduzido 11a função de onda 

atrav6s da STA l,o qual 6 equi~ale11tc ao par~mctro Stark de 

Kcldysh,e te~ são as soluções assint6ticas para a funç~o 

de onda total. Esta diferença se deve essencialmente ao fato 

que na obtcnçâo do Fator de forma r , , consideramos explinn 

citamentc as modificações Jos orbitais at6micos devidas a 1n 

tensidadc do campo de radiaç~o presente. 

II1.3 - Avaliação do Fator de Fonna 

Corno pode ser observado na .Cq.(lll.l4), o cálculo 

de F , CCl) envolve o conhecimento das funções I} (!'=) soluções 
nn n 

da Eq.(III.S). Estas soluções foram discutidas no capítulo 

II onde foi mostrado que, na aproximaçâo mais baixa, isto ~. 

considerando o potencial Coulornbiano na forma 

v (f) 
ez 

" 
( 2 2)1/2 r +a 

podemos escrever 

(Ill.lS) 

Substituindo (11!.15) em (III.l4), obtemos a ex-

+ 
pressao geral para F nn, (q) na forma 

' . l/2 c" r F , (q)" L l4n(Zt"+l)] (-i) dr u' , (r) 
nn ~" nx. 

onde u
111

(r) = Rn 1 (r).r, j 1 (r} são as funções esf~ricas de 

Bcssel, P
1

(coso) são os polin6mios de Legendre e usamos a ex 



00 

0
iqr.cosG L 

x."=() 
(29"+1)(-i)

1
" .1 .. lqr) 

i 
P,,(coso) 
' 

No caso cm cstudo
7 

cst;nnos interessados cm 

• (11 . 

obter 

inform~1çõcs a respeito do csp;llh;nlcnto onde os estados lig~ 

Jos envolvjclos tem momento :1ngulnr nulo. llcsLl m:mc1ra, o fa 

to1· de forma 6 escrito con1o 

Fnn'(q) o I r Jr f 
2 (1 -1 

"I rx Jxc u,(r)u(r) n n 

onde Jurantc os c;ÍJculos temos sempre cons Ldcrado cspa.ihame~ 

tos tais que sao para1elos. 

Fazendo uso Ja cxpans:1o par~• as funções u (r) dada n 

pela Eq. (II. 7) e efetuando n intcgraçilo cm x r-u1almente ob 

temos para o fator de forma a exprcssao: 

+ 
Fnn' (q) o 

rn' rn 

n' c ' III 
C11 I m m'm 

onde { c:} sao os parametros vari:Icionais obtidos atrav6sda 

Eq.(II.9) para a cnergi:1 ~ c que s:10 forteJ1\Cnte tlcpendentes 
11 

da intensid<Ide do c:1mpo de Jascr1 c r ' é t..l:ld:! por m m 

dr ~cn_~ 

qr 

sendo {'-(l~~(r)} os c.lcmentos da base que 1:1cJhor descreve o es

tado 11 do sistema no rcgin1c de c:\111(10 co11sjdcr~tdo. 

Nas tabela III.1 il l ll " .. ) , apresentamos os va1orcs 

n . de C para os dez primei r os estados l ig:Hlos do sistema, con
m 

siderando uma base tipo hidrogên-Jo com lb clcwcntos c difc-

rentes valores da inteJlsidadc do can1po Jc laser. 
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para 

llttcnsjd;Idcs J:1 ordcJtl de I 
c 

r·cgirr1c llc Cilnlr>o onde os estados 

ls e 2s são razoavelmente l1c1n descritos por uma h~1sc ...... _ ... ___ ... _ .... ___ .. tipo 

hidrog~nio com 16 clctncrltos, s~tl Jllostr~ldos llil fig. lll.a c 

L1bela Jli.4. 



A - u,~ 

-c~'~ 
3s_ ;_ 4s_[_ ~~J- ~17s 

1 

9s -l Is Zs I Ss !Os 
p--...__ _______ -~ 

I I 

~0,014 I I 0,964 o ,213 I 0,110 0,067 I 0,046 I 0,033 I 0,025 I o ,011 

1 I -0,156 0,928 I 0,131 I 0,111 I 0,066 0,044 0,031 : 0,023 I 0,017 I 0,013 
• 

3 -0,064 -0,287 0 1 018 I o ,227 0,107 0,063 0,042 0,015 
I 

o ,029 ' o ,021 
i 

4 -0,032 -0,071 -0,289 o ,920 0,219 0,101 0,059 0.038 0,026 o ,018 

5 -0,020 -0,036 -0,073 -0.280 I 0.926 0,208 0,094 0,054 0,034 0,023 

6 -0,013 -0,022 -0,037 -0,073 ; -0,264 () 19 3$ I o ,195 0,08ú 0,048 0.030 

' 7 -0,010 -0,015 -0,023 -0,036 1 -0,070 0,244 O 1 Sl45 l1~18ü 0,077 0,042 

8 -0,007 -o ,011 -0,015 -0,022 -0,035 -0,06ú i -0,121 0,955 0.103 o ,067 

9 -o,oos -O, DO 8 -0,011 -0.015 -0,021 -O,O:í3 -0,061 -0,1% 0,065 ll,145 

lO -0,004 -0,006 -o,oos -O,ll10 -0,014 -O,UJ9 -0,030 -0,055 -0,170 0,974 

11 -0,003 i -0,0[14 -0,005 -0,007 -0,009 -() ,!112 -O,lH7 -0.026 -0,048 Ü I 1·13 

) 2 -01002 -0.003 -0, DO·l -0,005 -0,006 -O,OO.S -O,Oll -o .015 -0,022 -0 ,0·10 

13 -0,001 -0,002 -0,002 -0,003 -0,004 -o,oos -01006 -01008 -0,012 -0,018 

14 -0,001 -O, 00 I -0,001 -o,oo2 -o, ooz -O,OO?i -0,004 i -0,005 -o I oo6 

I 

-0,009 

15 0,000 0,000 -0,001 I -0,0111 -0,001 -ll,Oll1 -0,002 : -0,002 -0,003 -0,004 

, 16 I o,ooo i o,ouo l o.ooo l o,ooo j 
' ! 
i l 0.,000 -o~:J 0,000 0,000 o,ooo ' 0,000 ' a. 

- _j -- "' L ___ ___c_ - -·· -~---- .. _____ ---- ... ... • 

- . 



------}·-.-~-··- T-~--r---]-1 

3s l 4s-. --Ss L:__J 7s : __ _: __ _::_ __ .. lOs ' 

\n.r:-\ 
$\i ls 

1 

Zs 
p . . . 

I 

1 0,777 I 0,440 

2 -0,626 0,466 

3 0,063 : -0,756 

4 -0,015 0,1~2 

5 -0,009 -0,016 

o -0,006 -0,009 

7 -0,005 -0,007 

8 -0,004 -0,005 

9 -0,003 -0,004 

10 -0,002 -0,003 

ll -0~002 ! -\1,0(12 

12 -0,001 ! -0,002 

13 -0,001 -0,001 

14 -0,001 -0,001 

0,294 

0,410 

0,281 

-o 1 7:J9 

0,170 

-0,018 

-0,009 

-0,007 

-0,005 

-0,004 

-o,no::s 

-0,003 

-0,002 

-OlOOJ 

o ,214 

0,308 

o' 363 

0,188 

-0,812 

0,180 

-0,017 

-o ,O lO 

-o,oos 

-Olü06 

-0,005 

-0,003 

-(1,()03 

-(1,002 

0,163 

o ,230 

o ,300 

0,333 

0,158 

-0' 816 

O,lô9 

-0,016 

-0,010 

-o,oos 

-0,00() 

-0 ,oos 

-0,003 

-0,002 

0,128 

0,174 

0,230 

01291 

0,323 

0,169 

-0,813 

0,145 

-0,015 

-o. on 
' 

-fl ,(1()9 

-(1,007 

-0,005 

-0,003 

0,102 

0,134 

Ü I) 74 

o' 225 

0,285 

0,328 

o' 211 

-0,80 3 

O ~llO 

-0,016 

-0,013 

-(1,009 

-0,007 

0,082 0,066 

0,104 0,081 

0,132 0,101 

Ü I 169 Ü l 1 26 

0,218 0~160 

0,280 0,209 

0~341 0,275 

0,277 0,357 

-0,782 0,360 

(),070 -0,7.+8 

-0,018 0,031 

-0,014 -0,021 

-0,01(1 -0,014 

-0,004 : -0,006 -0,009 
• 

i 15 0,000 I o,ooo -0,001 i -0,001 -0,001 i -0,002 1-0,002 I -0,003 -0,004 

, 10 o,ooo o,ooo o,ooo o,ooo o,ooo o,ooo. o.ooo 1 0,000 -0,001 
L ______ L_. 

Tabela II1.2- Valores elos p;::nâmetros v a ri acionais para À ~ cl ,_'Q .-

0,053 

0,063 

o ,077 

0,094 

o 1117 

o\ 1 so 

0,197 

o' 267 

0,37] 

O 1 '-IS(J 

-0 ,GSF 

-0,005 

-0,023 

. -0,014 

1 -0,007 

1 -o ,001 

_L 
a. 
~ 
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------~---

I --- -r r- 7s 
~ 

' I 2s I 3s 4s 
I 5s I 6s Ss 9s lOs 

1~-P I ' 
' p i 

---;-~ ·--· i -i ----
i 

I 1 I 01720 I -0,459 0,326 0,246 o ,192 0,153 0,124 : 01100 0,082 0,066 
' 

2 -0,680 -0,321 o .,384 0,327 0,262 0,207 0,163 ! 0,120 o' 102 o ,081 

3 0,136 o! 789 o. 081 ! 0,296 0,303 0,257 I 0,206 0,162 o .,)26 0,098 

4 . r-o .,021 -0,249 -0,799 -0~042 o,24J o ,284 I o. 250 o. 201 
I 

0,15[, o ,119 

I 5 -0,006 0,035 0,314 -0 ~ 791 -0,089 o ,221 o ,276 0,244 I Ü 1193 [i,14 7 
' 

' ' 
I 6 -0,00\ I 0,006 -0,044 ()~_"540 -0,788 -0,090 o ,226 0~276 0,237 0,183 

• -0,004 I 0,005 -0,006 -11.04' o, :ns -0.795 I -0,056 o,zso 0,28[ O. 23U 
I 
' 8 -O,IJO.l 0.004 -0.005 -0,006 -0,043 0,313 ' -0,8115 0,008 0,286 o,zss 
' 

9 -0,002 0,003 -0,004 -0,006 -0~007 -0, lBS 

I 
o ,271 -0,813 0,099 i 0,:'.25 

' 

lO -0,002 0,003 -0,004 -0,005 -o ~oo6 -o .. o os -o ,oz 7 o ,n; -(' J 8(]9 o ,211 

I J1 -0,001 0,002 -0 100:i -0,004 -o,oos -0,007 -0.009 -0,020 O,lS6 -0,785 I 

12 -0,001 o ,00 2 -0.002 -l1,0()3 i -0,004 -0,(1(1~ -0,007 -0 , o]{_) -o ,OJC1 0,09..+ 
i 

13 -0,001 0.001 -~) ,001 -0,002 -0,003 -O,C04 I -(1,005 I -(1 ,007 -0,()10 -01(115 
' 

I 
14 -0~001 I I i -ll .lHO O~llt'1 -o ,oo1 -(1 ~001 -0,002 -0,002 -0,003 -0~004 -o .,oo6 

' ' 

I 15 0,000 0,000 o,oou ! -O,OOJ I -0,0(11 i -0,001 
I 

-0,002 -0,002 I -0 ,O O :i 1 -o.oo5 
; 

I i 

o,ooo 'o~o~~l-D~lHHI_C,oo~J lb i 0,000 I 0,000 ! 0,000 I 0,000 I 0,000 I o,ooo ' 
-- _j I I __ L_ __ -L ____ L ___ L_ __L 0 

CC 

Tabela IJ1. 3 - Valores dos par~mctros variacionais para )._ = 3, o. 



" 

~"~~ 1,oo I 2,25 I 4,oo 

1 

6,25 I 9,oo ! 12,21 I 16,oo ! z.joo ! 

0,00 

O, lO 

0,091 I 

I 

I 

' 
0,034 0,018 

I 

I i I I 
I 0,004 

I 

0,003 

I 
0,012 i o ,008 

I 

' ! 

0,006 

I 
' 

)22 . o,:~os i o,uo o.o1z o,o45 1 o,oo1 o,, 
I : I i 

O ,Oll 

_j_l '''•·~,----- --·-·--·-+-' ~----t--~1 

I 1 
' ' ,199 O,U3 0,005 O,C70 i 0,054 0,035 ~ 

. I _j I . 
---1 _____ L_ . -- -- ...... _+-_ - - ----

1 I li 

I ' 
I ' ,342 ; 0,234 I O,it>R ; [1,]2(• I 0,0"8 0,064 I 

~--- .. L- ! _j__. _ _L _____ I ___ _j_ J___j 
'J'abcla III.4 - F15 25 para diferentes valores dfl energia do el~tron 

' 
inci0ente e do campo de radiaç~o. 

c 
c 
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111.4- An51isc dos l{csult:lLlos 

Na J=ig. I I l.a J1odc ser oi1scrv:1Jo ttttc o efeito de 

um campo de laser intenso no cspillh:uncnto de c1étrOii por a-

tomo de hidrogênio neutro C o de r:tvurc'L:cr n cspnlhnmcnto 1-

ncJ5stjco, Until vez 4ue :1 :•:TTJllituLie deste· CSJ1Ulhan•cnto to r-

Jl;J-SC tanto lll<liül" l(llill1to 11\:lJS illtCllSU ("Cil" O CUJJ\(lO Jc radia-

ç5o prescJltc, p:tt·a tllll JTICSlllü v:Jlo1· ele cnc·rgi~t clc1 cl6tro11 ll1Cl 

dente. Este crescimento d:1 :1mp!itudc do csp:lih:nncnto inclás-

t_ico com o aumento J~1 1 rltL'nS i LlnJc do campo de Ln ser 

SC'r entendido como se segue: Nas t:ll1c l :1s III .l I l I . o ob-

serva-se que, com o ~tUJlleJltO tlc À , os cst:Jtlns ii·J·:tdiados pc-

lo laser, passam a ser descritos con1ü um:1 mistura de estados 

puros fazendo com que o "overlap" entre ilS funçües de onda 

que representam os estados COJlsidcrados seja aunentado. Por 

outro lado, a separaçi:io entre os nfveis de energia 6 diminuj._ 

do com o aumento de À (F_ig.Il.c) o que \em a L1vorecer pro-

cessas em que a tr:-~nsferência de momento é pcqucn<1. /l.ss:irn, 

tendo em mente estes dois c!"eitos, o aumento da amplitude de 

probabilidade para tr~msiç3o eleve nccessariill1\Cntc ser esper~ 

do. 

Em resumo podemos aCirmar que os nossos c:1lcu]os 

cont6m tllll n~mero razo5vel de ;•proxinJ1JÇ6cs c sllJlOSl~ocs, no 

entanto, acreditanws que um ronn;llismo m:11s r1goroso :1pcnas 

reforçara as conclusües, :1qui :1prc:scntadas, par<~ o comport<J-

mento ffsico ·do sistema. 
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CJ\PfTULO lV 

ÁTOMO DE IllllROGf'NlO NA PRESENÇA SI

MULTÃNEA DE CAMPO MAGNCTI CO F. DE 

CAMPO IlE Ri\Il!AÇÃO SUPER INTENSOS 
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lV.l - Introdução 

O interesse no conlpOl'tamcnto de fitamos en1 campos 

magn~ticos foi despertado~ quase u1n s~ct•lo, isto 6, desde 

que Zeeman em 1896 observou o desdobramento das linhas espCf 

trais de uma fonte de luz quando colocada entre os polos de 

um fm~. Mais recentemente, a descoberta de campos magn~ticos 

super fortes (H - 10
8

- 10
11

c) cm alguns objetos estelares, 

. - (36) (37)-ta1s como anas brancas c pulsares , icz com que o com 

portamento de sistemas at61nicos,neste regime de campo 1 se tor 

nasse objeto de investigaç~o de ure gr11ndc n~mero de pesqui-

(27 38-46) .. . - . d sadores ' . Lntretanto, apesar da cocx1stenc1a e ca_!!l 

pos magnéticos super fortes e radiação elctromagnética intc_T! 

sanas frcqu~ncias de ridio, visfvcl c raio-x ser conhcc1-

da a algum tempo (como por exemplo, no caso da Nebulosa do 

CaranguejoC 37
)), os efeitos desta radiação tem sido sistema-

ticamentc negligenciados nos trabalhos at6 hoje apresentados. 

Assim, uma vez que dispo1nos de tlm form~lismo que 

permite a descrição de sistemas at6micos cm presença de cam-

pode laser intenso, 6 qtlc neste capftulo investigaremos as 

modificações introduzid:ts 110 estado fundamental do ~tomo de 

hidrog~nio irradiado, CJUando um campo magn~tico d.c. forte 

c adicionado. 

Ressalte-se que c:1mpos n•agJt6ticos Jc grandes intc~ 

sidades (- 10 7G) tem sido observados n~1s CX)Jcri6ncias de fu-

sao inercia} de pelotas de 0-1· (l1Ctlt6rio e "l'ricio) induzidos 

(4 7) por laser , o que torna mais amplo o 1ntcrcsse pelo pre-

sente trabalho, uma vez que, p;na o perfeito cntcndimcntodc~ 

te processo, ~ de vital in!port~nci;t o conltecimcnto da foto 
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ionização do hidrog~nio at6mico (na forma de deut~rio ou trf 

cio) quando em presença de t~is campos. Por outro lado, quaQ 

do tratado em conexão com a física de plasma, o problema a-

qui proposto torna-se bastante atual, visto vez que o de-

senvolvimento de laser intensos de grandes comprimentos de 

onda( 4S) nos leva a acreditar que os efeitos da ressonância 

ciclot6nica (frequ~ncia do laser igual a frequ~ncia de ci-

cloton do el~tron) nas condições de intensidades aqui discu-

tidas, possam em breve ser exploradas,uma vez que o uso de 

tais lasers permitirão a obtenção das condições de ressonãn-

cia ciclot6nica para campos magn~ticos hoje obtidos em la-

boratórios. 

No que se segue, usaremos um procedimento semelhaQ 

te ao empregado na Ref.(6) e iremos supor o 5tomo de hidra-

gênio em presença de um campo magn~tico d.c. forte orientado 

na direção do eixo z, e simultaneamente irradiado por um ca~ 

po de laser super intenso propagando-se na direção paralela 

ao campo magnético. 

IV.2 - Formalismo 

Nas condições acima descritas e considerando o 

próton em repouso na or1gem, a equaçao de Schredinger para o 

átomo de hidrogênio e escrita como: 

onde 

H 
1 

2m 

• -+ • -t-
ih'JI(r,t) = H'JI(r,t) 

~ 

~ + ~ ~ 0 (r) + ~ ~(t)] 2 
+ V(r) 

(IV.la) 

(IV.lb) 
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-+ \1 v sendo A(t) = A(x cos wt + y sen wt) o potencial vetar para 

um feixe de laser de frequência w propagando-se na direção 

paralela ao eixo z, na aproximação de dipolo, A0 (r) =B x ~/2 

o potencial vetar que descreve o campo magnético B no gauge 

simétrico de Landau e V(~) = -e 2 /l~l o potencial atômico li-

gante. 

Para resolvermos a Eq.(I.la), buscaremos uma trans 

formação que, de uma mane1ra semelhante a usada na Ref.6, e

limine a dependência no campo de radiação do termo cinético 

do Hamiltoniano (IV.lb). 

onde 

Definindo 

-+ 
IJ1 (r, t) 

-+ 
U

2
<jl(r,t) 

-+ o(t) =(-a sen wt, a cos wt, O) 

-+ 
y c t) = 

n ( t) = 

1 -+ 2 mw c C o ( t) x z) 

2 e -z-
2mc 

(IV. 2) 

sendo wc e B/mc a frequência de cicloton do elétron livre 

no campo magnético, a = I 8 (t) I = eA/mc I w - w I) a amplitude c 

de oscilação do elétron na presença simult~nea dos dois cam-

pos, é fácil mostrar que a solução da Eq.(IV.la) é obtida 

através ~a equaçao: 

(IV. 4) 

A transformação u2 e tratada em detalhes no apêndl 
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ce ao final deste trabalho e deve ser observado qtle, de uma 

maneira análoga 8 da Rcr. (C1), cstn tro.nsformaçao não elimi-

na a depend~ncia no campo de laser do operador 11amiltoniano, 

apenas a localiz11 no termo d:1 energia Jlotencial. Por outro 

lado, a depend~ncia ali introduzid:1 nos JlCrmite interpretar 

lJ~ como aquela transformaç~o que leva o sistema pJra uma re-

presentação onde o nGclco up:lrccc oscilando com a frequ~ncia 

do laser e amplitude i 6 c t J I . 
Desta maJlclra, o problema inicialmente proposto fi 

ca resumido a encontrarmos soluções para a Lq.(I\:'',4), que se 

-ra o objeto das discussões que se scgucn1. 

Expressando a cncrgi:1 potcnci:.1L d:1 Eq.(LV.4),como: 

vc-r-tctlJ 
2 

c 
2 2 F"• (r+a)- 1 '-' 

2 e 

[I -

[I + 

)- ~. 

2r. 6(r) 
-- 2 2 

r +a 

+ ~ 

r . 6(t) 
-z--y--

r +a 

-I I 2 
1 

+ ..• J (IV.S) 

c observando que 11 c sempre menor que (1/2), 

podemos numa prirnc1ra aproximaç~o, descrever o potencial li-

gante considerando llpcnas o primeiro termo da cxpansao 

(IV.S), i.e., tomando o pot~ncJa na forma 

+ V(r 
+ cz 

- 6 ( t )) ~ - 2 2 1/ 2 
(r +a ) 

(IV.Sa) 

Deve ser ressaltado que, nas condiç6es cm C[Ue o campo de ra-

diaç~o pode ser descrita na aproximação de dipolo, tal apro-

- -x1maçao e ditada ape11as pela forn1a do potencial ligante man-
-} -} 

tendo sua capacidade de representar V(r- O(t)) independente 

das intensidades dos can1pos J1l'Cscntcs. ln1 partict•lar, es tél 



. ; 4. 

forma~ convenieJite para descrever a cstrlJtura at6mica nas 

condiç6es de resson~Itcia ~iclot6nic:1 w ) . 
c 

Assim, considerando o potcncjul liga11tc na forma 

(.LV.Sa), as soluções procuradas podem ser obtidas usando-se 

o método variacional de uma mune.1ra similar ?i da Ref. (6) se 

o interesse for apenas no estado de n1ais baixa energia, ou 

usando o procedimento do capitulo II se estivermos interessa 

dos em uma descriç~o mais COID[Jlet~• do sistema. 

No que se segt•c, estudaremos apenas o estado funda 

mental (2 "' O) e iremos _c;upor que q:.(J':, t) pode ser 

na forma: 

-+ -+ il:t/h 
<(r,t) "<(r) e 

o que permite escrever a Eq.(l\'.4) na forma 

l 
2 
r 

d 2 d -(r---) 
dr dr 

+ eZBZ 
7 

Smc~ 

E] 

escrita 

" o 
( l v. 6) 

Noticiamos que, 3J1Csar do formalismo aqui desenvol 

vida ser v51ido para quaisquer intensidades dos campos pre-

sentes, limitado apenas JlCla validade da aproximação de dip~ 

lo, concentraremos nossas atenções naqueles campos magn~ti-

cos para os qua1s o raio ciclotünico, 
c Seja 

da ordem ou menor que o primeiro ra1o de Bohr, i.c., naquele 

regime de campo magn~tico para o qual m6todos não perturba-

tivos devem ser empregados p~tra obter informações do sistema. 

'Procedendo de un1~ maneir;t similar a d;1 Ref.(6) de 

vemos obter a solução de 

ó ' ' < ( r) 
_, 

lllj(r) ( l v. 7) 



onde 

H 
l ~ 

-- (P + Zm 
e A (r}}Z 
c o (IV. 7a} 

Segundo a literatura, na aus~ncia do campo de ra-

diação a Eq. (IV. 7) apresenta duas classes de soluções, atra-

v~s das quais o comportamento do sistema pode ser entendido. 

A primeira, para campos magn~ticos da ordem ou menores que 

B , definido como o campo para o qual o rai.o ciclot6nico pa
c 

ra o el~tron livre ~ igual ao primeiro raio de Bohr ( B = c 

= flc/ea~ = 2.5 x lü 9G), observa-se que rpJT) não difere cm 

muito da função de onda que descreve o fitamo puro, indicando 

que os efeitos de campos com estas intensidades são fracame_!! 

te sentidos pelo sistema. A segunda classe de soluções trata 

de campos muito maiores que B , isto 6, B > 10 10 G. Para es-c ~ 

tes valores de B, sabe-se que o átomo tem sua distribuição e 

letrÔJlica alter ada, uma vez que no plano perpendicular a Ê 

os efeitos do campo magnético dominam sobre aqueles produzi-

dos pelo campo Coulombiano, os quais prevalecem apenas na di 

reção do eixo z. Tal comportamento se manifesta através do 

aumento da energia de ionização do átomo, provocado pela maior 

proximidade entre o elétron e o nficleo imposta pelo campo 

magnético. Assim, neste regime de campo, é entendido que a 

estrutura eletrônica do átomo e adequadamente descrita supo!!_ 

do que no plano perpendicular a direç~o do camp~ o clétron 

move-se em circulas nos nfveis mais baixo de Landau, isto e, 

a forma da fUnção de onda para o estado fundamental ~ a de 

um produto de um orbital de Landau( 4S) com n = O por uma fun 

ção f(z) a qual descreve o movimento ao longo do e1xo z. 
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Tendo cm mente estes resultados e com o intuito de 

verificarmos se o comportamcJtto aciJlla descrito 6 ainda obsc~ 

vado quando o ãtomo est5 sob ~~ influ6ncia de um campo de ra-

diação intenso, é que, no que se scgue 1 dois tipos de funções 

de partida são usadas no estudo do estado fundamental ao Ha

miltoniano da Eq. (7a): (a) Funções de ond:J tipo hidrogênio. 

(h) Produto de uma função de oncla tipo Landau (n"' O) por uma 

Gaussiana. 

IV.3- Funções de Onda Tipo Hidrog~nio 

Inicialmente iremos tomar como função de partida 

para resolvermos a Eq.(IV.7), uma semell1ante ªaquela do ~to 

mo de hidrog~nio na aus~ncia de campos, isto e, 

= (IV. 8) 

sendo A a constante de normalização e s 1 o par~metro varia

cional que incorpora informações sobre as intensidades dos 

campos presentes. 

Seguindo com o procedimento usual do m~todo varia-

cional, obtemos que s1 deve satisfazer a: 

~ 2 
1 2 -2 3 2 l r 

+ 4 mw é 1 - 4 6 0 ·~2-'-2~1'/~2 
O (r +a J 

= o 

o que nos leva a equaçao transcendental 

" z:l (IV. 9) 

" 
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sendo 

I: -t 2 
I 1 l n , 

a ) dt t -z o c 
) l 'J-:;17? 

rt- (7 I ")"]I-
" L + -:1 u ;..t 

(IV.lOa) 

1 2 ( n ct2) J~ dt 
-t t3 

c ------- --Tl 
[2(2 12)2112 

" t + na ~ ~ 

(IV-lüb) 

c onde introduzimos o JlaT~Jnctro a A/i\~- (/\''- = fH.-/ea ) , como 
o 

a medida da intensidade do caJlJpo de radiaç~o, r1 1 = G1a
0

,como 

2 medida do par~metro varjacioital cm unid~tdc at~micas e ~ = 

= R/B para expressarmos ii intensidade do c::tmpo magnético.Lm c 

termos destes par~mctros, d intcns}dadc do laser~ dada por 

-15 2 z -2 I = 4,15 x 10 w a (w cm ) que no caso do laser de co2 
14 -1 - 12 2 -2 

(w=1,9xlü s )edadapori=l,SxlO a (wcm J. 

Definindo a energia de ionizaç~o c 1 con1o a dife-

rença entre a energia do estado fundame11tal c a4uela do el~-

tron a uma dist~ncia infinita do n0cleo, mas aincla em pre-

sença do campo magnético, temos: 

- 2 2 2 
1 " 

4 
Sa 

2 
cn 1 

a ) c
1

(n 1 ,a,]J) = a - "1 --- + -34 TI ····z 2 -2 
(IV.ll) 

n1 n1P a 

onde n
1 

e a solução du. Elj.(lV.9) para o a C11 considerados 

- I 2 -r
1

Cn
1

,a. 11) dado pela hj.(lV.lOa) c <::l c ·escrita cm unidades 

de 

Nas tabelas IV.l c IV.2 aprescntantos os resultHdos 

obtidos numericamente para n1 e c 1 pura diversos valores de 

intensidade's dos campos magnético c de laser, consj cler;mdo 

w >> w, condição esta que c 
8 10 

der atlas (B - 1 O a lO G), 

para os valores de E aqu1 CODSl-

c f:lcilJJICDtc s:Itisfcita p;tra os 
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1 0.8 

I 
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1.33o __ L_ -~1.850 ] 

0.610 0.970 1. 350 

-~-~--

84 7 11.940 1.1 
I 

0.0 0.1 5 0.280 0.590 

1.6 I 0.084 0.170 _L 
2.0 0.084 11.168 

o .895 
! 

"l .270 
I. 800 -[ . i 

0.880 ! I. 24 5 I. 780 . 

0.270 0.5611 

(). 270 o. 5SO 

·-- ----.- _; ______ -·------ I _I -----·--

I 
2.5 0.084 0.168 

·- ··------

! o. 870 l. 240 1. 760 

' ' --, 
0.265 o .540 

3.5 0.084 (l .168 0.265 0.535 
I 
' 0.855 1. 220 1. 730 

------- --- I 
---~---'" --

! 
-!~--- - .. ----·-

H~:~-L_:_: :~: 
4.0 0.084 o .168 I 0.855 i 1. 210 

' 

6.0 0.084 0.168 
+ ---~--~ 
j o . s;s 1. zoo 

Tab. IV.l - Par~metro variacional obtido atrav6s da 

Eq . I\'. ~l • 

I. 720 

I 
1.700 
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0,01' 0,217 0,132 0,041 0,028 

--t--
0,04 0,520 1 0,362 0,141 0,099 

I 
l 

o, 10 i o, 793 
I 

0,620 0,291 0,214 

\ 

I [ 1 
: I I 
1 0,40 I 1,240 1,134 0,733 I 0,481 

l • I 
~-~--- --~-------~-·--------------····-- ---- - ----~-- _, __ 

I -

I 1,00 I 1,580 1,522 1,165 I 0,985 

..._.,_._~--~------- ·---~-~--. . 
I I 

I 2,00 11,844 1,805 1,502 

l I 

1,316 

0,020 

0,074 

0,015 

I 
1---- -- ---·---

0,058 

I 

0,007 0,006 0,004 

0,027 0,023 0,015 

0,166 i 0,133 i 0,064 0,054 0,036 

! 

0,003 

0,010 

0,024 

0,001 I 

0.003 I 
I 
l 

0,008 I 
i 

0,481 
I l I I 

0,401 I 0,211 I 0,182 I 0,124 0,082 I 0,025 

---- l j ~ ~ j~-- ~ r-,-:t-~ 
-----~-~~~~10~~071 0,3~2 I 0,241 I 0,157 I 0,038 I 

I I I 

0,481 

i I I I 
1,152 I 1,009 I 0,586 I 0,507 I 0,342 I 0,211 I 0,016 

I 

l 4,oo l·:~J~1,959 L-: l,531-ll,36rj I,~z._ o,686 0,582 o,o3541 o,165 , ~ 

Tab. IV.2 - Energia de ionizaçao usando funçao de nartida tipo hidrogênio. 
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Fig. IV.a - Energia de ionização como função da ir1tcn-

sidade do campo de laser. 
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~ 2 =0.04 
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a 

Fig. IV.h - Comportamento do par~metro variacional 

n 1 com a intensidade do campo Je laser. 
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tJ. • 1 ,O (o) cr • 0,5 
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-
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5 lO 15 

Fig. IV.d - Distribuição cletrônica do estado fundamental 

considerando B = B c diferentes intensidades c 
do campo de laser. 
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laSCl'S de altn illtCJISid;illC Cln liSO. 

Nas Figs. l\:a c 1\;b mostramos f;Llfic~uncnte n de-

pendência na intcnsilLldc do campo de laser para d·ivcrsos va-

lares do c;Jnipo magn&tico, d;J CIJcrgi:l de ioltiz:Iç~o o do Jll-

verso do pnran1ctro v:•riacioJlill, sendo este GJtiJno iJttcrprct~ 

do como a dimensão do s_istl'lllil no L·staJo Cunclamental no regi-

me de campos cOilsidcr:idO. 

i\s Flgs. lV.c c !V..tl mosti"illll o comportamento da clis-

tribuição eletrGnica p:tra :1lgtlnS valores de i11tensidade do 

campo de laser consideraJido-sc - - 2 campos magnet1cos de )() Bc e 

Bc respectivamente. 

Segue do comportamento de 11
1 

c <-
1 

mostrado nas 

Figs. I~n e IV.b que tamh61n Clll Jlrcscnç:J de cumpos magn~ticos 

super fortes, o efeito do canlJlO de radia~ão 6 cssencialmen-

te o de enfraquecer a lig[tç~o el~trort-n0c1co fazer1do com que, 

para grandes intensidadc
1 

o âtomo tenh:-1 a tendê11cla de se tor 

nar ionizado Por ot1tro lado, poderr1os ohsc\'ili" ;1l1tda nestas 

figuras 1 (]Ue :t tax:1 de variuç~o de com a intensida-

-de do campo de laser 6 

tico (p
2
). 

CortciJlcntc cleJlenJcntc do campo magnc-

f observado na 1-ig. !Va que para 

uma daclaintcnsidade do campo -1 
de radiuçi'io, n

1 
decresce com u 

aumento do campo rnagnGtico c.en1 p:ti·tiCtJ!ar, 1 ( B -

9 
- 10 G), 

-] -
n

1 
e llr:Ltic:JillerltC indCjlCll(ICJlte Jo c:1mpo de laser 

pura as intensidades consider:ttl:Js. Ustc COJilport;Jmcnto pode 

ser entCJl(.'iido f.islc~Jmente como o rcsul t:1clo da tendência do 

el5tron cm permanecer JlCI·to do nGclco Jlaru graiJdcs valores 

de B o que pode ser visto de urn;t forrna :Ji11d:• mais clara ob-

servando-se o comportamentos dos mií.ximos d:1s d.istribuição e-
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lctrônicas, mostr::~tbs nas Fjgs. 1\'.c c 1\'.d, com a intcnsi-

Jade do caffi{lo magn~tico. 

IV.4 - Funç6es de Onda Tipo La11dau 

1Jtil1zando o mesmo procedimento d<1 scçao anterior, 

resolveremos aqu1 a J:q.(l\/.7) escolhendo como funçA.ode par-

tida o Jlroduto de urna ftinç5o que descreve um el6tro11 livre 

cm tim campo magn6tico d.c. paralelo :10 eixo z, por t•ma G~tus-

Slana na varifiveJ z. Tal escolha 6 Silnilctr ã aquela feita 

por Yafct et al. ( 3S) quando do estudo de inl]lttre~:IS rasas cm 

semicondutores de alta COJlstantc dicl6t1·ica c pequena massa 

efctiva, na prcsCJlÇJ de campos magn6ticos fortes. 

Assim a função de onda que denomi11amos ti(lO J.andau 

é dada por: 

(IV.lZ) 

onde 2 
p N 6 a cotlstantc de normalizaç~o e G2 o p~ 

rametro variacional depende11te das intensidades dos campos 

presentes. 

Noticiamos que a escolha da função IV.J2 se deve 

essencialmente a possível scmelltança entre o prohlema aqu~ 

estudado c aquele no qual apenas o efeito do campo m,1gnético 

forte é considerado. 

De uma maneira an~loga a aquela da sc~ao IV.3, ob-

temos da Eq.(IV.7) que o parâmetro vari.acional li·J == 02a c 
c o 

determinado pela soluçâo de: 
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i/B~ 
2 c ,, 

N,I/Zí~ J: ' 1 ''2 
[ +-flw- d, dz os 2 

-Znl 2 c -2- l :;:-) 
1' . o 

c 

o 

o C[UC nos leva a obter p~r~ n2 a equ;1çao trnnsccndeJltal 

onde 

cil.J l/2} 
;; 

Joo Joo 
pdp 

(] ll 

) 7 7 7 
_],-,.·;; -7·1-,-(' ' ~ - c -·r 
- 2 2 2 1 41/2 
(p+z+(~/lJ) 

Por sua vez, a energia de Ion1zaçno 

co1no na scçao anterior, ~ dada por: 

-2 
"2 

(IV.l3) 

(IV. 13a) 

(!V.l3b) 

I ' 
Jefinicla 

(1V.l4) 

onde n
2 

e a soJuç5o de lV.l3 Jlnl·n HS illtcnsidades ele c~mpo 

- 2 dadas, J
1

(n
2

,a,)J ) e a i11tegral 1V.l3a c c 1 ~dada ent unida-

des atômicas. 

)!as tabelas lV.3 e lV.4, apresentamos os resulta-

dos obtidos numericamente para ~ 2 e c1 para v5rios valur·es 

de intensidades dos campos magn~ticos c de laser. As figs. 

1\!.e e IV.f, mostram o comportamento destes dois paTametTos 

com a intensidade do campo de laser para diveTsos valores do 

campo magn~tico. Outra vez, fica all evidenciado o mesmo ti-

po de efeito competitivo observado na scç5o IV.3, isto c, 

o aumento da intensidade do cumpo de lo.ser tende a cnfraquc-
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!· 0,9;9 o,790 o.n:,·o,76.2jo,n~ o,687J~,6!,2 0,602 0,066 0,534 01506 o,480 c,'.S7 o,436 o,417 0,400 0,384 o,370 o,_~s}Jo,J44 o,33J 0,323 o_,.:.:.:_[ 

I .!·o c,S3J OS2S:2,Hl4 o,79918,774 o,729lo_.6ssin,6~s.o,60'J o,sn ~,soe o,sn o o97i,0,47-~0.!•% o,43s 1 o,~21 ·J,4o6,lc, >n)_o,371.
1
C,367,0,355 o,3451 

' 6 -

r .. L 1 1 1 • .: s,o o,SI'iO o,BS'i'o,s_~s o,B32 o,so9.:~766 o,723 o,6s-;·J,648 o,6t5 o,ss5J0.534 o,5l2 o,491 c,473 ll,495
1
o,439 01439 o,421o o,4ll o,J98 o,J86 o,J75 I 

9,0 lo,887 o,Ss3lo,874 o.,862fO,B4olo 799 o.Ha o.7!9
1
o,&s3 o,6so o,o._. o,s93 o,s6s o,s4S o,s29 o,so5!0}S7 o,o7o 01495 o,r,4o 1 o,4njo,414'o,~ooo i 

---.1·-· • .. .. --. - . - I 
.,, : ,I c, ! 'q ~ q ''c, •ocl -~c .. ,;. ,,,:~ -1 - '' v· ,-,! ., 'O ""' I • ' r· •o I 

v ~o j_o'_~~-r:._'?o~ 1 -~,~-".J ,_e ___ ~"-~~~! ... s_ ·:~u.:._:~-~~~.:.6_s_~.i o,653i r.J,62~i o ,599
1 
o,o7~j_~~..::._'_~Lo_~~-~~l~~:-·9i o,4~··1~'.:..~·_8i o,~6~!.::_·_':._·~~-:.9 .. J 

Tab. I\1.3 Par~metro variacional obtido atrav~s da Eq. IV.13. 
m 
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Fig. IV.e - Comportamento do parametro variacional 

n
2 

com a intensidJclc do cnmpo Je laser. 
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cera ligação do elétron com o n0cico enctuanto qtle o aumento 

ao campo magn~tico teJJdc a to1·ni-la mais forte. 

IV.S - Estudo Çomparativo Jns_~nt;õc~_ de Partida e Conclusões 

Como mcnc1onanlos :JnteriorJJICntc, :1 escolha de difc-

rentes funções tentativas para resolver a Eq.(lV.i) foj de-

termjnada essencialmente JlClos J'CSLI]tados conhecidos para o 

problcn1a do 5tomo ele hiclrog6njo CJII preseJ1ça aper1as Jo campo 

magnético d.c .. B:JslcaJncnte, est5v:JnJos interess:tdos cn1 1nves 

tigar se o mesmo tipo de descriç~u tltiliz:tda naqt1elc proble-

ma poderia ser aplicado ii sitll~lç~o onde UJII campo Je radiaç~o 

intenso ~ adicionado. ()s nossos rcst1ltados mostram que, p~ 

ra grandes valores de B, isto é, p
2 

::- 4.0 (B > 10
10

G) as fun 

ções de onda tipo Landau nos levan1 ii JIIC1hoi·c~ valores para 

a energia de ionização que aquelas tipo hidrog~nio mostrando 

ser esta a melhor descriç~o p~tra o sisteni:t JeJttro do crit~-

rio estabelecido pelo priJ1cfpio vaJ·iacion:tl. 'l'al resultado 

pode facilmente ser explicado observando-se qtie para ~ 2 
>::- l 

o potencial ligante dependente dos 

. d . 1 c 1 h 2;1+' praticamente se re uz ao potencia ou om 1ano puro, -c 
1
Y

1 

que por sua vez é dominado pelo termo cinético daJ:q.lV.7a. No 

entanto, a expectativa de encontrarmos como a melhor descri 

çao do sistema as funções de onda tipo l1idrog6nio se 2 
" ' 4 

nao foi confirmada. Como pode ser concluido da observação 

cuidadosa dos resultados para energia de ionizaç5o>niostrados 

nas Figs. IV.a e lV.f, a clescriç5o do problema em estudo c 

um pouco mais complexa. Por exemplo, paTa JJ
2 

= 1 (B"'2,5xl99G) 
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Fig. IV.g Dcpcnd6ncia da energia de 1oniz;1ç~o como 

funç~o d:1 intensidade do campo de laser 

obtida usando-se t"unç6cs de partida tipo 

hidrogênio (IJDG) c tipo Landau (LND). 
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a energia de IOnlZCH,:ao obtida usnndo funções de onda tipo hj_ 

drog~nio tor11a-se menor qt•c as "ohtldas com :ts funções tlpo 

Land:-1u para a> 0,:18, no entanto para 11
2 

:= 0.1 {B=2.5xJ08
G) 

esta Gltima nos da meJ}Jores rest•lt;Jdos par11 a > 0.34, como e 

rnostntdo na t-:ig. IV.g. Fisicamente podemos entender este re-

sultado 7 observando o comport<tmcnto Jo potcnc1al ligante de-

pcndeJltc das iJltcnsiJadcs llos c:11npos. Deve ser ol1scrv:Jdo que, 

para um valor f.ixo Ja intensidade do clmpo de rc1diação (va-

lar fixo de a), a dimiJtuiç~o do cam!JO 1nagJ16tico [mantendo-

-se ainda a relação w c 
>> w) faz com que o campo de radiação 

atue mais efetivamente sobre o sistema, o LJUC c traduzido p_Q 

Jo enfraquecin1cnto do potencial 

2 
c 
2 2 

7 aoa 1/2 
(r" + --4-) 

w 

(JV.lS) 

Em outras palavras, podemos observar em (!V.JS)que 
.. 

para um a fixo, uma dimiiltJiç~o do valor de 11~ eJ1fraquecc o 

potencial ligante, podendo alcançar n situaç~o oJlde este ter 

mo ~ desprezfvel quando co1nparndo con1 o tertl\O d:1 energia cl-

-. 1 " . l 4 netlca transversa o qual e proporciona_ a ~ Nestas c ir-

cunst~ncias não 6 surpreende11te q11C :1s funções de onda tipo 

Landau seja mais adequadas para descrever o sjsterna que aqu_Q 

las tipo hidrog~nio. l~nl rcsunto, podcntos afirlllar C[UC cxccto 

para os casos em que a << 
2 1 e J-1 < < 1 , as funções de onda ti 

po Landau são aquelas que nos dão uma melhor representação p~ 

ra o estado fundamental de um 5torno de ltidrog~nlo em presen-

ça simult~nea de um feixe de laser c de um cantpu magn~tico 

d.c. forte. 
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>> 1 

a energta ' . . - - . 1 . " l C I 2)- l ue Jonrzuçao c cssenc.Ja mente proporclona a a 11 ·. 

Tal comportamento é facillliC!ltc ohscrv:Jdo 11:t F_ig. IV.rnaqual. 

as curvas correspondentes ;] ]I = (l,S c 1,0 ~•pr·cscntam esta 

dependencia para a~ l ,ll. !leve ser notado que este fato e s1 

milar a aquele obscrVilllO p:1ra O itUJJ\0 de llillt·og0nio en1 pre-

sença apenas do campo de l:JscJ·(D), c rctrat;J o enfraquecr-

rnento da energia de lig:1ç~o do cl~troit corri o ilUIJJCnto da 111-

tcJtsid~de do campo de rudiaçüo. I:or·mulmcntc, este comportu 

menta pode ser entendido obscr\iando-se que, pura 

potencial ligante pode ser aproxim:lllo por 

2 c 
é\ 

1 - l u 2 --i" 

2 ,. 
-z l 
a o 

2 
a/11 >> l, o 

(IV.l6) 

A Eq.(IV.l6) 
2 mostra que. nas condições para as quais (o:/\l) > 

» 1, não so a energ.i:J de ioniz.:-1çÕo do iitomo de hidrogênio 

d . ·;2)-1 b" ten e a ser proporcional ;t ln 11 , n1as tan1 em os cspaçameQ 

tos entre os níveis de cJtcrgi:• tcJtdenl :1 se torn:1r constuntc 

c igual u j !( 26; ,3)1/2 Hl = 1 c 11 m:1 1t • 
o 

(.'stc rato também cstabclc-

ce que transiç6cs cletr6nica con1 cncrgi:1s tipic:Jntcnte da or-

dem de tn poderão ocorrer nestes sistcm:ts. Umn estimativa p~ 

r a n, cm um caso Jc :i ntcrcssc, pode ser r c i t:• consj_dcrando 

um pulsar típico,como o JlS!{ l~ll~l. para o qual ternos os se-

guintes valores para os pa r:1mctros rísicosl:-,/) 2 
I ,O " 

potência emitida 111
10 - 1 

da ordem de 1021 W, com w - scg r c-

sultnndo uma intcnsiJ:JJc ,te 111 9 W/cm o C(llC corresponde a 

o: '"' 50. Subst.i tuindo estes v~1lorcs obtemos que <'·· 14 -1 .,. - 1 2 x 1 O seg 

Este resultado sugere que, devido ii processos Jc rccomllinaç5o 



na atmosfera de pulsares, podemos eSJ1erar· r·adiaç~o na 

qu~ncia do infraverrJlclllo provcnlentc destes o!Jjetos. 

.95. 

fre-

Deve 

ser notado que o mccanisn1o aqui p1·oposto par~t eJniss~o de 1n-

fravermelho de puls:1res 6 considcruvclnlcnte diferente da

quele recentemente proposto por· Usov e co-autorcs(SO)no qual 

a fonte para em1ssão de infr~tver·JtJclllo ~ a mistura de ondas 

de plasma na atmosfera dos pt•lsarcs. 
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V.l- Introdução 

Provavelmente devido a sua aplicação em várias a-

reas da física, o problema de átomos de hidrog~nio em pre-

sença de campos magnéticos intensos tem sido exaustivamente 

estudado, como pode ser visto na lista de publicaç6es apre

sentada na resenha escrita por Carstang(Sl). ~ também consi

derável o nfimero de autores que tratam o problema de ~tomos 

na presença de campos ele laser intensos não ressonantes (l,lO) 

No entanto, observa-se na literatura que, nos ~ltimos anos, ~ 

penas um nGmero relativamente pequeno de pesquisadores dedi

cou-se ao estudo da molécula de hidrog~nio e do fon molecu-

+ lar H
2

. Em particular, as inv~stigaç6es sobre o comportamen-

to do H; tem sido restrita 

co d.c. forte( 52 · 55 l ou de 

a jnflu&ncia de um campo magn~ti-

um campo de laser ressonante 

(56-58) - . tenso . So recentemente, Llma e Miranda( 59 l, usando 

combinação linear de orbitais eletrônicos obtidos através do 

método descrito na Ref. (6), estudaram este Íon molecular em 

presença de campos eletromagnéticos super intensos e nao res 

sonantes, obtendo resultados que são válidos para um grande 

domínio de intensidade. 

Neste capítulo propomo-nos a investigar, usando a 

mesma técnica da Ref.(S9), a influência da presença simultâ

nea de um campo magnético d.c. forte e de um campo de laser 

não ressonante sobre o Íon molecular H;. explorando princi

palmente os efeitos destes campos na energia de dissociação 

e na estabilidade do Íon. 
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V.Z - Formulação do Problema c Geometria 

Visto que o efeito Jo laser sobre o n~clco c pelo 

menos mil vezes menor qtiC ~quclc SCJltido pelo el~tron em si-

tuação equivalente, considcruremos qtJC apenas este filtimo in 

terage com o campo de radiação o qual supomos ser descrito 

como uma onda eletromagn6tico plana de frequ~ncia w na apre-

ximação de dipolo. 

Desta maneira, representando porrA e rB as distâ~ 

cias entre o el~tron c os n0cleos A e H respectivamente, po-

+ demos escrever o 11amiltoniano para o ion molecular H2 , na 

aproximação onde as coordenadas dos nÚcleos são consideradas 

fixas, (aproximação adiab5tica), como: 

sendo A
0

(r) 

[ 
e ~ 

p+-A(r) 
c o 

e -)- 2 
+ 0 A(t)]-

B v ~ . = I(z x r) o potencial vetar que descreve o cam-

po magnético de intensidade B na direção paralela ao e1xo z, 

Â(t) = A(X cos wt + Y sen wt) o potencial vetar para um fei

xe de laser circularmente polarizado propagando-se na dire

ção paralela ao campo magnético e R a dist~ncia entre os nu-

cleos. Noticiamos que o termo Zeeman foi desprezado uma vez 

que, devido ao regime de campo magn6tico aqui considerado,po 

demos supor que os spins estão todos alinhados anti-paralel~ 

mente ao campo d.c .. 

No capítulo anterior foi observado que 1 exceto para 

~z << 1 e a << 1, a função de onda que descreve o átomo de 

hidrogênio na presença de campos magnéticos e de radiação su 

per intensos, é da forma: 
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(V. 1) 

Tal resultado indica que p~1ra os valores de intensidades de 

campos para os quais métodos não perturbativos são absoluta-

mente necessirios, o movimento transvcrs~1l do el~tron e re-

gido unicamente pelo campo magnético enquanto que o poten-

cial Coulombiano influcnci:1 apenas o movimento uni-djmensio-

nal na direção do eixo z. Consctlucntemcntc, a distribuição~ 

letr6nica daf resultante sugere para o problema aqui propos-

to, a geometria mostrada na Fig. V.a. Deve ser ressaltado que 

2 
para~ < 0,4 e a = O esta descrição se torna inadequa-

da(Sl) mas, no caso aqui estudado 7 os limites sao aqueles pa-

ra os quais a função (V.l) se torna a melhor representação 

para o problema do átomo estudado no capítulo anterior. 

Com as consideraçõ~s acima, o problema de encon-

+ 
trar a energia de dissociação de 11 2 se resume a encontrar a 

energia do estado fundamental associada a equação 

. ~ ~ 

i~ '(r,t) =H •(r,t) o 
(V. 2) 

a qual na representação usada no capítulo anterior, isto e, 
~ ~ 

escrevendo 'l'(r,t) = u 2 tfl(r,t), se reduz a obter a solução de 

mais baixa energia para: 

.• + 
l~•(r,t) [ 

1 ~ 
= - (p 2m 

e+ 2 
+-A(r))c o 

~ 

•Cr,t) 

-onde u2 e transformação dada pela [q. (IV.ll). 

Os termosdo potencial ligante podem ser tratados 

dentro da mesma aproximação utilizada no capítulo anterior , 



X 

z : 
A 

R 
2 

z 

z :- R 
B 2 

-> 
B 

-.,.B 

Fig. V.a - Geometria usada na solução do íon 

molecular. 

.100. 
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+ 
resultando para ~(r,t) a cquaçao: 

• + 
ill $(r,t) 

onde a = 

1 
~ l-2m 

-+ C-t 2 
(p + - 11 (r)) c o 

__ -"e 2--,-----,,--,-,, - cl~ 'j 
I 

2 2 211/2 ' (z-z
8

) +p +a 

o A 

me I w - w I c 

101 

(V. Za) 

Para resolver a Eq. (V. Za), usaremos um procedimen-

to semelhante ao da Rcf.(59), isto 6, us1tren1DS o rn6todo va-

riacional usando como função ~e partida uma combinação li-

near de funções de onda Jo cl5tron movendo-se independente-

mente no campo Coulombiano dependente das intensidades dos 

campos presentes, 

(V, 3) 

onde ~A 8 (p,z-zA 8 ,t) sao soluções de: , , 

que tem a forma indicada na Eq. (V .1) sendo s determinado pela 

Eq.(IV.13), 

Assim, substituindo (V.l) em (V.3) e seguindo o 

procedimento usual do método variacional para determinar os 

parimetros c 1 e c 2 , a função de onda e a energia do 

eletrônico fundamental são escritas como: 

estado 
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- ZR2 12 
z ( ~) 112 2 11 + e n o Iz (V. 4) 

E (R
0

) = eG + R - "" TI 1 + c o 

onde E (R
0

) e dado em unidades Je e 2 I Za R = R/a
0

, n = f3 a 
o o o , 

a e ~2 os parâmetros que representam as intensidades dos 

campos de laser e magn~ticos definidos como no capitulo IV , 

EG a energia do estado fundamental at6mico, 

z 2 z 2 

r: pdp f~oo dz 
e-" P 12 -2n (z-R 12) 

11 
c o = 

[, 2 t(z+ Ri 2)2 + a2I"4]1IZ 

2 z z z I: pdp )~oo dz 
c-~-~ p /2 -Zn z 

Iz 
c = 

rpz+ (z+R IZ)z+ a21"4]112 
- o 

e 

2 
S = exp I -n R I Z I 

Os resultados para energia de dissocJação definida 

como a diferença entre E(R) e a encrg1a do ~tom0 c do pr6ton 

no estado de mais baixa energia quando separados por uma 

distância infinita,mas ai1tda em presença dos campos, sao mos 

trados nas tabelas (V .1-V. 3) para diferentes valores da dis-

tância internuclear e alguns valores de 2 e l-1 • Nas Figs. 

(V.b-V.d) o comportamento da energia de dissociação com as 

intensidades do campo pode facilmente ser observado. 

Na tabela (V.4) listamos os valores das posições 

de equilíbrio e energia de dissociação para alguns valores 

das intensidades dos campos e uma an5lise comparativa des-

tes resultados pode ser feita através das Figs.(V.e) e (V.f). 

Salientamos ainda que os resultados para energia 
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de dissociação para pequenos valores de a c 2 
" ' 

isto é, para 

os valores de intensidades tais que a função que melhor des-

creve o estado at6rnico e da forma 

onde n
1 

ê a solução da Eq. (IV. 9), podem ser obtidos sem gran 

des dificuldade, seguindo o mesmo procedimento acima utiliz! 

do. Para este regime de cnmpo, a expressão para Cilergia do 

estado eletr6nico de mais haixa energia, estando os nficleos 

separados por uma dist~ncia R , torna-se 
o 

onde 

2 
R 

o 

! 0 " n 3 R~ s: ds 

Jo " 3R2 
n o J>( 

e 

s = [ 1 + nR + o 

I + J 
o o 
li+ s 

f 1 
dv 

-1 

( 2 zl -nR (s+vl ç; -v e o 

~1 dv 
-nR s c o 

1 
4a2 /o 4R2] 1/2 -1 [Cs+v)-+ 

o 

+cnR 0 l
2 1 -nR 

e o 

Como ilustração apresentamos na tabela (V.S) os 

resultados obtidos numericamente para E(R
0

) considerando ~ 2 = 

8 9 
= 0,08 e 1,0 (B ~ 2 x 10 e 2.5 x 10 G), e alguns valores de 

a. O comportamento de t(R
0

) com 

e 0.5, S mosirado na Fig.(V.g). 

= 0,5 e " = 0.05 



E(R~ 
~ 

1,60 2,00 2,60 3,00 4,00 5,00 5,50 6,00 

o 0,10 -0,034 -0,175 -o, 168 -o, 139 -0,060 -0,019 -0,009 -0,003 o 
~ 

" N 

" 1,00 0,317 0,106 -0,042 -0,083 -o ,098 -0,067 -0,050 -0,035 
'> 

2,00 1,021 0,364 o ,156 0,076 -0,024 -0,052 -0,054 -0,050 
' 

~~ 
I 

1,20 1,60 2,00 2,60 3,00 4,00 4,60 5,00 

~ 
o 
o 0,10 -0,096 -0,348 -0,300 -0,190 -0,124 -0,006 . -0,34 -o ,013 
N 

" 
N 

' " 
1,00 0,221 -0,083 -0,194 -0,207 -0,175 -0,080 -0,043 -0,028 

-

2,00 0,584 0,197 0,007 -0,110 -0,132 -0,111 -0,081 -0,062 

\ 

Tab. V.l - Valores de s(R
0

) usando combinação de função tipo Landau 

6,50 7,00 

-o.oo1 I -

-0,024 -0,016 

-0,045 -0,045 

5,50 6,00' 

I 
-0,002 ' -

-0,015 -0,008 

-0,042 -0,028 

-

8,00 I 

-

-0,006 

-0,0241 
' 

7,00 

' 

-

-0,002 

-0,011 

>--' 
o 

"'" 



o 
o 
~ 

N 

/~ o~Ro) O 

1,00 

2,00 

--- ---

5,00 

\ 

i 
1.20 I 1,60 

I 

-0,450 -0,491 

-0' 193 -0,363 

0,449 

-----

2,00 2,60 3,00 3,60 4,00 4,60 

-0,364 -0,175 -0,098 -0,038 -0,019 -0,006 

-0,352 I -o.z33 -0,153 -0,073 -0,042 -0,018 
. I 

-0' 140 -0 '113 -0,074 

·-----

o,082 .. -o,o8zj-~~: ~,168 
- --

/ c.(R~}R 0 
1,00 ;~O 1 

a~; I 
~--- --- --· ---- ---l-

1,80 

I - I ' ' 
' c:_ i I I 

:o; LZ,OO -0,644! -0,722 -0,453 
11 : 

• I 
N i 1 
~ 

5,00 -0,006 -0,344 

' ' 

-0 '392 

2,00 

• 
i 

-0,343 

-0,369 

--~-.60·--·~-~D]. 
' ' 

-0,129 -o.o63 I 

l 
-0,242 I -o,1ss 
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Fig. V.g- Energia de dissociação como função da dis
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V.3 - Conclusões 

Observando as Figs.(V.a-V.f), podemos concluir que 

o ion molecular H; sofre um efeito semelhante ~ aquele ob

servado no itomo de hidrog~nio em presença dos dois campos, 

como aqui considerado. Por um lado o aumento da intensidade 

do campo de radiação tende a diminuir a energia de dissocia-

ção sD enquanto que o aumc11to do campo magn6tico favorece a 

estabilidade do ion a uma dist5ncia interat6mica menor aumen 

tando assim o valor de s 11 . 

Estes efeitos podem ser fisicamente explicados ob-

servando-se que o aumento de a (intensidade do campo de la-

ser) faz com que o clétron tenda a se "deslocalizar" o que 

é refletido no aumento da largura da distribuição eletrônico 

que por sua vez é responsãvel nao so pela diminuição da ener 

gia de dissociação mas também pela estabilização do Íon a 

uma distincia internuclear maior que aquela a campo de radia 

çao nulo, uma vez que 1 no equilíbri~ a distribuição eletr6ni

ca deve estar localizado entre os pr6tons. Por outro lado o 

acréscimo do campo magnético faz com que o clétron tenda a 

ficar confinado em torno do eixo z fazendo com que o H; tome 

a forma de um "charuto". Esta geometria favorece a estabili-

dade a uma distância internuclear menor e justifica o campo_! 

tamento da energia de dissociação com o campo magnético. 

Em resumo, podemos afirmur que o ion molecular 

na presença s1multânea de um campo de laser e de um campo 

magnético d.c. forte tem suas características ditadas nao p~ 

la intensidade de um dos campos presentes mas sim pela rela-

ção entre estas intensidades. 
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·> 
V (r) (VI.1) 

onde P. ci'J = 1 
o 2 

B(z x r) e A(t) = 
< • 

A(x cos wt + y sen wt) te-

mos a equaçao de Schredingcr 

. ~ ~ 

ifi •Cr.t) = H •Cr,t) 

E proposta a transformação 

in(t)/11 
e 

(VI.Z) 

(VI.3) 

~ ~ 

onde ô (t), y (t) e n (t) devem ser tais que a equaçao para a 

~ 

função de onda transformada, •Cr,t), tenha a forma: 

. ~ 
il\ Hy,t) = 1[~e~ ]2 ~"' J ·• -

2 
p+-A(r) +V(r-6(t)) <i>(r,t) 

m c o 
(VI.4) 

Com a finalidade de simplificarmos a notação defi-

nimos 

"1 = ei!(t) .p/1\ (VI. Sa) 

"z = e i:YCtJ.r/1\ (VI.Sb) 

"3 = ein(t)/1\ (VI. Se) 

Usando a Eq.(VI.3) e a notação definida pelas Eqs. 

(Vl.S), a Eq. (IV.Z), toma a forma 

1 [p+ó'Ã (r)+Ó:A(t)] 2 • T c o. c 
a [-+ -+ -+ -+-] at ó(t).p+n(t) +y(t).r 

(VI.6) 
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Deve ser notado que o
3 

comuta com todos operadores 

da Eq. (VI .6) e desta maneira a ·multiplicação a esquerda por 

nos leva a: 

+ V(~-S(t)) 
• + 

• ifl .Cr,t) (VI. 7) 

onde usamos o fato que 

(VI.S) 

sendo õ
1 

e õ
2 

operadores que dependem da pos1ção ; e do mo-

+ menta p respectivamente. 

Comparando a equação (VI.7) com a (VI.4) e usando 

a relação dada pela Eq.(VT.8), obtemos: 

2 
e 

---z me 

cz 
[ A(t) +A']. p + ---"--o

Zmc 

•- _1. [tCt) .p + n(t) + ~(t) .TJ at . 

onde temos definido 

~ 

e A' 
c 

-+e"'"* "y(t) + 2C B z X ó(t) 

Desde que 

[ÃCtl • Ã· J 
mwc 

" -z- r me c (A c t) + A' ) X z J . r 

" 

(VI.9) 

(VI. 9a) 

comparando os dois lados da Eq. (VT .9), podemos escrever: 
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Ó(t) e 
= - ~-

11\C r [fi c d + ii' J UT (VI .lO a) 

+ l -· v 
y ( t) = - -z- mwc(é (t) X z) (VI.lDb) 

n ( t) 
-+2-+ ev-~2 lt l dT { IA(T) I - hCt) + 2c B zx 6(t) I 

(VI.lOc) 

·• Assim sendo o conhcci1ncnto de 8(t) nos define toda 

a transformação. Esta determinaçfio pode ser feita facilmente 

observando que 8(t) satisfaz a equaçao. 

a + e [ Ã c t l li·] é ( t) = - ~ -at me 

Sabendo que t (t) tem componentes apenas no plano 

di reçâo 
+ 

(él (t)' õ 2 c tJ, perpendicular a do eixo - Lsto e, 6 ( t) = ", 

O), usando as Eqs. (VI. 9a) e (VI .lOb e c), obtemos para as 

componentes é 1 (t) e ó 2 (t) as equaçoes: 

d 
'âT é -

l 
= -

8 + w 8 "' -2 c l 

e P, 

me 
cos wt 

e A 

me sen wt 

q conjunto de equações diferenciais acopladas aci

ma pode facilmente ser resolvido c seu resultado é dado por: 

onde 

Ó(t) = (- a sen wt, a cos wt, O) 

a = e A 
me 

l 

Desta maneira 8 (t) e dado por 

't(t)=!mw 2 c 
' v a(x cos wt - y sen wt) 

definindo assim toda a transformação. 
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