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Resumo

Podemos utilizar o conhecido método “Deslocar, cortar e refletir” para construir solugoes
exatas das Equacoes de Einstein correspondentes a espacos-tempo com distribuicoes discoidais
de matéria. Esse método consiste na introdugao de uma descontinuidade na primeira derivada
do tensor métrico. O resultado é uma solu¢ao com uma singularidade do tipo delta de Dirac
na hipersuperficie z = 0. Nosso estudo se restringiu a discos finos estaticos utilizando as
solucoes de Schwarzschild e Gutsunaev-Manko, sendo esta a representacao de um objeto massivo
com configuracao de campo magnético com simetria dipolar. Incluiu-se também o estudo da
estabilidade da érbita de particulas-teste no disco, generalizando os critérios de estabilidade de
Rayleigh e uma segunda andlise para testar a estabilidade do disco através de uma perturbacao

no tensor energia-momento.
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Abstract

We can use the well known “Displace, cut and reflect” method to construct exact solutions
of Einstein Equations that correspond to space-times with disklike distribution of matter. This
method consists on the introduction of a discontinuity in the first-order derivative of the metric
tensor. The result is a solution with a singularity of the Dirac delta type in the hypersurface
z = 0. Our study was restricted to static thin disks using Schwarzschild and Gutsunaev-Manko
solutions, being the last the representation of a massive object with magnetic field configuration
with dipolar symmetry. We include also the stability study of test-particles orbits at the disk,
generalizing the Rayleigh criteria of stability and a second analysis to test the stability of the

disk through a perturbation in the energy-momentum tensor.
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CAPITULO 1

Introducao

Grande parte das estrelas no universo se localizam em discos galaticos. Discos sao em
geral finos e planos, mas galdxias reais podem se afastar de seu plano principal em partes
externas. Discos de galaxias geralmente manifestam padroes espirais, ou seja, contém bragos
espirais, filamentos nos quais as estrelas estao sendo continuamente formadas. Mais da metade
dos discos apresenta barras, que correspondem a uma faixa de estrelas que se estende para
cada lado do ntcleo, unindo-se ao braco espiral. A maioria das galaxias apresenta um bojo
central e em certos casos um disco estelar grosso e geralmente uma pequena fragao das estrelas
se localizam em um halo estelar quase esférico [1]. O material da maioria dos discos orbita
em um sentido unico apesar de ter sido encontrado em uma fracdo das galaxias um ntdmero
significativo de componentes contra-girantes. Acredita-se que discos estelares sdo formados
pelos gases acumulados ao longo do tempo.

Solugbes que representam o campo gravitacional de um corpo com simetria axial possuem
papel importante tanto na teoria da gravitacao de Newton como na teoria da gravitagao de
Einstein, ja que a forma natural de um fluido isolado auto-gravitante, devido a conservacao
do momento angular, tem simetria axial. Os modelos relativisticos de discos, em particular,
possuem um papel importante na astrofisica, pois podem servir para modelar galaxias ou disco
de acrecao [2, 3, 4, 5, 6]. Os campos gravitacionais de discos galdticos podem ser modelados
através da teoria Newtoniana do potencial [7, 8], mas em situagoes nas quais a gravidade é

suficientemente forte ou as velocidades envolvidas sao suficientemente altas, faz-se necessario o
1



uso da teoria da Relatividade Geral. Discos podem ser usados também para modelar estruturas
laminares e o seu estudo pode contribuir a compreensao das inomogeneidades de grande escala
presentes no universo [9, 10, 11, 12].

Campos magnéticos possuem um papel importante no estudo de objetos astrofisicos como
estrelas de néutrons, anas brancas, buracos negros, pulsares e formacao de galaxias [13]-[15].
Um exemplo seria a presenca de fortes campos magnéticos em nicleos ativos de galdxias. Esses
nucleos produzem mais radiacao que o resto da galdxia e afetam diretamente sua estrutura e
evolucao. Ha, portanto, interesse astrofisico real em incorporar campo magnético em nossos
estudos. Em particular a construcao de discos finos estaticos a partir da solucao de Gutsunaev-
Manko, que representa um objeto massivo dotado de momento de dipolo magnético, sera abor-
dada. Essa solucao pode ser comparada com a de Bonnor, também associada a um dipolo
magnético, mas com o detalhe particularmente interessante de possuir como limite de dipolo
nulo a solucao de Schwarzschild.

Solugoes axialmente simétricas das equagoes de Einstein correspondentes a configuragoes
discoidais de matéria tém sido extensamente estudadas ao longo do anos. Tais solu¢oes podem
ser estaticas ou estacionarias, com ou sem pressao radial. Solugoes que representam discos sem
pressao radial foram estudadas inicialmente por Bonnor e Sackfield [16] e Morgan e Morgan
[17, 18]. Diferentes autores tém apresentado solugoes das equagoes de Einstein que representam
discos finos com ou sem pressao radial [19]-[26]. Discos finos que podem ser considerados como
fonte da métrica de Kerr foram apresentados em [27], e discos com rotacao e fluxo de calor
foram estudados em [28]. Também discos com tensao radial [29], campos magnéticos [30, 31]
e campos magnéticos e elétricos foram considerados em [32]. Superposi¢oes nao-lineares de
um disco com um buraco negro foram inicialmente obtidas por Lemos e Letelier [22]. Discos
de fluido perfeito com halos [33], disco de fluido perfeito carregado [34] e discos com halos na
presenca de campos magnéticos [35] também tém sido estudados. A referéncia [36] apresenta
uma revisao sobre discos finos.

O estudo da estabilidade é vital para a aplicabilidade e para a validagao dos diferentes
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modelos de discos citados. Se aplicarmos a estruturas estelares diferentes tipos de perturbagao,
teremos informacao sobre a formacéao de barras, anéis ou outros padroes, estaveis ou nao. A cri-
agao de barras € o resultado de uma onda de densidade radiando do centro da galéxia alterando
a oOrbita das estrelas internas. O efeito se transmite para estrelas em érbitas mais afastadas
criando a estrutura similar a uma barra. Barras sao consideradas fenomenos temporarios na
vida de uma galdxia espiral. A massa acumulada na barra compromete a estabilidade da
estrutura, o que pode levar ao desacoplamento de uma segunda barra. Essa estrutura é a insta-
bilidade predominante nos discos e a presenca de um halo massivo auxilia na manutencao da
estabilidade. Ja a formagao de anéis é um fenomeno de ressonéancia, devido a rotagao da barra
ou de perturbacoes nao simétricas no movimento do gas do disco.

Em Relatividade Geral, a analise da estabilidade geralmente é feita estudando o movimento
da particula ao longo de geodésicas e isso pode ser feito generalizando o critério de estabili-
dade de Rayleigh [37] para o contexto de Relatividade Geral, (ver [38] para aplicagoes deste).
Esse critério é valido apenas para particulas isoladas no disco e, portanto, é muito restrito.
Podemos realizar uma andlise mais extensa fazendo uma perturbagao geral em primeira ordem
nas componentes temporal, radial e azimutal do tensor energia-momento do fluido, observando
o comportamento das equacoes de conservagao perturbadas. A perturbacao considerada nao
modifica a métrica de fundo obtida da solucao das equacoes de Einstein, ou seja, sao tratadas
como “matéria teste”. A andlise do movimento de particulas-teste eletricamente carregadas
pode ser encontrada em [39].

Esta dissertagao possui como principal foco o estudo de solucoes do tipo disco e suas esta-
bilidades, e estd organizada da seguinte forma: No capitulo 2 apresentamos uma revisao dos
conceitos em Relatividade Geral utilizados nos demais capitulos. No capitulo 3 apresentamos
duas solugoes exatas das equacoes de Einstein que constituem a base dos discos estudados nesse
trabalho. No capitulo 4 discutimos o formalismo de campos tensoriais como distribuic¢oes, o que
permite o calculo das propriedades da matéria que constitui o disco a partir do tensor métrico.

Estudamos também a geragao de discos finos na teoria Newtoniana e detalhamos o método



para gerar discos finos a partir de uma determinada métrica. No capitulo 5 fazemos analises
analiticas e numéricas da estabilidade de solugoes de discos finos. No capitulo 6 apresenta-
mos os resultados obtidos e fazemos alguns comentérios sobre esses resultados. Finalmente, no

capitulo 7 resumimos os pontos importantes do trabalho e fazemos as discussoes finais.



CAPITULO 2

Conceitos Basicos em Relatividade Geral

A Relatividade Geral é formulada em um espago de Riemann quadridimensional com o
sistema de coordenadas descrito por z*, de modo que indices gregos assumem os valores 0,1,2,3
e indices repetidos sao somados sobre esses valores [40]. Neste capitulo serao expostos alguns
conceitos uteis em Relatividade Geral que utilizaremos nos tépicos subsequentes. Serd utilizado

o sistema de unidades naturais, nas quais ¢ = G = 1.

2.1 Equacoes Geodésicas

Para descrever uma certa geometria em um espaco-tempo quadridimensional temos o ele-
mento de linha geral:

ds* = g, da'dz”, (2.1)

de modo que a trajetdria seguida por uma particula na auséncia de forcas atuando sobre ela é

a geodésica e pode ser escrita generalizando a Segunda Lei de Newton para o caso em que nao
h& nenhuma forca externa (d2#/dt*> = 0). A equacio da geodésica é:
d%at da¥ dz*

", ———=0 2.2
dr? T dr dr (2:2)

onde 7 é o tempo préprio e I' | é o simbolo de Christoffel e pode ser representado por:

. L
FluA - §gu (gO'l/,/\ + Gorv — gl//\,o) ) (23)

e a virgula denota a derivada parcial em relacao a variavel correspondente.
5
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2.2 Método das Tétradas

Em calculo tensorial muitas vezes é vantajoso utilizar uma base ortonormal, o que nao

é satisfeito pela base coordenada % na maioria dos casos. Introduzimos entao uma base

de tétradas de quatro quadrivetores linearmente independentes e(af . Para uma analise mais

detalhada desse formalismo, veja [41, 42] .

Definimos em cada ponto do espaco-tempo uma base de quatro vetores contravariantes,

¢y (a=1,2,34), (2.4)

onde a denota os indices da tétrada e p os indices do tensor. Associados aos vetores contravari-
antes temos os vetores covariantes
S v
Clay = Juwe(q) - (25)

Definimos a inversa e(b)u da matriz [e,)'] (a numera as linhas e ;1 as colunas) de modo que:

e(agbe(b)ﬂ = 5(b)(a) e e(ag‘e(az, =", (2.6)
A base deve satisfazer ainda

Ca) €O = Ma)(®)> (2.7)

onde 7)) ¢ a matriz simétrica constante cujos elementos da diagonal sao (1,—1,—-1,—1). A

inversa de 7@ € n@®  de modo que

a b
O ey = 59, (2.8)
€ com iSSO, podemos escrever

(a)(0) (b) (a) (2.9)

N6 € = e 1@ =), e ewue®, = g

A projecao de um vetor ou tensor na base de tétradas é dada por
A = e@ud" =e A,

(2.10)

s

Al — H(a)(b)A(b) - e(“LA“ — e@n 4
ou de maneira mais geral,

Ty = e@uemp T = ey eq Tu- (2.11)
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2.3 Tensor Energia-Momento

Distribuigoes continuas de matéria em Relatividade Geral sao descritas pelo tensor simétrico
T, o chamado tensor energia-momento. A componente temporal 7% corresponde & densidade
de energia do fluido, as componentes 7% & densidade de momento na direcao z° e T% ao fluxo
de energia através da superficie z'. Como T é simétrico, o fluxo de energia serd igual a
densidade de momento. Por fim, as componentes espaciais 7%, (i,j = 1,2, 3) correspondem &
i-ésima componente da for¢a por unidade de drea exercida através da superficie cuja normal
estd na direcdo 27, ou seja, é a pressao. Para um fluido perfeito (um fluido sem viscosidade e

sem condugao de calor), o tensor energia-momento tem a forma

p 0 0 0
0 —P 0 0
Th =
0o 0 —-P 0
0 0 0 -—-P
Diagonalizando, temos
T = pegyeqy + Peylen) + Pegleq) + Peyey) (2.12)

= (p+P)U'U" — g"P,

onde foi considerado e(lf = (U*0,0,0).

Podemos utilizar o tensor energia-momento de um fluido perfeito para modelar matéria em
diversas situacoes, dentro de estrelas de néutrons, gas de galaxias e radiacao césmica de fundo,
por exemplo [43]. O tensor energia-momento deve satisfazer ainda a relagao

™, =0, (2.13)

chamada de conservacao local do tensor energia-momento.
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2.4 Equacodes de Einstein

As equacoes de Einstein, que relacionam curvatura com distribuicao de matéria, podem ser

escritas como:

1
R, — 59“"7?' =811, (2.14)

onde T}, ¢ o tensor energia-momento da fonte geradora do campo gravitacional, R, é o tensor

de Ricci, que escrito em termo dos simbolos de Christoffel é dado por:

R/W = F/.Atl/,)\ - F:\L)\,u + Fi\w KU - FZA]‘—‘I}/\J (215)

e por fim, R é a contracao do tensor de Ricci, também chamado de escalar de Ricci

R=g"R,, (2.16)

Note que R, depende da derivada até segunda ordem de g,,,, dessa forma, as equacoes de
Einstein sao equivalentes a um sistema acoplado de equacoes diferenciais parciais de segunda
ordem nao-lineares para as componentes da métrica. Para T}, = 0, ou seja, em uma regiao sem

fontes de campo gravitacional, temos as equagoes de Einstein no vacuo (ou solugoes exteriores)

Ry, = 0. (2.17)



CAPITULO 3

Solucao de Schwarschild e

Gutsunaev-Manko

Este capitulo sera destinado a obtencao de duas solugoes das Equacoes de Einstein, a solucao
de Schwarzschild nas coordenadas de Weyl, fundamental para objetos astrofisicos compactos e
que serd o limite assintotico da segunda solugao de interesse: a solugao de Gutsunaev-Manko,
com a inclusao de campo magnético. Comentaremos também sobre a solucao de Bonnor que
representa um objeto dotado de dipolo magnético de modo a fazer uma comparacao entre as

solugdes com campo magnético.

3.1 Solucao de Schwarschild

A maioria dos métodos para gerar solugoes axialmente simétricas sdo aplicados usando as
coordenadas canonicas de Weyl devido a sua propriedade de linearizacao parcial das equacoes
de Einstein. Usando as coordenadas de Weyl (¢,7, z,¢), a métrica axialmente simétrica pode
ser escrita na forma:

1
ds® = fdt* — 7 (€ (dr? + d2%) + r?de?] (3.1)

onde f = f(r,z) e y = 7(r, z). As equagdes de Einstein no vacuo podem ser escritas de acordo

com a Eq. (2.17).
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Figura 3.1: Coordenadas de Weyl

Usando a métrica (3.1), vemos que as equagoes de Einstein podem ser escritas como o

seguinte sistema de equagcoes diferenciais:

r

Vo = 4—P(f,3 — 12, (3.2)

Ve = Qszf,erz, (3.3)

Vorr F Ve = —4—;2({3 + 1), (3.4)
_fr, et fe) (AR

o=t T E (3.5)

Pela condicao de integrabilidade v,, = 7., ou substituindo diretamente as equacoes (3.2-

3.3) na equacao (3.4), obtemos a relagao:

V- [%ﬁf] =0. (3.6)

Lembrando que estamos utilizando coordenadas cilindricas, logo V= 70, + 20,. Vemos que

apesar da nao-linearidade das equagoes de Einstein, chegamos na equacao (3.6), que pode ser
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considerada linear se fizermos a mudanca f = ¢V. Com essa condicio, a equacio (3.6) assume
a forma

V2U = 0. (3.7)

Podemos ver que esta tltima relacao corresponde a equagao de Laplace. Uma vez conhecida a
fungao métrica f(r, z), a funcao ~(r, z) é calculada por integragao direta das equagoes (3.2) e
(3.3).

A solucao de Schwarzschild pode ser obtida resolvendo o sistema de equacoes, mas aqui
faremos apenas a apresentacao da solucao de Schwarzschild por comparacao entre a métrica
de Weyl (3.1) e a métrica de Schwarzschild em coordenadas esféricas isotrdpicas [44]. Para
tal célculo, primeiro transformamos a métrica de Weyl a coordenadas esferoidais prolatas e
as esferoidais prolatas em esféricas. Esse procedimento é 1til para simplificar a passagem de
coordenadas axialmente simétricas para esféricas.

As coordenadas esferoidais prolatas x e y sdo definidas segundo a transformacao [45]

r o= WP/ (3.8)

z = kuxy,

onde k = constante e (7, z) sao as coordenadas de Weyl. A coordenada y se encontra no intervalo
de [—1,1] e a coordenada z no intervalo [1,00). As curvas para = constante sao elipses e para
y constante sao hipérboles no plano r — z, como mostrado na Fig. 3.2. Considere um ponto
qualquer nesse plano, e dq, d, sao as distancias do ponto até os focos I e Fy, respectivamente.
A soma das duas distancias é dy + dy = 2kx e a diferenca é d; — dy = 2ky, com os focos F} e
Fy localizados em z = —k e z = k. Observe ainda que para valores muito grandes de x, r — x,
de modo que = pode ser aproximado pela coordenada radial.
Com isso, podemos reescrever a métrica de Weyl na forma
k2 dax? dy? k2

i C s St Rl vy R | Rl

Fazendo agora uma transformacao de coordenadas do tipo esferoidais prolatas a esféri-

(2% = 1)(1 = y*)dy*. (3.9)

cas, podemos comparar as componentes dessa métrica com as correspondentes da métrica de
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Figura 3.2: Coordenadas esferoidais prolatas para k = 1.

Schwarzschild. Para uma transformacao da forma
r=u(R), y=cosb, (3.10)

onde u(R) deve ser determinado. A métrica de Weyl em coordenadas esféricas pode ser escrita

utilizando essa transfomacao como:

kQ 2 dR2 ]{2
ds? = fdt? — = (u? — cos? 0) {U’R + dOQ] — —(u* — 1) sin® 0d?. (3.11)

f u? —1 f

Comparando agora as componentes dessa métrica com as componentes da métrica de Schwarzschild

2 om\ '
ds? = (1 - %) dt? — <1 - %) dR? — R*d0® — R?sin® 0d?, (3.12)
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obtemos que as seguintes relagoes devem ser satisfeitas

2m
foam (3.13)
2002
w _ g (3.14)
k:ZeZW(qu—COSQQ) _ R (3.15)
e )

E isso nos permite transformar a métrica de Weyl na métrica de Schwarzschild se supormos
que

1
:E(R—m), y=cosf, k=m. (3.17)

Usando essa transformacao, vemos que a solugao de Schwarzchild escrita em coordenadas

de Weyl é

Tz —1
— .1
/ r+1 (3.18)
2
27:357_1 3.19
€ x2_y27 ( )

comz>le—-1<y<l.
Fazendo a transformacao para coordenadas esferoidais prolatas, vemos que essas duas equacoes
satisfazem as Eqgs. (3.2)-(3.5). De fato, em coordenadas esferoidais prolatas a Eq. (3.6) pode

ser escrita na forma

(e -ne.) +(G0-01) =0 (3.20)

cujas solugoes podem ser escritas via polinomios de Legendre de primeira e segunda espécie (P,

e (0,) para o caso assintoticamente plano como

[ee)

= 4nQu(x) Pa(y). (3.21)

n=0
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Uma solugao particular dessa equacao é
f=(r—1Ma+ 1) (3.22)

cujo caso A = 1 corresponde a solucao de Schwarzschild fora do horizonte, como mostrado por
[46] e [47].

Da condigao « > 1 temos que

x:§—121—>R22m, (3.23)
m

mostrando que a solucao é valida fora do horizonte de eventos.

A fungao y(z,y) pode ser calculada com as equagoes

e ﬁ (@ =) =y)@fe = 2f ) e —af20 -], (324)

1
AP )

Assim chegamos a uma métrica com simetria esférica que representa a solucdo externa a

(2% = D)(A = y*) 22 fo —yfy) fy +yfalz® = 1)%]. (3.25)

um buraco negro estatico e neutro. As coordenadas usuais sdo recuperadas quando feitas as
transformagoes (3.17).
3.2 Solucao de Gutsunaev-Manko

Nesta secao iremos derivar a solu¢ao de Gutsunaev-Manko, que representa um objeto mas-
sivo com dipolo magnético, a partir da solucao de Weyl.
3.2.1 Equacgoes de Einstein-Maxwell para o Dipolo Magnético
Problemas do tipo eletro-vacuo no contexto de Relatividade Geral sao resolvidos por meio
das equagoes de Einstein-Maxwell
EM
Gop = 8T 5", (3.26)

F = —4rJ* =0, (3.27)
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onde G,z ¢ o tensor de Einstein, TO(LB ) 6 0 tensor energia-momento eletromagnético associado
ao sistema, F*% é o tensor de Maxwell e J é a quadri-corrente. Igualamos a segunda equacio a
zero pois queremos estudar apenas o caso estatico e no vacuo. Devido a anti-simetria do tensor

de Maxwell, a Eq. (3.27) pode ser reescrita como

1 «
e (V=9F°?) ; =0, (3.28)
onde g ¢é o determinante da métrica de Weyl
re?"

V=g = — (3.29)

Podemos calcular o tensor eletromagnético utilizando o quadri-potencial do campo eletro-
magnético, escolhido de acordo com o nosso interesse, que nesse caso é a manifestacao de apenas
caracteristicas magnéticas, em particular do tipo dipolo magnético. Para esse caso é possivel
notar a existéncia de um eixo preferencial, o eixo do dipolo. Por isso utilizamos uma métrica
com simetria axial como a (3.1).

De modo geral, para uma dada métrica g,z, 0 tensor energia-momento eletromagnético ¢é
dado por [40]:

EM 1 ;1 -
Iy ):_E FarFy " = 005 FarF | (3.30)

onde o tensor de Maxwell, F3, é definido como

Fop = Aap — Apa (3.31)

onde A, ¢ o quadripotencial do campo eletromagnético. Para definir esse quadripotencial de
forma a representar um dipolo magnético, consideramos que ele possui apenas componente

angular [48]. Dessa forma, podemos escrever o quadripotencial como:
A, =10,0,A,,0], (3.32)

com A, = A,(r, 2).
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Com isso, o tensor de Maxwell pode ser escrito como:

0 0 0 0
0 0 —A,, 0

Fos = (3.33)
0 A, 0 A,
0 0 —A,. 0

Utilizando as equagoes de Einstein-Maxwell (3.26), e sabendo que as componentes nao-nulas

do tensor de Einstein sao

Gu = - 41 Br(f2 + £2) = A (fro + o) + A0 P+ A0S, (334)
Grr = —Gox = gl + 172 = 1) (3.35)
G = Gu= 5@ =11l (3.30)
Gop = 4f2;7[(f + f2) + 42 (e +7,22)), (3.37)

podemos obter as equagoes diferenciais para o caso do dipolo magnético no contexto de Rela-

tividade Geral:

v = B2 S ), (3.38)
v, = gf’}f’er?AwAw, (3.39)
oot = —i%—ﬁﬁimmﬁ,z» (3.40)
oo eth <f,%f2f2> TR 5.41)

Utilizando a condicao de integrabilidade ~,. = 7,.,, bem como substituindo as equagoes

(3.38-3.39) na equagao (3.40) e utilizando a equagao (3.41), podemos obter o sistema de equagoes

ﬁ-(%ﬁ@) = 0, (3.42)

V- (lﬁf 2f

LANVA) = .
7 v ) 0, (3.43)



3. Solucio de Schwarschild e Gutsunaev-Manko 17

e essas equacoes podem ser escritas também na forma

<£A%T),r + <£A%Z>7z =0, (3.44)

r 2f r 2f B
<?f,7“ - 7A¢A¢>,r> . + (?f,z - 7A¢A¢;’Z>’Z = 0 (345)

Calculando as componentes da quadri-corrente, vemos que J! = J" = J* = 0 e para que

todas as componentes sejam nulas, a componente J¥ deve satisfazer

(iAW) +<iAW> =0. (3.46)
r ,T r 4

Note que essa condigao é justamente a Eq. (3.44), o que confirma que todas as componentes
da quadri-corrente sao nulas.
3.2.2 Solucao das equacgoes de Einstein-Maxwell para o caso do Dipolo
Magnético

Para resolver o sistema de equagoes (3.42-3.43) (ou (3.44-3.45)), utilizamos as coordenadas

esferoidais prolatas

r=kva?—1y/1—vy? z=kuxy, (3.47)

com [49]
- 1
V = m [ii’\/ 72 — 1890 + Z)\/ 1— yZay] (348)
-~ 1
V2 = m{@ [(* = 1)8,] + 9, [(1 —4*)0,)}, (3.49)
de modo que as equagoes (3.42-3.43) podem ser reescritas como
f f
(1_—y2A¢,w> + <mAwyy) — O7 (350)
@ Y
(z* = 1) 24, (1-9*) 24, f
— A — A = bl
(720 mtrgter) + (720 i) =0 @30

Para a substituicao
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a=f+A, e = f— A, (3.52)

onde A, é relacionado ao potencial eletromagnético de modo que este satisfaca as equagoes

de Maxwell automaticamente

_ fALP:y
Aoz = W= 1) (3.53)
__fA
Acw k(1 —y?)

Com a mudanca para €; e €, podemos reescrever as Egs. (3.50) e (3.51) como

(61 + &)V = 2(Ve)?, (3.54)
(61 + &)V = 2(Ve)? (3.55)

Se €} e € sao solugoes das Egs. (3.54) e (3.55), entdo essas equagoes também sao satisfeitas

por €1 e €5 dados por

0 () +e)(1 —a)(1-b)

R (1 —ab) +ylb—a)+(1—a)(1—-0b) (3:56)
0 (€0 + (1 +a)(l+0b)

@S e ) ya—D+ (I +a)1 D) (3:57)

onde as fungoes a e b sao definidas pelos seguinte sistema de equacgoes diferenciais

[(1+a)N — (2 — y)(1 — a®)d,](ed — €3,
[(1+a)NS = (2 — y)(1 — a®)3,](e2 — €3,
[(1+ )N + (2 +y)(1 - 029, — ),
(

[(1+ )N + (2 +y)(1 - 02, )(&) — &),

2(x — y)(el—keg)am = 2aN( &) +€d)
)

(
20 —y)(6 + e)ay, = 24N (&) + €

n
(€1 + €3) 2) +
2z + )+ b, = 26N (9 +€2) +
20z + ) (& + )b, = 26N (0 + ) +

)
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onde Ni™ e N5 sdo os operadores

NF = (eyF D0, + (1- 30, (3.58)

Ny —(2* = 1)9, + (zy F 1), (3.59)

Para a situagao na qual A, = 0, temos

0 =€) =/f =exp(¥), (3.60)

onde 1 é qualquer solucao da equacao de Laplace. Podemos escolher ¢ como

1 z—1 rz—1
=—=1 nLn ) = L4 .
Y 2n<$+1>+a(a )ln<az+l) n=1,2 (3.61)

onde L, é o operador dado por

y(z> = 10, + 2(1 —y*)9, "
L, = { =) vio. (3.62)
Assim, encontramos uma familia de solugoes das equacgoes de Einstein-Maxwell
el 2[z(1 — a’a®b?) + ?y(b* — a?) — a?(a — b)? + (1 — a?ab)?] 2 (3.63)
[2(1 + a?ab) + 1 — a?ab]? — a?[y(a+ b) + (a — b)]? '
~ 20e?[z(a —b)(1 + oab) — y(a+b)(1 — o’ab)] (3.64)
7 [2(1 4 a2ab) + 1 — a2ab]? — a?[y(a + b) + (a — b)]? '
E o sistema de equacoes diferenciais para a e b pode ser reescrito como
_ 2
agz — a(xy 1)10717 + (1 Y )@Z),y’ (365)
r—y
—(22 = 1), -1
0y = o ZDert @y =Dy (3.66)
r—=y
Dy, + (1 —y?
—(2® = 1), 1

Tty
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Supondo que «a,, = 0, obtemos

2 —1

= — 3.69

a Z—y (3.69)
21

b = YT (3.70)
T+y

e assim, € e €3 sao

r—1[2>—y*+a%(r+1)? - 2ayva? —1
€1 = 5 (371)
r+1 |22 —y?2+a?(x —1)2 — 2ayva? —1
r—1[22—y*+a*(x+1)? 4+ 2ayva? —1
€ = . (372)
r+1 |22 —y?2+a?(x — 1)+ 2ayva? —1
Assim,
8atry(x — 1)
— 3.73
A, (#2 — % + a2(x — 1)2)2 — 4a2y2(22 — 1) (3.73)
; r—1\ [(2? — 9?4+ a?(2? — 1)) + 4222 (1 — y?) (3.74)
r+1) [(22 —y?+ o?(z — 1)) — da?y? (2?2 — 1) '
e da Eq. (3.73) podemos escrever o potencial eletromagnético
. 4ka(1 — ) [2(1 + a?)z® + (1 — 3a?)2? + y? + o] (3.75)
7 (T4 a?)[[a? — y? + a2(2? — 1)]2 + 4a222(1 — y2)] '
Podemos escrever ainda a fung¢ao métrica v em termos de €; e €
Ve = 4(1-— y2) [x(xQ — 1)61,1:62,1: — (1l — y2)€1,y€2,y - y(x2 — 1)(6171;62"74 + 617y€2’x)] (3.76)
. (2% —y?)(e1 + €2) '
N, = 4(1_2 . 1) [y($2 - 1)617162,17 - y(l - yz)el,yGQ,y + CE(l - 92)(61,162,;, + 61,y€2,z)] (3 77)
g (@ — )1 + e2) 8
Finalmente,
oy (=1 [~ 2 + a2 — D 4 d0%2(1 — )]t -
e = x2 — 2 (1 + a2)8(x2 _ y2)8 ’ ’ )
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3.2.3 Estudo da Solugcao de Gutsunaev-Manko

De acordo com a Eq. (3.9) podemos escrever a métrica de Gutsunaev-Manko em coorde-

nadas esferoidais prolatas

dx? dy? k2

k,2
ds* = fdt* — —e* (2% — ¢* + — —(2® = 1)(1 — y*)dy>. 3.79
Fazendo a transformacao de coordenadas
1
xr = E(R —m), y = cosb, (3.80)

podemos verificar o comportamento assintético de f, e v para grandes distancias (R — 00), e

para tal andlise é conveniente fazer uma expansao em séries de poténcias de R~!. Dessa forma:

B 2(1 — 3a?)k ~
f=1="rar HOF) (381)
oy k?sin?0(1 — 3a?)? .
e =1- 17 )i + O(R™?), (3.82)

Podemos ver das equacoes acima, que para Schwarzschild ser nosso limite assintético,

m(1+ a?)
k=——7—= 3.83
(1 —3a?) (3.83)
E para grandes distancias temos que
2m _3
f:l—f+O(R ) (3.84)
e =1+ 0O(R7?). (3.85)
Fazendo o mesmo para o potencial eletromagnético
A 8m2a’sin?0  12m3adsin’ @ N (’)(R_?’). (3.86)

= +
Y (1-3a2)2R (1 —3a2)2R?
Podemos ver que a forma assintética para o potencial eletromagnético é do tipo dipolar

magnético, de modo que podemos definir 0 momento magnético (1) como
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8m?a?
H= (1_72)27 (3.87)
e assim,
psin? 6 L,
Ay = —p— + O(R). (3.88)

Note que para o = 0 recuperamos a solucao de Schwarzschild.
Para que a solugdo de Gutsunaev-Manko possua um horizonte de eventos, assim como a

solucao de Schwarzschild, precisamos que x satisfaca

1
x:E(R—m)Zl—LRijLm. (3.89)
Substituindo &
2
R> 2m(1—a%) (3.90)
(1 —3a2)

Para o = 0 retomamos o raio de Schwarzschild. Note ainda, que para garantir que a solucao
seja vélida fora do horizonte, o parametro o deve satisfazer:
-1 1

7 <a< 7 (3.91)

E finalmente, podemos escrever o elemento de linha que descreve o campo gravitacional

exterior de uma massa dotada de momento de dipolo magnético na forma

d? = fdt* - % {627 {(R— m)? — %COSQ 9]

— ((R —m)? — %) sin? 9d<ﬂ2} , (3.92)

<(R —m)? — %) B dR? + do?

Cco1m

- 2m(1 + o?) M?
= <1 - (1-302)R+ 4ma2> N2’ (3.93)
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[(1—3a?)*(R—m)? —m?(1+ o)) M*
[(1—=3a2)2(R—m)? —m2(1+ a?)%cos? 6]

2y _

E o potencial nessas novas coordenadas

- 4m2a3 P sin? 6

A =" " 7
7 (1-3a2)M

onde

M = [(1-3a%*R—m)*—m*(1+a?)(a®+ cos?0))?

+4m?a*(1 — 3a°)*(R — m)*sin? 6,

N = [(1-3a%)(R—m)—ma??+m*a® — (1+a?) cos’ ]

—4m?*a?[(1 — 3a*)*(R — m)* — m*(1 + a?)?| cos? 0,

P =(1-3a*)?2R—m)(R—m)*+m*(1+ a?)*(a® + cos*0).

(3.94)

(3.95)

(3.96)

(3.97)

(3.98)

Observe que o resultado obtido na Eq. (3.93) difere de um sinal no denominador do resultado

apresentado por Gutsunaev e Manko no trabalho [50], onde foi constatado um pequeno erro na

transformacao para as coordenadas (R, 0).

3.2.4 Solucao de Bonnor

Bonnor derivou uma solucao especial das equacoes de Einstein-Maxwell partindo da solucao

estacionaria de Kerr, de modo a obter uma fonte massiva estatica dotada de momento de dipolo

magnético [51]. A solugao obtida por Bonnor foi:

P\’ y2p? ZY?
ds® = <_> dt* — (dR® + Zd%) — —55- sin® 6y’

Y Q37

A=(0,0,0,A,) = (0,0,0,

2mbR sin®
P )

(3.99)
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onde

P = R?>—2mR — b? cos? 0, (3.100)
Q = (R —m)* — (b +m?) cos® 6,

Y = R? — b*cos? 0,

Z = R* —2mR — b*.

A solucao é assintoticamente plana e para m = 0 a solucao ¢é plana. Essa solucao é carac-
terizada por duas constantes arbitrarias, m e b relacionadas a massa da fonte M = 2m e ao
momento de dipolo magnético 1 = 2mb, obtidos a partir do comportamento assintético de g%
e A, respectivamente. A solugdo de Bonnor pode ser interpretada como dois polos magnéticos
de forca —m e m situados no eixo de simetria e separados pela distancia 2b.

Para b = 0, ou seja, eliminando o momento de dipolo magnético, a métrica se torna

2m )\ 2 2 2 25in26\ °
ds® = (1——m) dt2—<1——m> (1—%@%@19) [dR? + (R — 2mR)d6?]

-1
—R%sin?0 <1 - 2%) d?. (3.101)

Mesmo representado a solucao para um dipolo magnético, a solucao de Bonnor se diferencia
da solugao de Gutsunaev-Manko uma vez que, ao se anular o momento de dipolo magnético,
esta se reduz a solucao de Schwarzschild, enquanto a primeira se refere a um monopolo de massa
2m adicionado de termos de multipolos com massas maiores. Ainda assim a solu¢ao de Bonnor
tem sido amplamente estudada, como pode ser visto por exemplo em [52] e mesmo sendo de
utilidade puramente tedrica, essa solucao pode ser 1til para inserir a analise do movimento de
particulas sujeitas ao dipolo magnético de Bonnor e do aparecimento de caos em Relatividade

Geral [53].



CAPITULO 4

O Método “Deslocar, Cortar e Refletir”

Neste capitulo sera feito um resumo da teoria da gravitagao Newtoniana, em especial a
geracao de solucoes exatas da equagao de Poisson que representam discos finos. Uma revisao do
método das imagens da eletrostatica e uma breve apresentacao do formalismo de Lichnerowicz
para o tratamento de campos tensoriais como distribuicoes serao apresentadas. Apds essas
revisoes introduziremos o método “deslocar, cortar e refletir” para construcao de discos finos

em Relatividade Geral.

4,1 Gravidade Newtoniana

Na teoria da gravitacao de Newton, podemos escrever a equacao para uma particula que

interage com outras através da equagao de Poisson para o potencial ®(z, vy, 2):
V20 = dmp, (4.1)
onde p(z,y, z) é a distribuicao de massa das particulas e a equa¢ao de movimento é

d?*v -
d_tz = -V, com 7= xT + yy + 22. (4.2)

Para p = 0, ou seja, quando a particula se encontra em uma regiao sem outras massas, a

equacao de Poisson se reduz a equacao de Laplace

V20 = 0. (4.3)
25
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Solugoes da equacao de Poisson que representam discos finos podem ser construidas a partir
de solugoes da equagao de Laplace usando uma variagao do método das imagens [54], como
mostrado na Figura (4.3).

Como exemplo, tomemos o potencial associado a uma particula pontual:

O = % (4.4)

Primeiro desloque a particula para a posicao z = —zp. Entao o plano z = 0 divide o espaco
tridimensional em duas partes: a inferior, que contém a massa pontual e a superior, sem a
massa. Fagamos uma reflexao no plano z = 0 da parte sem a massa.

Esse procedimento é equivalente a fazer a transformacao [55]
z = 2o+ |2 (4.5)

O potencial do disco resultante é

o= o . (4.6)
2+ (20 + |2])?

A densidade superficial adotada pode ser calculada com a equagao de Poisson, lembrando
que |z], =20(z) — 1 e |z]| .. = 20(2), onde 0(z) é a funcao de Heaviside e d(z) é a funcao delta
de Dirac:

mz
“”:Eﬁfiﬁﬁ (4.7)

O gréfico de o/m da Figura 4.1 indica que o disco possui uma concentragao de massa central
que decai rapidamente com a distancia. QQuanto menor zy, maior é o maximo da densidade.

Outras solucoes da equacao de Laplace podem ser obtidas usando o principio da super-
posicao. Devido a linearidade da equacao de Laplace uma soma de solucoes desta equacao
também é solugao. A superposicao dos potenciais associados a um disco e uma massa pontual
pode ser escrita como:

M m

o.M _ 4.8
R 2+ (20 + |2])? (4.8)
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Figura 4.1: Gréfico de o/m para o disco Newtoniano com parametros zy = 0.6 (maximo supe-

rior), 0.8, 1.0 e 1.2 (méximo inferior)

e pode ser usada para representar a gravidade de um nicleo atrativo de massa M localizado no
centro de um disco fino de massa m. Em outras palavras, um modelo simples de galaxia com

um objeto central.

4.2 O Método das Imagens

O método das imagens na eletrostatica é aplicado para cargas pontuais na presenca de
condutores aterrados ou em um potencial fixo [56]. Considere que uma carga pontual ¢ é
mantida a uma distancia d sobre um plano condutor infinito aterrado (Fig. 4.2a). Queremos
saber qual é o potencial na regiao acima do plano. Para resolver esse problema, considere a
configuragdo em que uma carga imagem —q é colocada diametralmente oposta a ¢, de modo
que qualquer indugao de cargas no plano por ¢ serd cancelada pelas cargas induzidas por —q

(Fig. 4.2b).
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@ (b)
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Figura 4.2: Ilustragdo do método das imagens. (a) Carga puntual na presenca de um plano

condutor aterrado. (b) Carga puntual e carga imagem, & mesma distancia d do plano z = 0

Nessa nova configuracao nao temos mais a intervencao do plano infinito.

Dessa forma o potencial pode ser escrito como [57]

1 q q

Viz,y,z) = — , 4.9
(:9.2) dmeo | /22 +y* + (2 —d)2 22+ 2+ (2 + d)? (4.9)
onde ¢y é a permissividade elétrica do vacuo.
Temos ainda que
V=0, sez=0 (4.10)

V=0, sex?+1y?+22 = o0

4.3 Campos Tensoriais como Distribuicoes

Vamos seguir aqui o desenvolvimento feito em [58]. Se T, U sao dois campos tensoriais
definidos sobre o espago-tempo €2, denotaremos como (7',U) seu produto escalar no ponto
x e . Seja D(Q) o espago de campos tensoriais com suporte compacto e uma classe de
diferenciabilidade determinada. Uma distribui¢ao tensorial 7" é um funcional linear sobre D(£2)

definido como [59]:
(T,U) = /Q (T, U)/=gd"z, (4.11)
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com U € D(2) e T é um campo tensorial localmente somavel.

Seja ¥ uma hipersuperficie em {2 descrita pela equagao
¢(z?) =z =0, (4.12)
onde ¢ é uma funcao suave das coordenadas z%, e pelo vetor normal
Ng = bq=0- (4.13)

e a ultima igualdade é vélida para o caso de discos finos.
A hipersuperficie ¥ divide o espaco tempo em duas partes, Q7 = 2%:2>0e¢ Q° =

x%: z < 0, de tal forma que se pode introduzir a fun¢ao de Heaviside 6(z), definida como

1, sez>0
0(z) = 1/2, sez=0. (4.14)
0, sez<0

Além disso, podemos escrever a primeira derivada da funcao de Heaviside como 6 , = §26(2),
onde 0(z) é a funcao delta de Dirac com suporte sobre a hipersuperficie X.

Assim, para toda funcao F

Fé(2)y/—gd*z = | FdV (4.15)
J /.

onde dV é o elemento de volume invariante induzido sobre a hipersuperficie 3.

Segue entao, da defini¢ao de 6, que para todo campo tensorial U(z) definido sobre € [60, 61]

0(1—0),U(z)) = /QU(x)Q(l —0)v/—g d*z (4.16)

- [ v -ov=gds
- 0.
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U(x)0*/—g d*z
U(x)0y/—g d*x
U(x)y/—g d*z.

I
S—5—5—

+

Ux)(1 —0)*/—g d*z
Ux)(1 = 0)y/~g d'x
U(x)y/—g d*z.

I
S—5—5—

05(2),U(z)) = J{;(J(x)ed(z)\/ifg &'z
= Llf(l“)eb
= §U($)\z
(1=052).U@) = [ U@ =053 d's
= Ul -0
= §U(l‘)\z

o que prova, no sentido de distribuicoes, as identidades

01—6) = 0
0 = ¢
1-02 = (1-9)
(1-0)8(2) = 05(2) = =6(2).

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)
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Se um campo tensorial definido em €2 tal que 1" e suas derivadas possuem descontinuidades

finitas através de X, podem ser definidas distribuicoes em termos de 7' na forma

(TP =T0+T(1-0)
e em termos da derivada de T', ou seja (1',)
(Ta)? =T30+T,(1-0),

de modo que

T+, em QF
T'=q Tx=3T"+T7), em .
T, em Q~

Usando as identidades demonstradas acima, podemos provar que
(T)a = (Ta)” + [T1550(2),
(TU)? = (T)"(U)",
[TU] = Us[T] + [U]Ty,
onde [T] é o salto de T através de X, definido como:
[T]=T"s - T |s.

4.4 O Método “Deslocar, Cortar e Refletir”

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

O método “deslocar, cortar e refletir” (DCR) pode ser aplicado para a construgao de discos

finos a partir de dadas solugoes das equagoes de Einstein. Podemos separar o método de

acordo com os seguintes passos. Primeiramente escolhemos uma superficie que divide o espago

contendo uma fonte gravitacional compacta em dois. No nosso caso tomaremos o plano z = 0,

de modo que uma parte contém a singularidade e a outra nao.
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(b) (©
(@)

Zy

Figura 4.3: Representagao do método “deslocar, cortar e refletir”. (a) Superficie divide o espago
em duas partes (linha tracejada). (b) Elimina-se a parte com a singularidade. (c) Reflete-se o

campo da regiao sem a singularidade no plano.

Em segundo lugar, descartamos a parte do espago com a fonte e por fim utilizamos o
plano para fazer a inversao da parte nao-singular [62]. Na (Fig. 4.3) temos esse procedimento
esquematizado para o campo gravitacional de uma massa puntual.

O resultado desse método serd o espago com uma singularidade que é uma funcao delta
com suporte na superficie z = 0 [63]. Esse procedimento equivale a fazer a transformacao
matemadtica z — |z| + zp a um potencial gravitacional, onde z; é uma constante positiva.

Nosso disco, que esta localizado em z = 0, divide a regiao 2 do espago-tempo em duas
partes, Q1 e Q~ onde z > 0 e z < 0, respectivamente.

Assume-se que o tensor métrico é continuo através de z = 0, ou seja,

[QMV] = Guv ’z:O‘*' —Guv |z:0—: 0. (4.29)

Nas vizinhancas de z = 0 podemos expandir g,, como:

1
Gy = 9oy + 20y + 522933,,22 - (4.30)

onde os sinais + referem-se a expansao acima e abaixo do disco, respectivamente e ggy corre-

sponde ao valor de g, em z = 0.
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As descontinuidades na derivada primeira do tensor métrico podem ser caracterizadas pelo

tensor b,,,, como:

na
le = [g,uz/,z} = g:u,z ‘ZZO _g;V,z ’220 . (431)

O tensor métrico é construido de forma a possuir simetria de reflexdo em relagao ao plano

z = 0, ou seja,
(15 2) = g (1, —2). (4.32)
Isso implica que, para z # 0, g, .(r, 2) = —g},.(r,—2) e da Eq. (4.31) temos no limite de

z—0

by = 20,2 |2=0, (4.33)

onde definimos g,,,. |.=0= g\, l-=0-
Podemos introduzir a agora a fun¢ao de Heaviside (Eq. (4.14)) e, no sentido de distribuigoes,

podemos expressar os simbolos de Christoffel como:

FNI/A = (FMZ/)\)D = QFM:)\ + (1 - Q)FM;)\ (434)

Derivando a Eq. (4.34) temos

I“I—L

VA«

= (FHV)\)D + (I =T )0 (4.35)
= (Fﬂu,\)D + (FN:,\ - I‘“I;\)(Séé(z)

"

v«

)7+ [1%,,)]050(2),

onde §(z) é a distribui¢ao de Dirac com suporte em z=0 e a descontinuidade dos simbolos de

Christoffel em z = 0 pode ser escrita como:

1
IV, = T4 = V5 = 5 (G304 + 830 — 97"bua). (436)

Podemos definir agora as distribui¢oes em fungao do tensor de Riemann
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R, 5= (R"MB) + H, 30(z), (4.37)
onde (R?, ;)P =0R°}; , — (1—60)R7, ;e
s = [D7l02 = [[7,,]6% (4.38)
(D70 =T, 5)62 — (D78, = T9,.)05
% (820263 + 0562H5 — 77 02bap — 020507 — 028565 + g*7 05bapy )
% (82020% — g7762bag — 020567 + 7705y ) -

Escreve-se ainda o tensor energia-momento com a forma

Top = (Tap)” + Qapd(2) (4.39)
e as Equacoes de Einstein ficam:
RE Lo BE —saT (4.40)
Oéﬂ 29a6 ™ aﬁ? .
1
Hap = 59apH = 8TQap, (4.41)

com Hopg = H°, e H=H",.
Se a solucao das Eq. (4.40) forem conhecidas fora do disco, pode-se utilizar (4.41) para
calcular as componentes do tensor energia-momento da matéria do disco. Da Eq. (4.38),

obtemos:

(0% 1 ZOoSZ ZZ S zZalz 4 No’ a zZz S zZo Sz
@5 = Tor (07905 — 6705 + 970 — 970 + by (9705 — 97°05)] (4.42)

Seguimos agora o raciocinio apresentado por [64]. Considere uma métrica estética geral da

forma:

ds* = gy (r, 2)dt* + g,(r, 2)dr® + Gy (T, 2)dp* + g..(r, 2)d2>. (4.43)
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Vemos que nesse caso o tensor energia-momento ()3 serd diagonal. Definindo a base ortonor-

mal de tétradas:

a 1 N 1
€y = <—\/%,0,0,0)7 ey = <0, \/%70’0)7 (4.44)

1 1
ey =10,0,———,0), e, '=10,0,0,— ),
() ( V " 9ep > ) ( V _922>

de forma que o tensor energia-momento pode ser expresso em fungao da densidade superficial

de energia e das pressoes nas diregoes radial, z e azimutal, que sao, respectivamente:

o=Ql, P=-Q, P,=-Q% ¢P.=-Q-. (4.45)

T

Assim,

QF — ae(t)“e(t)ﬁ + Pre(r)“e(r)ﬂ + Pwe(ss‘e(w[; + Pze(z)ae(z)ﬁ. (4.46)
Devido ao termo y/—g¢.. que divide a distribuigao de Dirac, devemos multiplicar as expressoes
da Eq. (4.45) por \/—g.. para obter as grandezas fisicas &, P,, P, e ]5¢) :
Da Eq. (4.42), temos

Q: =0, (4.47)
1

Qi - 8_7ngz (9" Grrz + gwwgw%z] ) (4.48)
1

Q: = S_Wgzz [gttgtt,z + gﬂogwp,z] , (449)
1 zZZz rr

Q=359 19" g2 + 97 Ger2] - (4.50)

Para a métrica de Weyl (Eq. (3.1)) e usando as relagoes acima podemos escrever a densidade

de energia e as pressoes como:
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v\ ~1/2 _
o (i) (f,z/iT 7). (4.51)
B 2 —1/2
= (%) Z_ﬂ (4.52)
P. = P.=0. (4.53)

Outra quantidade fisica importante associada a discos estaticos é a velocidade de contrarro-
tacdo. Supoe-se que o disco é formado pelo mesmo nimero de particulas movendo em circulos
em uma direcao que na diregao oposta. Para o caso com pressao radial nula, a estabilidade dos
discos gerados pode ser explicada usando a hipdtese da contrarrotacao. Podemos escrever essa
velocidade como [65] :

V? =

7

P
— Q=70 (4.54)
o
As componentes do tensor energia-momento devem satisfazer certas desigualdades [66]. A
condigao fraca de energia é satisfeita se ¢ > 0, a condicao dominante de energia impoe que
o > |Pl|,i=r,z¢ e a condicao forte de energia é satisfeita se 0 + P, + P, + P, > 0.
Para a métrica de Weyl, essa velocidade é:
N
f,z/ff)/,z —1

Com a presenca de pressao radial nao é necessario assumir um fluxo de matéria girante e

(4.55)

contragirante. Porém a velocidade tangencial (perfil de rotagao) pode ser calculada assumindo
que uma particula teste se move em uma geodésica circular no disco. Assumimos que a particula
interage gravitacionalmente apenas com o fluido. E isso é valido para o caso de uma particula
movendo em um gas muito diluido tal como o gés feito de estrelas que modelam o disco galatico
[67].

A equacao geodésica para a coordenada r obtida da métrica é:

1 1

1 . 1
T — Egrrgtt,rtQ + §grrgrr,r7;2 - igrrg227T2-2 - §grrgtp<p,rgb2 =0. (456)
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Para o movimento circular no plano z =0, 7 =7 =0e¢ 2 = 0. Assim:

22

¥ —Ott,r
2 Gepr
E a velocidade tangencial medida por um observador local é
2
ye_ e <d_‘P> _ Yoo Gur (4.58)
it dt git Gpp,r



CAPITULO5

Anadlise da Estabilidade

O objetivo deste capitulo é fazer um estudo da estabilidade do disco. Uma maneira de
estudar o campo gravitacional de uma dada distribuigao de massa é analisar o movimento de
particulas-teste proximas desse objeto e isso pode ser feito através das equagoes geodésicas,
generalizando o critério de estabilidade de Rayleigh [37] para o contexto de relatividade geral.

Para estudar a estabilidade do disco pode-se realizar uma perturbacao geral em primeira
ordem nas componentes temporal, radial e azimutal do tensor energia-momento do fluido e
analisar a conservacao das equacoes de movimento perturbadas correspondentes. Dessa forma,
serao apresentadas inicialmente, as equacoes de conservacao perturbadas para o caso geral onde
o tensor energia-momento possui densidade de energia e trés pressoes nao-nulas. Em seguida
consideraremos a situagao na qual temos o tensor energia-momento com suporte em z = 0, ou

seja, o caso de discos finos.

5.1 Critério de Rayleigh

Na primeira parte deste capitulo iremos focar no estudo da estabilidade de érbitas circulares

de particulas-teste no disco.

5.1.1 Caso Newtoniano

Considere inicialmente o caso Newtoniano, para o qual um pequeno corpo de massa m move

em uma 6rbita circular de raio Ry ao redor de um centro fixo de atracao gravitacional de massa

38
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M [38]. Na situagao de equilibrio, a forga gravitacional Fg se iguala a forga centrifuga Fr,

dessa forma,

GmM - L(R0)2
R mR
onde L(Ry) é o momento angular da particula teste e tomamos a constante gravitacional como

G =1

Se a particula é movida para uma Orbita exterior R > Ry, mantendo o mesmo momento
angular para retornar a posicao de equilibrio, a forca gravitacional em R deve ser maior que a

forga centrifuga na nova posicao (Fe(R)) de modo a puxar a particula para a érbita Ry.

Fg(R) > Fc(R), (52)
mas Fg(R) = L*(R)/mR3. Dessa forma,
L2(r) > L*(Ro). (5.3)

Expandindo L?(R) em série de Taylor ao redor de R = Ry temos:

d(L?*)
dR

L*(R) = L*(Ry) + (R— Ro) + ..., (5.4)

e da Eq. (5.3) obtemos que a derivada primeira de L? deve ser positiva para ser possivel uma

configuragao com orbitas circulares estaveis.

dL?
dR

Logo, para uma érbita circular concluimos que

> 0. (5.5)

dL
L= >0. .
5 >0 (5.6)
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5.1.2 Caso Relativistico

Vamos considerar agora uma métrica estatica geral com simetria axial em coordenadas
cilindricas (¢,7, z, @) como na Eq. (4.43), onde as func¢oes métricas dependem apenas de r e z.

As equagoes geodésicas no plano z = 0 nos fornecem a equagao de movimento

gtt,rig + g@go,r‘:bQ =0 (57)

e o ponto sobre a varidvel denota derivada em relacao ao tempo proprio.

As constantes de movimento para esse sistema sao

1 = gttt? + g¢¢¢2 (58)
E = gyl Energia relativistica

Jpp Momento angular

Das equagoes e constantes de movimento podemos escrever:

12
¢ = T (5.9)
Yeop,r
. 12 . ;
1= gut® — Yottt 2 = e, . (5.10)
Gep,r Itt9pe.r — GepJtt,r

Substituindo ¢? e £? na equacdo do momento angular obtemos

2
ggp@gtt,r

Jut9po.r — GppJttr

h? = — (5.11)

De modo equivalente ao caso Newtoniano temos equilibrio entre a “forca gravitacional” e a
“forga centrifuga”. Assumindo entao que a métrica representa a gravitacao de um corpo central

teremos estabilidade da érbita circular no plano z = 0, quando

hh, >0 (5.12)
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5.2 Estabilidade do Disco

Nesta secao iremos realizar uma perturbacao em primeira ordem nas componentes do tensor
energia-momento do disco e faremos o estudo das equacoes de conservacao para o caso geral e

para discos finos com e sem pressao radial.

5.2.1 Caso Geral

Vamos considerar inicialmente uma métrica estatica geral, axialmente simétrica, como a Eq.
(4.43):
ds® = gu(r, 2)dt* + gor (1, 2)dr® + gou(r, 2)dp* + g..(r, 2)d2>. (5.13)

Definindo a base ortonormal de tétradas de acordo com a Eq. (4.44)
el = (U, XY, Z%), (5.14)

onde a denota os indices da tétrada e « os indices do tensor e lembrando que a base deve

satisfazer a Eq. (2.7), temos [68]

U, = —X°X, =-Y°Y, =—-2°Z, =1 (5.15)
uv*x, = UY,=U0%%,=0

XY, = X°Z,=YZ, =0.

Nesse sistema U® é a quadrivelocidade do fluido do tipo-tempo e X, Y Z% sao as diregoes
principais do tipo-espago do fluido.

O tensor energia-momento, 7%’ do fluido é diagonal com componentes (p, —P,, —P,, —P,),
onde p é a densidade de energia e (P,, P,, P.) sao as pressoes nas dire¢oes radial, azimutal e

axial, respectivamente. Esse tensor energia-momento pode entao ser escrito como:
T = pU°UP + P.X*X" + P,Y*Y? + P,Z°ZP. (5.16)

Como todas as quantidades envolvidas no tensor energia-momento sao fungoes das coorde-

nadas (7, z), o mesmo sera vélido para os coeficientes das equagoes perturbadas.
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Podemos construir agora uma perturbacgao, Tgﬂ , 10 Nosso tensor energia-momento da forma
Tgﬁ(t,r, ©0,2) =T (r,2) + 6T (t,7, ¢, 2), (5.17)

onde T**(r, z) é a quantidade nao perturbada e 67°%(t,r, ¢, z) é a perturbacio.

Vamos assumir que o tensor energia-momento perturbado nao modifica a métrica de fundo
obtida ao se resolver as equacoes de campo de Einstein, G,3 = 81T,3, ou seja, a perturbacao
87" atua como um fluido teste. Feitas essas consideracoes, as equacoes para o tensor energia-

momento perturbado podem ser escritas como
(6T*%).5 = 0. (5.18)

Escrevendo explicitamente a Eq. (5.18) e descartando os termos de ordem maior ou igual a

9(6?), obtemos

(6T*F).5 = (pU*SU” + psUUP + 6pU°U” + (5.19)
+P.X%X? + P.6X*XP 4 6P, X X5 4
+P,Y5YP 4 PoYYP + 6P, YOYP +
+P.Z%62° + P.62°Z° + 6P.Z°Z") 5 = 0
e as equacoes de conservagao perturbadas para o sistema podem ser escritas como
a=t
SUL(pU") + 06U (pU") + 0 X' (P, X") 4 6YL(P,Y¥) + 6 Z(P.Z*) + 6p,(U'U") +

HSUTF (1, pU") + SUF (¢, 2, pU") + 6X'F(t, 7, P.X") + 6 Z'F(t, z, P.Z%) = 0, (5.20)

SUL(pU") 4+ 6X(P.X") + 0XA(P.X") + 8Y [ (P,Y¥) + 6 Z"(P.Z%) + (5.21)
+O0P (XTXT) 4+ 25U (pU'TY,) 4+ 26 X" G (r, 7, P.X") + 6 X*F(r, 2, P,X") +
+20Y?(P,Y T, ) + 62" F(r,z, P.Z*) + 20 Z* (P, Z°T%,) + 6p(U'U'Ty,) +

+OPG(r,r, XTX") + 0P, (YPYFTL ) + 0P.(2°2°T7,) = O,
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SUL(pU') + 0X%(P,X") 4 6Y5(P,Y %) + SYN(P,Y?) +62%(P.27) + (5.22)
FO0P, ,(YOY¥) + 6 X F(o,r, B,X") + 0Y"F(p,r, P,Y?) +

+0Z¥F(p, 2, P.Z7) + 0Y*F (¢, 2, P,Z*) = 0,

SU(pU") + 6X=(PXT) + 0Y2P,Y ¥ + 6Z%(P.Z%) + 6 Z\(P.2°) + (5.23)
HOP, (22 27) + 26U (pU'T%) + 26 X" (P X"T2r) + 6 X7 F(2,r, P,X") +
Y20 P(P,Y T2 ) + 82" F (2,7, P.Z%) + 26 2°G 2, 2, P.2°) +

+Op(ULU'TE) + OP.(X"XT2 ) + 0P,(YPY¥T2 ) + 6 P.G(2, 2, 27 Z%) = 0,

onde

F(I,J,K) =K ;+ K2, +T3,), (5.24)
G(I,J,K)=K j+ KT}, +T3;) (5.25)
e Fﬁu sao os simbolos de Christoffel.

Para que a tétrada perturbada permaneca ortonormal, e através das Egs. (2.5) e (2.10),

obtemos as seguintes relagoes:

SU' = §X" =6YP =677 =0 (5.26)
SXT = &6UT, & = —X, U,
SY' = &OU¥, & =-Y,/U,
07t = &OU?,  &=—2./U,
0X¥ = §OY", &=-X./Y,,
0X* = &0Z", & =-X./Z.,
SYF = £82°, &= -Y,|Z..
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Estamos interessados em perturbacoes nas componentes de velocidade e por isso a compo-

nente t da tétrada deve ser perturbada.

5.2.2 Disco Fino

Considerando agora a situacdo para discos finos, o tensor energia-momento, Q*?, do disco
é caracterizado por uma fungao delta com suporte no plano z = 0. Para esse caso a pressao P,

é igual a zero e podemos escrever o tensor energia-momento como

Q" = (oUU’ + P.X*X° + P,Y*Y?)8 (), (5.27)

onde ¢ é a densidade de energia superficial do disco.
Das equagoes de conservacao perturbadas (5.18) e do tensor energia-momento do disco,

temos que
(0Q7);56(2) + 6Q**(5(2)) 5 = 0. (5.28)
Lembrando que a derivada do valor absoluto de z em z =0 ¢é
|2, =20(z=0)—1=0. (5.29)

Integrando a Eq. (5.28) em z

[ Va8 + [ Va8 6() adz =0 (5.30)

obtemos que o segundo termo € igual a zero e as equagoes de conservacao perturbadas para

discos finos podem ser escritas como

(5Qaﬁ);ﬁ‘z:0 =0. (5-31)

Como as perturbacoes nas tétradas sao independentes das perturbagoes nas grandezas do
fluido, e com isso nao alteram a equacao de estado do fluido, podemos realizar algumas consi-
deracoes: é possivel definir perturbagoes no vetor Z¢ como zero, uma vez que nossos interesses

sdo as perturbacoes da quadri-velocidade do disco. Além disso, a perturbacao 6 X% nao estd
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relacionada as perturbacgoes nas velocidades radial ou azimutal e por isso pode ser considerada

como zero. Assim,

§7' =627 =62 = 56X =0, (5.32)

e utilizando a Eq. (5.26)

U =0X*=90Y"=0Y"=0. (5.33)

Devido a forma da equacao para o tensor energia-momento do disco, os coeficientes de
conexao sao fungoes apenas da coordenada radial. Com isso, os coeficientes da Eq. (5.31)

dependem apenas de r e podemos construir uma perturbacao da forma

SQ(t, 1, p) = 0QP (r)eilker—wh) (5.34)

De acordo com essa equagao em adi¢ao as condigoes (5.26) e (5.32) podemos escrever ex-

plicitamente as equagoes de conservagao perturbadas

a=t
(5U;(0Ut + flPTXT) + 5U”[F(t, r, aUt) +&,. 5. X"+ §1F(t, T, PTX”)} + (5.35)
HOU? ik (cU" + &P,Y )] + do(—iwU'U") = 0,
a=r
5PT7T(X’"X’“) + 5U’“[—iw(oUt + §1PTX7")] + 5U(UtUtF:t) + (5.36)
+oP.G(r,r, X" X") + 5P¢Y“"Y“‘wa =0,
a=

SU?[~w(oU + &P,Y )] + 6 P,(k,Y ?Y¥¢) = 0. (5.37)

Essas 1ltimas equagoes sao as equagoes basicas para estabilidade em discos finos.
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5.3 Discos Finos com Pressoes Radial e Azimutal

Podemos considerar agora trés situacoes distintas, a primeira com pressao radial igual a
pressao azimutal, a segunda com as duas pressoes diferentes e a terceira apenas com pressao

azimutal.

5.3.1 Caso 1: P, =P,

Podemos reescrever os coeficientes das Eqgs. (5.35, 5.36 ¢ 5.37) como:

A =oUl + £ P.X" B = X"X" (5.38)
Ay = F(t,r,oU") + &, P. X"+ & F(t,r, B.X") By = —iw(cU" + & P.X")
Ay = ik, (oU" + &P,Y) By = U'U'TY,
Ay = —iwU'U* By =G(r,r, X"X")
By = VYT
Cy = —w(oU" + &PY?)
Oy = k,Y#Y?,

Temos que P = P, = P, e queremos nossas perturbacoes em acordo com a equagao de

estado do fluido, ou seja, P = P(r) e 0 = o(r). Assim, JP e do satisfazem:

0P =0P, =0F, = P,dr, (5.39)
0o = o,dr,
de onde encontramos a relacao
P,
oP = <—> do = foo, (5.40)
o,

com f=P,/o,.
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Podemos reescrever as Egs. (5.36 e 5.37) como:

SU¥ = —@51% (5.41)
Ch
_Blépm + 3350' + B45PT + B55P¢

By
Substituindo U? e U" na Eq. (5.35) e utilizando as relagoes (5.39 e 5.40) temos:

oU" =

AS&T,M + BS(SO'J + Cgd0 = 0, (5.42)

onde

AS = AlOZQ (543)
BS = A1 (Ckgﬂn + Ozl) + A2a2

CS = Alal,r + A2a1 + AgOég + A4

e aq,Qy € (3 Sa0

_Bify+ f(Bs+ Bs) + Bs

oy = BQ (544)
Qg — —@

By
3 — —&.

&

5.3.2 Caso 2: P, # P,

Podemos reescrever os coeficientes das Eqs. (5.35, 5.36 e 5.37) de acordo com a Eq. (5.38).

Nossas perturbacoes, 0 F,, 0P, e do, satisfazem as seguintes relacoes:

5P, = P,dr, (5.45)
5P, = P,,dr,

0o = o ,dr,
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de onde encontramos as relagoes

0P, = <PT’T> oo = foo,
o

)T

0P, = (PSD’T> 0o = goo

O

com f=P,, /o, eqg=PF,,/0,.

(5.46)

Substituindo U? e U” na Eq. (5.35) e utilizando as relagoes (5.45 e 5.46) temos novamente

as Egs. (5.42 e 5.43), mas com aq, ap € ag:

_Blf,r+fB4+ng+B3

Q) = 32
e

By
a3 — _g_C(Q

Cy

5.4 Discos Finos sem Pressao Radial

(5.47)

Vamos considerar agora a situacao para discos finos que possuem apenas pressao azimutal.

Como a pressao radial é zero temos P, = P, = 0 nas equacoes perturbadas. Substituindo U¥

e U" na Eq. (5.35) e utilizando a relagao 6P, = (P, ,/0,)dc, similar a Eq. (5.40), obtemos

uma equagao diferencial de primeira ordem em r para a perturbacao do da forma:

Ado, + Béo = 0,

onde

== aUtal

P,
= oU'ay, + F(t,r,cU"a; — k@(aUt + ng@”’)O@% +wU'UY,

Cco1m

T

(5.48)

(5.49)
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UtUtTr, + Y¥Y¥I" (P, /o,
a = = eol Lo/ 71r) (5.50)
woU?t
kY PY¥
Qg =

w(aUt + £2P¢Y¢).

A Eq. (5.48) tem como solugao

§o = el (=B/A)ydr,

(5.51)



CAPITULO 6

Aplicagoes do Método DCR

Neste capitulo, aplicaremos o método “Deslocar, Cortar e Refletir” (DCR) para a métrica
de Schwarzschild e para a métrica de Gutsunaev-Manko, que na situagao para a qual o campo
magnético é nulo, resume-se ao primeiro caso. Para essas duas situagoes aplicaremos também
o critério de Rayleigh estendido para o contexto de Relatividade Geral de modo a estudar a
estabilidade de orbitas circulares de particulas do disco.

Nos iremos analisar ainda as equacoes de conservacao perturbadas para estudar a estabili-
dade do disco fino isotrépico de Schwarzschild que contém pressoes radial e azimutal iguais e
posteriormente estudaremos a estabilidade do disco de Gutsunaev-Manko, com pressoes radial
e azimutal diferentes.

Na situacdo com campo magnético, é importante citar que devido a descontinuidade do
campo magnético teremos uma densidade superficial de carga magnética no nosso disco, o que

torna o resultado inviavel do ponto de vista fisico.

6.1 Métrica de Schwarzschild em Coordenadas Isotrépicas

Podemos aplicar o método DCR para gerar discos para a métrica de Schwarzschild em

coordenadas isotrépicas (t, R, 0, ¢),

ds? — (_—%)Qdﬁ _ (1 n ﬂ)4 [dR? + R? (d6* + sin” 0dy?)] (6.1)
() 2 ’ |
2R

50
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Transformando para coordenadas cilindricas e fazendo a mudanga z — |z| 4+ zy nas compo-

nentes do tensor métrico, temos o disco de Schwarzschild

2
(1 B 2,/:;L+z§> m !
ds® = sdt? — | 14+ ——= | [dr?+d2" +r’dy?]. (6.2)
L4 _m 2,12 + 22
2¢/r2+22
Usando as Eqs. (4.45, 4.47, 4.48, 4.49, 4.50, 5.11) podemos obter a densidade de energia o,

as pressoes azimutal e radial P e o momento angular h,

dmzg

5= : 6.3
m(m + 24/12 + 22)3 (6:3)

_ _ _ 2
P=P=P,= 2m”zo (6.4)

B _7r(m—|—2\/r2 +22)3(m —2y/r2 + 22)’

1
4 m
4dmr <1+2m> 12+ 22
A(r2 4 22)2 — 8mr2\/r2 + 22 + m2(r2 — 22)

Nas Figs. 6.1 (a)-(b) e 6.2 (a)-(b) mostramos &, P, V? e h? correspondentes & densidade de

h? =

(6.5)

energia, pressao, velocidade de contrarrotacao e momento angular do disco, respectivamente.
Note que a medida que o parametro zy dos disco aumenta os maximos de &, P e V? diminu-
em e essas quantidades decrescem rapidamente com o raio do disco. Esse disco possui uma
concentracao de massa central que diminui rapidamente. Se esse disco for infinito, podemos
definir um raio de corte onde a maior parte da massa esta concentrada e considerar o disco
finito. Observe ainda que ao aumentar o parametro zo do disco, é possivel obter configuragoes
com Orbitas circulares estaveis de particulas do disco.

Para o disco de Schwarzschild, a velocidade tangencial é:

mrQ

VCZ : ' (6.6)
(1 B 2\/:214-7,23) ((TZ + Zg)(?’/?) 4 %(2’8 B 7“2))
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Para r > zp temos

(6.7)

SE

que ¢é a velocidade circular Newtoniana.

0.08
i ------- 2,=0.6
0.07F —70-08
o --245=1.0
0.06]- * --Zp=1.2
:\ :
0.05
100,04~
0.03F
0.02F
0.01F
O:HH\HH\HH\HH\HH Potmue n )
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45
r
(a)
30><1O'3
oo 20=8.g
% — Z,=U.
251 -~ 20-10
--Zp=1.2
20
15
10
5
O\\"‘r-—-r-—L | N I | |

15 2 25 3 35 4 45

Figura 6.1: (a) Densidade de energia (b) Pressao em funcao de r, para zop = 0.6 (curva superior),

0.8, 1.0 e 1.2 (curva inferior) com m = 0.5
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Figura 6.2: (a) Velocidade de contrarrotacio (b)h? em fungao de r, para z = 0.6 (curva

superior), 0.8, 1.0 e 1.2 (curva inferior) com m = 0.5
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Na Fig. 6.3 temos a velocidade tangencial V. (perfil ou curva de rota¢ao) para m = 0.5. A
velocidade tangencial inicialmente aumenta com o raio até atingir um méximo e para maiores
valores de 2 esse méximo se afasta do centro do disco. Note ainda que ao aumentar o parametro

Zp, & curva se torna menos relativistica, como esperado.
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>
0.3

0.2F//
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00 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

r

Figura 6.3: Velocidade tangencial V, em funcao de r, para zy = 0.6 (curva superior), 0.8,1.0 e

1.2 (curva inferior) com m = 0.5
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Os discos considerados sao radialmente infinitos, mas ao observar a densidade de energia
temos que a maior concentracao de matéria se encontra préxima ao centro do disco e devido
a isso podemos fazer um corte na coordenada radial de modo a possuir um disco finito. Um
possivel critério para determinar qual serda o raio de corte, R¢, do disco é considerar que a
matéria dentro do disco formado pelo raio de corte é mais de 90% da densidade de energia total
do disco. E os 10% restantes sdo distribuidos ao longo do plano z = 0, da parte externa do
disco até o infinito. Isso nos permite tratar os 10% da densidade de energia do disco como uma
perturbacao da condicao de contorno externa.

A equacao de segunda ordem (5.42) pode ser resolvida com duas condi¢oes de contorno,
uma em r =~ 0 e outra no raio de corte. Para a primeira condicao definimos a perturbacao
como =~ 10% do valor nao perturbado da densidade de energia e na extremidade do disco,
do|,—r. = 0, pois queremos que a perturbagao desapare¢a quando r tender ao raio externo.

Considerando entdo, para o disco de Schwarzschild, com parametros (zp = 0.5 e m = 0.4),
o raio de corte é definido em r = 4, de modo que mais de 90% da densidade de energia esteja
dentro do disco. Na Fig. 6.4 mostramos os perfis da perturbagao da energia (66 = /g..00) para
diferentes modos de perturbagao. Vemos na Fig. 6.4, que os perfis de perturbagao da densidade
sdo estaveis e possuem carater oscilatério, como era esperado de acordo com a Eq.(5.34). Ao
aumentar o parametro w o numero de oscilagdoes aumenta dentro do disco, e quando o nimero
de onda k é aumentado, a amplitude da oscilagao decresce, como fica evidenciado no grafico
com k = 2.

Na Fig. 6.5 apresentamos os perfis das perturbagoes da pressao ((5]5 = /9z-0P) para
os primeiros trés modos w com k, = 0,1, e 2, respectivamente. Vemos na Fig. 6.5 que a
perturbagao da pressao tem os mesmos aspectos qualitativos que a perturbacao da densidade

de energia.
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Na Fig. 6.5 apresentamos os perfis das perturbacoes da velocidade radial fisica (5(7 =
V/9r0U") para os trés modos w com k, = 0,1 e 2, respectivamente. Vemos que a amplitude da
perturbagao da velocidade radial aumenta quando nos aproximamos da borda do disco. Nessa
situacao devemos comparar esses valores de velocidade com a velocidade de escape para fazer
a perturbacao consistente com o modelo.

Para obter a velocidade de escape v, de um corpo, podemos usar a 2* Lei de Newton

dv GMm dv dr

GM
vdv = —Tdr (6.9)
Integrando,
o(t) ) M 1 1
/ vdv = —/ G—er — v (t) —v? = 2GM (— — —> . (6.10)
v Re T r(t) Rec

Como queremos a velocidade de escape, para um tempo muito longo, r — oo e v(t) — 0.

5G M
ve:,/g = /2]@], (6.11)
C

onde ® é o potencial gravitacional e Rx é o raio externo do disco.

Assim,

No limite Newtoniano da Relatividade Geral, temos a relacao gog = 190 + 2P, de modo que

a velocidade de escape para os parametros (2o = 0.5,m = 0.4 e r = 4) pode ser escrita como:

_2 1/2

Ve = —1 = 0.42. (6.12)

2
1 o 14—
2% + 22 2,/1% + 22
Vemos na Fig. 6.6 que as particulas dentro do disco nao escapam. Se o valor de algum

dos modos ultrapassasse essa velocidade de escape, nosso modelo descreveria um disco com um

determinado raio de corte com nenhuma particula dentro.
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Figura 6.6: Perfis da perturbacao da velocidade radial fisica para um disco de Schwarzschild

com parametros zop = 0.5 e m = 0.4.
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Na Fig. 6.7 apresentamos os perfis das perturbagoes da velocidade azimutal fisica ((50 ® =
mdU“’) para os modos w com k, = 1 e 2, respectivamente. Os modos da perturbacao da
velocidade azimutal com £, = 0 sao iguais a zero. As amplitudes da perturbacao na velocidade
azimutal apresentam um comportamento oscilatério mas a diferenca entre elas e a perturbacao
na velocidade radial é que apds as primeiras oscilacoes o valor maximo da amplitude permanece

constante ao se aproximar da borda externa do disco.
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Figura 6.7: Perfis da perturbagao da velocidade azimutal fisica para um disco de Schwarzschild

com parametros zg = 0.5 e m = 0.4.
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6.2 Meétrica de Schwarzschild em Coordenadas de Weyl

Vamos obter os parametros associados ao disco de Schwarzschild de modo similar ao feito
na secao anterior, mas em coordenadas de Weyl, para fins de comparacao com a solugao de
Gutsunaev-Manko que serd apresentada na préxima segao.

A solucao de Schwarzschild em coordenadas de Weyl, como vista no Capitulo 3 é

r—1
= 6.13
/ z+1 ( )
2
9y 27 —1

Podemos fazer a transformacao de coordenadas esferoidais prolatas para as coordenadas

(r,z) de acordo com as relagoes

[wa Y Py ST /A Sy o k)z} (6.15)

[\/rz Iy oy S/ Sy o k)?} , (6.16)

1
o7
1
2k

com k = m.

Nas Figs. 6.8 (a)-(b) e 6.9 (a)-(b) mostramos &, P, V? e h® correspondentes & densidade de
energia, pressao, velocidade de contrarrotagdo e momento angular do disco, respectivamente.
Note que a medida que o parametro zy do disco aumenta os maximos de &, P e V2 diminuem.
Esse disco possui uma concentracao de massa central que diminui rapidamente. A pressao e
a velocidade de contrarrotagao das particulas cresce até um maximo e esse valor se desloca
para fora do disco ao aumentar zy, o que nao acontecia para a solu¢ao de Schwarzschild em
coordenadas isotrépicas. Isso se deve ao fato de que a solugao em coordenadas de Weyl engloba
as regioes dentro e fora do horizonte de eventos, enquanto a solugao em coordenadas isotrépicas
inclui apenas a regiao externa ao horizonte. Essa justificativa serd valida ao observar também
que a solucao em coordenadas de Weyl nao sera estavel como a anterior. Observe ainda que
para esses parametros zo do disco, é possivel obter configuracoes com orbitas circulares estaveis

de particulas do disco.
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Figura 6.8: (a) Densidade de energia (b) Pressao em funcao de r, para zo = 0.6 (curva superior),

0.8, 1.0 e 1.2 (curva inferior) com m = 0.5
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Figura 6.9: (a) Velocidade de contrarrotacao (b)h? em funcido de r, para zy = 0.6 (curva

superior), 0.8, 1.0 e 1.2 (curva inferior) com m = 0.5
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Na Fig. 6.10 temos a velocidade tangencial V, (perfil ou curva de rotacao) para m = 0.5. A
velocidade tangencial inicialmente aumenta com o raio até atingir um méximo e para maiores
valores de zy esse maximo se afasta do centro do disco. E ao aumentar o parametro zy, a curva

se torna menos relativistica.
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Figura 6.10: Velocidade tangencial V. em funcao de r, para zp = 0.6 (curva superior), 0.8, 1.0

e 1.2 (curva inferior) com m = 0.5
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6.3 Meétrica de Gutsunaev-Manko

Como visto no Capitulo 3, a solugao de Gutsunaev-Manko em coordenadas esferoidais pro-

latas é

a1 =P+ e - )P+ 4a??(1 - y?)]°
/ z4+1 | [22— 12+ a2(z — 1)22 — 4a2y?(22 — 1) (6.17)
o~ Bl oy +a?@ - DP 4 dae?(1 - wﬁ (6.15)

xr2 — y2 (1 + a2> (332 _ y2)8

E recuperamos as coordenadas de Weyl com a transformacao das Eqs. (6.15)-(6.16) e com

m(1+ a?)

k:m.

(6.19)

6.3.1 Discos de Gutsunaev-Manko com m = 0.5 e z;=1.8

A curva com « = 0 na Fig. 6.11 representa a densidade de energia de um disco sem campo
magnético. Ao incluir o campo magnético é possivel notar que a densidade, para os valores
mostrados de a, diminui. Ao aumentar o campo magnético podemos notar ainda que a pressao
azimutal e a velocidade de propagagao associada a essa pressao (Fig. 6.12(a), 6.12(b))diminuem
e ambas crescem até um valor maximo, que afasta do centro do disco ao aumentar o campo
magnético.

A dependéncia do momento angular estd apresentada na Fig. 6.13 e, nessa situacao, temos
Orbitas circulares estdaveis de particulas do disco para os parametros utilizados. Na Fig. 6.14
temos a velocidade tangencial V. (perfil ou curva de rotacao) para m = 0.5. A velocidade
tangencial inicialmente aumenta com o raio até atingir um maximo e para maiores valores de
zp esse maximo se afasta do centro do disco. E ao aumentar o parametro zy, a curva se torna
menos relativistica. Na Fig. 6.15 (a) e (b), mostramos que apdés um determinado raio a posi¢ao

das curvas da velocidade de contrarrotacao e da velocidade tangencial se invertem.
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Para a situagdo com « = 0, recuperamos a solucao de Schwarzschild em coordenadas de

Weyl e os resultados sao iguais aos das Figs. 6.8 (a)-(b), 6.9 (a)-(b) e 6.10.
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Figura 6.11: Densidade de energia superficial o em fungao de r, para zy = 0.8 e « = 0 (médximo

superior), 0.10, 0.15 e 0.20 (méximo inferior) com m = 0.5
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Figura 6.12: (a) Pressao Azimutal P, e (b) Velocidade de contrarrotagao associada a pressao

azimutal Vj em funcao de r, para zp = 1.8 e a =

(méximo inferior) com m = 0.5

0 (méaximo superior), 0.20, 0.25 e 0.30
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Figura 6.13: Momento angular ao quadrado h? em fungio de r, para zp = 1.8 e a« = 0 (curva

superior), 0.20, 0.25 e 0.30 (curva inferior) com m = 0.5
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Figura 6.14: Velocidade tangencial V, em fungao de r, para zp = 1.8 e @ = 0 (curva superior),

0.20, 0.25 e 0.30 (curva inferior) com m = 0.5
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Figura 6.15: (a)Zoom da Velocidade de Contrarrotagao V2 e (b) Zoom da Velocidade tangencial

V. em funcao de r, para zop = 1.8 e @« = 0 (méximo superior), 0.20, 0.25 e 0.30 (méximo inferior)

com m = 0.5
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6.3.2 Discos de Gutsunaev-Manko com m =05e a =10.3

Podemos ainda fixar um valor para « diferente de zero e analisar a dependéncia radial das
nossas quantidades para diferentes valores de zy. Dessa forma, vamos observar o comportamento
de &, 15«» Vj, h* e V. para a = 0.3 e m = 0.5. Nas Figs. 6.16, 6.17 (a)-(b) podemos notar que o
comportamento é o mesmo, ao aumentar o valor de zy, os maximos das curvas diminuem. Na
Fig. 6.18 notamos que para esses conjuntos de parametros temos orbitas circulares estaveis de

particulas teste no disco.
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Figura 6.16: Densidade de energia superficial o em funcao de r, para a = 0.3 e zg = 0.6 (curva

superior), 0.8, 1.0 e 1.2 (curva inferior) com m = 0.5
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Figura 6.17: (a) Pressao Azimutal P, e (b) Velocidade de contrarrotagao associada a pressao
azimutal Vj em funcao de r, para @ = 0.3 e zy = 0.6 (curva superior), 0.8, 1.0 e 1.2 (curva

inferior) com m = 0.5
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Figura 6.18: Momento angular ao quadrado h* em fungio de r, para a = 0.3 e 2y = 0.6 (curva

superior), 0.8, 1.0 e 1.2 (curva inferior) com m = 0.5
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Figura 6.19: Velocidade tangencial V, em fungao de r, para o = 0.3 e zgp = 0.6 (curva superior),

0.8, 1.0 e 1.2 (curva inferior) com m = 0.5
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6.3.3 Distribuicao Superficial de Monopolos

O potencial eletromagnético é continuo em z = 0
[AAO] = As@’z:0+ - Ag@|z:0— = A; - A; =0 (6.20)

e possui simetria de reflexdo com relacdo a esse plano. Aplicando o mesmo procedimento

utilizado no tensor métrico, podemos escrever o potencial como uma distribuicao

A, =0AT +(1-0)A7. (6.21)
Dado o potencial eletromagnético, podemos escrever o campo magnético (tridimensional)

CcOo1mo

— —

B=V x A4, (6.22)

e esse campo terd uma descontinuidade na superficie z = 0.

Pelo Teorema do Divergente (ou de Gauss)

/V(ﬁ-é)dvz/é-ﬁda, (6.23)

S
onde a primeira integracao ¢é feita sobre um volume V e a segunda sobre uma superficie S que
contorna o volume V. Assumindo S* e S~ as superficies acima e abaixo da caixa de volume V

que contorna o plano z = 0 conforme mostrado na Fig. 6.20, temos

/ B - ida = Bt Area(ST) — BT Area(S™) = (Bt — B])S, (6.24)
S

uma vez que podemos tomar as duas areas como iguais.

Dessa forma, nosso resultado sera
/ B-iada = (Bf — B])S = / (V- B)dV = p,,V = pn2e8S. (6.25)
5 v

Como V — 0, p,2¢ = g,,, nossa densidade magnética superficial. Finalmente,
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om =B} — B = 2B}, (6.26)

e com isso, nosso disco possui uma densidade superficial de monopolo, o que nos impossibilita
de considerar esse disco como uma solucao fisica viavel para descrever estruturas astrofisicas

reais.

S+

-

Figura 6.20: ITlustracao das superficies de integracgao

Nas Figs. 6.21 e 6.22 podemos observar que a densidade superficial de carga é diretamente
proporcional a « e inversamente proporcional a zg, 0 que é esperado, uma vez que para o disco
mais proximo da fonte do campo magnético, temos campo mais intenso e consequentemente
maior valor de o,, e ao aumentar a intensidade do campo mantendo a posicao do disco fixa,
também aumenta-se a densidade superficial magnética.

Note ainda que essa densidade diminui com o raio do disco, de modo que para r grande,
essa densidade é nula e nés retomamos o campo do dipolo.

Na Fig. 6.12 (b) para a velocidade de contrarrotagao, é possivel observar que o valor maximo
das curvas diminui ao aumentar «. Isso pode ser explicado considerando que ao introduzir o
campo magnético, temos uma forca que se deve a presenga de cargas magnéticas, somada a
forca centrifuga que equilibra a forca gravitacional e ao aumentar o campo, aumenta-se essa

terceira forga, de modo que para manter o disco em equilibrio é necessario um valor menor de
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forga centrifuga, e consequentemente, de velocidade.
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Figura 6.21: Grafico da densidade superficial de carga em funcao de r para zp = 1.8 e a =

0.15,0.20,0.25 e 0.3
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Figura 6.22: Grafico da densidade superficial de carga em funcao de r para a = 0.3 e z5 =

1.8,2.0,22e 24
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6.3.4 Analise da Estabilidade

Para a solucao de Gutsunaev-Manko temos somente pressao azimutal e para fazer a andalise
da estabilidade devemos recorrer ao estudo feito na Sec¢ao (5.4). Apresentamos na Fig. 6.23 o
perfil do argumento (—B/A) presente na solugao (5.51) para diferentes valores do parametro
a e considerando um valor fixo de zo. Na Fig. 6.24 (a), o perfil para um valor fixo de a e z
variavel. Nas duas situacoes temos m = 1,k = 0 e w = 1. De acordo com os testes realizados
nao foi possivel encontrar modos estaveis para o disco de Gutsunaev-Manko. Note ainda, nas
Figs. 6.24 (b) e 6.25 (a) que os pontos singulares nao dependem dos parametros k, e w, mas
somente de « e z.

Na Fig. 6.25(b) apresentamos o perfil de (—B/A) presente na solucao da perturbagao na
densidade de energia com campo magnético nulo para diferentes valores de zg e nas Figs. 6.26
(a) e (b) temos novamente que o resultado independe de k, e w. Observe que esse resultado

sem o campo magnético é equivalente ao caso de Schwarzschild em coordenadas de Weyl.

o
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200/
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(e}

~200

—400/

05 06 07

Figura 6.23: Perfil de (-B/A) presente na solugao da perturbagao na densidade de energia com

2p=18ea=02025e03 param=1,k,=0,w=1.
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Figura 6.24: Perfil de (-B/A) presente na solucao da perturbacao na densidade de energia com
(a) a =03 ez = 18,20 e 22 param = 1,k, = 0,w = 1. e com (b) k, = 0,1 e 2 para
m=1z2=18a=0.3.
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Figura 6.25: Perfil de (-B/A) presente na solugao da perturbagao na densidade de energia com

(a) w=1,2e 3 param = 1,z = 1.8, = 0.3 e com (b) @« = 0 e z = 0.6,0.7 e 0.8 para

m=1k,=0,w=1.
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6.4 Métrica de Bonnor

De modo andlogo ao feito para a solucdao de Schwarzschild, podemos escrever a solugao de

Bonnor em coordenadas esferoidais prolatas

k272 — m2 — b2y2 2
= 6.27
1= (wrmp—w) (627
k202 — m? — b2y2 4
2y __
= ( (22 = yz) ) . (6.28)

E novamente recuperamos as coordenadas de Weyl com a transformacao das Eqs. (6.15)-(6.16)

€ com

k* = b* +m?>. (6.29)

6.4.1 Discos de Bonnor com m =0.5e z5=1.2

Na Fig. 6.27 (a) podemos ver que ao incluir o campo magnético o méximo central da den-
sidade de energia aumenta para os valores considerados de b. Na Fig. 6.27 (b)-(c) observamos
também que a pressdao azimutal e a velocidade de contrarrotacao aumentam ao intensificar o
campo magnético e os maximos se aproximam do centro do disco. A dependéncia do momento
angular estd apresentada na Fig. 6.28 e nessa situacao temos orbitas circulares estaveis de
particulas do disco para menores valores de b. Por fim, apresentamos na Fig. 6.29 o perfil de
rotacao para m = 0.5. A velocidade tangencial inicialmente aumenta com o raio até atingir um

maximo e para maiores valores de b esse maximo se aproxima do centro do disco.
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Figura 6.27: (a)Densidade de energia superficial o, (b) Pressao Azimutal P, e (c) Velocidade de

contrarrotagao associada a pressao azimutal Vj em funcao de r, para zop = 1.2 e b = 0 (maximo

inferior), 0.4, 0.6 e 0.8 (méximo superior) com m = 0.5
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Figura 6.28: Momento angular ao quadrado h? em funcao de r, para zp = 1.2 e b = 0, 0.4, 0.6
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Figura 6.29: Velocidade tangencial V. em funcao de r, para zp = 1.2 e @« = 0 (curva inferior),

0.4, 0.6 e 0.8 (curva superior) com m = 0.5
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6.4.2 Discos de Bonnor com m=0.5e b=0

Nesta situagao eliminamos o momento de dipolo magnético da solugao de Bonnor. Observe
que como mencionado anteriormente, essa solugao nao se torna andloga a de Schwarzschild
mesmo apresentando um comportamento semelhante a mesma. Na Fig. 6.30 é possivel ver que
ao aumentar o valor de zy o valor do maximo central diminui e o mesmo acontece para a pressao
azimutal, velocidade de contrarrotacao associada a essa pressao e velocidade tangencial. Nas
Fig. 6.31 e 6.33 vemos ainda que o maximo das curvas se afasta do centro do disco ao aumentar
o valor de zp. J4 para o comportamento do momento angular (Fig. 6.32), nota-se que ao
construir o disco muito proximo da fonte do campo gravitacional temos regiao de instabilidade

das érbitas circulares e a estabilidade é alcancada ao aumentar z.
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Figura 6.30: Densidade de energia superficial o em fungao de r, para b =0 e zy = 1.0 (méximo

superior), 1.2, 1.4 e 1.6 (méximo inferior) com m = 0.5
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Figura 6.31: (a) Pressdo Azimutal P, e (b) Velocidade de contrarrotacao associada a pressao

azimutal Vj em fungao de r, para b = 0 e zp = 1.0 (maximo superior), 1.2, 1.4 e 1.6 (méximo

inferior) com m = 0.5
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Figura 6.32: Momento angular ao quadrado h? em fungio de r, para b = 0 e zy = 1.0 (curva

superior), 1.2, 1.4 e 1.6 (curva inferior) com m = 0.5
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Figura 6.33: Velocidade tangencial V.. em fungao de r, para b = 0 e zy = 1.0 (maximo superior),

1.2, 1.4 e 1.6 (maximo inferior) com m = 0.5
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Conclusao

Nessa dissertacao, utilizamos o método “Deslocar, cortar e refletir” para construir solugoes
exatas das Equacoes de Einstein que sao representagoes de espagos-tempo com distribuigoes
discoidais de matéria. A primeira solugao foi a construcao de discos finos estdticos em coor-
denadas isotrépicas (métrica de Schwarzschild) e observou-se a presenca de dérbitas circulares
estaveis de particulas-teste no disco e ao perturbar o tensor energia-momento do disco notamos
que o disco é radialmente consistente. Estudamos também uma outra versao da métrica de
Schwarzschild, em coordenadas de Weyl de forma que o disco possui apenas pressao azimutal.
Apesar de possuir érbitas estaveis de particulas, o disco como um todo nao é estavel, como foi
possivel observar ao estudar as equacoes de conservacao.

Outra solucao estudada foi a de Gutsunaev-Manko apds corre¢ao de um erro observado
em uma das fungdes métricas na literatura. Essa solugdo representa um objeto massivo com
momento de dipolo magnético e utilizou-se aqui as coordenadas de Weyl, de forma a verificar que
para campo magnético nulo retomamos a solucao de Schwarzschild. Para campos magnéticos
mais intensos o disco possui menor concentracao central de massa. Novamente foi possivel
obter érbitas estdveis de particulas isoladas mas o disco nao foi consistente ao perturbar o
tensor energia-momento. Devido a descontinuidade do campo magnético, observamos uma
densidade superficial de carga magnética, que torna nosso disco uma representacao irrealista
de um objeto astrofisico. E essa densidade de monopolos aparece em qualquer situacao com

campo magnético utilizando o método DCR, iélfcjlicando uma limitacao do método.
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A dltima solucao estudada foi a solugdo de Bonnor, que também representa um dipolo
magnético, mas ao contrario da solugao de Gutsunaev-Manko, nao possui Schwarzschild como
limite ao eliminar o momento de dipolo magnético.

Uma possivel extensao dos trabalhos desenvolvidos seria a introdugao de elementos fisicos
adicionais aos discos, como rotacao, e, além disso, estudar como rotacao ou mesmo campos
magnéticos alteram as propriedades de discos grossos. Mesmo sendo um problema nao-trivial,
poderia-se estudar a estabilidade desses sistemas por meio de perturbacgoes no tensor energia-
momento. Outra possibilidade seria o estudo da estabilidade vertical em discos finos, feito
em [70] para o caso Newtoniano no contexto de Relatividade Geral. Pode-se ainda fazer a

superposi¢ao dos discos (ou outras estruturas como halos, anéis e jatos) com buracos negros.
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