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RESUMO 

A variação da condutividade elétrica de um filme 

fino metálico, quando este apresenta um gradiente de concen

tração de impurezasf é obtida numericamente. 

Utilizamos o tratamento de Fuchs-Sondheimer, que 

consiste em resolver a equação de Boltzmann com condições de 

contorno determina,das pelas limi.tações geométricas impostas 

pelas superficies ao movimento dos elétrons. 

O efeito das impurezas (presentes no filme devido 

a um processo de difusão) é incluido diretarnente na equação 

de Boltzmann através de um tempo de relaxação variável, que 

depende da concentração local das impurezas. 
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ABSTRACT 

The change of thin metallic filrn electrical conduc

tivity with a impurit~y concentration gradient is nurnerically 

obtained. 

We use thc Fuchs-Sondheimer aproach to solve the 

Boltzmann equation, introducing boundary conditions imposed 

by the externa! surfaces. 

The effect of impurities, wich diffuse into the 

film from it 1 s surface, is included directly in Boltzmann 

equation trough a variable relaxation time, that depends on 

the local impurity concentration. 
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I. INTRODUÇÃO 

O comportamento elétrico de filmes de vários tipos 

dernaterial:dielétricos, semicondutores ou metais, tem se to~ 

nado de particular interesse no período que sucede à desce -

berta do t~ansistor. A deposição de filmes finos metálicos 

como elementos resistivos e das camadas dielétricas para ca-

pacitores pode hoje ser adequadamente controlada . 

Ao mesmo tempo em que as técnicas experimentais p~ 

ra produção de filmes e para seu estud~ sob condições rigor~ 

samente controladas,foram se desenvolvendo, o conhecimento 

geral sobre a natureza dos filmes finos cresceu também. 

De fato, muitos dos primeiros trabalhos acerca das 

propriedades condutivas de filmes metálicos não puderam ser 

bem interpretados, devido à falta de informação sobre as con 

dições de preparação, estrutura, e outros fatores relevantes 

das amostras. 

Neste trabalho vamos examinar a maneira pela qual 

a simples limitação de uma dimensão afeta o comportamento de 

filmes finos. Estudarerros a variação da condutividade elétrica 

de um filme fino metálico que apresenta um gradiente de con

centração de impurezas. o cálculo da condutividade é feito 

utilizando-se o tratamento de Fuchs1 -sondheimer2 , que consis 

te em resolver a equação de Boltzmann com condições de con -

torno determinadas pelas limitações geométricas impostas p~ 

las superfícies do filme ao movimento dos elétrons de condu-

çao (size ef.fect). 

O efeito das impurezas, as quais penetram no filme 
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por um processo de difusão, é incluído diretamente na equa 

çao de Boltzmann através de um tempo de relaxação variável 

que depende localmente do perfil de concentração da amostra 

* {T = -r(c(z)) = T(z) . c(z),é obtido resolvendo-se a equaçao 

de difusão (Fick-1855) das impurezas. Desta forma, procura·· 

mos estabelecer urna correspondência entre medidas de resistJ: 

vidade e o coeficiente de difusão das impurezas em um filme 

fino. 

Do ponto de vista teórico, nossa finalidade é dis-

cutir os efeitos fisicos que aparecem devido à presença de 

impurezas, e cuja compreensão possa contribuir ao melhor en 

tendimento do processo de condução elétrica em filmes finos. 

Com relação às aplicações, devemos dizer que devi-

do ao interesse crescente em fins industriais, especialmente 

na área de micro-eletrônica, o estudo de filmes finos teve 

um grande impulso à partir da.segunda metade do presente sé-

culo. 

Atualmente, os circuitos integrados apresentam um 

grande número de filmes justapostos (Sandwiches), de mate 

riais diversos, com o intuito de obtenção de um resultado fi 

nal especÍfico. Como exemplo, os filmes usados como conduto·· 

res nestes circuitos são feitos do seguinte modo úl: 

* .. - - -T e o te:rJfX) de rela.xaçáo e c ( z) a concentraçao de lltpurezas na p::>siçao 

z do filme. z é o eixo nonnal ao plaro do filme (x-y) . 
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Sobre o substrato, coloca-se uma camada de titânio 

para garantir uma boa adesão à superficie. Em seguida, é fei-

to um filme de Platina de tal for:ma. a evitar a oxidação da c a 
o 

mada (-100 A) de Titânio. Finalmente um filme mais espesso de 

ouro é depositado, fornecendo assim uma alta condutividade p~ 

ra o sistema. 

--·--~-

Au 

Substrato 

FIG. I.l - Estrutura Au/Pt/Ti 

Em geral, estes filmes apresentam uma condutivida-

de inferior à esperada (com base na condutividade de cada ca-

mada), sendo este efeito causado pela inter-difusão dos filmes. 

Neste trabalho, fazemos o cálculo da var·iação da 

resistividade para um sistema de dois filmes, e os resultados 

mostram o aumento desta quando é permitida a ocorrência de d.!_ 

fusão; em consequência, é possivel determinar o nível de imp~ 

rezas desej~veis, efetuando-se medidas de resistividade duran 

te o processo de preparação do filme. 

Uma outra aplicação interessante de nos ses resulta-

dos, fora da ~rea de micro-eletrônica, é a possibilidade de 

detecção da presença de impurezas dentro de um ambiente. (ga-

soso ou aquoso), Com esta finalidade, além do sistema de dois 
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filmes acima mencionado, calculamos as variações de resistivi 

dade de um filme fino na presença de um gás. 

Na secção de conclusões discutiremos melhor este 

caso, com a apresen·tação de uma proposta de construção de um 

medidor da concentração de Hidrogênio (utilizando-se um fíl-

me de Paládio), cujas características de funcionamento este 

trabalho permite prever. 

Em termos puramente teóricos nossa intenção,confo~ 

me já dissemos, é apresentar uma contribuição à teoria de con 

dutividade elétrica. 

Até a presente data nao existe um modelo satisfató 

rio que descreva completamente o movimento dos elétrons em um 

filme fino; mesmo tratamentos mais rigorosos de casos relati-

vamente complicados que incluam a na·tureza mais real de fil -

mes, tais corno a existência de grãos 4 ' 5 ' 6 (usualmente coluna-

res , estendendo-se do substrato até a superfície superior 

do filme) continuam a utilizar o tratamento de Fuchs 1 -Sondhe~ 2 . 

Desta forma, a influência das superfícies é levada 

em conta por uro parân1etro de especular idade ''P", que estabele 

ce a fração (P} dos elétrons que, após incidência na superfi-

cie,não perde energia, continuando a contribuir para a condu-

tividade (reflexão especular com troca de sinal da componente 

de velocidade normal à superfície} . 

Existem tentativas de melhorias na descrição do p~ 

- 7, 8 -rametro de especularidade , tais como sua dependencia com o 

ângulo de incidência e mesmo com a energia dos elétrons; tod~ 

via, a complexidade introduzida quando se utiliza um parâme -

tro variável bem como a natureza fundamentalmente incerta de 

sua definição, desestimulam maior esforço neste "sentido. Assim 
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sendo, ao invés de introduzirmos dependências incertas em um 

parâmetro de já duvidoso significado tisico, e na ausência de 

conhecimento do mecanismo de espalhamento nas superfícies, 

preferimos trabalhar com a hipótese mais simples (P=constante), 

que fornece resultados razoáveis. 

O método que escolhemos, associando um tempo de re 

laxação variável à concentração de impurezas 9,o que também 

uma aproximação, justifica-se pelo fato deste parâmetro {T) 

possuir uma interpretação tisica razoavelmente boa. 

e 

A influência das impurezas pode ser melhor entendi 

da ao analisarmos a Fig. I.2. 

Zf 

1\ 
~ d 

I 
1- o 

."/\-
/ .. \" l" 
----=-

1\ .l I , I 

\._l _ ___,j_/ __ ~1_ 

Fig. I.2a c - o Fig. I.2.b C=c ( z) 

No primeiro caso, Fig. I.2a., as limitações ao mo 

vimento dos el~trons (size effect) sâo feitas pelas superfi -

cies do filme, já que a separação destas (d) é da ordem de 

grandeza. do caminho livre médio dos elétrons "L" {L o= tVFermi) 

Na Fig. I. 2b, além do efeito do "tamanho", temos 

colisÕes dos portadores com os átomos de impurezas presentes, 

diminuindo o caminho livre médio e portanto aumentando a re -

sistividade da amostra. Estas consideraçÕes se aplicam no li 

mi te de baixa concentração de impurezas {c ~ lOAT%), e press~ 

põe também que os outros efeitos resistivos (fonons, etc.) já 

estejam computados. 
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~ conveniente ressaltar que o efeito do tamanho 

aparece nas soluções da equação de Boltzmann através de uma 

dependência das funções de distribuição dos elétrons de condu 

ção com a espessura do filme, o que acarreta uma dependência 

da resistividade com a espessura (p = p{d). 

Definimos a espessura reduzida "k" (k~_d/L) como 

uma medida da intensidade do efeito do tamanho, que será gra~ 

de quando k-' 1 (_filme fino) e desprezivel no limite k>>l 

(Bulk) • 

Um problema interessante aparece quando analisamos 

esta dependência da resistividade com a espessura reduzida do 

filme {p = p(d/L) = p(k»; com a diminuição do tempo de relaxa 

ção devido a inclusão de impurezas, a resistividade aumenta , 

já que a distância média percorrida pelos elétrons 

(L ( z) = T (_z) VF) entre as colisÕes, diminui. 

Por outro lado, esta diminuição do caminho livre 

médio provoca um aumento do valor da espessura reduzida 

I 

(k = d/L(z)}, diminuindo a intensidade do efeito do tamanho, o 

qual é responsável pela maior resistividade do filme com rela

ção à do "Bulk". Isto tem a tendência de diminuir o valor da 

resistividade, aproximando-o do resultado obtido para uma 

amostra mais espessa, já que o papel das superf!cies do filme 

está se tornando menos importante. 

Temos então o aparecimento de dois efeitos tisicas 

contrários e competitivos, não sendo claro, através de urna 

simples inspeção da solução da equação de Boltzmann qual deles 

dominará. Voltaremos a discutir estes efeitos após a apresen

tação da teoria de condução de elétrons em filmes finos. 
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A secçao seguinte é dedicada à apresentação da teoria de con 

dução elétrica em filmes metálicos; resolvemos a equaçao de 

Boltzmann para um tempo de relaxação variável e, utilizando 

o tratamento de Fuchs-Sondheimer, calculamos a condutividade 

elétrica de um filme fino. 

No capitulo III, discutimos brevemente o processo 

de difusão em meios cristalinos com apresentação de possíveis 

mecanismos. Nesta mesma secção resolvemos a equação de difu

são obtendo assim o perfil de concentração de impurezas em 

um filme fino, para dois casos distintos. 

Em seguida, capitulo IV, evidenciamos a influência 

das impurezas na condutividade do filme, através de uma rela-

ção entre a concentração destas e o tempo de relaxação dos eletrons 

de condução . Fazemos também uma descrição do método emprega-

do nest.e estudo. 

No capitulo V apresentamos o método numérico empr:::_ 

qado na solução da expressao para a condutividade, fazendo uma 

descrição do programa usado; esta mesma secção contém os resul 

tados finais na forma de curvas resistividade x tempo de dj_fu 

sao, tempo de relaxação x posição, e concentração x posição 

para os casos g~s-filme e dois filmes superpostos. 

Na secção de conclusões, capitulo VI, dj_scutimos as 

limitações do tratamento utilizado, os efeitos mais importan

tes que aparecem, e as possibilidades de novos trabalhos; co 

mo exemplo de aplicações, apresentamos uma proposta de cons -

trução de um medidor da concentração de Hidrogênio em um ambi 

ente. 
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II. CONDUÇÃO DE ELETRONS EM FILMES FINOS 

Os resultados da teoria de condutividade elétrica 

de um metal de acordo com o modelo de um gás de elétrons li-

vres- conforme proposto por Drude, Lorentz e Sommerfeld, p~ 

dem ser resumidos em: 

onde 

BIT 
n = 3 

a
0 

= condutividade elétrica 

n = número de elétrons livres por unidade de volume 

rn = massa do elétron 

VF = velocidade dos elétrons na superficie de Fermi 

L = caminho livre médio 

e = carga do elétron 

h ·-· constante de Planck 

II .l 

II.2 

Este modelo aplica-se satisfatoriamente para um m~ 

tal monovalente, isotrópico, com somente uma banda de condu-

çao. Em metais multivalentes, nos quais os elétrons ocupam 

mais de uma banda, o modelo pode ainda ser usado como aprox! 

mação, mas as grandezas "n" e "m" devem ser entendidas como 

uma certa médi.a sobre o numero de elétrons e as suas massas 

efetivas 1 sendo que os valores numéricos destas quantidades 

não têm um significado físico imediato. Em casos mais cornpll 

cados 1 tais como os associados à presença de um campo magné-

tico, o tratamento de elétrons livres {energia proporcional 
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ao quadro da velocidade) de Sommerfeld é totalmente inadequ~ 

do, sendo necessária a formulação de um modelo mais elabora-

do. 

Ã medidaque a espessura (d) do metal (filme metáli 

co) e reduzida, tornando-se comparável ao caminho livre médio 

(L) dos portadores 1 as fronteiras do filme impõem severas li 

mi tações geométricas ao movimento dos elétrons. Os efeitos 

fisicos que aparecem devido a estas limitações sao denomina-

dos efeitos de tamanho (size effect) 

L ~ d ->- s.ize cffcct II. 3 

A relação II.3 pode ser obtida no caso de filmes , 

tJUCr preparando-os com uma espessuL-u adequada, quer executando 

medidas a baixas temperaturas (L aumenta com a diminuição da 

temperatura). A variação desLes parâmetros per:ni te o estudo 

do efeito do tamanho a várias in-tensidades "k" (k c: d/Ll. 

II.l. TRATAMENTO DE FUCHS - SONDHEIMER 

Este tratamento é uma análise estatística baseada 

na equação de Boltzmann , cuja finalidade é a obtenção da 
_,_ -~ -

função de distribuição f(r,v,t) dos elétrons de conduçao em 

um filme fino. 

A equação de Sol tzrnann é obti_da levando-se em con-

t:a as forças externas bem corno o mecanismo de colisão. 

Consideremos os portadores que no tempo t têm pos_:!:. 

ções e velocidades no intervalo ct 3r ct 3v, em torno de "~" e 

,,~,, . , 
v . Em um lnstante posterior t t + dt, estes portadores 
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+ 
estarão, devido à influência de uma força externa 11 F", com 

posiçÕes e velocidades no intervalo d 3r• d 3v•, nas proximid~ 

des de + "r'"e 

• +, + + 
r = r + r dt 

+, + ~ 
v = v + v dt 

11~ I 11 

II.4 

Considerando também as variações de f devido às 

colisÕes af
1 <at co~.' podemos escrever: 

+ + 3 3 IH 3 3 
= f(r,v,t)d rd v+ ~ti ~ d rd vdt 

o co . II. 5 

Vamos usar a aproximação de um tempo de relaxação, 

supondo que o termo de colisÕes depende somente da distância 

+ 
ao equilíbrio, f - f

0
, e também de v, mas somente no valor 

da velocidade em questão. 

II. 6 

Isto significa que qualquer mudança em f(v) de 

seu valor de equilÍbrio (f
0

(v)), vai relaxar exponencialmen

te, com uma constante de tempo L(v), na direção do equilÍbrio. 

A expressao II.S fica então: 

+ 
+ ~ ~ F ~ + 

f(r+vdt, v~t, t+dt) - f(r,v,t} 
f-f 

= - --0
- dt 

T 

F+ e' No caso em que a força de Lorentz, temos: 

f-f 
o 

T 

II. 7 

II. 8 
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Vamos considerar a situação de um filme metálico 

de espessura "d" com um campo elétrico aplicado segundo o ei 

xo "x" 

FIG. II.l d 

I:o:screvendo a função de distribuição na forma 

1'emos, usando II.B 

~ 

r
1 

(v,z) 

T VZ 
~ 

e E 
mv z 

i v >0 z 

J E 
x' x 

II. 9 

II. lO 

Quando T não depende da posição "z" dentro do fil-

me, a solução geral é da forma: 

eE-r dfo 

m ()vx 
[l + I ) I -%)' _F v E-'XP ·--··- ' 

'v J z 
II.ll 

onde F(v) é determinado pelas condiçÕes de contorno nas su

perficics do filme. 

Para obter a função de distribuição no caso E'~m que 

o tempo de relaxação varia continuamente através do filme 

h = ·1 (z}, vamos resolver pr.i.meiramGnte a equa~,:ão homogênea 

em 11.10 

I I.l2 



Cuja solução é: 

~ k.exp(-J 1 
vz 

_E_) 
T ( Z) 

.12. 

II.l3 

Permitindo agora que a constante de integração k 

dependa de "z" diferenciamos II.l3 comparando-a com a expressão 

original (II.ll); podemos obter a solução da equação inhomogê -

nea, (II.lO) 

dk (z) 
dz exp(-J_l vz 

k(z) ex I l 
T(z)v

2
• p(- vz 

o que fornece: 

I: dk(z) ~ e E 
mv z Iz 1Jz' dz" , 

exp(vz T(z"))dz 
o o 

lfz ~ k(z).exp(--
vz o 

dz' 
T{Z')) 

com k(z) dado por: 

k (z) ~ k(O) + eE 
mvz 

af0 Jz 
dvx o exp(v~ r o 

dz" 
L (zu) )dz' 

dz 
T ( Z) ) II.l4 

II.l5 

II.l6 

II.l7 

Para que esta solução tenha a mesma forma de II.ll, 

quando reduzida ao caso mais simples de um tempo de relaxação 

constante, L(z) = T = T
0

, vamos escrever: 

k(o) II.l8 

onde k (o) , ou equivalentemente F { I v z I ) é. determinado pelas con-
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dições nas fronteiras do filme. 

Vamos supor que em cada encontro com a superfície 

uma fração dos elétrons é espalhada elasticamente, sem perda 

de energia, com troca de sinal da componente da velocidade 

(v
2 
~- vz , reflexão expecular). 

Para levar em consideração a diferente natureza 

das duas superfícies do filme
10

, uma vez que urna delas está 

em contacto com o substrato (z=O), e a outra tem usualmente 

um gás adsorvido (z=d), usaremos parâmetros de especularida-

de distintos, P em z=O e q em z=d. 

Definimos as funções f 1 ±(z,±[v2 [), e analogamente, 

F±(±[v2 [), onde o sinal"+" se refere a velocidades positi

vas na direção z, e "-"às velocidades negativas. 

Aplicando as condições de contorno, temos: 

z 

d~--------~----------~q~ 
-:1~ 

o p 

X 

FIG.II.2 - Reflexões nas superflcies - na reali

dade, os pontos 1 e 2 , 3 e 4,são coin 

cidentes 

Em z=O: 
,2 .1 

f~(+[v 2 [,0l ~ P f~(-[v 2 [,0) a 

Em z=d 

~ .3 

f1<-lv
2

l ,dl ~ qfr<+lv2 l ,dl b II.l9 

usando II.l6, !!.17, II.l8 e a primeira condição de contorno, 

II.l9.a, temos: 
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1 + F+ ~ P(1 + F-) II. 20-a 

Analogamente, a segunda condição de contorno (II.l9-b) forne 

ce: 

Jd · 1 Jz' [l+ F:.. I exp (- .,-::.--, 
o iVz I O 

dz" 
. "))dz'l]x TeZ 

1 rd exp(.,-::-> 
I V z I J 0 

dz" 
-r(z") )dz']x 

II.2Q-b 

l.Jsando agora II. 20-a em II. 20-b, juntamente com a 

1 fz dz' definição G(z):::TVZT 
0 

-r(z'), podemos escrever 

d 
[exp(-G(z'))+q exp(-2G(d)x exp(G(z'))1dz' 

L>O~--------------------------------------~"------ ,v <O 

d 

z 1-P q exp(-2G(d)) 

[exp(-G(z' )+q exp(-2G(d) )exp(G(z') l]dz' 

II.21-a 

1+F+ ~pLU-------------------------------------------
1- P q exp(-2G(d)) 

v >O z 

II. 21-b 

A função de distribuição dos elétrons de condução 

pode então ser escrita, usando !!.21, II.l8, II.l? e II.l6. 

Para elétrons que caminham com componente de velo-

cidade na direção positiva do eixo "z", ternos: 



lf Jd 1Jz' __Q_{ (P [exp (- -
avx o vz o 

dz" 
T(Z")) + 

.15 . 

2Jd dz' 1Jz' dz" , -2Jd dz' + q exp(-- ( '))x exp(+- ( "ll]dz )/(1-pqexp(- ( ')))+ 
V2 O T Z Vz O T Z Vz 0 1: Z 

' 
1Jz dz" 1 1Jz exp(V T(z"))dz }.exp(-y 
z o z o 

II.22-a 

E para elétrons com componentes de velocidades na direção -z, 

lf Jd 1Jz' dz" av01 (- [exp(v • (z"f)+ 
X o Z o 

2Jd dz' 1Jz' + q exp(- ( 1 )) .exp(--
vz O T z Vz O 

dz" 
T(z"))]dz')/(1-Pq 

z Jz' 
+ J exp(vl 

o z o 

dzn lJZ 
T(z"))dz'}.exp<-v 

z o 

2Jd exp{v 
z o 

dz' 
T(z')))+ 

II. 22-b 

O efeito do tamanho (size effect) é verificado p~ 

la dependência das funções de distribuição com a espessura do 

filme: 

= k ( z ).exp (-v 
1 r 
z o 

II.16 

Os efeitos competitivos citados na introdução cau 

sados pela inclusão das impurezas (L -+ T (z)), aparecem nas expre.ê_ 

soes II.22-a e b como o argumento das exponenciais: 

G ( z I ) 

' 1J
2 

dz" -v T(z"l 
z o 

II. 23 
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Conforme dissemos, se por um lado a diminuição do 

tempo de relaxação tende a aumentar a resistividade, uma vez 

que os portadores sofrem maior número de colisÕes por intervalo 

de tempo, por outro lado isto provoca um aumento do valor da es 

pessura reduzida do filme (k=d/L), diminuindo a intensidade do 

efeito do tamanho. 

Na realidade, o que a expressao II.23 faz é compu

tar uma intensidade diferente do efeito do tamanho em cada p~ 

- • • . dz'' siçao "z" do filme, atraves da sornator1.a de , 
v

2 
T (z ) 

Esta variação do efeito do tamanho através do fil-

me ficará mais evidente após a apresentação da solução numérica 

para a expressão da condutividade elétrica, sendo nossa inten -

ção neste momento apenas mostrar a sua ocorrência na função de 

distribuição dos elétrons. 

Vamos agora, usando a expressao II.22, calcular a 

condutividade elétrica de um filme fino. 

II.2. CONDUTIVIDADE EL~TRICA 

Conhecida a função de distribuição dos elétrons 

de condução, podemos calcular a densidade de corrente na dire -

ção "x", em cada posição "z" do filme: 

Jx(z) = - 2e(fi) 3 Jd
3

v vxfl ± 

esp. velocidades 

II.24 

e para comparaçoes com resultados experimentais, precisamos to 

mar uma média sobre as densidades de corrente, calculando a con 

dutiyidade efetiva de toda a amostra (o) 



.17. 

II.25 

Na integração em II.24, e mais conveniente a utili 

zaçao de coordenadas polares: 

v = v 
X 

sen e cos t 

v = v sen e sen ~ y 

vz = v c os e 

com o .$- <P .$ 2n e o ~ e ~ n 

E corno usamos as funções para levar em 

conta as componentes positivas e negativas da velocidade na 

direção 11 Z 11
, fazemos a correspondência nos limites de integra-

ção angular: 

f+
1 

++ + lv ] +v +v cos e, z z 
e I n;, 

o 

- + -onde o modulo do vetar v, v e dado por 

af
0 escrevendo em termos de 

avx 

af 
o 

avx 

af 
= o av 

av vx 
= 

~ v 
X 

= sen e cos <1> 

sen e cos <1> 

, temos: 

II.27 

II.28 
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Substituindo II.22 em II.24, com a transformação 

1!.28, temos: 

J ( z) 
X 

J
TI/ 2 

. p 
o 

sen3 e 
cos e d z' [ exp ( -,-:;1="8 J oz ' 

v cos 
dz" 

T(z"))+ 

+ q • exp ( -,-~2;:-,-Jd 
v cos e 

0 

' 
dz' 1 Jz dz" 

T ( z 1 ) ) • exp (,-;v,.-:';c"o"s"8 T (z"))]" 
o 

-2 Jd dz' 
"(l-pqexp(c:v--"co=s-8" T (z 1 ))) + 

o 

dz' 
T(z')) + 

+ -l.sen e J
TI l 

I 
cas e 

TI 2 
[J

d 1 Jz' dz" 
d8 o dz' [exp (;-;v--::;c"o"s---,8 o T ( z")) + 

2 Jd dz' -1 
+ q exp('"'v,..-:';c"o"s---,8 

0
T(z 1 )) .exp(v cos 

2 Jd dz' 
' ( 1-pq • exp (c:v--"c-=-o-=-s--,;:8 T ( z' ) ) ) 

o 

f
z 1 Jz' d " ] -1 Jz d ' 

+ 
0 

exp (~vc-"c'coc:s:--c8" 
0 

T ( ~"} ) dz' · exp (v cos e 
0 

T ( ~ •)) } II.29 
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~ importante observar que os dois termos que apar~ 

cem integrados sobre dz' (Jd dz' [ ]) na expressao II.29, um 
o 

multiplicado por "P" e o outro por "-1", tornam-se iguais quan-

do agrupados em um mesmo intervalo de integração para e. 

A integração sobre $ é trivial, bem como a sobre v, 

uma vez que: 

r dv v 2 ~ (v) 
o 

II. 30 

A relação II.30 evidencia a contribuição somente dos elétrons 

com velocidades muito próximas da Fermi. 

A expressão que usaremos para o tempo de relaxação 

(c. ref. capitulo IV} é: 

T (z) = 'o 
l+A. (c (z) 

onde t
0 

é o tempo de relaxação do filme puro, c(z) a concentr~ 

ção na posição "z", e "A" uma constante caracterlstica do siste 

ma em estudo. 

Definindo 

g(z) = 1 + A.C(z) II. 31-a 

e portanto 

II. 31-b 

e lembrando ainda que 

L = II.32 

e o caminho livre médio dos elétrons no filme puro, vamos tro -
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car os limites de integração angular de n/2 a TI para "o" a n/2 

em II.29, e usando também II.30 e !!.31-b, podemos escrever a 

densidade de corrente: 

Jx (z) 

2 2 2 n; 
2Tre m vF f 2 

3 Jd ~ --.,--=-- E !'en e de { { 
0

dz • [ 
h3 

0 
cos e 

rexp (L -l 
l.: cos fz' dz "g ( z" ))+qexp (,----:;2=-oefd

0
dz' g ( z' ) ) x 6 

0 
. L cos 

.exp (,L--"~:Co"s,--,e"J:'dz"g(z"»]J(l-pq exp(L ~~s 

(P,exp(L 
-l 

ef:dz'g(z'))+ l 
rdz' 

X 
exp{L g(z')))+ cos cos e o 

+ r[exp(L 
l r· -l Jzdz' g(z')) dz" g(z"}) .exp( -c os e 

0 
L cos e o o 

-l 
- exp(L cos e r' dz" g ( z") ) . exp (,.-L--"'~""o""s-e"r dz' g ( z' ) ) J dz' } 

o o 
II.33 

Usando II.l e II.2 para escrever o fator constante 

que aparece em II.33 em termos da condutividade do Bulk (o0 ), a 

condutividade do filme é então: 

de t dz{ t dz' [exp (L ~~s 
o o 

z. 
ef dz" 

o 
g(z")) + 

-2 
+ g,exp{L cos Jd Jz' e dz' g (z')) .exp (,.-L---:;~ 0:::- 8:::--e" dz" g (z") l] . 

o o 

T (1 ( -z 
-pq~exp L cos etdz' g(z')))x 

o 



(P ( -1 efzdz' x .exp L cos 
o 

gIz' I I 
l 

+ exp(L cos g(z')))+ 

,z 1 Jz' 
+ i [ex P ( "L-,c~o""'sc-eo d z " 

J o o 
g(z")) .exp(,L--~~~o~s~eofzdz' g(z')) -

o 

-l 
- exp(L cos 

z' 
ef dz" 

o 

l 
g(z'')) .exp(L cos g(z'JJ]dz'} 
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II.34 

Pode-se mostrar que esta expressao se reduz ao ca-
lO 

so apresentado por Lucas quando feitas as simplificações n~ 

cessárias;para efeito de comparaçao apresentamos somente ore-

sultado final. 

Fazendo com que o tempo de relaxação seja constan-

te através do filme, mas considerando a diferente naturez.a das 

superfÍcies,manifestadas através dos parâmetros de especularida-

de "P" e "q", Temos de II.34 

P*q, T ( Z) -+ TO -+ g ( Z 1 ) = 1 

o 
o 

u 

x (2- p- q + (p+q-2pq)expl-d/L cos 8ll]d8 

X 

II. 35 

A expressao II.34 pode ser integr~, restando ain-

da, todavia, o conhecimento da função g(z'), que é obtida atra

ves da solução da equação de difusão. 

Desta forma, na secção seguinte apresentamos a so

lução da equação de difusão para dois casos distintos, obtendo 

as correspondentes funções g(z'),o que nos permitirá calcular a 

condutividade elétrica do filme quando este apresenta uma dis -

tribuição de impurezas. 
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III. DIFUSÃO 

o estudo do processo de difusão procura estabele -

cer relações entre entidades microscópicas tais como separa

ções atômicas, freqfiência de pulo, etc., com quantidades ma 

croscópicas que são efetivamente medidas (p.ex., o coeficien 

te de difusão). 

Isto faz com que o problema nao seja simplesmente 

o de avaliar quão rapidamente um sistema se homogeniza, mas 

transforma-se em uma ferramenta para o estudo dos processos 

atômicos envolvidos em uma série de reações em sólidos, ao 

estudo de defeitos, possibilitando mesmo uma maior compreen

são das interações entre os átomos propriamente ditos. 

Não é nossa intenção neste trabalho deduzir rela -

çoes entre quantidades micro e macroscópicas, mas sirnplesme~ 

te obter o perfil de concentração de impurezas em um filme 

fino através da solução da equação de difusão, relacionando

o com medidas de resistividade. Estamos relacionando porta~ 

to duas entidades macroscópicas, ou seja, o coeficiente de 

difusão (O) e a condutividade elétrica (o}.{ t claro todavia 

que isso, em última análise, envolve relações entre entida

des microscópicas ou semi-microscópicas como a freqOência de 

pulo (w) e a densidade de corrente (Jx(z)~ Assim sendo, limi

tamo-nos a listar os principais mecanismos que dão origem à 

difusão em sólidos cristalinos, e à resolução da equação de 

Fick. 

~ conveniente ressaltar ainda, que trataremos o c~ 

so de um cristal isotrópico, no limite de baixa concentração 

de impurezas; isto está associado à expressão proposta para 
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o tempo de relaxação- capítulo IV. Assim, o coeficiente de 

difusão é considerado constante (com relação à concentração 

de impurezas), e não depende da direção no cristal. 

III.l. MECANISMOS DE DIFUSÃO 

a. Intersticial direto 

Um átomo difunde-se intersticialmente quando passa 

de um local intersticial a outro, sem deslocar permanenteme~ 

te qualquer átomo da rede. 

A barreira para este processo é ditada pela distar 

çao (afastamento momentâneo dos átomos da rede) necessária 

à abertura de um canal que dê passagem ao átomo. O problema 

básico para o cálculo da freqffência de pulo é então saber 

quao frequentemente esta barreira é vencida. 

Este processo é dominante quando os átomos em difu 

são sao menores que os da rede, de tal forma que a distorção 

nao seja muito grande; ocorre frequentemente em ligas nas 

quais os átomos do soluto ocupam posição intersticial (p.ex., 

carbono em ferrol 11 . 

o o 

o o 
@~ 

o o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

Fig. III.l - Mecanismo Intersticial direto 
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b. Vacancias 

Em todo cristal,alguns pontos da rede estão vazios, 

constituindo as vacancias. Quando um átomo adjacente (em po-

sição substitucional) pula para um destes pontos, diz-se que 

ele difundiu-se pelo mecanismo de vacancias. Como exemplo 

clássico deste processo, podemos citar a difusão de zinco em 

12 
cobre (estudo original de Kinkerdall) 

o o o o o 

o o o 

o o o o o 

Fig. III.2 - Mecanismo de vacancia 

c. Intersticial indireto 

Este mecanismo ocorre quando o átomo em difusão e 

aproximadamente do tamanho dos da rede cristalina e está 

ocupando uma posição intersticial. Neste caso, ele não deve 

passar a outra posição intersticial, pois isto provocaria 

uma distorção muito grande. O átomo então empurra um de seus 

vizinhos mais próximos para uma posição intersticial e ocupa 

o lugar que foi deixado vago. 

t dominante na difusão de prata em brometo 
l3 

de prata 



o 

o 

o 

o o 
o .. 

o 

o }t§ o 
G 

o o o 
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o 

o 

o 

III.3 - Mecanismo intersticial indireto 

d. Rotação de mais de dois átomos 

A distorção provocada pela troca simultânea de 

três ou quatro átomos é menor que a simples troca de dois. 

Este mecanismo não é comum, mas foi introduzido para explicar 

14 
anomaliaS no coeficiente de difusão de alguns metais do 

tipo bcc. 

~ provável sua ocorrência na autodifusão de sódio, 

o qual apresenta uma estrutura bem aberta. 

o o o o o 

o o 

o o 

o o o o o 

III.4 - Rotação de 4 átomos 

Em ternos deste trabalho, o mecanismo intersticial di 

reta é esperado no caso de difusão de um gás em filmes metá

licos (p.ex., Hidrogênio em Paládio), e a difusão por vacan

cias poderá ocorrer no sistema de dois filmes superpostos, 

dependendo dos materiais em questão. 

Na secção seguinte apresentamos a solução geral da 
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equaçao de difusão, obtida através do método de separaçao de 

variáveis; isto nos permitirá calcular o perfil de concentra 

ção de impurezas, para os dois casos acima citados. 

III.2. EQUAÇÃO DE DIFUSÃO 

Em 1855, Adolf Fick, fazendo uma analogia com o 

formalismo matemático empregado alguns anos atrás (1822) por 

Fourier, para explicar a condução de calor, apresentou a hip~ 

tese de que a taxa (E) de transferência de uma substância 

através de uma secção reta de área unitária, é proporcional 

ao gradiente de concentração (C(z)) medido normalmente (eixo 

z} à esta área: 

F = _ D ÔC(Z) 
az 

onde D é o coeficiente de difusão. 

III.l 

Se a concentração em algun ponto (z) está variando 

com o tempo (estado não estacionário), a expressão III.l 

(la. Lei de Fick} ainda é válida, mas não está em uma forma 

conveniente para ser usada. 

Uma maneira melhor de se escrever a equaçao de di 

fusão e obtida através de um balanço de material; isto con -

duz à segunda Lei de Fick: 

(D acl ·az III.2 

E para um coeficiente de difusão independente da posição z, 

temos: 



ac(z,t) 
at 

2 a c (z,t) 
= D. dz2 

• 27 • 

III.3 

A solução geral desta equaçao pode ser obtida pelo 

método de separaçao de variáveis; fazendo então a substitui-

çao 

C(z,t) = Z(z).T(t) 

e usando III.3, temos: 

T(t) 
2 

= T(o)exp(-Àn D t) 

e 

Z{z) = ~ (A'n cos Ànz + B~ sen ÀnZ) 
n=O 

fornecendo a solução geral: 

C(z,t) = Dt)} III.4 

onde os An, Bn e Àn sao determinados pelas condições de con

torno de cada caso particular. 

A seguir apresentamos os cálculos de concentração 

de impurezas quando estas são provenientes de um gás adsorvi 

do na superflcie do filme. 
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III.3. SOLUÇÕES DA EQUAÇÃO DE DIFUSÃO 

1. Sistema gás-filme 

A figura III.5 representa um gás na superfície 

z=O de um filme fino. Estamos considerando o substrato à paE 

tir de z=d. 

C(Z) 

()/-· 

o d z 
FIG.III.5-Sistema gás/filme (t=O) 

As condições de contorno neste caso sao: 

19 - C = O, O<z~d, em t=O - condição inicial 

29 - c = co, z=o 
} t>O 

39 õc O, z=d - ãZ = 

Vamos aplicar estas condiçÕes à solução da equaçao 

de difusão III.4. A 2a. condição de contorno assume que a 

quantidade de gás é muito grande, sendo constante a sua con

centração na superfície do filme, independente da quantidade 

que nele penetra. 

Usando esta segunda condição, temos: 

III. 5 

••.. + 



com B. =O para j #O 
J 

Assim, podemos escrever: 

C(z,t) 

A 3a. condição fornece: 

:cl d =·O_= n~-1°n An oZ z= 
cos(À d)exp(-1. 2 

n n 
D t)} 

Como An deve ser diferente de zero, temos: 

À d = n/2, 3TI/2, Srr/2, •.• , mr/2 
n 

n=l,3,5 •... n= 2k+l~ k = 0,1,2 .... ; k 

TI 
Àn = n 2d ~ 1. 2k+l = (k+l/2)TI/d 

assim, 

= 
n-1 
-2-

C(z,t) (
(k+l/2) ) ( (k+l/2)

2
TI

2 
sen d nz .exp - 2 

d 

Usando agora a condição inicial, temos: 

oo [(k+l/2) TI J O< <d C(z,O) =O= C0 + kgO A2k+l sen d z , z~ 

• 2 9. 

III.6 

III. 7 

Dt 

III.9 

III. lO 

. . - . - r(rn+l/2) TI J Mult1pl1cando esta ult1ma relaçao por sen~ d z , 
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e integrando no intervalo r dl I o, ' I ficamos somente com o termo - " 
m=k: 

C Jdd rlrn+l/21" J 
0

• z sen L: d z 
dC o w. rd • - lk+l/21 TI l 

= -I" A2k+l} dz tsen L d z . 
c k=O o 

[ (rn+l/21 TI 'I- rd 
. sen d ZJ - -A 2m+lj dz 

c 

2 [(rn+l/21 rr J sen d z 

, ternos: 

2C 
o 

(m+l/21TI 
m = 0,1,2 .... 

A2m+ld 
2 

III.ll 

A expressao final para a concentração de impurezas 

de um gas dentro do filme é então: 

2 2 
l { 1-(n+l/21 rr J 

1
_ (n+l/21 rr 

0 n+l/2 sen L d z .exp --- 2 d 
tI l l 

III.l2 

2. Sistema Filme A - Filme B 

Vamos considerar o caso de dois filmes superpostos 

de espessura "a" e "d", com a<<d, de tal forma a impedir que 

o filme das impurezas (espessura ~a') apresente contribuição 

significativa para a condutividade do sistema. Assumimos que 

os átomos de B não se difundem em A (ou o coeficiente de di-

fusão é representativo dos Clo.is sistemas). A figura abaixo 

mostra o perfil de concentração inicial (t~O). 



c (z) 

-J,,....'I-,a,-------c~----2 

FIG.III.6 - Sistema Filme A/Filme B (t=O) 

As condiçÕes de contorno são: 

O, a<z~d 

19- C(z,o) = {c 
0

, o::;:z::;.a 

em t=O, condição inicial 

3C 29 - 32 I z=O = o 

39 - ~;I z=d 
= o t?O 
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Vamos primeiramente resolver o caso estacionário 

a. Solução estacionária 

a c 
3t = o a c 

az = constante 

C(z) =Cio) + c
1

z III.l3 

Aplicando qualquer das duas Últimas condiçÕes de contorno, 

temos: 

c
1 

=O, -+ C(z) = C(o) -· Cest 

Devido a conservaçao da massa devemos impor: 



isto fornece: 

Cest lfd ~ d F (z) dz ·· 
o 

Cest 

b. Solução nao estacionária 

C , O<z~a 

F(z)_{ 0 

o, z>a 

dz + to.dz} 
a 
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III.l4 

III.l5 

A solução geral para o caso nao estacionário ~ 

(~~ f 0) é dada por III .. 4 .. Aplicando a 2a. condição de con -

torno a esta expressão, temos: 

+ B =O 
n 

A 3a. condição permite determinar os Àn 

Para An # O, temos: 

III.l6 

III.l7 

Somando a solução estacionária à solução obtida p~ 

lo método de separação de variáveis, temos: 



c (z,t) = C t + C (z,t) es s.v 

c ( z' t) 
a oo 

~ C
0 

-:s- + L: {A 
u n~l n 
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III.l9 

Usando agora a condição inicial, e a ortogonalidade 

da função cos(anz) no intervalo [o,d], podemos determinar os 

A • n 

C(z,o) = C
0 
~ + ~ An cos(~nz) III. 20 

m,· 
Integrando entre "o 11 e "d" após multiplicação por cos(dz), 

ficamos somente com o termo rn = n 

rd nrrr 
J C(z;o) .cos(a-zldz = 

o 

Mas da condição inicial, temos: 

J
'd ID'IT 

cos(crz> .C(z,o)dz 
o 

J:cos(~"zl .C(z,o)dz = 

Assim, a expressao III.21 fica sendo: 

III. 21 

III.22 

III. 23 
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2C
0 

= m1T sen (m; a) III. 24 

A concentração das impurezas do filme-A, dentro do 

filme-B é então: 

C(z,t) = c (.'! + 2 
o d • 

D t)]} 

III. 25 

convém salientar que esta solução se aplica a dois 

casos distintos: 

19) o filme A é composto do mesmo material que B, mas tem 

inicialmente urna concentração de impurezas (C=C
0

, O~z(a, 

t=O) • 

Neste caso, a condutividade e calculada para todo o filme 

(de O a d), já que nao existe nenhum significado em cal

cular o a partir de z=a (somente a concentração de impur~ 

zas está mudando com o tempo, o que provocará um aumento 

na resistividade do filme, pois uma parte maior deste irá 

conter impurezas para t>O). 

29) O filme A é um material diferente de B, e as impurezas 

sao constituídas pelos átomos de A dentro do filme resultan 

te, feito de 11 A11 e "B". 

Se quizessemos eliminar a presença do filme .A no 

cálculo da condutividade do sistema (A e B) seria difícil. 

No início (t=D) ê fácil, pois a fronteira de separação é bem 

definida (z=a.); mas com o passar do tempo, "A" penetra em 
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"B" e nao podemos definir os limites da integral para a con 

dutividade. 

Todavia, em termos experimentais devemos pensar 

sempre na resistividade do conjunto C'A" e "B") e mesmo este 

29 caso não constitue problema, desde que sejam satisfeitas 

certas condições de validade do modelo empregado: 

com relação ao primeiro caso, a concentração de ~ezas de 

ve ser baixa (na maioria dos casos, C
0 

< 5 AT%) e quanto 

ao 29, a espessura do filme A deve ser desprezível 

(a << d , 1% ou 2%) • 
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IV. TEMPO DE RELAXAÇÃO - DESCRIÇÃO DO M~TODO 

Até aqui limitamo-nos a apresentar a solução da 

equaçao de Boltzmann para um tempo de relaxação variável, e 

as soluções da equação de difusão, nada tendo sido afirmado 

de concreto acerca da associação de medidas de resistividade 

com o processo de difusão. 

Assim, nesta secção, vamos mostrar a influência 

das impurezas na condutividade do filme, obtendo urna depen -

dência do tempo de relaxação com a concentração destas. 

Além disto, apresentamos um esquema do método em 

pregado neste estudo, procurando com isto tornar simples o 

entendimento das equações deduzidas nos capítulos anteriores. 

i. Tempo de relaxação variável 

Os resultados experimentais existentes na literatu 

ralS,l6 indicam que, no limite de baixa concentração de impure 

zas, a variação de resistividade apresenta uma dependência li 

near com a concentração: 

p "" p + 6.p o 

com 

6.p <X c 

IV .l 

IV. 2 

A expressao IV.l é a regra de Mathiessen, mostran-

do que as impurezas simplesmente adicionam um termo resisti·-
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vo independente aos outros (p
0 

= Pfonons + Pdefeitos) já 

existentes. 

Usando principies elementares, e a evidência expe-

rimental expressa por IV.l e IV.2, podemos associar a influ-

ência das impurezas ao tempo de relaxação: 

De II.l, temos 

IV. 3 

onde T = L VF 

E a resistividade fica sendo: 

p ~ 

0 

l IV. 4 

~ razoável supor que a variação da resistividade 

com a concentração de impurezas seja devido à uma dependên -

cia do tempo de relaxação com estas, já que os demais parâm~ 

tros de IV. 4 não podem depender da concentração. {As impure -

zas sao consideradas somente como centros de espalhamento, 

fornecendo o mesmo número de elétrons que os átomos da rede. 

Isto elimina uma contribuição adicional para o número de elé 

trens livres por unidade de volume (n)}. 

Usando IV.4, a condutividade do material puro e: 

m 
2 ne 1

0 

e após a inclusão de impurezas, 

p~p(c(z))~ 
m 

neT(c(z)) 

IV. 5 

IV. 6 



De IV.l e IV.2, temos: 

p(c(z)) = = p + ÀC(z) = o 

p(c(z)) = p
0

(l+AC(z)) 

onde definimos: 

A -

p (l + 
o 

substl tuindo IV. 5 e IV. 6 em IV. 7, temos: 

m 
2 ne -r

0 

(l+AC (z)) 

.38. 

IV. 7 

IV. 8 

assim, o tempo de relaxação é definido localmente através da 

relação: 

T(C(z)) = 
T 

o 
(l+AC ( z)) 

IV. 9 

sendo "A" uma constante característica do sistema em estudo. 

Esta Última expressão (IV.9) é a relação que une 

as medidas de resistividade com o processo de difusão. Ela 

leva em conta a influência das .impurezas. 

A determinação da const.ante "A" e feita expandindo-

se a resistividade em torno do ponto o
0 

~ 
3c 

6C IV.lO 



l\C C(z) - Cinicial = C(z)' 

uma vez que consideramos o material inicialmente puro. 

Então, 

1\p ~À C(z) 

À ~ dp 
ãC 

~ p -p 
o 

e a constante "A" 1 

A ~ 

~ <l2. c(z) a c 

[A] ~ 
-1 

[concentração] 
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IV.ll 

IV .12 

IV .13 

IV .14 

"A" pode então ser obtido a partir da curva p x c para mate-

riais espessos (Bulk} . 

Assim, a influência das impurezas na variação da 

condutividade elétrica é incluida diretamente na equação de 

Boltzmann, por intermédio de um tempo de relaxação variável 

I IV. 9) . 

ii. Descrição do método 

Embora no capitulo I (Introdução) já tenha sido 

mencionada a idéia central deste estudo, bem como o procedi-

mento a ser seguido, julgamos conveniente nesta oportunidade 

sinteti.zar o método empregado, o qual pode agora ser melhor 

compreendido, uma vez que as soluções da equaçao de Bolt~ 

(Cap.II) e de difusão (Cap.III) já foram apresentadas, assim 
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como a inter-relação entre os processos de condução elétrica 

e o de difusão (Cap. IV.i). 

A idéia básica deste trabalho reside no fato de in 

cluirmos a perturbação causada pelas impurezas diretamente 

no tempo de relaxação: 

Feita esta associação, o método consiste em seguir 

as seguintes etapas: 

1. Resolver a equaçao de difusão: 

-+c= c(z,t) 

2. Associar um tempo de relaxação ao resultado obtido em 1 

T ( z) ~ (l+AC (z)) -l 

3. Resolver a equaçao de Boltzmann para este T(z) 

lfz ~ k(z).exp(:_ dz'/T(z')J 
vz o 

4. Usar este resultado para calcular a densidade de corrente, 

o que permite determinar (por métodos numéricos) a condutivi 

dade elétrica: 
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Este procedimento está esquematizado na Fig. IV.l. 

Na primeira parte desta figura (Fig.IV.l.a), 

mostramos um filme fino com um gradiente de concentração na 

direção z. As impurezas difundem-se à partir da superfície 

z=O, sendo 11 C
0

11 a sua concentração neste plano. 

A Fig. IV.l.b representa o perfil de concentração 

apos um tempo t>O. Ela é a solução da equação de difusão p~ 

ra o sistema particular da Fig. IV.l.a (Eq.III.l2 ou Eq. 

III.25). 

Para passar da Fig. IV.l.b à Fig. IV.l.c, associa-

mos um tempo de relaxação à concentração de impurezas, e re-

solvemos a equação de Boltzmann para este tempo de relaxação 

variável, obtendo a função de distribuição dos elétrons de 

condução f 1 (z,V
2
). A Fig. IV.l.c é a integral sobre o espaço 

de velocidades da função f 1 (z,V
2

) (Eq.II.22), fornecendo a 

densidade de corrente na direção x, em cada posição z do fil 

me, Jx(z) (Eq. !!.33). 

Nesta figura, a area sob a curva é a condutividade 

elétrica a (Eq. II.34). Para efeito de comparaçao apresent~ 

mos também o caso de um filme puro (Eq. II.35). 

X 

a 

z 



---/ 
/ 

/ 

o 
o d/2 

FIG. IV.l 

' ' ' ' 

d z 
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b 

c 

a) Filme fino contendo um gradiente de concentração de impu

rezas - b) perfil de concentração - c) densidade de corrente 

através do filme e a correspondente condutividade elétrica 

{área sob a curva). Para efeito de comparação, é mostrado 

também o caso do filme puro(--- - -) 

uma análise desta Última figura é difÍcil, uma vez 

que a densidade de corrente é uma quantidade que não é efeti

vamente medida, não sendo possível uma comparação com result~ 

dos experimentais; nossas considerações são portanto qtk'lli.tativas. 

Nas proximidades do plano z = O, a concentração de 

impurezas é alta, sendo máximo o espalhamento de elétrons 

por parte destasr somado a isto, a presença da superfície 

conduz a um outro fator de espalhamento. Assim, o menor valor 
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da densidade de corrente é encontrado nesta região (zzO). 

~ preciso lembrar, ainda, que as colisões com as 

superficies dependem não somente das posições dos elétrons 

dentro do filme, mas também da direção da velocidade destes 

elétrons; desta forma em zzO, apenas elétrons com velocida -

des Vz>O irão contribuir para a condutividadeJ~!stamos consi

derando as superf!cies perfeitamente inelásticas (p=q=O). Is 

to todavia não altera substancialmente o argumento apresent~ 

do (de que Jx (_z) é minimo em z::.O)). o inverso ocorre em 

Caminhando para o centro do filme, a densidade de 

corrente cresce devido à menor influência das superficies e 

também ao decréscimo na concentração de impurezas. O máximo 

de Jx(z} está deslocado para a direita do centro do filme, 

na curva obtida quando T = T(z), sendo este efeito causado 

pelo gradiente de concentração presente neste caso. 

A medida em que decorre o processo de difusão, o 

ponto de máximo tende a voltar para o centro do filme, coin

cidindo com este quando a concentração se torna uniforme atra 

vês da amostra. 

Aproximando-se da superfÍcie z=d, a densidade de 

corrente diminui devido à presença da superflcie. No caso 

-ap:resentado (C(z~d)~O) Jx(z) tende ao valor correspondente a 

amostra pura. 

Na secçao seguinte apresentamos a solução numérica 

da expressao para a condutividade (Eq.II.34). Como a densida 

de de corrente não é mensurável, não nos preocupamos em se 

guir a ordem natural das equações (obter f 1 (z,vz)+Jx(z)+o) , 

mas sim com a sequência mais simples em termos de computador. 
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V. MtTODOS NUMtRICOS E RESULTADOS 

Nesta secçao descrevemos o método numérico empreg~ 

do na solução da expressão para a condutividade elétrica, 

através da apresentação do diagrama de blocos do programa. 

Mostramos e comentamos também alguns resultados obtidos. 

V.1. DESCRIÇÃO DO PROGRAMA 

Para facilitar a compreensao do diagrama de blocos, 

reapresentamos a expressao para a con.dutividade elétrica 

(eq. II.34). 

a 
a 

o 
3 j"1'sen'e rd Jd -1 Jz' 

= 4Ld o cos e de J o dz { o dz I [exp (,.-L---:cC:o'-=s"e' o dz 11 
g{z"))+ 

-2 
-:-(1-Pq exp(L cos 

1 
+ exp(L cos 

1 
g(z')).exp(L cos 

x exp(~~-~ 1 ~o 8 J
2

dz' g(z')) - exp(~L~-7 1 ~· L cos cos 
o 

xexp( 
1 

8J
2

dz' g(z'll]dz'} L cos o 

( z' 

J 
dz" 

e o 

z' 
Í dz" 

ejo 

g(z"))]+ 

g(z")) x 

II. 34 
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Sendo g(z) dado por: 

gIz) 
"o 

= T(Z) = l + A.C(z) II.3l 

Definimos então os termos que aparecem em II.34 e 

que serao usados no programa: 

lfz I- G(IZ) -L g{z')dz' , f
z' 

G(IZl) -i g{z")dz" 
o o 

II- EXCTE(J) exp(- 2 .G(IZ=d)) 
- cos e 

/(1-Pq EXCTE(J)) 

IV - FTETA(Iz) - fzd '{ (G(Izl)-G(Iz)) ( G(Izl)-G(Iz))} = z exp - exp -
0 

cos e cos e 

VI -

+ FTETA(Iz)) 

E a condutividade é então: 

= _3 frrj, 
a

0 
4Ld 

0 

a sen 3 8 
cos e GTETA(J)d6 

A seguir apresentamos um esquema do programa. 



DIAGRAMA DE BLOCOS 

cálculo de G{IZ), 
em Nl. Pontos do I 
filme 

calculo de EXC1E 
(J), em Juru< va- II 
lares do anqulo e 

~ 

C. • • • • Prograna Principal 

C. • • • • cálculo de CIE (J) 

r< IZ = 1, Nl 

• 

fdz' fcs. (O,z') 

r C'lE (J) I 
r rJi 1 cul.., de l"Th"'A (IZ 

~ 
r'( IZl = 1, IZ > 

J:dz' fcs. (B,z' ,z) 

I F teta (IZ) I 

- • C. . . . calculo de GrETA (J) 

< IZ = 1, Nl > 
• I J:dz fcs. (S,z) 

• I GIErA (J) 

• 

III 

IV 

v 

C ..... todas as integrais em z,z', já foram calculadas 

C o • • o o terroS uma f~ão de e 1 tabelada E'lTl Jmax valores 
deste ângulo 

RESULTI\DOS 
ja

0
, C(z), 

T (z) 

VI 

.45a. 

I 
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V.2. COMENTÂRIOS SOBRE O PROGRAMA 

Embora o diagrama de blocos possa dar uma idéia g~ 

geral do programa, julgamos necessário ressaltar alguns pon

tos sobre seu funcionamento. 

Na primeira etapa (I,II), calculamos uma série 

de valores dos termos G(IZ) e EXCTE(J), os quais serao usa -

dos frequentemente no programa principal. Como esta parte 

constitui uma subrotina praticamente independente, este mes

mo programa pode ser usado para o cálculo de casos mais com

plicados, que incluem soluções da equaçao de difusão levando

se em conta a existência de grãos no filme, bastando para i~ 

so utilizar uma apropriada função g{z)=l+AC(z) (toda a infor 

mação do processo de difusão está contida em G(IZ)). 

De posse destes valores, entramos em um "Do Loop" 

para o ângulo 8(J), que calcula todas as integrais da expres 

sao II.34, exceto a mais externa. A sarda deste "DO" fornece 

uma tabela de valores de uma função somente do ângulo e, 

GTETA(J), que após integração (VI) conduz à condutividade 

elétrica. 

Utilizamos precisão dupla em todos os cálculos, 

uma vez que quantidades muito próximas são comparadas entre 

si; as integrações são feitas através de um método elementar. 

O maior problema ocorre no final do intervalo angu 

lar (6~Tih 1 C0S 6 +0), quandO várias funçÕeS CalCUladaS ten

dem a valores muito grandes ou muito prÓximos de zero, fu 

gindo dos limites do computador (~±lxlo 39 , ~lxlo- 39 ). ~ ne

cessârio então dividir ou multiplicar por um fator constante 

para que se possa chegar suficientemente próximo de 90°, sem 
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perigos de "overflow" e "underflow". As dificuldades crescem 

com o aumento de k(k~d/L), sendo que o final do intervalo an 

gular deve ser ajustado para cada valor deste parâmetro. 

Como a funÇão GTETA{J), a Última a ser calculada 

varia pouco durante grande parte do intervalo angular, mas 

decresce rapidamente nas vizinhanças de Tih , utilizamos um 

passo relativamente grande até 89°, e reduzimos o incremento 

em 8 na região 89° < e < 90°; com este refinamento, alcança-

mos uma boa precisão em um tempo de computação (CPU) pequeno. 

Verificamos a concordância com resultados já publ! 

2,10 -cados fazendo o tempo de difusao (t) igual a zero, o que 

reduz T(z) a T
0 

(g(z)+l). Outro modo de provocar esta redu

ção é anular diretamente C(z) fazendo C0 =O (p.ex., Eq.III.l2); 

os resultados obtidos nos dois casos são muito próximos. Ef;:_ 

tuando-se estes testes para vários valores de k=d/L, e algu

mas combinações dos parâmetros de especularidade, (p,q) asse 

guramo-nos da validade dos cálculos quando efetivamente cear 

re difusão (t>O). 

Um outro tipo de teste é conseguido variando-se 

descontinuamente o tempo de relaxação -r (e consequentemente 

também a concentração) através do filme, e calcular a resis-

tividade da amostra como um todo. Este método foi utilizado 

por Moraga e Vilche [9] (tempo de relaxação é mna função 

continua por partes), constituindo um caso particular de nos 

sos resultados q(z) é uma função continua). 

A seguir apresentamos os resultados obtidos na for 

ma de curvas C(z}xz, T(Z)xz e pxt. As Fig. V.l.a,b,c,d ilus 

tram o método usado, que é aplicado no sistema H/Pd (Figs. 

v.2.a,b,c) e ao de dois .filmes justapostos (Figs.v.3.a,b,c). 
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V.3. SISTEMA GAS-FILME - EXEMPLO 

As figuras V.l ilustram os resultados obtidos nes 

te trabalho; elas representam o caso de um gás cuja concen -

tração e mantida constante {C0 = SAT%) na superflcie z=O do 

filme. O valor da constante "A" foi escolhido de tal forma a 

provocar uma variação no tempo de relaxação por um fator de 

2. 
-1 

(A= 0.2AT% , AC = 1 ~ T(o) = T /2 e T(d) = 1
0

, no inÍ-
0 o 

cio ( t~o)) • 

o 
O filme tem uma espessura de SOO A, sendo que o c~ 

minha livre médio dos elétrons é 5000 }!., fornecendo um "size 

effect" de intensidade k=O.l. o coeficiente de difusão usado 

-14 2 foi D = 1 x 10 cm js. 

Na Figura V.l.a temoS o perfil de concentração 

através da amostra, para vários tempos. A Figura V.l.b con -

têm as correspondentes variações do tempo de relaxação. ~ iro 

portante observar que estas duas figuras são compatíveis, ou 

seja, para um dado tempo de difusão, à medida que a concen -

tração de impurezas decai ao longo da direção "z" do filme 

(Fig.V.l.a), o tempo de relaxação tende ao valor da amostra 

• .pura (Fig.V.l.b) . Para evidenciar este fato, a figura V.l.c 

2 mostra as duas variações para o tempo de 10 s. 

Na Figura V.l.d ternos a variação da resistividade 

em função do tempo de difusão permitido às impurezas. Cada 

• 
Isto se aplica para terrpJs suficientemente pe::_ruenos, quando as .inpure

zas ainda não atingiram a fronteira do fi:IJ're. 
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ponto (t
1

) deste gráfico está associado à uma curva 

O primeiro ponto, t=ls, corresponde à uma amostra praticamen-

te pura, representando apenas a contribuição "size effect". 

No fi~l, para tempos maiores 4 -que 10 s, temos uma saturaçao 

no valor da resistividade, indicando que o filme apresenta 

uma conce~tração uniforme de impurezas. 

V.4. SISTEMA GAS-FILME (H/Pd) 

Nas figuras v.2 mostramos os resultados para o ca 

so de um gás na superfície de um filme fino (H/Pd). O valor 

da constante "A" foi obtido de resultados publicadoJ6 para 

-1 
este sistema (A~0.52AT% ), e também o valor da concentração 

inicial do gás Hidrogenio "C
0
"-'Ioi tomado como o corresponde!} 

te ao limite da fase a para este sistema (C
0 

~ 4AT%). 

6 2 O coeficiente de difusão utilizado foi D = lxlO- cm /s 

sendo as superfícies do filme consideradas totalmente inelás

ticas (P=q=O). Fizemos os cálculos para três intensidades di 
o 

ferentes do "size effect", k=O.l(d=500 A), k=O.S e k=l 
o 

(d=lOOO A). Na figura V.2.a apresentamos o perfil de concentr~ 

ção para o caso k=O.l, e na figura V.2.b temos a corresponde~ 

te variação do tempo de relaxação. As out.ras situações (k=O.S, 

k=l) são análogas. 

Na Figura V.2.c temos a resistividade do filme em 

função do inverso do tempo de difusão (p x w, w::: 1/t), o que 

2 2 * Por exemplo, para o t.enpJ de t = 10 s, a curva C (z,lO ) está tracejada 

na Figura V.l.a, e o p:>nto da Figura V.l.d está ma.rcado. 
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faz com que as curvas tenham uma forma inversa da apresenta-

da na Figura V .1. d (a amostra pura corresponde a freqüêncj.as 

altas, ou seja, tempos pequenos). 

A freqüência de corte para o sistema é definida co 

mo o limite à partir do qual não existe mais variação na re-

sistividade do filme (w ~1/t ); ela est~ associada ·portanto c 00 

a um tempo suficientemente grande, o qual permitiu uma satura 

ção da amostra. Para facilitar sua visualização, ela é indi-

cada nos gr&ficos quando a resistividade atinge 90% de seu 

valor final. 

Uma discussão mais detalhada desta Figura (V.2.c) 

é feita no capitulo final (conclus6es e aplicaç6es), onde 

evidenciamos algumas caracteristicas do sistema H/Pd. 

V.S. SISTEMA FILME-A - FILME-B 

Nas Figuras V.3 temos os resultados para o caso de 

dois filmes justapostos. Mostramos os cilculos para somente 

o 
um valor da intensidade do ''size effect'', k=O.l(d=SOO A) e 

duas combinaç6es dos par&metros de especularidade, p=q=O e 

p=q=O.S. A concentração inicial (t=O) na superficie z=a e 

C =100 AT%, sendo o valor da constante "A" de O.SAT%-1 . 
o 

O sistema é constituido de um filme (A)de impure -
o o 

zas, com espessura a=S A, e outro (B) com 495 A, fornecendo 

o 
uma espessura de d=SOO A para o conjunto. A resistividade e 

calcuú1da para o sistema total e por isso o seu valor mesmo 

ern t=O é superior ao obtido caso o filme fosse realmente p~ 

ro. O coeficiente de difusão usado foi D = lxlo-13 cm
2
/s. 

A Figura V.3.a contém as soluções da expressão da 
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concentração de impurezas (Eq.III.25} para vários tempos. 

Inicialmente * - -(t=O) a concentraçao e C
0

=100 AT% no intervalo 
o 

O<~a=5 A, sendo nula no restante do filme. À medida em que 

o tempo passa a concentração diminui no inicio do filme 

(z::::O) aumentando em seu final; entretanto, a "área" sob a 

curva C(z) é constante, uma vez que a quantidade total de 

massa é conservada dentro do sistema. Assim, as impurezas p~ 

netram no filme até que no final do processo (t=l0 2s) este 

2 
apresenta uma concentração uniforme, C(z,lO ) =1.0 AT%. 

Convém salientar que a expressão deduzida para a 

concentração (Eq.III.25) tem urna convergência muito boa para. 

tempos g·randes (p.ex., lü 2s), e apenas razoável para tempos 

-2 pequenos (t=lO s e especialmente t=O). Por isto, usamos um 

número grande de iterações no cálculo da somatÓria (Eq.III.25), 

tendo isto sido feito para todos os temposi por uma questão 

de coerência e comparação dos resultados, julgamos convenien 

te não aumentar muito a precisão dos cálculos para tempos p~ 

- .. + quenos, ou mesmo usar urna outra soluçao para a concentraçao . 

Na Figura V.3.b ternos o tempo de relaxação através 

do filme, em correspondência a cada curva C(z) da Figura V.3.a. 

A Figura V.3.c mostra a variação da resistividade 

em função do tempo de di. fusão; devido à presença das impure-

o o 
zas nos primeiros 5 A do filme (ou 10 A, melhor dizendo, ao 

* A curva apresentada na Figura V. 3. a é a real. A obtida p:>r métcxios rn.nne 
- - o rioos e meros vertical, nao se anulando totalmente antes de 10 A. 

+ P.Ex., Referência 22 ' pg. 63 
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levarmos em conta as irrpreciSÕes citadas no cálculo de C (z)) ~ 

Conforme já dissemos, a curva parte de um valor superior ao 

esperado. Além disto, devido à baixa concentração no final do 

processo de difusão (C(z,l0 2 ) = l.OAT%), a variação do tempo 

de relaxação não é grande fazendo também com que a mudança na 

condutividade seja pequena. 

Este ponto é evidenciado comparando-se este caso 

com o da Figura V.l.d (secção V.3). A variação do tempo de re 

laxação é determinada pelo produto da constante 11 A" com a con 

-l centração dentro do filme (T(Z) = T
0

(l+A·C(z)) ) . No caso 

descrito pelas Figuras V.l, temos: 

'o 
-rmin = 2 (Fig.V.l) 

E na presente situação, 

(Fig.V.3) 

Desta forma, a elevação no valor da resistividade 

não e ciO pronunciada como nos casos anteriormente apresenta-

dos. 

-Na secçao seguinte mostramos como utilizar este me 

todo, e discutimos também os efeitos competitivos provocados 

pela inclusão de impurezas. 
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VI. CONCLUSÕES E APLICAÇÕES 

Se por um lado nossa intenção neste trabalho foi a 

de rever o formalismo de Fuchs-Sondheimer, procuramos ter se~ 

pre em mente o fato de que os resultados finais dos cálculos 

devem conduzir à uma aplicação experimental, possibilitando 

não somente a verificação do modelo utilizado, mas principal

mente a resolução de alguns problemas práticos de interesse 

(c.ref.-Introdução-Cap.I}. 

Assim nesta secção, ao mesmo tempo em que discuti

mos os efeitos competitivos provenientes da difusão das impu

rezas, mostramos também como utilizar o método proposto em 

duas situações práticas distintas. 

i. Efeitos competitivos: 

Os resultados mostram que a inclusão de impurezas 

no filme elevam o valor da resistividade até um ponto de satu 

ração, correspondente a um tempo suficientemente grande que 

permitiu total difusão para dentro da amostra. 

c 

Co-1:-----
tz 

tl 
o 

o d 

FIG. VI.l 

z 

Com a presença das impurezas (que admitimos forne

cer o mesmo número de elétrons que o metal puro) existe uma 

tendência de diminuição da intensidade do "size effect"p pois 
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o caminho livre médio "L" diminui (k::d/L aumenta). 

Este efeito pode ser entendido fazendo-se a distin 

çao entre dois tipos de elétrons: 

a. Elétrons com velocidade V=VF (VF - velocidade no nível de 

Fermi) só podem ser espalhados elasticamente, pois como não 

existem estados vazios com energia menor que E=EF (T=0°K) 

eles não podem perder energia. Estes elétrons são represe~ 

tados pela distribuição de equillbrio, f
0

· 

b. Elétrons com velocidade V=VF + ó(Õ<<<VF), onde 6 é a velo

cidade adquirida por causa do campo elétrico externo, podem 

perder energia, caindo para o nível de Fermi. Assim, some~ 

te estes elét.rons podem contribuir para diminuir a conduti 

vidade, sendo descritos pela distribuição de não equil!bri~ 

Então a diminuição do efeito do tamanho devido -as 

impurezas ocorre porque o número de elétrons fora do equill -

brio que chega à superflcie diminui. 

As impurezas servem portanto para retornar elétrons 

ao equillbrio, funcionando como centro de espalhamento total -

mente difuso de tal forma que, após colisão com um destes áto-

- * mos o eletron decai diretamente de f
1 

para f
0

. Isto diminui o 

caminho livre médio tornando o efeito do tamanho menos importa~ 

te (k aumenta), muito embora o resultado final seja uma resis-

tividade maior. 

* CCtn uma constante de terp:::> T 
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Podemos indicar a mudança na condutividade elétri-

ca quando k aumenta (por causa das impurezas), analisando uma 

situação especifica: 

Vamos considerar os resultados mostrados nas Figu-

ras v.1: 

Como AC0 =1, o tempo de relaxação varia por um fator 2 (Fig.V.l.a), 

entre T=T
0 

e T=T
0
/2, o mesmo acontecendo com o parâmetro k, 

k=O.l (S!?..JU difusão} passa a k=0.2 (após difusão). 

Para separar os efeitos competitivos, vamos supor 

que, as impurezas constituem uma superfície (ficticia) , com 

parâmetro de especularidade nulo. Aqueles elétrons que sao 

efetivamente espalhados por estes átomos, "vêm" então um fil-

me com k=0.2, P=g=O. Os outros elétrons, os quais chegam a su 

perficie com V=VF+ô, continuam sentindo um "size effect" de 

intensidade k=O.l, P=q=O. Temos então: 

19) k=0.2, P=q=O + p. "l. 9 lmpurezas 

29) k=O.l, P=q=O psize effect ~ 4 · 7 

E como na realidade, os elétrons podem ser espalha 

dos tanto pelas impurezas (superfí.cie fictícia) como pelas su 

perfí.cies (reais} do filme (size effect}, somamos as contri

buiçÕes: 

p 

T 
"1.9+4.7= 6 • 6 • 

+ . 2 ) p .Ex. , E. H. Sondheurer (valores oorrrali zados em termJs de P 0 



p " 6.6 
T 
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o caso real, no qual efetivamente houve difusão 

(Fig.V.l.d), tem o valor: 

p " 6 

Infelizmente nao é possível fazer a separaçao aci-

ma através do computador (o que acreditamos forneceria um re 

sultado mais preciso), pois ambos os efeito estão incluídos 

no mesmo parâmetro (T, capitulo IV). Entretanto, dentro das 

simplificações feitas aqui, o resultado parece bastante razoá 

vel. 

ii. Utilização do método 

a - Coeficiente de difusão em um filme fino - ajuste da curva 

lp/p
0 

X C). 

Confo~me já dissemos, o método utilizado estabele

ce uma relação entre a resistividade elétrica ~ o processo de 

difusão, através de uma dependência do tempo de relaxação com 

a concentração de impurezas CEq.IV.9). Isto em Última análise im 
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plica em uma correspondência entre medidas de resistividade e 

o coeficiente de difusão. 

Os resultados apresentados na secçao V se referem, 

até certo ponto, a sistemas (Filme-Impurezas) ficticios, no 

sentido de que nao buscamos reproduzir nenhum resultado exper! 

mental mas simplesmente usamos valores do coeficiente de difu 

são D (do Bulk) sem procurar refiná-lo. 

Todavia ê de se esperar que o coeficiente de difu-

sao no filme fino (_DF) seja diferente daquele do mesmo mate -

rial na forma de "Bulk" (D), devido à maior densidade de defei 

tos existentes no filme. A origem desta diferença está no pr~ 

cesso de preparação da amostra {P.ex., crescimento do filme ã 

partir da fase de vapor), sendo uma função dos parâmetros de 

deposição tais como natureza e temperatura do substrato, pre~ 

sao na câmara de evaporação, razão de evaporação, etc. 

Torna-se portanto interessante usar o método deste 

trabalho para a determinação do coeficiente de difusão de fil 

mes finos, tornando como ponto de partida as medidas de resis-

tividade efetuadas em materiais espessos (Bulk). 

O procedimento padrão a ser seguido é basicamente: 

1. Â partir de medidas de resistência (R/R ) em função da con o -

centração de impurezas, efetuadas em materiais espessos, 

obtem-se o valor de "A" 

IV .14 

2. Como primeira aproximação utiliza-se o coeficiente de difu 

são das impurezas no Bulk (D ) . 
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3. Com estes dados, e outros previamente conhecidos (P.ex., 

concentração na superf!cie z=O, C
0

) ou ajustados (os parâ

metros de especularidade são ajustados para satisfazer os 

dados experimentais do filme puro), utiliza-se o programa 

proposto calculando a resistividade do filme. Este valor é 

então comparado com os resultados experimentais. 

4. Usualmente a concordância pode não ser boa, mas o valor do 

coeficiente de difusão das impurezas no filme fino (DF) 

pode ser obtido fazendo-se a variação conveniente em D de 

modo a aproximar o resultado do item 3 às medidas experi -

mentais. Estes dois Últimos passos sao repetidos até que 

os resultados sejam concordantes. 

Mesmo no caso em que nao se dispõe do valor do co~ 

ficiente de difusão das impurezas, mas simplemente a medida 

de resistividade em um filme fino no qual se suspeita houve 

difusão, pode-se fazer um ajuste obtendo-se o valor do coefi

ciente de difusão no filme. 

Usando a aproximação: 

z 2 
= 4DT VI.l 

o 

onde z
0 

é a posição em que a concentração cai a l/e do seu 

* valor inicial (C
0

), e extraindo o tempo da curva (p/~ 0 x t-

Fig. VI.2) 1 temos: 

* Usando P. ex. o valor médio da resisti v idade 
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VI.2 

p 

t(PJ t 

FIG. VI. 2 

Tomando o ponto z0 corno sendo o final do filme, o 

que representa ainda outra aproximação, temos: 

4T("p) 
VI.3 

Este valor pode agora ser usado no item 3 (acima), 

com o intuito de refinamento. 

Podemos assim prever o comportamento de sistemas 

de interesse prático, (P.ex., condutores dos circuitos inte-

grados- Au/Pt/Ti-Çref. Introdução (CAP.I)) sem a necessidade 

de realização de medidas de resistividade de um filme fino 

em função da concentração de impurezas. 

Desejamos lembrar uma vez mais que o presente méto 

do se aplica a materiais monocristalinos, isto devido às 

simplificações feitas na análise do processo de difusão. Des 

ta forma, este trabalho deve ser tomado como uma primeira 

aproximação para os cálculos detalhados, que incluam a nature 

za mais real dos filmes, tais corno existência de grãos, e di 
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fusão através das fronteiras destes graos. 

b. Detecção da presença de impurezas em um ambiente-sistema 

Hidrogénio-Paládio. 

O alto coeficiente de difusão dos átomos de Hidra-

- -6 2 gênio em um cristal de Paladio {D~lo cm /s) , somado à bai-

xa reatividade deste material tornam viável este sistema p~ 

ra a determinação da presença de átomos de Hidrogênio não so 

mente quando estes átomos são provenientes da fase gasosa, 

mas também quando estão presentes em uma solução na forma de 

1ons livres. 

Vamos supor que a concentração inicial do Hidrogé

nio na superfície de um filme de Paládio não é mantida cons-

tante, mas oscila em torno de um valor residual C
0

. 

VI.4 

Neste caso, se a freqüência de oscilação é sufici

entemente pequena (em comparaçao com uma certa freqllência c~ 

racte.ristica do sistema) para permitir uma resposta conside-

rável do filme de Paládio, em termos de uma variação mensur~ 

vel de sua resistividade o sistema parece viável ao fim pro-

posto, podendo as suas caracter1sticas serem previstas por 

este trabalho. 

A variação de resistividade e o perfil de concen -

tração do sistema H/Pd foram apresentados no Cap. v (Figs. 

V.3.a e Fig. V.3.c}. Abaixo apresentamos a curva de resisti-

vidade x inverso do tempo de difusão que permite compreen -
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der melhor as características deste sistema: 

FIG. VI. 3 I 
- 1 p p X W - W ~ -

F o t 

de corte (wc) indicada para os três casos 

Para que o dispositivo funcione convenientemente 

ele deve satisfazer alguns requisitos: 

1. Não deve haver variação de resistividade com a freqfiênci~ 

no regime de funcionamento; 

2. A resistividade precisa variar com a concentração, com 

uma amplitude (~) da ordem de 
Po 

A Fig.VI.3 mostra que o 

-2 
10 , (ou menor). 

intervalo de funcionamento 

* necessário para satisfazer o primeiro requisito é w<w 
c . Nes 

ta região, as mudanças de concentração ocorrem de tal forma 

a permitir que a resistividade atinja o valor final "instan-

taneamente" em comparação com o tempo de medição. Não pode -

mos usar o dispositivo para freqtlências superiores à de cor-

te, pois o resultado de uma medição estará variando no tempo, 

* Talvez p:>ssa ser usado para freqtlências altas (t»>Ulc), mas tem que ser 

calibrado em fre::ffiên::ias rnerores. canplica a operação e tem que ser de 

cidido o valor mlnino de !J. (p/p
0

) que fOde ser medido. 
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já que o sistema ainda nao alcançou seu valor final (p(CH)/p
0

). 

Este primeiro requisito estâ então relacionado com 

a freqüência máxima de variação da concentração. 

Se a concentração de Hidrogénio varia muito rapid~ 

mente no ambiente, w>0..1c' o sistema não tem tempo suficiente 

para responder; todavia, como mostra a Fig. VI.3, a freqüên-

cia de corte (w ) é uma função da espessura reduzida do filme 
c 

de Palâdio (k), o que nos permite aumentar o intervalo de fun 

cionamento do sistema. 

O valor da freqüência de corte pode ser estimado a 

partir do perfil de concentração de impurezas no filme, ou me 

lhor ainda, da curva resistiyidade x freqüência. Para o caso 

calculado no capítulo V, k=O.S, temos: 

k=O.S 4 
w "" SxlO H2 c 

O requisito número 2 diz respeito à menor variação 

de concentração detectável. Como estamos relacionando varia -

ções de concentração com mudanças na resistividade, a preci -

são das medidas está ligada à variação relativa da resistivi-

dade. 

-Resistividades de filmes finos sao tipicamente da 

ordem de u-OHM.cm, não sendo difícil medir uma variação de 

t.p ~ 10-
2
. Vamos então fixar este valor como um limite das rne

Po 
didas, e verificar qual a variação de concentração correspon-

dente. 

Usando os resultados de Flanagan e Lewis~., que re 

produzimos na Fig. VI.4, podemos estimar o valor da constante 

"A" para o sistema H/Pd. 
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16 

Flanagan-Lewis 

De IV.l4, temos: 

A;; 0.52(AT%)- 1 

• 7 3 • 

A menor variação de concentração detectável pode 

então ser estimada: 

, A = 0.52 AT%- 1 

A = 

~c 

Desta forma, um filme de Paládio pode, teoricament~ 

ser usado para medir mudanças na concentração de Hidrogênio 

em um ambiente, desde que a freqüência destas variações seja 
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0.5 
inferior a wc ~ 50KH 2 , e a sua magnitude ultrapasse o valor 

6Cmin ~ 2 x 10-ZAT%. 

Existem outras restriçÕes ao uso deste dispositivo, 

tais como a espessura do filme de Paládio, a qual deve ser 
o 

superior a 400 A para que o filme seja razoavelmente conti 

nuo, e também o limite de solubilidade de Hidrogênio em Palá 

di o (Fase a) . 

Além disso, devemos lembrar que estes cálculos ba 

selam-se em resultados parcialmente teóricos, que não foram 

submetidos à uma avaliação experi.rne..ntal , podendo portanto apa

recer algumas restriçÕes de natureza prática que limitem a 

utilização do sistema H/Pd_ para o fim mencionado. 

iii. Novos trabalhos 

Nos últimos anos um grande interesse tem sido con-

centrado em filmes metálicos depositados em subs·tratos dielé 

tricos por evaporação à vácuo ou "sputtering" (células sola-

res, circuitos eletrônicos, etc.). Na maioria dos casos tem-

se observado que a resistividade de filmes policristalinos é 

superior à de monocristalinos sendo este efeito atribuÍdo ao 

- . .. 17 18 espalhamento dos eletrons na fronte1ra dos graos ' • 

Embora neste trabalho as soluções da equaçao de di 

fusão bem corno o modelo empregado na descrição dos espalha -

mentes sofridos pelos elétrons sejam aplicáveis a filmes mo 

nocristalinos, é possível uma extensão a casos mais complic~ 

dos que incluam difusão nas fronteiras dos grãos e também es 

palhamento dos elétrons nestas fronteiras. 

Para que isto seja feito, é preciso usar a adequa-
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da solução da equaçao de Fick, e em adição aos três tipos de 

espalhamento eletrônico considerados (espalhamento isotrópi-

co devido aos fonons e defeitos, espalhamento pelas impure -

zas e espalhamento devido às superf1cies externas) ternos taro 

bém que computar o espalhamento devido à urna distribuição 

planar de _potenciats (devido às fronteiras dos grãos). Des-

ta forma, temos um tratamento mais adequado ao caso de filmes 

policristalinos. 

Por outro lado, a indústria de semicondutores vem 

atualrnente preocupando-se com a fabricação de condutores mo-

nocristalinos e também com o processo de difusão, já que em 

muitos casos a utilização de multi-camadas torna-se necessá

ria. A tecnologia está agora aproximando-se do estágio em 

que o "size effect" em duas dimensões começa a se tornar im 

portante (filmes muito finos e estreitos)~ 9 . 

Uma outra possibilidade de extensão do presente 

trabalho é então, usar o modelo aqui desenvolvido mas levan-

do em conta também o espalhamento nas superfÍcies laterais 

do filme 

~ interessante ressaltar que quer no caso de fil -

mes finos e estreitos, quer no caso de materiais policrista-

linos, o modelo desenvolvido neste trabalho serve como um 

plano geral de ataque, que permite delinear as dificuldades 

pertinentes a cada caso particular. 

Acreditamos assim, que nossa maior realização foi 

a de traçar as diretrizes que possam norbxrr a solução futu

ra de casos mais complicados (P.ex., filmes policristalinos), 

que tanto interesse vêm despertando atualmente. 
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