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Resumo -

O objetivo do trabalho & determinar-se o mecanismo
de fratura seguido pelos materiais frageis, gquando submeti-
dos a variados ensaios mecanicos.

Com este fim, empregou-se diferentes métodos esta-
tisticos de estimativa de parametros (Maxima Verossimilhanga,
Métodos de Momentos e Quadrados Minimos), sobre algumas das
funcoes de distribuicao de probabilidade normalmente empre-
gadas (Weibull, Normal, Lognormal dois Parametros e Lognor-
mal trés Parametros). Com os métodos de ajustamento do Qui-
quadrado e de Kolmogorov-Smirnov, mediu-se a qualidade de ca
da uma das curvas estimadas.

Como ilustracdo do trabalho tedrico realizou-se en
saios de resisténcia mecadnica, compressao e flexao em trés

pontos, sobre bastoes de vidro comum.
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I - Introducao Geral:

Os varios modelos estatisticos utilizados em teoria
de fratura fragil, tiveram suas origens no trabalho de Griffith
[l] , que afirma ser a ruptura do material determinada pela
existéncia de falhas no interior do mesmo. Entao ha uma distri-
buicao de resisténcias quando submetemos varios corpos simila-
res constituidos de um mesmo material, a uma mesma forcga B,
significando que diferentes intensidades de forga sao necessa-
rias para a fratura.

Se considerarmos que as falhas estao distribuidas de
maneira aleatoria, com uma certa densidade por volume, entao
a formulacao estatistica do problema se torna mais evidente.

A resisténcia poderd ser determinada ou pela falha mais criti-
ca (o anel mais fraco), ou pelo encadeamento de um grupo de
falhas.

0 modelo que mais tem obtido sucesso, seguindo oOs
principios acima, & o modelo do "anel mais fraco", do qual se
origina a distribuicao de Weibull [ 2 ]. Mas, o modelo do en-
cadeamento de falhas, representado pela distribuicao de Gauss
[3] também fornece resultados muito bons em alguns casos.

Pelas consideracoes de Griffith se o volume do ma-
terial aumenta, o numero de falhas também aumenta, fornecen-
do uma relacao importante entre o volume e a resisténcia do
material.

Uma outra questao que surge & aguela relacionada
com os variados esforgos a que pode ser submetido o material.
Como se observa, a resisténcia na compressao possui caracte-
risticas diferentes daquela em tracao, ou daguela em flexao.

Portanto, o mecanismo de fratura deve ser diferente em cada
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tipo de ensaio. Por exemplo; nos materiais frageis a populacgao
de falhas presente & constituida de trincas com varios tama-
nhos e orientagoes. Na tragao a ruptura se origina de uma Gni
ca trinca, enquanto na compressao isto seguramente nao ocorre.
Jayatilaka e Trustrum [ 4,5 ] sugeriram um modelo baseado nes-
tes fatos para explicar a compressao em materiais frageis. As-
sim, concluiram que o volume nao se relacionaria 'com ‘a ‘resisten
cia do material e o modelo seria o de encadeamento de falhas.

Dentro da teoria estatistica temos recursos que nos
possibilitam conhecer bem os parametros de uma determinada
funcao de distribuicao de probabilidade, partindo do conheci-
mento de um conjunto de dados, obtido aleatoriamente, que se-
ja descritivel por tal funcao de distribuicao. Estes recursos
estao contidos na "teoria de estimativa de parametros".

Dentre os varios métodos de estimativa podemos ci-
tar trés importantes: o de Maxima Verossimilhang¢a, o de Momen
tos e o de Quadrados Minimos. As qualidades destes métodos
variam, sendo o de Maxima Verossimilhangca o que se apresenta
melhor segundo alguns autores [ 6 ] .

O objetivo de nosso trabalho sera obter informacgoes
sobre os mecanismos de fratura que seguem oOs materiais fra-
geis nos variados tipos de ensaios mecanicos (tragao, compres
sao e flexao). Os métodos de estimativa servirao para deter-
minar os parametros das funcoes de distribuicao de probabili-
dades sugeridas (Weibull, Normal, Lognormal dois Parametros e
Lognormal trés Parametros). Para medirmos a eficiéncia de ca-
da uma das fungoes ao descreverem os diversos grupos de da-
dos, utilizaremos o Teste de Ajustamento do Qui-quadrado e o

de Kolmogorov-Smirnov.



II - Métodos Estatisticos -

II.1 - Funcao de Distribuicao de Probabilidades de Weibull.

Esta fungao de distribuicao tem sua origem baseada no
modelo do anel mais fraco, ou seja, o fenomeno final, no nos
so caso a ruptura do material, &€ consequéncia de um primeiro
evento. Para nds este evento sera o crescimento ilimitado de
uma trinca no corpo de prova.

A fungao de Weibull pode ser deduzida da seguinte for
ma, tendo como base o modelo citado:

— Se efetuamos um grande numero de ensaios em cCorpos
similarmente fabricados, sob os quais seja aplicado um sis-
tema de forcgas §, aumentando-se f de zero até a ruptura do
corpo, obtém-se um sistema G1,02,093,--.,0y de tensoes. Es-
tas tensoes sao as maximas suportadas por cada um dos n cor
pos de prova, e elas permitem a obtengao (experimentalmente)
da probabilidade de ruptura de uma peca similar submetida a

uma tensao maxima o. Esta probabilidade é:

F(o) = (1)

2zl

n - numero de pegas gue sSe romperamn
a uma tensao menor ou igual a o.

N - numero total de pecas ensaiadas.

F(o) - probabilidade acumulativa de
ruptura.

Como € obvio,
F(o) =1 e F(0) =0,

ou seja, nenhuma pega se rompe a uma tensao nula e todas



acabam por se romper a uma tensao suficientemente alta ; deixa
remos de lado em nossas discussoes a fadiga estatica que in-
dica haver sempre um tempo ao final do qual a peca se rompe.
Se todos os corpos foram similarmente construidos,
alem disso, se o material tem as mesmas propriedades em qual-

quer ponto (isotrdpico), deve entao verificar-se:

F(vl U V2) = F(Vl).F(VZ),
v,nvy,) =4, (V; UV,) =V.
F é a probabilidade de que nao se rompa (nao F),

V. e V

1 5 sao decomposicoes quaisquer de V.

As expressoes em (3) definem uma fungao com a se-
guinte propriedade:

F(0) = 1 - F(0) = 1, (4)
visto que

F(V+0) = F(V) = F(V).F(0) .

Para um pequeno incremento de volume obtemos:

F(V+AV) = F(V) + F(V).AV = F(V).F(aV). (5)

Mas, F(V) em torno da origem fornece:

Entao, substituindo (6) em (5)



= F(V) + F(V).F(0).AV. (7)

Deduzindo finalmente

(v) _ F(0) _ F(0)
( (0)

. (8)

[
| ||

Significa que para o constante a quantidade de pegas
que nao se rompem ao aumentar-se o volume & constante. Mas, es
ta constante deve ser uma funcao de ¢ e negativa, pois quanto
naior uma peca mais facil ela se rompe, mais provavel que pos-
sua uma trinca que ao se propagar leve a ruptura. Logo, pode-

nos escrever:

(v) _ -¢(o) (9)
(

VO é a unidade de volume, portanto, ¢(o)/VO € a es
peranca de sobrevivéncia a um nivel o de tensao, por unidade
de volume.

Integrando (9) obtemos:

o
Portanto,
F(V) = exp| - %(0) _3_ . (11)
o

F (V)

I
-

|

(0]
S

|

o
3
<rﬂ

] . (12)



Em seu trabalho de 1939 [ 2 | Weibull supds a seguin

te funcao ¢(o):

s (o) < (13)

0, o<o .

N

Olé a tensio abaixo da qual nao se constata ruptura, m €
una medida da dispersao de ¢ e o uma constante de adaptacao
escalar.

Portanto,

F(o) = 1 - exp —( . (14)

Kies ['7:] propos outra expressao com o objetivo de
eliminar um defeito na expressao de Weibull, que admite a exis

téncia de pecgas que sO se rompem a uma tensao infinita:

] - 2
s
o (o) j o, —w<g<o, . (15)
©, 0 _<0<+x .
3
o & a tensao maxima suportavel pelos corpos de
prova.
Logo,
g-o \ ™
_ _ |V 2
F(o) =1 exp —ve(c — 0) . (16)
o/\"s




Uma outra equacao que tem maior difusao & quando con-
sideramos ¢ =0 e o _== . Com estas suposigoes a fungao ¢ (o)

fica reduzida a:

¢ (o (L17)

Onde as constantes ja foram definidas anteriormen-
te. A probabilidade integrada de fratura fica assim defi-

nida:

F(o) 1 - exp [—(o/oo)m(V/Vo;] " (18)
A vantagem maior desta equagao € que se a represen-
tarmos em um grafico bi-logaritmico, podemos estimar por

quadrados minimos lineares os seus parametros, grafico conhe
cido como "Diagrama de Weibull". Veremos este procedimento

com detalhes no item referente a "Funcao de Weibull para mate

riais frageis em flexao".

II.1.1 - Funcao de Weibull para Materiais Frageis na Com-

pressao e na Tracgao.

Como vimos no item anterior, temos trés equagoes
do tipo da equacao de Weibull, com duas delas envolvendo
tensoes limites.

Aulich et.al. [ 8 ] ensaiaram fibras de quartzo
fundido (Opticas), com uma variagao muito grande de compri-

mento (o diametro foi mantido constante). A partir dos re-



sultados foi possivel obter um intervalo de probabilidades de
fratura muito grande, e mostraram que a equagao (16) estaria
de acordo com estes resultados. Representando esta equagao em
um diagrama de Weibull, teremos a curva indicada na figura 1.

Na primeira regiao desta curva, vemos um comportamento

assintdtico em relacao a o,. Na segunda regiao percebemos um

3
comportamento quase linear, dai a equacao (18) ser largamente
empregada, estimando-se os parametros por regressao linear.
Na terceira regiao, novamente surge um comportamento assinto-
tico, agora em relagao a o -

A conclusao que podemos tirar &€ a de gque a localizagao
dentro do diagrama da figura 1, depende da gqualidade do ma-
terial ensaiado e das condigOes em que se encontram as amos-
tras por ocasiao do ensaio. Se o material for de alta quali-
dade as tensoes provavelmente se localizarao na parte direi-
ta da curva, havendo possibilidade de se estimar og- Por ou-
tro lado, se o material for ruim, apresentar degradagao de-
vido a algum fator qualquer (por exemplo, fibras Opticas em
contato com agua), havera maior probabilidade das tensoes se
localizarem no lado esquerdo do referido diagrama, favorecen-
do uma estimativa de Ty

Na maioria dos materiais ceramicos e vidros, se obtém
valores de tensoes proximas ao limite inferior.Como vamos in-
vestigar inicialmente vidro comum (borossilicatos), com as
amostras obtidas de bastoes comprados no mercado, sem uma

preocupagao maior com sua qualidade, podemos utilizar a

equacao (14), que & uma boa aproximacao para este caso.



Passemos a aplicar os diferentes métodos estatisticos
de estimativa de parametros sobre a equagao (14). Vamos

aplicar os seguintes métodos:

- Maxima Verossimilhancga.
- Método de Momentos.

- Quadrados Minimos nao Lineares.

a) Estimativa dos Parametros pelo Método de Maxima Veros-

similhanca.

A funcdo de maxima verossimilhanga & 2
n
L(m,ol,oo) = E f(oi;m,ol, oo) y (19)

onde f(o) & a funcdo densidade de probabilidade.

Sabemos que:

f(o) = 35 F(o). (20)

Substituindo (14) em (18), temos:

,‘.

f (o) 1 - exp| -

do

Logo,



o —cfmq' o,=a \ "
_ _Vm i Y i %
f(oi) = ¥ 5 ( = } . exp 7 B ) « (21)
o o o o o)
Substituindo (19) em (17):
n c.-0 .\ m-1 o.—o \m
_ Vm i A _ Vv i A
L(m’oﬂ’oo)_ E v o ( o } - eXp v ( o / .
i=1l "o o o) o o
(22)

Desenvolvendo, fica:

i s Vm\n‘ 01_02 mtl 02-01 m-1 N
L' o VOO# N )
o,-0 \m o -0
\Y 1 "¢ v n
.exp 7 ( = we. €Xp |- ( =
o o o o

Os estimadores de maxima verossimilhanca dos para-

tros m,o,eo sao variaveis aleatorias determinadas a partir
o

da: amostragem (01’02""’0n

=

dl(cl’OZ""fOn)’

Q)

.= dz(ol,cz,...,cn).

o= d3(ol,02,...,0n).

), e por meio das fungoes decisao:

Estes estimadores s3o tais que maximizam a fungao

de maxima verossimilhanca.Portanto, estes pontos sao aguelas

solucoes para O seguinte sistema de equagoes:

(23)
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Como L(m,ol,oo) possui pontos singulares nos mes-
mos pontos que ln[ L(m,cz,oof] , pois a fungao L & continua
e crescente na regido de interesse, fica muito mais facil

trabalhar com a fungao logaritmica. Portanto, investigaremos:

3ln L _ , 3lnL _, , 3lnL _ 4 (24)

om ! BGQ d0

Onde, LEL(m'OR'GO)'

Avaliando o logaritmo natural da equagao (21),

Vi n 0,70 m-1
1n L(m,0. ,0_ ) = n 1ln )+ z 1n -
270 V o _ g
el i=1 o
n g.—o \m
- ( = ﬂ : (25)
Vv . o
o i=1 o
E substituindo (25) em (24), obtemos o seguinte sis

tema de equagoes:

m
n (o T el 0] n O .=0g 0« =0
B y I8 - Ly [ Y gL S = 9.
. i=1 Oo Vo i=1 %5 %
= (26)
n -1 - n 0,70, m-1 _ 0
- (m-1) z (c.-0.) + z :
i=1 = Yo% i=1 | %
1 (27)
n 0.0 m
E—{% ok e ¥ ( - ﬁ - 0. (28)
o v g o .
o o i=1 e}

Este sistema de equacoes foi resolvido por meio de

modificacdes no Método de Newton, implementando- [ 9 1 e

[107].
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b) calculo da Variancia e da Covariancia dos Parametros

Estimados por Maxima Verossimilhanca.

Uma das peculiaridades deste método &€ a possibili
dade de se obter informagbes sobre a variancia e a cova-
riancia dos parametros estimados..O procedimento consiste
em se lancar mao da matriz de informacao de Fisher. Os.ele
mentos desta matriz (rij) sao constituidos por valores es-
perados (com sinal negativo) das derivadas de segunda or-

dem do logaritmo da funcao de verossimilhanga. Ou seja,

2
3 1n L(oi;61,62,93)
tij 36, 00.
1 J

Onde, 61=m, 6,=0, 6 e 83200 . 1 e j variam de 1 a 3.

A variancia e a covariancia dos estimadores sao

obtidos de , R a matriz de informacgao.

1
nR
A localizagao da variancia (v) e da covariancia

(cv) de cada um dos parametros na matriz obtida a partir

da matriz de informagao, é:

v (m) cv(ﬁ,Gg) cv(ﬁ,&o)

1 _ I . - -

= = cv(m,cz) V(OZ) cv(oz,co) (30)
cv(m,co) CV(OQ,GO) V(oo

Observa-se que esta matriz € simétrica pois
cv(ﬁ,82)=cv(82,ﬁ), por exemplo.

A matriz R, de acordo com (29), é:



2 2 2
e [Hn) o (aE) s (el
dm? 2
2 2 2
W (golna;} _g|2inz) _ g2l .
L Bogz 2°°
‘1 ‘1 ‘1
3 1n L 3 1n L 5 1n L
- E - E E
(Boo BHJ \800302) -
o
(1)

Portanto, apds avaliarmos cada uma das esperancgas
exigidas, inverteremos a matriz de informagao e multipli-
caremos cada um de seus elementos por 1l/n, fazendo a com-
paracao final com (30).

Como indicado na equagao (31), para o calculo das
esperangas, vamos necessitar das seguintes derivadas par-

ciais:

m
2 g—0 g—ag
i_ln_L_ = - _.L - __:;__ c ln2 = L . (32)
3m?2 m? o o o
-o 0 o-0 -0 \*

2ln L _ _ _1 , vm [7°%) AN 2\
dm 30 o V o o } o V o o )’

o o o o o o o o

(33)
o-o m-1 o-0

321n L =i Vm g AN
dm 30 o-0 V o o ) R

2 2 O O (0] , (o)

o—cA -1

* V o o - (34)

o o]

-0 \©
32ln L _ _ _ m __ _ Vm(m+l) A (35)
o7in L _ . .
30 2 o 2 Vo %o 0o}
o o
=0 m—-1
32ln L _ -V m? 2 (36)
300302 Vv o 2 00}
o o



o-0 = o-0 =2
32ln L _ _ m-1 A _ Vm(m-1) A (37)
2 2 o 2 )
aol oo o ) Vooo Oo}
Lembrando que,
+
E (o) =.f of (o) do, (38)

-0

onde f(o) & a fungéo densidade de probabilidade, vamos a-
valiar quatro esperangas gue serao importantes:

Avaliemos primeiramente

—o \P _\P _.\n-1
= o 02. _ o OA — o oé )
o o } o g }
o S o o o o
~ L 5o
X exp :%— = - G o (39)
o . .
L - p inteiro.

Observamos gque a integral passou a ter limite in-
ferior em ¢, , uma vez que nao & possivel tensao de rup-
tura menor do que esta.

Facamos a mudanga de variaveis:

m-1
g=0,\m - o-o,
t = , com dt = do. (40)

Substituindo (40) em (39) e utilizando a fungao

"Gama de Euler", encontramos:

-p/m
r(l + p/m). (41)

L -t ,x-1
Onde, r{x) :.[ e t dt, x € R. (42)
0
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o-0, o-0,
Para o calculo de E > 1n 5 faremos ou-
o o
tra troca de variaveis:
o-o, |\ g-g \ P 1
_ vV 2 _Vm 2
X = —— (0) § dx T (o) do (43)
o o o o o
Dazi,
“+
G § o-0
L 2 _ 1 —X _
E ( = ) 1n ( 5 ) /v m x 1Inx e “dx 1n —~
o o o o
0
(44)
A integral em (44) & dada por [ 11] :
_f x lnx e * dx = 0.422785. (45)
0
m
o-o, 5 (079,
Para E = . 1n = utilizamos a mesma troca
o o
de variaveis anterior, obtendo:
lg=-0 \T o-0
J[ 3 'lnz 2l . F(o) do =
o 9% s
2
= 1 ) J( x In“x e © dx - 2 1n —%—).
(V/Vo)m 0 o
.;f x 1nx e © dx + 1n2 —%— . (46)
0 o
A primeira integral que surge em (46) & dada pe-
lo valor aproximado [ 12 ]:
fx 1In’x e ¥ ax = 0.82379. (47)

0




e~ L =

A ségunda integral em (46) ja foi vista em (45).

\ » c:—o2 m-1 o—d2
Utilizaremos também E ( " 1n :

9
o o

Por meio da troca de variaveis (43) obtemos:

o-0 m-1 o-0
2 2 1
E 1n = :
(00 ) ( GO> y | - (1/m)]
m——_
A\
o)
<+ oo
: u[ x[l—(l/mjlnx.e_x.dx = (E:l) .P(m:l 1n(—y—) :
m m A\
o
0
(48)
Definamos J(m) como:
J (m) =~j‘x[}'(l/mﬂ e, g, (49)
0

A solugdo para (49) & dada por [13 ]:

J(m)= T(v). ¥(v), onde v & igual a [2-(1/m)] e real.
Ficamos com a condig¢ao de que m deve ser maior do que 0.5.
Observa-se que ¥ (v) & a funcao "psi de Euler".

Portanto esta concluida a solugao para (48).

De posse dos resultados para (39), (44), (46) e (48)
estamos aptos a avaliar todos os rij' elementos da matriz
de Fisher. Listaremos abaixo cada um deles, lembrando que a

matriz € simétrica.

= —15(1.82379 — 0.84557 InA + 1nZa). (50)
m
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Substituimos (V/VO) por A. Se possivel substituire-

mos'[l—(l/m{] por z nas proximas expressoes.

2 g—=0 —l 0—=0 m—l
r =_E(alnL)=lE( z)_@E( 2) .
12 oam 930 o o o o
2 o o o o
o—-0 folade] =4,
.m( ) A_E( 2) 1 ,0/m
o o o o
o o o o
i
=% B lnA T(z) - J(m) . (51)
2 g-o \ ™ 0o—-0
_ 9<1n L - Am 3
i3 B (Bm d0 ) - E o T ( ) In ( o >+
o o o o
o-o \ ™
. & 8 {= 1 (1na - 0.422785). (52)
9% 9% o
o-0 -2
2 _ - _
r = - g (22In L) _ _g| _ml % Am(m-1) .
22 2 2 o 2
90 o] o) o0
2 o o
og—o _\m=-2 2
== = [B=L) M [ amam ] (53)
o o
2 _— m-1
_ 321n L _ m 2 -
a3 = (80 90 ) B B a5 ( o ) -
[Ae’ o o
zm? | (1/m)
= 55| a . T(z). (54)
o
o
2 o=0 il
. - E 31n L\ _ _ E m\_ A m(m+1) 3 _
33 2 2 2 o
90 o] o le)
o o o
o 2
- (__) ) (55)
= .
o

Estimativa dos Parametros pelo Método de Momentos -
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John H. K. Kao [ 14 ] mostrou que o k-ésimo momento
dadistribuigéo de Weibull, neste caso, & dado por:

Moo= oS+ k jac(k'l) [1- F(o)]. do. (56)
%
Onde k &€ a ordem do momento considerado e F(o) a
funcao de Weibull acumulativa (14).
Este método de estimativa consiste em igualar-se mo

mentos de determinada ordem aos momentos amostrais de mes-

ma ordem. Entao,

M; = . (57)

*

"

amostral.

[0}

um momento de ordem k e Mk € o k—-ésimo momento

Com os trés primeiros momentos construimos o seguin

te sistema de equagoes:

_ *
My S My »
_ *_ *2 8
M, = M- (M) 2, (58)
= M-3MM 2 () 3
By = Mgt 1)

O primeiro momento foi tomado em torno da origem e
o segundo e terceiro tomados em torno do valor médio [ 6 ].

Os momentos amostrais sao:

1 n
M, = — I o, , a média. (59)
1 n s i
i=1
o )
M2 = 0 i (oi—Ml) , & variancia. (60)
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n
M, = — L (ci—Ml)3 , O skewness . (61)

Especifiquemos as expressoes do sistema (58):

— Como mostrado por K. Kao, expressao (56),

* © v o=o, \m
Ml c£+ exp | = S do, (62)
: o o
2
chamando 0-0, =X e —(V/Vo)/(oo)m = -g temos,
b m
My =0, % exp[}—qx ﬂ ax. (63)
0
Mas [15 ] ,
o {z+l _
v, _Z ) fz+1
jnexp (-gx°) x“ dx = [ v g ] -P(—;—) . (64)

0

onde T (x) & dada por (42) e também,

1 _ 1

I.E I‘(l/m) =T -IE + 1 . (65)
Logo,

* f=L/m) L

Ml—2+q rm+1) 5 (66)

Substituindo g e A pelos seus valores originais

(1/m)
gl 4 1
m

\Y
o

Ml = 02’ + O'O (-\7— 7 (67)

vamos fazer mais uma identificagao que serd Util;

i -
I'a'*‘l E g, . (68)

&




Logo:
v, (1/m)
Ml = 02 + OO v gl (69)
Para o segundo momento,
_ * * 2
M, = M, - (Ml) (70)
* -
M, utilizando (56) e
© m
% ) o-0,
M o, + 2| o.exp|- v\ 5 do (71)
o o

Fazendo‘o-o£=x

e g=(V/v,)/(og

m m
5 o, *+ 2 hf‘ X exp[}—qx ﬂ dx + ozj[exp(—qx ) dx,

M =
2 (71a)

Utilizando (64),

*_ 2 (=2/m) (=1/m)
M2 oy + g -9, + 202q -9q - (72)
Substituindo (72) e (69) em (70),

-2 -1
M2 = 022 + gzq( /m) + 202glq( /m)
2

_ (-1/m)

[02 + 949 jl " (73)

ApOs fazermos as simplificacoes e substituirmos nova

mente g, encontramos
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(92 - glz) : (74)

Para o terceiro momento,

—* 3** *3
M3 = M3 - M2Ml + 2(Ml) , (75)

*
resta-nos avaliar M3, que por (56) fornece:

oo

% 5 ) 3 o-=0g, m
M3 =0, + 3 .[ oS exp| g S do. (76)
o o
)
Substituindo o=, =X e q = (V/VO)/(cOm) ;
* .
M3 = 023 + 3 U[ (x+02)2 exp(—qu) dx . (77)
0

" Empregando (64),
M, = 0,3 + 3 [mq(—3/m)r(3/m) + 20,mq "™ (2/m) +

+ 0,2 mq(_l/m)r(l/m)] ) (78)

Com (65),

* (=3/m)

B 3 (-2/m)
My = @y~ * Gg8

-1/m
+ 3022glq( / ).

+ 30£g2q
(79)
Substituindo (79), (72) e (69) em (75), apds as sim

plificacoes e substituigoes fica:

v (3/m) 5

(93 - 39,9, * 29, . (80)
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Observa-se que a partir de (80) e (74) pode-se obter
uma equacgao sO envolvendo a variavel m. Para isto basta ava

liar-mos M3/(M2)b/b) [ 16 J. Entéo,

3
My 93 7 399; * 29, (81)
3/2 N EY )
M [(92 91 ﬂ /
Resolvendo (81), obtém-se m que, aplicado em (74),
fornece o .
o
1/2
_ (1/m) o 2
o, =V , [Mz/(gz N )] . (82)
Com m e = encontramos o, utilizando (69).
1 )| (1/m) _
o = M1 7 9% _v_) 9y » (83)

d) Estimativa dos Parametros pelo Método de Quadrados

Minimos nao Linear.

Por este método, os valores dos estimadores gque tor

nam minima a soma de quadrados dada por

n
g = [ Y; - y(ci) 3 (84)
i=1

podem ser obtidos por ajustamento [ 17 ] .

Para o nosso caso, tomando o logaritmo de (14):

1ln [1 - F(oi)} = —__V—E("i - 02) . (85)
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Definindo y; como

y, = In [1 - F(o’i)J (86)
obtém-se
m
- -V _
Y(Gi) = - - (Gi_ og) g (87)
(@] OO

Desenvolveu-se um programa computacional [ 18] ten

do como base o procedimento acima, dal obtendo-se os estima

dores pesquisados.



II.1.2 - Funcao de Weibull para Materiais Frageis

na Flexao.

Devido a complexidade da expressao para a fungao
de Weibull, quando a tensao limite inferior & considera-
da nao nula na flex8o em 3 pontos [ 19 ], inviabilizando
a aplicagao dos métodos de estimativa de parametros, pas
saremos a trabalhar com a fungao de Weibull com o =0. No

2
caso da tracao, temos:

F(o,) = 1 - exp !: - Y,— (_ot/oo)mJ ) (88)
(@]

oL = tensao maxima de tracgao.

Foi mostrado por Medrano [20 ] uma relacao entre

a tensao de tragao e a tensao de flexao. Considerando o

volume da amostra, como fizemos em compresséo, tal re-
lagcao é:
1
o} 1/m
T=-t = l—f 2™ (1-22) /242 . (89)
o 2T
2
0

Onde, o € a maxima tensao de tracgao, of a maxima
tensao de flexao, m o parametro de Weibull, z=(Y¥/R), R &
o raio da amostra cilindrica e Y a distancia até o eixo

neutro.

A partir de (89) podemos substituir o, por To_. em

t £
(88), obtendo uma expressao de Weibull para flexao.Entao,

trabalharemos com a seguinte expressao:

F(o,) = 1 - exp

o.\m
Vv 1
T E_) . (90)
o

o
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o, = tensao maxima de flexao.

i - Indice ordenador dos ensaios.

Sera sobre (90) que passaremos a apiicar os méto-

dos de estimativa de parametros.

a) Método de Estimativa de Parametros por Quadrados

Minimos Lineares.

E possivel converter (90) em uma equagao linear,

basta aplicar o logaritmo natural duas vezes:

v o, \m
1n [l ~ F(C‘i):} = - v O—-) . (91)
o o
v 94
1n (-1n [l - F(oiﬂ = 1n T + m ln(g— . (92)
o le}
Portanto,
ln Y = mllnoi) + C. (23)
Onde,
Y = - 1n [l - F(oiﬁ . (94)
e
. L.
C = 1n Vo) m lncO . (95)

Resta determinarmos F(oi).
Kapur e Lamberson [_21 ] fez um resumo da teoria
que fornece as varias funcoes de probabilidades de po-

sigoes associadas a F(o,).



= 6 .=

O procedimento consiste em dividir o espago amos-
tral em trés regioes mutuamente exclusivas, com probabili
dade constante de uma dada observagao cair em uma delas.
Por meio da distribuigao multinomial & possivel determi-
nar-se uma distribuicdao de posigOes das observagoes, que
é a conhecida distribuicao Beta. Como o Gnico argumento
que se utiliza & o da diferenciabilidade da fungao acu-
mulativa que se deseja estudar, esta distribuicgao de po-
sicoes obtida se aplicara tanto a Weibeliana quanto a
qualquer outra funcdao de probabilidades continua.

Avaliando o valor médio da fungao Beta encontra-
da se obtém i/(n+l), i & a ordem da observagcao e n o©
nimero total de observacoes. A mediana que se obtém &
(1i-0.3)/(n+0.4), sendo este valor uma aproximagao para
a integral na funcdao Beta incompleta. Ambas sao utilizadas,
dependendo de ser a média ou a mediana a escolhida como va
lor representativo das observacgdes. Mas, em distribuigoes
altamente assimétricas, a mediana representa melhor as ob-
servacoes, geralmente a média fornece resultados subesti-
mados. Por exemplo, para uma reta graficada utilizando-se
a distribuicdo de posigOes baseada na média, estara ligeira
mente girada no sentido horario em relagao aquela obtida
utilizando-se a baseada na mediana. Consequentemente a in-
clinacdo da mesma estara subestimada. Este & o argumento
basico para se tentar outras distribuigoes de posigoes.

Kimball [ 22 ], mais recentemente Bergman [23J,
realizaram estudos que indicam para o nosso tamanho amos-
tral (n=30) a seguinte funcao de distribuicao de posigoes

como sendo a melhor:



- D
{={1/2
F(o,) = i—%—i—l ) (96)

Onde, n €& o numero total de ensaios realizados,

i €& o iIndice ordenador destes ensaios.

Se plotamos em um grafico logaritmico Y versus
lno,, obtemos uma reta, permitindo o conhecimento dos
estimadores m, coeficiente angular da reta, e 80, cha-
mado parametro de localizagao da curva.

Partindo de (95):

m lnoO - ln(V/VO) - C . (97)

Logo,

2 = expd=| Indwiv g = (98)
(@) 2 f[:l - O : )

Como visto anteriormente se desejarmos uma compa-
racao com as tensoes maximas de tragao, basta determinar

mos T em (89) para cada lote de ensaios.

b) Método de Estimativa de Parametros por Maxima Veros-

similhanca.

A funcao acumulativa & dada por (90), a fungao

densidade de probabilidade é:
f(o) = o F (o) o 1 exp [ A (c/co) J (99)

Onde, A = —(V/VO) . (100)
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Logo,

f(o) =

o’ &

(o/co)m—l exp [— A(o/oofn} . (101)

A funcao de maxima verossimilhanga fica:

=3

L(m,co) =

%E (0./0 )m—} exp [—A(oi/co)m} (102)

. i’ "o
i=1l "o

Neste ponto percebemos nao haver distingao com o
caso tratado no item II.l.a, bastando apenas fazer 0£=0.

Entao, as equagoes finais serao:

9ln L(m,o ) n n
o -, 3 in{o; /o ) = A T (6,/@ )m.
m . i’ "o : i’ "o
om i=1 i=1
. ln(ci/oo) = 0. (103)
91ln L(m,oc ) n -
S = - mm+2am I (o,/0)" = 0. (104)
X i’ "o
30 i=1
o
Lembrando que A = —(V/VO).

As equacgoes (103) e (104) podem ser resolvidas pe-

lo mesmo método utilizado em (26), (27) e (28).

c) Método de Estimativa de Parametros por "Momentos".

Comparando com os calculos efetuados em II.l.c,

fazendo Ol=0’ obtemos as seguintes equagoes:

M, =g (VO/V)l/m g (105)

1 o 1
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_ 2 2/m 2
M, = o (V_/V) (g2 - gl) ) (106)

Onde g, & dado por (68), M) e M, dados por (59) e
(60) respectivamente.

Substituindo (105) em (106) obtemos:

Eg =1+ (M /MZ) (107)
2 vl
il
Resolvendo (107) obtemos m, que aplicado em (105)
fornece ¢

5"

d) Método de Estimativa de Parametros por Quadrados Mi-

nimos nao Lineares.

Vamos partir da equagao (91).
_ m
1n [l - F(oi)} = (V/VO)(oi/oo) . (108)

Como visto em II.l.d devemos minimizar a soma:

)]
Il
™3

2
N [yi - y(oi)} y (109)

%

onde definimos
y; = 1n [l - F(ciﬂ (110)

y(o,) = —(V/VO)(ci/oo)m I (111)

Aplicaremos a (109) o mesmo programa utilizado

em. IX.lzds
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II.2 - Funcao "Normal" de Distribuicao de Probabilidades .

A funcido densidade de probabilidade "Normal" & da-
da por,

f(o) = - exp‘:— e (0 = o© )2]. (112)

Y21 Var 2 Var?

Var & a variancia da distribuicao e o, © valor mé-
dio.

A funcao em (112) sera testada nos trés tipos de
ensaios, compressao, tracao e flexao em tres pontos.

E sabido que, se um certo fenomeno estatistico se-
gue esta funcao de distribuigao, entao a causa do mesmo é
miltipla, ou seja, para o nosso caso, a ruptura da amos-
tra ocorreria pela uniao de varias trincas que se propa-

gariam.

a) Estimativa dos Parametros pelo Método de Maxima Veros-

similhancga .

A funcao de maxima verossimilhanga neste caso é:

n

1
L(0,,0,7007ees,0_3 0 _,Var) = I —m—— .
2" 3 nt i=1 Var/n2
. exp ok (ci—om)2 ’ (113)
2 var?
Tomando o logaritmo de (113), pois L e 1lnL possuem

maximo no mesmo ponto,
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n
InL = I [— % In(27) - 1n (vVar) - B 2(o.—cm)2
i=1 2var® *
(114)
Logo,
o 1nL _ 9 1nL _
o =0 e T Var o . (115)
m
Portanto,
n
-Z (ci—cm) =0 (116)
i=1
e
# 1 n 2
= z (g.-0_) . (117)
var Var3 i=1 i "m
Desde que a média independe de n:
1 n
g = = I O.y (118)
m n ._ i
i=1
e
n .
Var2 -~ & X (o.-0 )2. (119)
n s i m
i=1

Como no ponto de maximo devem valer simultaneamente

(116) e (117), temos:

2 iz B
vVar® = (ci om) . (120)

1
n-1 1

M3

i

Obs. - Utiliza-se 1/(n-1) porgue esta & a expres-

sao que leva a um resultado menos tendencioso [ 247].
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IT.3-Funcao de Distribuicao de Probabilidades Lognormal (2

parametros) .

Obs. - Também uma sO expressao para os trés tipos de en-
saios.

Esta fungao de distribuigao possui as mesmas carac-
teristicas que a anterior. A Gnica diferengca & que o que
estaria distribuido normalmente nao seria a variavel o,
mas sim o logaritmo de o.

A funcao densidade de probabilidade neste caso é:

o_\2
f(o) = NNV exp | - (Lo g) : (121)
Var o V27 2Var

a) Estimativa dos Parametros pelo Método de Maxima Ve-

rossimilhanca.

Utilizando-se este processo de estimativa & facil

ver, comparando-se com os calculos do item IITI.a , gque:
1 B
o = = I 1n(o,) (122)
m n .- i
i=1
e
~ 1 n 5
var? = — I (lno, - o_)". (123)
n-1 i=1 i m -

II.4-Funcdo de Distribuicao de Probabilidades Log-

normal (trés parametros).

A diferenga da lognormal 2 parametros & que se in-

clui mais um pardmetro (8). A distribuigao normal se fa-
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ria logaritmicamente em torno de o, com a variavel o sub-
traida do valor 6.
Temos também uma sO expressao para Os treés tipos

de ensaio.

A funcao densidade de probabilidade no caso &

. 2
g
f(g) = ——=t— exp! - [ln(°'e) - ;] ) (124)

(c=0)av2m 20,2

o é a variancia da distribuicgao.
Resolvé-la por maxima verossimilhanga & muito tra-

balhoso. Prefere-se o método de momentos.

a) Estimativa dos Parametros pelo Método de Momentos.

Por este mé&todo se obtém [25 :

= - =92
Ml 8 + exp [cm + (1/2)a } , (125)
— 2 -~ 2 &2
M2 = exp ( G + a4). (e - 1) , (126)
R R 22 )
M; = exp |35 + (3/2)a2|. (e’ = 1).(e + 2). (127)
Fazendo
2
M A2 )
B=—2= (- 1)(e*+ 23 2, (128)
M, :

B= (W -1)(w+ 2)". (129)
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A solugado explicita de (129) é:

2 (1/2)| (1/3)
#=0{14+2 +[: 1+ E) - lW +
2 2
5 g2 1(1/2) {1/3]
+ 15 = [ 1+3 -1 - 1. (130)

Ml’ M. e M., acima sao as mesmas de (59), (60) e (61).

2 3
Como conhecemos o valor de B, basta resolver (130)
para obtengdo de 4. Com & resolvemos (126) e obtemos ¢ _. De

posse de a e 8m resolvemos (129), obtendo §.



II.5 - Testes de Ajuste de Curvas.

a) Teste do Qui-gquadrado.

Em cada um dos casos tratados anteriormente pode-se
verificar o ajustamento das fungoes de probabilidade obti-
das, sobre os dados experimentais. Uma maneira de se medir
este ajustamento & exatamente avaliando o qui-quadrado [26]
destas funcgoes.

Para tanto se considera a amostra de tamanho n, on-

de os possiveis eventos do conjunto (cl,oz,...,on) bEorre—

ram com frequéncias 01+057+4-,0y (frequéncias observadas) .
De acordo com a fungao de probabilidade, com os parametros
fornecidos por um dos métodos de estimativa, seria de espe
rar que tais eventos ocorressem com frequéncias El’EZ”"’
Ek' Portanto, desejamos saber se as diferencas existentes
entre as frequéncias observadas e as frequéncias esperadas,
diferem significativamente.

Pela estatistica do qui-quadrado, esta diferenga é

fornecida por:

2 k (o.—E.)2
¥ o 3 el F131)
j=1 Ey

Onde, Xé é a estatistica do teste com ¢ graus de li
berdade, Oj as frequéncias observadas, Ej as frequéncias
esperadas, n & o nimero de elementos da amostra e k O nime
ro de classes consideradas. Trabalharemos com n=30 e k=6.

Deve-se observar o seguinte com relagao ao nimero de

graus de liberdade:
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- quando as frequéncias esperadas puderem ser calculadas
sem que se facam estimativas dos parametros populacio-
nais,a partir das distribuicoes amostrais, temos ¢=k-1.

- mas, quando para a determinacao das frequéncias espera-
das, r parametros tiveram suas estimativas calculadas a
partir das distribuigoes amostrais, entao é=k-1-r.

Do observado acima temos:

Weibull (compressao) -+ ¢=2.

Weibull -(flexao) > 9=3.
Normal -+ ¢=3.
Lognormal (2P) - 0=3.
Lognormal (3P) > 0=2,

Para k=6 como observado anteriormente.

Portanto, o teste de ajustamento do Qui-quadrado
fornece uma visao geral, mas temos um outro método que in
forma localmente a qualidade do ajuste. Este método €& o

de Kolmogorov-Smirnov.
b) Teste de Kolmogorov-Smirnov.

Este & um teste nao-paramétrico para diferencas
entre distribuicoes acumulativas. E geralmente mais efi-
ciente do que o Qui-quadrado para pequenas amplitudes a-
mostrais [24] .

Ele & baseado na maxima diferenca absoluta K en-
tre os valores da distribuicao acumulativa de uma amostra
randomica de tamanho n e uma distribuigao tedrica especi-
ficada. Para determinar-se o quanto o valor encontrado é
bom, construiu-se tabelas com os valores criticos de K

para os diversos tamanhos de n.
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III - Arranjos Experimentais e Obtencao de Dados.

III.1 - Introducgao.

Vamos descrever agora oOs testes experimentais que
forneceram os dados a serem submetidos aos cadlculos ted-
ricos.

Escolhemos como material de trabalho o vidro co-
mum (material fragil), sob a forma de bastoes cilindricos,
a partir dos quais cortou-se as amostras ensaiadas. Estes
bastoes sao borossilicatos encontrados comumente no mer-
cado, e utilizados largamente em laboratdorios gquimicos.

A escolha destes bastoes deu-se devido a fécilidade de
obtencao, as suas boas qualidades (homogeneidade e regu-
laridade dimensional) e ao baixo custo.

Os bastoes sao disponiveis em varetas de 1.5 m de
comprimento, sendo necessario corta-los, ou com uma vidia,
no caso da flexao, onde nao ha necessidade de grande pre-
cisdo no comprimento da amostra, ou com uma maguina apro-
priada, se for o caso de compressao, onde ha necessidade
de exatidao no corte.

Para flexao em trés pontos, a distancia entre os
apoios inferiores foi de 10 vezes o diametro da amostra.
Na compressao a altura da peca foi igual a duas vezes ©
didmetro. A razao para estas proporcgoes da-se devido aos
efeitos friccionais das superficies de carregamento so-
bre a superficie total da amostra [ 27 ].

Trabalhamos com 3 ‘diametros diferentes, pois es-
peramos obter alguma relagao entre o volume da amostra e

a resisténcia do material nos variados ensaios.



Foram preparadas em cada modalidade de ensaio (com
pressao e flexao), e para cada diametro, 30 amostras. A es
colha deste tamanho amostral se deveu ao fato de haver um
razoavel conhecimento estatistico sobre as implicacodes des
ta escolha [ 23 |, e ser o mais comummente empregado na 1i
teratura. Entao, o numero total de amostras preparadas foi
180. 90 para flexao (30 para cada um dos 3 didmetros) e 90
para compressao (também 30 para cada diametro).

Nao foram realizados ensaios de tracdo, visto que
encontrou-se dificuldades técnicas inviabilizando-os. A di
ficuldade maior foi na fixagao da amostra & maquina de tes
tes, sem que ocorresse escorregamento da peca.Por outro 1a
do, observa-se que este & um ensaio de mesmo tipo
que a compressao, a funcao de Weibull que o descreve é a
mesma para Compressao.

A magquina utilizada para ensaiar as amostras foi uma

MTS.

IIT.2 - Testes de Flexao em Tres Pontos e Dados Obtidos.

Os diametros dos bastoes utilizados foram:

dl = 0.385 cm.
d2 = 0.445 cm. (132)
d3 = 0.630 cm.

Implicaram em amostras para flexao com os seguin-

tes comprimentos:



~7 -

11.d 4.235 cm.

0
Il

1 1
c, = ll.d2 = 4.895 cm. (133)
c3 = ll.d3 = 6.930 cm.

Como se percebe, deixou-se uma margem de 1 diame-
tro para uma facil fixacao da amostra a maquina, uma vez
que a distdncia entre os apoios inferiores na flexao foi
de 10 diametros.

As amostras, neste caso, foram obtidas por corte
simples a partir das varetas de 1.5 m. Este corte foi fei
to com vidia.

Foram preparadas pecas de fixacao e o arranjo final
pode ser observado esquematicamente na figura 2.

Na figura 3 observa-se uma amostra preparada para

este ensaio.

Como sabemos da teoria da elasticidade [ 28 ], a
tensao maxima suportada pelo corpo pode ser obtida, neste

caso, por:

g =% m, (134)

Onde, gm & a forca maxima suportada pela amostra na
ruptura, L & a distancia entre os apoios inferiores e r o
raio da amostra cilindrica.

Nas tabelas 1, 2 e 3 podemos observar os resultados
para os ensaios de flexao. As tensoes maximas estao dadas

em MPA.



III.3 - Testes de Compressao e Dados Obtidos.

Neste caso foi necessario um maior trabalho no pre
paro das amostras, pois havia necessidade de que a altura
das mesmas fosse exatamente igual a duas vezes o diametro
do bastao considerado. Portanto, além do corte mais preci
so com uma maquina apropriada (ISOMET), poliu-se as amos-
tras em discos de alumina até que fossem atingidas as di-
mensoes exigidas.

O arranjo mecanico pode ser observado na figura 4,

na figura 5 um esquema das amostras ensaiadas.

A expressao que fornece as tensoes maximas de com-
pressao & [ 28]:
>
P

c - _m (135)
Tr?

Onde, ﬁm @ a forca maxima suportada pela amostra

no teste e r o seu raio.

Nas tabelas 4,5 e 6 estao os resultados dos en-

saios de compressao, com os valores dados em MPA.



IV - Resultados das Aplicacoes dos Métodos Estatisticos

Sobre os Dados Obtidos.

Vamos listar os parametros estimados um a um. O
parametro m da fungéo de Weibull, estimado pelos diversos
métodos, estao na tabela 7. Na tabela 8 esta o, na tabela
9 esta o, para compressao.

Na tabela 10 temos todos os parametros das
funcoes Normal (N), Lognormal de dois parametros (LN2P) e
Lognormal de trés parametros (LN3P). A Normal e a Lognormal
de dois parametros foram submetidas ao método de Maxima Ve-
rossimilhanca, a Lognormal de trés parametros ao método de
Momentos.

Nas tabelas 11 e 12 estao os resultados para o
grau de ajustamento do Qui-quadrado para as diversas funcoes.
Estes resultados ja estao dados em porcentagem, ou seja, O
grau de ajustamento & tanto melhor quanto maior for a por-
centagem indicada. Na tabela 11 aparece os resultados para
Compressao, na tabela 12 para Flexao.

Nas tabelas 13 (Compressao) e 1l4(Flexao) estao os

resultados para o ajustamento de Kolmogorov-Smirnov.



V - Discussao dos Resultados.

Faremos agora as analises de cada uma das tabelas de
resultados, procurando conclusoes em cada uma delas bem co
mo tentando relaciona-las entre si.

Para o parametro m de Weibull & de se esperar que se
houver acordo com o "modelo do anel mais fraco", todos os
valores deverao coincidir, ou serem bem proximos, mesmo ha
vendo variagao no volume do material ensaiado. Isto se de-
ve ao fato de que este modelo ja envolve corregao para va-
riacao de volume.

Na tabela 7 temos os resultados das estimativas para
este parametro m de Weibull, nos casos de compressao e fle-
x30. Claramente percebemos uma distingao entre os dois ti-
pos de testes, em flexao os valores de m sao mais altos
(entre 7 e 10), ja para compressao sao mais baixos (entre
1l e 4). Por outro lado, observamos um certo acordo entre
os dados de flexao que nao aparece em compressao. Em flexao,
para um certo volume (por exemplo V2), vemos que todos os
valores obtidos pelos diversos métodos estao bem proximos,
se comparados com os de compressao. Fazendo uma média des-
tes valores (9.14 para V,), todos os outros resultados des
te grupo nao apresentam uma diferencga maior do que 6% des-
te valor médio. Para compressao (valor médio 2.53) o desvio
maior atinge 50% deste valor médio. Tudo isto sem mencio-
narmos que utilizamos 4 métodos de estimativa em flexao e
apenas 3 em compressao.

Também, se comparamos dentro de um mesmo método os

resultados de m, notamos outra diferenca. Em flexao obser-



vamos em geral o valor de m praticamente constante, os pio-

res valores (7.04 e 7.09 para V,) sao apenas da ordem de

I
15% do valor médio. Ja em compressac estas diferengas atin
gem até 50% do valor médio. Ainda observamos que pratica-
mente todos os valores de @ para compressao, se situam fora
da faixa indicada pela varidncia do parametro. Por exem-—
plo, para Vl a faixa se situa entre 1.77 e 1.87, mas os ou
tros dois valores sao 1.56 e 1.81.

Entao, observando sOmente esta tabela, notamos ha
ver uma concordancia com o modelo do anel mais fraco nos en
saios de flexdo, e a independéncia esperada de m com O VO-—
lume do material.

Na tabela 8 vemos os valores de 80 estimados pelos
diversos métodos, para compressao e flexao.

Também, para o parametro 80, se for seguido o re-
ferido modelo do anel mais fraco (ruptura a partir de uma
nica trinca), deveremos obter um valor praticamente cons-
tante, apesar da variacao de volume das amostras ensaia-
das. O motivo para este fato & o do que o modelo ja contém
a correcdo para a variagao de volume do material ensaiado.

Fazendo a mesma comparagao feita para a tabela 7
obtemos:

— Dentro do conjunto de valores para um mesmo volu-

me (por exemplo V observamos que em compressao o valor

2)’
médio & 9.11 MPA, com um desvio maximo de 72% deste valor
para o pior dado (2.50 MPA). Para flexao o valor médio &
104.18 MPA, com desvio maximo menor que 1% deste valor.

Também, para um mesmo método, as diferencgas com

o valor médio atingem cerca de 70% para compressao, e ape
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nas 6% no maximo para flexao.

Observando os valores das variancias,constatamos
que todos os valores para este parametro estimados pelo mé
todo de momentos, estao fora da faixa de previsao. Lembramos
que de todos os métodos utilizados o de momentos fornece
os resultados mais imprecisos.

Entao, novamente observa-se uma maior homogenei-
dade nos dados referentes a flexao, com o valor do parame-
tro praticamente constante, indicando acordo com o modelo
do anel mais fraco.

Na tabela 9 est3o as estimativas para o parame-
tro 82 de Weibull, sémente para os ensaios de compressao.

Se percebe logo que nao ha uma relagao clara en
tre este parémetro e o volume, ou qualquer outro dado, sen
do que até mesmo entre os prdprios valores do mesmo nao se per
cebe muita coeréncia. Para o volume Vl os dados sao leve-
mente mais proximos, apresentando desvio maximo de 50% do
valor meédio (2.08).

Aqui também os valores de o, estao fora das fai
xas indicadas pelas varidncias obtidas por maxima verossi-
milhanca.

Na tabela 10 temos todos os parametros estima-
dos para as funcgOes Normal, Lognormal dois parametros e
Lognormal trés parametros.

Para a funcao Normal observamos claramente, tan
to em flexdao quanto em compressao, uma queda da média com
o aumento do volume. Isto sugere que o aumento de volume
propicia o encadeamento de falhas. A variancia também

cai com o aumento de volume, ou seja, as tensoes de ruptu
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ra mais se agrupam em torno de um valor médio.

Para a Lognormal dois parametros em compressao,
observamos uma relacao do valor médio com o volume da amos
tra ensaiada. Esta dependéncia, além de sugerir a aplica-
bilidade do modelo de encadeamento de falhas, pode indicar
que as falhas originais contidas na amostra sao importan-
tes, pois se dependesse apenas do encadeamento,deveriamos
obter valores constantes para as médias, apesar da variagao
de volume das amostras.

A Lognormal trés parametros apresenta comporta-
mento distinto entre compressao e flexao. Em compressac nao
observamos a queda do valor médio com o aumento de volume,
fato bem claro para flexao.

Nas tabelas 1l (compressao) e 12(flexao) estao
as porcentagens que medem o ajuste das curvas estimadas
pelo método do Qui-quadrado. Quando comparadas entre si
é evidente o melhor ajuste em flexao, em média 25% melhor
do que o correspondente em compressao. Em alguns casos a
melhora do ajuste chega a 70%.

Em compressao temos a fungao Lognormal dois
parametros apresentando melhor ajuste, seguida logo apods
pela dé Weibull,com os parametros estimados por gquadrados
minimos nao lineares. A normal definitivamente nao forne-
ceu bom ajuste, quando comparada com as outras funcgoes.

Em flexao os melhores ajustes ficaram segu-
ramente com a funcao de Weibull, com os parametros estima-
dos por quadrados minimos nao lineares (o melhor) e quadra-
dos minimos lineares. Observa-se que também a Lognormal

dois parametros foi bastante boa.



Entre todos os resultados observamos que alguns
sao muito ruins, mas aparecem bem mais frequentemente em
compressao (7 menores que 8% em um total de 18 resultados) ,
do que em flexao (2 menores que 5% em um total de 21 resul-
tados). Analisando de outra forma, 40% dos ajustes em com-
pressao foram menores que 8%, e apenas 9% dos ajustes foram
menores que 5% em flexao.

Nas tabelas 13 (compressao) e l4(flexao) estao os
resultados para o ajuste de Kolmogorov-Smirnov. Temos pra-
ticamente uma confirmacgao dos resultados obtidos pelo Qui-
quadrado. Para compressao o melhor ajuste foi fornecido
pela funcao de Weibull, com os parametros estimados por
quadrados minimos n3ao lineares, seguida pela fungao Log-
normal dois parametros. A Normal se mostrou a pior delas.
Em flex3ao os valores obtidos pelos ajustes das fungoes.de
Weibull s3o muito proximos e muito bons, uma vez que O pior
ajuste que se poderia obter com este método seria 1. A Nor
mal novamente forneceu péssimos ajustes, sendo melhor a
Lognormal trés parametros.

Também, se computamos os valores ruins de ajuste,
por exemplo todos os resultados maiores que 0.1, observamos
que em compressdo sdo bem mais frequentes (62% do total) do

que em flexao(38% do total).



VI - CONCLUSOES:

Todos os resultados observados anteriormen-—
te, para cilindros de vidro comum, nos permite concluir:

1) As tensoes maximas obtidas nos ensaios
de flexao,sao descritas pelo "modelo do anel mais fraco",

confirmando a independéncia dos parametros m e o_ da fungao

o
de Weibull com o volume da amostra ensaiada.

2) As tensoes maximas obtidas nos ensaios
de compressdo, sao melhores descritas pela fungao Lognor-
mal dois Parametros, sugerindo um acordo com o modelo do
encadeamento de falhas.

3) A relacao entre os parametros da Log-
normal dois Parametros e o volume das amostras, nos sugere

que ha uma dependéncia da ruptura com o tamanho das trincas

originais.

-X-X-X-X-X~-
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Figura 1 - Diagrama de Weibull.
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Figura 3 - Amostra utilizada nestes

ensaios. L=10d.



Figura 4 - Sistema utilizado em

compressao.
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Figura 5 - Amostra ensaiada em

compressao. h=24d.




85.5 129.7 83.8 122.8 78.3 97.5
88.2 130.6 93.6 125.5 80.5 98.5
93.7 134.9 94.6 126.7 85.2 98.8
96.0 135.9 102.5 129.6 87.1 98.8
97.7 136.8 104.9 132.0 87.8 102.5
105.9 140.7 106.2 138.4 88.1 103.8
112.9 142.1 113.1 134.9 88.4 106.6
117.5 142.3 114.0 135.4 88.4 107.9
120.2 142.5 116.1 135.5 88.7 107.9
121.3 144.0 116.8 139.6 89.0 108.2
123.1  148.4 117.3 140.0 90.0 112.9
123.8 148.7 118.4 140.2 92.8 1182
124.3 159.4 121.0 141.7 93.4 117.3
125.9 161.7 121.8 142.6 95.3 192.7
127.1 164.0 122.4 147.4 97.5 122.7
Tabela 1 - o (MPA) Tabela 2 -o(MPA) Tabela 3 -o(MPA)
FLEXAO FLEXAO FLEXAO

Diam. = 0.385cm. Diam. = 0.445cm. Diam. = 0.630cm.



9.26 26.23 10.47 22.07 04.09 16.04
10.44 26.49 12.86 23.17 06.13 17.46
11.70 28.68 14.41 23.48 06.29 17.78
13.81 28.76 14.72 23.96 07.86 21.55
14.02 28.85 15.38 25 .22 08.80 22.18
14.32 32.93 16.74 25.82 09.12 22.65
14.40 35.38 18.54 26.64 09.28 23.12
15.25 38.79 20.05 26.80 10.69 23.28
186).87 41.02 20.08 2752 1100 23.48
19.58 | 45.91 20 .55 28.06 11,07 23.75
19.88 47.67 20.71 29.00 11.48 28.63
20.80 56.94 21.25 35.81 12.11 28.78
21.06 B3.17 21.44 36.00 12 .58 29.88
21.90 64.01 21.59 39.25 13.84 31.93
26.15 74.97 21.66 54.16 14.63 39.48

Tabela 4 - o(MPA). Tabela 5 - o(MPA). Tabela 6 - o(MPA).
COMPRESSAQ COMPRESSAO COMPRESSAO

Diam. = 0.385cm. Diam. = 0.445cm. Diam. = 0.630cm.
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MV MM QOMnL
1 m = 1.82 m = 1.56 m = 1.81
(0.05)
> m=2.78 m= 1.27 m = 3.54
(0.29)
3 m=1.77 m= 2.14 m = 1.89
(0.04) OML *
1 m = 7.21 m = 7.09 m = 7.24 m = 7.04
5 m = 9.65 m = 9.15 m = 8.79 m = 9.00
3 m = 8.65 m = 9.92 m = 8.72 m = 9.92
Tabela 7 - parametro m de Weibull
fornecidos por: MV, maxima veros-
similhanga. MM, método de momen-
tos.QMnL, quadrados minimos nao
lineares e QML quadrados minimos
lineares.
_ 3 ar = 3 _ 3 -
Vl = 0.08963 cm7, V2 = 0.1384 cm™ e V3 = 0.3927 cm™.
Obs. - Entre parénteses estao as

variancias dos parametros f.
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o = 105.21
0
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¢ = 93.06
O
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o = 94.09 o = 21.80
o

13,12 o = 11.93 ¢

g - 104.14 o = 103.5#
o (o)

Tabela 8

- parametro o, de Weibull. A

convengao para os simbolos & a mesma

utilizada na tabela 7.

Cbs. -

Entre parénteses estao as

variancias dos parametros




OQ(MPA)

MV MM OMnL
8 02= 2.12 02= 3.10 o£= 1.04
M (0.26)
P
R _ _ _
E 0,= 1.22 Bp= 12.88 0 ,= 3.57
S
s (8, 11)
A
(0] 0,= 2.60 0,= -0.70 02= -0.03
(0.92) )
Tabela 9 - parametro ¢, de Weibull, s&

{

mente para os testes de compressao. Os
simbolos sao idénticos aos utilizados

na tabela 7.

Obs. - Entre parénteses estao as

variancias dos parametros o,-
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milia da Normal.Tetz=o.

N LN2P LN3P
Med = 29.72 Med = 3.24 Med = 3.94
- Var = 17.40 | var = 0.56| Var = 0.3l
. Tet = -24.23
: Med = 23.91 | Med = 3.12 | Med = 2.91
° Var = 8.76 | Vvar = 0.34| vVar = 0.42
° Tet = 3.94
Med = 17.30 Med = 2.71 Med = 3.88
var = 8.87 Var = 0.56 Var = 0.18
Tet = -31.98
Med = 127.49 Med = 4.83 Med = 5.32
Var = 21.16 Var = 0.17 Var = 0.10
Tet = -78.86
F
L Med = 122.49 Med = 4.80 Med = 4.46
g Var = 16.02 Var = 0.14 Var = 0.18
g Tet = 34.36
Med = 98.33 Med = 4.58 Med = 4.43
Var = 11.92 Var = 0.12 Var = 0.14
Tet = 13.29
Tabela 10 - parametros das fungoes da fa-




Yy Yo Vg
2 . 2 2

MV X"= 379 | X'= 0.5%| X = 7%| Weibull
2 2 2

MM X"z 259 | X"= 13%| X = 3%| Weibull
2 2 2

omMaL | X'= 25% | X'= 25%| X = 16%| Weibull
2 2 2

MV X"~ 1¢ | X'= 139| X = 8%| Normal
2 2 2

MV X“= 493 | X'= 16%| X = 42%| Log.2P
2 2 2

MM X“= 13% | X'= 7%| X = 33| Log.3P

Tabela 11 - Compressao. MV(maxima verossi-

milhanca), MM(método de momentos) e oMnL (qua-

drados minimos nao lineares).



Vq V) Vg
2 X 2
MV X"= 423 = 75% = 2% Weibull
2 2
MM X"= 429 X"= 66% = 13% Weibull
e 2 2
QML X~ 75% X°Z 663 = 16% | Weibull
2 2
QML X"= 423 X"= 66% = 13% Weibull
2 2 .
MV X"= 36% X"= 26% = 22% | Normal
2 2
MV X"= b5g X"= 75% = 42% | Log.2P
2 2
MM X"= 20% X"= 30% = 16% | Log.3P
Tabela 12 - Flexao. MV (maxima verossi-

milhanga), MM (método de momentos), QML (qua-
drados minimos lineares) e QMnL(quadrados

minimos nao lineares).



COMPRESSAQO
AV
g ¥ Vs
W MV 0.139 0.146 0.095
E
I
5 MM 0.095 0.159 0.086
U
L OMAL 0.078 0.104 0.083
L
NORMAL 0.170 0.135 0.119
LOGN. 2P| 0.068 0.114 0.123
LOGN. 3P| 0.108 0.131 0.099

Tabela 13 - Valores de K, medida do a-
juste de Kolmogorov-Smirnov, para ca-
da uma das curvas obtidas em compres-

sao.




FLEXAO
vy Vo Vs
MV 0.063 0.065 0.134
MM 0.060 0.056 0.145
QMAL 0.064 0.060 0.103
oML 0.058 0.055 0.150
NORMAL 0.082 0.188 0.635
LOGN. 2P | 0.116 0.090 0.102
LOGN. 3P | 0.098 0.095 0.098

Tabela 14 - Valores de K, medida do ajuste
de Kolmogorov-Smirnov, para cada uma das

curvas obtidas em flexao.
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