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RESUMO 

O presente trabalho analisa o movimento de uma partícula com carga q 

e massa m em três situações: I) no interior de uma casca esférica dielétrica 

fixa e carregada a um potencial r/J; II) no interior de um capacitar plano ideal 

e III) oscilando próximo e externamente a um capacitar plano ideaL Neste 

trabalho utilizamos o modelo que denominamos de Weber-SchrOdinger (W­

S). No modelo W-S a energia de interação entre duas partículas carregadas 

é dada pela energia potencial eletromagnética proposta por W. Weber c pela 

energia de interação gravitacional proposta por E. Schrõdinger. A energia 

de uma partícula carregada interagindo com uma distribuição de carga é 

constituida de dois termos, E = U + /(5 . O primeiro termo, U, é devido à 

intcração cletromagnét.icae o seg1111rlo, Ks, é devido à. intcração gravitacional 

da partícula com o resto do universo. 

Vm dos objetivos deste trabalho é reavaliar as críticas de H. von Hehnholt.z 

ao modelo de Weber. Na crítica de Helmholtz a energia total da partícula é 

dada por: E= U + Kc, onde U é a energia de interação eletromagnética de 

\iVeber entre a partícula carregada e uma casca esférica dielétrica fixa e car­

regada a um potencial <P e I< c a energia cinética clássica. Helrnholtz mostra 

que o conjunto U + f{c conduz a. uma velocidade divergente, v ---------+ oo, da 

partícula no interior da casca esférica para um potencial <P finito. 

Neste trabalho substituímos I<c por Ks. Na primeira situação, casca 

esférica, o conjuntoU+ I<s superou as críticas apresentadas por Helmholtz 



ao modelo de Weber. Ou seja, não temos mais uma velocidade divergente 

mas uma velocidade assintótica a c quando E ......- oo ou quando rP ......- oo. 

Na segunda situação (movimento no interior do capacitar) com o con­

junto U +I< s também obtemos uma velocidade limite assintótica c. Quando 

graficamos a diferença de potencial entre as placas, Ó.<p, contra a velocidade 

normalizada ao quadrado, v2 /c2 , a curva teórica é condizente com os dados 

experimentais de Bertozzi. 

Por último analisamos o movimento oscilatório próximo à.s placas e tam­

bém obtemos uma velocidade assintótica a c quando a energia do oscilador 

tende ao infinito. Um aspecto novo surge nesta última situação. O período 

de oscilação depende da diferença de potencial entre a.s placas. 

Em todas as situações acima utilizamos o conceito de massa inerciai efe­

tiva dependente da velocidade e do potencial onde encontra-se a partícula. 

Este conceito de massa efetiva é essencial no modelo W-S. 

A conclusão geral é que o modelo W -S conduz sistematicamente a uma 

velocidade limite assintótica c para a carga teste quando E ---+ oo e quando 

cf> ----+ oo. E isto é compatível com os resultados experimentais. 
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ABSTRACT 

This work analyses the motion of a particle with charge q and mass m 

in three situations: I) inside a fixed spherical dieletric shell charged to a 

potential 4>; II) inside an ideal capacitar and III) oscillating near and exter­

nally to an ideal capacitar. ln this work we utilize the rnodel that we call 

Weber-Schrõdinger's model (W-S). 

ln this W-S modcl thc interaction energy between two cha.rged particles 

is given by the electromagnetic potential energy proposed by W. Weber and 

by the gravitational interaction energy proposed by E. SchrOdinger. The 

energy of a cha.rged particle interacting with a charged distribution is given 

by two parts, E= U + K5 . The first pa.rt, U, is dueto the electromagnetic 

interaction with the charged distribution and the second part, f(s, is dueto 

thc gravita.tional interact.ion of the particle with whole uni verse. 

One of thc goals of this work is to reevaluate Helmholtz's criticism to 

Weber's model. ln Helmholtz's criticism the total energy of the particle is 

given by E= U + Kc where U is Weber's electromagnetic interaction energy 

betwecn thc charged particle and a fixed spherical dieletric shell charged to 

a potential q, and Kc is the dassical kinetic. energy. Helmholtz shows that 

U + Kc leads to a divergent velocity, v -----+ oo, of the particle inside the 

spherical shell charged to a finiLe poíential q,. 

ln this work wcchange I< c by K5 . ln fir~t. ~it.nat.ion, ~pherical ~he\1, U+T<s 

overcomes the criticism presented by Helmholtz aga.inst. Weber's model. That 
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is, we don 't have a divergent velocity but an asymptotic velocity to c, v --+ c, 

when E --+ oa or when rP --+ oo. 

ln second situation (motion inside the capacitar) with U + J(s we also 

obtain an asymptotic lirnit velocity c. When we plot the difference of poten· 

tial between the plates, l:l.r.p, against the squared normalized velocity, v2 /c2 , 

the theorical curve agrees with Bertozzi's experimental data. 

Lastly we analyse the oscillatory motion near to the plates. We also 

obta.in a.n asymptotic velocity to c when the energy of the oscillator goes to 

infinity. A new aspect arises in this last situation. The period of oscillation 

depends on the difference o( potential between the plates. 

ln all situations above we utilize the concept of an effective inertial mass 

depending on the velocity and potential where the particle is located. This 

concept of an effective mass is essential in the W-S model. 

The general condusion is that the W-S modelleads systematically to an 

asymptotic limit velocity c for the test charge when E --+ oo and when 

rP--+ oo. And this is compatible with the experimental findings. 
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Capítulo 1 

Introdução 

1.1 Objetivos 

Neste trabalho analisamos o comportamento de cargas pontuais próximas 

a capacitores ou no interior de cascas esféricas carregadas. Pesquisamos o mo~ 

vimento das cargas classicamente, relativisticamente, com a eletrodinâmica 

de Weber e com a energia potencial de Schrõdinger. O objetivo é comparar 

estes diversos modelos. 

Primeiramente, vamos estudar o comportamento de uma partícula carre­

gada com carga q e massa m movendo-se no interior de uma casca esférica 

dielétrica fixa com raio R e com uma densidade de carga tY homogeneamente 

distribuída. Faremos duas abordagens do problema: I) Vamos estudar o 

comportamento da energia da partícula no interior da casca esférica. II) Su­

pondo o interior da ca.sca esférica preenchida por um meio que exerce uma 

força de resisitência ao movimento da partícula, vamos obter sua equação de 
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movimento e estudar seu comportamento. 

Nas duas aborbagens, energia e equação de movimento, vamos empregar 

quatro modelos distintos com a finalidade de compará-los: I) modelo clássico 

(energia potencial Coulombiana mais energia cinética clássica); II) modelo 

de Weber (energia potencial Weberiana mais energia cinética clássica); III) 

modelo relativístico (energia potencial Coulombiana mais energia cinética 

relativística) e IV) modelo Weber-Schrõdinger (energia potencial Weberi­

ana e energia cinética de Schrõdinger ). Nos modelos de Weber e Weber­

Schrõdinger a energia cinética é obtida de interações gravitacionais. Isto 

será discutido adiante na Seção 1.3 e no Apêndice A. 

Em seguida analisamos o comportamento da partícula carregada movendo­

se ortogonalmente às placas de um capacitar plano ideal. Neste capacitar 

vamos estudar dois movimentos: o retilínio acelerado no interior do capa­

citar, e o oscilatório próximo e externo a uma das placas. No movimento 

oscilatório adotaremos as duas abordagens mencionadas acima, energia e 

equação de movimento para os quatro modelos: clássico, Weberiano, rela­

tivístico e Weber-Schrüdinger (de agora em diante modelo W-S). 

Nas duas geometrias, casca esférica e capacitar plano, abordaremos estes 

modelos, mencionados acima, através do formalismo Lagrangiano. Os aspec­

tos essenciais deste formalismo para os modelos clássico e relativístico podem 

ser encontrados no livro Classical Mechanics de H. Goldstein, [GolSO, p. 21]. 

Para os modelos de Weber c W-S estes aspectos são dados no Apêndice B. 
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1.2 Introdução histórica 

Para \V. Weber a força. entre duas partículas pontuais de cargas q, e q3 

localizadas em i, e i, é dada por (em not.ação moderna, no sistema MKSA), 

[Web66] e [Ass94, p. 56] 

(I.!) 

Nesta expressão êo = 8, 85 x I0-12 C 2 N-1 m- 2 é a permissividade do vácuo, 

r,, =I G- r, I é a distância entre elas, r,J = dr,Jjdt e r,,= dT,,jdt. Temos 

ainda r., = r. -i;, r.] = r,,jr,J é o versor unitário apontando de qJ para q, 

c= 3 x 108 m/sé a razão entre as unidades eletromagnética e eletrostática de 

carga e Ê'1, é a força exercida por q1 em q,. Esta força, equação (1.1 ), depende 

da distância entre as cargas e da velocidade e aceleração radial entre elas. 

Podemos derivar a equação (1.1) de uma energia potencial generalizada que 

denominamos energia Lagrangiana, vide Apêndice B, dada por 

(1.2) 

Utilizando a equação (B.5) obtemos a equação (1.1). A lei de força proposta 

por Weber em 1816 possui propriedades importantes: É uma lei de força 

relacional, ou seja, depende somente da distância, velocidade e aceleração 

entre as partículas envolvidas; satisfaz o princípio de ação e reação na forma 

forte - a força sempre está na linha que liga as cargas interagcntes; pode 
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ser derivada de uma energia potencial e satisfaz os princípios de conservação 

(momento linear, momento angular e energia), [Ass94, p. 63]. 

Neste mesmo período H. von Helmholtz estudava a conservação da ener­

gia. No artigo "Sobre a conservação de energia", publicado em 1847, [Hel66], 

Helmholtz conclui que as únicas forças conservativas são aquelas que depen­

dem da distância entre as partículas. Neste trabalho demonstra que forças 

dependentes da distância e velocidade das partículas envolvidas iião são con­

servativas. Destarte, Helmholtz considera a lei de força de Weber uma força 

não conservativa por ela depender da posição e velocidade das partículas 

envolvidas. 

A resposta às críticas de Helmholtz foi publicada por Weber em 1871, ver 

[Web72]. Neste artigo Weber mostra que sua lei de força é conservativa. Um 

detalhe que ficou despercebido por Helmholtz é que a lei de força de Weber 

além de depender da distância e velocidade, também depende da aceleração 

das partículas envolvidas. A análise de Helmholtz não havia incluído este 

caso mais geral. 

Em 1872 Helmholtz apresenta um nova crítica teórica à eletrodinâmica 

de Weber, [Hel72]. Além de apresentar sua lei de força em 1846, Weber havia 

introduzido em 1848 uma energia potencial dada por 

(1.3) 

A menos do sinal dentro do parêntesis esta expressão é a mesma que a energia 

I~agrangiana S, equação (1.2). Discutimos a relação entre U e S no Apêndice 
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B. A força de Weber é obtida facilmente de U através de 

e observando que 

- dU 
FJI = -r,1d-, 

r., 
( 1.4) 

( 1.5) 

Vamos agora à crítica de Helmholtz. Tomemos uma casca esférica não 

condutora., carregada com uma carga Q, com raio R e uma densidade de 

carga a= Qf4rr:R2 homogeneamente distribuída sobre sua superfície. Seja 

uma partícula de carga q e massa m movendo-se com velocidade V em seu 

interior, (vide Figura 1.1). 

Helmholtz integrou a energia potencial de Weber para a carga q intera­

gindo com a casca e obteve (ver Apêndice C): 

( 
I v') U=q1 1---
6 r2 

( 1.6) 

onde 4; = Q /47rt0 R é o potencial na casca esférica. A energia total é obtida 

quando somamos a energia cinética. da partícula (E = const. ): 

( 1. 7) 
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Figura 1.1: Casca esférica com uma densidade de cargas r7 homogeneamente 

distribuída sobre sua superfície, com urna partícula de massa m e carga q 

movendo-se com velocidade V em seu interior (r < R). 
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A equação ( 1. 7) pode ser escrita como 

<>'~6 E-q~ 
c2 3mc2 - qrj> · 

(1.8) 

A Figura 1.2 mostra o comportamento da equação (1.8) para E< 3mc2 • Para 

qrj> > O a carga da partícula e da casca esférica são de sinais iguais. Supondo 

um elétron no interior da casca a velocidade diverge quando r/> = -1, 5MV. 

A equação (1.7) também pode ser escrita como 

( qf) v
2 

E=q</;+ m- 36~ 2· (1.9) 

O termo entre parêntesis na equação (1.9) pode ser definido como sendo uma 

massa inerciai efetiva dependendo do potencial eletrostático onde encontra-

se a partícula. Repare que o termo entre parêntesis pode tornar-se nulo ou 

muito próximo de zero dependendo do valor de f/> e para manter a energia 

eonsta.nte a veloc-idade tenderia ao infinito. 

Helmholtz baseia sua crítica à eletrodinâmica de \'Veber neste resultado 

e na suposição de um meio resistivo no interior da casca esférica. Maxwell 

descreve a crítica de Helmholtz nos seguites termos: 

Como o segundo termo do coeficiente de v2 , [equação (1.9)] 1 

1 A !"quação ( 1.9) pode ser escritA. como 

E= qaR. + (m _ qaR) ~ 
~n 3~nc2 2 · 

(1.10) 

\6 



10.0 ,-------,------,-,----,----------~ 

8.0 

6.0 ···············-··-·························· .......... . 

4.0 

2.0 

0.0 '--~~---'---__u_ __ _L_ __ ~---'----_j 

0.0 2.0 4.0 

q_0'/mc:;: 

6.0 

Figura 1.2: Comportamento da velocidade ao quadrado da partícula em 

função do potencial para a teoria de Weber supondo E < 3mc2
• Quando 

qcpjmr? = 3, ou seja, 4> Rl -1, 5MV, no caso de um elétron, a velocidade da 

partícula no interior da casca esférica diverge. 
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pode t;er aumentado indefinidamente pelo acréscimo de R, o raio 

da esfera, enquanto a densidade superficial u permanece cons­

tante, o coeficiente de v 2 pode ser tornado negativo. A aceleração 

do movimento da partícula corresponderia então à diminuição de 

sua vis viva [energia cinética], e o corpo movendo-se em um ca­

minho fechado c submetido a uma força como o atrito, sempre 

oposta em direção a seu movimento, aumentaria continuamente 

em velocidade e isso sem limites. Este resultado impossível é 

uma conseqiiência necessária da admissão de qualquer fórmula 

para o potencial que introduz termos negativos no coeficiente de 

v', [Ase92b]. 

É mais fácil entender a crítica de Helmholt.~ trabalhando com força em 

vez de energia. Se tivesse integrado a força de Weber em vez da energia, 

Helmholtz teria obtido que a força exercida pela casca esférica carregada 

parada atuando sobre llma carga pontual q sendo acelerada em seu interior 

seria dada por, [Ass94, p. 194\: 

' qQ à F = --·-­
l2Jréo Rc2 ' 

onde â é a aceleração da carga teste em relação à. casca. 

(1.11) 

Vamos agora supor que o meio dentro da casca exerça uma força de atrito 

Ê' = -bV na carga, onde b >O. A aplicação da segunda lei de Newton neste 

caso leva a: 
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(1.12) 

ou 

b• ( q~). ( )" . -v= m- Jc2 a= m-mw a=m;.,a. (1.13) 

Nesta última equação mw = qtPf3c2 pode ser chamada de massa de Weber. 

Vemos -então que a carga vai se comportar de acordo com a eletrodinâmica 

de Weber como se tivesse um massa inerciai efetiva dada por 

q~ 
m;.,:::::m-mw=m-

3
c2. (1.14) 

Se a carga teste for umelétron com q = -1, 6x10-19C em= 9,1 xlQ-31 kg 

teremos m;e =O ou mw = m para ,P = -1,5 X 106V. Caso rp < -1,5 x 106 V 

então o elétron se comportará. como tendo massa negativa. Ou seja, em vez 

de diminuir sua velocidade inicial devido ao atrito, sua velocidade aumentará 

indefinidamente neste modelo, podendo inclusive ultrapassar a velocidade da 

luz. 

Algo análogo ocorreria neste modelo no caso de um movimento circular da 

carga teste no interior da casca esférica. Neste caso além das forças de atrito 

e da casca esférica atuando na carga teste teríamos uma força de vínculo 

radial, Ê'v, que manteria o raio de curvatura constante qualquer que fosse a 

velocidade tangencial da carga. Isto pode ser visto na Figura 1.3. 
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Figura 1.3: Carga q movendo-se numa circunferência de raio p dentro de 

uma casca de raio R > p carregada uniformemente com um carga Q. 

Para simplificar a análise supomos um movimento circular de raio p cons­

tante centrado no centro da casca esférica de raio R > p. A segunda lei de 

Newton fica então: 

mwã- bV+ i' v= mã. (1.15) 

Escolhemos os eixos tal que o movimento ocorra no plano xy. Usando coor­

denadas cilíndricas e lembrando que a força de vínculo é tal que mantém o 
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raio constante vem (com V= p'{;rj;, ã = -p'{;2P + p((;,P e Ê'v = -FvP): 

Fv = (m- mw)pr.,ô2
, (1.16) 

e 

- bpcp ~ (m- mw)Pcf · (1.17) 

Chamando a velocidade tangencial de Vt = pr.jJ vem que estas equações podem 

ser escritas como: 

dv, 
- bv, ~ (m- mw)dt ~ m;,a,. (1.19) 

Aqui representamos a aceleração centrípeta por ac v;/ p e a aceleração 

tangencial por at = dvt/dt = pi{J. 

Vemos então que a equação (1.19) é a mesma que ocorria no caso de 

um movimento retilínio, com a carga comportando-se classicamente como se 

tivesse uma massa inerciai efetiva m;., = m - mw = m - q1;/3c2 • Com isto os 

mesmos problemas que existiam no caso do movimento retilíneo continuam 

a ocorrer aqui. Ou seja, se aumentarmos o potencial da casca tal quem;.,< 

O então em vez da carga ser freada pelo atrito este fará com que ela seja 

acelerada aumentando indefinidamente sua velocidade. De acordo com este 
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modelo a velocidade poderia inclusive ultrapassar a da luz, o que nunca foi 

observado experimentalmente. 

Helmholtz conclui da análise desta situação (utilizando a energia em vez 

da força como fizemos aqui) que a cletrodinâmica de Weber está errada. Esta 

é a crítica mais séria que já foi levantada contra a teoria de Weber. 

Vários pontos podem ser levantados contra esta conclusão de Helmholtz, 

e a seguir listamos alguns deles: 

(A) Antes de concluir por esta análise que a eletrodinâmica de Weber está 

errada, seria necessário testar esta previsã.o experimentalmente. Embora este 

comportamento de massa negativa seja nã.o usual nada impede que cargas 

em regiões de alto potencial se comportem desta maneira. Apenas um ex­

perimento cuidadoso pode decidir isto. Até onde sabemos um experimento 

para testar este efeito nunca foi realizado. O próprio Maxwell sabia disto 

já que logo após apresentar esta crítica de Helmholtz afirma: "Mas temos 

agora de considerar a aplicação da teoria de Weber em fenômenos que po­

dem ser realizados." Recentemente foram propostos experimentos deste tipo 

para distinguir entre as forças de Weber e Lorentz, [Ass92a] e [Ass93]. A 

dificuldade maior em se realizar o experimento está em como carregar uma 

casca dielétrica uniformemente a potenciais tão altos. O experimento não 

pode ser feito com uma casca metálica, tipo um van der Graaff, já que a 

carga teste ocasionaria uma redistriduição de cargas na casca, e isto poderia 

mascarar o efeito que se está pesquisando. 

(B) Não foi levada em conta nesta análise a perda de energia da carga 

teste por radiação . 

(C) A afirmação de Maxwell que pode-se crescer indefinidamente Q /R ou 
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Ru não é verdadeira devido ao efeito corona. Pode ser até que o próprio efeito 

corona tenha alguma relação com este aspecto do modelo de Weber. Por 

exemplo, para a descarga no ar é necessário um campo elétrico de 3 x 106V fm, 
o que é comparável com o que obtivemos anteriormente para uma casca de 

lm de raio. 

(D) Só conhecemos o comportamento das forças de atrito a.tuando em 

corpos neutros a baixas velocidades. Não temos um conhecimento experi­

mental suficiente para predizer como a força de atrito vai comportar-se ao 

atuar sobre uma partícula carregada com velocidade próxima à da luz. Isto 

mostra que esta análise de Helmholtz não pode ser levada muito à letra. 

(E) A análise e conclusão de Helmholtz foram baseadas não apenas na 

eletrodinânic.a de Weber mas também na mecânica Newtoniana (L: F = mâ 

como aqui, ou U + mv2 /2 = cte corno na análise original de Helmholtz). 

É exatameute e8te ponto que enfocamos e ampliamos neste trabalho. Sa­

bemos hoje em dia que para velocidades próximas à da luz tanto a segunda 

lei de Newton quanto a energia cinética clássicas são modificadas. Analisa­

mos então este problema com a energia potencial de Schrôdinger que mostrou 

como se derivar mc2 h/1 - v2jc2 por uma generalização da lei de Weber para 

a gravitação em conformidade com o princípio de Mach. 

A importância deste trabalho e de experimentos deste tipo é que estes 

efeitos não ocorrem com a força de Lorentz. Em particular, como a casca 

esférica. está parada ela não gera nenhum campo magnético e portanto a força 

de Lorentz se reduz a de Coulomb. Já o potencial eletrostático no interior 

de uma casca esférica é constante e portanto o campo elétrico é nulo em 

todos os pontos de seu interior (isto se comprova facilmente com a lei de 
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Gauss). Logo, experimentos que demonstrem a existência ou não de massas 

inerciais efet.ivas dependentes da energia potencial eletrostática permitirão 

uma distinção clara sobre a validade das forças de Weber ou de Lorentz. 
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1.3 Erwin Schrodinger e o Princípio de Mach 

O princípio de Mach tem sua origem na crítica de Ernst Mach à distinç~ 

feita por Newton entre espaço relativo e espaço absoluto. Para Newton "o 

espaço absoluto em sua própria natureza, sem relação com qualquer coisa ex~ 

terna permanece sempre similar e imóvel. Espaço relativo é alguma dimensão 

ou medida móvel dos espaços absolutos a qual nossos sentidos determinam 

por sua posição com relação aos corpos e é cornumente tomado por espaço 

imóvel". [New90, p. 7]. Assim "o movimento absoluto é a translação de um 

corpo de um lugar absoluto para outro, e o movimento relativo, a translação 

de um lugar relativo para outro" [Ncw90, p. 8]. 

O único meio para distinguirmos um movimento absoluto do movimento 

relativo "são as forças que agem no sentido de provocar um afastamento a par­

tir do eixo do movimento circular. Pois não há tais forças em um movimento 

circular relativo, mas em um movimento circular verdadeiro e absoluto elas 

são maiores ou menores dependendo da quantidade de movimento" [New90, 

p. li]. 

Como argumento favorável a suas idéias Newton apresenta o famoso ex­

perimento do balde. As diferentes formas da superfície da água quando o 

balde está em rotação ou parado fornecem o argumento em favor ao espaço 

absoluto [Ghi87]. Em uma primeira fase com o balde parado em relação a 

Terra a superfície da água está plana; na segunda fase o balde começa a 

girar em relação a Terra e a superfície da água continua plana; na terceira 

fase a água também adquire uma rotação e sua. superfície torna-se côncava 

(parabolóide de revolução ) e na quarta fase a rotação do balde pára e a 
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água continua sua rotação por um tempo maior e sua superfície permanece 

côncava. Por último a água também pára por atrito e tudo volta à situação 

inicial. 

Para chegar à conclusão que o movimento de rotação da. água é em relação 

ao espaço absoluto Newton necessita eliminar outros candidatos materiais a 

sistema de referência, [Ghi87]: (1) balde; na terceira. etapa do experimento 

temos o balde e a água com a mesma rotação e a superfície da água é côncava. 

Assim a forma da superfície não pode ser explicada por um movimento de 

rotação da água em relação ao balde e (2) outros corpos mater-iais; devido 

a sua prox-imidade a Terra também é uma candidata a sistema de referência 

absoluto. Mas a Terra possui um movimento de rotação que pode ser detec­

tado pelo achatamento dos pólos, [New52, p. 288]. Isto indica que a Terra 

sofre a açã.o de uma força centrifuga. Este argumento permite eliminar o 

resto do sistema solar, pois por observação vemos que outros planetas têm 

rotação em torno de seu eixo. 

Contudo, ainda restam as estrelas fixas. Para elimina-las devemos lem­

brar que não existe diferença entre matéria terrestre e celeste. Assim, po­

demos supor que as leis físicas também são válidas para os corpos celestes e 

somos levados a uma regressão ao infinito. Ou seja, na mecânica Newtoniana 

a curvatura da superfície da água não é devido a sua rotação em relação ao 

balde, em relação à. Terra, e nem em relação aos outros corpos do universo 

(estrelas fixas ou galáxias distantes). Por isto Newton teve de introduzir 

um quarto agente não relacionado com a matéria, e que chamou de espaço 

absoluto. 

As concepções de Newton sobre espaço e tempo absoluto sofreram várias 
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críticas quando de seu surgimento. Entre seus críticos estavam Huygens, 

Leibnitz e Berkeley, [Koy86], e mais recentemente Ernst Mach. Em sua 

crítica às concepções de Newton sobre espaço, tempo e movimento absoluto 

Mach não distingue o papel do espaço absoluto do papel das "estrelas fixas" 

nos fenômenos mecânicos e faz a sua famosa proposição : "Tente fixar o 

balde de Newton e rode a esfera das estrelas fixas e então prove a ausência 

de forças centrífugas" [Mac60, p. 279]. Para Macha inércia dos corpos seria 

causada pela distribuição de massas ao seu redor. 

Mach em seu livro A Ciência da Mecânica propõe qualitativamente a 

hipótese que a distribuição de massas ao redor de um corpo pode influenciar 

sua inércia. No artigo "O cumprimento do postulado da relatividade na 

mecânica clássica", publicado em 1925, Erwin Schrõdinger desenvolveu quan­

titativamente as idéias de Mach. Schrõdinger propôs o problema na forma 

seguinte: 

É bem conhecida a objeção levantada por E. Mach contra a 

mecânica de partículas sujeitas a potenciais centrais, cujos fun­

damentos foram melhor apresentados por L. Boltzmann. Tal 

objeção diz que a mecânica, do ponto de vista de seus funda­

mentos, não satisfaz ao relevante postulado de relatividade. As 

leis da mecânica não valem para quaisquer sistemas de coordena­

das em movimento, mas apenas para um grupo de sistemas que 

se movem reciprocamente em movimento translacional uniforme. 

Empiricamente, mostra-se que tais sistemas têm eixos aproxima­

damente em repouso ou em movimento translacional uniforme em 
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relação às estrelas fixas, mas os fundamentos de mecânica clássica 

não dão nenhuma explicação para isto. 

A teoria da relatividade geral também não satisfaz, em sua 

forma original, ao postulado de Mach, como logo se viu. Após 

a derivação do movimento secular do periélio de Mercúrio, que 

mostrou-se em espantosa concordância com a experiência, qual­

quer pessoa ingênua pode perguntar-se: Em relação a que dá-se, 

de acordo com a teoria, o movimento da elipse o qual, de acordo 

com a experiência, dá-se em relação ao sistema aproximado das 

estrelas fixas? Tem-se como resposta que a teoria exige tal movi­

mento em relação a um sistema de coordenadas que satisfaz, no 

infinito, a determinadas condições de fronteira. O vínculo entre 

estas condições e a primeira das estrelas fixas não é, de nenhuma 

maneira, claro, já que as estrelas não são levadaB em conta nos 

cálculos. 

O tratamento destas dificuldades é feito pela teoria cosmo­

lógica que postula um universo espacialmente fechado, evitando, 

assim talvez, condições de fronteira. Pelas dificuldades concei­

tuais que esta teoria cosmológica ainda possui e não pelas com­

plicações matemáticas desta teoria, a solução de questões verda­

deiramente fundamentais, que parecem evidentes à formação em 

ciência natural, nos parece conduzir a uma situação tal que não 

seja simples obter-se uma visão clara e concisa da realidade. Não 

duvido que, quando essa resposta for encontrada satisfazendo à 

teoria, ela não só satisfará plenamente, mas poderá ser colocada 
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em uma forma que possibilite uma visão completa da realidade 

em outros sentidos. Do ponto de vista atual, não é sem sentido 

se perguntar se o princípio de Mach não possa ser tornado válido 

por uma modificação na teoria clássica e se a preponderância do 

sistema inerciai das estrelas fixas não possa ser compreendida de 

uma maneira simples. 

A expressão para a energia potencial na mecânica de partícula, 

em especial o potencial de Newton, satisfaz, sem outras con­

seqüencias, o princípio de Mach, já que ele só depende das distân­

cias dos corpos e não de sua posição absoluta no espaço. Pode­

se, portanto, manter essa expressão, já que ela é aplicável do 

ponto de vista do postulado. Talvez ela seja uma primeira apro­

ximação para uma lei da natureza algo mais complicada. Por 

outro lado, tem-se também a energia cinética. Ela é, de acordo 

com a mecânica clássica, determinada pelo movimento absoluto 

no espaço, enquanto que, para partículas pontuais, somente mo­

vimentos, distâncias e variações de distâncias relativas podem ser 

observadas. Pod-e-se perguntar se talvez não fosse possível que a 

energia cinética, assim como a potencial, dependesse não apenas 

de uma partícula, mas da energia de interação de duas massas, e, 

assim sendo, da distância e velocidade relativa das duas partículas 

[grifo meu]. De todas as possíveis expressões para essa energia, 

escolhemos heuristicamente a que satisfaz às seguintes exigências: 

(1) A energia cinética como energia de interaçâo deve depender 

das massas e distâncias das partículas da mesma maneira que o 
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potencial de Newton; (2) deve ser proporcional ao quadrado da 

velocidade de variação da distância [XA95]. 

Aqui discutiremos os resultados obtidos por Schrõdinger a partir da pro­

posta descrita acima. Os cálculos encontram-se no Apêndice A. Neste A­

pêndice apresentamos o desenvolvimento inverRo ao de SchrOdinger, ou seja, 

partimos de um resultado válido para qualquer velocidade e fizemos a apro­

ximação para baixas velocidades. 

A energia de interação gravitacional de duas massas pontuaiR rn e rn 1 

proposta por Schrõdinger é dada por, utilizando o sistema MKS: 

W = - Gmm' (1 -3 ~~) 
r,J c 

(1.20) 

onde G é a constante gravitacional ( G = 6, 67 x 10-11 m 3 s- 2 kg-1 
), c é a 

velocidade da luz (c= 3 x 108 mjs), r,1 é a distância entre as partículas e 

i-,1 = dr,) dt é a velocidade radial entre elas. 

Se i-,1 = O voltamos ao potencial Newtoniano. Embora Schrõdinger não 

cite nem demonstre conhecer a eletrodinârnica de Weber, proposta 80 anos 

antes, esta energia potencial é do mesmo tipo da de Weber substituindo 

q,qJ/47rêo por -Gmm'. Schrõdinger afirma que chegou a esta expressão heu­

risticamente (ou seja, por tentativa e erro através de um raciocínio indutivo). 

Outros, inclusive ~·eber, haviam obtido esta energia gravitacional dada por 

(1.20) em analogia direta com a energia clctromagnética de Weber. De qual­

quer forma o trabalho de SchrOdinger é importante pela implementação quan­

titativa do princípio de Mach com este potencial, coisa que outros antes dele 
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dm' = ads 
M 

y 

X 

Figura 1.4: Casca esférica de raio R e massa M, com uma densidade su­

perficial de massa a homogeneamente distribuída, interagindo com uma 

massa m e.m seu interior. 

não haviam obtido. Apresentamos aqui sua linha de raciocínio. 

Vamos supor uma casca esférica. de raio R e massa M, com uma densi­

dade superficial de massa q = Mj41fR2 homogeneamente distribuída. Uma 

partícula de massa m move-se em seu interior próximo do centro, vide Figura 

1.4. Na Figura 1.4 R é a posição do elemento de massa dm', r é a posição 

da partícula de massa m (r < R) e Fiz = R- r. o subíndice 1 refere-se ao 

elemento de massa e o subíndice 2 refere-se à massa m. Assim na equação 

(1.20) teremos, vide Apêndice A, equações (A.6) a (A.l4), supondo r«: R e 
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escolhendo o sistema de eixos tal que 82 = 0: 

!
~""'R, 
r12 ~ -i-cos81- riJ2 sin81 cos(cp2 - cp1), 

dm' u R 2 sin 81 d81 dcpt. 

(1.21) 

Exprimimos todas as coordenadas em relação ao sistema de repouso da casca. 

Substituindo a equação (1.21) na equação (1.20) e integrando obtemos: 

f'"f"{ 3 W=-GmaRJ
0 

lo 1-C2[fcos01 

(1.22) 

A primeira integral é uma constante igual a -·11rGmt7 R. A segunda integral 

resulta (usando v 2 = f 2 + r 2 Õ~): 

(1.23) 

A energia total obtida por SchrOdinger é então 

W = -41rGmaR (1- ~) (1.24) 
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Embora Schrõdinger tenha feito os cálculos supondo r <t:: R isto nà.o é ne­

cessário. Isto é, este resultado é exato e é válido para qualquer posição da 

massa m movendo-se com velocidade V no interior da casca esférica. Mos~ 

tramas isto no Apêndice C. 

Para implementar o princípio de Mach utilizamos este resultado para ob­

ter a energia gravitacional de um corpo de massa m interagindo com todo o 

universo conhecido. Para isto supomos uma densidade média de matéria no 

universo dada por p0 e substituímos u por p0 dR. Integramos então a equação 

(1.24) com R variando de O até o raio do universo conhecido. Ou seja, até 

R= c/ H0 , onde H o é a constante de Hubble. Apôs a integração obtemos 

(1.25) 

onde ~ = 4rrGPo/ HJ é uma constante adimensionaL Com os valores conhe­

cidos de G, po e Ho vemos que «ll ::::::: 1, \Ass94, p. 218]. Não podemos dar um 

valor ex ato para «ll devido às incertezas que existem nas estimativas de p0 e 

de Ho. 

Supondo 41 = 1 vem então que obtem~se a energia cinética clássica mv2 /2 

a partir de uma iuteraçã.o gravitacional do corpo de teste com o universo 

distante através de uma energia potencial de Weber. 

Vale observar que o termo constante -mc2 /2 veio da integração do po-

tendal Newtoniano, -Gmm' jr,1 , enquanto que a energia cinética mv2 /2 veio 

da integração do termo 3Gmm'i-~)r, 1 c
2 • 

Schrõdinger continua seu trabalho observando que experimentos com elé-
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trons a altas velocidades sendo desviados por campos elétricos e magnéticos 

indicam que a expressão mv2 /2 é apenas uma aproximação válida para baixas 

velocidades. 

Schrõdinger assume a energia cinética "relativística" como uma expressão 

empírica: 

f{=mc2 -1 
( 

I ) 
)1- v'fc' 

(1.26) 

Observa então que a equação (1.20) pode ser modificada para obtermos a 

equação (1.26), válida para qualquer velocidade. Assim propõe: 

l-V =- mm 3- 2 1 -r~ . G , [ ( ., ) ->/'] 
r,J c 

(1.27) 

Com i-,1 =O voltamos novamente ao potencial Newtoniano. Expandindo 

esta expressão até segunda ordem em i-,1 /c volta-se à equação (1.20). Subs­

tituindo a equação {1.21) na equação (1.27) c lembrando que r< R quando 

integramos obtemos, vide Apêndice A equações (A.ll) a (A.22): 

W - 12 G R SxGmaR --1rm0'+- . Jl- v2jc2 
(1.28) 

Substituindo O' por podR e integrando como antes, e usando 

iii= 41r:Gpo/ ffJ = 1 vem: 
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(1.29) 

Expandindo esta expressão até segunda ordem em v/ c reobtemos -md;~ /2 + 
mv2/2. 

A menos do termo constante que não influi nos resultados experimentais 

vemos que Schrõdinger obteve um análogo à energia cinética relativística. 

Apesar-desta analogia de forma, as duas expressões são conceitualmente bem 

distintas. A massa que aparece na expressão de Schrõdinger é gravitacional, 

enquanto que na expressão relativística é a massa inerciai de repouso. Além 

disto a expressão de SchrOdinger implementa perfeitamente o princípio de 

Mach por partir de uma expressão completamente relacional que é uma ge­

neralização da energia potencial de Weber. Corno a expressão de Schrõdinger 

é compatível com o eletrodinâmica de Weber vamos utilizá-la neste trabalho. 

Outro aspectro a ser ressaltado vem da equação (1.9) que pode ser escrita 

como 

mv2 qc/J v 2 

E~q~+----. 
2 3c2 2 

(1.30) 

Esta energia é de uma partícula de carga q movendo-se no interior de uma 

casca esférica em repouso, dielétrica e carregada a um potencial eletrostático 

4;. No eletromagnetismo clássico a energia da partícula é dada pela energia 

potencial ( qc/J ), que é uma constante, e pela energia cinética clássica ( mv2 /2). 

Mas ao adotarmos o modelo de Weber temos um termo adicional dado por 
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(1.31) 

Fazendo uma análise dimensional do termo que multiplica v2 vemos que ele 

possui dimensão de massa. Assim pelo modelo de Weber a. distribuição de 

cargas ào redor de uma partícula carregada produz um termo constante ( qcp) 

mais a energia cinética eletromagnética devido à. interaçã.o entre a partícula 

e a casca esférica. 

Aqui vemos os pontos de cantata entre o modelo de Schrõdinger e o 

modelo de Weber. Em ambos a energia da partícula é dada por um termo 

constante mais a energia cinética induzida pela distribuição de massa e carga 

ao redor da partícula. Assim, a energia total da partícula dada pela equação 

(1.30) pode ser entendida como constituída de três partes: 1) uma parte 

constante; 2) a energia cinética devido a interação entre a massa da partícula 

com a distribuição homogénea de massa no restante do universo e 3) a energia 

cinética devido a interação entre a carga da partícula e a distribuição de carga 

ao seu redor que produz uma massa eletromagnética. 

Para diferenciar as abordagens, já que a forma é a mesma para os mo­

delos envolvidos, a energia cinética clássica será denotada por I< c, a energia 

relativística por [{R e a obtida por Schrüdinger por I<s. 
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Capítulo 2 

Estudo da casca esférica 

2.1 Introdução 

Vamos estudar o comportamento de uma partícula de carga q e massa 

m movendo-se no interior de uma casca esférica dielétrica fixa com raio 

R e carga Q, com uma dendida.de de carga rJ" = Q/47rR2 homogeneamente 

distribuída, vide Figura 2.1. Na Figura 2.1 R é a posição do elemento de carga 

dqt = uds; r é a posição da partícula q e f'u = R- r. Vamos utilizar quatro 

modelos distintos: I) modelo clássico; II) modelo Weberiano; III) modelo 

relativístico e IV) modelo W-S. Abordaremos o formalismo Lagrangiano dos 

modelos acima mencionados. Os principais resultados obtidos neste Capítulo 

encontram-se em [CA95d] e [AC95bj. 

A função Lagrangiana é definida por 

(2.1) 

37 



/ 

' 

/o 
/ 

z 

----1----
y 

Figura 2.1: Partícula com carga q e massa. rn movendo-se no interior de uma 

casca esférica dielétrica em repouso carregada a um potencial </J. 
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onde L1 é a Lagrangiana das partículas livres e S(q,q) é a energia Lagrangi­

ana de interação eletromagnética. A força generalizada é obtida da energia 

potencial Lagrangiana através de 

(2.2) 

A equação de Lagrange é dada por 

(2.3) 

A Hamiltoniana do sistema é dada por 

(2.4) 

Em nosso trabalho H e L não dependem explicitamente do tempo. Então 

8Lj8t =O e 8Hj8t =O e temos que a Hamiltoniana é igual a energia total 

E do sistema dada por 

(2.5) 

onde J{ é a energia cinética e U a energia potenciaL No Apêndice B mos­

tramos a diferença entre S e U para o modelo Weberiano. Como foi dito 
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no Capítulo anterior, faremos duas aborbagens. Vamos estudar o compor+ 

tamento da energia da partícula no interior da casca esférica e para isto o 

formalismo Lagrangiano discutido até aqui e no Apêndice B é suficiente. 

Mas na segunda abordagem vamos supor o interior da casca esférica preen­

chida por um meio que apresenta uma força de resistência ao movimento da 

partícula em seu interior e para utilizarmos a equação (2.3) devemos mo­

dificá-la. 

Quando uma força de atrito está presente c esta força é proporcional a 

velocidade, Ê' = -bV, podemos definir uma função de dissipação dada por, 

(ver [Gol80, p. 21])• 

(2.6) 

Onde a somatória é sobre as partículas envolvidas. Assim a partir da defini­

ção (2.6), podemos obter a força de atrito na partícula: 

, - a:F Fx---
0 

. 
Vx 

A componente da força generalizada devido a força de atrito é 

IJ:F 
Q, ~- oq, 

Incluindo a equação (2.8) na equação (2.3) temos 

(2.7) 

(2.8) 



(2.9) 
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2.2 Estudo da energia de urna partícula mo­

vendo-se com urna velocidade v no in-

terior da casca esférica dielétrica carre-

gada 

2.2.1 Modelo clássico 

A Lagrangiana é dada pela equação (2.1) com L= '1~- Se onde 

mv' 
Lj=Tc=-

2
- (2.10) 

é a energia cinética clássica e 

(2.11) 

Nesta equação 4> é o potencial escalar elétrico e Â o potencial vetar 

magnético gerados pela casca esférica carregada. Em nosllo t.rabalho conside-

ramos um referencial fixo na esfera. Como a casca esférica está em repouso 

temos Ã =O. Neste caso a equação (2.11) fica 

(2.12) 
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Como a ca.c;ca elétrica está em repouso e carregada uniformemente com 

uma carga Q temos 

(2.13) 

Aqui q = Q/41rR2 é a densidade superficial de carga e escolhemos o potencial 

nulo no. infinito. Substituindo as equações (2.12) e (2.10) na equação (2.1) 

teremos a Lagrangiana clássica, Ln dada por 

(2.14) 

Utilizando a equação (2.4) a energia normalizada. da partícula é dada por 

E q~ I v' 
~~~+--. 
mc2 mc2 2 c2 

(2.15) 

2.2.2 Modelo de Weber 

A Lagrangiana é dada por L= L'f - Sw onde, Llj' é dada pela equação 

(2.10) 

(2.16) 
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e 

( 
1 v') Sw = q~ 1 + -- . 
6 c' 

(2.17) 

A Lagrangiana da partícula livre de Weber tem a mesma forma que a energia 

cinética clássica. Apesar disto ela é obtida a partir de uma energia de Weber 

para a gravitação em conformidade com o princípio de Mach, [Sch25], [Ass89] 

e [A,94]. 

Para obtermos a energia Lagrangiana, equação (2.17), partimos da ener­

gia de interação entre duas partículas dada por 

(2.18) 

onde 

r·12 

dq, 
(2.19) 
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O subíndice 1 refere--se ao elemento de carga dq1 da casca esférica e o 

subíndice 2 refere-se à partícula no interior da casca esférica. Substituindo 

a equação (2.19) na equação (2.18) e integrando, vide Apêndice C, obtemos 

a equação (2.17). Adotamos o referencial em que a casca esférica está em 

repouso, Ôt = O. 

Da equação (2.17) e (2.16) obtemos a Lagrangiana para o modelo de We­

ber, Lw, dada por 

(2.20) 

Utilizando a equação {2.4) temos que a energia da partícula no interior 

da casca esférica é 

2 
E- mv U - -2-+ w, (2.21) 

onde 

Uw = qf 1---( 
I v') 
6 c2 

(2.22) 

Mais uma vez chamamos a atenção para a mudança de sinal que ocorre dentro 

do parêntesis comparando esta ültima equação para Uw com a equação para 

Sw. 
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A energia normalizada fica então 

E qf I v2 I q~ I v2 

-=-+-------. 
mc2 mc2 2 c2 3 mc2 2 c2 

(2.23) 

2.2.3 Modelo relativístico 

A Lagrangiana relativística, Lr, é dada por Lr = L'j- Se, onde 

(2.24) 

e 

(2.25) 

Na equação (2.24) f( é uma constante que não terá influência sobre a 

equação de movimento da partícula. Às vezes toma-se /( = O para sim­

plificar ou então I< = mc2 para que reobtenha-se a energia cinética clássica 

quando expande-se esta expressão até segnnda ordem em vjc. Portanto 

P 2 
Lr = -mc2 

- - qc/J + /( . 
c2 

(2.26) 

Utilizando a equação (2.4) temos que a energia normalizada da partícula no 
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interior da casca é dada por 

(2.27) 

Daqui para a frente tomaremos K = mc2 • 

2.2.4 Modelo de Weber-Schrõdinger 

A Lagrangiana é dada por Ls = LJ - Sw, onde 

(2.28) 

e 

( 
1 v') Sw = qt/J 1 + G-;;2 . (2.29) 

Na equação (2.28) C é uma constante que não vai ter influência na 

equação de movimento. Neste sentido ela é arbitrária e para que possa­

mos obter a energia cinética clássica ao expandir esta expressão até segunda 

ordem em v f c vamos tomar C = mc2 • 

Lembramos novamente que embora a forma desta Lagrangiana seja simi­

lar à relativística, ambas são conceitualmente bem distintas. Em particular 

a de Schrõdinger implementa completamente o princípio de Mach e é com­

patível com a eletrodinâmica de Weber já. que foi derivada de uma expressão 
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relacional. Portanto 

Substituindo a equação (2.30) na. equação (2.4) teremos 
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2.2.5 Comparando os modelos 

Com a finalidade de melhor compararmos os resultados obtidos nesta 

Seção vamos resumir estes resultados em dois quadros. Na Tabela 2.1 apre­

sentamos as Lagrangianas para os modelos aqui abordados. A Lagra.ngiana 

clássica é o limite para todas os modelos quando vjc < 1. 

O objetivo principal desta Seção é analisar a energia da partícula carre­

gada no interior da casca esférica em função da velocidade, e a velocidade 

em função da grandeza qt/>fmc2• Antes gostaríamos de esclarecer algumas 

questões sobre a grandeza qif>Jmc2• Esta grandeza adimensional pode ter va­

lores negativos ou positivos dependendo dos sinais da carga na casca esférica 

e na partícula teste. Assim teremos que qr/J/mc2 < O quando os sinais da 

partícula teste e casca esférica tiverem sinais opostos e para q4>fmc2 > O 

teremos que os sinais da partícula teste e casca esférica têm sinais iguais. A 

Tabela 2.2 sumariza as energias obtidas para os quatro modelos. 

A Figura 2.2 mostra o comportamento da energia em função da veloci­

dade para os vários modelos. Graficarnos cada modelo para quatro valores 

diferentes de q</Jjmt?. A Figura 2.2A refere-se ao modelo clássico; a Figura 

2.2D ao modelo de Weber; a Figura 2.2C ao modelo relativístico e a Figura 

2.2D ao modelo W-S. 

Para tjJ = O os modelos de Weber e W-S retornam aos modelos clássico 

e relativístico, respectivamente, para todos os valores de v2 jt?. Para q</J f. O 

temos que os modelos de Weber e W -S apenas retornam aos modelos clássico 

e relativístico no limite de baixas velocidades. 

A Tabela 2.3 mostra a variação da energia com o quadrado da velocidade. 
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M LF s LAGRANGIANA (L= LJ- S) 

c m•' q1 Lc = mt - q</J --,--

w m•' q1(1+!~) L m•' 1(1 '"') --,-- w= ----r--q +6~ 

R -mc2Jl- 5- + mc
2 q1 Lr = -mc2Jl- ~ + mc2 

-q1 

W-S -mc2Jl- ~ + mc2 ,, q1 (1+ !~) L~= -mc2Jl - ~ + mc2 

-q1 (1 + ~~) 

Tabela 2.1: Funções Lagrangiaua para uma carga q movendo-se no interior de 

uma casca esférica dielétrica, fixa, carregada a um potencial <P = Q / 47rt:0 R. 

Aqui C refere-se ao modelo clássico; W ao modelo de Weber; W-S ao modelo 

Weber- Schrõdinger e R ao modelo relativístico. 
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M K 1J ENERGIA TOTAL (E ~ K + U) 

c m"' q~ ~=nS-+H~ --, 

w m"' q~ (1- l~) ~ = ~ + ~~- ~~~~ --, 

R me~ _ mc2 
y'1- 112fc.2 q~ E_qt/>+ 1 1 

mc2 - J1i:G2" y't-v2 Jc2 -

W-S mc2 - mc2 
..jt-vlfc2 

(1 1 '') qtp - 6& E _ q,p + 1 -1-l~!~ 
niC2- ~ y't-o2fc2 3m 2 c2 

Tabela 2.2: Energia total de uma carga q movendo-se no interior de uma 

casca esférica carregada. Aqui K é energia cinética eU é a energia potencial 

eletromagnética. 



(A) 

(C) 

------
)················ 

a~~---·-

-. 

,., 

. . .. ,.. 
(D) 

--W-<1 ____ ........., ... _ 

Figura 2.2: Comportamento da energia da partícula em função do quadrado 

da velocidade: (A) modelo clássico; (B) modelo de Weber; (C) modelo re­

lativístico; (D) modelo W-S. Graficamos a energia em função da velocidade 

para quatro valores diferentes de a:::: qf/;Jjmc2
• 
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Repare que a variação no modelo clássico é urna constante positiva e inde­

pendente da quantidade qrjJjmê e da velocidade da partícula. No modelo 

de Weber também temos uma constante mas seu valor depende da relação 

qt/Jfmc2• Note que no intervalo qt/Jfmc? < 3 esta constante será positiva, para 

qt/Jfmc2 > 3 será negativa e para qt/Jfmc? = 3 a variação é nula. 

No modelo relativístico a variação da energia com a velocidade depende 

somente da velocidade. Repare que para v2 jc2 --+O a variação da energia 

com o quadrado da velocidade tende para 1/2, que é o valor clássico. Agora 

quando v 2f c2 --+ 1 a variação da energia com o quadrado da velocidade 

tende para oo, como é característico para o modelo relativístico. 

No modelo W-S a variação da energia com a velocidade da partícula de­

pende da velocidade da partícula e da relação qt/Jfmc?. Quando qrftfmc2 :$3 

esta variação é sempre positiva para qualquer velocidade mas para qt/Jfmc2 > 

3 a variação poderá ser positiva ou negativa dependendo do valor da veloci­

dade. 

Na Figura 2.3 temos uma comparação detalhada dos quatro modelos 

quando qt/J/mc2 = -3. Se a partícula teste for um elétron ( q = -1,6 x 10-19C 

em= 9,1 x 10-31 kg) isto significa rjJ ~ 1,5 x 106V, Vemos que os modelos 

relativístico e W-S apresentam um comportamento similar. A velocidade 

tende a vjc--+ 1 quando Efmc2 --+ oo. Para baixas velocidades o mo­

delo relativís~ico tende para o modelo clássico e o modelo W-S tende para o 

modelo de Weber. 

Da Figura 2.3 e das equações (2.27) e (2.31) vemos que para uma dada 

velocidade, sempre que qt/Jfmc2 < O, teremos que a energia total de W-S 

é maior que a energia total relativística. Isto devido ao termo adicional no 
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MODELO VARIAÇÃO DA ENERGIA COM 

O QUADRADO DA VELOCIDADE 

CLÁSSICO 1 

' 

WEBER 1 l q</> 
2-6~ 

RELATIVÍSTICO ! (r- "'r''' 2 c2 

W-S ! ( 1 - t? r3/2 - ! q"' 
2 ~ o;;:;:;::T 

Tabela 2.3: Variação da energia c.om o quadrado da velocidade para os mo­

delos clássico, Weber, relativístico e W-S. As energias são dadas na Tabela 

2.2. Ou seja, valor de dyjdx onde y = E/mc2 ex= v2 jc2 • 
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0.0 

-0.5 W-S 

-1.0 

N~ -1.5 

w_, 

-2.0 

-2.5 classico 

1.5 2.0 

Figura 2.3: Energia em funçã.o da velocidade ao quadrado para qr:pfmc2 = -3. 

Se a carga teste é um elétron então 4> ~ 1,5MV. Graficamos as equações da 

Tabela 2.2 para os quatro modelos. 
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modelo W-S, dado por, 

lq1lv2 

-3mc 2 2~ · 

Na Figura 2.4 temos o comportamento da energia em função da velocidade 

quando o:= qt/J/mc2 = 5. No caso de um clétron iflto significa rP ~ -2, 5MV. 

Neste c.aso a partícula teste e a casca esférica têm o mesmo sinal de carga. 

Não graficamos o modelo clássico e relativístico, pois como podemos ver 

pela Figura 2.2C o efeito de variarmos o valor de qt/Jjmc2 é nm deslocamento 

vertical constante das curvas mas seu comportamento permanece inalterado. 

Nos modelos de Weber e W-S temos uma mudança no comportamento 

das curvas. Mas ainda assim no modelo W-S quando v/c ---+ 1 temos 

E/mc2 ---+ oo. Contudo, repare o comportamento para baixas velocida­

des. Conforme a velocidade aumenta a energia total diminui até atingir 

um mínimo. Em seguida temos novamente com o aumento da velocidade 

um aumento da energia. A energia atinge um mínimo (no caso W-S com 

qr/Jjmc? > 3) a uma velocidade que denominamos velocidade crítica, v0 dada 

por 

""- J (3)'"' -- 1- -

' " 
(2.32) 

onde ex= qt/Jjmc2• Esta relação é obtida fazendo 

56 



6.0 ,-------.---------

5.5 

modeloW-5 

"o 
~ 5.0 

modelo de Weber 

4.5 

4.0 L---~---j_-~-~-~__j 
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 

ltc2 

Figura 2.4: Energia em função da velocidade ao quadrado para a = 

q.-Pfmc2 = 5. Se a carga teste é um elétron então <P ~ -2, 5MV. Graficamos 

as equações da Tabela 2.2 para os modelos de Weber e W-S. 
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dE _
0 dx- ' (2.33) 

onde x = v 2 fc 2 . Em nosso exemplo ternos a= 5 portanto vcfc ~ 0,5372, ou 

v;jc2 ~ 0,2885. 

A energia total no modelo W -S é dada por 

2 q</Jlv2 
me----. 

3 2 c2 
(2.34) 

A energia neste modelo é composta por três termos, a energia potencial 

qt/>, a energia cinética mecânica de origem gravitacional 

me' (2.35) 

e um termo adicional 

Este termo denominamos de energia cinética eletromagnética. O termo 

qc/J/3c2 tem dimensão de massa. Esta massa que denominamos massa de 

Weber é devida à distribuição de carga elétrica ao redor da carga teste. 

Para q</J < O a energia cinética eletromagnética é um termo positivo que. 

portanto soma com a energia cinética mecânica. Para O < q</Jfmc2 :::; 
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3 a energia cinética eletromagnética é negativa mas menor que a energia 

cinética mecânica, portanto a energia cinética total ainda é um termo po* 

sitivo. Quando qf/Jfmc'l ~ 3 a energia cinética eletromagnética é negativa. 

Agora temos uma peculiaridade em relação aos casos anteriores. Quando a 

velocidade da partícula teste está no intervalo O :::; vfc :::; vcfc, onde vcfc 

é a velocidade crítica dada pela equação (2.32), a energia cinética eletro­

magnética é negativa e com módulo maior que a energia cinética mecânica. 

Isto explica o comportamento da curva do modelo W-S na Figura 2.4. 

A questão da massa de Weber é decisiva no modelo W-S e retornaremos 

a ela na próxima Seção. Nesta Seção analisamos até agora o comportamento 

da energia em função da velocidade. Passaremos agora a estudar o compor· 

tamento da velocidade em função do potencial na CMca esférica, ou melhor, 

em função da grandeza qf/Jfmc2• 

Na Figura 2.5A a 2.5D graficamos as equações da Tabela 2.2. Agora, 

graficamos a velocidade ao quadrado em função do potencial na casca esférica. 

As curvas para os modelos clássico e relativístico não dependem muito (em 

sua forma) do valor de E/mc2
• Na Figura 2.5A ternos o modelo clássico. 

Neste caso a velocidade tende ao infinito quando ql/>fmc2 ---+ -oo. No mo­

delo de Weber, Figura 2.5B, existem dois intervalos distintos: qrf>fmc2 < 3 e 

qrfofmC2 > 3. Observe que v2 jc?---+ 6 quando qrf>fmc2 ---+ ±oo. Por outro 

lado v1'/c2 ---+ ±oo quando q</Jfmc2 ---+ 3. 

A divergência ocorre por adotarmos uma energia cinética clássica mais a 

eletrodinâ.mica de Weber. Mas, ao adotarmos a energia cinética de Schrõdinger 

mais o modelo de Weber eliminamos a divergência e quando q</Jfmc2 ---+ -oo 

temos v2 jc2 ---+ 1, Figura 2.5D, como no modelo relativístico, Figura 2.5C. 
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(A) 

~ 10.0 

(C) ,...,_,...,.....,.,. 

-· _, 

-·· 

(B) 

(D) 

-~ ------- ~--·~ 
- ·-------._ 

•. '•. 

Figura 2.5: Comportamento da velocidade ao quadrado da partícula em 

função do potencial: (A) modelo clássico; (B) modelo de Weber (escolhemos 

dois valores representativos de E/mc2
: 2.9 e 3.1); (C) modelo relativístico e 

(D) modelo W-S (escolhemos três valores representativos de E/mc2 : 2, 3 e 

7). 
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Portanto, ao adotarmos a energia cinética de Schrõdinger eliminamos as 

críticas de Helmholtz sobre a divergência. 

Na próxima Seção discutiremos esta situação na presença do atrito, como 

no exemplo original de Helrnholtz. 
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2.3 Estudo da equação de movimento de u-

ma partícula carregada no interior de 

uma casca esférica supondo uma força 

de atrito na forma -bi! agindo sobre a 

partícula 

2.3.1 Partfcula movendo~se ao longo do eixo 2 com 

velocidade v= ik 

O problema que vamos analisar agora com os quatro modelos é o de uma 

carga q movendo-se ao longo do eixo z no interior de uma casca esférica de 

raio R carregada uniformemente com uma carga Q, vide Figura 2.6. 

Consideraremos sempre a velocidade inicial v0 no intervalo -c < v0 < c. 

Vamos supor que a casca esférica dielétrica seja preenchida por um meio re­

sistivo e que a força de atrito dependa da velocidade como 

(2.37) 

onde b é uma constante que supomos positiva. Como discutimos na Seção 

2.1, podemos escrever uma função F definida como 

(2.38) 
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tal que 

F, = -a;:= -bz. (2.39) 

Assim podemos escrever a equação de Lagrange como 

(2.40) 

Utilizando as equações (2.38) e (2.40) mais as Lagrangianas da Tabela 

2.1, onde fizemos V= zk, teremos as equações de movimento resumidas na 

Tabela 2.4. 

As soluções das equações da Tabela 2.4 estão resumidas na Tabela 2.5. 

Na Tabela 2.5 t0 é o tempo característico dado por to = m/b e zo/c é a 

velocidade inicial normalizada. Na Figura 2. 7 A graficarnos o comportamento 

da aceleração normalizada em função da velocidade normalizada da partícula 

para o modelo clássico. Repare que a aceleração em função da velocidade não 

depende do potencial na casca esférica. Na figuira. 2.7A Zo é definido por: 

io := cbfm. Na Figura 2.7B graficamos a velocidade normalizada em função 

do tempo normalizado. A aceleração normalizada varia no seguinte intervalo 

-1:::; 'i/Zo:::; 1 e a velocidade normalizada no intervalo -1:::; Zjc:::; l. Corno 

a partícula está sujeita a uma força de atrito sua aceleração 
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Q 

Figura 2.6: Partícula carregada movendo-se no interior de uma casca esférica 

carregada ao longo do eixo z com uma velocidade V= zk. 
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MODELO EQUAÇÃO DE MOVIMENTO 

CLÁSSICO mi+bi =O 

WEBER mZ- ~Z+bZ =O 

RELATIVÍSTICO mZ b' O 
(1-i2/c2')372 + Z = 

W-S mZ !l!i!_·· b'-0 
(t-Z2fc2)372 - 3c2Z + Z-

Tabela 2.4: Equação de movimento de uma partícula carregada no interior 

de uma casca esférica dielétrica fixa preenchida por um meio resistivo 
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sempre está oposta à velocidade, Figura 2. 7 A. Com isto a velocidade diminui 

exponencialmente com o tempo. Na Figura 2. 7B temos o comportamento da 

velocidade em função do tempo para várias velocidades iniciais: 0,8c; 0,5c e 

0,2c. 

O próximo modelo a ser analisado é o de Weber. Neste modelo~ temos 

um termo adicional quando comparamos com o modelo clássico. A equação 

de movimento é dada por 

- qf.. b" o mz- zZ+ z= . 
3c 

A equação (2.41) pode ser escrita como 

i/c 

(1-'•) = 

(2.41) 

(2.42) 

Temos duas regiões para análise: qr/Jfmc2 < 3 e qrjJfmc2 > 3. Primeiramente, 

vamos analisar qt/>jmc2 < 3. Nesta região a aceleração tem sinal contrário 

à velocidade da partícula, vide Figura 2.8A. Apesar disto temos uma de­

pendência do potencial na casca esférica. Quando qc/;jrnc2 = O reobtemos a 

equação de movimento para o modelo clássico. Na Figura 2.8B graficamos 

a solução da equação (2.41). No intervalo qcj;jmc2 < 3 a velocidade norma-

lizada em função do tempo normalizado decai exponencialmente, como no 

modelo clássico. Contudo~ este decaimento está relacionado com o potencial 

na casca esférica. 

A equação (2.41) pode ser escrita como 



M SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE MOVIMENTO 

c i= "'exp [-"-] c ~ to 

w i= "'exp [-"- (1- ,. r'] c c j o 3J1i7l" 

R "--ln (•+-,h-i'f") -ln ('1')- ' + ' 
lo - Hy'l i'gfc~ Zofê .jt-i.2 fr? y't-iUr? 

W-S l_ _ ln ( •+v'I-i' /c') _ ( 1 _ __,.__)ln (i/c) _ 1 + 1 
lo - Hy'l iUc2 3mc2 r;;rc Vt-i;2Jc2 vh-Z-Uc2 

Tabela 2.5: Soluções das equações de movimento apresentadas na Tabela 2.4. 
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Zfe 

(8) 

tfta 

Figura. 2.7: (A) comportamento da aceleração normalizada. em função da 

velocidade normalizada; (B) comportamento da velocidade normalizada em 

função do tempo normalizado. Ambos os casos para o modelo clássico. Temos 

que Zo = cbfm e to= mfb. 
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ijc 
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····«·-· 
-- .. -· 

t/to 
Figura 2.8: (A) comportamento da aceleração normalizada em função da 

velocidade normalizada e (B) comportamento da velocidade normalizada em 

função do tempo normalizado. Ambos os casos para o modelo de Weber. 

Graficamos para diferentes valores de potencial na casca esférica no intervalo 

a:::::::: qrf;/mc2 < 3. 
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(2.43) 

onde 

(2.44) 

é a massa inerciai efetiva Weberia.na. Quando q<f> <O teremos m;e/m > 1, o 

que torna o decaimento mais lento comparando com o caso clássico devido ao 

aumento da massa inercia! efetiva. Quando qrPfmc2 = O temos m;,.Jm = 1, 

que é o caso clássico. Para O < qrpfmc2 < 3 teremos O < m;e/m < 1, o 

que torna o decaimento mais rápido comparado com o caso clássico devido 

à diminuição da massa inerciai efetiva. Na Figuras 2.8A e 2.8B graficamos 

a equação 2.41 e a solução desta equação, Tabela 2.5, para três valores de 

qt/Jfmt?: -3; O e 2. No gráfico 2.8B a velocidade inicial é i 0 /c =O, 7. 

Agora vamos analisar qfjljmc2 > 3. Nesta região a aceleração tem sinal 

igual à velocidade, vide Figura 2.9A. Como no caso anterior, temos uma 

dependência do potencial na casca esférica. Na Figura 2.9B graficamos a 

solução da equação (2.41) no intervalo qc/Jfmc2 > 3. Vemos que a velocidade 

normalizada em função do tempo normalizado aumenta exponencialmente. 

Isto devido à massa inerciai efetiva, equação (2.44 ), que torna-se negativa. 

Repare, quanto mais próximo de três o valor de qtffmc2 , menor será a massa 

inerciai efetiva, equação (2.44), e teremos uma variação maior na velocidade. 

Na Figura 2.9A e 2.9B graficamos a equação (2.41) e a solução desta equação 
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Figura 2.9: (A) comportamento da aceleração nunnalizada em função da 

velocidade normalizada e (B) comportamento da velocidade normalizada em 

função do tempo normalizado. Ambos os casos para o modelo de Weber com 

o:= qtjJfmc2 > 3. 

71 



para três valores de qfj;fmc2: 5; 10 e 20. No gráfico 2.9B a velocidade ini­

cial é i 0 /c = O, 7. Portanto, de acordo com a eletrodinâmica de Weber 

mais mecânica Newtoniana a velocidade inicial da carga teste aumenta in­

definidamente devido ao atrito quando qt/J > 3mc2
, em vez de diminuir, como 

ocorre classicamente. Aqui está o ponto principal da crítica de Helmholtz. 

Mesmo com i 0 < c a carga ultrapassará a velocidade da luz a partir de um 

certo momento, algo nunca observado. Adiante mostraremos como isto é 

resolvido no modelo W-S. 

Agora vamos analisar o modelo relativístico. A equação de movimento 

relativística dada na Tabela 2.4 pode ser escrita como 

_:_ = _: 1- :__ .. . ( "')''' 
Zo c c2 • 

(2.45) 

Na Figura 2.10A graficamos a equação (2.45). Como no caso clássico, a 

aceleração tem sinal contrário à velocidade. Quando graficamos a solução da 

equação relativística, Tabela 2.5, teremos um decaimento tipo exponencial da 

velocidade com o tempo, vide Figura 2.10B. No modelo relativístico, como 

no modelo clássico, a velocidade e aceleração independem do potencial na 

casca esférica. Graficamos a Figura 2.10B para várias velocidades iniciais 

Z0 /c: 0,2; 0,5 e 0,8. 

A equação de movimento relati vística é dada por 

mZ b' O 
(1- Z2jc2)3/2 + z = . (2.46) 
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Ela pode ser escrita como a segunda lei de Newton 

(2.47) 

onde 

mier = m(l- i 2/c2
)-

3
/

2 (2.48) 

é a massa inerciai efetiva relativística. 

O comportamento qualitativo das curvas na Figura 2.10 é o mesmo que 

no modelo clássico. As diferenças maiores ocorrem para i > O, 5c, quando 

os efeitos relativísticos começam a aparecer. Nestes casos pode-se entender 

o comportamento das curvas observando-se que a massa inercial efetiva au­

menta com a velocidade, fazendo com que o decaimento da velocidade seja 

mais lento do que no caso clássico. 

Iniciamos agora a análise do modelo W-S. A equação de movimento do 

modelo W -S é dada por 

(2.19) 

A equação (2.49) pode ser escrita na forma Newtoniana como 

(2.50) 
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Figura 2.10: (A) comportamento da aceleração normalizada em função da 

velocidade normalizada. (B) velocidade normalizada em função do tempo 

normalizado. Ambas os casos para o modelo relativístico. 
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onde 

(2.51) 

é a massa inerciai efetiva. A equação (2.49) também pode ser escrita como 

z 
zo 

' ( ")''' c 1- ~ 

1 - ! q<j> (1 - i2 )3/2 . 
3m;>f ~ 

A equação (2.52) irá divergir quando 

1- ~~ (1- ~)
312 

=o. 
3m& c2 

(2 .. 52) 

(2.53) 

Isto ocorre somente para qrj;jmc2 ~ 3. Então para um valor dado de qrj;jmc2 

teremos uma velocidade crítica dada por (sendo a= qrj;jmc2
): 

Z0 
_ J (3)''' --± 1- -

c " 
(2.54) 

que é o mesmo valor dado pela equação (2.32) quando discutimos o mínimo 

da energia, Seção 2.2.5. A solução da equação (2.49) é 

-=ln ~ 1~-- ln -t (1+)1-z'/<") ( 1 q1) (i/c) 
to 1+J1-ZJ/t.-.2 3mc2 Zofc 
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(2.55) 

onde i 0 jc é a velocidade inicial normalizada e t 0 = m/b é o tempo carac­

terístico. Da equação (2.52) temos dois intervalos para análise: qt/Jfmc2 < 3 

e q4>fmc2 > 3. 

A Figura 2.11A mostra o comportamento da equação (2.52) onde fizemos 

qt/J/mc2= -3; O e 2. Da Figura vemos que a aceleração tem sempre sinal 

contrário à velocidade. No modelo relativístico, que corresponde ao modelo 

W-S quando qt/J/mc2 =O, a velocidade normalizada varia no intervalo -1 ::5 

Zfc ::5 1 enquanto que a aceleração normalizada varia no intervalo -0,3 :::;; 

Z/Zo :S: O, 3. Mas no modelo W-S a aceleração normalizada depende não só 

da velocidade mas também do potencial na casca esférica, equação (2.52). 

Então, para qrj;fmc2 = -3 e velocidade variando no intervalo -1 ::5 i/c S 1 

a aceleração normalizada varia no intervalo -0, 2 :;S; Z/ Z0 :;S; O, 2. Com isto a 

velocidade da partícula em função do tempo normalizado, Figura 2.11B, decai 

mais vagarosamente com o tempo se compararmos com o modelo relativístico. 

Para qt/J/mc2 = 2 a velocidade da partícula em função do tempo decai mais 

rapidamente que o caso relativístico. 

Este comportamento novamente deve-se à massa inerciai efetiva, equação 

(2.51 ). Quando qt/Jfmc2 < O temos um acréscimo na massa inerciai mecânica 

devido a massa inerciai de Weber, qt/J /3d. Com isto obtem-se um decaimento 

mais lento que o modelo relativístico. Para qt/Jjmc2 =O a equação (2.51) 
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Figura 2.11: (A) comportamento da aceleração normalizada em função da 

velocidade normalizada. e (B) comportamento da velocidade normalizada em 

função do tempo normalizado. Ambos os casos para o modelo W-S. 
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torna-se a equação (2.48) e assim o decaimento é igual ao modelo relativístico. 

Quando O ~ q,Pjmc2 ~ 3 temos um decréscimo na massa inerciai efetiva 

devido ao termo q,Pjmc2 que torna-se negativo, vide equação (2.51). 

Agora vamos analisar o caso mais interessante dentro do modelo W-S. 

Quando q4;fmc2 ?: 3 entramos no intervalo de divergência da equação (2.52). 

Em nossa análise numérica vamos supor q,Pjmc2 = 5. Assim quando grafi­

camos a equação (2.52), vide Figura 2.12A, ela diverge na velocidade crítica, 

(2.54), ou seja quando ifc ~ 0,5372. 

Vamos analisar o intervalo O~ Z/c ~ 1, Figura 2.12A. Quando OS Zjc < 

O, 5372 a aceleração possui o mesmo sinal da velocidade. Então para uma 

velocidade inicial Zo = O, 2, Figura 2.12B, a velocidade da partícula crescerá 

até Z/c = O, 5372, que é a velocidade crítica. Agora, para uma velocidade 

inicial i 0 jc =O, 7 a velocidade da partícula diminuirá até i/c= O, 537 que é 

a velocidade crítica. 

Este comportamento devc·~se à forma da massa inerciai efeti va. Na Figura. 

2.13 graficamos a equação (2.51), a massa inercia.l efetiva, em função da 

velocidade normalizada no intervalo O :S i/ c :S: 1 para três valores de q<fo /me?: 

O, 3 e 5. Repare que no intervalo O :S Z/c < 0,537 a massa inerciai efetiva 

é negativa para q,Pjmc2 = 5. Como temos uma força resistiva, a velocidade 

da partícula aumentará até Z/c = 0,537. Quando 0,537 <i/c< 1 a massa 

inerciai efetiva é positiva para qt/J/mc2 = 5. Para Z = ic a massa inerciai 

efetiva é zero. Podemos supor que a partícula deixa de interagir com o meio 

neste caso. 

Vamos discutir aqui o caso em que o:= qt/Jimc2 > 3. O ponto principal a 

ser observado nesta última análise é o problema apontado por Helmholtz 
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Figura 2.12: (A) comportamento da aceleração normalizada em função da 

velocidade normalizada. A divergência ocorre quando i/c= Zc/c. (B) com­

portamento da velocidade normalizada em função do tempo normalizado. 

Para O :::; Zo < ic a velocidade da partícula tende para Zc. Para Zc < Zo < c a 

velocidade também tende para Zc. Utilizamos q</Jfmc2 = 5 nos gráficos acima 

tal que Zc/C R:! O, 5373. Ambos os casos para o modelo W-S. 
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Figura 2.13: Comportamento da massa inerciai efetiva normalizada em 

função da velocidade nornalizada para o modelo W-S. Graficamos a massa 

efetiva para vários valores de qt/Jfmc2
• Quando qt/Jfmc2 = O reobtemos a 

massa inerciai efetiva para o modelo relativístico. 
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que não mais aparece no modelo W-S. Isto é, se a carga teste tem uma ve­

locidade inicial menor que c, O < v0 < c, então sua velocidade final será a 

velocidade crítica vc = cJl- (3/o:) 213 , que é menor que c. Se sua veloci­

dade inicial estiver entre O e Vc, ela aumentará sua velocidade até atingir v c, 

permanecendo então nesta velocidade. Caso Vc < v0 < c ela diminuirá sua 

velocidade novamente até atingir Vc. 

Estes comportamentos podem ser entendidas fisicamente observando que 

em W-S a massa inerciai efetiva depende não apenas do potencial mas 

também da velocidade 

E o mais importante é que esta resolução da crítica de Helmholtz não 

envolveu modificações na eletrodinâmica de Weber mas apenas na mecânica 

Newtoniana . Ou seja, bastou introduzir uma energia cinética dada por 

mc2/.jl- v2fc2- mc2, em vez de mv 2/2. 



2.3.2 Partícula movendo-se numa circunferência de 

raio po com velocidade v = poOÔ 

Na Seção 2.3.1 analisamos o movimento ao longo do eixo Z. Agora va­

mos analisar um movimento numa órbita fechada da partícula teste. Para 

isto supomos que a partícula carregada move-se numa circunferência de raio 

constante Po, devido a vínculos radiais. Sua velocidade é então V= p0 iJÔ. 
Na Tabela 2.1 temos que a La.grangiana para o modelo W-S é dada por 

(2.56) 

Utilizando a equação (2. 7) e lembrando que 

(2.57) 

então a equação de movimento para a componente tangencial da velocidade 

fica 

(2.58) 

Vamos definir x =: p0 fJ, :i:= p0 iJ e X= p06. Assim a equação (2.58) pode ser 

escrita como 

(2.59) 
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onde Xo = bcjm. A equação (2.59) pode ser escrita como 

x 
X o 

(xfc)(l- ±2 fc')'i' 
1- (q~/3mc 2 )(1- x2(c2 ) 312 • 

(2.60) 

Comparando as equações (2.60) e (2.52) vemos que elas possuem a mesma 

forma. Assim o que foi discutido na Seção 2.3.1 também vale para o movi­

mento circular no interior da casca esférica. 
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Capítulo 3 

Estudo do capacitor plano 

ideal: movimento retilíneo 

através do capacitar 

3.1 Introdução 

Neste capítulo utilizamos uma mudança na geometria do problema. Uma 

partícula com carga q e massa m (nos exemplos numéricos será sempre um 

elétron) movendo-se perpendicularmente às placas de um capacitar plano 

ideal (com uma densidade superficial de carga u de sinais opostos, módulos 

iguais e distribuídas homogeneamente), vide Figura 3.1. Nosso objetivo aqui 

é estudar o comportamento da partícula utilizando o modelo \V-S. Em nossa 

tese de mestrado já analisamos o modelo clássico, o modelo de Weber e o 

modelo relativístico. E os principais resultados encontram-se em [AC91] e 
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]Cal91]. 

Quando estudamos a casca esférica vimos que o modelo W-S superou 

as críticas de Helmholtz quanto à divergência da velocidade que ocorria no 

modelo de Weber com a mecânica clássica. Por outro lado ele introduziu no­

vos aspectos que não tinham sido discutidos por Helmholtz: a massa inerciai 

efetiva dependendo do potencial e da velocidade. Esta massa inerciai efetiva 

conduz a uma massa inerciai negativa devido ao termo da "massa de We­

ber", Nas Seções 2.3.1 e 2.3.2 estudamos algumas das conseqüências de uma 

massa inerciai negativa. Por exemplo, o aumento da velocidade da partícula 

carregada no interior de uma casca esférica preenchida por um meio resistivo. 

Um experimento corno o proposto por Helmholtz nunca foi realizado, 

pelo que ternos conhecimento, e estamos na área dos argumentos teóricos. 

Portanto resolvemos aplicar estas teorias a uma geometria em que temos 

algum dado experimental disponível. Por este motivo adotamos o capacitar 

plano ideal. 

Nos modelos que vamos estudar não le:vamos em consideração os efeitos 

de bordas, perdas de energias devido a radição eletromagnética e induções 

de correntes nas placas do capacitar quando o eletron é acelerado entre elas. 
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Figura 3.1: Capacitar plano com uma densidade de carga ±u em suas placas, 

e uma partícula com carga q e massa m movendo-se perpendicularmente às 

placas. 
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3.2 Energia de urna partícula carregada no 

interior de urna capacitor plano ideal 

Vamos utilizar a energia. potencial de Weber dada por 

(3.1) 

A energia de interação de uma carga q movendo-se ao longo do eixo x é 

obtida integrando a equação (3.1), vide Apêndice D, sobre as duas placas. O 

resultado desta integração é dado por 

qa qa x 0 v
2 

Uw(x.::; -xo) = -~xo- ---, 
êo e2c2 

(3.2) 

qCJ' qa x v 2 

Uw(-xo ~ x :S xo) = -x+ ---, 
e0 e2c2 

(3.3) 

r qa qa X o v 2 

úw(x ~ xo) = -xo + --z, 
êo e 2 c 

(3.4) 

onde cr é a densidade de carga na placa positiva do capacitor, ±x0 é a posição 

das pl<u.:as do capacitar e v é a velocidade normal às placas da partícula 

localizada em r= x( t )i. 



Podemos escrever que 

(3.5) 

onde Q é a carga total na placa e A sua área. Temos ainda que: 

Q = éoAil.<p 
2x0 ' 

(3.6) 

onde Llr..p é a diferença de potencial entre as placas (Lltp ~ 0). Substituindo 

a equação (3.6) na equação (3.5) obtemos 

(3.7) 

Estas são grandezas características do capacitar e não dependem da teoria 

utilizada. 

Antes de continuarmos vamos utilizar as equações (0.16) a (0.18), A­

pêndice D. Destas equações e utilizando a equação (2.2), Seção 2.1, podemos 

obter a força exercida pelas placas do capacitar sobre a partícula quando esta 

move--se ao longo do eixo x: 

(3.8) 
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• qt!.<p [ 1 v2 xa]· F(-xo<x<xo)=--- 1+--+- t - - 2 2c2 c2 ' (3.9) 

(3.10) 

onde a é aceleração da partícula normal às placas do capacitar. As eqnações 

(3.8) a (3.10} são resultados que não obtínhamos com o modelo clássico. De 

acordo com a eletrodinâmica de Weber a carga q sofre a ação de uma força 

exercida pelas placas sempre que ela possuir uma aceleração em relação às 

placas, mesmo quando está fora do capacitar. Uma possível situação de teste 

para estas previsões é estudarmos como um oscilador harmônico carregado 

eletricamente é afetado pela presença do capacitar. Isto será analisado no 

capítulo 4. Agora, retomemos o estudo da energia. 

A energia total da partícula quando consideramos o potencial Weberiano 

e a energia cinética de SchrOdinger, é 

E= Uw + Ks (3.11) 

onde E é energia total 1 Uw é a energia potencial Wcbcriana c Ks é a energia 

cinética de Schrüdinger. 

Utilizando as equações (3.2), (3.3) c (3.4) e as eqnações (2.35) e {::1.7) 

temos que 
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(3.12) 

qtl.~ x qó.r.p v 2 x mc2 

E(-xo:s;x:s;x0)=---+----+ -mC, 
2 x0 4 c2 xo Jl-v2fc2 

(3.13) 

(3.14) 

Em nosso trabalho de mestrado analisamos o caso em que um elétron 

penetrava o capacitar à. esquerda. de A (Figura 3.1) com uma velocidade 

próxima de zero e era acelerado pela diferença de potencial entre as placas 

até sair em B (Figura 3.1 ). Mostramos que tanto no modelo clássico quanto 

no de Weber que para diferenças de potencial finitas (da ordem de 106 V) o 

elétron atingiria velocidades acima da velocidade da luz, ver [Cal91J e [AC91]. 

Apenas o modelo relativístico previa um limite superior correto para a velo­

cidade dos elétrons igual a 3 X 108rn/s, como observado experimentalmente. 

Como o modelo de W-S superou as críticas apontadas por Helmholtz no 

caso da casca esférica, resolvemos analisar o mesmo problema do mestrado 

com esta teoria. Ou seja, supondo um elétron entrando em A com v R::: O, 

queremos saber sua velocidade de saída em B para vários valores de !::l.~.p. 

Utilizando o princípio de conservação de energia vem: 
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E(x ~ -xo) = E(-xo ~ x::; xo). (3.15) 

Assim 

qb.r.p qb.r.p v! mc2 

-----+ --r,~=;:=:c: 
2 4 c' Jl-v;/c' 

(3.16) 

onde Va é a velocidade da partícula antes de entrar no capacitar e v sua 

velocidade no interior do capacitar. Faremos a hipótese que V a ~ c. 

Podemos então escrever a equação (3.16) como 

qó<p[ .r x1v2] I 
- 2mc2 l+ xo + xo2~ = ..j1-v2/c2 - 1 . (3.17) 

Comdderando x = x 0 , ou seja, a partícula teste saindo pela placa positiva e 

q = -e (um elétron), teremos: 

(3.18) 
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Uma análise numérica da equação {3.18) é dada na Figura 3.2. O principal 

resultado é que a velocidade da partícula acelerada é sempre menor que c e 

assintótica a c quando Ô.r.p ----+ oo. 
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Figura 3.2: Comportamento da velocidade de saída em função da diferença 

de potencial para o modelo W-S. A partícula teste é um elétron acelerado 

a partir do repouso denlro do capacitar ideal. Vemos que a velocidade final 

vai para c quando /).~.p -------+ oo. 

93 



3.3 Comparando os modelos 

Com a finalidade de compararmos os resultados vamos retomar o tra­

tamento dássico (Coulomb+ mv2 /2), Weberiano (Weber+ mv2/2), rela­

tivístico (Coulomb + energia cinética relativística) e utilizando os resulta­

dos obtidos na Seção 3.2 (Weber+ Schrõdinger), especificamente a equação 

(3.18). Os resultados aqui discutidos encontram-se em [CA95c]. 

Nas Figuras 3.3A a 3.3D comparamos os quatro modelos. Em todas 

elas utilizamos á. conservação da energia, equação (3.15), na forma E = 
K + U. Para a energia cinética temos a clássica, I< c = mv2 /2, ou a dada 

por mc2/Jl- v2jc1 - mc2 . Esta última expressão é analoga à energia re­

lativística, Kr, e também à obtida por Schrõdinger, Ks, discutida na Seção 

1.3. Para a energia potencial temos a de Coulomb, Uc, equação (3.1) com 

r,J =O e energia potencial de Weber, Uw, equação (3.1). Quando integramos 

a equação (3.1) para uma carga interagindo com um capacitar plano ideal 

obtemos as equações (3.2) a (3.4) para o modelo de Weber ou para o clássico 

(sem o termo em v2 ). 

O problema analisado por estes modelos é o mesmo da Seção 3.1. Um 

elétron sendo acelerado do repouso a partir de x = -xo até x = x0 , ortogo­

nalmente às placas de um capacitar ideal, Figura 3.1, [Cal91J. No primeiro 

modelo, Kc + Uc, temos a energia cinética clássica e potencial de Coulomb. 

Então v2 é urna função linear de !::l."f! e cresce indefinidamente sem limites. 

A diferença de potencial em função da velocidade ao quadrado é da.da por 
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Figura 3.3: Velocidade final de um elétron sendo acelerado a partir do re­

pouso dentro de um capacitar ideal como função da voltagem f:l.y; entre as pla­

cas de acordo com os quatro modelos. Utili?:amos a energia cinética clássica, 

relativísticae de SchrOdinger (I< c; I<r e I<s, respectivamente). Para a energia 

potencial elétrica utilizamos o potencial Coulombia.no e Weberiano (Uc e Uw, 

respectivamente). Em (D) temos a comparção entre as predições teóricas do 

modelo W-S (l<s + lfw) e do modelo relativístico (I< r+ Uc) com os dados 

experimentais obtidos por Bertozzi, [Ber64]. 
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(3.19) 

No segundo modelo, Kc + Uw, temos a energia cinética clássica e a po­

tencial de Weber. Neste modelo não temos limite superior na velocidade v 2 

e ela diverge quando ~r.p ---+ lMV. A diferença de potencial em função da 

velocidade é dada por 

(3.20) 

No terceiro modelo, K,. + Uc, temos a energia cinética relativística e a 

energia potencial de Coulomb. Então a velocidade tende assintoticamente a 

c quando t:l.r.p ---+ oo. A diferença de potencial em função da velocidade é 

dada por 

(3.21) 

No quarto modelo, [CA95c], temos a energia cinética de Schrõdinger mais 

a energia potencial de Weber. Os resultados deste modelo são próximos aos 

do modelo relativístico, Figura 3.3C. Mesmo utilizando a energia potencial 

de Weber obtemos uma velocidade limite para o elétron, v ---+ c, quando 
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a diferença de potencial vai ao infinito, b.<p --------+ oo. Somente o modelo 

relativístico e o modelo W-S são compatíveis com os dados experimentais. 

A diferença de potencial em função da velocidade é dada pela equação (3.18). 

Existe um experimento importante realizado por Bertozzi [Ber64] onde 

ele mede o tempo de vôo de um elétron sendo acelerado em um acelerador 

eletrostático van der Graff e em um acelerador linear, LINAC. 

Há cinco medidas em seu experimento nas quais a energia cinética dos 

elétrons, em Me V, são: 0,5; 1,0; 1,5; 4,5 c 15. A partir da medida do tempo 

de vôo dos elétrons em cada medida e da distância viajada pelos elétrons, 

8,4 metros, Bertozzi obteve os seguintes valores para u2/c2 , respectivamente: 

0,752; 0,828; 0,922; 0,974 e 1,0. Na Figura 3.3D comparamos os modelos 

teóricos discutidos com os resultados experimentais de Bertozzi. Graficamos 

v 2 j c2 contra a diferença de potencial que acelera os elétrons. Como podemos 

ver da Figura 3.3D e das anteriores, Figuras 3.3A a 3.3C, somente o modelo 

relativístico e o modelo W-S são compatíveis com os dados experimentais. 

Em seu artigo, [Ber64], Bertozzi diz que o erro experimental para todos as 

medidas é de dez por cento, 10%. Assim graficarnos na Figura 3.4 os valores 

teóricos para os modelos W -S e rclativístico mais os dados experimentais 

de Dertozzi com os respectivos erros. Vemos que as duas curvas teóricas 

são compatíveis com os dados experimentais dentro da faixa de erro. Como 

temos somente cinco pontos experimentais e efeitos de borda etc. não foram 

levados em consideração nos quatro modelos discutidos, não podemos decidir 

entre estas duas últimas curvas teóricas para este experimento. 

De qualquer forma o mais importante a ser observado é que o modelo 

W-S está levando consistentemente a uma velocidade limite c para as cargas 
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sendo aceleradas em diversas situações, como observado experimentalmente. 

E isto apesar do fato de termos na eletrodinânica de Weber uma massa 

inerciai efetiva que depende da energia potencial elétrica da carga, fato que 

não ocorre na relatividade. 
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Figura 3.4: Comparação entre as curvas teóricas para os modelos W-S e rela­

tivístioo com os dados experimentais de Bertozzi, [Ber64], com os respectivos 

eTTOf!. 
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Capítulo 4 

Estudo do capacitor plano 

ideal: movimento oscilatório 

próximo às placas do capacitor 

4.1 Introdução 

Neste Capítulo vamos estudar o movimento oscilatório de uma partícula 

carregada próximo a um capacitar plano ideal. Pois como vimos anterior­

mente no modelo de Weber, equações (3.8) a (3.10), ternos uma força de 

origem eletrodinânica atuando sobre uma partícula carregada no exterior 

do capacitar quando a carga sofre uma aceleração, fato que não ocorre na 

eletrodinâmica clássica. 

O objetivo de estudarmos um oscilador harmónico é verificar como esta 

força extra externa modifica a freqüência do oscilador. Para isto vamos 
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estudar os quatro modelos diferentes com a finalidade de observarmos quatro 

limites: baixas (v/c <t:: 1) e altas velocidades (tJjc R::' 1) e verificarmos o 

comportamento quando a grandeza qi::J.~.pfmc 2 =O e para q!::J.<pjmc2 ----t ±oo, 

onde q é a carga da partícula teste e I::J.r.p é a diferença de potencial entre as 

placas do capacitar. 

Vamos utilizar como limite para baixas velocidades o oscilador harmônico 

clássico (OHC). Para o limite de altas velocidades o oscilador harmônico re­

lativístico (OHR). No modelo de Weber a energia da partícula será dada pela 

energia cinética clássica, mais a energia potencial da mola (responsável pelo 

movimento oscilatório da carga teste) e mrus energia potencial Weberiana, 

equação (3.2). A isto denominamos oscilador harmônico de Weber (OHW). 

Quando consideramos altas velocidades e uma partícula carregada vamos 

utilizar o modelo que denominamos oscilador harmônico de W-S (OHS). 

Neste modelo a energia é dada da mesma forma que O HW onde trocamos a 

energia cinética clássica pela energia cinética de Schrõdinger. 

A Figura 4.1 mostra um esquema do problema estudado. Temos urna 

partícula carregada oscilando próximo a um capacitar plano ideal, com am­

plitude b e sua posição de equilíbrio dada por XE· 

A posição da carga q num certo instante t é representada por x. Na si­

tuação analisada aqui ela está fora do capacitar, à esquerda da placa negativa 

(x < -x0 ). Consideramos que ela está presa a uma mola ideal de constante 

elástica k. Estudamos sua oscilação ortogonal às placas do capacitar, ou seja, 

ao longo do eixo x. Na posição de equilíbrio x = XE temos que ela não sente 

nenhuma força da mola. Sendo a ampLitude de oscilação dada por b temos: 
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X 

'• 

Figura 4.1: Partícula carregada oscilando próximo a um capacitor plano 

ideal: XE é a posição de equilíbrio ex a posição da partícula. Assim -b s; 

x- xs :<; b, sendo b a amplitude de oscilação. 
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XE- b S: X S: XE + b. (4.1) 

Escolhendo o zero do potencial no meio das placas, x = O, temos que a 

energia potencial eletrostática Coulombiana à esquerda da placa negativa é 

dada por Uc = -qó.cp/2. Já a energia potencial elástica é dada por U~; = 

k(x-x8 )2/2 = k1f2f2, onde definimos.,= x-xE. A energia cinética clássica 

é dada por T = m± 2 /2 = m~ 2 /2. Os principais resultados deste Capítulo 

encontram-se em [CA95b] e [AC95a]. Com isto podemos começar a comparar 

os modelos. 
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4.2 Oscilador harmônico clássico (OHC) 

A Lagrangiana para o OHC é dada por 

L= T- Se, (4.2) 

onde 

(4.3) 

(4.4) 

Substituindo as equações (4.3) e (4.4) na equação (4.2) teremos 

(4.5) 

A partícula oscilará com uma amplitude b e sua posição de equilíbrio é 

dada por xs, então -b ::=; x- XE :os; b. Utilizando a equação (2.5) a energia 

total E é dada por 

( 4.6) 
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Para t =O vamos supor x = XE (Tf =O) e~ = ~ 0 , onde q0 é a velocidade 

inicial. Portanto por conservação de energia podemos escrever que 

Ou seja, 

dTf r;r;-; 
dt = ±y'7õ- m 77 ~ • 

Vemos que dqfdt =O para Tf = ±~ 0 -FJk. Da equação (4.7) vem: 

( 4. 7) 

(4.8) 

(4.9) 

Derivando esta equação em relação ao tempo obtemos a equação de movi-

mento: 

m~+k7]=0. (4.10) 

A solução desta equação que satisfaz às condições iniciais é: 

(4.11) 
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~ = ~oCOSWQt, (4.12) 

onde w 0 = ..;r;r;;;. é a freqüência natural de oscilação da carga ligada à mola. 

O período de oscilação é dado por 

(4.13) 

Se a condição inicial fosse TJ(t =O) = b e *t =O)= O a solução seria 

'7 = bcosw0t, (4.14) 

(1.15) 

A velocidade máxima atingida pela carga é bw0 • Em partícular ~ pode 

ultrapassar a velocidade da luz se bw0 > c. Isto nunca foi observado experi­

mentalmente e indica uma limitação do modelo clássico. 
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4.3 Oscilador harrnônico de Weber (OHW) 

A Lagrangiana para OHW é dada por 

(4.16) 

Utilizando a equação (2.5) a energia total E é dada por 

(4.17) 

Como no caso clássico quando t = O vamos supor fJ = O e i} = ~ 0 . Portanto 

podemos escrever que 

., A 

b' = m;~w71o _ ~ 
2 2 

(4.18) 

onde definimos 

(4.19) 

como a massa inerciai efetiva Weberiana no caso do capacitar. Derivando a 

equação de energia em relação ao tempo obtemos a equação do movirnento1 
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ou seja 

( 4.20) 

Esta equação tem a mesma forma que no caso clássico. A única diferença é 

que nela temos miew = m(l-a/2) em vez de m. Como a= qtl~.pfmc 2 vemos 

que micw pode ser positiva, nula ou negativa. Vamos analisar estes três casos: 

A) a< 2 

Neste caso temos m;~,., > O e soluções oscilatórias. Se q(t 

W = O) = ~o vem' 

onde 

1] = !!!:.. sin wwt , 
ww 

ww = V=m"(1...ck.:..,,...,/'"2) 
wo 

O) O e 

(4.21) 

(4.22) 

( 4.23) 

é a freqüência natural de oscilação neste caso. Vemos então que apesar da 

solução qualitativa ser a mesma, a freqüência de oscilação passou a depender 
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da diferença de potencial no capacitar, embora a carga esteja oscilando fora 

do capacitar. Isto é uma característica da eletrodinâmica de Weber. 

Para as mesmas condições iniciais (11 =O e~ =~o) vemos que a amplitude 

de oscilação mudou de b = ~o/Wo = 1ioF/k para 

1io ~o~ h bw =- = -yl- a/2 = b 1--, 
ww Wo 2 

(4.24) 

Ou seja, quanto mais a se aproxima de 2 menor vai ficando a amplitude de 

oscilação ~ maior vai ficando a freqüência de vibração. 

Caso as condições iniciais fossem 'r(t =O)= b e ~(t =O)= O teríamos: 

'r/= bcoswwt, (4.25) 

~ = -bu!wsinwwt. ( 4.26) 

A amplitude de oscilação seria a mesma que no caso clássico mas no­

vamente com uma freqüência dada por ww = w0 /.jl - a/2. A velocidade 

máxima atingida pela carga não é mais bw0 mas sim l.ww = l.woh/1- a/2. 

Para o perto de 2 esta grandeza ultrapassa mais facilmente a velocidade da 

luz do que no caso clássico. 



B) "= 2 

Neste caso temos miew = O e a única solução da equação de movimento é 

'1 =o, '9't. ( 4.27) 

Ou seja, com a partícula tendo uma massa inercia.! efetiva nula é como se ela 

não pu~esse interagir. 

Para se ter uma idéia da ordem de grandeza, se a carga teste é um elétron 

então isto ocorre para b..r.p = 2mc2 /e = 106 V. 

C) "> 2 

Neste caso a carga teste se comporta como tendo uma, massa inerciai efe­

tiva negativa. A mola distendida vai então acelerar a partícula aumentando 

a distenção da mola, em vez de restaurá-la à posição inicial. Isto é análogo 

ao que ocorreria no exemplo de Helmholtz em que nesta situação a força de 

atrito acelerava a carga em vez de freia-la. 

A solução da equação de movimento é então 

>lo . h 
~ = --stn Ww2, 

Ww' 
(4.28) 

r1 = r1o = coshww2, ( 4.29) 
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onde 

e Ww2 = wo/Va/2 -1. 

. eY- e-v 
smh y = --

2
-- , 

ell + e-Y 
coshy = --

2
-- , 

(4.30) 

(4.31) 

Quando t cresce vemos que 17 e ~ também crescem indefinidamente. Ou 

seja, o movimento deixa de ser oscilatório e periódico para o: > 2. Qual­

quer pertubarção na posição inicial de equilíbrio tende então a crescer in­

definidamente. O equilíbrio em x = XE é então altamente instável se a> 2. 

Mesmo com ~o < c chegaria um momento nesta situação em que ~ > c. 

Novamente isto nunca foi observado experimentalmente. 

Caso a condição inicial fosse ry(t = O) = b e 1;(t = O) = O o mesmo pro­

blema ocorreria já que agora a solução é dada por 

(4.32) 

( 4.33) 

Novamente 'rf e~ crescem indefinidamente com o aumento de t. 
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4.4 Oscilador harrnônico relativístico (OHR) 

A Lagrangiana para o caso relativístico é dada por 

v . q!l'f' kry' L= -mc2 1-7]2 /c2 + -
2
-- T +mc2

• (4.34) 

Utilizando a equação (V'i) a energia da partícula é dada por 

mc2 k'f1 2 q!:l.<p 2 
E= +-----me 

Jt-~'/c' 2 2 
(4.35) 

A equação (4.35) pode ser escrita como 

, 
yl-"'/'- me 

'11 c- E-Jm2+~+mc2. 

' ' 
(4.36) 

Portanto, mesmo com E ---+ oo (b ---+ oo) Lemos que ~ 2 /c 2 < 1 e ave­

locidade máxima será c. Por simplicidade vamos considerar como condição 

inicial apenas o caso 17(t = O) = b e Jj( t = O) = O. Dividindo por mc2 e 

definindo A = kb2 /2mc2 , que á razão entre a energia elástica. e a energia de 

repouso, esta equação pode ser escrita como 

( 4.37) 

Rearranjando os termos temos 



(4.38) 

O período será dado por 

T=4fbd: 
Jo T! 

- 41' [l+A(l-~)]d~ 

-;: 
0 jzA(l-~)+A'(l-~)' 

( 4.39) 

Fazendo uma mudança de variável Yf = bcos<p c substituindo na equação 

(4.39) teremos 

7 
= ~ii' bsin <pdtp 

c o -V7.2õ'A~sie'n~';'P;:V~~l::,+~f=s=oin='"'P= 

( 4.40) 

As integrais acima são do tipo elípticas. Vamos supor que a energia 

elástica da partícula presa à mola seja muito menor que sua energia de re~ 

pouso, kb2 /2 ~ mc2 • Então vamos expandir em potências de A e reter 

somente até a ordem A. Lembrando que A = kb2 /2mt? temos 
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4b /mdi{rf 3kb' r~., } 
r= ~VW lo d<.p+ 8mc2 lo 2sm rpdr.p · (4.41) 

Resolvendo as integrais obtemos 

( 4.42) 

Escrevendo w,. em função da freqüência natural de oscilação, w0 = ~. 
vem 

w, 

l+fs~ 
( 4.43) 

wo 

ou, expandindo: 

w,. 3 kb2 _,, ___ _ 
Wo 16 mc2 

( 4.44) 

Vemos então que para uma mesma condição inicial o oscilador relativísLico 

tem um período maior e uma freqüência menor que o clássico. Isto pode ser 

entendido observando--se que a massa inerciai da partícula na teoria da rela­

tividade aumenta com a velocidade. Logo, durante um período a partícula 

comporta-se como se fosse mais massiva do que no caso clássico, por isto a 

mudança em 1' e w. 
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Retomando a equação (4.37), expandindo em potência de vi c e retendo 

até a ordem v4 I c4 teremos 

(4.45) 

A equação acima pose ser escrita como 

( 4.46) 

Resolvendo a equação ( 4.46) teremos 

~2 2 2 ( "') C2 = - 3 ± :3 1 + 6A 1- ~ . (4.47) 

Temos que ~I c deve ser real então devemos ficar com o sinal positivo na 

equação (4.47). Ela pode então ser escrita como 

~ d~ ~ __ 32 + _32 I+ 6A (I- '!._c:) . 
c di 

Expandindo o radical interno até a ordem A teremos 

lembrando que A = kb2 l2mc2 temos 
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( 4.50) 

A equação (4.50) é idêntica à equação análoga para o oscilador harmônico 

clássico com estas condições iniciais. Portanto, v2 < r? é equivalente a 

kb'/2 <me'. 

Retomando a equação ( 4.48) e integrando para um período temos que 

( 4.51) 

Expandindo o radical interno até ordem A2 teremos 

( 4.52) 

Resolvendo a integral vem: 

(4.53) 

Este tipo de aproximação feita na equação (4.45) será útil quando estu­

darmos o OHS. 

A equação de movimento relativística pode ser obtida a partir da equação 

(4.34). Ela é dada po' 
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( 4.54) 

Definindo mier = m/(1- ~ 2 /<?-)31 2 a equação (4.54) fica na forma Newtoni-

ana: 

moer~+ kTJ =O. (4.55) 

A massa inerciai efetiva relativística depende da velocidade da partícula e 

não depende da energia potencial. 

No intervalo O:-:; ~/c::; 1 a massa da partícula teste é sempre positiva e 

maior que no modelo clássico, como foi dito anteriormente. 
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4.5 Oscilador harmônico de Weber-Schro-

dinger (O HS) 

A Lagrangiana para a teoria W -S é dada por 

'v . ; qf:J.({) q!::J.r.p7j2 kTJ2 2 L= -me 1 - TJ2 c2 + --- ---- -+me 
2 4c2 2 · 

( 4.56) 

Utilizando a equação (2.5) a energia da partícula normalizada é dada por 

( 4.57) 

Desta equação podemos ver que para 1j ----.. c teremos E ----t OCJ. Portanto, 

qualquer que seja a energia e para qualquer valor de o: :: qb.r,pjmc2 finito 

temos que v ~ c, como veremos adiante. 

Quando t = O vamos supor 7] = b e 7j = O. Usando a conservação de 

energia podemos escrever a equação ( 4.57) como 

E 
me2 

(4.58) 

Substituindo a equação (4.58) na equação ( 4.57), rearranjando alguns termos 
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e utilizando a definição A = kb2 /2mc2 temos 

1+A 1-- ~ ---( 
~') 1 a ~

2 

b2 Jl-~2jc2 4c2· 
( 4.59) 

Expandindo o ra.dical em série de ~ 2 jc2 c retendo até a ordem ~ 4 jc4 vem: 

(4.60) 

A equação (4.60) difere apenas no termo de v 2 fc 2 quando comparada com a 

equação (4.45), modelo relativístico. Para a= O na equação (4.60) reobte­

mos a equação (4.45). Reescrevendo a equação (4.60): 

~ + ~ (1- ") "'_- ~A (1 - r_) ~O. 
c43 2c2 3 b2 

( 4.61) 

Temos duas regiões possíveis para. análise, o: < 2 e a '2_ 2. Resolvendo a 

equação ( 4.61) temos que 

( 4.62) 

Estamos interessados em soluções reais, logo devemos tomar o sinal positivo. 

Expandindo o radical em potências de A= kb2 /'2mc2 e retendo até A 2 temos: 

v' 2A ( ~') 3A
2 

( ~')' 
;:>"'(t-a/2) 1-b' -(l-a/2)' l-b' · (4.63) 



A velocidade é dada por 

2A ( ~') 
(1-a/2) 1 - Tfi - (1 

3A
2 

( ~')' 
a/2)' 

1 
- Tfi (4.64) ~=± 

c 

Integrando para um período temos 

41' d~ 
T = ~ O J 2A (1- '1') _ M' (1 _ "')' . 

(1-o/2) 1)1 {1-õ72'P 1)1" 

( 4.65) 

Comparando a equação ( 4.65) com a equação ( 4.52) vemos que elas pos­

suem a mesma forma. Portanto possuem a mesma solução a menos do termo 

(1- a/2). Assim o período é dado por 

rm ~[ 3 kb' 
r"' 2~ykv1- af2 1 + 16mc' (1 

2~ 

w, 
( 4.66) 

Repare que quando a = O na equação ( 4.66) reobtemos a equação ( 4.53), que 

é o período aproximado para o OHR. Escrevendo w~ em função da freqüência 

natural teremos 

w, 1 

Wo ~ ,)1- a/2 

3 kb' 1 
16 me' ( 1 - a/2)'12 • 

( 4.67) 

Nas equações (4.66) e (4.67) quando a 2: 2 temos que o período e a 
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freqüência angular tornam-se imaginários. Isto deve-se à massa inerciai efe­

tiva como no modelo de Weber. 

A equação de movimento pode ser obtida da Lagrangiana, equação ( 4.56). 

A equação de movimento é dada por 

definindo 

1ql!.<p) .. k o --- ~+ ~= 
2 me' 

m;., = m ( "( 1----:;i. ,C,/ "') <h; t] c2 3 2 

a equação (4.68) pode ser escrita como 

ii= kry/m(1 - *' /c')3
i

2 

1- a/2(1 ~'fc')'l' 

onde o: = q Ó.<p j mc2
• A aceleração diverge quando 

(4.68) 

(4.69) 

( 4. 70) 

( 4.71) 

onde ~crit/ c é a velocidade a que denominamos velocidade crítica. Quando 

RllhRtituimos a equação (4.71) na equação (4.69) obtemos ffiies =O. Nesta 

velocidade a aceleração tende para infinito. 
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4.6 Comparando os modelos 

Comparamos agora os quatro modelos supondo corno condição inicial 

que 71(t =O) = b e J}(t =O) =O. Com exceção do modelo de Weber para 

o ~ 2 temos que neste caso os quatro modelos prevêm que o movimento será 

oscilatório com a velocidade máxima ~m da carga teste sendo atingida em 

~=O (x = XE)· 

Na Tabela 4.1 apresentamos os quatro modelos. Como a grandeza cons­

tante -qD.r.p/2 aparece nos quatro modelos e não influencia na equação 

de movimento apresentamos apenas a energia normalizada Et definida por 

Et =(E+ qf::J.'{)/2)/mc2
. Usamos ainda a= qi::J.r.pfmc2

• 

Deve ser notado que para o OHW e para o OHS além de depender da ve­

locidade a energia também depende da diferença de potencial entre as placas 

do capacitar, Isto introduz o termo adicional 

qtl'f' 7}! 
2mc2 2c2 ' 

( 4. 72) 

que pode ser interpretado como sendo uma energia cinética. Esta energia 

surge devido a uma massa inerciai efetiva que tem origem na distribuição de 

cargas próximo a partícula teste carregada. 

Nas Figuras 4.2 e 4.3 fazemos gráficos de Et =(E+ qó.ipf2)/mc2 contra 

~!.fc 2 para os quatro modelos, variando os valores de o: = qi::J..<.pjmc2• As 

Figuras 4.2A a 4.2D e 4.3A a 4.3D mostram os efeitos deste termo adicional 

quando comparamos com o OHC e com o OHR. Nas Figuras 4.2A a 4.2D 

atribuimos a ql:l.t.pjmc? valores de ·5, -3, ·2 e -1, respectivamente. Note que 
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MODELO ENERGIA NORMALIZADA 

OHC 
., 

E,=~~ 

OHW Et= ~~- ~~ 

OHR Et= 1 I 
y'l-i(#,/.:2 

OHS Et= 1 1-~~ 
V' i,~fc2 4 ' 

Tabela 4.1: Energia normalizada do oscilador harmónico para os quatro mo­

delos discutidos. Aqui ?lm é a velocidade máxima da partícula quando 17 = O. 
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(A) (B) 

Figura 4.2: Comportamento da energia total normalizada em função da ve­

locidade máxima ao quadrado de um oscilador harmônico para os mode­

los clássico, C, Weberiano, W, relativistico, R, e modelo W-S. As equações 

encontram-se na Tabela 4.1. Temos a= q/j,J.p/mc2 . 
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(A) (B) 

.. ' 

r$•.a 

·· .. \"'. s..~..-..-,.-c ... ..-" 
TJ'f..ic2 

(C) (D) 

""' 

·• •.,\-. ---.:.----.c.-
iJ':../c2 

Figura 4.3: Comportamento da energia total normalizada em (unção da ve­

locidade máxima ao quadrado de um oscilador harmônico para os quatro 

modelos. As equações encontram-se na Tabela 4.1. 
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para qll.cpjmc2 ::S: O a energia do OHS é maior que a energia do OHR para 

uma mesma velocidade. Isto deve-se a massa inerciai efetiva. No OHS a 

massa efetiva é dada por 

m 

1 qtl<p 

(1 rp 1 c2)312 2mc2 
(4.73) 

e para OHR a massa inerciai efetiva é dada por 

1 
(4.74) 

m (1-~'/c')3/2. 

O termo qll.cpj2mc2 no intervalo q/l.r.pj2mc2 :::;: O, equação (4.73), se soma 

ao termo 1/(1- ~!,/c 2 p1 2 . 

Nas Figuras 4.3A a 4.3D graficamos a energia, Et = Ejmc2 +qb.cpj2mc2 , 

em função da velocidade máxima atribuindo a qll.cpjmc2 valores de O, 1, 2 e 

5, respectivamente. 

Quando qll.cpjmc2 = O a energia do OHC coincide com a energia do 

OHW e a energia do OHR coincide com a energia do OHS, Figura 4.3A. Isto 

torna-se claro analisando as equações da Tabela 4.1. 

Quando O < qll.cpjmê a energia do OHR é maior que a energia do OHS. 

Analisando as equações (4.73) e (4.74) vemos que no intervalo acima a massa 

inerciai efetiva relativística é maior que a massa inerciai efetiva de W-S. Note 

que o termo qll.cp/2mc2
, quando q!J,.cpjmc2 > O, subtrai ao termo 1/(1-

~!,jc2)3/2. 
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A Figura 4.3D mostra o comportamento das equações da Tabela 4.1 

quando qb..rpfmc2 = 5. Uma característica importante no modelo W-S para 

q8.t.pfmc2 > 2 é ter uma energia mínima para uma velocidade diferente de 

zero. É esta a velocidade que denominamos de crítica. Da equação do OHS, 

na Tabela 4.1, temos 

~"-/ (2)''' -- 1- -
c " 

(4.75) 

onde a ::::::= q8.t.pjmc2 . Para q8.t.pjmc2 = 5 a velocidade crít.ica é ~c/c ~ 

O, 6761. Este comportamento deve-se à massa inerciai efetiva, equação ( 4. 73). 

Quando q8.t.pjmc2 = 5 e a velocidade da partícula varia no intervalo O :::; 

iJ/c:::; T,c/c a massa inerciai efetiva torna-se negativa pois a massa de Weber, 

q8.t.pjmc2 , é maior que a massa mecânica, 1/(1 - J1 2 jc2 )312 . Agora, quando a 

velocidade varia no intervalo ~c/c< ~/c$ 1 a massa mecânica é maior que 

a massa de Weber. 

Com isto a massa inerciai efctiva volta a ser positiva no modelo W-S e a 

mola quando distendida volta novamente a se comportar como uma forçares­

tauradora. Isto já não ocorreria no modelo de Weber com mecânica clássica. 

Neste último caso a massa efetiva dependia apenas do potencial mas não da 

velocidade, e uma vez negativa ficaria sempre assim mesmo para v----+ c. Já 

no modelo W-S a massa pode se comportar como negativa dependendo do 

potencial a baixas velocidades, mas volta a ser positiva quando a velocidade 

ultrapassa a velocidade crítica (que é menor que c). Isto impede que a velo­

cidade ultrapasse o limite c para o modelo W-S, como vemos em todas estas 
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Figuras, independente do valor de a. 

Das Figuras 4.2A a 4.2D e 4.3A a 4.3D vimos que as energias do OHR 

e OHS tendem ao infinito, Et ---t oo, quando a velocidade máxima tende 

para c, itm/c ---t 1. Isto para uma valor dado da grandeza a = ql:!i.cpjmc2• 

Agora, vamos estudar o comportamento da velocidade máxima em função de 

a:;;:; ql:!i.cpfmc? para uma energia dada. 

As Figuras 4.4A a 4.4D mostram o comportamento da velocidade máxima 

ao quadrado em função de qó.t.p/mc2• Utilizamos as equações da Tabela 4.1, 

onde atribuímos valores para Et = Efmc2 +ql:!i.r.p/2mc2• Os valores de E1 são 

0,25; 0,5; 0,75 e 1 para as Figuras 4.4A, 4.4B, 4.4C e 4.4D, respectivamente. 

Note que a velocidade máxima para o OHW diverge quando qtli{J/mc2 = 2. 

Da equação (4.19) vemos que a massa inerciai efetiva no modelo de Weber 

vai a zero quando ql:it.p/mc2 = 2 e torna--se negativa para qi::J.r.p/mc2 > 2. 

Mais uma vez vale observar que mesmo para tlt.p ---t ±oo temos iJm ---t c 

no modelo W-S, qualquer que seja o valor da energia. 

Da Figura 4.3D temos que Et pode ter valor negativo para os modelos de 

Weber (OHW) e W-S (OHS). Graficamos nas Figuras 4.5A e 4.5B o com­

portilmento da velocidade máxima ao quadrado em função de a= qtl~.pjmr? 
para as energias Et = O e ET = ~O, 214, respectivamente. O intervalo de 

variação de a torna-se limitado. Para E1 = O temos a variando no intervalo 

2 :$; a :$; oo para o OHS. Quando a = 2 temos que a velocidade máxima é 

iJmfc =O. Da equação (4.71) temos que a velocidade crítica quando a= 2 é 

i~ofc =O. 

Para os modelos clássico, de Weber e relativístioo temos ~m = O qualquer 

que seja o valor de a se Et = O. 
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{A) {B) 

~·· 

""-o_o ..,,o ·•.o -2.0 

{C) {D) 

·--
;~·-· 

0 o_.,. -<>.o ·•-o -2.0 

Figura 4.4: Comportamento da velocidade máxima ao quadrado em função 

de a= ql:lr.pjmc2• A energia normalizada é dada por: 0,25; 0,5; 0,75 e 1; nas 

Figuras A, R, C e D, respectivamente. As equações encontram-se na Tabela 

4.1. 
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Figura 4.5: Comportamento da velocidade máxima ao quadrado em função 

de o: para energias dadas por Et = O e E1 = -0,214. Equações na Tabela 

4.1. 

130 



Quando Et = -0,214, Figura 1.5B, no modelo de Weber a: varia no 

intervalo 2 ~ a: :::; oo com a velocidade máxima divergindo em a: = 2. Agora, 

no modelo W~S a varia no intervalo 5 ::::; a S oo. Note que para a: = 5 a 

velocidade é ~!./r?= 0,4571 que é igual a velocidade crítica, equação (4.71) 

para a= 5. 

No caso clássico teríamos para todo a, ~!fc 2 = -0,4 <O. Como só nos 

interessam valores reais de iJm não plotamos esta curva. No caso relativístico 

temos, para todo a: 

., 1 

:'; ~ 1 - "(!'+.,.:_,E",)"' ( 4. 76) 

Se Et = -0,214 então ~!,/c 2 = -0,6 < O. Novamente não nos interessa 

esta solução. É fácil ver desta fórmula que não haverão valores para iJm no 

caso relativístico se Et < O, qualquer que seja a:. 

O comportamento para o OHW deve--se ao fato mencionado anterior­

mente que para qó.rpfmc? > 2 a massa inerciai efetiva é negativa. Para o 

OHS a massa inercial efetiva, equação (4.73), depende da velocidade e de a. 

Assim quando a:> 2 e a velocidade está no intervalo OS *fc < *cfc, onde 

Tfcfc é a velocidade crítica, ternos a massa inercia! efetiva negativa e para 

*cfc < *fc < 1 a massa inerciai efetiva é positiva. 

Nas Seções 4.2 a 4.5 obtivemos além das energias discutidas acima, as 

equações de movimento e os períodos dos osciladores para cada teoria abor­

dada. Na Tabela 4.2 resumimos os períodos de oscilação. Note que no 
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MODELO PERIODO DE OSCILACÃO NORMALIZADO 

OHC !.;_ = 1 
~ 

OHW i! = .jl - a/2 

OHR !r.~l+~kb2 
TO 16 fliC2 

OHS ~ ~ Jt- a/2 [1 + fs~(t-!/2)2] 

Tabela 4.2: Período de oscilação normalizado para os quatro modelos. Temos 

To = 21r/Wo. As aproximações para OHR e OHS são válidas somente para 

mb2/2 <: mc2 e v2 < c2
• Na Tabela a= qb.ep/mc2 • 
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caso clássico e relativístico o período de oscilação não é a.fetado pela pre­

sença do capacitar. A Figura 4.6 mostra o comportamento das equações da 

Tabela 4.2 em função de a. Assumimos kb2 /2mc2 = 01001. Neste caso os 

valores dos períodos clássico e relativístico estão muito próximos e portanto 

representamos os períodos por uma única reta. 

Quando a > 2 os períodos do modelo de Weber e W-S tornam-se ima­

ginários. Estes aspectos discutiremos mais adiante. Deve ser notado que 

o período depende fortemente da diferença de potencial entre as placas no 

modelo de Weber e W-S. Este aspecto pode ser explicado se analisarmos as 

equações de movimento1 resumidas na Tabela 4.3. 

Todas as equações da Tabela 4.3 podem ser escritas como 

( 4. 77) 

onde m;e é a massa inerciai efetiva. A Tabela 4.4 mostra as massas efetivas 

para cada teoria 

No modelo de Weber e W-S a massa efetiva é constituída de duas partes: 

uma massa que denominamos massa de Weber, mw = ql::!..<.p/2c2
1 e uma massa 

mecânica. No modelo de Weber a massa mecânica é me no modelo de W-S 

é dada por m/(1 ->i' fe) 312• 

Quando O S ql::!.<,pjmc2 < 2 temos que a massa de Weber é negativa com 

módulo menor que a massa mecânica. Então a massa inerciai efetiva m;~ é 

positiva mas menor que a massa clássica. Por isso1 vide Figura 4.6, o período 

é menor que no caso clássico. Para ql::!.<,pjmc? <O a massa de Weber é 
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u 

Figura 4.6: Comportamento do período nonna.liza.do em função de q6.<p(mc2
, 

Temos To = 271" fwo. 
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MODELO EQUAÇÃO DE MOVIMENTO 

OHC m~ + k11 =O 

OHW (m- ~) ~+k17 =O 

OHR (t .. //c•P7~ ~ + k'TI = 0 

OIIS ( (1 
m '~J'}i + kF O i):lfc:l)37~ 

Tabela 4.3: Equações de movimento. 
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MODELO MASSA INERCIAL EFETIVA 

OHC mie=m 

OHW mie=m(t~I) 

OHR mie= (l 
m 

r,•/0'.)~7~ 

OHS mie= (l 
m mo 

n•Jc•)3n ---,--

Tabela 1.4: Massa inercia} efetiva, com o:= qb.rpjmc2• 
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positiva e se soma à massa mecânica. Assim a massa inerciai efetiva é maior 

que a massa clássica. Portanto, o período é maior no modelo de Weber e 

W -S quando comparada com o modelo clássico. 

Vamos graficar a massa inerciai efetiva, mie(m, em função da velocidade 

para valores dados de o = q/j.cpfmc2• Isto facilitará nossa análise das soluções 

das equações de movimento. Na Figura 4.7 graficamos m;B/m em função 

de ~ 2 / c2 para a teoria de Weber e W -S. Atribuímos os seguintes valores a 

ql::J.cpjmc2: -2; O; 2 e 5. Quando ql::J..tpjmc? =O o modelo de Weber se reduz ao 

modelo clássico e o modelo W-S se reduz ao modelo relativístico. Na Figura 

4. 7 as linhas paralelas ao eixo da velocidade referem-se ao modelo de Weber. 

As curvas de comportamento a.ssintótico referem-se ao modelo W-S. 

Para ql::J..tpjmc2 = -2 a massa efetiva. de W-S é sempre maior que a massa 

efetiva relativística. O caso mais interessante ocorre quando qf:lt.pjmc2 = 5. 

Note que no intervalo de velocidade O~ ~ 2 Jc 2 ~ 0,4571 a massa é negativa 

e no intervalo O, 4571 ~ ~ 2 / c2 < 1 a massa é positiva. 

Dentro da aproximação kb2J2 < mc2 e v2 < c2 o período do oscila­

dor clássico e do oscilador relativístico são próximos. O período do oscila­

dor no modelo de Weber e do oscilador no modelo W -S são próximos para 

qô'-f'fmc2 < 2 como podemos ver pela Figura 4.6. Assim a solução da equação 

de movimento clássica é muito próxima à solução da equação de movimento 

relativística. O mesmo ocorre para o modelo de Weber e o modelo W-S 

quando ql::J..t.pjmc!- < 2 e kl?j2 « mc2 • 

Graficamos a solução da equação clássica dada por 



5.0 ,~-~---~---,-,,-c',-~----, 

' 

4.0 

3.0 

2.0 

1.0 ~~------------

-1.0 

-2.0 
0.0 0.2 

/ 

0.4 

I 
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I 

' 

0.6 

-- a=5 
a=2 
a=O 
a=-2 

0.8 1.0 

Figura 4.7: Massa inercia! efetiva em função da velocidade ao quadrado. 

As curvas assintóticas referem-se ao modelo W-S e as paralelas ao eixo da 

velocidade referem-se ao modelo de Weber. Quando qó..t.pjmc2 =O a massa 

efetiva nos modelos de Weber e W-S coincidem com a massa efetiva nos 

modelos clássico e relativístico, respectivamente 
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t = COSW()t ( 4.78) 

e a solução da equação de movimento de Weber dada por 

~ [ wot ] 
b = cos Jt - a/2 ' 

(4.79) 

para alguns valores de a, onde a é considerado em dois intervalos -oo;:; a;:; 

O e O~ a< 2. No gráfico 4.8A temos a posição normalizada, qjb, em função 

de w0 t para a: -5 e O. O gráfico 4.8B mostra a velocidade normalizada, 

~Jbw 0 , em função de wot para os valores de a acima. Na Figura 4.8C temos 

a posição normalizada, tJ/b, em função de w0 t para a: O e 1. O gráfico 4.8D 

mostra a velocidade normalizada em função de w0t para os valores de o:: O e 

1. 

Quando -oo < a ::=; O o período de OHW é maior que o período do 

OHC, como podemos ver pela Figura 4.8A, pela Figura 4.6 e equações da 

Tabela 4.2. A velocidade máxima no modelo de Weber é menor que no caso 

clássico pois a massa inerciai efetiva é maior como podemos ver na Figura 

4. 7 e equações da Tabela 4.4. Agora no intervalo O ~ a < 2 o período do 

O H C torna-se maior que o período do O HW pois a massa inerciai efetiva no 

caso Weberiano é menor que no caso clássico. 

Falta-nos analisar as soluções da equação de movimento quando a > 2. 

As soluções do OHC e OHR continuam as mesmas pois não dependem de a. 

Quando a > 2 a massa inerciai efetiva do OHW é uma constante negativa 
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Figura 4.8: Posição e velocidade normalizadas em função de WQi para dife­

rentes valores de a = qt!l.tpjmc2
, no caso do modelo de Weber. A solução 

clássica é o caso a = O. 
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pois a massa de Weber m.., = qb.t.pf2c2 tem módulo maior que 1, vide Tabela 

4.4. A equação de movimento passa a ser 

(4.80) 

Com isto as soluções da equação de movimento deixam de ser oscilantes e 

passam a ter uma solução dada por 

( 4.81) 

onde w..,2 = w0 f.jaf2- 1. A Figura 4.9A mostra o comportamento da 

equação (4.81) para alguns valores de a> 2. A Figura4.9B mostra o compor­

tamento da velocidade derivada da equação (4.81). Note que quanto maior 

o valor de a menor é a variação da posição e velocidade. 

Isto ocorre devido à massa inercia! efetiva sempre ser negativa no modelo 

de Weber para a> 2, vide Figura 4.7. Com isto a partícula será acelerada em 

sentido contrário à força, aumentando continuamente sua velocidade. Deve 

ser notado que para valores maiores de a a inércia aumenta pois o módulo da 

massa de Weber torna-se maior e assim a variação na posição e velocidade 

são menores como observado. 

Agora vamos estudar o OHS para. o: > 2. Pela Figura 4. 7 quando 

q.ó..<.pjmc2 = 5 a massa inercia! efetiva no intervalo de velocidade dado por 

O:-:::; i{2 /c2 :-:::; 0,4571 é negativa, onde r,;/c2 = 0,4571 é a velocidade crítica 

ao quadrado, equação (4.75), para a= 5. Agora no intervalo 
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Figura 4.9: Posição e velocidade normalizada em função de w0t para valores 

de a > 2. Os resultados referem-se ao OHW. 
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Figura 4.9: Posição e velocidade normalizada em função de Wot para valores 

de a> 2. Os resultados referem-se ao OHW. 
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O, 4571 :S ~ 2 / c2 < 1 a massa inerciai efetiva é positiva. 

Logo, abaixo da velocidade crítica a velocidade tende a aumentar, e acima 

dela a velocidade tende a diminuir. Como a velocidade crítica é menor que c, 

temos que a carga teste nunca ultrapassará c no OHS, quaisquer que sejam 

as condições iniciais e o valor de a. 
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Capítulo 5 

Discussões e Conclusão 

O ponto principal deste trabalho foi mostrar que o conjunto energia gra­

vitacional de Schrõdinger ma.is a energia eletromagnética de Weber leva a 

alguns resultados fisicamente aceitáveis quando aplicado a duas geometrias: 

uma casca esférica dielétrica em repouso, carregada a um potencial r/> com 

uma partícula carregada em seu interior, e um capacitar plano ideal. 

Vimos que o conjunto acima supera as críticas apresentadas por Helmholtz 

ao modelo de Weber. Ou seja, não temos ma.is uma velocidade divergente 

para um dado potencial da esfera ou capacitar, mas uma velocidade as­

sintótica a c quando E --+ oo ou r/> --+ oo. Contudo novos aspectos apare­

cem quando adotamos o modelo W-S. O principal d,eles é uma massa iner­

ciai efetiva dependente da velocidade e da energia potencial elétrica onde 

encontra-se a partícula. Os efeitos desta massa inerciai efetiva foram obser­

vados nas Figuras 2.2, 2.3 e 2.4 onde estão graficadas as equações da Tabela 

2.4. Especificamente na Figura 2.4, vemos claramente o efeito da massa iner-

144 



cial efetiva no comportamento da curva. No caso da casca esférica ela é dada 

por: 

m qif> 
m;. = (1- ~2/c2)3/2- 3c2 . (5.1) 

A massa efetiva é negativa no seguinte intervalo de velocidade: O :5 z :5 Zc, 

onde Zc é dada pela equação (2.32), e positiva no intervalo Zc < z < c . 

Os efeitos da massa inerciai efetiva tomaram-se mais surpreendentes 

quando supomos um meio resistivo "no interior da casca esférica e resolve­

mos a equação de movimento, Tabelas 2.4 e 2.5. Os resultados são melhores 

entendidos ao analizarmos as Figuras 2.11 e 2.12. Quando qif>fmc2 < 2 ave­

locidade da partícula decai exponencialmente como no modelo relativístico 

e clássico. Mas para qif>/mc2 > 2 a velocidade da partícula aumenta quando 

O < z < Zc e diminui quando Zc < z < c. Isto devido à m;., pois no primeiro 

intervalo de velocidade a massa é negativa e no segundo m;. é positiva. Os 

resultados até aqui discutidos encontram-se em [CA95d) e [AC95b). 

No capacitor plano ideal para a teoria W-S os resultados são condizentes 

com os dados experimentais. Ao graficarmos a equação (3.18), diferença de 

potencial entre as placas contra a velocidade de saída, Figura 3.3, vemos 

que o resultado teórico é condizente com os dados experimentais obtidos por 

Bertozzi, [CA95c). Isto ao estudarmos a energia em função da velocidade. 

Outro aspecto que surge ao analisarmos o modelo de Weber é a existência 

de uma força externa às placas do capacitor, equação (3.8). Esta força é 
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dependente da aceleração da partícula, fato que não ocorre no modelo clássico 

e relativístico. Com a finalidade de es.tudarmos o efeito desta acéleração 
' 

supomos uma partícula oscilando próximo à placa do capacitor. 

Vimos que o período de oscilação no modelo de Weber e W-S é influenciado 

fortemente pela presença do capacitor, equações da Tabela 4.3. Aqui como 

em todos os casos anteriores o modelo W-S conduz a uma velocidade limite c. 

Mas novamente a massa inerciai efetiva, que é uma característica do modelo 

de Weber, influi grandemente nos resultados, vide Seção 4.6. 

Vale ainda observar que a massa inerciai efetiva depende não apenas do 

potencial eletrostático (devido à eletrodinâmica de Weber) e da velocidade 

(devido à energia potencial gravitacional de Schrodinger), mas também da 

geometria do problema. Por exemplo, enquanto que no interior da casca 

esférica ela é dada por m; •• = m[(l - v2 /2)312 
- a/3], temos que para 

oscilações normais às placas do capacitor ela é dada por m;., = m[(l -

v2 fc2) 312-a/2]. Ou seja, temos a/2 em vez de a/3 para um mesmo potencial. 

E não apenas isto, já que para oscilações paralelas às placas do capacitor 

teríamos m; •• = m[(l - v2 fc2) 312 + a/2], embora este caso não tenha sido 

analisado aqui. Neste caso temos +a/2 em vez de -a/2. Ou seja, embora 

no interior da casca esférica a massa inercia!seja isotrópica, o mesmo já não 

ocorre no caso do capacitor. 

Infelizmente nenhum destes aspectos foi testado experimentalmente até o 

momento. Apesar disto alguns experimentos já foram propostos para permi­

tir uma distinção sobre a validade das forças de Weber e Lorentz: [Ass92a] 

e [Ass93]. O único experimento que encontramos relacionado ao assunto da 

tese, [Ber64], se mostrou compatível com o modelo W-S como mostramos 
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em [CA95c]. 

No caso da gravitação Schrõdinger trabalhou com a energia potencial de 

Weber, 

U,.,= (5.2) 

e também com uma generalização desta expressão para altas velocidades, a 

saber 

Gm1m2 ( 2 ) u. =- r 3- (1-r2fc2)3/2 . (5.3) 

No mesmo sentido é possível que a pr6pria eletrodinâ.mica de Weber tenha 

de ser generalizada para altas velocidades. Neste caso a expressão 

Uw = qlq2 ~ (1 - j-2 ) ' 
411'êo r 2c2 

(5.4) 

pode ser uma boa aproximação vá.lida até segunda ordem em rjc. Embora 

esta seja uma possibilidade plausível não chegamos a analisar neste traba­

lho generalizações da eletrodinâ.mica de Weber. Nosso trabalho onde estu­

damos a energia potencial de Phipps se encontra atualmente submetido à 

publicação: [CA95a]. Outras generalizações como a inclusão do tempo retar­

dado e de uma velocidade finita para as interações eletromagnéticas também 

são possíveis mas não discutiremos estes t6picos aqui. 

147 



Em relação ao trabalho de tese vale enfatizar diversas aproximações uti­

lizadas: (A) No caso da casca esférica com meio resistivo supuzemos que 

a constante de atrito b era realmente constante independente do potencial 

da casca ou da velocidade da carga teste. Isto não precisa valer necessaria­

mente se o atrito tiver uma origem eletromagnética. Também só conhecemos 

o comportamento das forças de atrito em corpos neutros a baixas veloci­

dades. Deve ser observado que a constante b, presente na força de atrito 

-biJ, pode ser obtida fazendo-se uma análise detalhada das colisões de uma 

partícula macroscopicamente pequena movendo-se no interior de um fluido, 

movimento Browniano, ver [Rei65, Seções 15-5 a 15-8, pp. 560-570]. Em 

sua análise Reif mostra que a constante b é positiva e depende das forças 

de colisões entre as partículas. Em nossa análise vimos que a massa inerciai 

efetiva pode ser negativa e podemos perguntar como isto altera o valor de 

b. Pois, como mencionamos acima, b pode ser obtido das colisões entre as 

partículas. Pode ser que b, nesta situação de massa efetiva negativa também 

torne-se negativo. Além disto, não temos conhecimento experimental para 

afirmar como vai atuar a força de atrito numa carga numa região de alto 

potencial e ainda por cima movendo-se a velocidades próximas à da luz. 

(B) O que foi afirmado acima também vale no caso da constante elástica 

k. Ou seja, supuzemos k constante mas pode ocorrer de k ser função do 

potencial elestrostático ou da velocidade do corpo de prova preso à mola, 

principalmente para v R:! c. Apenas experimentos detalhados podem decidir 

esta questão. 

(C) Não foi levada em conta a radiação emitida pela carga ao ser acele­

rada. Isto é relevante no contexto relativístico e do eletromagnetismo clássico, 
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mas não foi incluído nos cálculos. 

(D) No caso do capacitor não foram considerados efeitos de borda devido 

ao tamanho finito de capacitares reais. 

(E) Se assumiu também que as cargas sobre a casca esférica e sobre as 

placas do capacitor permanecem fixas e em repouso independente da posição 

ou estado de movimento da carga teste. Ou seja, não foram incluídas as 

perdas de energia da carga teste devido às correntes e rearranjos de carga 

induzidas na casca esférica ou nas placas do capacitor. No caso da ele­

trodinâ.mica de Weber esta simplificação, embora necessária para tornar os 

cálculos praticáveis, é mais séria do que no caso do eletromagnetismo clássico. 

Isto porque a força de Weber depende da aceleração entre as cargas: 

i: = qtq2 !:_ I - !_ + rr • ( "2 -) 

w 41reo r2 2c2 c2 . 
(5.5) 

Em algumas situações analisadas aqui vimos que a aceleração da carga 

teste divergia para infinito. Como ela estava interagindo com as cargas so­

bre a casca esférica ou sobre as placas do capacitor, vemos que nestes casos 

também r divergia. Isto significa que a força exercida pela carga teste so­

bre algumas cargas da casca esférica ou das placas do capacitor cresceria 

indefinidamente até um ponto em que superasse qualquer força de vínculo 

real que as mantivesse em repouso (como as forças que mantêm em repouso 

as cargas sobre o material dielétrico carregado). Na prática isto significa que 

as acelerações nunca divergirão de fato, já que a partir de um certo ponto 
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estas forças se tornam tão grandes a ponto de descarregar a casca esférica 

ou capacitor, ocorrendo algo análogo ao efeito corona. Devido à complexi­

dade dos cálculos não fizemos esta análise aqui, mas é importante deixar 

ressaltado este fato. 

O ponto principal é que apesar destas simplificações mostramos aqui que 

o modelo W-S levou a velocidades finitas da carga teste sempre menores ou 

iguais que a da luz, qualquer que fosse a energia ou potencial eletrostático do 

sistema. Isto já não ocorria no modelo de Weber com a mecânica Newtoniana. 
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Apêndice A 

Cálculo da energia de interação gravitacional utilizando o 

potencial proposto por Erwin Schrõdinger 

Em 1925 E. Schrõdinger, (Sch25) e (XA95), propôs que a energia de in­

teração gravitacional entre dois corpos pontuais de massas m e m' separadas 

por uma distância r,3 é dada por 

(A.1) 

onde r,3 = dr,3 fdt é a velocidade radial entre elas e G é a constante gravita­

cional. 

Se r,3 = O voltamos ao potencial gravitacional Newtoniano. Se expandi­

mos este potencial até segunda ordem em i-,3/ c obtemos uma energia potencial 

como a de Weber para a gravitação: 

W = _ Gmm
1 

( 1 -/~) 
r,, c 

(A.2) 
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Ao integrarmos esta energia potencial de Weber para o corpo teste de 

massa m interagindo gravitacionalmente com o universo conhecido obtemos 

um análogo à energia cinética clássica, [Ass89): 

(A.3) 

onde éJ1. = 41rGp0f HJ, sendo Po a densidade média de matéria no universo, 

H0 a constante de Hubble e Ro = c/ H0 o raio do universo conhecido. Com 

os valores conhecidos de G, Po e Ho nesta relação obtemos éJ1 RS 1. A maior 

incerteza neste caso está. no valor de Po/ HJ, que ainda não é conhecido com 

grande precisão, (Ass94, p. 218). 

Curiosamente o termo constante -mc2 /2 veio da integração do potencial 

Newtoniano -Gmm' fr,3 , enquanto que a energia. cinética mv2 /2 foi obtida. a 

partir da. integração do termo 3Gmm'r?,fr,3c2 • 

Antes de continuarmos gostaríamos de observar que a equação (A.l) pode 

ser obtida de uma função La.grangiana. dada. por 

L= -4 1-r2 /c2 +3 Gmm' [ 2 V . ] 
r,J Jl- r~J/c2 IJ 

(A.4) 

Utilizando o procedimento usual temos que 

W=r, 3 dd~ -L. 
r,, 

(A.5) 
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Com esta pequena digressão queremos enfatizar que o formalismo Lagrangi­

ano é aplicável à teoria que estamos discutindo, como veremos no Apêndice 

B. 
A equação ( A.l) pode ser utilizado para calcularmos a interação gravitaci­

onal de uma massa m no interior de uma casca esférica de raio R e densidade 

superficial uniforme de massa u. A Figura A.l mostra um esquema da si­

tuação. Na Figura r é a posição da partícula de massa m, R é a posição 

do elemento de massa dm e r12 =R- r. Usando coordenadas esféricas no 

sistema de repouso da esfera obtemos: 

(A.S) 

O módulo da equação (A.S) ao quadrado é dado por 
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Figura A.l: Casca esférica de raio R, com uma densidade de massa u homo­

geneamente distribuída sobre sua superfície, interagindo com uma massa m 

em seu interior. 
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Por diferenciação da. equa.çã.o (A.7) e lembrando que o sistema. de referência 

é o de repouso da esfera. obtemos 

(A. lO) 

A orientação do sistema de coordenadas é arbitrário, então podemos escolher 

82 = O. Assim, a.s equações (A.9) e (A. lO) ficam simplificados para 

(A.ll) 

. rr - Rr cos 81 - RrÓ2 sin 81 cos( 'f12 - cp1) 
r12 = · ..; R2 + r2 - 2Rr cos fJ1 

(A.l2) 

Para. obter a. energia. gravitacional de m interagindo com a casca. esférica. 

substituimos em (A.l) m' por dm' = uR2 sinfJ1dfJ1d'f'1. Para resolver a. inte­

gral Schrõdinger supõe r < R, embora isto não seja necessário. Com esta 
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aproximação: 

(A.l3) 

(A.l4) 

Substituindo estes valores de dm', r13 e ft3 em (A.l) e integrando sobre 

toda a casca esférica obtem-se 

121r /," W = -3GmuR d<p1 sin81d81+ 
1P1=0 I1=0 

(A.I5) 

A primeira integral em (A.15) é uma constante independente da velocidade: 

121rGuR 2 
2 

me . 
c 

(A.16) 
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A segunda integral é dada por 

(A.17) 

Fazendo uma mudança de variável x = cos 81 e y = sin 81 cos( '{>2 - '{>1) esta 

equação pode ser escrita como 

r+y2<1 

W2 = 4GmuRjj- dxdy 

{ . }3/2 · 1 _ [r"+C::•YJ2 y1 
(A. IS) 

Fazendo uma nova mudança de variável x = r cos t/J; y = r sin t/J temos 

{2" {1 dx 
W2 = 4GmuR lo dt/J lo (1 - a2 + a2x2)3/2 

12" dt/J . = 4GmuR 
1 2 , 

o -a 
(A.19) 

onde a = ~ cos t/J + •! sin t/J. Integrando esta expressão Schrõdinger obteve 

(A.20) 

onde v2 = r 2 + r2IJ2. Definindo 

(A.21) 
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e substituindo as equações (A.20) e (A.16) na. equação (A.15) temos 

(A.22) 

A equaÇão (A.22) é a. energia. de intera.ção gravitacional obtida. por Schrõdinger. 

Na. equação (A.20) R é o comprimento característico do universo. Se R é 

estimado como c/ H o, onde Ho é a. constante de Hubble, então e deve ser 

aproximadamente igual a. unidade. Se integrássemos a. equação ( A.4) como 

fizemos com a. equação (A.l) obteríamos, a. menos de uma. constante: 

(A.23) 

Esta. expressão possui a. mesma. forma. da. La.grangiana. rela.tivística.. 

Com o procedimento descrito neste Apêndice Schrõdinger obteve a. energia. 

cinética. para. corpos com velocidades baixas ou próximas da. luz, v "" c. 

Podemos obter uma. estimativa. melhor desta. energia. substituindo em 

(A.20) e (A.22) u por PodR sendo Po a. densidade média. de matéria. no uni­

verso. Fazendo isto e integrando (A.20) em R de O a.té o raio de Hubble c/ H0 

obtemos: 

W=-~(3~c2- Jt=~2/c2)' (A.24) 

onde~= 41rGPo/HJ. 
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Como já foi afirmado sabemos que 41 R:l 1. Daqui para a frente usaremos 

41 = 1. Ou seja, a energia gravitacional de um corpo de massa m movendo-se 

com velocidade iJ em relação ao referencial das galáxias distantes, interagindo 

com o universo conhecido de acordo com Schrõdinger é dada por 

(A.25) 

A menos de uma. constante sem maior importância. esta. expressão tem a. 

mesma. forma que a energia cinética relativística. dada por 

(A.26) 

Apesar da semelhança de forma, há grandes diferenças entre estas duas 

expressões. A massa que aparece em WR é a inerciai, enquanto que na de 

Schrõdinger é a massa gravitacional. Além disto, v em WR é a velocidade 

do corpo de teste em relação a um referencial inerciai arbitrário enquanto 

que em Schrõdinger v é a velocidade em relação ao referencial das galáxias 

distantes. 

De tudo isto vem que o grande feito de Schrõdinger foi o de ter obtido 

uma expressão para a energia cinética válida para baixas e alt'as velocida­

des em conformidade com o princípio de Mach, utilizando apenas interações 

gravitacionais e grandezas relacionais. 
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Apêndice B 

Formalismo Lagrangiano da eletrodinâmica de Weber 

Para duas partículas de éargas q, e q3 e massas m, e m3 interagindo de 

acordo com a força de Weber sem a atuaçã.o de forças externas, a Lagrangi-

ana é 

(B.l) 

Nesta expressão L, pode ser a energia cinética clássica do sistema dada 

por: 

.... .... .... .... 
T 

v,. v, v,. v, 
=m,--+m3--

2 2 

(B.2) 
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ou então a Lagrangiana das partículas livres de Schrõdínger dada por 

~ ~ 
L1 = -m,c?y 1- C2- m,c?yl- -j. (B.3) 

Já Sé a energia Lagrangiana de Weber dada por 

s = q,q, .!._ (1 + ;.~~) . 
47rt:o r,3 2c 

(B.4) 

Nestas expressões as partículas 1 e 3 estão localizadas em r, e r, em relação 

a um sistema de referência inerciai movendo-se com velocidades iJ, = dr,fdt 

e J, = df,/dt. Além disto r,, =I r.- r, I, r,,= dr,,fdt e c= 3 X 108m/s. 

Obtemos a força radial de Weber a partir da equação (B.l) pelo procedi­

mento padrão, ver [Whi73, vol. 1 pp. 201-211]: 

Daqui vem: 

das as 
F3, = --.---. 

dt ar,, ar,, . 

A equação de movimento é obtida de modo usual: 

k=1, ... ,6. 
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Aqui qk representa uma das coordenadas: x, , y, , z, , x1 , y1 , z,. Fazendo isto 

obtemos no caso clássico 

• ( "2 - ) q,q1 r,1 1 
r,1 + r,1r,1 _ ~ 

--- -- -- -m,a, 4?re0 r2 2c2 c2 ' ., (B.S) 

e uma equação análoga para m,. Agora com a expressão para L 1 de Schrõdinger 

obtida no Apêndice anterior (LI =- L:1 m,c2Jl- vlfc2 ) obtemos 

(B.9) 

e uma equação análoga. para. m,. 

A Hamiltoniana H do sistema é dada por 

(B.lO) 

Como já vimos L 1 e S não dependem explicitamente do tempo, assim âL/ ât = 

O e âH/ât =O. Com isto obtemos que a. Hamiltoniana é a. energia total do 

sistema. dada. por 

E=K +U=H, (B.ll) 

onde K é energia cinética. e U é a energia. potencial de origem eletroma.gnética 
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dada por 

u = q,q1 _.!._ (1 - "~~) . 
411' e o r ,1 2c 

(B.12) 

A diferença entre a energia potencial U e a energia Lagrangiana S é o 

sinal no interior do parêntesis. Assim toda vez que buscamos a Lagrangiana 

devemos utilizar a equação (B.4) e toda vez que buscamos a energia potencial 

devemos utilizar a equação (B.12). 

Se usarmos a Lagrangiana clássica das partículas livres dada por L, = 

L,1mrv?/2 então obtemos com (B.lO) e (B.ll) K =L,. Por outro lado se 

utilizarmos a Lagrangiana de Schrõdiilger L,=- L,1(mrc2.,fl- v,jc2) então 

obtemos com (B.lO) e (B.ll) 

(B.13) 
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Apêndice C 

Cálculo exato da energia Lagrangiana de Weber entre uma casca 

esférica dielétrica carregada de raio R e uma partícula de carga q 

A Figura C.l mostra um esquema da situação que vamos analisar. Nesta 
~ 

Figura r2 é o vetor posição da carga q, R é o vetor posição do elemento 

superficial e r12 = R - r2. Serão analisadas situações em que I r2 I< R e 

I T21> R. O módulo do vetor f'12 é dado por 

(C.l) 

onde cos 6 = cos 82 cos 81 + sin 82 sin 81 cos( rp2 - rpt). Para calcularmos a ener­

gia Lagrangiana entre a partícula teste de massa me carga q e a casca esférica 

utilizamos a equação (8.6) dada por 
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Figura. C.l: Casca. esférica. dielétrica. com uma. densidade de carga. u homo­

geneamente distribuída. sobre sua. superfície interagindo com uma. partícula. 

de massa. m e carga. q 
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(C.2) 

~ 

Escrevendo os vetores R, r2 e r12 em coordenadas esférica teremos 

R = R sin 81 cos <pti + Rsin Bt sin <pt} + Rcos Btk; (C.3) 

(C.5) 

A equação (C.l) pode ser escrita como 
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onde utilizamos as equações (C.3) a (C.5); Por diferenciação da equação 

(C.6) temos, supondo a casca esférica parada (R= O, ÍJ1 = O, .Pt = 0): 

(C.7) 

A orientação do sistema de referência é arbitrária, então podemos esco­

lher fJ2 =O e 'f/2 =O. As equações (C.6) e (C.7) terão a forma 

(C.S) 

(C.9) 

Quadrando a equação (C.9) e dividindo por ru temos 
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(C.lO) 

Para. poder integrar a. equação ( C.2) para. a. carga. q2 = q interagindo com 

a. casca. esférica. substituimos q1 por um elemento de carga. sobre a. casca.. 

Isto é, q1 - dq1 = u R2 sin 61 dOt d<pt· Se a. carga. total na. casca. dielétrica. 

carregada. uniformemente é Q então u = Q /411' R2 • 

A equação (C.2) pode então ser escrita. como 

(C.ll) 

Integrando a. equação (C.ll) em toda. a. casca. teremos 

Substituindo a. equação (C.lO) em (C.12) 
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(C.13) 

Da. equação ( C.6) e das condições 62 = O e 1()2 = O podemos escrever que 

1 1 
ri2 = (R2 + r~ - 2Rr2 cos 61)3/2 · 

(C.14) 

Como a. equação (C.14) não depende de 1()1 então as integrais na. equação 

(C.13) que são multiplicadas por 
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(C.15) 

se anulam. As integrais que restaram são reagrupadas e calculamos as in­

tegrais que envolvem outras potências de cos '1'1· Assim a equação ( C.13) fica 

(C.16) 

Substituindo a equação (C.14) e a equação (C.6) com fJ2 =O em (C.16): 
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V amos agora resolver estas integrais exatamente. Nestas integrais, equação 

(0.17), temos duas situações distintas para o cálculo: R> r2 e R< r2• Uti­

lizando os polinômios de Legendre podemos escrever que: 

I- R> r2 

(0.18) 

1 1 oo P~( cos Ot) r~- 1 

rf2 = ( R2 + r~ - 2Rr2 cos 01 )3/2 = ~ sin 01 Rn+2 (0.19) 

(0.20) 

1 1 oo P1(cos 01) R"-1 

rr2 = ( R2 + r~ - 2Rr2 cos 01)3/2 = ~ n sin 01 r~+ 2 (0.21) 

Para calcularmos as integrais utilizamos as seguintes propriedades: 

f Pn(cosO)Pm(cosO)sinOdO = { ~ 
2n+l m=m 

(0.22) 
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(" P;:'(cosO)Pt(cosO)sinOdO = {O 
lo 2 ~n+m~: 2ft.i:T n-m 

n :f: I 
n =I 

(C.23) 

Lembrando que P0 ( c'os O) = 1 e Pl( cosO) = sinO as integrais na equação 

(C.17) para R > r2 ficam 

1" sin 01 1 1" . (R2 2 2R O )1/2 =R Po(cos01)Po(cos0t)sm01d01 
o + r 2 - r2 cos 1 o 

(C.24) 

(C.25) 

Substituindo as equações (C.24) e (C.25) na equação (C.17) teremos 

(C.26) 
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Para R< r2 as integrais na equação (C.17) ficam 

(C.27) 

(C.28) 

Substituindo as equações (C.27) e (C.28) na equação (C.17) teremos 

(C.29) 

Lembrando que v = r2r + riJô teremos 

(C.30) 
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As equações (C.26) e (C,29) podem então ser escritas como: 

qQ1( v·v) 
S(R > r2) = 47reo R 1 + 6c2 ' (C.31) 

S(R ) qQ 1 (1 (r·iJ)2 1 R2[~ ~ 3. :tl) < r2 = --- + +--v· v- r· VJ . 
47rêo r2 2c2 6c2 r~ 

(C.32) 

Estas equações (C.31) e (C.32) são as energias Lagrangianas entre a casca 

esférica e uma partícula carregada em seu interior e exterior. Estes cálculos 

são exatos, válidos para qualquer valor de r2. Neste trabalho utilizamos so­

mente a equação ( C.31) que pode ser escrita em função do potencial na casca, 

supondo t/J =O no infinito, como 

(C.33) 

onde t/J = Q/47re0R é o potencial na casca. 

O resultado (C.31) foi calculado aqui de maneira exata, sem prec1sar 

supor r 2 « R, e se encontrou que esta energia Lagrangiana é independente 

de r 2 • Isto mostra que o resultado aproximado obtido por Schrõdinger e 

válido apenas para r2 « R é exato e válido para todas as posições da carga 

teste no interior da casca esférica. 
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Utilizando os resultados dos Apêndices A e B com a equação (C.33) esta­

mos aptos a escrever a Lagrangiana de uma partícula de carga q e massa m 

interagindo com uma casca esférica, como descrita no ínicio deste Apêndice. 

A Lagrangiana é 

(C.34) 

onde L1 é dada pela equação (A.23) e S pela equação (C.33): 

(C.35) 

Utilizando a equação (B.ll) e (B.12) temos que a energia da partícula no 

interior da casca esférica é dada por 

E= +qt/J 1--mc
2 

( J. v) 
J1- v2fc2 6c2 

(C.36) 

Para baixas velocidades, v < c, temos que a energia da partícula é dada 

por, a menos de uma constante: 

mv
2 

( v. v) E=-+qt/J 1--
2 6c2 

(C.37) 
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Apêndice D 

Cálculo da energia potencial Lagrangiana eletromagnética entre 

um capacitor plano ideal e uma partícula de carga q 

Em nosso problema. vamos supor uma partícula. carregada incidindo per­

pendicularmente à. placa. negativa. do ca.pa.citor, vide figura. D.l, com uma. 

velocidade dada. por v = Vt.,i e sua posição dada. por r1 = Xt i. 

O ca.pa.citor plano ideal é composto de placas S2 e S3 paralelas a.o plano 

yz localizadas em ±xo, com densidades superficiais de carga. ±u. Temos 

três regiões distintas para. calcularmos a. energia.: x1 :5 -xo, -xo :5 Xt :5 Xo 

e xo :5 Xt. Utilizando o modelo de Weber vamos calcular a. energia. poten­

cial nas três regiões e para isto vamos utilizar a. energia. Lagrangiana dada. por 

s., = q,q, _.!._ (1 + r?, ) . 
411' êo r ,1 2c2 

(D.l) 

A equação (D.l) relaciona cargas pontuais, e como as placas do capacitor 

são extensas faremos q3 = ±uda, onde ±u são as densidades de carga das 
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Figura D.l: Capacitor plano com uma densidade de carga ±u em suas placas, 

e uma partícula com carga q e massa m movendo-se perpendicularmente as 

placas. 
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placas, que supomos distribuídas homogeneamente nas placas, e da é o ele­

mento de área das placas. Assim a equação (D.1) pode ser escrita como 

dS,, = ± q,u da (1 + (r,J. ii',,)2) , 
411'êo r,3 2c2r~ 3 

(D.2) 

onde utilizamos r,3 = ro1 • ii',3f r12 • A energia potencial Lagrangiana é obtida 

quando integramos a equação (D.2) 

S = I dS12 + I dSta . . Js, Js. 
(D.3) 

Utilizando coordenadas cilíndricas os vetores indicados na figura D.1 referen­

tes à. placa s2 são 

~ 

Xti, rt -
~ xoi- pcos Oj + psin Ok, r2 -
~ (x1- xo)i- pcos Oj + psin Ok, r12 -
r12 - (p2 + (x1 - xo)2)112, (D.4) 
~ 

Vt~i, Vt -
~ o, V2 -
~ 

Vtzi. V12 -

E referentes a placa Sa são 
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~ 

Xti, rl -
~ 

-xoi- p cos 9j + p sin 9k, r3 -
~ 

(x1 + xo)i- pcos 9j + psin 9k, r13 -
r13 - [p2 + (xl - xo)2)1/2' (0.5) 
~ 

Vtci, VI -
~ O, Vs -
~ 

Vt..i. V13 -

Substituindo (0.4) em (0.2) temos 

e 

Substituindo (0.6) e (0.7) em (0.3) e sabendo que da= pdpd(J teremos 
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I-Potencial devido à placa S3 

Temos dois intervalos a considerar: x 1 + Xo > O e x1 + xo < O. Conside­

rando a segunda integral na equação (0.8) e integrando em termos de(} temos 

(0.9) 

Integrando considerando os intervalos acima teremos. 

(0.10) 

e 

(0.11) 
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II) Potencial devido à placa S2 

Aqui também temos dois intervalos a considerar: :z:1 - :z:0 > O 

e :Z:t - :z:o < O. Considerando a primeira integral na equação (0.8) e inte­

grando em (} temos 

(0.12) 

Integrando considerando os intervalos acima. teremos 

(0.13) 

e 

(0.14) 

O valor de S é dado quando somamos S12 e Sta de acordo com a equação 
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abaixo: 

S= 
IISta +II S12, Xt < -xo 

rSta +II S12, -a: o :5 Xt :5 X o 

rSta +r sl2, Xt > Xo 

(0.15) 

Substituimos (0.10), (0.11), (0.13) e (0.14) na equação (0.15). Fazendo 

a hipótese R > Xt + xo e R > Xt - xo, ou seja, capacitor plano ideal com 

grandes placas onde desprezamos os efeitos de borda, teremos 

quxo quxo v~ 
S(xt < -xo) = --- + ---, 

eo 2e0 c2 

qux1 qux1 vl 
S(-xo :5 Xt :5 xo) = --- ---, 

eo 2eo c2 

2 

S( ) 
quxo quxo v1 

Xt > Xo = ------. 
eo 2e0 c2 

Se tivéssemos integrado a energia potencial de Weber 

u., = q,q, ..!:.. (1 - r~, ) , 
4?reo r,, 2c2 

teríamos obtido 
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(0.16) 

(0.17) 

(0.18) 

(0.19) 



quxo quxov~ 
U(xt < -xo) = --- - --- , 

eo 2eo c2 

2 

U( ) quxo quzo v1 
Zt > :J:o = -- + --- • eo 2eo c2 

Note que quando v2 =O reobtemos a energia potencial Coulombia.na. 
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Apêndice E 

Lagrangiana de Darwin 

A Lagra.ngiana relativisticamente correta do eletromagnetismo clássico, 

válida até segunda ordem em vfc, é a de Darwin: 

. (E.1) 

Nesta expressão L1 é a Lagrangiana das partículas livres dada classicamente 

por (no caso de duas partículas) T = m1vU2+m2vV2. No caso relativístico 

ela é dada por 

(E.2) 

Já SD é a Lagrangiana de Darwin dada por (Jac75, Seção 12.7, pp. 593-

595]: 
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Já a Hamiltoniana H e energia total E do sistema são dadas por: 

(E.4) 

Nesta expressão /( é a energia cinética das partículas livres dada classica­

mente por T. No caso relativístico esta é dada por 

(E.5) 

Já UD é dada por 

(E.6) 

Deve-se observar a mudança de sinal dentro dos colchetes comparando 

SD e UD. O mesmo ocorre na eletrodinâmica de Weber. 

Nos problemas analisados neste trabalho temos uma carga teste em mo­

vimento interagindo com cargas em repouso sobre a casca esférica ou sobre 

as placas do capacitar. Se q1 representa a carga teste e q2 um elemento de 

carga qualquer da casca esférica ou das placas do capacitar temos Ü2 = O. 
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Neste caso tanto un quanto sn se reduzem à energia potencial Coulombiana 

q1q2 /47re0r. Logo a energia eletromagnética de q1 interagindo com a casca 

ou com o capacitor vai ser dada no eletromagnetismo clássico simplesmente 

por q1 t/J, onde t/J é o potencial eletrostático na região onde ela se encontra. 

Na Lagrangiana (}e Weber isto já não ocorre pois temos termos quadrá­

ticos em v1 e v2• Logo, mesmo se v2 = O ainda teremos termos com v? que 

não se anularão. E estes são os termos relevantes analisados neste trabalho. 
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