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RESUMO

O presente trabalho analisa o movimento de uma particula com carga ¢
e massa m em trés situacdes: I) no interior de uma casca esférica dielétrica
fixa e carregada a um potencial ¢; II) no interior de um capacitor planc ideal
e 111 oscilando préximo e externamente a um capacitor plano ideal. Neste
trabalho utilizamos o modelo que denominamos de Weber-Schrodinger (W-
S). No modelo W-§ a energia de interagio entre duas parliculas carregadas
é dada pela energia potencial eletromagnética proposta por W. Weber c pela
energia de interagio gravitacional proposta por E. Schrédinger. A energia
de uma particula carregada interagindo com uma distribuigio de carga &
constituida de dois termos, £ = I/ + Ks. O primeiro termo, U7, é devido &
interagao cletromagnética e o segundo, K, ¢ devido A interagio gravitacional
da particula com o resto do universo.

Um dos objetivos deste trabalho é reavaliar as criticas de H, von Helmbholtz
ao modelo de Weber. Na critica de Helmholtz a energia total da particula &
dada por: E = U+ K, onde I7 & a energia de interagio eletromagnética de
Weber entre a particula carregada e uma casca esférica dielétrica fixa e car-
regada a um potencial ¢ e K a energia cinética clissica. Helmholtz mostra
que o conjunto &7 + K, conduz a uma velocidade divergente, v — o, da
particula no interior da casca esférica para um potencial ¢ finito.

Neste trabalho substituimos K; por Ks. Na primeira situagio, casca

esférica, o conjunto I/ + K5 superou as criticas apresentadas por Helmholtz
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a0 modelo de Weber. Ou seja, ndo temos mais uma velocidade divergente
mas uma velocidade assintética a ¢ quando F — oo ou quando ¢ — co.

Na segunda situagdo (movimento no interior do capacitor) com o con-
junto U -+ Kg também obiemos uma velocidade limite assintética . Quando
graficamos a diferenga de potencial entre as placas, A, contra a velocidade
normalizada ao quadrade, v*/c?, a curva tedrica é condizente com os dados
experimentais de Bertozzi.

Por dltimo analisamos o movimento oscilatério préximo s placas e tam-
bém obtemos uma velocidade assintética a ¢ quando a energia do oscilador
tende ao infinito. Um aspecto novo surge nesta ultima situagdo. () periodo
de oscilagio depende da diferenca de potencial entre as placas.

Em todas as situagdes acima utilizamos o conceito de massa inercial efe-
tiva dependente da velocidade ¢ do potencial onde encontra-—se a particula.
Este conceito de massa efetiva & essencial no modelo W-S.

A conclusio geral € que o modelo W-5 conduz sistematicamente a uma
velocidade limite assintdtica ¢ para a carga teste quando £ — o0 e quando

¢ —+ o0, E isto é compativel com os resultados experimentais.



ABSTRACT

This work analyses the motion of a particle with charge ¢ and mass m
in three situations: I} inside a fixed spherical dieletric shell charged to a
potential ¢; II) inside an ideal capacitor and Ii]) osciliating near and exter-
nally to an ideal capacitor. In this work we utilize the model that we call
Weber-Schrédinger’s model (W-5).

In this W-8 modecl the interaction energy between two charged particles
is given by the electromagnetic potential energy proposed by W. Weber and
by the gravitational interaction energy proposed by E. Schrodinger. The
energy of a charged particle interacting with a charged distribution is given
by two parts, F = UJ + Kg. The first part, U, is due to the electromagnetic
interaction with the charged distribution and the second part, K3, is due to
the gravitational interaction of the particle with whole universe.

One of the goals of this work is to reevaluate Helmholtz’s criticism to
Weber’s model. In Helmholtz’s criticism the total energy of the particle is
given by £ = U + K, where U 1s Weber’s electromagnetic interaction energy
betwecn the charged particle and a fixed spherical dieletric shell charged to
a potential ¢ and K. is the classical kinetic energy. Helmholtz shows that
U + K. leads o a divergent velocity, v — oo, of the particle inside the
gpherical shell charged to a finite potential ¢.

In this work we change K, by K's. In firsh sitnation, spherical shell, U+ Kg

overcomes the criticism presented by Helmholtz against Weber’s model. That
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is, we don’t have a divergent velocity but an agymptotic velocity ta e, v — ¢,
when £ — oo or when ¢ — oco.

In second situation {motion inside the capacitor) with U + Ks we also
obtain an asymptotic limit velocity . When we plot the difference of poten-
tial between the plates, Ay, against the squared normalized velocity, v%/c?,
the theorical curve agrees with Bertozzi’s experimental data.

Lastly we analyse the oscillatory motion near to the plates. We also
obtain an asymptotic velocity to ¢ when the energy of the oscillator goes to
infinity. A new aspect arises in this last situation. The period of oscillation
depends on the difference of potential between the plates.

In all situations above we utilize the concept of an effective inertial mass
depending on the velocity and potential where the particle is located. This
concept of an effective mass is essential in the W-3 model.

The general conclusien is that the W-S model leads systematically to an
asymptotic limit velocity ¢ for the test charge when £ — oo and when

® — oo. And this is compatible with the experimental findings.



Capitulo 1

Introducao

1.1 Objetivos

Neste trabalho analisamos o comportamento de cargas pontunais préximas
a capacitores ou no interior de cascas csféricas carregadas. Pesquisamos o mo-
vimento das cargas classicamente, refativisticamente, com a eletrodinimica
de Weber e com a energia polencial de Schrodinger. O objetivo é comparar
estes diversos modelos.

Primeiramente, vamos estudar o comportamento de uma particula carre-
gada com carga g e massa m movendo—se no interior de uma casca esférica
dielétrica fixa com raio R e com uma densidade de carga o homopeneamente
distribuida. Faremos duas abordagens do problema: I) Vamos estudar o
comportamento da energia da particula no interior da casca esférica. IT) Su-
ponde o interior da casca esférica preenchida por um meio que exerce uma

forga de resisiténcia ac movimento da particula, vamos obter sua equagio de
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movimenio e estudar seu comportamento.

Nas duas aborbagens, energia e equacio de movimento, vamos empregar
quatro modelos distintos com a finalidade de compara-los: 1) modelo classico
(energia potencial Coulombiana mais energia cinética clissica); IT} modelo
de Weber (energia potencial Weberiana mais energia cinética classica); III)
modelo relativistico (energia potencial Coulombiana mais energia cinética
telativistica) e IV) modelo Weber-Schrodinger (energia potencial Weberi-
ana e energia cinética de Schrddinger). Nos modelos de Weber & Weber—
Schridinger a energia cinética é obtida de interagtes gravitacionais. Isto
serd discutido adiante na Secdo 1.3 e no Apéndice A.

Em seguida analisamos o comportamento da particula carregada movendo—
se ortogonalmente s placas de um capacitor plano ideal. Neste capacitor
vamos estudar dois movimentos: o retilinio acelerado no interior do capa-
citor, e o oscilatério proximo e externo a uma das placas. No movimento
oscilatdrio adotaremos as duas abordagens mencionadas acima, energia e
equacao de movimento para oz quatro modelos: clissico, Weberiano, rela-
tivistico e Weber-Schrédinger (de agora em diante modeto W-5).

Nas duas geometrias, casca eslérica e capacitor plano, abordaremos estes
modelos, mencionados acima, através do formalismo Lagrangiano. Os aspec-
tos essenciais deste formalismo para os modelos classico e relativistico podem
ser encontrados no livro Clessical Mechanics de H. Goldstein, {30180, p. 21].

Para os modelos de Weber ¢ W-S estes aspectos sio dados no Apéndice B.
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1.2 Introducgao histérica

Para W. Weber a forca entre duas particulas pontuais de cargas ¢, e g,
localizadas em 7} e 7, é dada por (em nolagio moderna, no sistema MKSA),

[Web66)] e [Ass94, p. 56]

ro_ $9 ’"u _ Ij )
Fr= 47!'50”'2 (l 2c2+ ) ' (1)

Nesta expressio g9 = 8,85 x 10712 C? N-1m % é a permissividade do vécuo,
ry =| i — 7 | € a distdncia entre elas, 7, = dr,;/dt e ¥, = df,,/dt. Temos
ainda 7, = 7, — 7, iy = 7y,/r,; é o versor unitdrio apontando de ¢, para ¢,
¢ = 3 x10°m/s é a razdo entre as unidades eletromagnética e eletrostatica de
carga e f;, é a forga exercida por g, em ¢,. Esta forga, equagio (1.1), depende
da distincia entre as cargas € da velocidade e aceleracdo radial entre elas,
Podemos derivar a equagdc {1.1) de uma energia potencial generalizada que

denominamos energia Lagrangiana, vide Apéndice B, dada por
s=tnl (i f (12)
T dzey ry, 9¢2 ]’ ’

Utilizando a equagao (B.5) obtemos a equagao (1.1). A lei de forca proposta
por Weber em 1846 possui propriedades importantes: E uma lei de forga
relacienal, ou seja, depende somente da distincia, velocidade e aceleragao
entre as particulas envolvidas; satisfaz o principio de a¢io e reagao na forma

forte — a forca sempre estd na linha que liga as cargas interagentes; pode
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ser derivada de uma energia potencial e satisfaz os principios de conservagio
(momento linear, momento angular e energia), [Ass94, p. 63].

Neste mesmo pericdo H. von Helmholtz estudava a conservacgéo da ener-
gia. No artigo “Sobre a conservagio de energia”, publicado em 1847, [Hel66),
Helmbholtz conclui que as unicas forgas conservativas sio aquelas que depen-
dem da distancia entre as particulas. Neste trabalho demonstra que forgas
dependentes da distancia e velocidade das particulas envolvidas néo sio con-
servativas. Destarte, Helmholtz considera a lei de forca de Weber uma. forga
nio conservativa por ela depender da posigdo e velocidade das particulas
envolvidas.

A resposta hs criticas de Helmholtz foi publicada per Weber em 1871, ver
{Web72). Neste artigo Weber mostra que sua lei de forga é conservativa. Um
detalhe que ficou despercebide por Helmholtz é que a lei de forca de Weber
além de depender da distincia e velocidade, também depende da aceleracio
das particulas envolvidas. A andlise de Helmholtz nac havia incluido este
caso mais geral.

Em 1872 Helmholtz apresenta um nova critica tedrica i eletrodindmica
de Weber, [Hel72]. Além de apresentar sua lei de forga em 1846, Weber havia

introduzido em 1848 uma energia potencial dada por
"2
%q; 1 "
U= —[1--—2=2]. 1.3
dregry, ( 2c2) (13)

A menos do sinal dentro do paréntesis esta expressdo é a mesma que a energia

Lagrangiana §, equagao (1.2). Discutimos a relagio entre U e § no Apéndice

13



B. A forga de Weber é obtida facilmente de {/ através de

s, dU
By = —fy=z, (1.4)
iy

e observando que

dr dr,, dt
v _gp Tu G L
dr, T dt dry, T

(15)

Vamos agora & critica de Helmholtz. Tomemos uma casca esférica nao
condutora, carregada com uma carga @, com raio 7 e uma densidade de
carga o = (/47 R? homogeneamente distribuida sobre sua superficie. Seja
uma particula de carga ¢ e massa m movendo—se com velocidade & em seu
interior, (vide Figura 1.1).

Helmholtz integrou a energia potencial de Weber para a carga g intera-

gindo com a casca e obteve (ver Apéndice C):

1v?

U =gqd (1_672) , (1.6)

onde ¢ = Q/47weo R é o potencial na casca esférica. A energia total é obtida

quando somamos a energia cinética da particula (E = const.):
mu? 1e?
E=T+q¢(lv——) . (L1.7)

14



Figura 1.1: Casca esférica com nma densidade de cargas o homogeneamente
distribuida sobre sua superficie, com uma particula de massa m e carga ¢

movendo-se com velocidade # em seu interior (r < R).

15



A equagao (1.7) pode ser escrita como

v? E — g9

=6——". 1.8
c? Ime? — g (1)
A Figura 1.2 mostra o comportamento da equagio (1.8) para £ < 3me?. Para
qé > 0 a carga da particula e da casca esférica sao de sinais iguais. Supondo
um elétron no interior da casca a velocidade diverge quande ¢ = —1,5MV.

A equacao (1.7) também pode ser escrita como

E:q¢+(m—%)’;—2. {1.9)

O termo entre paréntesis na equacédo (1.9) pode ser definido como sendo uma
massa inercial efetiva dependendo do potencial eletrostatico onde encontra—
se a particula. Repare que o termo entre paréntesis pode tornar-se nulo ou
muito préximo de zero dependendo do valor de ¢ e para manter a energia
constante a velocidade tenderia ao infinito.

Helmholtz haseia sua. critica i eletrodinimica de Weber neste resultado
e na suposigdo de um meio resistivo no interior da casca esférica. Maxwell

descreve a critica de Helmholtz nos seguites termos:

Como o segundo termo do coeficiente de v?, [equagao (1.9)] !

LA equagdo (1.9) pode ser escrita como

2
=R, (m LR ) = (1.10)

£n 3eqet

16



VZ/CJ

qff/me’

Figura 1.2: Comportamento da velocidade ao quadrado da particula em
fungao do potencial para a teoria de Weber supondo E < 3mc®. Quando
gd/mc® = 3, ou seja, ¢ & —1,5MV, no caso de um elétron, a velocidade da
particula no interior da casca esférica diverge.
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pode ser aumentado indefinidamente pelo acréscimo de R, o raio
da esfera, enquanto a densidade superficial ¢ permanece cons-
tante, o coeficiente de v? pode ser tornade negativo. A aceleragao
do movimento da particula corresponderia entao & diminuigao de
Sua vig viva [energia cinétical, e o corpo movendo—se em um ca-
minho fechado e submetido a uma for¢a como o atrito, sempre
oposta em diregio a seu movimento, aumentaria continnamente
em velocidade e isso sem limites. Este resultado impossivel é
uma conseqiiéncia neccssiria da admissio de qualquer férmula

para o potencial que introduz termos negativos no coeficiente de

v?, [Ass92b).

E mais facil entender a eritica de Helmholtz trabalhando com for¢a em
vez de energia. Se tivesse integrado a forga de Weber em vez da energia,
Helmholtz teria obtido que a forga exercida pela casca esférica carregada
parada atuando sobre uma carga pontual ¢ sendo acelerada em seu interior

seria dada por, [Ass94, p. 194]:

F= 9@ &

= oo L1
12reg Bc’ (L1
onde & & a aceleragio da carga teste em relagio a casca.
Vamos agora supar que o meio dentro da casca exer¢a uma forga de atrito
F = —b¥ na carga, onde b > 0. A aplicagio da segunda lei de Newton neste

caso leva a:

18



9@ @ .

ou
< LAY o
— b = (m—ﬁ)a—[m—mw)a—m;,a. (1.13)

Nesta dltima equagao m,, = g¢/3c? pode ser chamada de massa de Weber,
Vemos entdo que a carga vai se comportar de acordo com a eletrodinmica
de Weber como se tivesse um massa inercial efetiva dada por

94

Mie =M =My =M= 5. (1.14)

Se a carga teste for umelétron comg = —1,6x107?Cem = 9,1x10- 3 kg
teremos m,, = 0 ou m,, = m para ¢ = —1,5 x 105V. Caso ¢ < —1,5 x 10V
entdo o elétron se comportara como tendo massa negativa. Ou seja, em ves
de diminuir sua velocidade inicial devido ao atrito, sua velocidade aumentara
indefinidamente neste modelo, podendo inclusive ulirapassar a velocidade da
luz.

Algo anélogo vcorreria neste modelo no caso de um movimento circular da
carga teste no interior da casca esférica. Neste caso além das forcas de atrito
e da casca esférica atuando na carga teste teriamos uma forca de vinculo
radial, F v, que manteria o raio de curvatura constante qualquer que fosse a

velocidade tangencial da carga. Isto pode ser visto na Figura 1.3.

19



Figura 1.3: Carga ¢ movendo—se nuina circunferéncia de raio p dentro de

uma casca de raio R > p carregada uniformemente com um carga Q.

Para simplificar a analise supomos um movimento circular de raio p cons-
tante cenirado no centro da casca esférica de raio B > p. A segunda lei de
Newton fica entao:

Myd — b0+ Fy =md. (1.15)

Escolhemos os eixos tal que o movimento ocorra no plano zy. Usando coor-

denadas cilindricas e lembrando que a for¢a de vinculo é tal que mantém o

20



raio constante vem (com 7 = pp, & = —p@®f + p@@ e Fy = —Fypk

Fy = (m —mw)pp?, (1.16)

~ bpp = (m— mu ). (1.17)

Chamando a velocidade tangencial de v; = p¢ vem que estas equagdes podem
ser escritas como:

4
Fy = (m - mw)% = Mielle , (1.18)

— buy = (m — mw)% = Mty . (1.19)

Aqui representamos a aceleragdo centripeta por g, = v?/p e a aceleragio
tangencial por a; = dv/dt = p@.

Vemos entio que a equagdo {1.19) é a mesma que ocorria no caso de
um movimento retilinio, com a carga comportando-—se classicamente como se
tivesse uma massa inercial efetiva m;, = m —my = m — g¢/3¢2. Com isto os
mesmos problemas que existiam no caso do movimento retilinec continuam
a ocorrer aqui. Qu seja, se aumentarmos o potencial da casca tal que m;e <
0 entdo em vez da carga ser freada pelo atrito este fara com que ela seja

acelerada aumentando indefinidamente sua velocidade. De acordo com este
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modelo a velocidade poderia inclusive ultrapassar a da luz, o que nunca foi
observado experimentalmente.

Helmholtz conclui da andlise desta situagio (utilizando a energia em vez
da forca come fizemos aqui) que a cletrodindmica de Weber est4 errada. Esta
é a critica mais séria que ji foi levantada contra a teoria de Weber.

Vérios pontos podem ser levantados contra esta conclusio de Helmholtz,
¢ a seguir listamos alguns deles:

(A) Antes de concluir por esta anélise que a eletrodinamica de Weber esté
errada, seria necessario testar esta previsao experimentalinente. Embora este
comporlamenio de massa negativa seja nio usual nada impede que cargas
em regiGes de alio potencial se comportem desta maneira. Apenas um ex-
perimento cuidadoso pode decidir isto. Até onde sabemos um experimento
para testar este efeito nunca foi realizado. O préprio Maxwell sabia disto
j4 que logo apds apresentar esta critica de Helmholtz afirma: “Mas temos
agora de considerar a aplicagdo da teoria de Weber em fendmenos que po-
dem ser realizados.” Recentemnente foram propostos experimentos deste tipo
para distinguir enlre as forgas de Weber e Lorentz, [Ass92a} e [Ass93]. A
dificuldade maior em se realizar o experimento est em como carregar uma.
casca dielétrica uniformemente a potenciais tao altos. O experimento nio
pode ser feito com uma casca metalica, lipo um van der Graaff, j& que a
carga teste ocasionaria uma redistridui¢do de cargas na casca, ¢ isto poderia
mascarar o efeito que se esta pesquisando.

(B) Nao foi levada em conta nesta analise a perda de energia da carga
teste por radiacio .

(C) A afirmagio de Maxwell que pode-se crescer indefinidamente /R ou

22



Ro nao é verdadeira devido ao efeito corona. Pode ser até que o préprio efeito
corona tenha alguma relagdo com este aspecto do modelo de Weber. Por
exemplo, para a descarga no ar é necessario um campo elétrico de 3x 10°V/m,
o que é comparivel com o que obtivemos antertormente para uma. casca de
1m de raio.

(D) 56 conhecemos o comportamento das forgas de atrito atuando em
corpos neutros a baixas velocidades. Nio temos um conhecimento experi-
mental suficiente para predizer como a forca de atrito vai comportar-se ao
atuar sobre uma particula carregada com velocidade proxima a da luz. Isto
mostra que esta analise de Helmholtz nio pode ser levada muito i letra.

{E) A anilise e conclusio de Helmholtz foram baseadas ndo apenas na
eletrodininica de Weber mas também na mecanica Newtoniana (30 F = md
como aqui, ou I/ + mv*/2 = cte como na anélise original de Helmholiz).

E exatamente este ponto que enfocamos e ampliamos neste trabalho. Sa-
bemos hoje em dia que para velocidades préximas & da luz tanto a segunda
lei de Newton quanto a energia cinética clissicas sio modificadas. Analisa-
mos entio este problema com a energia potencial de Schradinger que mostrou
comno se derivar me?/1/1 — v?/¢? por uma generalizacio da lei de Weber para
a gravitacio em conformidade com o principio de Mach.

A importancia deste trabalho e de experimentos deste tipo € que estes
efeitos nao ocorrem com a for¢a de Lorentz. Em particular, como a casca
esférica estd parada ela nio gera nenhum campo magnético e portanto a forga
de Lorentz se reduz a de Coulomb. Ja o potencial eletrostatico no interior
de uma casca esférica é constante e portanio o campo elétrico é nulo em

todos 0s pontos de seu interior (isto se comprova facilmente com a lei de
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Gauss). Logo, experimentos que demonstrem a existéncia ou néo de massas
inerciais efetivas dependentes da energia potencial eletrostitica permitirdo

uma distingao clara sobre a validade das forcas de Weber ou de Lorentz.
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1.3 Erwin Schrodinger e o Principio de Mach

O principio de Mach tem sua origem na critica de Ernst Mach & distingéo
feita por Newton entre espaco relativo e espaco absoluto. Para Newton “o
espago absoluto em sua propria natureza, sem relagio com qualquer coisa ex-
terna permanece sempre similar e imdvel. Espago relativo é alguma dimensdo
ou medida mével dos espagos absolutos a qual nossos sentidos determinam
por sua posigio com relagéo aos corpos e é comumente tomado por espago
imével” [New90, p. 7). Assim “o movimento absoluto é a translacio de um
corpo de um lugar absoluto para outro, e 0 movimento relativo, a translagio
de um lugar relativo para outro” [New90, p. 8).

O iinico meio para distinguirmoes um movimento absoluto do movimento
relativo “sao as forgas que agem no sentido de provocar um afastamento a par-
tir do eixo do movimento circular. Pois nio ha tais for¢as em um movimento
circular relativo, mas em um movimento circular verdadeiro e absoluto elas
530 maiores ou menores dependendo da gquantidade de movimento” [New90,
p. 11].

Como argumento favoravel a suas idéias Newton apresenta o famoso ex-
perimento do balde. As diferentes formas da superficie da dgua quando o
balde estd em rofagao ou parado fornecem o argumento em favor ao espago
abeoluto [Ghi87]. Em uma primeira fase com o balde parado em relagao a
Terta a superficie da agua estd plana; na segunda fase o balde comeca a
girar em relagio a Terra e a superficie da Agua continua plana; na terceira
fase a dgua tambem adquire uma rotagio e sua superficie torna—se concava

(paraboléide de revolugho ) e na quarta fase a rotacic do balde para e a
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agua continua sua rota¢io por um tempo maiot ¢ sua superficie permanece
céncava. Por iltimo a agua também pdra por atrito e tudo volta & situagao
inicial.

Para chegar & conclusdo que o movimento de rotagio da dgua é em relagdo
au espago absoluto Newton necessita eliminar outros candidatos materiais a
sistema de referéncia, [Ghig7]: (1) balde; na terceira etapa do experimento
temnos o balde e a dgua com a mesma rotagao e a superficie da igua é céncava.
Assim a forma da superficie nao pode ser explicada por um movimento de
rotagho da dgua em relagdo ao balde e (2) outros corpos materiais; devido
a sua proximidade a Terra também é uma candidata a sistema de referéncia
absoluto. Mas a Terra possul um movimento de rotagao que pode ser detec-
tado pelo achatamento dos polos, [New52, p. 288]. Isto indica que a Terra
sofre a a¢io de uma forga centrifuga. Este argumento permite eliminar o
resto do sistema solar, pois por ohservacio vemos que outros planetas tém
rotagido em torno de seu eixo.

Contudo, ainda restam as estrelas fixas. Para elimina-las devemos lem-
brar que néo existe diferenga entre matéria terrestre e celeste. Assim, po-
demos supor que as leis fisicas também sfo vailidas para os corpos celestes e
somos levados a uma regressio ao infinito. Qu seja, na mecénica Newtoniana
a curvatura da superficie da dgua no é devido a sua rotagio em relacio ao
balde, em relacio a Terra, e nem em relagio aos outros corpos do universo
(estrelas fixas ou galdxias distantes). Por isto Newton teve de introduzir
um guarlo agente nio relacionado com a matéria, e que chamou de espago
absoluto.

As concepgoes de Newton sobre espago e tempo abscluto sofreram varias
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criticas quando de seu surgimento. Entre seus criticos estavam Huygens,
Leibnitz e Berkeley, [Koy86], e mais recenternente Ernst Mach. Em sua
critica as concepgdes de Newton sobre espago, tempo € movimento absoluto
Mach nao distingue o papel do espaco absoluto do papel das “estrelas fixas”
nos fendmenos mecanicog e faz a sua famosa proposigio : “Tente fixar o
balde de Newton e rode a esfera das estrelas fixas e entio prove a auséncia
de forcas centrifugas” [Mac60, p. 279]. Para Mach a inércia dos corpos seria
causada pela distribui¢io de massas ao seu redor.

Mach em seu livio A Ciéncie da Mecdnica propoe qualitativamente a
hipdtese que a distribuigio de massas ao redor de um corpo pode influenciar
sua inércia. No artigo “0 cumprimento do postulado da relatividade na
mechnica cléasica” , publicado em 1925, Erwin Schrddinger desenvolveu quan-
titativamente as idéias de Mach. Schridinger propés ¢ problema na forma

seguinte:

E bem conhecida a objegio levantada por E. Mach contra a
mecinica de particulas sujeitas a potenciais centrais, enjos fun-
damentos foram melhor apresentados por L. Boltzmann. Tal
objecao diz que a mecinica, do ponto de vista de seus funda-
mentos, ndo satisfaz ao relevante postulado de relatividade. As
leis da mecanica nio valem para quaisquer sistemas de coordena-
das em movimento, mas apenas para um grupo de sistemas que
se movem reciprocamente em movimento translacional uniforme.
Empiricamente, mostra-se que tais sisternas t8m eixos aproxima-

damente em repouso ou em movimento translacional uniforme em
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relacao is estrelas fixas, mas os flundamentos de mecanica cldssica
nao dao nenhuma explicagio para isto.

A teoria da relatividade geral também n#o satisfaz, em sua
forma original, ao postulado de Mach, como logo se viu, Apos
a derivagio do movimento secular do periélio de Merciirio, que
mostrou-se em espantosa concordancia comn a experiéncia, qual-
quer pessoa ingénue pode perguntar-se: Fim relagio a que da-se,
de acordo com a teoria, o movimento da elipse o qual, de acordo
com & experiéncia, dd-se em relagao ao sistema aproximado das
cstrelas fixas? Tem—se como resposta que a teoria exige tal movi-
mento em relacéio a um sistema de coordenadas que satisfaz, no
infinito, a determinadas condigdes de {ronteira. Q vinculo entre
estas condighes e a primeira das estrelas fixas nao é, de nenhuma
maneira, claro, j& que as estrelas nio sio levadas em conta nos
calculos.

O tratamento destas dificuldades é [eito pela tecria cosmo-
légica que pustula um universo espacialmente fechado, evitando,
assim talvez, condigdes de [ronteira. Pelas dificuldades concei-
tuais que esta teoria cosmolégica ainda possul e nao pelas com-
plicagdes malematicas desta teoria, a solugdo de questdes verda-
deiramente fundamentais, que parecem evidentes i formacio em
ciéncia natural, nos parece conduzir a uma situagio tal que nao
seja simples obter-se wma. visao clara € concisa da realidade. Nao
duvido que, quando essa resposta for encontrada satisfazendo a

teoria, ela ndo 86 satisfard plenamente, mas poderd ser colocada
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em uma forma que possibilite uma visio completa da realidade
em outros sentidos. Do ponto de vista atual, nao & sem sentido
se perguntar se o principio de Mach néo possa ser tornado vélido
por uma modificagio na teoria clissica e se a preponderédncia do
sisterna inercial das estrelas fixas nao possa ser compreendida de
uma maneira simples.

A expressio para a energia potencial na mecénica de particula,
em especial o potencial de Newton, satisfaz, sem outras con-
seqiiencias, o principio de Mach, ja que ele 50 depende das distan-
cias dos corpos € nao de sita posigao absoluta no espago. Pode-
se, portanto, manter essa expressao, j4 que ela é apliciavel do
ponto de vista do postulado. Talvez ela seja uma primeira apro-
ximag&o para uma lei da natureza algo mais complicada. Por
outro lado, tem-se também a energia cinética. Ela é, de acordo
com a mecanica classica, determinada pelo movimento absoluto
no espago, engquanto que, para particulas pontuais, somente mo-
vimentos, distincias e variagoes de distancias relativas podem ser
observadas. Pode—se perguniar se talvez ndo fosse possivel que a
energia cinética, assim como ¢ potencial, dependesse nio apenas
de uma particula, mas da energia de interagdo de duas massas, e,
nssim sendo, da distancia e velocidade relaiiva das duas particulas
[grifo meu]. De todas as possiveis expressbes para essa energia,
escolhemos henristicamente a que satisfaz as seguintes exigéncias:
(1) A energia cinética como energia de interagao deve depender

das massas e distdncias das particulas da mesma maneira que o
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potencial de Newton; (2} deve ser proporcional ao gquadrado da

velocidade de variagée da distancia [XA95].

Aqui discutiremos os resultados obtidos por Schrodinger a partir da pro-
posta descrita acima. Os calculos encontram-se no Apéndice A. Neste A-
péndice apresentamos o desenvolvimento inverso ac de Schrodinger, ou seja,
partimos de um resultado valido para qualquer velocidade e fizemos a apro-
ximagdo para baixas velocidades.

. A energia de interagdo gravitacional de duas massas pontuais m e m'

proposta. por Schrédinger é dada por, utilizando o sistema MKS:

f .2
w = _gmm (1 - 3'5—’) (1.20)

o c?

onde G € a constante gravitacional (G = 6,67 X 10" m® 572 kg~t), c é a
velocidade da luz (¢ = 3 x 10®m/s), r,, é a distincia entre as particulas e
t,, = dr,,/dt é a velocidade radial entre €las.

Se 7, = 0 voltamos ao potencial Newtoniano. Embora Schrodinger no
cite nem demonstre conhecer a eletrodinamica de Weber, proposta 80 anos
antes, esta energia potencial € do mesmo tipo da de Weber substituindo
q.q,/4wey por —Gmm!. Schrédinger afirma que chegou a esta expressao heu-
risticamente (ou seja, por tentativa e erro atraveés de um raciocinio indutivo).
Outres, inclusive Weber, haviam obtido esta energia gravitacicnal dada por
(1.20} em analogia direta com a energia cletromagnética de Weher. De gual-
quer forma o trabalho de Schrodinger é importante pela implementagio quan-

titativa do principio de Mach com este potencial, coisa que outros antes dele
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Figura 1.4: Casca esférica de raio R e massa M, com uma densidade su-
perficial de massa o homogeneamenle distribuida, interagindo com uma

massa ™M em seu interior.

nao haviam obtido. Apresentamos aqui sua linha de raciocinio.

Vamos supor uma casca esférica de raio R e massa M, com uma densi-
dade superficial de massa ¢ = M /47 R? homogeneamente distribuida. Uma
particula de massa m move—se em seu interior préximeo do centro, vide Figura
1.4. Na Figura 1.4 £ & a posigio do elemento de massa dm’, 7 & a posigho
da particula de massa m (r < R) e fiz = R — 7 O subindice 1 refere-se a0
elemento de massa e o subindice 2 refere—se 4 massa . Assim na equagao

(1.20) teremos, vide Apéndice A, equacdes (A.6) a (A.14), supondo r € Re
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escolhendo o sistema de eixos tal que 6, = O

12 = R,

Frz =& —7Fcos —réysind cos{ps — ),

dm' = O'R2 sin 6] dﬂldipl .

{1.21)

Exprimimos todas as coordenadas em relagio ao sistema de repouso da casca.

Substituindo a equagdo (1.21) na equagio (1.20) e integrando obtemos:

2w oW 3 ..
W= —Gmo‘Rju -[o {1 - 6—2[7'50501

+T‘ég sin 83 cos{yz — w1 )]2} sin 01d6 1 dy; .

(1.22)

A primeira integral é nima constante ignal a —4xGmo R. A segunda integral

resuita (usando v? = £ 4 r2@3):

_ 87GoR mu?

c? 2

W

A energia total obtida por Schrodinger é entio

2
W = —4aGmo R (1 — U—) .
o2
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Embora Schrodinger tenha feito os calculos supondo r <€ R isto nio é ne-
cessdrio. Isto &, este resultado € exato e é vilido para qualquer posigio da
massa m movendo—se com velocidade ¥ no interior da casca esférica. Mos-
tramos isto no Apéndice C.

Para implementar o principio de Mach utilizamos este resultado para ob-
ter a energia gravitacional de um corpo de massa m interaginde com todo o
universo conhecido. Para isio supomos uma densidade média de matéria no
universo dada por pg € substituimos ¢ por podR. Inlegramos entio a equagac
(1.24) com R variando de 0 até o raio do universo conhecido. Ou seja, até

R = ¢/ Hy, onde Hjy é a constante de Hubble. Apés a integracio obtemos

me?*  mo?
w=_afl_m" 1.25

onde & = 4rGpp/HE é uma constante adimensional. Com os valores conhe-
cidos de 3, po ¢ Hy vemos que ® = 1, {Ass94, p. 218]. Nio podemos dar um
valor exato para @ devido as incertezas que existem nas estimativas de pg e
de Hy.

Supendo & = 1 vem entdo que obtem-se a energia cinética classica mov?/2
a partir de uma interagio gravitacional do corpo de teste com o universo
distante através de uma energia potencial de Weber.

Vale observar que o termo constante —me?/2 veio da integragiio do po-
tencial Newtoniano, —G'mm’/r,,, enquanto que a energia cinética mv?/2 veio
da integracio do termo 3Gmms2 /ry,e?.

Schrodinger continua seu trabalho observando que experimentos com elé-
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trons a altas velocidades sendo desviados por campos eléiricos e magnéticos
o N P - o .
indicam que a expressao mu?/2 é apenas uma aproximacio valida para baixas
velocidades.

Schrodinger assume a energia cinética “relativistica” como uma expressao

empirica:

2 1
K =me (m - 1) . (1.26)

Observa entdo que a equacao (1.20) pode ser modificada para obtermos a

equagio (1.26), véilida para qualquer velocidade. Assim propoe:

, 12 —3/2
L PR SR . (1.27)
Cﬂ

Ty

Com 7., = 0 voltamos novamente ao potencial Newtoniano. Expandindo
esta expressdo até segunda ordem em 7,,/c volta-se & equagio (1.20). Subs-
tituindo a equagdo (1.21) na equagio (1.27) e lembrando que r < A quando
integramos obtemos, vide Apéndice A equagdes (A.11) a (A.22):

W= 12rGmoR 4 oMo R (1.28)

Substituindo ¢ por pedR e integrando como antes, e usando

O =AxCp/HE =1 vem:



W= —Sm T (1.29)

Expandindo esta expressio até segunda ordem em v/c reobtemos —me?/2 +
mu?f2.

A menos do termo constante que nao influi nos resultados experimentais
vemos que Schrodinger obteve um andloge & energia cinética relativistica.
Apesar desta analogia de forma, as duas expressoes s&o conceitualmente bem
distintas. A massa que aparece na expressao de Schriodinger € gravitacional,
enquanto que na expressao relativistica é a massa inercial de repouso. Além
disto a expressdo de Schrodinger implementa perfeitamente o principio de
Mach por partir de uma expressao completamente relacional que € uma ge-
neralizagao da energia potencial de Weber. Como a expressio de Schrodinger
¢ compativel com o eletrodinimica de Weber vamos utiliza-la neste trabalho.

Qutro aspectro a ser ressaltado vem da equacio {1.9) que pode ser escrita
como

me? g vl
E= = I
W+ 5333

{(1.30)
Esta energia é de uma particula de carga ¢ movendo-se no interior de uma
casca esférica em repouso, dielétrica e carregada a um potencial eletrostatico
¢. No eletromagnetismo classico a energia da particula é dada pela energia
potencial {(g¢), que é uma constante, e pela energia cinética cldssica (mv?/2).

Mas ao adotarmos o modelo de Weber temos um termo adicional dado por
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¢ v?
g_c;? , {1.31)
Fazendo uma anilise dimensional do termo que multiplica v? vemos que ele
possui dimensdo de massa. Assim pelo modelo de Weber a distribuicdo de
cargas ao redor de uma particula carregada produz um termo constante (g¢)
mais a energia cinética eletromagnética devido & interagio entre a particula
e a casca esférica.

Aqui vemos os pontos de contato entre o modelo de Schrodinger e o
modelo de Weber. Em ambos a energia da particula € dada por um termo
constante mais a energia cinélica induzida pela distribuigao de massa e carga
ao redor da particula. Assim, & cnergia total da particula dada pela equagio
{1.30) pode ser entendida como constituida de trés partes: 1) uma parte
constante; 2) a energia cinélica devido a interagao entre a massa da particula
com a distribui¢fio homogénea de massa no restante do universo e 3) a energia
cinética devido a interagio entre a carga da particula e a distribuigio de carga
ao seu redor que produz uma massa eletromagnética.

Para diferenciar as abordagens, ja que a forma € a mesma para os mo-
delos envolvidos, a cnergia cinética cldssica sera denotada por K¢, a energia

relativistica por Kg e a obtida por Schrodinger por K.
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Capitulo 2

Estudo da casca esférica

2.1 Introducgao

Vamos estudar o comportamento de uma particula de carga q e massa
m movendo—se no interior de uma casca esférica dielétrica fixa com raio
R e carga @, com uma dendidade de carga ¢ = /47 R? humogeneamenie
distribuida, vide Figura 2.1. Na Figura 2.1 R & a posicio do elemento de carga
dgq, = ods; ¥ & a posigho da particula g e 73 = R — 7. Vamos utilizar quatro
modelos distintos: I) modelo classico; II} modelo Weberiano; III) modelo
relativistico e IV) modelo W-S. Abordaremos o formalismo Lagrangiano dos
modelos acima mencionados. Os principais resultados obtidos neste Capitule

encontram-se em [CA95d] e [AC95b].

A fungao Lagrangiana € definida por
L=L;-58 (2.1)
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Figura 2.1: Particula com carga ¢ e massa m movendo—se no interior de wma

casca esférica dielétrica em repouso carregada a um potencial ¢.
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onde I; é a Lagrangiana das particulas livres e S(g,4) é a energia Lagrangi-
ana de interagio eletromagnética. A forca generalizada é obtida da energia

potencial Lagrangiana através de

85 d {88
=g+ ii(5) 22

A equagéo de Lagrange € dada por
d AL dL
dt (a‘L) B dy, =0 - (2.3)

A Hamiltoniana do sistema é dada por
. oL
H=qu"—,'—L- (2.4)

Em nosso trabalho H e L nao dependem explicitamente do tempo. Entao
8L{dt =0 e BH/O = 0 e temos que a Hamiltoniana é igual a energia total

E do sistema dada por

H=E=K+U (2.5)

onde K & a energia cinética e U/ a energia potencial. No Apéndice B mos-

tramos a diferenca entre § ¢ U para o modelo Weberiano. Como foi dite
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no Capitulo anterior, faremos duas aborbagens. Vamos estudar o compor-
tamento da energia da particula no interior da casca esférica e para isto o
formalismo Lagrangiano discutido até aqui e ne Apéndice B é suficiente.
Mas na segunda abordagem vau:os supor o interior da casca esférica preen-
chida por um meio que apresenta uma forga de resisténeia ao movimento da
particula em seu interior e para utilizarmos a equagio (2.3) devemos mo-
dificé-la.

Quando uma for¢a de atrito esta presente ¢ esta forga é proporcional a
velocidade, F = —b7, podemos definir uma funcio de dissipagio dada por,

(ver [Gol80, p. 21]):

1
Fz 3 Y (baok o+ byol + biol) (2.6)

Onde a sematdria € sobre as particulas envolvidas. Assim a partir da defini-

cdo (2.6), podemos abter a forga de atrito na particula:

ar
41, = - . 2.7
2 Fo. (2.7)
A componente da for¢a generalizada devido a forca de atrito é
aF
= - 2.8
©=-5 (2:8)

Incluindo a equagao (2.8) na equagao (2.3) temos



d (0L 0L  OF _

Bl Bl Eci A | T 2.9
@ (a@‘) o5, 7 (29)
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2.2 Estudo da energia de uma particula mo-
vendo—se com uma velocidade 7 no in-
terior da casca esférica dielétrica carre-

gada

2.2.1 Modelo classico

A Lagrangiana ¢ dada pela equagao (2.1) com L = 1, — S; onde
L=T=" (2.10)
¢ a energia cinética classica e

A7 (2.11)

Uy
B
I
L}
=N
!
[l

Nesta equagdo ¢ € o potencial escalar elétrico e A o potencial vetor
magnético gerados pela casca esférica carregada. Em nosso trabalho conside-
ramos um referencial fixo na esfera. Como a casca esférica estd em repouso

temos A = 0. Neste caso a equacio (2.11) fica
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Como a casca elétrica estd em repouso e carregada uniformemente com
uma carga (} temos
oR

= (2.13)

b=

= =

@
dreg

Aqui o = @/4r R? é a densidade superficial de carga e escolhemos o potencial
nulo no infinito. Substituindo as equagdes (2.12) e {2.10) na equagio (2.1)

teremos a Lagrangiana classica, L., dada por

mu?

Le= - —qf. (2.14)

Utilizando a equacgao (2.4) a cnergia normalizada da particula é dada por

E g  1?

me? me? 2l

(2.15)

2.2.2 Modelo de Weber

A Lagrangiana é dada por L = L} — Sy onde, LY & dada pela equagio
(2.10)

Ww=r.=20 (2.16)
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Sw = q¢ (1 + li) . (2.17)
6 c?
A Lagrangiana da particulalivre de Weber tem a mesima forma que a energia
cinética classica. Apesar disto ela é obtida a partir de uma energia de Weber
para a gravitacio em conformidade com o principio de Mach, [Sch25|, [Ass89]
e [Ass04].
Para obtermos a energia Lagrangiana, equagio (2.17), partimos da ener-

gia de interagio entre duas particulas dada por

Siz = 4%‘1;;:? (1 + %Ej—j—) {2.18)
onde
rz = o H?+ 73 — 2Rrafcos By cos 8 + sin By 8in 8 cos(ipy — )],
fig = Tk — ﬁg% cos f; + rzﬁI% sinfy — 'f‘gég;‘% sin 8 cos @y,
dgy = oR*sinfdfide.

(2.19)
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O subindice 1 refere-se ao elemento de carga dg, da casca esférica e o
subindice 2 refere-se & particula no interior da casca esférica. Substituindo
a equacio (2.19) na equacio (2.18) e integrando, vide Apéndice C, obtemos
a equagio (2.17). Adotamos o referencial em que a casca esférica estd em
repousa, él ={.

Da equagdo (2.17) e (2.16) obtemos a Lagrangiana pata o modelo de We-
ber, L, dada por

2 2
Lw:—+q¢(1+év ) . (2.20)

Utilizando a equagao (2.4) temos que a energia da particula no interior

da casca esférica é

2
E= %+Uw, (2.21)
onde
12?2
Uw = q¢ (1 - gr‘_Q) . (2.22)

Mais uma vez chamamos a atencio para a mudanca de sinal que ocorre dentro

do paréntesis comparando esta 11ltima equagao para {/w com a equacao para

Sw.
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A enetgia normalizada fica entio

2 z
Eo_ e 1P 1 g8 1% (2.23)

me?2 me? 262 Fmc?2c?

2.2.3 Modelo relativistico

A Lagrangiana relativistica, L,, é dada por L. = L} — 5, onde

J 2 2 1 v?
7 =—meiyfl - 57 + K, (2.24)

Se=q¢. (2.25)

Na equagdo (2.24) K é uma constante que nio terd influénecia sobre a
equacio de movimento da particula. As vezes toma-se K = 0 para sim-
plificar ou entao K = me? para que reobtenha—se a energia cinética clissica

quando expande-se esta expressio até segiunda ordem em v/c. Portanto

2
L, = —metyf1 — 2_2 —gb+ K. (2.26)

Utilizando a equagdio (2.4) temos que a energia normalizada da particula no
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interior da casca é dada por

F 1 K
99

—_—— . 2
me? /1 =vzjcz mct (227)

Daqui para a frente tomaremos K = mc>.

2.2.4 Modelo de Weber—Schradinger

A Lagrangiana é dada por Ls = L — Sy, onde

L} = —mc\f1 — v/ + C. (2.28)

Sw = g¢ (1 + 3":) : (2.29)

6 2

Na equagio (2.28) C é uma constante que nado vai ter influéncia na
equaciao de movimento. Neste sentido ela é arbitraria e para que possa-
mos obter a energia cinética clissica ao expandir esta expressio até segunda
ordem em v/e vamos tomar ' = me?.

Lembramos novamente que embora a forma desta Lagrangiana seja simi-
lar & relativistica, ambas 530 conceitualmente bem distintas. Em particular
a de Schrodinger implementa completamente o principio de Mach e é com-

pativel com a eletrodinamica de Weber ja que foi derivada de uma expressio
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relacional. Portanto

2

iw

Substituindo a equagéo (2.30) na equagdo (2.4) teremos

E qd 1 l_quz&lv2

me?  me? /1 =02 3me?2c?

18

(2.30)

(2.31)



2,2,5 Comparando os modelos

Com a finalidade de melhor compararmos os resultados obtidos nesta
Segho vamos resumir estes resultados em dois quadros. Na Tabela 2.1 apre-
sentamos as Lagrangianas para os modelos aqui abordados. A Lagrangiana
cldssica ¢ o limite para todas os modelos quando v/e < 1.

O objetivo principal desta Segio ¢ analisar a energia da particula carre-
gada no interior da casca esférica em funcgio da velocidade, € a velocidade
em fungdo da grandeza g¢/mc?®. Antes gostariamos de esclarecer algumas
questdes sobre a grandeza g¢/mc?. Esta grandeza adimensional pode ter va-
lores negativos ou positivos dependendo dos sinais da carga na casca esférica
e na particula teste. Assim teremos que gq¢f/mc? < 0 quando os sinais da
particula teste e casca esférica tiverem sinais opostos e para g¢/me? > 0
terernos que os sinais da particula teste e casca esférica tém sinais iguais. A
Tabela 2.2 sumariza as energias obtidas para os quatro modelos.

A Figura 2.2 mostra o comportamento da energia em fung¢ao da veloci-
dade para os vértos modelos. Graficamos cada modelo para quairo valores
diferentes de g¢/me?. A Figura 2.2A refere—se ac modelo clissico; a Figura
2.2B ao modelo de Weber; a Figura 2.2C ao modelo relativistico e a Figura
2.2D a0 modelo W-5.

Para ¢ = 0 os modelos de Weber e W-5 retornam aocs modelos classico
e relativistico, respectivamenle, para todos os valores de v?/c?. Para g¢ # 0
temos que os modelos de Weber e W-§ apenas retornam aos modelos classico
e relativistico no limite de baixas velocidades.

A Tabela 2.3 mostra a variagio da energia com o quadrado da velocidade.
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M Lr 5 LAGRANGIANA (L = Ly — §)

C ne 70 Lo= =8 —q¢
W me? 90 (1+3%) | Lw =22 —g¢ (1 +1%)

R | —mcty1 - ’;’12— + me? q¢ L, = ~mcy/1 — %; + mc?
—q¢

WS | —mci/1— % +me? q¢(1+%‘c’—:) L,=-mc\J1 - & + me?

Tabela 2.1: Fungoes Lagrangiana para uma carga ¢ movendo—se no interior de
uma. casca esférica dielétrica, fixa, carregada a um potencial ¢ = Q/4weaR.
Aqui C refere-se a0 modelo classico; W a0 modelo de Weber; W-§ ac modelo

Weber- Schrédinger ¢ R a0 modelo relativistico.
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M K U ENERGIA TOTAL (E=K + U

md E & 1v?
C = 99 T = ma T
W 3 06 (1-3%) | o =24+ 35— 415

2 5 [
R | 725w 94 ner = wa + s 1

2 : 12 E [ 1 1 g Lot
W-§ 7;%,:2"“‘:2 q‘?”(l"a'é*z) met %ﬁ“*m‘l—éﬁ?rﬁ?

Tabela 2.2: Energia total de uma carga ¢ movendo-se no interior de uma

casca esférica carregada. Aqui K é energia cinética e U é a energia potencial

eletromagnética.
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Figura 2.2: Comportamento da energia da particula em funcéo do quadrado
da velocidade: {A)} modelo cléssico; (B) modelo de Weber; (C) modelo re-
lativistico; (D} modelo W-5, Graficamos a energia em fungio da velocidade

para quatro valores diferentes de o == gé/mc?.
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Repare que a variagido no modelo classico é umma constante positiva e inde-
pendente da quantidade g¢/mc? e da velocidade da particula. No modelo
de Weber também temos uma constante mas seu valor depende da relagic
g¢/me?. Note que no intervalo g¢/mc® < 3 esta constante serd positiva, para
gé/mc? > 3 sera negativa e para g¢/mc® = 3 a variagio é nula.

No modelo relativistico a variagio da energia com a velocidade depende
somente da velocidade. Repare que para v%/c¢? — 0 a variagdo da energia
com o quadrado da velocidade tende para 1/2, que é o valor cldssico. Agora
quando v?/c? —— 1 a variagio da energia com o guadrado da velocidade
tende para oo, como € caracteristico patra o modelo relativistico.

No modelo W-5 a variagio da energia com a velocidade da particula de-
pende da velocidade da particula e da relagio g¢/mc?. Quando q¢/mc® < 3
esta variacio é sempre positiva para qualquer velocidade mas para g¢/me* >
3 a variagao podera ser positiva ou negativa dependendo do valor da veloci-
dade.

Na Figura 2.3 temos uma comparagio detalhada dos quatro modelos
quando q¢/me? = —3. Se a particula teste for um elétron (¢ = —1,6x10-2°C
em = 9,1 x 10~3'kg) isto significa ¢ = 1,5 x 108V, Vemos que os modelos
relativistico e W-S apresentam um comportamento similar. A velocidade
tende a v/c —+ | quando E/mc? — oc. Para baixas velocidades o mo-
delo relativistico tende para ¢ modelo classico e o modelo W-5 tende para o
modelo de Weber.

Da Figura 2.3 e das equacdes (2.27) e (2.31) vemos que para uma dada
velocidade, sempre que g¢/mc? < 0, teremos que a energia total de W—§

& maior que a energia total relativistica. Isto devido ao termo adicional no
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MODELO VARIACAO DA ENERGIA COM
0 QUADRADO DA VELOCIDADE
CLASSICO !
WEBER Lot
TRV 1 2 -3/2
RELATIVISTICO | § (1 - %)
W= t0-5)"" -

Tabela 2.3: Variagéo da energia com o quadrado da velocidade para os mo-
delos classico, Weber, relativistico e W-5. As energias s30 dadas na Tabela

2.2. Ou seja, valor de dy/dz onde y = Efmc® e x = v?/c”.
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Figura 2.3: Energia em funcio da velocidade a0 quadrado para g¢/mc? = —3.

Se a carga teste é um elétror entdo ¢ & 1,5MV. Graficamos as equagbes da

Tabela 2.2 para os quatro modelos.
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modelo W-8, dado por,

Na Figura 2.4 temos o comportamente da energia em fungio da velocidade
quando e = g¢/me? = 5. No caso de um clétron isto significa ¢ 2 —2,5MV.
Neste caso a particula teste e a casca esférica tém o mesmo sinal de carga.
Nio graficamos o modelo clissico e relativistico, pois como podemos ver
pela Figura 2.2C o efeito de vartarmos o valor de g¢/mc? é um deslocamento

vertical constante das curvas mas seu comportamento permanece inalterado,

Nos modelos de Weber ¢ W—S temos uma mudanga no comportamento
das curvas. Mas ainda assim no modelo W-S quando v/c — 1 tetnos
Efmc® — oo. Contudo, repare o comportamento para baixas velocida-
des. Conforme a velocidade aumenta a energia total diminui até atingir
um minimo. Em seguida temos novamente com o aumento da velocidade
um aumento da energia. A energia atinge wm minimo (no caso W-§ com
g¢/mc® > 3) a uma velocidade que denominamos velocidade critica, v., dada

por
228
Yo 1o (i) (2.32)

onde o = g¢/mc?. Esta relagio é obtida fazendo
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Figura 2.4: Energia em fung¢io da velocidade ao quadradoe para « =
g¢/me* = 5. Se a carga teste é um elétron entio ¢ == —2, 5MV. Graficamos

as equacdes da Tabela 2.2 para os modelos de Weber ¢ W-S.
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dE ac
=0 (2.33)

onde z = v¥/c?. Em nosso exemplo temos o = 5 portanto v,/c = 0, 5372, ou
v2/e? ~ 00,2885,

A energia total no modelo W-§ é dada por

mc?

-  mE-lY 34
E q¢+m me - oo (2.34)

A energia neste modelo € composta por trés termos, a energia potencial

¢¢, a energia cinética mecinica de origem gravitacional

2

L (2.35)
W1 —wife?
e um termo adicional
gpl?
Lo — i 3
Ecan 3 2 C2 (2 6)

Este terrno denominamos de energia cinética eletromagnética. 0 termeo
q¢/3c* tem dimensdo de massa. Esta massa que denominamos massa de
Weber & devida & distribui¢io de carga elétrica ao redor da carga teste.
Para g¢ < 0 a energia cinética eletromagnética € um termo positivo que

portanto soma com a energia cinética mecanica. Para 0 < g¢/me? <
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3 a energia cinética eletromagnética é negativa mas menor que a energia
cinética mecénica, portanto a energia cinética total ainda ¢ um termo po-
sitivo. Quando g¢/me? > 3 a energia cinética eletromagnética é negativa.
Agora temos uma peculiaridade em relagio aos casos anteriores. Quando a
velocidade da particula teste esti no intervalo 0 < v/e < v.fe, onde v.fc
¢ a velocidade critica dada pela equagio (2.32), a energia cinética eletro-
magnética é negativa e com médulo maior que a energia cinética mecanica.
Isto explica o comportamento da curva do modelo W-5 na Figura 2.4,

A questao da massa de Weber é decisiva no modelo W-5 e retornaremos
a ela na préxima Secio . Nesta Segao analisamos alé agora o comportamento
da energia em fungdo da velocidade. Passaremos agora a estudar o corapor-
tamento da velocidade em fung¢io do potencial na casca esférica, ou melhor,
em fungio da grandeza q¢/met.

Na Figura 2.3A a 2.5D graficamos as equagdes da Tabela 2.2. Agora,
graficamos a velocidade a0 quadrado em fungio do potencial na casca esférica.,
As curvas para o8 modelos classico e relativistico nao dependem muite (em
sua forma) do valor de E/me?. Na Figura 2.5A lemos o modelo cléssico.
Neste caso a velocidade tende ao infinito quando g¢/me? — —co. No mo-
delo de Weber, Figura 2.5B, existem dois intervalos distintos: g¢/mc? < 3 e
qp/mc® > 3, Observe que v?/c* — 6 quando g¢/mc® — +oo. Por outro
lado v*/¢? — +oo quando g¢/me? — 3.

A divergéncia ocorre por adotarmos uma energia cinética classica mais a
eletrodindmica de Weber. Mas, ao adotarmos a energia cinética de Schrddinger
mais o modelo de Weber eliminamos a divergéncia e quando g¢/me® — —oo

temos v?/¢? ~— 1, Figura 2.5D, como no modelo relativistico, Figura 2.5C.
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Figura 2.5: Comportamento da velocidade ao quadrado da particula em
fungao do potencial: (A) modelo cldssico; {B) modelo de Weber (escolhemos
dois valores representativos de F/mc?: 2.9 e 3.1); (C) modelo relativistico e

(D) modelo W-5 (escolhemos trés valores representativos de E/me?: 2, 3 e

7.
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Portanto, ac adotarmos a energia cinética de Schrodinger eliminamos as
criticas de Helmholtz sobre a divergéncia.
Na proxima Segiio discutiremos esta situagio na presenga do atrito, como

no exemplo original de Helmbholtz.
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2.3 Estudo da equac¢ao de movimento de u-
ma particula carregada no interior de
uma casca esférica supondo uma forga
de atrito na forma —b7¢ agindo sobre a
particula

2.3.1 Particula movendo—se ao longo do eixo ? com
velocidade 7 = ik

O problema que vamos analisar agora com os quatro modelos € o de uma
carga g movendo—se ao longe do eixo z no interior de uma casca esférica de
raio R carregada uniformemente com uma carga @, vide Figura 2.6.

Consideraremos sempre a velocidade inicial vy no intervalo —e < 2y < .
Vamos supor que a casca esférica dielétrica seja preenchida por um meio re-
sistivo e que a forga de atrito dependa da velocidade como

Fy=—bsk, (2.37)

onde b é uma constante que supomos positiva. Come discutimos na Secao

2.1, podemos escrever uma funcio F definida como

F= %bé’ (2.38)
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tal que

arF .
Fr= - = —bi. (2.39)

Assim podemos escrever a equagao de Lagrange como

4 (oL\ oL  oF
a(a)‘%*ﬁﬂ' (2.40)

Utilizando as equagdes (2.38) e (2.40) mais as Lagrangianas da Tabela
2.1, onde fizemos & = ik, teremos as equagies de movimento resumidas na
Tabela 2.4.

As solucdes das equagdes da Tabela 2.4 estio resumidas na Tabela 2.5.
Na Tabela 2.5 ty € o tempo caracteristico dado por #g = m/be zfc éa
velocidade inicial normalizada. Na Figura 2.7A graficamos o comportamento
da aceleracdo normalizada em funcéio da velocidade normalizada da particula
para o modelo cldssico. Repare que a aceleragio em fungéo da velocidade nao
depende do potencial na casca esférica. Na figuira 2.7A #, é definide por:
%y = cb/m. Na Figura 2.7B graficamos a velocidade normalizada em fungao
do tempo normalizado. A aceleragao normalizada varia no seguinte intervalo
—1 < 3/%, < 1 e a velocidade normalizada no intervalo —1 < 2/c < 1. Como

a particula estd sujeita a uma for¢a de atrito sua aceleragio
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Figura 2.6: Particula carregada movendo-se no interior de uma casca esférica

carregada ao longo do eixo z com uma velocidade 7 = 2k.
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MODELQO EQUACAO DE MOVIMENTQ

CLASSICO mi+bi=0

WEBER mi— §5i4+bi=0

RELATIVISTICO | =y + b2 =0

W-8 g — 45 +bi=0

Tabela 2.4: Equa¢io de movimento de uma particula carregada no interior

de uma casca esférica dielétrica fixa preenchida por um meio tesistivo
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sempre estd oposta a velocidade, Figura 2.7A. Com isto a velocidade diminui
exponencialmente com o tempo. Na Figura 2.7B temos o comportamento da
velocidade em fungio do tempo para vérias velocidades iniciais: 0,8¢; 0,5¢c e
0,2¢c.

O préximo modelo a ser analisado é o de Weber. Neste modelo, temos
um termo adicional quando comparatnos com o modelo cldssico. A equacio

de movimento é dada por

s gP . .
mi = g 5% +b2=0. (2.41)

A equacio (2.41) pode ser escrita como

i ife

r= _—H ~ (2.42)

Temos duas regites para analise: g¢/mc? < 3 e gp/me? > 3. Primeiramente,
vamos analisar g¢/mc? < 3. Nesta regifo a aceleragio tem sinal contrario
a velocidade da particula, vide Figura 2.8A. Apesar disto temos uma de-
pendéncia do potencial na casca esférica. Quando gé/me* = 0 reobtemos a
equagao de movimento para o modelo clissico. Na Figura 2.8B graficamos
a solugio da equacio (2.41}. No intervalo q¢/mc? < 3 a velocidade norma-
lizada em fungio do tempo normalizado decai exponencialmente, como no
modelo classico. Contudo, este decaimento estd relacionado com o potencial
na casca esférica.

A equagio (2.41) pode ser escrita como



M | SOLUCAO DA EQUACAO DE MOVIMENTO

N PR
C £=Zexp !nl

: . -1
i _ 3 ] &
W ;—?EXP[—G(l_a—fﬁu) ]

t_ 1+/1-#/2) el L L
R |- () () - o+

W-S|Lf=

14 /1-F /= b /e 1
fem (Gl ) - (- ) () - ikt i

Tabela. 2.5: Solugdes das equagdes de movimento apresentadas na Tabela 2.4.
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Figura 2.7: (A) comportamento da aceleragio normalizada em fungio da
velocidade normalizada; (B) comportamento da velocidade normalizada em

fungéo do tempo normalizado. Ambos os casos para o modelo classico. Temos

que g = chfm e tg = m/b.

68



a0 -

O o )
ifc
@
10 0
R
-—a-0

ife

ttg
Figura 2.8: (A) comportamento da aceleragio normalizada em fungio da

velocidade normalizada e (B) comportamento da velocidade normalizada em
fungie do temnpo normalizado. Ambos os casos para o modelo de Weber.
Graficamos para diferentes valores de potencial na casca esférica no intervalo

a=qd/me? < 3.
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mow? 4+ bz =0 (2.43)

onde

Mg =M — — (2.44)

€ a massa inercial efetiva Weberiana. Quando g¢ < 0 teremos m;.f/m > i, 0
que torna o decaimento mais lento comparando com o caso classico devido ao
aumento da massa inercial efetiva, Quando gé/mc® = 0 temos m;./m = 1,
que ¢ o caso classico. Para 0 < g¢/mc? < 3 teremos 0 < m:/m < 1, o
que torna o decaimento mais rapido comparado com o caso clissico devido
& diminuigio da massa inercial efetiva. Na Figuras 2.8A e 2.8B graficamos
a equacdo 2.41 e a solugéo desta equagdo, Tabela 2.5, para trés valores de
q¢/me?: -3; 0 e 2. No grifico 2.8B a velocidade inicial é 23/c =0, 7.

Agora vamos analisar g¢fme® > 3. Nesta regiio a aceleracéo tem sinal
igual & velocidade, vide Figura 2.9A. Como no caso anterior, temos uma
dependéncia do potencial na casca esférica. Na Figura 2.9B graficamos a
solugio da equagio (2.41) no intervalo ¢¢/me? > 3. Vemos que a velocidade
normalizada em fungdo do tempo normalizade aumenta exponencialmente.
Isto devido & massa inercial efetiva, equagho (2.44), que torna-se negativa.
Repare, quanto mais préximo de trés o valor de g¢/mc?, menor serd a massa
inercial efetiva, equagio (2.44), e teremos uma variagio maior na velocidade.

Na Figura 2.9A e 2.9B gralicamos a equagio (2.41) ¢ a solugio desta equacio
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Figura 2.9: (A) comportamento da aceleragio normalizada em funcio da
velocidade normalizada e (B) comportamento da velocidade normalizada em
fun¢fio do tempo normalizado. Ambos s casos para o modelo de Weber com

a=qd/me? > 3.
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para trés valores de gq¢/mc®: 5; 10 e 20. No grifico 2.9B a velocidade ini-
cial é zp/e = 0,7. Portanto, de acordo com a eletrodindmica de Weber
mais mecdnica Newtoniana a velocidade inicial da carga teste aumenta in-
definidamente devido ao atrito quando ¢g¢ > 3mc?, em vez de diminuir, como
ocorre classicamente. Aqui estd o ponto principal da critica de Helmholtz.
Mesmo com #g < ¢ a carga ulirapassara a velocidade da luz a partir de um
certo momento, algo nunca observado. Adiante mostraremos como isto €
resolvido no modelo W-5.

Agdra vamos analisar o modelo relativistico. A equagdo de movimento

relativistica dada na Tabela 2.4 pode ser escrita como

Pz AN
s‘f‘é(l_c—?) _ (2.45)

Na Figura 2.10A graficamos a equagdo (2,45), Como no case classico, a
aceleragio tem sinal contririo & velocidade. Quando graficamos a solugdc da
‘equagio relativistica, Tabela 2.5, teremos um decaimento tipo exponencial da
velocidade com o tempo, vide Figura 2.18B. No modelo relativistico, como
no modelo cldssico, a velocidade e aceleragio independern de potencial na
casca esférica. Graficamos a Figura 2.10B para vérias velocidades iniciais
#fc 0,25 0,5 ¢ 0,8,

A equacgio de movimento relativistica é dada por

mz

sy =0 (2.46)
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Ela pode ser escrita como a segunda lei de Newton
Mien 3 + b3 =0 (2.47)
onde
My = m(1 — 32 /)3 {2.48)

é a massa inercia! efetiva relativistica.

O comportamento qualitativo das curvas na Figura 2.10 é o mesmo que
no modelo classico. As diferencas maiores ocorrem para z > 0, 5¢, quando
os eleitos relativisticos comegam a aparecer. Nestes casocs pode-se entender
o comportamento das curvas observando-se que a massa inercial efetiva au-
menta com a velocidade, fagendo com que o decaimento da velocidade seja
mais lento do que no caso classico.

Iniciamos agora a analise do modelo W-S. A equagio de movimento do

modelo W-8 é dada por

(F_L”,__Fﬂ)gwﬁo. (2.49)

1 —32/c2)3/2  Je?
A equagho (2.49) pode ser escrita na forma Newtoniana como

Miesz + 82 =10 (250)
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Figura 2.10: (A) comportamento da aceleracao normalizada em fungio da
velocidade normalizada. {B) velocidade normalizada em funcgio do tempo

normalizado. Ambas os casos para o modelo relativistico.
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onde

m ¢
(1 - 22/2Pr T 32 (2.51)

Mg =

¢ a massa inercial efetiva. A equagio (2.49) também pode ser escrita como

(-2

E :
Z__ . 2.52)
YT {

- (-5)

A equagao (2.52) ira divergir quando
.2y 3/2
1 qé 32\*
_C¥ 12 =0. .
1 3 md ( o 0 (2.53)

Isto ocorre somente para ¢¢/me? > 3. Entéo para um valor dado de g¢/mc?

teremos uma velocidade critica dada por (sendo o = gé/mc?):

a7

que é o mesmo valor dado pela equagio (2.32) quando discutimos o minimo

da energia, Segéo 2.2.5. A solucgéo da equacio (2.49) é

i:ln Hi "1_22/02) — (1_1‘14"5“)1,](‘%)
L+ ae gmet) " \aoje

g

(s



1 1
- + J1- 3/

(2.55)

onde Zo/c é a velocidade inicial normalizada e 19 = m/b é o tempo carac-
tetistico. Da equagdo (2.52) temos dois intervalos para andlise: g¢/me? < 3
e g¢/me? > 3.

A Figura 2.11A mostra o comportamento da equacio (2.52) onde fizemos
gé/mel= -3; 0 e 2. Da Figura vemos que a aceleragio tem sempre sinal
contrario a velocidade. No modelo relativistico, que corresponde ao modelo
W-5 quando g¢/mec? = 0, a velocidade normalizada varia no intervalo —1 <
2fe < 1 enquanto que a aceleragdo normalizada varia no intervalo —0,3 <
#/33 < 0,3. Mas no modelo W-5 a aceleracio normalizada depende nio sé
da velocidade mas também do potencial na casca esférica, equagio (2.52).
Entdo, para g¢/me? = —3 e velocidade variando no intervalo —1 < ife <1
a aceleragiio normalizada varia no intervalo —0,2 < /3% < 0,2, Com isto a
velocidade da particula em funcéo do tempe normalizado, Figura 2.11B, decai
mais vagarosamente com o tempo se compararmos com o modelo relativistico.
Para g¢p/me? = 2 a velocidade da particula em Iungao do tempo decaj mais
rapidamente que o caso relativistico.

Este comportamento novamente deve-se & massa inercial efetiva, equagio
(2.51). Quando g¢/me? < 0 temos um acréscimo na massa inercial mecanica
devido a massa inercial de Weber, ¢¢/3¢?. Com isto obtem-—se win decaimento

mais lento que o modelo relativistico. Para q¢/mc? = 0 a equagio (2.51)
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Figura 2.11: (A) comportamento da aceleragio normalizada em fungio da

velocidade normalizada e (B) comportamento da velocidade normalizada em

fun¢ae do tempo normalizado. Ambos 0s casos para o modelo W-§.
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torna—se a equacao (2.48) e assim o decaimento é igual a0 modelo relativistico.
Quando 0 < gd/me® < 3 temos um decréscimo na massa inercial efetiva
devido ao termo g¢/mc? que torna—se negativo, vide equagao {2.51).

Apgora vamos analisar o caso mais interessante dentro do modelo W-S8.
Quando g#/mc? > 3 entramos no intervale de divergéncia da equagio (2.52).
Em nossa analise numérica vamos supor q¢/mc? = 5. Assim quando grafi-
camed a equagio (2.52), vide Figura 2.12A, ela diverge na velocidade critica,
(2.54), ou seja quando £/c = 0,5372.

Vamos analisar o intervalo 0 < 2/c < 1, Figura 2.12A. Quando 0 < 2/c <
0,3372 a aceleragao possul o mesmo sinal da velocidade. Entéo para uma
velocidade inicial 2o = 0,2, Figura 2.12B, a velocidade da particula crescera
até z/c = 0,5372, que é a velocidade critica. Agora, para uma velocidade
inicial Zo/¢ = 0,7 a velocidade da particula diminuira até 3/c = 0,537 que é
a velocidade critica.

Este comportamento deve-se i forma da massa inercial efetiva. Na Figura
2.13 graficamos a equagdo (2.51), a massa inercial efetiva, em fungdo da
velocidade normalizada no intervalo 0 < z/c < 1 para trés valores de g¢/me®:
0,3 e 5. Repare que no intervalo 0 < #/c < 0,537 a massa inercial efetiva
¢ negativa para q¢/mc? = 5. Como temos uma forga resistiva, a velocidade
da particula aumentara até z/c = 0,537. Quando 0,537 < Zfc < 1 a massa
inercial efetiva é positiva para g¢/mc® = 5. Para 2 = %, a massa inercial
efetiva é zero, 'odemos supor que a particula deixa de interagir com o meio
neste caso.

Vamos discatir aqui o caso em que o = gd/mc? > 3. O ponto principal a

ser observado nesta idltima analise é o problema apontado por Helmholtz
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Figura 2.12: (A) comportamento da aceleracio normalizada em funcéo da
velocidade normalizada. A divergéncia ocorre quande 2/¢ = #./c. (B) com-
portamento da velocidade normalizada em funcdo do tempo normalizado.
Para 0 < Zp < Z. & velocidade da particula tende para .. Para z. < Zn < ca
velocidade também tende para z.. Utilizamos g¢/mec? = 5 nos graficos acima

tal que z./c = 0,5373. Ambos os casos para o modelo W-5.
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Figura 2.13: Comportamenio da massa inercial efetiva normalizada em
fungao da velocidade nornalizada para o modelo W-5. Graficamos a massa
eletiva para vérios valores de g¢/mc? Quando ¢é/mc? = 0 reobtemos a

massa inerclal efetiva para o modelo relativistico.
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que ndo mais aparece no modelo W-5. Isto é, se a carga teste tem uma ve-
locidade inicial menor que ¢, 0 < vg < ¢, entédo sua velocidade final serd a
velocidade critica v, = ey/1 — {3/a)%/3, que & menor que ¢. Se sua veloci-
dade inicial estiver entre 0 e v,, ela aumentard sua velocidade até atingir v,
permanecendo entdo nesta velocidade, Caso v. < vy < c ela diminuira sua
velocidade novamente até atingir ..

Estes comportamentos pedem ser entendidas fisicamente observando que
em W-S a massa inercial efetiva depende nio apenas do potencial mas
também da velocidade

E o mais importante ¢ que esta resolugdo da critica de Helmholtz nio
envolveu modificagtes na eletrodinimica de Weber mas apenas na mecinica

Newtontana . Qu seja, bastou introduzir uma energia cinética dada por

me[f1 — v2/c? — me?, em vez de mu?/2.



2.3.2 Particula movendo—se numa circunferéncia de
raio pp com velocidade ¢ = ppfd

Na Segio 2.3.1 analisamos o movimento ao longo do eixo 2. Agora va-
mos analisar um movimento numa 6rbita fechada da particula teste. Para
isto supomos que a particula carregada move—se numa circunferéncia de raio
constante py, devido a vinculos radiais. Sua velocidade é entdo 7 = pgéé.

Na Tabela 2.1 temos que a Lagrangiana para o modelo W-5 é dada por

202 242
Lg :_mc’\h— pnc—g+mc2—q¢ (1+%) ) (2.56)

Utilizando a equagido (2.7) e lembrando que

2
F= ”% , (2.57)

entéo a equagao de movimento para a componente tangencial da velocidade

fica

242 [ a2 i 3

Y. L _ qeﬁz bPD +7 0. (258
Vi-apfe (1= ggry@)”t Sme] befm = e

Vamos definir @ = g8, = pof e # = pofl. Assim a equagio (2.58) pode ser

escrita como

[[ 1 a¢ ] gL E_g (2.59)

1-23 /P2 3Ime?| & ¢
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onde & = befm. A equagdo (2.59) pode ser escrita como

Fo  1—(g8/3mc)(1 — 2/ EPR

z (#/c)(1 — &/ {2.60)

Comparando as equagoes (2.60) e (2.52) vemos que elas possuem a mesma.
forma. Assim o que foi discutido na Segio 2.3.1 também vale para o movi-

mento circular no interior da casca esférica.
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Capitulo 3

Estudo do capacitor plano
ideal: movimento retilineo

através do capacitor

3.1 Introdugao

Neste capitule utilizamos uma mudanga na geometria do problema. Uma
particula com carga ¢ e massa m {nocs exemplos numéricos serd sempre um
elétron) movendo—se perpendicularmente as placas de um capacitor plane
ideal {com uma densidade superficial de carga ¢ de sinais opostos, médulos
iguais e distribuidas homogeneamente), vide Iigura 3.1. Nosso objetivo aqui
éestndar o comportamento da particula utilizando o modelea W-S. Em nossa
tese de mestrado ja analisamos o modelo clissico, 0 modelo de Weber e o

modelo relativistico. E os principais resultados encontram-se em [AC91] e

&4



[Cal9l].

Quando estudamos a casca esférica vimos que o modelo W-§ superou
as criticas de Helmholtz quanto & divergéncia da velocidade que ocorria no
modele de Weber com a mecanica classica. Por outro lade ele introdunziu no-
vos aspectos que ndo tinham side discutides por Helmheoltz: a massa inercial
efetiva dependendo do potencial e da velocidade. Esta massa inercial efetiva
conduz a uma massa inercial negativa devido ao termo da “massa de We-
ber”. Nas Secoes 2.3.1 e 2.3.2 estudamos algumas das conseqiiéncias de uma
massa inercial negativa. Por exemplo, o aumento da velocidade da particula
catregada no interior de uma casca esférica preenchida por um meio resistivo.

Um experimento como o proposto por Helmholiz nunca foi realizade,
pelo que temos conhecimento, e estamos na drea dos argumentos tedricos.
Portanto resolvemos aplicar estas teorias a uma geometria em que temos
algum dado experimental disponivel. Por este motivo adotainus o capacitor
planc ideal.

Nos modelos que vamos estudar néo levamos em consideragio os efeitos
de bordas, perdas de energias devido a radi¢io eletromagnética e indugoes

de correntes nas placas do capacitor quando o eletron é acelerado entre elas.
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Figura 3.1: Capacitor plano com uma densidade de carga +o em suas placas,
e uma particula com carga ¢ € massa m movendo-se perpendicularmente as

placas.
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3.2 Energia de uma particula carregada no
interior de uma capacitor plano ideal

Vamos utilizar a energia potencial de Weber dada por

g4 1 17;?; .
y=———1—-==]. .1
v, drzg 1y, ( 2 ¢2 (3.1)

A energia de interaciio de uma carga ¢ movendo—se ao longo do eixo r é
obtida integrando a equagao (3.1), vide Apéndice D, sobre as duas placas. O

resultado desta integragio é dado por

qo qo oo v?
et ey IO v 2
UVL (“1'-7 '1“0) o Zo e 2 2 [ (3 )
_qo goxv? .
Uw(—xggxgru}—gx—k?ac—z, (3.3)
2
. qo g7 190 ]
> z) = Wig  L2TO .
Uw(z 2 zo) = o + s 22’ (3.4)

onde & € a densidade de carga na placa positiva do capacitor, +x¢ é a posicao
das placas do capacitor e v é a velocidade normal as placas da particula

localizada em 7 = z(t)i.



Podemos escrever que
_@
=4 (3.5)

onde €} é a carga total na placa e A sua area. Temos ainda que:

- SQAA(P

21‘0

Q , (3.6)

onde Ay é a diferenca de potencial entre as placas (Ay > 0). Substituindo
a equagio (3.6) na equagio (3.5) obtemos
o= 00 (3.7)

2:1',‘()

Estas sdo grandezas caracteristicas do capacitor e néo dependem da teoria.
utilizada.

Antes de continuarmos vamos utilizar as equagdes (D.16) a (D.18), A-
péndice D). Destas equages e utilizando a equagio (2.2), Secéo 2.1, podemos
obter a forga exercida pelas placas do capacitor sobre a particula quando esta

move—se ao longo do eixo z:

Pz < —zg) = ch*"ai, (3.8)
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— A 2
F(—x95x5x0)=—u[l+——+—:|i, (3.9)

L A
Flzo<x) = —qchaa, (3.10)

onde a ¢ aceleragio da particula normal as placas do capacitor. As equacdes
(3.8) a (3.10) s&@o resultados que nio obtinhamos com o modelo cléssico, De
acordo com a eletrodindmica de Weber a carga ¢ sofre a agio de uma forga
exercida pelas placas sempre que ela possuir uma aceleragio em relagio as
placas, mesmo quando esta fora do capacitor. Uma possivel situagio de teste
para estas previsdes é estudarmos como um oscilador harménico carregado
eletricamente & afetado pela presenca do capacitor. Isto serd analisado no
capitulo 4. Agora, retomemos o estudo da energia.

A energia total da particula quando consideramos o potencial Weberiano

e a energia cinética de Schrédinger, é

E=Uy+Ks (3.11)

onde F é energia total, /i é a energia potencial Weberiana ¢ K¢ ¢ a encrgia
cinética de Schrédinger.
Utilizando as equagoes (3.2), (3.3} e (3.4) e as equagoes (2.35) e (3.7)

tetnos que
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gy qApv? me? 2

< — = e ———— e — -
E(z - mo) 2 4 2 + m me, {3 12)
2 2
El-soSz<m)=30¢2 (glevie | md 2 (313

2 ag 4 c2xg 1’1—v2/c7

q/-‘w + quv_ +me 2

———mc". 3.14
c? /1 — v/ (3-14)

E(.',Bn < $)

Em nosso trabalho de mestrado analisamos o caso em que um elétron

penetrava o capacitor & esquerda de A (Figura 3.1) com uma velocidade

préxima de zero e era acelerado pela diferenca de potencial entre as placas

até sair em B (Figura 3.1}. Mostramos que tanto no modelo cléssico quanto

no de Weber que para diferen¢as de potencial finitas (da ordem de 108V) o

elétron atingiria velocidades acima da velocidade da luz, ver [Cal91] e [AC91].

Apenas o modelo relativistico previa um limite superior correto para a velo-

cidade dos elétrons igual a 3 X 108m/s, como observado experimentalmente.

Como o modelo de W-S superou as criticas apontadas par Helmholtz no

caso da casca esférica, resolvemos analisar o mesmo problema do mestrado

com esta teoria. Qu seja, supondo um elétron entrando em A com v = 0,

queremos saber sua velocidade de sajda em B para virios valores de Aw.

Utilizando o principio de conservaghio de energia vem:

a0



E(z € —zg) = E{—z0 < 2 < 20). (3.15)

Assim

qhp  gAp vl mc?

2 4 c2+ 1—wv2fc

_qhpr | qApvtz me?

+ET (3.16)

2 =z 4 xo o f1-vie’

onde v, é a velocidade da particula antes de entrar no capacitor e v sua
velocidade no interior do capacitor. Faremos a hipétese que v, < c.

Podemos entio escrever a equacio (3.16) como

2mc? Ty xp2e? = L (3.17)

V1 —v?fc? B

Consideramdo & = «p, vu seja, a parlicula tesle saindo pela placa positiva e

_ade [1 r oz lvz] i

¢ = —e (um elétron), teremos:

mc? 1
Agp = _ _ 13y (3.18)
e[1+4% {\/1—';7 }

9



Uma analise numérica da equagio {3.18) é dada na Figura 3.2. O principal
resultado & que a velocidade da particula acelerada é sempre menor que ¢ ¢

assintética a ¢ quando Ay — oo.
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Figura 3.2: Comportamento da velocidade de saida em funcgao da diferenca
de potencial para o modelo W-5. A particula teste é um elétron acelerado
a partir do repouso dentro do capacitor ideal. Vemos que a velocidade final

vai para ¢ quando Ay — co.
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3.3 Comparando os modelos

Com a finalidade de compararmos os resultados varmos retomar o tra-
tamento classico {Coulomb + mv?/2), Weberiano {Weber + muv?/2), rela-
tivistico {Coulomb + energia cinética relativistica) e utilizando os resulta-
dos obtidos na Segdo 3.2 (Weber + Schrédinger), especificamente a equagio
(3.18). Os resultados aqui discutidos encontram-se em [CA95¢].

Nas Figuras 3.3A a 3.3D comparamos os quatro modelos. Em todas
elas utilizamos a conservagio da energia, equagdo (3.15), na forma E =
K + U. Para a energia cinética temos a clissica, K. = mv%/2, ou a dada
por mc’/\/l_T'b’/c; — mc?. Esta tltima expressao é analoga A energia re-
lativistica, K,, e também 4 obtida por Schrédinger, K5, discutida na Secdo
1.3. Para a energia potencial temos a de Coulomb, Up, equagio (3.1) com
1, = 0 e energia potencial de Weber, Uy, equagdo (3.1}. Quando integramos
a equagio (3.1} para uma carga interagindo com um capacitor plano ideal
obtemos as equagdes (3.2} a (3.4) para o modelo de Weber ou para o cldssico
(sem o termo em v?),

O problema analisado por estes modelos é o mesmo da Segéo 3.1. Um
" elétron sendo acelerado do repouso a partir de £ = ~zg até & = 2o, Ortogo-
nalmente as placas de um capacitor ideal, Figura 3.1, [Cal91]. No primeire
modelo, Ky + Uy, temos a energia cinética classica e potencial de Coulomb.
Entio v? é uma funcdo linear de Ay e cresce indeflinidamente sem limites.

A diferenga de potencial em fungio da velocidade ao quadrade é dada por
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Figura 3.3: Velocidade final de um elétron sendo acelerado a partir do re-

pouso dentro de um capacitor ideal como fungio da voliagem Ay entre as pla-

cas de acordo com os quatro modelos. Utilizamos a energia cinética classica,

relativistica e de Schrédinger (J; K, e Kg, respectivamente). Para a energia

potencial elétrica utilizamos o potencial Coulowuibiano e Weberiano ({7 e Uw,

respectivamente}). Em (D) temos a compargao entre as predi¢oces tedricas do

modelo W-§ (K5 + Uw) e do modelo relativistico (K, + Ug) com os dados

experimentais obtidos por Bertozzi, [Ber64).
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Amoy?
Ap=_"——, 3.19
¢ 2e ¢? ( )

No segundo modelo, K¢ + U, temos a energia cinética clissica e & po-
tencial de Weber. Neste modelo nio temos limite superior na velocidade v?
e ela diverge quando Ay — IMV, A diferenca de potencial em funcao da
velocidade ¢ dada por

me? b
Ap = S (1 e (3.20)

No terceiro modelo, K, + Ug, temos a energia cinética relativistica e a
energia potencial de Coulomb. Entio a velocidade tende assintoticamente a
¢ quando Ag — co. A diferenga de potencial em fungio da velocidade é

dada por
me? 1
Ap=— 0 —— 1. 3.21)
e {\/1 ~ i } (

No guarto modelo, [CA95¢], temos a energia cinética de Schrdinger mais
a energia potencial de Weber. Os resultados deste modelo sdo proximos aos
do modelo relativistico, Figura 3.3C. Mesmo utilizando a energia potencial

de Weber obtemos uma velocidade limite para o elétron, v — ¢, quando
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a diferenga de potencial vai ao infinito, A ~—— oco. Somente o modelo
refativistico e o modelo W-§ sao compativeis com os dados experimentais.
A diferenca de potencial em funggo da velocidade é dada pela equagio (3.18).

Existe um experimento importante realizado por Bertozzi [Ber64] onde
ele mede o tempo de vdo de um elétron sendo acelerado em um acelerador
eletrostatico van der Graff € em um acelerador linear, LINAC.

Ha cinco medidas em seu experimento nas quais a energia cinética dos
elétrons, em MeV, sao: 0,5; 1,0; 1,5; 4,5 ¢ 15. A partir da medida do tempo
de voo dos elétrons em cada medida e da distancia viajada pelos elétrons,
8,4 metros, Bertozzi obteve os seguintes valores para v?/c?, respectivamente:
0,752; 0,828; 0,922; 0,974 e 1,0. Na Figura 3.3D comparamos os modelos
teoricos discutidos com os resultados experimentais de Bertozzi. Graficamos
v?/c? conira a diferenca de potencial que acelera os elétrons. Como podemos
ver da Figura 3.3D e das anteriores, Figuras 3.3A a 3.3C, somente o modele
relativistico e o0 modelo W-5 sio compativeis com os dados experimentais.

Em seu artigo, [Ber64), Bertozzi diz que o erro experimental para todos as
medidas é de dez por cenio, 10%. Assim graficamos na Figura 3.4 os valores
tedricos para os modelos W-5 e relativistico mais os dados experimentais
de Bertozzi com os respectivos erros. Vemos que as duas curvas tedricas
530 compativeis com os dados experimentals dentro da faixa de erro, Como
temos somente cinco pontos experimentais e efeitos de borda etc. ndo foram
levados em constderagio nos quatro modelos discutidos, ndo podemos decidir
entre estas duas 1iltimas curvas tedricas para este experimento.

. De qualquer forma o mais importante a ser observado € que o modelo

W-5 esta levando consistentemente a uma velocidade limite ¢ para as cargas
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sendo aceleradas em diversas situacdes, como observado experimentalmente.
E isto apesar do fato de termos na eletrodininica de Weber uma massa
inercial efetiva que depende da energia potencial elétrica da carga, fato que

néo ocorre na relatividade.
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Figura 3.4: Comparagio entre as curvas tedricas para os modelos W-S5 e rela-
tivistico com os dados experimentais de Bertozzi, [Berf4], com os respectivos

erros.
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Capitulo 4

Estudo do capacitor plano
ideal: movimento oscilatério

proximo as placas do capacitor

4.1 Introdugao

Neste Capitulo vamos estudar o movimento oscilatério de uma particula
cartegada proxime a um capacitor plano ideal. Pois como vimos anterior-
mente no modelo de Weber, equagoes (3.8) a (3.10), temos uma forga de

. o . .
origem eletrodininica atuando sobre uma particula carregada no exterior
da capacitor quando a carga sofre uma aceleragdo, fato que nao ovorre na
eletrodinamica classica.

O objetivo de estudarmos um oscilador harménico & verificar como esta

forca extra externa modifica a freqiiéncia do oscilador. Para isto vamos
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estudar os quatro modelos diferentes com a finalidade de observarmos quatro
limites: baixas (v/c < 1) e altas velocidades (v/¢ &= 1) e verificarmos o
comportamento quando a grandeza ¢Aw/mc? = 0 e para gAp/mc? — 400,
onde ¢ ¢ a carga da particula teste e Ap é a diferenga de potencial entre as
placas do capacitor,

Vamos utilizar como limite para baixas velocidades o oscilador harmonico
classico (OHC). Para o limite de altas velocidades o oscilador harménico re-
lativistico (OHR). No modelo de Weber a energia da particula serd dada pela
energia cinética classica, mais a energia potencial da mola (responsavel pelo
movimento oscilatério da carga teste) e mais energia potencial Weberiana,
equacio (3.2). A isto denominamos oscilador harménico de Weber (OHW).

Quando consideramos altas velocidades e uma particula carregada vamos
utilizar o modelo que denominamos oscilador harménico de W-§ {(OHS).
Neste modelo a energia é dada da mesma forma que OHW onde trocamos a
energia cinélica classica pela energia cinética de Schrodinger.

A Figura 4.1 mostra um esquema do problema estudado. Temos wmna
particula carregada oscilando proximo a um capacitor plano ideal, com am-
plitude b € sua posigio de equilibrio dada por zg.

A posicio da carga q num certo instantc ¢ & representada por x. Na si-
tuacgio analisada aqui ela estd fora do capacitor, a esquerda da placa negativa
(z < —xzq). Consideramos que ela estd presa a uma mola ideal de constante
elastica k. Estudamos sua oscilagio ortogonal s placas do capacitor, ou seja,
ao longo do eixo z. Na posi¢io de equilibrio z = zg temos que ela ndo sente

nenhuma forca da mola. Sendo a amplitude de oscilagio dada por b temos:
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Figura 4.1: Particula carregada oscilando préximo a um capacitor plano

ideal: zg é a posicao de equitibrio e ¢ a posigio da particula. Assim —b <

z — g < b, sendo b a amplitude de oscilagao.
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zg—bh<e<eg+b. {4.1)

Escolhendo o zero do potencial no meio das placas, ¢ = (, temos que a
energia potencial eletrostitica Coulombiana a esquerda da placa negativa ¢
dada por U, = —¢Aw/2. Ja a energia potencial elistica é dada por Uy =
k(z—zg)? /2 = kn?/2, onde definimos n = z-—~zg. A energia cinética classica
¢é dada por T = m4?/2 = mp?/2. Qs principais resultados deste Capitulo
encontram-se em [CA95b] e JAC95a). Com isto podemos comegar a comparar

os modelos.
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4.2 Oscilador harménico classico (OHC)

A Lagrangiana para o OHC é dada por
L=7T-58,, (4.2)
onde

=20, (4.3)

=R (4.4)

+ 18P kT (4.5)

A particula oacilard com uma amplitude b e sua posi¢io de equilibrio é
dada por zg, entdao —b £ & — rg < b. Utilizando a equagio (2.5) a energia
total K é dada por

mit kit gAy

B — 4 -2 .
5 + 3 5 (4.6)
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Para t = 0 vamos supor ¢ = zg (7 = 0) e 7 = %, onde 7 é a velocidade

inicial. Portanto por conservac¢io de energia podemos escrever que

L O A L G
F=3 3 ~ 2 t2 "3 (#7)

Qu seja,

dy _ ‘f-z koo
E_:t ”?n—a’?~ {4'8}

Vemos que dy/dt = 0 para 5 = Lig/m/k. Da equacio {4.7) vem:
i’ + k' = mg . (4.9)

Derivando esta equagdo em relagio ao tempo obtemos a equagio de movi-

menko:

mij+ ky=0. {4.10)

A solugzo desta equagido que satisfaz as condi¢fes iniciais é:

7= Egsinwgt N (4.11}
]
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it = o coswnt, (4.12)

onde wy = {/k/m ¢ a freqiencia natural de oscilagde da carga ligada & mola.

O periodo de oscilagdo é dado por

4/""“/"#* dn. 4 pioymik dn 2%
T= - = = T =
0 N finJde J1—kn?/mpd %o

(4.13)

Se a condigao inicial fosse 5(¢ = 0) = b e #(t = 0) = 0 a solugio seria

n = beoswyt , {4.14)
# = —bwg sinwot . (4.15)

A velocidade méxima atingida pela carga € k. Em particular 5 pode
ultrapassar a velocidade da luz se bwg > ¢. Isto nunca foi observado experi-

mentalmente e indica uma limitagde do modelo classico.
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4.3 Oscilador harménico de Weber (OHW)

A Lagrangiana para OHW ¢é dada por

L:T‘FT———’“—- (4.16)

D S L S
E= G@y 2 02 (#17)

Como no caso classico quande ¢t = 0 vames supor # = 0 e 1} = 1. Portanto

podemos escrever que

— Micull _ qAp
2 2

= , .1
5 + ) 5 (4.18)
onde definimaos
_ q‘f-\v) ( a)
few — 1-—= 1-—- 3 .
Miew = 1 ( ) =m (13 (4.19)

como a massa inercial efetiva Weberiana no caso do capacitor. Derivando a

equagao de energia em relagdo ao tempo obtemos a equagio do movimento,
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ou seja

el + by = 0. (4.20)

Esta equagiio tem a mesma forma gue no casc classico, A tnica diferenca é
que nela temos mj,, = m(l —a/2) em vez de m. Como o = gAp/mc? vemos

que m;,,, pode ser positiva, nula ou negativa. Vamos analisar estes trés casos:

A)a<2

Neste caso temos fii. > 0 e solugbes oscilatérias. Se p{t = 0) =0 e

it = 0) = fo vem:

7= ginwpt, (4.21)
wy
% = fpcoswt , (4.22)
onde
%
ww o (4.23)

“Vml=o/2) T iz ap2

¢ a frequéncia natura! de oscilagdc neste caso. Vemos entfo que apesar da

solugao qualitativa ser a mesma, a freqiiéncia de oscilagio passou a depender
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da diferenca de potencial no capacitor, embora a carga esteja oscilando fora
da capacitor. Isto é uma caracteristica da eletrodinimica de Weber.
Para as mesmas condi¢des iniciais (n = 0 e § = ) vemos que a amplitude

de oscilagio mudou de b = 1jg/wo = 5oy/m/k para

bw:n—"=1—"-./1-—a/2=b 1—‘5". (4.24)
o .

wi

Qu seja, quanto mais « se aproxima de 2 menor vai ficando a amplitude de
ascilagio e maior vai ficando a freqiténcia de vibragio.

Caso as condigdes iniciais fossem 5t = 0) = b e 5(t = 0) = 0 terfamos:

n = beoswwt, (4.25)
1} = —bww sin Luwt . (426)

A amplitude de oscilagio seria a mesma que no caso classico mas no-
vamente com uma freqiiéncia dada por wy = we/ \/ m A velocidade
maxima atingida pela carga nio é mais kop mas sim bow = bup/i/1 —a/2.
Para e perto de 2 esta grandeza ultrapassa mais facilmente a velocidade da

luz do que no caso classico.



Bla=2

Neste caso temos mi., = 0 € a iinica solucéo da equagdo de movimento é

n=0,Y¢t. (4.27)

Ou seja, com a particula tendo uma massa inercial efetiva nula é como se ela
nao pudesse interagir.
Para se ter uma idéia da ordem de grandeza, se a carga teste é um elétron

entio isto ocorre para Ay = 2me?/e = 10°V.

Cla>2

Neste caso a carga teste se comporta como tendo uma massa inercial efe-
tiva negativa. A mola distendida vai entdo acelerar a particula aumentando
a distencéo da mola, em vez de restaura-la & posicao inicial. Isto é analogo
a0 que ocorreria ne exemplo de Helmholtz em que nesta situagio a forga de
atrito acelerava a carga em vez de freia-la.

A solugio da equagio de movimento é entéo

= M_gink W2 (4.28)
Lz
7 = o = coshwys , (4.29}
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onde

T

sinhy = 7 , (4.30)
V4 e

coshy = ¢ -;e . (4.31)

e wyy = wof+/af2 — L.

QQuando ¢ cresce vemos que 7 e 5 também crescem indefinidamente. Ou
seja, o movimento deixa de ser oscilatorio e periédico para ¢ > 2. Qual-
yuer pertubarcio na posigao inicial de equilibrio tende entdo a crescer in-
definidamente. O equilibrio em ¢ = zg é entdo altamente instavel se o > 2.

Mesmo com 79 < ¢ chegaria win momento nesta situacio em que 7§ > ¢
Novamente isto nunca foi observado experimentalmente.

Caso a condigao inicial fosse n(t = 0) = b e #(t = 0) = 0 0 mesmo pro-

blema ocorreria ja que agora a solugio é dada por

7 = beosh wynt , (4.32)

1 = buwygsinhw,gt . {4.33)

Novamente 7 € % crescem indefinidamente com o aumento de ¢.
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4.4 Oscilador harmoénico relativistico (OHR)

A Lagrangiana para o caso relativistico é dada por

2
L=—mc 1—#2/62+¢Tp—k%+mcz. (4.34)

Utilizando a cquagio {2.5) a energia da particula ¢ dada por

- —_ - . 4,

A equacao (4.35) pode ser escrita como

: mc
\jl“nngZ:E_knTz

e

2

(4.36)

Portanto, mesmo com £ — oc (b — oo) temos que 52/c? < 1 e a ve-
locidade maxima sera ¢. Por simplicidade vamos considerar como condigio
inicial apenas o caso 5{t = 0) = b e §(t = 0) = 0. Dividindo por mc® e
definindo A = kb*/2mc?, que 4 razio entre a energia elstica e a energia de

repouso, esta equagio pode ser escrita como

A (1-T) - L (437)

#) " e

Rearranjando os termos temos



7 _ldy 1
¢ cd i\/ T+ AL/ (4:38)

O periodo sera dado por

b
T=4/ d_r;
[

iy [1+A(1“”’)]d’?

(4.39)
\/‘2A 1-2)+ 42 (1-8)°

Fazendo uma mudanca de varidvel 5

{4.39) teremos

= bcosy € substituindo na equacgio

bain pde

_4/%
cJo \/ZAsin2¢\/l+;isin2Lp

N f Absin® pdy (4.40)
cJo \/2Asin2tp\/l+%sin’:p '

As integrais acima sdo do tipo clipticas. Vamos supor que a energia
elastica da particula presa a mola seja muito menor que sua energia de re-
pouso, kb*/2 <« mc®. Entdo vamos expandir em poténcias de A e reter

somente até a ordem A. Lembrando que A = kb /2mc? temos
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4b [me? [ (% 3R .,
T=— W{/ﬂ d¢p+§m f 5 sin rpdga}. (4.41)
Resolvendo as integrais obtemos

k 3 kt? 2r

Escrevendo w, em fungéo da freqiiéncia natural de oscilagao, wo = (/k/m,

vem

wy 1
" =i o (4.43)
16 m.
ou, expandindo:
wr 3 kb2
Ll (4.44)

Vemnos entdao que para uma mesma condigio inicial o oscilador relativislico
tem um periodo maior € nma freqiiéncia menor que o classico. Isto pode ser
entendido observando-se que a massa inercial da particula na teoria da rela-
tividade aumenta com a velocidade. Logo, durante um periodo a particula
comporta—se como se fosse mais massiva do que no caso classico, por isto a

mudanga em 7 e w.
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Retomando a equagdo (4.37), expandindo em poténcia de v/c e retendo

até a ordem v*/c* teremos
2
1+A(1_”_)=1+1”—+§’7—. (1.45)
A equag#@o acima pose ser escrita como

i* 8A
2—2—?(1—%)=0. {4.46)

2|

q‘d
pr +
Resolvendo a equacio (4.46) teremos

" "
U 2.2 7
=t [146A11 - 4. 4.47
c? 3Tyt ( cz) (4.47)

Temos que 7/c deve ser real entfo devemos ficar com o sinal positivo na

equagio {4.47). Ela pode entdo ser escrita como

1dy 2 2 n?
a2l (i-2). e

o 2
g ~ |24 (1 - ?b_f) (4.49)

lembrando que A = kb?/2mc? temos
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{4.50)

A equacao (4.50) é idéntica & equacho andloga para o oscilador harménico

classico com estas condigdes iniciais. Portanto, v € ¢ & equivalente a

k)2 < mé.

Retomando a equagao (4.48) e integrando para um periodo temos que

=§f” dn
e ‘\/—§+§q/1+6A(1—{5’;)

Expandindo o radical interno até ordem A? teremos

f\/ZA ) —aar(1- )

Resolvende a integral vem:

(4.51)

(4.52)

(4.53)

Este tipo de aproximagio feita na equagho (4.45) sera 1itil quando estu-

darmos o QHS.

A equagdo de movimento relativistica pode ser obtida a partir da equagao

(4.34). Ela é dada por
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m .

Definindo mye, = m/(1 — 52/c2)*? a equacio (4.54) fica na forma Newtoni-

ana:

Mieed] + k=0, (4.55)
A massa inercial efetiva relativistica depende da velocidade da particula e
nio depende da energia potencial.

No intervalo 0 < /¢ < 1 a massa da particula teste é sempre positiva e

maior que no maodelo classico, como foi dito anteriormente,
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4.5 Oscilador harmonico de Weber—Schro-
dinger (OHS)

A Lagrangiana para a teoria W-§ é dada por

L
L=-mehJl i3/ + ‘I‘AT"’ - “’Z}T"’z_z - % +me? . (4.56)

Utilizando a equagao (2.5) a energia da particula normalizada é dada por

me \/1 — 2/t T 2mc?2 Imc | Imcd

-2 2
i, 1 gAp 7 qAp | kq 1. (4.57)

Desta equagio podemos ver que para 1 — ¢ teremos £ — oo. Portanto,
qualquer que seja a energia ¢ para qualquer valor de o = gAy/mc® finito
temos que v < ¢, como veremos adiante.

Quando ¢ = 0 vamos supor n = be ﬁ-= 0. Usando a conservagao de

energia podemos escrever a equagho (4.57) como

E_;_aﬁ”_l_kn? ey
me? fl —p2jes d¢€ Zme? 2
a kB
=y + Ik (4.58)

Substituindo a equagao (4.58) na equagao (4.57), rearranjando alguns termos
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e utilizando a definigio A = kb%/2me? temos

1+ A4 i WS S (4.59
l'i2 1 —p2/c FP -59)

Expandindo o radical em aérie de 5?/¢? c retendo até a ordem 7*/e? vem:

2 3
1+A(1—Z—2)=1+(1—3—)§E§+§%. (4.60)

A equagio (4.60) difere apenas no termo de v?/¢? quando comparada com a
equacio (4.45), modelo relativistico. Para o = 0 na equagio {4.60) reobte-

mos a equagio (4.45). Reescrevende a equagho (4.60):

v? 4 ayvt 8 n?
T el S — L 1=0. 4.
at3 (1 2) 34 (1 ) =0 (4.61)

Temos duas regites possiveis para andlise, @ < 2 e @ > 2. Resolvendo a

equacao (4.61} temos que

230950 (7)o

Estamos interessados em solugdes reais, logo devemos tomar o sinal positivo.

Expandindo o radical em poténcias de A = kb /2mc? e retendo até A? temos:

v? 24 n? 3A? 7\’
e R e () e



A velocidade é dada por

Integrando para um periodo temos

j dn z 233 (4'65)
ks ( — ey (1 %)

Comparande a equagio (4.65) com a equagio (4.52) vemos que elas pos-

suem a mesma forma. Portanto possuem a mesma solugio a menos do termo

(1 — /2). Assim o periodo é dade por
m 3 kb? 1 2
LNV [”fémm] o (4.66)

Repare que quando o = 0 na equagio (4.66) reobtemos a equagio (4.53), que
é o periodo aproximado para o OHR. Escrevendo w, em fungie da freqiiéncia

natural teremos

oo L3R 1 (4.67)
wo Sl afz 16me(l—cof2)2’ '

Nas equagdes (4.66) e (4.67) quando a > 2 temos que o periodo e a
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freqiiéncia angular tornam-se imagindrios, Isto deve-se 4 massa inercial efe-
tiva comeo no modelo de Weber.
A equagho de movimento pode ser obtida da Lagrangiana, equagio (4.58).

A equagio de movimento é dada por

m ((liﬁ;lillc—g):”_z - %1?—;) i+kyp=0 (4.68)
definindo
= (=7~ ) (49
a equagio (4.68) pode ser escrita como
= (s @0
onde o = gA¢/mc?. A aceleragao diverge quando
Terit g 1 (E)m, (4.71)
c a

onde /¢ & a velocidade a que denominamos velocidade critica. Quando
aubstituimos a equagdo (4.71) na equacio (4.69) oblemos my,, = 0. Nesta

velocidade a aceleragao tende para infinito.
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4.6 Comparando os modelos

Comparamos agora os quatro modelos supondo como condicdo inicial
que 9(t = 0) = beq(t = 0) =0, Com excegao do modelo de Weber para
o > 2 temos gue neste caso 03 quatro modelos prevém que o movimento sera
oscilatorio com a velocidade méxima r,, da carga teste sendo atingida em
7=0{z =zg).

Na Tabela 4.1 apresentamos os quatro modelos. Como a grandeza cons-
tante —gAw/2 aparece nos quatro modelos e nfio influencia na equagdo
de movimento apresentamos apenas a energia normalizada B, definida por
E, = (E + ¢Ap/2)/me*. Usamos ainda o = gAgp/mdc’.

Deve ser notado que para o OHW e para o OHS além de depender da ve-
locidade a energia também depende da diferenca de potencial entre as placas

do capacitor. Isto introduz o termo adicional

909 fim
2me? 2c2’

(4.72)
que pode ser interpretado como sendo uma energia cinética. Esta energia
surge devido a uma massa inercial efetiva que tem origem na distribuigio de
cargas proximo a particula teste carregada.

Nas Figuras 4.2 e 4.3 fazemos graficos de E; = (E + g /2)/mc? contra
n: /c? para os gquairo modelos, variando os valores de & = qAgp/me?. As
Figuras 4.2A a 4.2D e 4.3A a 4.3D mostram os efeitos deste termo adicional
quando comparamos com o OHC e com o OHR. Nas Figuras 4.2A a 4.2D

atribuimos a gAw/mc? valores de -5, -3, -2 e -1, respectivamente. Note que
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MODELQ | ENERGIA NORMALIZADA

OHC | E, =1%

oW | Fi=i% 3%

- 1
QHR E = g 1

- 1 _ ot
QHS E, = e 1-%5

Tabela 4.1: Energia normalizada do oscilador harménico para os quatro mo-

delos discutides. Aqui % € a velocidade méxima da particula quando n = 0.
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Figura 4.2: Comportamento da energia total normalizada em fungao da ve-

locidade maxima ao quadrado de um oscilador harménico para os mode-

los cléssico, C, Weberiano, W, relativistico, R, € modelo W-S. As equacdes

encontram—se na Tabela 4.1. Temos a = gAg/mc?.
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Figura 4.3: Comportamento da energia total normalizada em fungao da ve-
locidade maxima ao quadrado de um oscilador harménico para os quatro

modelos. As equagdes encontram—se na Tabela 4.1,
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para gA@/mc? < 0 a energia do OHS ¢ maior que a energia do OHR. para
uma mesma velocidade. Isto devese a massa inercial efetiva. No GHS a

massa efetiva é dada por

Mica 1 QA‘P‘

m (-] 2me (4.73)
e para OHR a massa inercial efetiva ¢ dada por
i 1
Mhier __ (474)

m = TR

O termo gAy/2me? no intervalo gAp/2me? < (), equagio (4.73)}, se soma
ao termo 1/(1 — 52, /c2)3/2.

Nas Figuras 4.3A a 4.3D graficamos a energia, E; = E/me? 4 qAp/2mc?,
em fungio da velocidade maxima atribuinde a gAw/mc® valores de 0,1, 2 e
5, respectivamente.

Quando gAg/me® = 0 a energia do OHC coincide com a energia do
OHW e a energia do OHR coincide com a energia do OHS, Figura 4.3A. Isto
torna-se claro analisando as equagoes da Tabela 4.1.

Quando 0 < gAp/mc® a energia do OHR é maior que a energia do QHS.
Analisando as equacoes (4.73) e (4.74) vemos que no intervalo acima a massa
inercial efetiva relativistica é maior que a massa inercial efetiva de W-5. Note
que o termo gAw/Imc?, quando gAp/me® > 0, subtrai ao termo 1/(1 —
TSP,
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A Figura 4.3D mostra o comportamento das equagdes da Tabela 4.1
quando gAyp/mc? = 5. Uma caracterislica importante no modelo W-S para
gAp/me? > 2 é ter uma energia minima para uma velocidade diferente de
zero. K esta a velocidade que denominamos de critica. Da equagio do OHS,

na Tabela 4.1, temos
. 2/3
L (3) , (4.75)

onde @ = gAp/mc®. Para qAp/mc® = 5 a velocidade critica & #./c ~
0,6761. Este comportamento deve-se & massa inercial efetiva, equagio (4.73).
Quando gAp/mc? = § e a velocidade da particula varia no intervalo § <
#/¢c < 1./e a massa inercial efetiva torna—se negativa pois a massa de Weber,
qA@/me?, é maior que a massa mecanica, 1/{1 —52/c?)*/2. Agora, quando a
velocidade varia no intervalo ./c < ff/c < 1 a massa mecénica é maior que
a massa de Weber.

Com isto a massa inercial efctiva volta a ser positiva no modelo W-S e a
mola guando distendida volta novamente a se comportar como uma forga res-
tauradora. Isto j4 nio ocorreria no modelo de Weber com mecénica cldssica.
Neste 1iltimo caso a massa eletiva dependia apenas do potencial mas nao da
velocidade, e uma vez negativa ficaria sempre assim mesmeo para v — ¢ J4
no modelo W-5 a massa pode se comportar como negativa dependendo do
polencial a baixas velocidades, mas volta a ser positiva quando a velocidade
ultrapassa a velocidade critica {que é menor que c). Isto impede que a velo-

cidade ultrapasse o limite ¢ para o modelo W-§, como vemos em todas estas
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Figuras, independente do valor de a.

Das Figuras 4.2A a 4.2D e 4.3A a 4.3D vimos que as energias do OHR
e OHS tendem ao infinito, E; — oo, quando a velocidade maxima tende
para ¢, ffm/c — 1, Isto para uma valor dado da grandeza o = gAp/me.
Agora, vamos estudar o comportamento da velocidade maxima em funcéo de
o = gAp/me? para uma energia dada.

As Figuras 4.4A a 4.4D mostram o comportamento da velocidade méxima
ao quadrado em fungdo de gAp/mc?. Utilizamos as equagdes da Tabela 4.1,
onde atribuimos valores para F; = E/mc? 4+ gAp/2me®. Qs valores de E; séo
0,25; 0,5; 0,75 e 1 para as Figuras ‘4.4A, 4.4B, 4.4C e 4.4D, respeciivamente.
Note que a velocidade maxima para 0 OHW diverge quando gAp/me? = 2.
Da equagio (4.19) vemos que a massa inercial efetiva no modelo de Weber
vai a zero quando qAp/mc? = 2 e torna-se negativa para gAg/me? > 2.

Mais uma vez vale observar que mesmo para Ay — o0 temos g, — ¢
no modelo W-3, qualquer que seja o valor da energia.

Da Figura 4.3 temos que F; pode ter valor negativo para os modelos de
Weber (OHW) e W-5 (OII8). Graficamos nas Figuras 4.5A e 4.3B o com-
portamento da velocidade maxima ao quadrado em fun¢io de a = gAp/mc’
para as energias Ey = 0 e Er = —0,214, respectivamente, O intervalo de
variagio de o torna—se limitado. Para E, = 0 temos o variando no intervalo
2 € o € oo para o OHS. Quando o = 2 temos que & velocidade maxima é
ftmf¢ = 0. Da equagho (4.71) temos que a velocidade critica quando o =2 é
fefe = 0.

Para os modelos clissico, de Weber e relativistico temos 7., = 0 qualquer

que seja o valor de a se Ky = 0.
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Quando E, = -0,214, Figura 1.5B, no modelo de Weber a varia no
intervale 2 < o < o0 com a velocidade méxima divergindo em o = 2, Agora,
no modelo W-S o varia no intervalo 5 < o < oo. Note que para o = 5 a
velocidade € 92,/ = 0,4571 que & igual a velocidade critica, equacao (4.71)
para o = 9.

No caso classico teriamos para tode e, 52, /¢ = —0,4 < 0. Como 86 nos
interessam valores reais de #,, nac plotamos esta cerva. No caso relativistico

temos, para todo a:

12

Nm 1

LA 4.

P 1+ E.)° (4.76)
Se E, = —0,214 entdo 2 /c* = —0,6 < 0. Novamerntie nio nos interessa

esta solugio. B fcil ver desta férmula que n&o haverdo valores para i, no
caso relativistico se B, < 0, qualquer que seja o.

O comportamento para o OHW deve-se ao fato mencionado anterior-
mente que para gAg/mc® > 2 a massa inercial efetiva é negativa. Para o
OHS a massa inercial efetiva, equagio (4.73), depende da velocidade e de a.
Assim quando & > 2 e a velocidade est4 no intervalo 0 < /¢ < 4./c, onde
f./c € a velocidade critica, temos a massa inercial efetiva negativa e para
fie/c < /e < 1 a massa inercial efetiva é positiva.

Nas Segoes 4.2 a 4.5 obtivemos além das energias discutidas acima, as
equagdes de movimento e os periodos dos osciladores para cada teoria abor-

dada. Na Tabela 4.2 reswinimos os periodos de oscilagao . Note que no
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MODELQ | PERIODO DE OSCILACA0 NORMALIZADO

OHC

OHW | = =1 a2

OHR |Zwml+4 3k,

OHS |z~ /1-af2 [1+ ey

Tabela. 4.2: Periodo de oscilagio normalizado para os quatro modelos. Temos
9 = 2mJwo. As aproximacdes para OHR e OHS sio vélidas somente para

mb? /2 < mc® e v? € . Na Tabela a = gAp/me? .
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caso classico e relativistico o periodo de oscilagdo nédo é afetado pela pre-
senga do capacitor. A Figura 4.6 mostra o comportamentc das equagdes da
Tabela 4.2 em fungso de o. Assumimos k4% /2mc* = (,001. Neste caso os
valores dos periodos cléssico e relativistico estdo muito préximos e portanto
representamos os periodos por uma Unica reta.

Quando o > 2 os periodos do modelo de Weber e W-5 tornam-se ima-
ginarios. Estes aspectos discutiremos mais adiante. Deve ser notado gue
0 periqdo depende fortemente da diferenca de potencial entre as placas no
modelo de Weber ¢ W-5. Este aspecto pode ser explicado se analisarmos as
equagdes de movimento, resurnidas na Tahela 4.3.

Todas as equages da Tabela 4.3 podem ser escritas come

Miefi + kn =0 4.77)

onde m;, & a massa inercial efetiva. A Tabela 4.4 mosira as massas efetivas
para cada teoria

No modelo de Weber ¢ W-5 a massa efetiva é constituida de duas partes:
uma massa que denominamos massa de Weber, m,, = gAw/2c% e uma massa
mecanica. No modelo de Weber a massa mecinica é m e no modelo de W-$
é dada por m/f(1 — 5?/c2)32

Quando 0 < gAp/me? < 2 temos que a massa de Weber ¢ negativa com
moédulo mencr que a massa mecanica. Entdo a massa inercial efetiva m;. €
positiva mas menor que a massa classica. Por isso, vide Figura 4.6, o periodo

& menot que no caso clissico. Para gAg/mc® < 0 a massa de Weber ¢
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MODELO | EQUAGAQ DE MOVIMENTOQ

QHC mi+kyp=20

OHW | (m~ 28] 5 +kp =0

oHs (—T[l_ﬁ,";c,)a - 9%;&) G+kp=0

Tabela 4.3: Equagdes de movimento.
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MODELO | MASSA INERCIAL EFETIVA

QHC Mie =M

OHW | mie=m(1- )

OHR Ntje = ﬁw

OHS | mic = el — 5°

Tabela 4.4: Massa inercial efetiva, com a = gAp/mc?.
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positiva e se soma i massa mecinica. Assim a massa inercial efetiva é maior
que a massa clissica. Portanto, o periodo é maior no modelo de Weber &
W-5 quando comparada com o modelo classico.

Vamos graficar a massa inercial efetiva, mi./m, em fungio da velocidade
para valores dados de = gAp/me?. Isto facilitard nossa analise das solugoes
das equacdes de movimento. Na Figura 4.7 graficamos im;./m em fungio
de 1?/c? para a teoria de Weber ¢ W-3, Atribuimos os seguintes valores a
g /me?: -2; 0; 2 e 5. Quando gAp/mc® = 0 0 modelo de Weber se reduz ao
modelo classico e 0 modelo W-§ se reduz ao modelo relativistico. Na Figura
4.7 as linhas paralelas ao eixo da velocidade referem-se a0 modelo de Weber.
As curvas de comportamento assintético referem-se ao modelo W-S.

Para gAyp/me? = —2 a massa efetiva de W-S é sempre maior que a massa
efetiva relativistica. O caso mais interessante ocorre quando gAw/me? = 5.
Note que no intervalo de velocidade 0 < 5%/¢? < 0,4571 a massa é negativa
e no intervalo 0,4571 < #*/¢® < 1 a massa é positiva.

Dentro da aproximagio kb?/2 < mc? e v? < ¢ o periodo do oscila-
dor classico e do oscilador relativistico sdo préximos, Q periodo do oscila-
dor no modelo de Weber e do oscilador no modelo W-§ sio préximos para
gDg/me? < 2 como podemos ver pela Figura 4.6. Assim a solugao da equacio
de movimento classica é muito préxima 2 solugao da equagio de movimento
relativistica. O mesmo ocorre para o modelo de Weber ¢ o modelo W-8
quando gAp/me? < 2 e kP /2 < mc?,

Graficamos a soluc¢io da equagao classica dada por
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Figura 4.7: Massa inerciat efetiva em funcio da velocidade ao quadrado.
As curvas assintdticas referem—se ao modelo W-5 e as paralelas a0 eixo da
velocidade referem-se ao modelo de Weber. Quando gAp/me? = () a massa
efetiva nos modelos de Weber e W-S coincidem com a massa efetiva nos

modelos classico e relativistico, respectivamente
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o]t

= cos wot (4.78)

e a solugio da equagio de movimento de Weber dada por

T _ cos |0t
=k o

para alguns valores de o, onde o é considerado em dois intervalos —co < o <
0el < o< 2. Nografico 4.8A temos a posicio normalizada, 11/b, em fungio
de wot para a: -5 e 0. O grafico 4.8B mostra a velocidade normalizada,
7/ bivg, em fungio de wet para os valores de a acima. Na Figura 4.3C temos
a posicio normalizada, f/b, em fungéo de wot pata o: 0 e 1. O grafico 4.8D
mostra a velocidade normalizada em fungéo de wyt para os valores de a: O e
1.

Quando —co < @ < 0 o periodo de OHW é maijor que o periodo do
OHC, como podemos ver pela Figura 4.8A, pela Figura 4.6 € equagoes da
Tabela 4.2. A velocidade maxima no modelo de Weber é menor que no caso
classico pois a massa inercial efetiva € maior como podemos ver na Figura
4.7 e equagdes da Tabela 4.4. Agora no intervalo 0 € o < 2 o periodo do
OHC torna-se maior que o periodo do OHW pois a massa inercial efetiva no
caso Weberiano ¢ menor que no caso classico.

Falta—nos analisar as solugdes da equacdo de movimento quando o > 2.
As solugdes do OHC e OHR continuam as mesmas pois nao dependem de c.

Quando & > 2 a massa inercial efetiva do OHW é uma constante negativa
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pois a massa de Weber m,, = gAp/2¢? tem médulo maior que 1, vide Tabela

4.4. A equagdo de movimento passa a ser
ﬁ = wil] . (480)

Com isto as solugbes da equagio de movimento deixam de ser oscilantes e

passam a ter uma solugio dada por

b(ew.,at + C—wwg!)
= #

(4.81)
onde wy,; = wn/\/or/Z——}T. A Figura 4.9A mostra o comportamento da
equagao (4.81) para alguns valores de & > 2, A Figura 4.9B mostra o compor-
tamento da velocidade derivada da equagio (4.81). Note que quanto maior
o valor de & menor é a variacao da posicao ¢ velocidade.

Isto ocorre devido & massa inercial efetiva sempre ser negativa no modelo
de Weber para o > 2, vide Figura 4.7. Com isto a particula serd acelerada em
sentido contriric a for¢a, aumentando continuamente sua velocidade. Deve
ser notado que para valores maiores de @ a inércia aumenta poig o médulo da
massa de Weber torna—se maior e assim a variacdo na posi¢io e velocidade
sdo menores como observado.

Apora vamos estudar o OHS para @ > 2. Pela Figura 4.7 quando
gAp/mc® = b a massa inercial efetiva no intervalo de velocidade dado por
0 < ?fc® < 0,45T1 & negativa, onde #2/c? = 0,4571 é a velocidade critica

ao quadrado, equacédo (4.75), para & = 5. Agora no intervalo
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0,4571 < 5§?/c? < 1 a massa inercial efetiva ¢ positiva.

Logo, abaixo da velocidade critica a velocidade tende a aumentar, e acima
dela a velocidade tende a diminuir. Como a velocidade critica é menor que c,
temos que a carga teste nunca ultrapassara ¢ no OHS, quaisquer que sejam

as condigbes iniciais e o valor de a.
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Capitulo 5
Discussoes e Conclusao

O ponto principal deste trabalho foi mostrar que o conjunto energia gra-
vitacional de Schrodinger mais a energia eletromagnética de Weber leva a
.alguns res_ulta,dos fisicamente aceitaveis quando aplicado a duas geometrias:
uma casca esférica dielétrica em repouso, carregada a um po.tencial ¢ com
uma particula carregada em seu interior, e um capacitor piano ideal.

Vimos que o conjunto acima supera as criticas apresentadas por Helmholtz
a0 modelo de Weber. Ou seja, ndo temos mais uma velocidade divergente
para um dado potencial da esfera ou capacitor, mas uma velocidade as-
sintdtica a ¢ quando E — o0 ou ¢ — co. Contudo novos aspectos apare-
cem quando adotamos o modelo W-S. O principal deles é uma massa iner-
cial efetiva dependente da velocidade e da energia potencial elétrica onde
encontra-se a particula. Os efeitos desta massa inercial efetiva foram obser-
vados nas Figuras 2.2, 2.3 e 2.4 onde estdo graficadas as equagdes da Tabela

2.4. Especificamente na Figura 2.4, vemos claramente o efeito da massa iner-
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cial efetiva no comportamento da curva. No caso da casca esférica ela é dada

por:-

mie R em————— e —— (5-1)

A massa efetiva é negativa no seguinte intervalo de velocidade: 0 < z < z,,
onde . é dada pela equacio (2.32), e positiva no intérvé.lo (<<,

Os efeitos da massa inercial efetiva tornaram-se mais surpreendentes
qua.ndo supomos um meio resistivo no interior da casca esférica e resolve-
mos a equagio de mov1mento, Tabelas 2.4 e 2.5. Os resultados sio melhores
entendidos ao analizarmos as Figuras 2.11 e 2.12. Quando q¢/mc? < 2 a ve-
locidade da partféula decai exponeﬁcialmente como no modelo relativistico
e cla.sazco Mas para qu/mc > 2 a velocidade da. pa.rtlcula aumenta quando
0<z<z2e diminui qua.ndo Ze < % < ¢. Isto devido & M., POiS no prnnen‘o
intervalo de velocidade a massa é negatlva e no segundo m;, é positiva. Os
resultados até aqui discutidos encontram-se em [CA95d] e [AC95b].

‘No capacitor plano ideal para a teoria W-S os resultados séio condizentes
com os dados experimentais. Ao graficarmos a equago (3.18), diferenca de
potencial entre as placas contra a velocidade de saida, Figura 3.3, vemos
que o resultado teérico & condizente com os dados experimentais obtidos por
Bertozzi, [CA95C]. Isto a0 estudarmos a energia em fungéo da velocidade.

Outfo aspecto que surge ao analisarmos o modelo de Weber é a existéncia

de uma for¢a externa as placas do caﬁacitor, equacio (3.8). Esta forga é
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dependente da aceleragio da particula, fato que nao ocorre no modelo classico
e relativistico. Cgm a finalidade de estudarmos o efeito desta aceleragso
supomos uma pa.rf.icula. oscilando préximo & placa do capacitor.

Vimos que o petiodo de oscilagdo no modelo de Weber e W-§ é influenciado
fortemente pela presenca do capacitor, equacdes da Tabela 4.3. Aqui como
em todos os casos anteriores o modelo W-S conduz a uma velocidade limite c.
Mas novamente a massa inercial efetiva, que é uma caracteristica do modelo
de Webef, influi grandemente nos resultados, vide Seg.ﬁo-4.6.

Vale ainda observar que a massa inercial efetiva depende nao apenas do
potencial eletrostatico (devido & eletrodindmica de Weber) e da velocidade
(devido & energia potencial gravitacional de Schré’udinger), mas também da
geometria do problema. Por exemplo, enquanto que no interior da casca
esférica ela é dada por my, = m[(l — v?/2)¥? — a/3],'teihos ‘que para
oscilagdes normais s placas do capacitor ela é dada por mi, = m[(l —
v? /232 —a/2]. Ouseja, temos a/2 em vez de a/3 para um mesmo potencial.
E nio apenas isto, j4 que para oscilagbes paralelas as placas do. capacitor
terfamos m;es = m[(1 — v?/c?)%? + «/2], embora este caso nio tenha sido
analisado aqui. Neste caso temos +a/2 em vez de ~-af2. Ou seja, embora
no interior da casca esférica a massa inercial seja isotrépica, 0 mesmo j4 nio
ocorre no caso do capacitor.

Infelizmente nenhum destes aspectos foi testado experimentalmente até o
momento. Apesar disto alguns experimentés j& foram propostos para permi-
tir uma distingdo sobre a validade das forcas de Weber e Lorentz: [Ass92a)
e [Ass93]. O dnico experimento que encontramos relacionado ao assunto da

tese, [Ber64], se mostrou compativel com o modelo W-S como mostramos
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em [CA95c].
No caso da gravitagio Schrédinger trabalhou com a energia potencial de
Weber,

¥y
U = -Gm:m’ (1 -~ 3-’1-) : (5.2)

e também com uma generaliza¢io desta expressdo para altas velocidades, a

saber

U, = - (3- (—1-_—3—/5573/—,) . (5.3)

No mesmo sentido é possivel que a propria eletrodindmica de Weber tenha

de ser generalizada para altas velocidades. Neste caso a expressao

22
Uw = ____q1q2 l (1 - %‘C—;) ) (5‘4)

47I'€o r

pode ser uma boa aproximacéo vilida até segunda ordem em #/c. Embora
esta seja uma possibilidade plausivel ndo chegamos a analisar neste traba-
lho generalizagdes da eletrodindmica de Weber. Nosso trabalho onde estu-
damos a energia potencial de Phipps se encontra atualmente submetido a
publicacio: {CA95a). Outras generalizages como a inclusio do tempo retar-
dado e de uma velocidade finita para as interagdes eletromagnéticas também

sdo possiveis mas néo discutiremos estes topicos aqui.
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Em relagdo ao trabalho de tese vale enfatizar diversas aproximacdes uti-
lizadas: (A) No caso da casca esférica com meio resistivo supuzemos que
a constante de atrito b era realmente constante independente do potencial
da casca ou da velocidade da carga teste. Isto ndo precisa valer necessaria-
mente se o atrito tiver uma origem eletromagnética. Também 86 conhecemos
o comportamento das for¢as de atrito em corpos neutros a baixas veloci-
dades. Deve ser observado que a constante b, presente na forca de atrito
—b¥, pode ser obtida fazendo—se uma anélise detalbada das colisdes de uma
particula macroscopicamente pequena movendo-se no interior de um fluido,
movimento Browniano, ver [Rei65, Secbes 15-5 a 15-8, pp. 560-570]. Em
sua analise Reif mostra que a constante b é positiva e depende das forcas
de colisdes entre as particulas. Em nossa analise vimos que a massa inercial
efetiva pode ser negativa e podemos perguntar como isto altera o valor de
b. Pois, como mencionamos acima, b pode ser obtido das colisdes entre as
particulas. Pode ser que b, nesta situacéo de massa efetiva negativa também
torne-se negativo. Além disto, ndo temos conhecimento experimental para
afirmar como vai atuar a forca de atrito numa carga numa regido de alto
potencial e ainda por cima movendo—se a velocidades préximas & da luz.

(B) O que foi afirmado acima também vale no caso da constante elastica
k. Ou seja, supuzemos k constante mas pode ocorrer de k ser fungao do
potencial elestrostitico ou da velocidade do corpo de prova preso & mola,
principalmente para v & ¢. Apenas experimentos detathados podem decidir
esta questao.

(C) Nao foi levada em conta a radiagéo emitida pela carga ao ser acele-

rada. Isto é relevante no contexto relativistico e do eletromagnetismo classico,
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mas nao foi incluido nos célculos.

(D) No caso do capacitor nao foram considerados efeitos de borda devido
ao tamanho finito de capacitores reais.

(E) Se assumiu também que as cargas sobre a casca esférica e sobre as
placas do capacitor permanecem fixas e em repouso independente da posigéo
ou estado de movimento da carga teste. Ou seja, ndo foram incluidas as
perdas de energia da carga teste devido as correntes e rearranjos de carga
induzidas na casca esférica ou nas placas do capacitor. No caso da ele-
trodindmica de Weber esta simplificacdo, embora necessaria para tornar os
célculos praticaveis, € mais séria do que no caso do eletromagnetismo classico.

Isto porque a forga de Weber depende da aceleragéio entre as cargas:

q" A 12 -
Regel(i-D4T). (55)

Y 4dwegr? 2¢2 " ¢?

Em algumas situacbes analisadas aqui vimos que a aceleragdo da carga
teste divergia para infinito. Como ela estava interagindo com as cargas so-
bre a casca esférica ou sobre as placas do capacitor, vemos que nestes casos
também 7 divergia. Isto significa que a forca exercida pela carga teste so-
bre algumas cargas da casca esférica ou das placas do capacitor cresceria
indefinidamente até um ponto em que superasse qualquer forca de vinculo
real que as mantivesse em repouso (como as forgas que mantém em repouso
as ca.fgas sobre o material dielétrico carregado). Na pratica isto significa que

as aceleracbes nunca divergirdo de fato, j4 que a partir de um certo ponto
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estas forgas se tornam tdo grandes a ponto de descarregar a casca esférica
ou capacitor, ocorrendo algo analogo ao efeito corona. Devido i complexi-
dade dos calculos néo fizemos esta analise aqui, mas é importante deixar
ressaltado este fato.

O ponto principal é que apesar destas simplifica¢des mostramos aqui que
o modelo W-§ levou a velocidades finitas da carga teste sempre menores ou
iguais que a da luz, qualquer que fosse a energia ou potencial eletrostatico do

sistema. Isto j4 nio ocorria no modelo de Weber com a mecéanica Newtoniana.
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Apéndice A

Célculo da energia de interagdo gravitacional utilizando o

potencial proposto por Erwin Schrédinger

Em 1925 E. Schrodinger, [Sch25] e [XA95], propds que a energia de in-
teracao gravitacional entre dois corpos pontuais de massas m e m' separadas

por uma distancia r,, € dada por

w = - Gmm [3 -2 (1 ~ ':—'2;)-3/1 (A1)

onde r, = dr,,/dt é a velocidade radial entre elas e G é a constante gravita-
cional.

Se #,, = 0 voltamos ao potencial gravitacional Newtoniano. Se expandi-
mos este potencial até segunda ordem em r,,/c obtemos uma energia potencial

como a de Weber para a gravitagio:

w = Gmm™ '(1 - 3"_'£) . (A.2)

Ty e
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Ao integrarmos esta energia potencial de Weber para o corpo teste de
massa m interagindo gravitacionalmente com o universo conhecido obtemos

um analogo a energia cinética classica, [Ass89]:

me?2  moy?

W=—0 (T - --é—) : (A.3)

onde & = 47Gpy/HE, sendo py a densidade média de matéria no universo,
Hj a constante de Hubble e Ry = ¢/ Hy o raio do universo conhecido. Com
os valores conhecidos de G, py e Hp nesta relagio obtemos & & 1. A maior
incerteza neste caso estd no valor de po/HZ, que ainda nio é conhecido com
grande precisdo, [Ass94, p. 218).

Curiosamente o termo constante —mc?/2 veio da integragio do potencial
Newtoniano —Gmm'/r,,, enquanto que a energia cinética mv?/2 foi obtida a
partir da integracéio do termo 3Gmm's? [r,,c?.

Antes de continuarmos gostariamos de observa; que a equagio (A.1) pode

ser obtida de uma funcao Lagrangiana dada por

Gmm' 2
L= —4/1—72/c2 +3] . Ad
\/1 ~ 72 [c? o/ (A4)

Ty

Utilizando o procedimento usual temos que

w=ir3L_p. (A.5)
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Com esta pequena digressio queremos enfatizar que o formalismo Lagrangi-

ano ¢ aplicivel & teoria que estamos discutindo, como veremos no Apéndice
B. |

A equagiéio (A.1) pode ser utilizado para calcularmos a interacio gravitaci-
onal de uma massa m no interior de uma casca esférica de raio R e densidade
superficial uniforme de massa ¢. A Figura A.l mostra um esquema da si-
tuacdo. Na Figura 7 é a posigio da particula de massa m, Réa posigéo
do elemento de massa dm e f13 = R-+. Us_a.ndo coordenadas esféricas no

sistema de repouso da esfera obtemos:

R = Rsin 0, cos pyi + Rsin 0; sin ¢,j + R cos 01k (A.6)
7 = rsin 0, cosp,i + rsinfzsinp,j + r cos Bgfc (A.T)
f12 = (Rsin 0, cos py — r8in 03 cos ;)i + (Rsin 8, sin @1 — rsin b3 sin ;)]

+ (Rcos 8, — r cos )k . (A.8)

O médulo da equacdo (A.8) ao quadrado é dado por

r2, = R? + r? 4+ 2Rr[cos 8; cos 8; + sin 0 sin 8, cos(pz — 1)) . (A.9)
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Figura A.l: Casca esférica de raio R, com uma densidade de massa ¢ homo-
geneamente distribuida sobre sua superficie, interagindo com uma massa m

em seu interior.
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Por diferenciacio da equacio (A.7) e lembrando que o sistema de referéncia

é o de repouso da esfera obtemos

riaf12 = rf* — Rrcos 8; cos 6, + 8in 8; sin 6; cos(ps — 1))

*-Rr[—éz sin 8 cos &, + G, cos 0; sin b, cos(ip2 — 1)

— 3 8in 89 8in &, sin(p2 — 1)) (A.10)

A orientacéo do sistema de coordenadas é arbitrério, entio podemos escolher

0; = 0. Assim, as equagdes (A.9) e (A.10) ficam simplificados para

rig = \/R2 + r? — 2Rr cos b, , (A.11)

ri* — Rr cos 6y — Rré, sin b, cos(pz — 1)
VE? + v —2Rr cos :

Tig =

(A.12)

Para obter a energia gravitacional de m interagindo com a casca esférica
substituimos em (A.1) m' por dm’' = o R? sin 6,d6,dyp;. Para resolver a inte-

gral Schrédinger supde r € R, embora isto néo seja necessirio. Com esta
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aproximacao:

rlng

f12 RS — cos § — 8, sin 6, cos(pz — 1) .

(A.13)

(A.14)

Substituindo estes valores de dm’, ri3 e 12 em (A.1) e integrando sobre

toda a casca esférica obtem—se

2r ~
W = —3GmoR f diy j; sin 10+
= =

1

+2GmoR f

2r sin 61(191
dy, f - 372 °
1m0 B1=0 { | — [Fcosds4rbyuinty oo-(wz—so:)]’}
=

(A.15)

A primeira integral em (A.15) é uma constante independente da velocidade:

27

W, = —3GmoR f

p1=0

dy f' sin 8,df,
¢ =0

127GoR_ ,
————mc’.
cz
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A segunda integral é dada por

x 4 sin 8,d6,
W, = 2G’m R d A.17
2 7 -[91—0 ¥1 ‘/91=° { __ [feosty +r8; sin 6y cos{iwa—p1 ) }3/3 ( )
ye 3

Fazendo uma mudanca de varidvel £ = cos8; e y = sin §; cos(ips — 1) esta

equacdo pode ser escrita como

2 +y?<1

W, =4GmoR f f d‘.”a_‘fg

’{1_ r_wéwz} m. (A.18)

Fazendo uma nova muda.nga, de variavel x = r cos 1/), y = rsiny temos

2 1 dx

= 4GmoR f — a2 , (A.19)
ondea =1L cos Y+ = sm d) Integrando esta expressao Schrodinger obteve
8rGmoR

W; = m y | . (A.20)

onde v? = 2 4 r2§2. Definindo

8xrGoR
e

(A.21)
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e substituindo as equages (A.20) e (A.16) na equagdo (A.15) temos

W=¢ me__ _ ?—’mc"' . (A.22)
;;1 —v?fc? 2

A equacdo {A.22) é a energia de interagio gravitacional obtida por Schréodinger.,
Na equagdo (A.20) R é o comprimento caracteristico do universo. Se R é
estimado como ¢/ Hp, onde Hy é a constante de Hubble, entio ¢ deve ser
aproximadamente igual a unidade. Se integrassemos a equagido (A.4) como

fizemos com a equagdo (A.1) obteriamos, a menos de uma constante:
L = —mc*/1 — v?/c? (A.23)

Esta expressio possui a mesma forma da Lagrangiana relativistica.
Com o procedimento descrito neste Apéndice Schrodinger obteve a energia
cinética para corpos com velocidades baixas ou préximas da luz, v ~ ¢
Podemos obter uma estimativa melhor desta energia substituindo em
(A.20) e (A.22) o por podR sendo pg a densidade média de matéria no uni-
verso. Fazendo isto e integrando (A.20) em R de 0 até o raio de Hubble ¢/ Hy

obtemos:

2 2
We=—g|dme ___me , (A.24)
2 ‘/1 — v?/c?

onde ® = 47 Gpo/H}.
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Como ja foi afirmado sabemos que ¢ ~ 1. Daqui para a frente usaremos
® = 1. Ou seja, a energia gravitacional de um corpo de massa m movendo—se
com velocidade ¥ em relagéo ao referencial das galaxias distantes, interagindo

com o universo conhecido de acordo com Schrédinger é dada por

me?

W= —3me. (A.25)
;?1 —v2fc2 2

A menos de uma constante sem maior importancia esta expressio tem a

mesma forma que a energia cinética relativistica dada por

mc?

Vi- v?/c?

WR = - mc?. (A.26)

Apesar da semelhanga de forma, ha grandes diferencas entre estas duas
expressdes. A massa que aparece em W ¢ a inercial, enquanto que na de
Schrodinger é a massa gravitacional. Além disto, v em WE & a velocidade
do corpo de teste em relagdo a um referencial inercial arbitrario enquanto
que em Schrédinger v é a velocidade em relagio ao referencial das galaxias
distantes.

De tudo isto vem que o grande feito de Schrodinger foi o de ter obtido
uma expresséo para a energia cinética valida para baixas e altas velocida-
des em conformidade com o principio de Mach, utilizando apenas interacdes

gravitacionais e grandezas relacionais.
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Apéndice B

Formalismo Lagrangiano da eletrodinamica de Weber

Para duas particulas de cargas g, e ¢, € massas m, e m, interagindo de

acordo com a forga de Weber sem a atuagio de forgas externas, a Lagrangi-

I

ana e

L=L;-§. (B.1)

Nesta expressido L; pode ser a energia cinética classica do sistema dada

por:
U7 ¥,- 7,
T m—5— + m, 5
v? v?
= m,?‘ + m,-z'-?- , (B.2)
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ou entdo a Lagrangiana das particulas livres de Schrédinger dada por

2 2
Ly = —m.c? 1—:—;—m,c2 1-%;-. (B.3)

Ja S é a energia Lagrangiana de Weber dada por

"2
§=93u1 (1 + _‘r._,) , (B.4)

Nestas expressoes as partictilas 1 e 7 estdo localizadas em 7, e 7, em relacéo
a um sistema de referéncia inercial movendo-se com velocidades ¢, = dr,/dt
e ¥, = df,/dt. Além disto r,, =|F, — 7, |, #,, = dr,/dt e c =3 x 10°m/s.

Obtemos a forga radial de Weber a partir da equagéo (B.1) pelo procedi-
mento padréo, ver [Whi73, vol. 1 pp. 201-211):

das a5
Eys“&;a?:;—aTu._ (B5)
Daqui vem:
IR PR LY
Fu= dmeo T2, (1 2t T o ) ) (B.6)
A equagio de movimento é obtida de modo usual:
daL odL '
a—t"aa'—a—qk-—- ) k—l,...,ﬁ. (B.T)
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Aqui gj representa uma das coordenadas: z,,¥,,%,2;,Y,,2,. Fazendo isto

obtemos no caso classico

qiq] ﬁl: |_1 T‘.JT'.J — —
dmeor? (1 "ot ) = Tl (B.8)

e uma equagao analoga para m,. Agora com a expressio para L; de Schrodinger

obtida no Apéndice anterior (Ly = — 3", mic?/1 — v}/c?) obtemos

0.9, f‘l 1'.2, r,,r,J d m,7,
dmeord (1 2t ) dt ( I v? /cz) ’ (B.9)

e uma equagio aniloga para m,.

A Hamiltoniana H do sistema é dada por

H=(Sagl)- 1. (B.10)

k=1

Como ja vimos L e S néo dependem explicitamente do tempo, assim 8L /0t =
0 e #H/0t = 0. Com isto obtemos que a Hamiltoniana é a energia total do

sistema dada por

E=K4+U=4H, (B.11)
onde K é energia cinética e U é a energia potencial de origem eletromagnética
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dada por

"2
v 961 (1 - -’"'_J) . (B.12)

41760 T

A diferenca entre a energia potencial U e a energia Lagrangiana S é o
sinal no interior do paréntesis. Assim toda vez que buscamos a Lagrangiana
devemos utilizar a equacgéo (B.4) e toda vez que buscamos a energia potencial
devemos utilizar a equagio (B.12).

Se usarmos a Lagrangiana classica das particulas livres dada por Ly =
) mw?/ﬁ entdo obtemos com (B.10) e (B.11) K = L;. Por outro lado se
utilizarmos a Lagrangiana de Schrddinger Ly = — ¥;(myc? ‘/I—-T/cz) entdo
obtemos com (B.10) e (B.11)

m,c? m,c?

1-—v3/c? ¥ 1 —v3fe '

K= (B.13)
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Apéndice C

Célculo exato da energia Lagrangiana de Weber entre uma casca

esférica dielétrica carregada de raio R e uma particula de carga ¢

A Figura C.1 mostra um esquema da situa¢éo que vamos analisar. Nesta
Figura 7 é o vetor posicio da carga g¢, R é o vetor posicdo do elemento
superficial e 713 = & — 7. Seréo analisadas situacdes em que | 7 |[< R e

| 72 |> R. O médulo do vetor 72 € dado por

™2 =| ?"'12 |=| ﬁ - 7-"2 |

= \/Rz + 13 —2Rrscosé, (C.1)

onde cos § = cos 83 cos 8y +sin 63 8in 6, COB(([J-Q — ). Para calcularmos a ener-
gia Lagrangiana entre a particula teste de massa m e carga ¢ e a casca esférica

utilizamos a equagéo (B.6) dada por
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Figura C.1: Casca esférica dielétrica com uma densidade de carga ¢ homo-
geneamente distribuida sobre sua superficie interagindo com uma particula

de massa m e carga ¢
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_na 1l Y
Sﬂ o 41!‘60 r12 (1 + 263) ) . (02)

= el )
Escrevendo os vetores K, 3 e F1; em coordenadas esférica teremos

R = Rsin 4, cos 11 + Rsind, sintplj+Rc0591ic; (C.3)
T2 = g 8in 8, COS‘f.pgi + ra8in 8, 8in 2 + 73 cos 0,k ; (C.4)
12 = (R sinf; cos 1 — ra8in 83 cos p3)i
+(Rsin 8, sin gy — rysin @ 8in )7
+ (Rcos 0; — ry cos By)k . (C.5)

A equagio (C.1) pode ser escrita como

r2, = R® + r3 — 2Rr;[cos 03 cos 0 + sin §; sin 8; cos(w2 — 1)) , (C.6)
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onde utilizamos as equagdes (C.3) a (C.5). Por diferenciacio da equagio

(C.6) temos, supondo a casca esférica parada (R = 0, 6, = 0, ¢, = 0):

r12f13 = rafy — Rf[cos 82 cos 6 + sin 0, sin 6 cos{pz — ¢, )]

~Rrq[— sin 83 cos 0,6, + cos 8, 8in 8, cos(pq — 501)93

—8in 9_2 gin 6, sin((,og - gol)qbg] . (07)

A orientagéo do sistema de referéncia é arbitraria, entdo podemos esco-

lher 83 = 0 e w2 = 0. As equagdes (C.6) e (C.7) terdo a forma

rig = \/E’ +r2 —2Rr; cos 6, (C.8)
Frg = ~ify — ﬁf», cos by — -lirg sin 8y cos @afs . (C.9)
ri2 rig 12

Quadrando a equagédo (C.9) e dividindo por ry; temos
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-2 .2

<0 '

r Ty .

=2 =] — ?'R" ——-cos b + Rz — R*2 sin% 4y -
™2 LT 12 32 - e

rd
—2Rr292——-— sin 6 cos ¢y + 2R? rge, — cos 8, sin 8; cos @1

12 g

R26' sm 28, cos® ¢, . (C.10)

Para poder integrar a equagao {C.2) para a carga ¢; = ¢ interagindo com
a casca esférica substituimos ¢; por um elemento de carga sobre a casca.
Isto é, ¢ — dq, = ocR?sin6,d0,dp;. Se a carga total na casca dielétrica
carregada uniformemente é ) entio ¢ = @ /47 R2.

A equagdo (C.2) pode ent#o ser escrita como

goR?sinb,d0dp, qoR? ru
dmeg rig 8mepc? rig

dS =

—= sin 61df,dyp; . (C.11)

Integrando a equagéo (C.11) em toda a casca teremos

qa-R2 *  sin61d6, d‘PI qa’R2
(C.12)

Substituindo a equagio (C.10) em (C.12)
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— QO'R2 n "sinﬂldaldfpl qo'R2 2 7 12
B 41reo./o ./o riz 811,506, _/ ] r smﬂldﬂld«pl.

- f h j 2Rrg—cos 6, sin 6,d0,dy, + f f R’—smeldﬂId‘Pl
ar g2 I o r3 .
- .[c; ./o R? ;5_2 sin® 6, df, dy — .[o /0 2Rr"3;‘—1;;92 sin® 8; cos pydf dpy
+ / j 2Ry —-——93 cos 0y sin? 6; cos y,d61dip;
+/ / R2 02 sin® 6, cos qo;d@ldm} ‘ (C.13)

Da equagdo (C.6) e das condicBes 8; = 0 e ; = 0 podemos escrever que

1 1
E - (R? +r3 — 2Rr; cos 9;)3/2 . (C.14)

Como a equagio (C.14) ndo depende de ; entio as integrais na equacio

(C.13) que séo multiplicadas por
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2w
cos p1dpy ' (C.15)

se anulam. As integrais que restaram sio reagrupadas e calculamos as in-

tegrais que envolvem outras poténcias de cos ;. Assim a equagio (C.13) fica

» 2nqoR* [* sin61d6,  2wqoR? LIPS M2
5= 4reg ./0 T2 + 87egc? [, (R + 13 — 2Rrj cos 01) r—i,zSIn 6,d6,

L

r "2 : T 2
- a2 . 3 272 p2.: 3
j; R Tm?z sin® 0,d6, + 5 ) R r——-%ﬂ, sin 91d01} . (C.16)

Substituindo a equagéo (C.14) e a equagdo (C.6) com 6, = 0 em (C.16):

_ 2rqoR? /" sin 0, d6,
"~ 4meo Jo (R?+ 13— 2Rr;cosfy)i/?

2wqo R? j‘” 72 sin 6,d0,
8reoc? |Jo (R? 4+ r3 — 2Rrg cos 6,)1/2

o R sin® 0,d6, N 1~ R’r}6,sin®0,dd,
o (R*+1%—2Rrycos8)3/2 * 2Jo (R?*+r3 — 2Rrycos6,)3/2
. ' (C.17)
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Vamos agora resolver estas integrais exatamente. Nestas integrais, equagao
(C.17), temos duas situagdes distintas para o calculo: R > r; € R < ry. Uti-

lizando os polinémios de Legendre podemos escrever que:

I- R > g
= : z Pr(cost) =—— (C.18)
r12 (R2 + T'g 2R7'2 CO8 01)1/2 = 1 R“'l'l . .
= 1 & Pcoshy) rj!
;?—2 B ('R2 + rg - 2Rr2 CcO8 91)3/2 - HZ=0 sin 61 Rn+2 (0.19)
II - R < 2
= 1 Z:P(oosa) (C.20)
rz  (RE+7]— 2Rrscos0)2 1 e )
- = ! _ o= Palcos 6,) R}
13, (R +13 — 2Rrycosfy )3z EJ sinf, 5 (C.21)

Para calcularmos as integrais utilizamos as seguintes propriedades:

/0 i P,.(cés 6) P (cos 0) sin 08 = { 0 2 ™ (C.22)

TnFl =M
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0 n#l

2 {n+m)! -
241 (n—m n=

(C.23)

_/: P (cos8)P™ (cos §) sin 8d0 = {
Lembrando que Po(cosf) = 1 e Pl{cosf) = sinf as integrais na equagio
(C.17) para R > r, ficam

sin

/o (R2 +r3 — 2Rr; cos 01)1/2

5 j Po(cos 8;) Po(cos 8,) sin 8, d0;

(C.24)

o} 2o

/‘ sin® 6, 1
o (R?+1r?—2Rr;cos 01)3/2 R

f P}(cos 8;) P} (cos 8, ) sin #;d6,

1
= (C.25)

|

Substituindo as equagdes (C.24) e (C.25) na equagéo (C.17) teremos

(3'47n71"£2 1  qincR? 1

S(B>ra) = = “aree BV simea BT r303)
1 r +r 02
= 4‘;’20 R [ U )] (C.26)

172



Para R < r; as integrais na equagédo (C.17) ficam

/ sin §,
o (R?+r2—2Rr;cosfy)l/?

= 1 f Py(cos 8,) Py(cos 0,) sin 6,d6,

==z, (C.27)

" sin 4, 1
o (R?4+rd —2Rrycos6,)3/2 rg

f P1(cos 8;) P} (cos 6, ) sin 8, dd;

(C.28)

il
NS
u?ul =

Substituindo as equagdes (C.27) e (C.28) na equagéo (C.17) teremos

Q1 ?oLR
S(R < 7'3) = 1-7;07‘2 {1 + “2"*55 + 602 r% ( 27'2) (0.29)

Lembrando que © = f + 1168 teremos

P
—
vn

11
i
-
[ <)

(C.30)

<t
I

24+ r363.
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As equagdes (C.26) e (C.29) podem entédo ser escritas como:

S(R>r2)-4—QR (1+;f) (C.31)

Eg T2 22 6c? r

S(R< 1)) = fﬂ_‘?l (1+ (" o7 , -L”i 77— 3 a]) (C.32)

Estas equacdes {(C.31) e (C.32) séo as energias Lagrangianas entre a casca
esférica € uma particula carregada em seu interior e exterior. Estes calculos
séo exatos, validos para qualquer vﬂor de r;. Neste trabalho utilizamos so-
mente a equagdo (C.31) que pode ser escrita em fungéo do potencial na casca,

supondo ¢ = 0 no infinito, como

S(R > ra) = ¢ (1 + ;—;) , (C.33)

onde ¢ = @Q/4regoR é o potencial na casca.

O resultado (C.31) foi calculade aqui de maneira exata, sem precisar
supor r, < R, e se encontrou que esta energia Lagrangiana é independente
de r;. Isto mostra que o resultado aproximado obtido por Schrodinger e
valido apenas para r3 € R é exato e valido para todas as posigtes da carga

teste no interior da casca esférica.
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Utilizando os resultados dos Apéndices A e B com a equagio (C.33) esta-
mos aptos a escrever a Lagrangiana de uma particula de carga ¢ e massa m
interagindo com uma casca esférica, como descrita no inicio deste Apéndice.

A Lagrangiana é

L=L;—§ (C.34)

onde Ly é dada pela equagio (A.23) e S pela equagdo (C.33):
— 2 G-
= ~mc* /1 —v?/c? — q¢ (1 + Fcz_) . (C.35)

Utilizando a equagéo (B.11) e (B.12) temos que a energia da particula no

interior da casca esférica é dada por

mc?

v-7
E = m+q¢ (1_6_62) . (0.36)

Para baixas velocidades, v < ¢, temos que a energia da particula é dada

por, a menos de uma constante:

muv? R RE ]
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Apéndice D

Célculo da energia potencial Lagrangiana eletromagnética entre

um capacitor plano ideal e uma particula de carga ¢

Em nosso problema vamos supor uma particula carregada incidindo per-
pendicularmente & placa negativa do capacitor, vide figura D.1, com uma
velocidade dada por ¥ = vy,% e sua posicido dada por 7 = z,i.

O capacitor plano ideal é composto de placas S; e S3 paralelas ao plano
¥z localizadas em +zo, com densidades superficiais de carga +o. Temos
trés regides distintas para calcularmos a energia: =y < —x9, —20 < 21 < o
e 2o < z;. Utilizando o modelo de Weber vamos calcular a energia poten-

cial nas trés regides e para isto vamos utilizar a energia Lagrangiana dada por

37

_an (5
S - 41"59 ra] (1 t 202) ' . (D'l)

A equagdo {D.1) relaciona cargas pontuais, e como as placas do capacitor

sdo extensas faremos ¢, = +*oda, onde to sio as densidades de carga das
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Figura D.1: Capacitor plano com uma densidade de carga +o em suas placas,
e uma particula com carga ¢ e massa m movendo-se perpendicularmente as

placas.
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placas, que supomos distribuidas homogeneamente nas placas, e da é o ele-

mento de irea das placas. Assim a equagédo (D.1) pode ser escrita como

_yqodaf (7 8)
dS‘J - :‘:41!'50 LY (1 + 2C27"2J ’ (D-2)

6nde utilizamos r,, = 7, - ¥,/r12. A energia potencial Lagrangiana é obtida

quando integramos a equagdo (D.2)
s = fs, dSys + [g dSis. (D.3)

Utilizando coordenadas cilindricas os vetores indicados na figura D.1 referen-

tes & placa S; sao

)
o= I,

Fy = mot — pcosfi+ psin bk,

fl2 = (21— To)t — pcosBf+ psin ok,

} r2 = [p*+ (21— 20)’]1, (D-4)
ti = v,
v = 0,
Tz = Uil

E referentes a placa S, sdo
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— A

rn = o,

3 = —xof — pcosdj+ psin bk,
fis = (214 x0)i — pcos i+ psin bk,
1 s = [0+ (21— 20)??, (D.5)
i = v,
vs = 0,
s = vl

.

Substituindo (D.4) em (D.2) temos

_ qoda 1 vi(z, — x0)?
4512 = dreg [p? + (21 — x0)3]2/2 [1 563 (p? + (21 — ©0)) | ’ (D.6)

qroda 1 vi(2y + 20)? ]
dSi3 = — 1 D.7
° dreo [p? + (21 + z0)?/? [ 3a (P2 + (21 + 20)?) (D7)

Substituindo (D.6) e (D.7) em (D.3) e sabendo que da = pdpdf teremos

S = /R ¥ g10pdpdf 1 1+ vi(zy — z0)?
YT hohe Tamee [P (zi— 2ol | 2507 + (21— 20)?)

_ R 2= qlcrpdpdﬂ 1 ‘U?(dfj + wo)g
-/f; / dxeo  [p? + (21 + z0)?]H/? Lt 2¢3(p? + (21 + z0)?) | (D8)
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I-Potencial devido & placa S

Temos dois intervalos a considerar: z; + 20 > 0 e 21 + 79 < 0. Conside-

rando a segunda integral na equacéo (D.8) e integrando em termos de & temos

go [R pdp vi(z1 + 20)* ]
P ol 1 . D.9
1B e ./o [p? + (21 + z0)?]1/? [ + 2¢2(p? + (21 + 20)?) (D-9)

Integrando considerando os intervalos acima teremos.

1513(z1 > ~xo) = **21:-;- [\/Rz +{zitze)? +(m+ 30)]

— i.o_?i —_ (331 + :L‘o)2 -\ T
4eq 2 [ \/R2+(m1’+x0)3 (z1 + 0)} (D.10)

11813(%1 < —20) = —% [\/R’ — (1 + 20)? + (71 + wo)]

qo v? [ (z1 + x0)?

4€o c?
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IT) Potencial devido a placa S,

Aqui também temos dois intervalos a considerar: zy —z9>0
e z1 — o9 < 0. Considerando a primeira integral na equagao (D.8) e inte-

grando em @ temos

' —_ ﬂ R pdp vf(ml - $0)2
Sz = 20 »[0 {0? + (21 — 20)?1/2 [1 * 2¢3(p? + (21 — 0)?)| (D.12)

Integrando considerando os intervalos acima teremos

ISn(‘-'Bl > .’.Bo) = % [\/R2 + (:!71 - x0)2 + (31 - xo)]

govi|___Eizsof o g
46062 [ JR2+($1—30)2 ( )] (Dla)

nS12(z1 < zo) = 226% [\/R2 ~ (21 Z x0)? + (z1 + xo)]

ff_ﬁ _ (21 — o)’ | -z
4eo [ VB + (21 — 20)? + (e ")] . (D.14)

O valor de S é dado quando somamos Sy e Si3 de acordo com a equacgio
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abaixo:

11513 +1r S12, 1 < —xo
§= 1513 +11 S12, ~2o Sz < %0 (D.15)
1513 +1 512, 1> o

Substituimos (D.10), (D.11), (D.13) e (D.14) na equagdo (D.15). Fazendo
a hipdtese R » x1 + z0 € B > x, — zo, ou seja, capacitor plano ideal com

grandes placas onde desprezamos os efeitos de borda, teremos

2
gozTo , qQOTH V]

S(m1 < —270) - - o "5&0—2'2‘ N (D.].G)

2

qor; qozTi v
S(—wo < 21 S 20) = = e c—; , (D.17)

gory qoxo Ui
S(z1 > z0) = o 2o c—; (D.18)
Se tivéssemos integrado a energia potencial de Weber
v, =281 (T (D.19)
M Awegry, 22 )’ :

teriamos obtido
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_goTo _ qoZg v}

Ular < —20) = === = T2, (D.20)
2
qoc;  ¢oT) Vi
—20 < 71 < T0) = ket ¥ .
U( oS & wo) £o 260 =3 ’ (D 21)
2
Uz > zo) = 2220 4 TT001 (D.22)

€g 2¢p e’

Note que quando v? = 0 reobtemos a energia potencial Coulombiana.
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Apéndice E
Lagrangiana de Darwin
A Lagrangiana relativisticamente correta do eletromagnetismo classico,

vilida até segunda ordem em v/c, é a de Darwin:

[P=L,-SP, (E.)

‘Nesta expressdo L; é a Lagrangiana das particulas livres dada classicamente
por (no caso de duas particulas) T = myv?/2 4+ myv3/2. No caso relativistico

ela € dada por

T = 2 vf 2 2 vj 2
= —myc*{f1 — — + mic’ —mac’| 1 — = + mac®. (E.2)
c ¢

Ja .SD é a Lagrangiana de Darwin dada por [Jac75, Segéo 12.7, pp. 593~
595]:
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p_ @@z 1 | G104 (0h-f12)(02 - P12)
57 = 4regrig [1 2¢? (E.3)
Ja a Hamiltoniana H e energia total £ do sistema sdo dadas por:
(qu )—L=K+UD. (E.4)
k=1

Nesta expressdo K é a energia cinética das particulas livres dada classica-

mente por T'. No caso relativistico esta é dada por

e e (E.5)
\/l—v'i‘/c2 \/l—v,/c?
J4 UP ¢ dada por
D __ q1qz _]:_ 61 - 62 + (61 * 512)(62 . ?‘:12)
- 47eg r12 [1 + 202 : (E'G)

Deve-se observar a mudanca de sinal dentro dos colchetes comparando
5P e UP. O mesmo ocorre na eletrodindmica de Weber.

Nos problemas analisados neste trabalho temos uma'carga, teste em mo-
vimento interagindo com cargas em repouso sobre a casca esférica ou sobre
as placas do capacitor. Se ¢, representa a carga teste e g2 um elemento de

carga qualquer da casca esférica ou das placas do capacitor temos ¥; = 0.
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Neste caso tanto UP quanto S? se reduzem & energia potencial Coulombiana
q192/47eor. Logo a energia eletromagnética de ¢; interagindo com a casca
ou com o capacitor vai ser dada no eletromagnetismo classico simplesmente
por q1¢, onde ¢ é o potencial eletrostitico na regido onde ela se encontra.
Na Lagrangiana de Weber isto j& né@o ocorre pois temos termos quadra-
ticos e.m v, € va. Logo, mesmo se v9 = 0 ainda teremos termos com v? que

nao se anulardo. E estes sdo os termos relevantes analisados neste trabalho.
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