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RESUMO

Adotando a abordagem sincrénica da relatividade restrita, este
trabalho analisa a questio da atribui¢ciic de massa & energia
potencial de acordo com a equagdc de Einstein (E = mc®>. Isso &
feito através da analise de casos onde ha interacfo entre sistemas
eletromagnéticos extensos. S&o computados © momento (P> e energia
(W) eletromagnéticos do sistema através da integracdo de suas
densidades ¢ = 3/¢° e p = (g, B+ ﬁz/#c))/z); também s#o
computados efeitos relativisticos mecanicos que alteram a energia e
momento mecanicos dos sistemas. Estes s8oc calculados atravées de
relagées £ undamenﬂais entre grandezas dinimicas.

Foram estudados apenas objetos com velocidade constante, e,
neste caso, somando-se todos os efeitos (eletr-omagnét.icosA e
mecanicos), conclui-se que n&o se deve associar uma massa a energia
potencial.

Outra concluslc obtida ¢ que para s=istemas extensos em
interacio as grandezas dindmicas n3o  obedecem sempre as relagdes
quadrivetoriais da dindmica relativistica de particulas. E tambem
que a relacio entre densidade de momento £ e fluxo de eenrgia o,

g = o/c%, n3o é geral
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PROLOGO

1. OBJETIVO

A fim de =suplementar a presente dissertacfio, este prdlogo
apressenta um histérico que elucida ao leitor as origens da=
quest8es abordadas no trabalho , como também a problematica e os
métodos empregados em seu desenvelvimento, situando-o em seu
contexto. Leitores que nioc se interessem ou que Jja estejam
familiarizados com o assunto poderfio deixar de lado eoste Prdlogo e
passar diretamente ao Capitulo 1.

O problema central desta monografia ¢ a relacio entre massa e
energia potencial para sistemas eletrodindmicos - extensos.
Primeiramente, as segles 2 & 3 mostrariic a origem do conceito de
massa eletromagnética, do periodo pré-relativistico até o
desenvolvimento da formulacidc de Einstein. As seqbfes 4 e 5§ discutem
os problemas especificds associados a sistemas extensos, em
relatividade restrita; e a secio 6 da um apanhado de problemas
ainda em aberto na teoria da relatividade.

Este Préloge estard repleto de referénciaz a trabalhos
antigos, pois a técnica adotada na tese leva a busca das fontes
higt.dricas para a compreensio e solugcio de problemas fisicos. Ha
também trabalhos mais recentes relevantes ci:t,ados, mas sio os

antigos que esclarecem e indicam um caminho para resolver a
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questio.

2. HISTORICO DA RELACAO MASSA-ENERGIA

Ne desenvolvimento da Teoria da Relatividade, ocorreram dois
‘tipos de desenvolvimentos distintos, mas convergentes., Um foi o
estudo das propriedades mecanicas da radiacdo elet.romagnética
duzd, gue levou a relacio massa-energia. Cutro foi o estude das
propriedades mecanicas de uma carga elétrica em movimento, que
levou & relaglc massa-velocidade. Vamos examinar, primeiramente, o
historico da primeira dessas linhas de investigac3o. Ela esta
relacionada as concepces de Faraday e Maxwell sobre o campo
elet.romagnético.

A idéia de que o campo eletromagnético, mesmo na auséncia de
matéria, tem realidade fisica e propriedades quantitativas fof
defendida por Faraday e depois aproveitada por Maxwell oem sua
teoria eletromagnética.

F‘aréday afirma a realidade das linhas de forca magnéticas,

asgim como das linhas de forga elétrica {(FPARADAY ,Experimental

Researchers, par. 3263), e indaga sobre sua natureza. Ele sugere

>y

que elas poderiam ser constituidas por uma  vibracdo do é&ter
hipotético, ou um estado de tensdo desse éter, equivalente a uma
condicdo estdtica ou dindmica; ou algum outro estado dificil de
conceber..” <(par. 3263); mas ele parece mais inclinado a aceitar a
idéia de que as linhas de forca seriam constituidas por tensdes do

meio - o "estado eletro-tSnico’ <(par. 3269).

Através dessas idéias, Faraday enfatiza a importancia do campo
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em detrimento da idéia da aciio & distancia. As cargas, correntes
elétricas, im3s, etc. produziriam linhas de for¢a; mas seriam essas
que realmente atuam e produzem todos os efeitos.

Maxwell adotou essencialmente as idéias de Faraday, procurando
dar-lhes uma formula¢fic matematica conveniente e a partir da qual
fosse possivel fazer previsdes quantitativas definidas. Desde o

inicic de seu tratado (MAXWELL, Treatise on electricity and

magnetism), Maxwell adota a idéia de linhas de fom:a’de Faraday, a
quem cita indmeras vezes, e indica que adotarid uma teoria em que a
agdo elétrica é um fendmeno de tensio do meio, ou tensido ao longo
dag linhas de forgca ((MAXWELL, Treatise, par. 47-8>. Por isto,
Maxwell procura garacterizar os fendmenos eletromagnéticos através
de grandezas distribuidas peloc espago, e nio concentradaz em
pontos. A energia eletrostatica W de um sistema de ecargas, no
vacuo, por exemplo, era antes de Maxwell calculada sob a forma:

W o= T eV

1
2

onde sdo somadas as energias potenciais (eV) de todas as cargas.
Maxwell parte desta formula (par. 84> e obtém a expressio

{par. 9%9ad

[ E® av

03|I-‘L
3

onde se calcula a integral volumétrica da densidade de energia
associada ac campo elétrico CE’/8n> e que permite o calculo da

energia eletrostatica pela integraciio de uma grandeza distribuida
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de forma continua por todo o espaco. Segundo essa exXpressdo, todas
as regiSes do espaco onde exista campo eldtrico contribuem no
cémputo da energia total do sistema. Esta energia espalhada pelo
espago &, segunda Maxweall, essencialmente enargia potencial
estatica d(par. 630, 638> devida a distribui¢cdo de tensdes do éter
(par. 110>, que s3o0 essencialmente as tensdes das linhas de forca
de Faraday (par. 109D,

E imporante notar que, nessa vis3eo, as cargas elétricas
produzem o campo, mas a ehergia do campo ndo esta nelas e sim
distribuida pelo espago.

Pela analise das tensdes no é&ter, Maxwell prevé a existéncia
de uma pressdo produzida pelas ondas eletromagnéticas e calcula seu
valor: a pressio longitudinal de uma onda plana ¢ igual a sua
densidade de energia defronte 4 superficie mobre a qual incide.

Antes do desenvolvimento da teoria de Maxwell, a procura de
uma pressfoc produzida pela luz ja possuia uma longa histdéria. Nos
séculos XVIII e XIX varics experimentadores haviam procurado

detectar e medir um efeito desse tipo, sem resultados definidos

{ver WHITTAKER, A  history of the theories of aether and
electricity, vol. I’. p- 27’5).

Fei apenas em 1873 que Maxwell publicou =seu tratado de
eletricidade e magnetismo, com uma previsio tedrica da pressaoc
produzida pela luz solar. Independentemente, em 1876, Bartoli
deduziu a férmula da pressao da radiacio a partir de uma argumento
purament.e termodinamico {BARTOLIJ, 1876): se a radiacio nao
produzisse pressaio, sexria possivel violar a segunda led da

termodindmica. 0 argumento de Bartoli foi aperfeicoado e



;:enaralizado per Boltzmann e Galitzine <(BOLTZMANN, 1884; GALITZINE,
1892). A coincidéncia entre as equagbes obtidas atravées do
argumento termodinamico geral de Bartoli e do modelo de tensdes de
Maxwell deu grande confianca ao resultado obtido. Por isto, nac foi
surpresa a posterior confirmacio experimental do efeito de pressioc
de radiacio por Lebedew e Nichols e Hull, em 19201 <{ LEBEDEW, 1%01;
NICHOLS e HULL, 1901, 1903). |

Come, na teoria de Maxwell, a energia eletromagnética estéa
distribuida pelo espaco, ¢ claro que tranferéncias de energia
eletromagnética também s&o um fendmenc espacial extenso, e nio
ligado imediatamente a uma carga elétrica.

O estudo do fluxo da energia eletromagnética foi resolvido
independentemente e quase a0 mesmo tempo por Poynting e Heaviside
(POYNTING, 1884; HEAVISIDE, 1885, 1892>. O resultado obtide foi o
famoso '""teorema de Poynting', que determina o fluxe de energia &P)

em fungic dos campos elétrico £ e magnético it
8= S Bx#

O estudo da localizagiio e fluxo da energia n3c =6 no
eletromagnetismo mas também na teoria da elasticidade,
hidrodindmica, termodinamica e gravitacic foi desenvolvido mais
tarde por Wien {18925, Mie {1898, 1899) e Volterra {1899).

A idéia de que o éter devia conter momento fol exposta pela

primeira vez por J. J. Thomson <(Recent. Researchs, cap. 1>, que

atribui ao campo eletromagnético uma densidade de momento (é)que,

no vacuo, € proporcional ac vetor de Poynting <3), e que, em geral,
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2= -1 B xB

onde D é o deslocamente elétrico e B a inducdo magnética.

A introducdo da quantidade de momento associada ao eter, por
Thomson, permitia a conservacio da quantidade de movimento de um
sistema matéria + campo eletromazgnético; se o éter ndo se movesse
ele n3c poderia ter momento, e a lel da conservacdo do momento
seria vieclada. Essa violacio de fat,.-o ocorreu na teoria de Lorentz,
em sua forma preliminar (LORENTZ, 1895).

Dese jande manter o principio da conservacdo do momento em
interacfes eletromagnéticas, Poingaré 492003, em wum importante
trabalho, onde retomou a sugestao de Thomson, estabeleceu que a
densidade de momento E seria sempre igual ao vetor de Poynting g
dividido por << g = S/¢°. A partir dai, Poincaré sugere dque a
toda energia eletromagnética esteja associada uma massa, sendo a
densidade dessa massa eletromagnética {(pd igual a2 densidade de
energia <) dividida por e o o= et

Poincaré Lalmbém introduz a concepciéco de um momeanto angular
associado a campos eletromagnéticos onde o vetor de Poynting
formasse circuitos fechados. Atribui, além disso, uma qqant.idade de
movimento p = E/¢ a toda radiagio eletromagnética dirigida,
explicando assim, de outra forma, a pressic produzida pela
radiacao.

Neste trabalho de Poicaré encontra-se a relacdo entre massa e

energia aplicada ‘apenas & luz. Seria possivel, a partir desse
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resultade e utilizando o principiec da relatividade <{(que Poincaré ja
havia propostoed, provar gque m = E/c® vale também para particulas
C(IVES, 1952; ver também LEWIS, 1908).

B impbrtant,e enfatizar que, aqui, o conceito de masisia
utilizadoe é o de ‘“massa maupertuisiana” CL_ANGEVIN, 1913), dada pela

razdo entre momento e a velocidade: m = Iﬁ]/ ]3]

Ha outros conceitos de massa, na dindmica <{(além dos conceitos
de massa gravitacional ativa e passivad A "massa acelertativa" pode
ser definida a partir da relacgio F = ma

Outro passo importante é dado por Hansenthrl, que realiza, em
1904, um estudo sobre a dindmica de uma cavidade cheia de radiacio
(HANSENSHRL, 1904). Ele parte de um trabalho de Abraham 1902> que
estudara =a pressfc exercida pela radiacfc sobre superficies em
movimento. Abraham havia calculado o aumento de pressidao da luz
quando a superficie se move contra o movimento do feixe de radiacao
(ou seja, quando a superficie wse aproxima da fontel, assim como

para casos obliquos.

Utilizando esses resultados, Hansenthrl estabelece que, quando
uma cavidade cheia de radiaglic & acelerada, a pressio do radiacio
diminui na sua parte frontal e aumenta na parte de tras. Ou seja: a
radiacic exercerid uma forga resultante para tras, sobre o corpo que
a contém, gquando esse corpo ¢ acelerado. Portanto, & mais dificil
acelerar um corpo oco com radiacdo do gue sem radiacdo. Tudo se
passa como se sua massa, com radiacdo, fosse maior.

HansenShrl mostra também gque a energia total da radiagio na
cavidade dependerad da velocidade do corpo; e que, para aumentar

essa velocidade, é preciso fornecer certo trabalho extra que se
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acumula na prépria radiacfio. Ele calcula a massa agsociada a
radiacio de uma cavidade, supondo-a isotrdpica. O resultade {(a

2

menos de um erro de integracdo, depois corrigido por Abrahamd &

3

i
i

| m

Neste trabalho, HansendBhrl afirma explicitamente que a massa
de um corpo depende de sua energia e da temperatura do sistema.

Pouco depois, Abraham escreve uma carta a Hangendhrl {19055,
apontando um erro de integracdo e mostrande gque os nmesmos
resultados podiam ser obtides, de forma mais =imples, calculando~se
o momento total da radiacdo e dividindo pela velocidade do

sistema.

Note-se que aqui aparece o fator 4/3 na ralagio massa-energia.

Mais adiante veremos que isso ndo € um erro.

£ neste ponto da histéria que surge Einstein. Em 1905, ele
publica seus primeiros trabalhos sobre a tecoria da Relatividade. ‘No
primeiro (EINSTEIN, 1905a> ndo ha mencdo a relaclio massa-energia.
Em outro artigo CEINSTEIN, 1905b)>, & deduzido um caso particular da
relacio E =mc2_. a partir do qual ¢ proposta a sua generalizacio;
costuma-se indicar que ¢ argumento de Eintein é incorreto, pois ele
j4 pressupB8e implicitamente o que queria provar C(IVES, 1952>. No
anc seguinte, Einstein apresenta nova dedugdo da relagdo Am =
AE/cz, mostrando gue um corpo que Trecebe ou emite radiacdc muda de
massa (EINSTEIN, 1906).

0 préximo passo fundamental é dado por Max Planck - que poucas

vazes & reconhecido como um dos mais importantes responsaveis pelo
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desenvolviment.o da teoria da relatividade <(ver GOLDBERG, 1976>. Em
1907, ele publica um importantissime artigo (PLANCK, 19207> que foi
o primeiro estudo da dinamica relativistica que ndo fazia uso de
resultades provenientes da eletrodindmica <{atéd agqui, a dinamica
relativistica era dependente do eletromagnetismo?. Planck parte do
principio de acdo minima e, a partir de argumentos muito gerais,
obtém a mecanica e a termodinfmica relativisticas. Um resultado
2

deste artigo é essencial para ndés: ele prova que a relagco E = mc

ndo é geral' s6 vale para sistemas sem dimensdes (pontozs materiais)

ou para sistemas extensos sam tensdes. Para um sistema extenso
s@metido a uma pressac isotrdpica, vale a relagio de Planck: m =
H/c® , onde H é a entalpia do sistema (H = E + PV,

Na segdo 4 serfio apresentadas, de forma simplificada, os
resultados de Planck e suas consequéncias.

Apds o trabalho de Planck, o dltimeo passo fundamental foi dado
por Max wvon Laue, que estabeleceu os fundamentosx da dinamica
relativistica de sistemas nio isotrdpicos (os quais Planck n3o
estudow. Von Laue estabelece o tensor de densidade momento-
energia-tensdo e utiliza como base de toda sua dindmica a relagdo
entre densidade de momento g ¢ fluxc de energia & proposta por J.
J. Thomson: é = 5/02, generalizando-a para todas as formas de
energia, a partir de uma s=sugestido de Planck <VON LAUE, 1911, 19125,
Arelacfio de Einstein (E = mc™ torna-se, também aqui, apenas um
caso especial, que n8c vale sempre. Em particular, no caso de um
gistema com tens8es obliquas em relacfio ao =eu movimento, o
conceito de massa ja nio pode ser aplicado, peois o momento n3oc &

paralelo & velocidade (ou seja: n3o ha um escalar que, multiplicado
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pela velocidade, dé o momente deo =istemad.

A exposicdc mais geral, clara e conceitualmente correta =sobre
a relac8c massa-energia fol publicada, pouco depois, por Lorentz
(1912; Lectures, wvol. 3, cap. 12> Infelizmente, a maiocr parte dos
livros-texto ignora esses trabalhos e seus resultados: tratam a

relacio de Einstein (E = mc®) como se fosse totalmente geral.

1.3 - HISTORICO DA RELACAO MASSA-VELOCIDADE

Voltemos agora um pouco atras noe tempo, a fim de estudar o
desenvolvimento das idéias a respeito da dependéncia entre massa de
particulas e =sua velocidade. Novamente, o principic se encontra em
estudos pertencentes ao eletromagnetismo.

Em 1881 J.J. Thomson e, logo depois, Fitzgerald, procuraram
calcular oz campos elétrico e magnético associados a uma carga
eldtrica em movimento (THOMSON, 1881; FITZGERALD, 1881).

o] . resultado obtido por J.J. Thomson e por Fitzgerald era
valido apenas para velocidades muito mencres do que a da luz. Eies
supunham que o campo elétrico de uma carga esférica (E = e %> nio
era alterado pelo movimento da carga e calculavam o campo magnético

gerado utilizando H = ExV , onde Vv ¢ a velocidade da carga:

e
H = —zv send
 r

Se o campo elétrico nic era alterado, sua energia também nao
. 2z . .
mudava, sendo =empre igual a e /2a; mas a densidade de energia

asgociada ao campo magnético crescia com © quadrado da velocidade
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da carga. Essa densidade integrada sobre todo o espago, resulta

onde 2 é o raio da carga elétrica {(considerada esférical.

Esta eﬁergia magnética devida aoc movimento de uma carga
elétrica era analoga a energia cinética, em doiz gentidos: >
como vimos, Maxwell, Thomson e ocutrozs acreditavam que o c¢campo
magnético estava essencialmente associado a movimentos do éter;
{di> a energia magnética de uma particula aumentava, como a energia

. 2
cinética comum {(x v ). Escrevendo-se

o~ A -2, 2

podia-se interpretar a expressac entre parénteses, m’ = 2e /3ac” ,

como uma massa eletromagnética, que deveria ser adicionada & massa
\ . .

ordinaria m de uma particula carregada, para se calcular sua

energia cinética total Ec:

Note-se que essa massa adicional corresponde a 4/3 da energia
eletrostatica (e°/2ad dividida por c®.

Essa massa adicional podia =ser denominada, mais propriamente,
"massa cinética" ou "capacidade de energia cinética"
eletromagneética, adotando~se a nomenclatura de Poincaré e de

Langevin (LANGEVIN, 1913>.
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Inicialmente, nic se investigou se ao campo eletromagnético da
carga também estaria associado um momentoe eletromagnético, nem se,
no caso de ele existir, a massa maupertuisiana (p-s/v> seria igual a
‘massa cindética" eletromagnética WA,

Em 1889, Heaviside obteve as equacdes exatas, através de um
elegante uso do calculo de operadores <(HEAVISIDE, 1889 e [J. .
Thomson daeduziu-as novamente = confirmou Seus resultados
(THOMSON,1889, 1891)>. Verificou-se gque o campo elétrico de uma

carga pontual em movimento era ainda radial, mas de mddulo

e(i-vz/cz)

rz (1-vzsen28/c

z )a/z
engquanto o campo magnético era constituide por linhas de forca
circulares em torne da direclo do movimento da carga, e com moddulo:

@ v gaend { 1 - vz/cz pJ

c r2( 1 - v2 senze s ]9/2

Heaviside <(Electromagnetic theory, I, par. 164, p. 269> mostrou

que o campo externo de uma esfera uniformemente carregada de raio a

¢ igual ao campo de wuma linha eletrizada, de densidade de carga
constante, e comprimento 2aV./c. O campe de uma carga pontual, por
outro lado, era igual ao de um elipsdide de revolugio cujo eixo, na
dire¢cio do movimento, tivesse um compriment.o menor do que o dos

. . ~ 2, 2.1/2 \

@ixos transversais, na razio de U-v ¢ : 1, como foi mostrado

por Searle (1896). Ele deu a este elipsdide o nome de ‘elipsdide de

Heaviside'.
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Em seu artigo, Searle apresenta o calculo exato da energia

associada aos campos de um “elipsbide de Heaviside", verificando
. . o . 2
que a energia adicional n3c era proporcional a v, para altas
velocidades:
z k4
W o= < C [=] lo c + v o 1
2R v g TV

A massa cinética eletromagnética adicional devia, portanto,
depender da velocidade da particula,

A massa eletromagnética associada a uma carga, calculada a
partir da energia do campo, permite calcular o trabalho - e,
portantc, a forga - para aumentar ou diminuir a velocidade da
carga; mas nao permite avaliar a for¢a que deve ser aplicada para
mudar a dire¢io do movimento da carga, sem alterar o mddule de sua
velocidade, pois neste caso o calculo da ferca =& pode ser efetuado
a partir de consideragcdes de quantidades de movimento; e por isto,
a introducfico do momento associado ao campo era essencial para se
caicular o desvic de elétrons em um campo magnético, por exemplo.

O primeiro calculo do momento de uma carga em movimento foi
realizade por Lorentz ;1901), utilizande uma aproximaciac valida a

baixas velocidades (ver GOLDBERG,126%9). O resultado obtido foi:

e se interpretarmos o coeoeficiente de v como a massa inercial
("massa maupertuisiana") veremos que o resultado coincide com a

massa cinética anteriormente calculada.

XTX



Utilizando-se a relaciioc de Thomson e Poincaré entre fluxo de
energia e densidade de momento, Abraham 1902, 19032> calculou de
forma exata, para altas velocidades, a massa maupertuisiana de uma
carga em movimento {(ver GOLDBERG, 1970). Abraham supds que a carga
tem forma esférica invariavel, e adotou duas alternativas: > uma
carga elétrica distribuida homogeneamente por todo o volume da
esfera; e <iid> uma carga elétrica supertficial. Ele calcula {usando
a express3o P = ma para obter a massa ,a ao invés de p = mvd a
massa longitudinal e a transversal da carga, que sac0 diferentes.

Em 1904, Lorentz desenvolve os calculos exatos para um elétron
que se contraia pelo movimento, que nio se dilate lateralmente e
que 56 tenha carga superficial (LORENTZ, 1904 Obtém:

No primeire artigo de Einstein, em 1905, ele deduz também
expressBes para a massa longitudinal e transversal.

No caso longitudinal, Einstein obtinha o mesmo resultado de
Lerentz. No caso transversal, os resultados eram diferentes e,
alias, a‘ equagdo de Einstein era incompativel <¢om as medidas
conhecidas. Em 1906, Planck corrige a dedugédo de Einstein, que

passa a concordar com a de Lorentz d{ver MILLER, Albert Eintein’s

special theory of relativity).

Note-se que, em todo esse desenvolvimento, houve certa

confusfio sobre como definir a massa e =zobre a relacdic dos varios

tipos de massa com a experiéncia.
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4. DINAMICA RELATIVISTICA DE SISTEMAS EXTENSOS

Na teoria da relatividade restrita {como todos os

livros~textod, o momento p e a energia E de uma particula sdc dados

por
E=mc =ymc:=;vE0
=myv = m_ v = E v
p romg 2
o]
. 2, 2.,-1/2 . .
onde p = 1 - v'.7c™> » Mm_ € a massa de repouso e Eo a energia de

repouse da particula. Tomando-se as trés componentes do momento

(px, py, pz) ¢ a quantidade {E/c, pode-se formar um quadrivetor

+ E
P py, Pz; p

cujo modulo € invariante

Isso =é ocorre porque p = (E/cz)v, para particulas,

Pode-se imaginar que todas essas relagdes =ic completamente
gerais. No entanto, elas niec sdo. Fei o estudo de Planck, de 1907,
que mostrou as limitagdes desas relacdes. Embora elas sejam validas

para particulas, n3do o sfc, em geral, para gistemas extensos.

Um ‘sistema- extense" é um objeto fisico cujas dimensSes nao

sdo despreziveis. A termodinimica, por exemplo, & construida para
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gistemas que possuem volume nido nule e &, necezzariamente, uma
teoria de sistemas extensos., O mesmo se aplica 4 dinfmica de
fluidos, que r_:éio faz sentido para um fluido de volume zero,

A abordagem de Einsgtein para a dindmica do elétron considera-o
como uma particula sem dimens@es - ao contrario das teorias de
Abraham, Poincaré e Lorentz. A energia e 0o momento do elétron
estdo, por Einstein, dentro de um ponto material sem extensio,
engquant.o gue, nas teorias de Abraham, Lorentz e Poincaré, a
energia & o© momento estio fora de uma particula extensa. EBEssas
diferencas podem parecer irrelevantes, mas veremos que sdc muito
importantes.

No primeiro trabalho publicade por Einstein <EINSTEIN 1905za)
sobre a teoria da relatividade, o elétron & considerado como um
particula n3o extensa, e sua dindmica ¢ desenvolvida de um modo
muito simples, sem ser necessario operar com integracdo de
grandezas distribuidas pelo espaco. Feoi apenas ao considerar a
relacioc entre massa e energia (EINSTEIN, 1905b> que Einstein
comegou a utilizar racicocinios relatives a corpos extensos. Por um
lade, ele wutiliza o conhecido - e discutivel - raciccinic do recuo
de um cilindro, para deduzir a relacio m = E/c® » com o uso da lei
de conservacao do centro de massa (STACHEL e TORRETI, 1982). Mas
isso o leva a pensar sobre a aplicacio de forgas a corpos rigidos,
@ nesse caso ja se torna claroc que ndo deve valer sempre uma
relacio simples como E = ma® (EINSTEIN, 1907D.

Em 1907, Max Planck, que ji tinha ent3c um importante papel no
desenvolvimento da teoria da relatividade, publicou um longo artigo

fundamental (PLANGK, 1907> com o qual nasceu a dindmica de corpos
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extensos. Nesse artigo Planck deduz toda a dinamica a a
termodiniamica relativistica, de forma muite elegante, a partir do
principio de ac3c minima, fazendo uma adaptacio relativistica do
método anteriormente empregadoe por Helmholtz na dinamica e na

termodinamica classicas.

Neste trabalho, Planck estuda apenas sistemas fisicos que
possam  ser caracterizado= acompletamente, no sou referencial
préprio, por duas grandezas termodindmicas; apenas se incluem aqui,
portanto, sistemas submetidos a uma press3o isotrdpica. Dentre os
importantes resultados dinidmicos obtidos, FPlanck provou que a

entalpia H = E + PV C(onde P ¢ a pressio e V & o volumed ocbedece a

relacido

¢ que o momento de um sistema extensc € dado por

o
]
%
N
<4

4 s - . PR .
Portanto, a grandeza H/c tem, na dinamica relativistica

de Planck, o papel de massa inercial maupertuisiana.

Somente no caso de um sistema extenso sem pressio externa (P =
0> obtém-se os resultados que =30 validos na dinamica de pontos

materiais. Pode-sze dizer gue a mais importante modificagdc gque a
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teoria dos corpos extensos introduz na dindmica relativistica é

a lei de proporcionalidade entre massa inercial e entalpia (lei de
Planck), em substituicic & lei de proporcicnalidade entre massa
inercial e energia <lei de Einsteind) que s& vale para particulas e
sistemas sem pressido externa.

Os resultados de Planck foram citados e adotados por Einstein
em um trabalho de revis3c publicade no mesmo anc (EINSTEIN, 1907).
Ne entanto, Einstein sempre continuou a considerar como fundamental
a proporcionalidade entre massa e energia; este &, certamente, o
motive pelo qual até hoje todos os textos didaticos apena=
enfatizam conceitualmente a lei de Einstein, mesmo nos casos em que
utilizam equacdes que traduzem a lei de Planck.

As relacfes basicas da dinAdmica sincrdnica de corpos extensos
podem  ser obtidas pelo estudo de exemplos muito simples,
sezuindo-se © método empregado por Eintein (EINSTEIN, 1907) e por
Lorentz (LORENTZ, 1912, 19313.

Consideremos um sistema extenso que possa ser considerado como
um sélide rigido. Se utilizarmos o seu referencial proprio, as leis
da estatica classica serio validas, am um espago-tempo
minkowskiano. Assim, se forem aplicadas for¢as em varios pontos do
corpo rigide, e =se tanto a forga resultante quanto o torque
resultante forem nulos no referencial préprio, entdo o =istema
permanecera em equilibrio. Se inicialmente ele estava em repouso e
sem rotagio, ele assim continuara, apds a aplicacido das forcas,

dasde que t.odas elas se jam aplicadas simultaneament.e hoesse

raeferencial. Se, hnho referencial préprio, as forcas nao forem

aplicadas simultaneamente, e a for¢a resultante <(ou o torque
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resultante) n3o for nula durante certo tempo, o sistema comecari a
girar ou a se transladar, isto &, alterara seu estado cinematico.

Se a aplicacfio das forcas ¢ simultianea no referencial proprio,
ela n3o o sera, em geral, em relacdo a um outro referencial. Em
relécé'no a esse outro referencial, portanto, haverid um intervalo de
"tempo durante o qual o sistema esta submetido a uma resultante nio
nula, ou a um torgque n3do nulo, e estarid portante alterando sou
momento lingar ou angular, e também sua energia. No entanto, como a
aplicacfio simultinea das forcas no referencial proéprio mantém o
gistema em equilibrio, ele nic pode comegar a girar ou mudar a sua
velocidade. Portanto, a aplicagio de for¢as externas a um corpo
extenso pode alterar suas grandezas dinamicas {(momento linear e
a.mgu.lar-, energiad> sam gque suas velocidades dlineaxr, angular) sejam
modificadas. Este é um aspecto estranho mas inevitavel da
relatividade de corpos extensos.

Consideremos ¢ caso simples de uma barra rigida, em cujas
extremidades =30 aplicadas {simultaneamente, no referencial
prépriod duas forcas simétricas, paralelas ac comprimento da barra
Seja Z’ o referencial préprio da barra, e ¥ um outro referencial em
relagdc ao qual a barra se desloca com velocidade paralela ao seu
comprimento <(movimento longitudinal), na direcfio do eixo x Sejam M

e N as extremidades da barra, sendo x’;< x)’q.
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0 compriméﬁto préprio da barra é L’ = x = X’. No referencial

préoprio as duas forgas F; @ F‘;’ gic aplicadas no mesmo intante 7 =
M

t’. No referencial imprépric a diferenca entre os intantes de

aplicacio das forcas é obtida pela aplicacZo da lei de Lorentz:

onde v & a velocidade da barra em relagfio a T. Se >0, L;) L;, isto

é, a forgca ¢ aplicada em M antes de ser aplicada em N.
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Durante o tempo At = LM - LH apenam a forca’ ﬁu egtava
aplicada a barra. Portanto, durante esse tempo, essa for¢a deve tern
transmitidoe & barra um impulso igual a ﬁu At. No instante t.N a
outra forca & aplicada na outra extremidade da barra, e a partir
desse instante a forca resultante é nula, e portanto nioc ha mais

variacdio do impulso da barra. Portanto, apés tN, o momento linear

da barra é constante.
Seja mé a massa inercial da barra, no sistema préprio, antes
da aplicacfio das forcas. Nesse caso, a barra é ainda um sistema

isolado, e =ua massa se transforma como a de uma particula

Portanto, em relacSo a £ sua massa inicial m_ era igual a:

¢ seu momentoe lHnear era

No entante, com a aplicacio das forgas, a barra sofreu uma
variac3o de momento igual ao impulso recebido, e apéds t.N seu

momento & igual a

-

-
= + P At
P Po M
r - b
Congideremos o caso em que ﬁu = v $do paralelos e possuem ©

mesmo sentido (caso em que as forcas comprimem a barrald. Nesse

caso, temos
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onde F = |f5M| = ]I-*N[ De acorde com a transformacfc relativistica

de forcas longitudinais, temos F’= F, e portanto

T

2 >
= m’ + E‘.........L_ ] ; e
C CZ

Portanto, para efeito de calculo do momento da barra, tudo se
passa como se a massa de repouso da barra tivesse =ofrido um
aumento proporciconal a seu comprimento e A& tensfo. Se definirmos a
massa inercial como a razio entre o momento e a velocidade do

. . nd .
sistema (massa maupertuisianad, teremos sempre p = m v e portanto a
massa da barra comprimida, no caso longitudinal, serd o© coeficiente

de velocidade na equacf8o acima, ou seja,

Congiderando ¢ limite de m quando a velocidade tende a Zero,
obtemos no referencial prépric uma massa inercial efetiva igual a
2 2
m’ = m’ + —-—-F L
c 2
c
Observe-se que, embora tenha sidoe preciso utilizar o sistema

de referéncia £ na deducfio, © resultado obtide acima refere-se 3

massa propria da barra; ou seja; quande a velocidade tende a Zzero,
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o efeito de variac3c de massa por compressio ndo tende a Zero.
Podemos dizer portanto que a massa inercial efetiva de uma
barra rigida aumenta gquande ela é submetida a forcas de compressao,
ne caso longitudinal. Se as forgas fossem distensoras ao invés de
comﬁressoras, o sinal de F’ seria alterado e teriamos entio uma

reducio de massa.

E importante notar que a variacdo de massa inercial prépria
FL /e ndc & devida a uma energia transmitida pelas forcas a
barra. Foi wutilizada a suposicic de gue a barra era rigida, ou
seja, =Suas dimensdes nao se alteram significativamente poxr
compressic, e portanto nio ha realizacio de trabalho eladstico neo

referencial préprio.

Consideremos agora a energia da barra. Antes da aplicagdo das

.

forcas, sua energia total era, no sistema préprio T

Durante o intervalo de tempo de aplicagio das forgas, em
relacic ao referencial X, apenas a forga F"M atua durante o tempo
At. Durante esse tempo a for¢a realiza um trabalho proporcional a

seu deslocamento:

AW = BV At
M
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Noe caso em que a forca e a velocidade possuem © mesmo sentido

(compressic da barra) obtemos

AW = P2 L* 5% ¢

Logo, em relagio a X, a energia total E da barra, apéds tH,

seri

F’L> 3 2

E=E + AW = m’ +
o c

Portanto, para o calculo da energia da barra, tude se passa
como se a massa de repouso da barra tivesse sofrido um aumento: se
2 . R

quisermos escrever E = m c¢”, teremos que considerar a massa m' =
2 . , .

{m’ + F?L? > ou seja, a compressadc longitudinal da barra teria

c 14 L4
. 2
produzide um aumento de massa igual a F’L’ /3 ». Obs=erve-se due
esse aumento & diferente do obtido no calculo do momento; e ele
tende a =zero qgquando a velocidade da barra em relagdo ao
referancial ¥ tende a =zero. Ou seja: para baixas velocidades, a
aplicacio de uma tensdo a barra n3o altera significativamente sua
energia, mas altera seu momento. O aumento de momento nao &
proporcional a seu aumento de energia. Por isso, para uma barra
: . hnd nd

submetida a tens30, ndc podemos escrever simultaneamente p = mv e E
L2 . A .
= mc”. Apenas uma dessas equagdes pode ser mantida. Na mecanica
newtoniana a massa inercial aparece primariamente associada a

. . - P g I .
quantidade de movimento, através da relacido p = mv. E natural, na

teoria da relatividade, procurar manter essa relacido, comforme a
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proposta de Planck. Assim, para uma barra submetida a forcas
lengitudinais em movimento iongitudinal, temos uma massa propria m’
14 Y 2 2 § A, i - > z L 2
s m’ + F’L’/c” e uma energia propria B> = m’ ¢ Z m o
¢
Este & um caso particular em que a lei de proporcionalidade

entre massa e energia (lei de Einsteind niico é valida.

Pode-=ze ver, nesse caso, dque .

2

F4
c

> )
Ez—p2c2=c‘ méz_ﬁz[F‘L]
¢ uma funcdo de 3 = v/c, e portanto ndc ¢ invariante. Logo, ndo se

pode mais formar, neste caso, um quadrivetor com as componentes do

momentoe e (EJC.

Consideremus agora o© caso de uma barra cujo movimento é

perpendicular a =eu comprimento (movimento transversal), em rela¢io

ao seu referencial impréprio .

L A l FM

Y

Y

Agora, se as forcas sdo aplicadas simultaneamente no
referencial préprio z’, elas também serio gimultaneas no
referencial I, como se pode ver pela aplicacdo das transformacdes

de Lorentz, pois os pontos de aplicagdo das for¢as possuem mesma



coordenada x. Assim sendo, nenhum impulso & transmitide a barra
durante a aplicac8co das forcas, e seu momento n3do se altera. Comoe a
velocidade da barra nfioc pode ter sofrido alteracdo, a sua massa
inercial, definida como o quocients do ;noment,o pela velocidade,
permanece constante. Ou seja: tensSes transversais ao movimento de
um sélido nfio alteram sua massa inercial. E ébvio que, nesse caso,
o trabalho realizado pelas forcas sobre o corpoe é nulo, ja que as
forcas s3c perpendiculares ao deslocamento. Nio héd variagio da
energia da barra, nem fluxo de energia produzido pelas forcas
externas aplicadas transversalmente ao movimento.

Consideremos agora um cubo de arestas L’, sobre cujas faces
atue uma pressioc externa P’. Consideremos que ele se desloque, em
relagdo a um referencial X, paralelamente a um certa aresta. Apenas
as forcas paralelas a essa aresta influirio na massa do cubo. Se a
massa inicial ﬁrépria} do cubo <(antes da aplicacio da presséo) era

m::. apdés a aplicaclo da pressio a massa m’ sera

L.’F’

m = m’ +
C

P . 2 .
Como a area de cada face &€ S’ = L7 ¢ como a torca F’ em cada

face é F’ = P’L’z, temos

2 . .
0 termo P'V/c” seria positivo se as forgas externas comprimem
o cubo. Se as forcas externas forem distensivas, o termo sera

negativo. A equacfo anterior ¢é valida n3o sé no caso do cubo, mas
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no de qualquer sélido submetido a uma pressio externa uniforme.
Como, no referencial préprio, a energia do corpoe nio se altera

e 2
pela pressio, temos E’ = m:: ¢, e portanto

E’ + P’V?

ou seja, como E+P’V’ & a entalpia prépria do sistema, obtemos a

lei de Planck para o referencial proprio:

Usando a= transformacSes das guantidades envolvidas, temos, em

relacfio a outro referencial,

H

y H’

e, portanto, em relaclio a qualquer referencial & valida a relacao

de Planck

Esse resultado ja fora obtide antes do desenvolvimento da
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relatividade restrita, por HasenShrl {1904). _Obtém»se o mesmo
resultado, em primeira aproximac¢iio, para qualquer gas relativistico
(c~v « co.

Em todos estes casos, ¢ momento do smistema era paralelo 4 sua
velocidade. Mas isso n3oc ¢ valido em outrozs casos. O caso mais
gismples ¢ 0 de uma barra gque se move obliquamente em relaciio a seu
comprimento, = em aujas extremidades sA0 aplicadas forgcas

longitudinais. Seja o o AaAngulo formado ela barra com o eixo x’,
Y & P ;

no referencial praprio.

1} Y'

et e T T DA

L

N, a projecao do

14}
in
(s}
=
T

Se as extremidades da barra

comprimento da barra no eixce x sera

X’ - x* = L’ cosgo’
N M

onde L° €& o comprimento préprioc da barra. Se as forcas

comprimem a barra, as componentes da forga F'}; serio:

F’? = F’ cosa’
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F* = F’ seno’
My

Em relacio ao referencial imprépric Z, o intervale de tempo

entre os instantes de aplicacio das for¢as a N e M =sera

L’ v cosa’d

At =t -t =y

Durante esse intervalo de tempo a barra recebe um impulso

cujas componentes sao:

De acordo com a transformacio relativistica de forcgas, F‘M = Fr;
xX X

- — >
€ Fuy Fuy/;V. Portanto, temos:

Fr L’ cosa’

X 2
c

F’ L’ =ena’

Nesses casos nido &€ possivel definir-se uma massa inercial
P i
escalar pela relaciao p = mv.
Como =se pode ver por esse exemplo, mesmo em situagdes
relativamente simples o estude de corpos extensos leva a resultados

pouco intuitivos e complexos. Foram justamente esses resultados que
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levaram, no caso de corpos extensos, a abandonar o formalismo
quadrivetorial =) a introduzir o tensor de densidade de
mom'ent.o*energia—t.enséio, que permite sintetizar de forma matematica
elogante todas as propriedades de transformacio o relages eontre
essas grandezas. Nos casos mais gerais, o conceito de massa
inercial perde a utilidade, e por isso apenas se utiliza o tensor.
Somente no casc de uma pressfo uniforme & possivel obter-se um
analogo a massa inercial clasica, isotrépica.

£ lamentavel que esses antigos resultados da dindmica
relativistica continuem a ser ignorados mesmo por grandes
autoridades (BONDI e SPURGIN, 1987; DOMBEY, McCREA e ROUSSEAU,
1987>, que continuam a repetir que a massa e a energia sempre
obedecem i relagido E = mc®

Os resultados obtidos até aqui podem também ser deduzidos de
outra forma. Como ja vimos (seclio 12>, em 1893, J.J Thomson

introduziu no eletromagnetismo a relacdo entre denzidade de momento

(E) e fluxo de energia &> do campo eletromagnético:

Essa relaciico foi utilizada por Poincaré e depois por Planck
{(1908> para todos os tipos de energia. Pode-se provar gque wla se
aplica a um gas de particulas livres; ela pode também ser aplicada
ao caso da barra rigida.

Pode-se atribuir o aumento de momento da barra comprimida ao
fluxe de energia que a atravessa, em relacdc ao referencial

imprépric. Em relac3co a esse referencial, apds o instante LN, ag
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forcas aplicadas as duas extremidades da barra estao produzindo

trabalhos iguais em médulo, mas de sinais opostos. No caso de

compressdo, a for¢a aplicada a M produz um t.rabalho positivo (F‘M.G

> O, e f‘tN produz um trabalho negativo. Pode-se dizer que, no
:

regime estacionaric, um fluxo de energia ¢ introduzide na barra em

M e retirade em N. O fluxo de ehergia o & igual a

F v

o = _...S_..._

onde S é a secdo reta da barra.

Para calcular-se © momento associadoc a esse fluxo de energia,
devemos conhecer o volume atravessado por esse fluxo, e que nao €
igual aoc volume do sdlide. De fateo, o tempo gasto pelo fluxe de
energia para ir de M até N deve ser igual ao intervalo de tempo
entre as aplic;':xc:ﬁes das forcas nesses pontos, ou seja, deve ser
igual a ‘t..N - L = At. Durante esse tempo o fluxe de energia

M

atravessa uma distiAncia igual a L+Ax, ou =seja

Agora podemos calcular o momento associado ao fluxo de energia

mecanica através da barra:
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2 L F* L?
- 'd

Cbtém~se assim um resultado concordante com O obtido
anteriormente.

Embora =seja atil ¢ tenha, neste casco, levado aoc resultado
correto ja deduzide antes, ndo héd nenhuma base tedrica para se
supor que a relagfio entre z e o ¢ valida sempre. Planck ggpig que
isso ocorresse, mas nao provou izso. Deve-se, portanto, ser
culdadoso em seu uso. Na szecio 3.5 da tese serid mostrado que ela

P

ndo & totalmente geral.

5. TENSOR DE MOMENTO-ENERGIA=~TENSAO

Como vimos na secdo anteiror, o momento e a energia de um
corpo extenso nio formam em geral um gquadrivetor. No entanto, &
possivel considera-los como colmponent.es de um tensor.

H4a diferentes formas de introduzir este tensor. O modo
classico de fazé-lo consiste em definir o =significade fisico de

suas componentes:
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onde

)

o

tensor

tridimensional de

moment.o;

direciio a4 e € @€ a densidade de

sistema

volume.

indice

segundo indice indica a

é o fluxo de energia

extenso,

espacial

tenzsdes;

através

0 tensor espacial de tensdes meclnicas t

o

tem suas componentes definidas da seguinte

indica a normal ao planc seobre
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de onde se obtém as componentes associadas as densidades de momento

¢ de energia

T = {cg =4 (P +¢&
o <

o4 (=%

T44=~s=-(so+P(>’2)y

Recordando que o volume V = V’/p, obtém-ze
p = (E + P’V?) oy
o c
E= (E+ PV3") y

em perfeita concordancia com osg resultados obtidos anteriormente
pela analise detalhada. A técnica matematica dos tensores permite
cbter, de forma automéatica, os resultados da dinAdmica relativistica
de sitemas extensos, e portanto o tensor de momento-energia
comumente empregado tanto na relatividade restrita gquantoe na
relatividade geral é valide se e somente se essa dinamica
relativistica de sistemas extensos for vélida.

Observe-se que, do modo como o tensor foi definido no inicio
desta secio, a condicdo para que ele possa ser simétrico & que
tcgo‘ = iofo‘/c:, ou seja, E‘ = /¢ Se essa relag3c for sempre valida
(¢ se o tensor clissice de tensdes for mempre simétricod, o tensor
serd simétrico. Inversamente, se o tensor Tfor sempre simétrico,

~ - - 4 . .
entlo g = os¢c” € sempre valido.
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Kantor ({19542 justifica a simetria desse tensor por analogia
com o caso eletromagnético. De fato, essa fol a origem histérica
do tensor. Mas “analogia" nfo proporciona uma prova. Synge (Special
Relativity, oap. VIII> egtuda inicialmente um gig ideal ¢ constrdi
o tensor provando que ¢ =imétrice, para esse caso de um sistema de
particulas. Ne entanto, '912 indica’ (pag. 287> que, se o tensor nio
fosse simét_.rico, a ralagdo s = e’ nio saria valida,
Post.eriormer;te, ele trata o  caso geral <(pag. 309> e impde a

condiciioc de simetria do tensor (pag. 310>, sem deduzi-la. Pauli

(Theory of Relativity, cap. 3> afirma que o tensor & s=sempre

simétrico por uma generalizacfo a partir do tensor eletromagnético

e do tensor mecanico <(pag. 124-5>. A partir disso, ele considera a

ré_.léce"io‘- é o ‘3*/;:2 - como um téorema. Wheeler (Gravitation, cap.5>
define' s ‘t.ensor e -.-most.ra o significado de suas componentes,
afirmando que é sempre simétrico (pag. 138); mas ao apresentar uma
"prova' da simetria utillza como pressupostoc que a relagio E = ma”
é vahda Sempre Cpég. 1415, Nota-se que em todas essas
aprese‘nt{acé‘ies (e outros exemploz poderiam ser dados> hid uma falha

de fundamentac3o. da teoria.

Tolman CRélativit,z, Thermodynamics and Cosmologzy, par. 37>
evita esse problema. Ele nio descreve o significado das componentes
mistas do tensor da forma gue fizemos. Ele parte do sistema de
referéncia préprioc, noe qual eszasx componentes s3c nulas; o
considerandoe que o tensor classico de tensdes ¢ simédtrico, obtém um
tensor geral simétrico, no qual atribul a mesma interpretacio a
Tou =] T‘o‘, sem associar .um deles ao fluxo de energia e o outro i

densidade de momento. Este & um modo de escapar da dificuldade.

Apesar da possibilidade de seguir o caminho de Tolman, a
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formulacfic mais comum do tensor de momento-energia estabelece em
sua definicdo que owm T.; correspondem ao fluxo de energia e os T <
[ (=1

as densidades de momento; portanto, a simetria do tensor depende da

validade da relacloc g = e,

4. PROBLEMAS EM ABERTO

Os aspectos até agqul expostos da ‘teoria relativistica de
sistemas extensos correspondem & visZo mais tradicional e usual,
iniciada por Planck. No entanto, nic houve, ao longo das décadas,
unanimidade a respeito dessa teoria. Nesta secdo veremos alguns
problemas ainda discutidos da teoria relativistica de =sistemas

extensos.

6.1. a5 DUAS DINAMICAS DE SISTEMAS EXTENSOS

Existem duas abordagens diferentes da dindmica relativistica
de COrpos extensos. A primeira delas, a mais antiga, foi
dezenvolvida por Planck, Einstein, von Laue e outros, no inicio do
século. E a utilizada na maior parte dos livros-texto de
relatividade, e & a empregada na relatividade geral e¢ nos trabalhos
tedricos de astrofisica e cosmologia relativistica. Essa abordagem
recebe atualmente o nome de "sincrdnica".

Apbs a década de 1960, essa abordagem mais antiga comecou a
ser questionada. Os trabalhos criticos de Arzeliés, continuados por
Gamba e outros autores, mostraram a existéncia de pontos obscuros e

possivels falhas na teoria sincrénica, e levarando a elaboracao de
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uma abordagem diferente, que recebe ¢ nome de "assincrénica'.

Os nomes ‘''teoria Jd{ou abordagem) sincrdnica" e ‘teoria <dou
abordagem? assincrdnica' foram propostos pela primeira vez por
Cavalleri e Salgarelli, em 1069, tornando-se apés issc geralmente
aceltos.

A diferengca entre as duas teorias foi esclarecida por Gamba
Ue75, 1977> e por Cavalleri e Salgarelli {19692 trata-se do
proprio processo de defingio das grandezas de sistemas extensos.
Consideremos, por exemplo, um sistema fisico F composto por um
conjunto de partes em interacdo, em diferentes posicdes do espaco.
Cada uma das partes tem, em instantes diferentes, valores variaveis
de uma determinada grandeza.

Os calculos sincrénice e assincrdnico de uma grandeza @
aditiva associada a uma sistema extenso podem ser representados

simbolicamente da seguinte forma:

Gs o E Gi.(t'>

L

>
GA = E GLCt-)

L

onde os Gi representam os valores da grandeza de cada parte i do
siztema. No caso sincrdénico (GS), todos os wvalores G_L referem-se ao
mesmo  instante t medide em um referencial qualquer 2. No caso
assincrdnico CGA>, os Gi. referem-se ac mesmo instante t’ medido em
I’, o referencial de centro de massa do sistema, isto &, as medidas
serao realizadas . sincronicamente em relaglc ao referencial de

interes=se.

XLIV



A primeira vista, uma simples diferenca no modo de definir-se
as grandezas associadas a sistemas extensos nao deveria levar a
conseqiiéncias importantes. No entanto, dependendo da abordagem
utilizada, chega-se a resultados completamente diferentes no estudo
de sistemas extensos em que hé alguma interaciio entre as partes. No
caso, por exemplo, de um fluido submetido a pressdo externa, as
duas abordagens levam a diferentes equagdes de tranformacio para a
energia e quantidade de movimento do sistema.

Foi em 1965 que Arzeliés iniciou sua critica & abordagem
gincrénica. Nesmsa &poca, Arzeliéds estava envolvideo com a elaboracdo
de uma =érie de livros sobre a teoria da relatividade, e izsso o
levou a repensar varios problemas fundamentais da relatividade
restrita - em particular, a formulacio da termodinamica
relativistica. Es=as preocupagdes acabaram conduzindo-o a
concentrar-se no estudo do paradoxo de Lewis e Tolman da alavanca
dobrada em L, por acreditar que seria necessario compreender melhor
a dindmica de corpos extensos, e que a chave para essa compreensao
era a analise de exemplos simples. Ele publicou entdo um artigo
(19650 em que criticou a analise de von Laue sobre o equilibrio da
alavanca em L, deixando clara a importancia de se considerar a
simultaneidade em um ou outro referencial. Logo depois ele publicou
un outro artige sobre termodinimica relativistica (19652 onde
estudou a dinAmica da barra rigida, proponde substituir as rela¢bes
sincroénicas de energia e momento pelas relacdes assincrdénicas,
Nessa nova dinamica de corpos extensos proposta por ele, o momento
e a energia de qualquer sistema, esteja ele submetido ou ndo a

pressdes ext.ernas, sempre obedecem as mesmas relacles
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ralativisticas de uma particula:

2
Eamae = py m_c

im

<4

m

T
]
<3
]

~

¢]

¢ as componentes do momento formam por isso, juntamente com a
gnergia, um quadrivetor, mesmo no casce de sistemas extensos (o que
ndc occorre na teoria ortodoxad.

Nio podemos discutir aqui oz interessantes aspectos desse
conflite. Ele serve, no entanto, para evidenciar que nem tudo o que
faz parte da teoria da relatividade & aceito consensualmente por

todos os relativistas - ha problemas em aberto.

6.2. A5 APORDAGENS DA TERMODINAMICA RELATIVISTICA

0 objetive da termodinamica relativistica é a determinacdo das
equacdes termodinfmicas gue sejam validas qualquer que seja o
estade de movimento do sistema termodinamice em 1relagdo ao
observador.

0 problema bésico na elaboraciio de uma termodinamica
relativistica ¢ a determinacioc das equacdes de tLransformacae das
grandezas basicas., Assim como a cinematica relativistica sai
basicamente das transformagdes de Lorent.z; e a dinamica
relativistica, da cinematica mais as transformacdes das varidveis
dindmicas <E, p, m, ..2; da mesma forma, se socubsrmes comeo a

temperatura, o calor, a entropia e outras grandezas termodinamicas

XLVI



variam de um referencial para outro, saberemos construir uma
termodindmica relativistica.

Este problema comecou a ser abordado, historicamente, antes do
surgimento da teoria de Einstein. Varios autores, c<ome Abraham,
Lorentz, Poincaré, e principalmente Hansendhrl, procuraram estudar
um corpo hegro em movimento em relagBio a um referencial. Como o
gorpo negro era um sistema bem conhecido,’ esperava-se atraveés de
gua analize obter resultados que pudessem ser aplicados a outros
casos (HANSENOGHRL, 1904,19035.

Em 1906, inspiradoe por Hansendhrl, embora dizcordando dele em
varios pontos, um aluno de Planck, Kurd von Mosengeil, escreveu uma
tese =obre a teoria do corpe negro em movimento, utilizande as
teorias de Lorentz e Einstein. Pouco depois, Mosengeil faleceu, mas
seu t.rabalho foi reunido e publicado pelo préprio Planck

(MOSENGEIL, 1907>

Neste longo artigo, ac estudar radiacSio de corpo negre, ele
obtém varias expressdes incorretas.

Na oitava secfo do artigo, Mosengeil procura chegar a uma
transformagio de temperatura estudando um cicle de Carnot realizado
entre dois corpos negros em movimento relative que funcionam como
fonte de calor e como fonte fria, que trocam calor isotermicamente,.
Conclui primeiramente, baseando-se em Abraham, que a temperatura se

transforma como (MOSENGEIL, 1907, 893>

v
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Depois, por outro raciocinio, em que leva em conta
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transformacdes das equacdes de Planck do corpo negro, ele obtém:

-3
"
—
Y
t
<
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——
Nl
-
o

0 trabalho de Mosengeil, apesar de sua importancia histoérica,
nao pode ser considerado o primeiro trabalho basico Aa
termo;linémica relativigtica. Foi Planck, em 1907, .quem obteve pela
primeira vez um sistema de trtansformades das gpandc::tzas

termodinamicas, que ele deduz sem necessitar dos detalhes das

equacdes do corpo negro. Ele obtém

Os resultados de Planck foram imediatamente adotados por
Finstein {1907> e depois, foram utilizados por Max von Laue em seu
tratadoe de relatividade, de onde quase todos ox autores posteriores
reproduzem os argumentos e resultados.

Esta formulacle da termodindmica desenvelvida por Planck e
outros & a abordagem conzmiderada 'ortodoxa' ou ‘Yclassica', e serviu
de base para a teoria termodindmica em campos gravitacionails,
desenvolvida principalmente por Tolman.

Até trinta anos atrias, nac se colocava em questio a validade

dessa formulacio da termodinamica relativistica. No entanto em
) ?
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1963, foi publicade um artigo pdéstumo de H. Ott 963> onde eram
propostas transformacdes de temperatura @ calor taotalmente

diferentes das de Planck:

T
T = i
\\J'z3
[1-—- —_ ]2
2
[
Q
[a)
dQ = Y
2
[a}
S =39

0 artigo nfic chamou muita atencio inicialmente, mas pouco
tempo depois Arzeliés publicou uma série de artigos onde nao
56 criticavé a befmodin'émica relativistica ortodoxa, mas também
colocava em questdo a estatica relativistica de wvon Laue e Eintein
e a dinamica relativistica de meios continuos. Na area da
termodinamica relativistica pode-se dizer que héd atualmente varias
posicSes:

(1> A termadinadmica de Planck é correta;

(2> A termodindmica de Ott & correts;

(3> Ambas termodinamicas {(de Planck ¢ de Ott)> sio corretas;

(4> S& s=me deve estudar as grandezas termodinamicas no
referencial de centro de massa (Landsbergd.

Este & também um campo controvertido, na teoria relativistica

de sistemas extensos.
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6.3. PRESSAO DA RADIACAO EM MEOS TRANSPARENTES

Na teoria eletromagnética de Maxwell CA treatise on

electricity and magnetism) apareceu pela primeira vez wuma clara

predicdo quantitativa da pressio produzida por uma onda
eletromagnética que atinge uma superficie. No caso de uma onda
plana, Maxwell obteve (Ireatise, par. 792> uma presslio de radiacido
igual & densidade de energia total Jdncidente mais refletidad
fronteirica & placa refletora.

No caso de ondas eletromagnéticas em um meio material, a
questio nidc era tAoc simples quanto no caso do vacuo. Um trabalho de
Helmholt.z, publicado em 1881, continha a teoria basica da
eletrodindmica dos meios materiais, mas nidoco chegava a estudar
campos variaveis. Poynting, em 1905, associou 4 radiagie em um meio
transparente a pressioc P = neg, onde n é o indice de refracio do
meio, baseando-se em raciocinios ondulatérios gerais. Lorentz
(19045 I‘DI;neceu uma tecoria eletrodindmica dos meicos materais, mas
ndo preocupou-se especificamente com o problema  do momento
associade & radiagio, nesgse caso.

Em 1908, Minkowski publicou a primeira teoria realtivistica
completa da eletrodindmica em meios materiais, Nesse trabalho,
Minkowski associa a um campe eletromagnético qualquer uma densidade
de momento g'M dada por

- BX§
L B —

M c

0 trabalho de Minkowski foi criticado por Abraham <1910> que



ressajtou o carater assimétrice do tensor de ehergia ¢ moment do
campo eletromagnético proposto por Minkowski. De fato, considerando

um fluxo de energia igual ao vetor de Poynting 3,

3=§=c(f§xﬁ)

O \Unico modo de se montar um tensop simétrico de momento o

energia do campo eletromagnético com TA4 = T“, é fazendo-se ¢
L

3*/62, ¢ atribuindo-se aoc campo uma densidade de momento igual a

Exﬁ/c, aa invés de BxB.rc. Por osse motivo, Abraham 1909,

1910> propds substituir a teoria de Minkowski poer outra teoria,

também relativistica , com densidade de momento dada por

No vacuo, as duas teorias levam ao mesmo resultado. Mas em um
meio transparente n3c dispersivo com indice de refracio n, o

momento de um pulso de energia eletromagnética com energia E seria

de acordo com a teoria de Abraham.

Apds pequena discussfo tedrica, as duas teorias foram
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incorporadas a livros-texto. Abraham publicou sua prépria teoria no
seu popular tratade de eletromagnetismo (1914), e sua abordagem foi
apoiada mais tarde por Pauli <1904-22> e ‘por Landau <{1966>. A
abordagem de Minkowski foi favorecida por von Laue (19193, Page e
Adams €1940>, Panofski e Phillips <{1962>, Moeller <1972>, e acabou
por receber o apoioc de Pauli em uma r‘.eedicéo inglesa de sua
monografia 19585,

Em 1950 o assunto estava quase morto. A maior parte dos
autores favorecia Minkowski e o© momento P, = nE/c, mas n3o se
publicavam artigos sobre o assunto. Nessa época, von Laue publicou
um artigo 19500 em que procuréva provar que a teoria de Minkowski
era a Unica aceitivel, e isso produziu como reacio um grande nlmero
de artigos sobre o assunto. Essa retomada do problema produziu uma
invers3o da tendéncia geral, com grande favorecimento da teoria de
Abraham.

Do ponto de vista dos estudos eletromagnéticos, pode-se dizer
gue a discussic posterior a 1950 levou a convicgdo de que a teoria
de Abraham é a mais aceitéavel, ¢ que a densidade de momento & dada
por BEx#/c (ROBINSON, 1975, BURT e PEIERLS, 1973, ARNAUD, 1974>. No
entanto, ficou clarc cfue ndo h&é uma conexido tio direta quanto se
imaginava antes entre as srandezas tedricas = grandezas
microscépicas mensuraveis <(GORDON, 1973> e que as duas teorias
levam a predicSes experimentais quase idénticas. De fato, embora o
momento da radiaciio, na teoria de Abraham, seja menor do que na
teoria de Minkowski, surge na teoria de Abraham um momento do meio
atravessado pela radiacido, que deve ser adicionado a este no

galculo de efeitos macroscopicos, e isso faz com que as previsdes
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ge jam semelhantes.

Apesar de observacdes posteriores e testes experimentais, essa
¢ ainda uma gquestfio n3o resolvida e que tem estreita relacio com
questdes discutidas na presente tese e, em particular, a relagdoe
entre densidade de momento e fluxe de energia.

Como Burt e Peierls mostraram <1973), toda a argumentacio a
favor de Abpaham reduz-se a defender a simetria do tensor de
momento—energia do campo eletromagnético; e o argumento fundamental

a respeito dessa simetria & que =6 ela possibilita a relacdo

034
it
v} [Q#
w0

entre densidade de momento e fluxo de energia.

Pode-se criticar de modo muite forte a prépria validade geral
da relacao é = 3/cz, utilizando—~se os conhecimentos experimentais
disponiveis. Pensemos neste problema da radiacdo em um meio
transparente. Todos os autores concordam que a radiacio naoc cede
energia ao meio transparente, em uma situaciio estacionaria {um
feixe luminoso gontinuo, =em absorcéic;, apds o periodo preliminar).
Posto isso, todo o fluxo de energia deve ser identificado ao fluxo
da energia eletromagnética da onda. Aceitando~se isso, os

defensores de Abraham chegam & conclusdo de que o momento da

H

radiacdo é P, E-¢(nc>. No entanto, para explicar os efeitos
mecanicos da radiacio, eles consideram gque o© melo transparente

contribui com um momento P’ = PP, = C(E/co>(n-1>/n. Eles devem

portanto aceitar gque o meio material tem wuma densidade de momento

gem no entanto conduzir gqualgquer fluxo de engrgia. Ou seja: para
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manter-se, na teoria de Abraham, a 1relaclo g = o, para a

radiacio, € necessario abandonar essa mesma relacdo para a matéria.
Logo, a relacio é = &/¢° ndo é totalmente geral, e pode-se portanto
colocar-se aos defensores de Abraham a gquestdo: se ela ni3oc & valida
para a matéria, por gue wmotivo seria valida para o campo
eletromagnético? Isso cria ainda um problema formal gravissimo: ndo
se poderia criar uma teoria da matéria com um tensor de momento-
energia simétrico, se aéeitarmos a teoria de Abraham, pois como ela
exige que a relaclio & = Src® seja violada para a matéria, quando
esta & percorrida por radiacl8oc eletromagnética, segue~se gue, pelo
menos em alguns casos, o tensor de momento-energia da matéria teria
que ser assimét.rico.

Este e outros problemas que poderiam também ser expostos
mostram quantas dificuldades existem na teoria relativistica de
sistemas extensos. Mostram também que este ¢ um terreno onde ha
muita coisa a ser feita e que ndoc & inatil esclarecer do modo mais

claro possivel algum ponto dessa teoria.

Roberto de Andrade Martins
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CAPIiTULO 1

INTRODUCAO

11 = MASSA E ENERGIA POTENCIAL

0 problema a ser discutido nesta tese & a relacido entre massa
e energia potencial. Quando uma carga elétrica se move em um campo
externo, sua energia potencial & uma funcio de sua posigdc no
gampo. E =ua massaT Dépenderé da energia potencial? Pode-se
imaginar que a rélacé‘\o E = mc° deve se aplicar a energia potencial
e, nesse caso, a massa dependeria da energia potencial. Mas, como
mostrado no Prdloge, a relagao de Einstein entre massa e senergia (‘E
= mc®) ni3c & geral; e mesmo outras relagdes mais gerais g = o/
apresentaram limitacSes.

Nos casos em que um sigstema esteja interagindo com um campo
externo, nioc se pode afirmar, sem analise detalhada do problema, se
continua valida a relagdo massa-energia, pois o modo como essa
relaciio ¢ deduzida na teoria da relatividade nic garante que ela
possa ser aplicada a sistemas em interacsio.

Consideremos um corpo eletrizado, em movimento, em um dado
campo eletromagnético. Sera sua massa propria alterada pelo campo
externo? Se o for, de que maneira se pode calcular essa alteracio?

Esse problema, embora fundamental, tem sido pouce discutido na



literatura. A rigor, para se interpretar as proprias experisncias
de deflexSc de eletrons, Ino inicio do século, seria preciso
previamente responder a essa pergunta, pois nio se pode assumir a
priori que a massa calculada para uma particula livre seja igual a
massa da particula em uwn campo externo, Mas esse problema ndoc foi
levado em conta pelos autores que discutiram essas experiéncia=, na
época. No trabalho fundamental de Abraham sobre a dinamica do
glétron em=za limitacdo é explicitada, embora aparentemente sem ser
considerada um problema. Abraham trata o elétron como se estivesse
sozinho no espaco.

Essa simplificagic n3o € wuma particularidade do modelo de
Abraham: todos os modelos eletromagnéticos do elétron sofriam a
mesma idealizagdo. Supunha-se que essa massa era a mesma, quando o
glétron interagia com um campo externo. Obviamente, nada garantia
que izso fosse véiido.

Apos o desenvolvimento da relatividade restrita, alguns
pesquizadores devem ter refletido sobre esse ﬁroblama; mas a
concordancia  entre o modelo simplificado e a experiéncia
recomendava que se mantivesse essa idéia, e C[L-XB portanto ndo se
levasse em conta gualquer infiuéncia do campo externc na massa das
particulas. Von Laue, em 1941, faz wuma curiosa observacdo,
afirmando que az energias que ndo se deslocam junto com o corpe em
questio ndo devem ser consideradas no calculo de sua massa. Mas ele
nfo indica como se pode aplicar essa idéia vaga a situacdes fisicas
concretas (LAUE, 1911, pag. 149=500.

Outros autores da época nem tocam no assunto. Em artigos de
revisiio sobre =z relacfio entre massa e energia publicados em torno

de 1910, n3o se dizcute essa gquestio CHANSENSGHRL, 1909; LORENTZ,



1912; LANGEVIN, 1913, Em um artigo de Tolman encontra-se uma frase
sugestiva: ’Se, aleém das particulas, o sistema também contém massa
distribuida continuamente pelo espacc (por exemplo, massa
correspondente & energia potencial), podemos escrever..”” (TOLMAN,
1914, PAG. 574). A frase parece indicar que se pode associar massa
‘a energia potencial, mas Tolman n&oc desenvolve a idéia.

Ao se estudar © movimento de um elétron atdmico, no campo
nuclear, seria preciso, em principio, discutir essa questio, o que
ndo e feito por Sommerfeld ao desenvolver a teoria relativistica do
4tomo de Bohr (SOMMERFELD, 1916,).

Em 1922, Wilson estudou possiveiz efeitos devidos A& variacio
da masza do elétron com sua energia potencial. Ele analisou uma
modificagcéo da teoria de Sommerfeld, em que supunh:s't que uma parcela
f/2 da energia potencial do elétron em um Atomo caminhava com ele
(WILSON, 1922a). Concluiu que haveria alteracgfies na constante de
estrutura fina. O valor experimental e o valor tedrico de
Sommerfeld, n3c concordavam exatamente <havia wuma diferenca de
20%). Vilson ajustou os valores de f segundo os dados experimentais
¢ concluiu que 10% da energia move-se com o eldtron, no atomo.
Apesar de servir para este ajuste com a experiéncia, n3o ha
Justificativa tedrica para esse valor de 10%.

Em outro artigo (WILSON, 1922b), Wilson estudou também =
influéneia desse mesmoe  efeito  hipotético em  experiéncias de
deflexio de elétrons por ndcleos atdmicos, tentando igualmente
melhorar a concordancia entre teoria e experiéncia pela introducio
dessa hipdtese. Neste trabalho Wilson supSe que a energia de
interagio eletrostatica WP ent.re duas cargas elétricas, estaria

distribuida em partes iguais entre as duas Cargazx e gque a cada



parte se pode associar una massa que Se Some a massa de repouso do
elétron.

Ele mostrou que essa suposigio leva aos .mesmos resultados que
¢ processo usual de calculo, A concordancia da teoria relativistica
usual com o=z resultados experimentais nao indica portanto que se
deve excluir dos calculos a massa associada & energia potencial,
poiz muitos resultados podem indepander desza suposigio.

Sem citar esses precedentes, Louis de Broglie, em sua famosa
tese (BROGLIE, 1925, chamou atencdc para esse problema,

Falou com clareza sobre a dificuldade de me lidar com "porcdes
ndo isoladas™ de energiz, e que era uma questdc nioc elucidada na
teoria da Relatividade até agquela época. Citou o caso da massa do
sistema préton + elétron ser menor que a massa das partes iscladas
¢ questionou a distribuiciio 'de porgdes da energia potencial entre
as partes do sisﬁema, para tentar explicar ¢ fendmeno. Questionou
também o© rigor tedrice da nfo atribuicio de massa A& energia
potencial nas teorias do atome de Bohr e Sommerfeld, embora, se
esta fosse levada em conta, seria uma correcdo infima perto da
corre¢iic feita por Bohr =o considerar o© arrastamento do nucleo
(BROGLIE, 1925, pag. 69-70),

No caso do sistema préton + elétron, se a massa inercial é
aditiva mesmo nesses casos, entio & preciso admitir que a massa do
elétron, ou a do prdéton, ou ambas, dependem do potencial; s assim
0 sistema conseguiria ter uma massa menor que a massa das partes
isoladay. De Broglie assinala, por fim, que a questic pode ser
submetida a um teste experimental, nao se tratandoc de uma mera
questdo de interpretaciic. No entanto, ele ndo apresenta uma

solucdo.



Em 1931 realizou~se uma experigncia bastante direta para
testar a existéncia de wum possivel efeito de potencial elétrico
sobre a massa do elétron. Kennedy e Thorndike colocaram uma lampada
de mercurio dentro de uma gaicla de Faraday cujo potencial elétrico
(em relagidc ao solo) podia ser variadec ateé 53000 Y. O comprimento
de conda da raia 5461 emitida pele mercario era medido, fora da
gaiola de Faraday, em local cujo potencial eletrico era nulo Cem
relacdo ao solo), através de um interferSmetro de Michelzon, A
sensibilidade do arranjo permitia notar variacdes de comprimento de
onda de 1,7 x 10_9. Foram feitos 34 pares de medidas (KENNEDY e
THORNDINE, 1931), no= quais os pequenos eofeitos observados eram da
ordem dos desvios experimentais (AA/A = 107 % voltd.

Os autores ndc fazem nenhuma estimativa tedrica do efeito
previsto <{(pois, na verdade, estavam apenas utilizando uma analogia
com o ''red shifﬂ" gravitacional), Mas ¢é facil avaliar a ordem de

grandeza do presumivel ofeito. A férmula ‘“classica" dos niveis de

gnergia de uma atomo hidrogendide é:

1 + m-M

Suponhamos que a variagio do potencial externo altere <d{em
sentidos contrarios) tanto a massa do eldtron (md guanto a do
naclec (MD, A massa do nicleo &, pelo menos, 1836 (= massa do
protons/massa do elétrond vezes a massa do eléetron e, portanto, a
variacio de massa do nuUcleo terid um pequenc efeito nos niveis de
energia <(nos nlcleos maiores ha néutrons, o gque aumenta essa
razdo). O efeito irﬁ[’)'brtante sera a variacio da massa do elétron; e

come os niveiz de energia s3oc proporcionaiz a esse fator, teriamos



M/A = = Ap/y = = AE/E = = Am/m. Se a variagdo de ;'nassa fosse igual
a eV/cz, teriamos, para um potencial de cerca de 30000 V, Am/m =
00 @ AA/A 20,1 - o que seria 100000000 de vezes maior do que O
observado. Portanto, a energia potencial parece ndo ter alterado a
massa dos elétrons, nesse experimento.

Esse experimento, depois completamente esquecido, nao resolve
todos oz problemas. Quando um nicleo atdmico <ou um atomo) se
forma, a partir de seus constituintes, a massa final € menor que a
massza dos constituintes e, usualmente, se atribui essa diferenca a
energia potencial. Como conciliar esses dois resultados?

Durante varias deécadas, oesse problema  parece ter sido
esquecido. Quase 30 anos atras, no entanto, Léon Brillouin, pouco
antes de sua morte, chamou novamente a atencio para ozsa quest.io,
em uma série de artigos e em um livro.

Em um de séus artigos (BRILLOUIN, 1964), comec¢a afirmando que
o3 fundadores da Relatividade =silenciam =sobre a questido da
atribuiciic de magssa a energia ﬁotencial.

Ele estuda a distribuigfo de energia no campo de um sistema de
cargas elétricas constituido por duas cargas em repouso. Integrando
a densidade de energia eletrostatica do campo resultante, mostra de
forma imediata que ha um termo de interacdo que did a energia
potencial WP = QQ’/ro, onde T, & a separacio entre as duas cargas Q
@ Q°. Na teoria eletromagnética, deve-se considerar que energia
distribuida por todo o espago em torno das cargas. Brillouin diz
que "'parece logico admitir que a massa da energla potencial e
distribuida igualmente entre as cargas Q e Q7 (BRILLOUIN, 1964).

Mais tarde, o . préprio Brillouin mudou de opinido sobre esse

ponto (BRILLOUIN, 19702,



René Lucas, ao apresentar a Academia Francesa o trabalho de
Brillouin, publicou ac mesmo tempo uma nota de sua autoria, onde
propde localizar a energia potencial nas proprias cargas (LUCAS,

1964>. Para isso, ele associa a toda densidade de carga o uma

densidade de energia potencial & dada por:

onde V é o potencial externo, no ponto considerado. A partir dessa
relagio, ele conclui que a energia potencial de um zistema de duas
cargas distribui~vse zempre em partes iguaiz, mesmo se as cargas @
seus raios s3o diferentes. Este & um método mais claro do que o de
Brillouin; mas inaplicavel ao estudo de uma carga em movimento,
pois, nesse ©aso, & importante levar em conta a energia do campo
magnético gerado em torno da carga,

Brillouin apresentou posteriormente sua concepgac com maior
clareza em outros artigos, e adicionou importantes observagbes:
a) a influéncia da energia potencial na massa propria ndo € levada
em conta nas teorias relativisticas do Atomo, e esse efeito
introduziria uma alteracic na constante de Rydberg <(como WVilson e
de Broglie ja haviam observado antes);
b) para o caso de uma particula em movimento no campo de uma outra
particula parada, seria nocessario considerar a superposicdo do
campo eletrostatico da segunda com © Campo eletrodinamico
relativistico da primeira, para calcular~se a energia do campo
resultante (mas Brillouin n3o faz esse calculo?;
¢) um elétron colocado em uma regifio de potencial muito elevado,

produzido por exemplo por um goerador de van der Graaf, poderia ter



una massa de repouso muito superior 4 sua massa “'padrioc”, ¢ poderia
até mesmo ter massa negativa (BRILLOUIN, 1965a, 1965b2,

Posteriormente, ao discutir a mesma guestdo em um livro,
Bpillucin revé suas idéias sobre & dist.ribuicio de energia
potencial entre duas cargas. Aparentemente, Dicke o convenceu de
que suas idéias sobre a variaciio de massa eram incompativeis com a
experiéncia (BRILLOUIN, 1970, pag. 28>, Agora, ele assume que a
carga de menor raio deve ter associada a ela uma maior parcela da
energia potencial, pois o campo em torno dela & mais intenso; e
que, no caso de uma carga dentro de um envoltdéric metalico
eletrizado, toda a energia potencial deve sar localizada no
gnvoltorio externo.

Vé~se que Brillouin mudou radicalmente sua posicio, entre 1965
e 1970, o que mostra quio delicada é a questio.

Em 1967, Ziﬁk publicou uma nota <(2INK, 19672 em que cita
Brilloyin & discute o pape! da energia potencial no atomo de
hidrogénio. Mas a unica conclusiioc que se pode tirar do seu traball'{g:
é¢ gue, =e associarmos ao elétron uma massa adicional devida &
energia potencial, essa massa nioc depende da velocidade.

Em 1968, Palacios propSe uma dindmica quase relativistica (mas
decididamente hetercdoxad em gque calcula a massa de uma particula
adicionando~lhe suas energias: interna, cingtica a potencial
(PALACIOS, 1968, Isso altera as equacdes de movimento de uma
particula em um campo externo. Palacios cita Brillouin, e discorda
dele. Palacios conclui que, no referencial de centre de massa, OS
trabalhos a serem realizados sobre as particulas para aproxima-las
~ou afasta~las a baixa velocidade ser3c inversamente proporcionais

iy suas massas, como seus deslocamentos, e gque portanto a energia



potencial . também deve ser diztribuida de modo inversamente
proporcional & massa prdépria das particulas.

Apés os trabalhos de Brillouin, chegou-~se a aplicar © mesmo
tipo de raciocinio a interagdes gravitacionais, e até mesmo a
interagcio entre monopolos magnéticos, obtendo-se também nesses
casos certas massas associadas a energia potencial, dividida em
partes iguais entre os sizstemas interagentes (LUCAS, 19692,

Contrariamente a todos esses autores, Arzeliés adota a
posicdo de gue a energia de interagic s0 deve ser computada no
galculo do sistema como um todo; para cada particula, a energia de
interacdo nio deveria ser levada em conta (ARZERLIES, 1972, pag.
220>. Como evidéncia favoravel a sua posicdo, Arzeliés indica que a
teoria do atomo de Bohr conduz a bons resultados, sem levar em
gonta a massa associada a energia potencial; mas Arzeliés comete um
erro de varias ofdens de grandeza, nesse ponto de sua anilise, ao
avaliar a correciic correspondente, nesse caso.

Quase B0 anos apdbs a sua tese, Louis de Broglie voltou E
discutir esse 'problema (BROGLIE, 1972>, motivado pelos estudos de
Brilllouin. De Broglie distribui a energia potencial de interacio

entre duas particulas da mesma forma que Palacios,

W W w
1z 1 2

M+ M M M
1 2

e Jjustifica essa escelha, também, pela conservacio da posicio do
centro de massa do siztema. Além disso, tenta mostrar que a
atribuicio de uma massa adicional as particulas é satisfatdria, sob
o ponto de vista déT_d.iné‘axrﬂca e das tranformacfes relativisticas.

A distribuicdo de energia potencial proposta por de Broglie



(equacio ° acima) foi aceita por Lucas, que a aplicou ac estudo de
fendOmenos de interacio gravitacional C(LUCAS, 19762, tentando
explicar desza forma oz testes classicos da relatividade geral

0 artigo mais recente sobre o assunto parece ser de 1976. Seus
autores, Cavalleri @ Spinelli, citam de Broglie, Brillouin o
Palacios. Como Arzelies, eles adotam a posicdo de gque a energia
potencial nfo deve ser levada em conta no calculo da massa propria
das particulas <(CAVALLERI e SPINELLI, 19762, Ao justificar essa
opinido, confundem a variacdo da energia eletromagnética em funcio
da velocidade com a energia irradiada por uma carga acelerada. Na
verdade, nos modelos eletrodinamices deo elétron, calcula-se sua
massa eletromagnética supondo-se inicialmente que ele estid em
movimento retilineo uniforme, © zupde-me que o resultado & valido,
em primeira aproximacac, mMesSmo nos casos em gque a particula esta
acelerada, desde | que a aceleracdo seja pequena C(ABRAHAM, 1903). ©
calculo da energia jirradiada quando um &létron sofre uma variagie
rapida de velocidade <(SEARLE, 1907 nioc & levadoc em conta no
calculo da massa do elétron; portanto, Cavalleri e Spinelli
simplezsmente confundiram problemas bem distintos.

Como licdo geral a ser tirada desse histodrico deve~se notar
que as grandes discorndncias entre os varios autores que discutiram
0 azsunto @ que os raciocinios simplistas e vages utilizados nas
argumentacfes, mostram gque ainda se tateia no escuro ac discutir a
questao da massa associada a energia potencial. Existe, portanto,
um interessante problema pendente gque merece uma discussac mais
aprofundada e' se possivel com o uso de argumentacidc baseada em
fundamentos tedricos mais sélidos do que os até agora empregados.

Esta @ a motivac3o geral da presente tese.
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1.2 = METODOLOGIA DO TRABALHO

Esta tese pretende esclarecer duas questdes: a validade do
cardter quadrivetorial do vetor de momento-energia para sistemas
extensos e a validade da associacio de wuma massa a energia
potencial, através da relagio classica de Einstein E = m <.

Trataremos essas equagdes através da andlise de casos onde ha
interacio eletromagnetica entre sistemas extensos.

Um corpe carregado tem um <ampo eletromagnético, e a esse
campo Ao aséociadas densidades de momento e energia, dadas

respectivémente pelas relacdes <(dadas no Sistema Internacional de

Unidades, 5.1

- E x #
e —

4
C

(2 )

onde D & o deslocamento elétrico, E o campo elétrico, e g o
campo magnético.
No vacuo essaz expressdes ficam

E x B

z

%4
n
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P = % [soﬁz+ g—i]

o]

onde B é a inducfc magnética.
A integraciio por todo o espaco dessas densidades nos da o
acréscimo de momentoc e energia atribuidos ac corpoe devido ao campo

eletromagnético que ele emite.

A anilise das tensfes mecinicas gque atuam no corpo leva a
atribuicico de momento & energia mecinicos adicicnais a este corpo
(na abordagem sincrdnica da relatividade restritad, como j& foi
visto no exemplo da barra rigida com movimento longitudinal.

Somando esses momentos e energias adicionais ao momento e
engrgia primitivos do sistema estudado, verifica-se se momentoc e
energia totais continuam obedecendo as relacdes usuais da dinamica
relativistica de particulas.

O primeiroc caso a ser estudado é o de uma esfera rigida nio
condutora com densidade superficial uniforme de carga elétrica;
semelhante ao elétron classico de Lorentz (LORENTZ, 1904b>, com a
diferenca de que este & uma esfera condutora. Esse caso ja foi
tratado no artigo supra citado, Mas sera tratado aqui
det.alhadamente para que 1> o leitor figque a par dos calculos
analiticox envolvidos nesse caso acerca da questiao estudada e 20
nos casos tratados subseqlientemente, que serdo dessa esfera em
interagiv com outras configuracbes de carga, Jja se utilizem
expressdes obtidas para a esfera (seus campos, energia, momento,

«) sem ter que novamente deduzivlas; assim estudam-se nesses

casos =6 os efeitos devidos 34 interacdo ds partes gque formam o

sistema.
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0 segundo caso estudado & um hipotético monopolo magnetico
classico, que, semelhante ac caso anterior, ¢ uma esfera rigida com
carga magnética uniformemente distribuida sobre sua superficie.
Este ¢ um caso intereossante de so estudar, poig, apesar de viclar a

0>, ¢é uma situagiio onde a energia

it

segunda lei de Maxwell 7.8
potencial é nula.

Em seguida seriaoc tratados os Gasoes de interac¢ic entre os
monopelos elétrico e magnético ja tratados @ diferentes
configuragdes de carga (que chamaremos capacitores? que limitem o
campo que produzem a uma carta regido do espaco.

Por que estudar interacio @ porque as fontes do campo com ©
qual o campo do monopolo interage deve ter essas caracteristicas?

A resposta a primeira pergunta é porque quando ha duas fontes
eletromagnéticas interagindo, além do momento e energia devido ao
campo de cada urﬁa das configuragSes isolada, ha energia e momento
gque sfo devidos exclusivamente 4 interacio entre os campos (pode-se
verificar isso nas expressfes para p @ E colocando o campo total
resultante como a soma vetorial de dois campos: B = B4 + /ﬁz;
B = B1 + Bz >. Como ambas as configuracdes possuem densidade de
carga, cada uma também sofre tensSes mecinicas gue sdo devidas a
forga gerada em sua carga superficial pelo campo eletromagnético da
outra configuracdo. A analise dessas tensSes leva & possivel
at,r.ibuicéio de momento e energia as tensfes que sao geradas pela
interacdo. Estuda-se a interacdo, portanto, porque ha efeitos
relativisticos adicionais unicamente devidos a ela, e & necessario
verificar se com esses efeitos novos continuam ou naoc validas as
relacdes relativisticas usuais para o sistema como um t.odo.

Quanto a4 forma das configuraces geradoras do campo com © qual

13



o monopolo interage, deve ser tal que limite o campo a determinadas
regifes para que as densidades de energia e momento devidas a
interacio dos campos eletromagnéticos permitam integrais analiticas
definidas <(nfo divergentes), Se as grandezas devidas & interacao
divergem, a comparacdo entre elas fica sem sentido. E a questio da
relacdic E = m ¢, como fica? Sera estudada também através dos casos
de interagic. Al ovcorre o fato de uma das partes do sistema possuir
uma energia potencial relativa a outra (e vice~versa), pois ambas
as partes produzem campo e, por possuirem carga, estdo sujeitas ao

campo eletromagnéticoe uma da outra.
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CAPITULO 2

DINAMICA DE PARTICULAS LIVRES

21 - NOTACAOQO UTILIZADA

Este trabalho utiliza uma notacio gue naoc € usual e gue por
isso sera esclarecida iniciziment.e.

A notacio agui utilizada facilita bastante o© trabalho com a
relatividade restrita, pois esclarece de imediato em relaciio a que
referenciais¥ =850 medidas as grandezas. Segundo esza notagdo, uma
grandeza qualquer d{(massa, momento, energia.. ¢ representada por
uma letra caracierist-ica da grandeza e mais dois indices, da

seguinte forma:

onde o indice & esqueda (AY indica o referencial em relagac ac qual

a grandeza é medida e o indice a direita (B> indica o ente a gque se

refore a grandeza {particula, corpo extenso, ou um outro
referenciall.
Exemplos
Am = massa de "P" medida no referencial "A"
LN = mazsa de "P" medida no referencial "P"

¢ o referencial préprioc >
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= yelocidade de P em relagio a "A"

Normalmente o©os referenciais estdo associados a c¢ertos entes
fisicos o a mesma letra que identifica esse ente serve para

-

identificar o referencial, Por exemplo: se A & um corpo, A, @ o=
‘massa de B em relacdo ao referencial propriec de A; inversamente,
U & a massa do corpo A no referencial proprio de B ( @ nao a
massa do referencial de A, ¢ claroJ.

Antes de comecar a apresentar os resultados seric escritas as
transformagoes de coordenadas de Lorentz e aw conseglientes
transformagdes dos campos elétrico e magnético com a nova notagdo.
Essas relagfies sdc basicas para o tratamento dos casos a serem

apresentados. Elas relacionam grandezas medidas por dois

referenciais "A" e "P” que tém movimento relative a velocidade

constante,

Seja a velocidade de "A" em relacio a "pP" LY. D3 direcao x.
Consequentemente a velocidade de “P" em relagac a "A" é Ve = ToVa
{na mesma direcio

As transformacdes de Lorentz sio:

= + = +

R ¥ (Px AV, At) L ¥ (Ax Va At-)

RAE4 pY T AY
{2.4.12

z = = z = =

A P P A
-2 -2

t =y L+ v cC x> t. =3 Ct + v ¢ x>

A P P A A
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onde p = C 1 = Avi sceyiE €2.1.2>

X, Yy © Z =3ao as coordenadas espaciais de um sistema

cartesiano destrégiro e t é o tempo

As transformacdes para as componentes do campo elétrico B e da

indugiio magnética B ficam <(ver LORRAIN & CORSON, Electromagnetic

fields and waves, pag. 126D

Ex = Ex Ex = Ex
A P P A
= + = +
AEy Y (PEy Ve PBz) PEy re (AEy VA ABz)
AEz = ¥ (PEz - AVp PBY) PEz = ¥ CAEz - p¥a ABy)
Bx = Bx Bx = Bx {2.1.3>
A P P A
_ _ -z - _ -z
ABy =y (PBy AVP c PElz} PBy ¥ (ABY VA C AEZ)
= - -2 = - -2
ABz ¥ € Bz AVP c PEy) PBz ye (ABz PVA ol AEy)

Também ha necessidade de explicar que, como primeirc serdo
tratados oz monopolos elétrico e magnético e depois os mesmos em
interacdc com © capacitor, os campos ‘dos monopolos terio (a fim de
diferencid-los) um sub-indice superior zero. Esse sub-indice nSo

deve nunca ser confundide com potenciagéo. Nesse trabalho nic ha

indicacBo de potenciagfio zero em lugar algum.
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2.2 = MONOPOLO ELETRICO CLASSICO NO ESPACO LIVRE DE CARGAS E

CAMPOS

O monopolo elétrico classico ¢ uma esfera de raio Ro com carga
Q distribuida uniformemente em sua superficie.
Em relacio ao referencial préprio, o menopolo slétrice tem seu

campo wletromagnetico dado ¢ em unidadez do 5.1.0 por:

-
Q. r se r =2 R
EO 9 P Q
= 4 & r
P o P
0 se r =R
P Q

2.2.1>

ﬁo

H
o

onde r ¢ m coordenada radial e

Q 6 a carga elétrica do monopolo

Daqui para a frente s0 serfo escritos oz campos para oT = Ro,

est.ando subentendidc que para ity = Ro oS campos SA0 Sempre zZero.
Deve-se ter isso em mente ao se fazer os calculos de momento e
energia Cobservar os limites de integracaod. Em relagac a outros
referenciais, =a superficie esférica se torna um elipsdide de
revolucdo, com eixo menor paralelo & velocidade, por causa da
contracioc de Lorentz,

As componentes cartesianas de campo oletromagnético do

monopolo elétrico ficam, entio:
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De 2.1.1 temos

Vamos utilizar uma nova variavel ou coordenada auxiliar, Ax’,

que reﬁresenta a diferenca da coordenada R entre um ponto qualquer

e a posicao do centro do monopolo:

X = x + v t. 222>
A A P A A
A
N
—
\

-
L -
AX Ax
I " -
AX
Dai K=Y Ax" 2,2,
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AES = ~ 3
41T £ ™
o A
Qr =z
AES = . F
4t & T
o A
Bx = 0 €2.2.4>
A
o) Q7 PYa A%
ABy = - ]
47T £ <C© I
(o] A
o) Q7 PVA Y
ABZ = 2 2
4n £ ¢
O A
z 2 2 2 b4
= 2C 4 +
onde AT roX AY AZ

Todas essas equacdes representam o0 campo no casce em que a
velocidade da particula € constante desde um tempo ~m; se a
velocidade sofreu alguma alteragio, © campo nic obedece =& essas

equacdes em todo o espacgo.
Para achar o momento eletromagnetico resultante & preciso

integrar a densidade de momento no espaco . A densidade de momento

é dada por:

§ 2.2.50

L2
n

onde & é o vetor de Poynting

8 =8 x #
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Para o© monopolo, o vetor de Poynting em relagaoc 3o

referencial A é:

2°
2° = pOx A
A A He
e portanto §°= 1 ¢ B B (2.2.62
A 2 A A

H_oc

o
B xB = Xx oy z

2.2.72

( Ey Bz - Ez By >

]
)

¢ Ez Bx - Ex Bz >

+
N> <>

¢ Ex By - Ey Bx >

. I o +0
No referencial proprio, Pﬁ & =zero, portanto - 0.

Consequentemente, o momento eletromagnético total do monopolo

em seu referencial préprio é nule, como se podia esperar.

40
pPem = 0 €2.2.8>
Para © referencial "A", a partir das equagtes de 2.2.4, 220

¢ 2.2.7, temosg:

22



Q momento eletromagnético do monopolo &, entio

OO N

A

onde V é o veolume que cerca a carga (de sua superficie até uma

dist.Ancia infinita>. Portanto:

z2 v 2 ~ yz + z2
3° a 1 ¢ a'p [ Q ] " Iff A A av
v P A

4 = r
o A P

-y L) P S AP I BT Sl S
V fed A v Ll A
A

1'\
) A P

As integrais indicadas s3o calculadas no apéndice A. S3o dadas

por [A1], [A2], [A3] e [A4]. Substituindo seus valores, cbtém-se:

e apés algumas transformacfes simples, considerande que H €=

1/c2, obtém-se:

2.2.92

i
E




Fara achar a energia azssociada ac campo eletromagnético do
monopolo, € necessario integrar por todo © espace a densidade de

egnergia eletromagnética,

A den s idade de energila total assoclada ao campo

eletromagnético @ a soma de suas duas partes, a elétrica e a

magnetica

.1 g2 B®
P = = €, + R €2.2.10>

Para o monopole elétrico, no referencial préprio, nio h& campo

magnético e por isso basta calcular a densidade de energia do campo

slétrico:

< . o .
Dai a energia associada mo campo, pWEM, fica:

1
d Vv
4 P
r
P

o (S

szu = fff PPEM dPV
v [}

A A

Substituindo o valor da integral, dado pela equacio [AS5] do

apéndice A , obtemos:

que pode Zer reescrito sob a forma:
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we = 2 €2.2.141)

zZ Z 2
% +
0_15 __9 2 . * A Y oa Z A
M zZ o r s
4n = T
o P
z v2 2 4 zz
+1 Q Yz AP LN A
2;40 4n & cz rd
o P

w = JIJ e’ d. v
A EM VA A

A

Utilizando a®m integraix dadas por [A1l, [A2] e [A8] no

apéndice, obtém-se:
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Como _— =

] 2.2.12>

Qzlculamo=s ©o momento e a energia do campo eletromagnético,
(omo se percebe, esses resultados diferem dos valores usuais da

relatividade restrita, na qual temos, para uma particula

AWP = "Y PWP
W
+ P P -
Apl"- ?' —_5— F A
c

= ¥
A F 8mr £ R
=
z
+ },QAVP -~
P, = F ®
A 87T & ¢ R
o o

ao invés de 2242 e 229 No entanto, até aqui foram calculados
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apenas a energia e momento eletromagneticos e él preciso levar em
conta a energia @ o© momento associados a tensdo superficial do
monopolo <C(tensico de Poincaré), Para isso € necessario calcular
inicialmente o valor dessa tensdo.

Ao se carregar uma esfera transportando elementos de carga do
infinito a wuma distancia Ro » © trabalho realizado pelas forc¢as
elet.romagnéticas <de sinal oposte ao  trabalho realizade pelas

forgcas externas) € igual a

» - q
deEM arn & R

I
l
1
o)
Q

0 trabalho eletromagnético total ac se carregar a esfera no

referencial da carga fica

o Tl [ qag= &
P EM 4 & R o q 94 4n & R 2
o o o o
Sa variarmoz © raic da ozfoera, o " trabalho realizado pela.s

forcas eletromagnéticas sera

>
2
’ = _P;_ﬂ_ = _Q_ _
éP M 5 & I CSPI‘ €2.2.143>
é’o

Como h& equilibrio entre as forcas eletromagnéticas ¢ a tensio
superficial, entio pelce principio de d’Alembert, o trabalho total

para uma variagac virtual dos parametros do sistema & nulo:

W +& W =0
P EM P mec
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A t.ensao superficial que contrabalanca a repulsao
eletrostatica pode ser associada a uma pressdc <(negativa) no
interior da esfera; e o irabalho dessa pressaoc, gquando o volume

varia é dado por:

onde PP © a pressac o 6PV o elemento de volume, dado por
‘ 2z

&V =4n R & r

P o P

Assim

& W = -0 -~ &r = Pdn RZ 6. r
P mec Z P P o P
8n 50 Ro

Dai obtemos o valor da pressac interna:

P = - 2 €2.2.14>

Obtivemos assim a pressic mecanica que deve existir na

particula para contrabalangar a repulsioc eletrostatica.

Pela din&mica relativistica de sistemas extenses, para um
sistema submetido a uma pressio isotropica, existe um momento

associado & pressio:
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b d mec P4 P

A tensao superficial que contrabalanca a repulsac
eletrostatica pode ser associada a uma pressdo <(negativad no
interior da esfera; @ o trabalhco dessa pressdo, quando o volume

varia ¢ dado por:

onde PP €& a pressac e <5PV o elemento de volume, dado por
] z

&V =4dn RO & r

P o P

Assim

P = - S €2.2.14>

Obtivemos assim a pressi&oc mecanica que deve existir na
particula para contrabalangar a repulsioc eletrostatica.

Pela dindmica relativistica de sistemas extensos, para um
sistema submetido a uma pressiac isotropica, existe um momento

associado & pressio:
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T+
(]
N

conforme as dedugdes de Planck 19072

Do 2.214 o da relaglo V = g- n R2, temos
z ~
p = v Q v X
A PpT 24 m & R c2 AP
O
4 2
-7 Q Avf"
Aw = Z
pr 24 m & R ¢

Fortanto o momento total associado & particula sera

¢ - -0 -+ _ =0
p = + p =
A" tob A" EM A" pr A
2
r Q v ~ 2 ~
A P -
= > ¥ + 4 Q = AVP M
6n e:o c Ro 24 mn & R ¢
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2.2.147>

p 3
AT Lol 87:.5:0Rc

A energia total da esfera carregada & a soma de sua energia

elotromagnética 2.2.12 e de sua energia devida a tensae 2216 e
portanto:
we o= W o+ W
A Lot A EM A pr
Z z z
= Q2 _ 1+ 1 A'p _ v Q A'p
B £ R0 3 c? 24 n €, R c?
2
R r Q (2.2.18)
° 8 me R
o 0
No referencial proéprio, aa energia do monopolo &
2
o _ Q
PWP = 8n £ B {2.2.19>
o o
¢ portanto podemos escrever:
- pwp -~
AP T 7 RN * €2.2.20>
W o= W €2.2.21>
A tol v P P -

Portanto, verificamos que, desde que =e levern em conta os

efeitos de tensfio, o momento e a energia da particula obedecem as
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relacdes ordinarias da dinfimica relativistica da particula.
Note-se que o momento e a energia eletromagnéticos associados

4 carga em movimento ndo formam um quadrivetor, pois

o .2 -0 .2 =2
W - P Lol
A EM ATEM
ndc ¢ um invariante

De 2.2.9 e 2212 podemos verificar que a exprossac acima

depende de v_.
AP

WYa)® = (WPe)”

z 2
2 v v
- Q ¥y = 1 1+ 1 a'p + 1 A P
mn &€ R G4 3 2 36 2
o O c a
2 vt v z
- Q" ¥ = 1 1 + 1 ar + 2 ap 1 AVe
ne R 64 ) 4 3 2 36 2
o 0 c c c
2 vZ v
= Q" ¥ e L 1 _ 7 AP 1 A P
ne R 64 B76 z 576 4
o o c c

Apenas o momento total @ a energia total formam um quadrivetor

z
v
A F

(WYe) " WP) T Y T %) T

G
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AEg = - : Aa
4n c .
P
c Mo ¢ r P a Ay
AEZ =7 z 3
4n c T
P
€2.3.3>
H_ G y =
B = = =
<7t
P
0 Ho ¢ r Ay
ABy = )
4
P
M G y =z
JBT = =2 2
4re
P
De 2.2.6, 2.2.7 e 2.31 temos, para o monopolo magnético:
2z 2z
-0 1 2 [ H, © ]2 ~ A T LE
= v v X
A z AP s
H C 4n b o
0 : P
. - X - -z X
+y A + z A
r r
P P

De [A1], [AZ2], [A3] e [A4], vemos que nac héd momente resultante

nas diregles y ¢ =z @ que 0 momento resultante &

33



z 2
po - i Ho ©
P EM 2uo 4 rz
P
Dai
MG
° ° Ifr 1 4av
P EM z < P
32 r
vV P
A
De [ABD]
o _ ”oG 4
P EM 32rtz Ro
z
o ‘qu
P EM 8t R
0
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De [A1]l, [AZ] e [A6]

W - 1 c ?z N Ha G 32 8n
A EM 2 o AP an 3y Ro
K, G

]
i Z 4n 1

+ ¥ —_ - + 2
2 'uo [ 4n ] 3y Ro [ },z ]

Como e pu =1/,/c¢
o "o
2 z
v Gy v
o o 1 A F
AWEM = &n R——-—o [ 1 + 3 2 ] €2.3.62

Procedendo de forma andloga 2 utilizada no caso do monopolo
elétrico, temos que o trabalho eletromagnético total para -se

carregar uma esfera de raio Ro com uma carga magnética G &

z
> = - “0 ¢
F oM 8n R
o
Dai
Ho ¢* 2
& W = Sr =- 5 W = P&é&V= P 41 R & r
P EM F3 P P mec P P P o P
8t R
g portanto obtemos a pPressac interna da particula, que

contrabalanga a pressdo magnética:

33



Dai das relagdes de Planck, obtemos o© momento e

asgociados a tensao:

249 n R <
fs)

o]
»
MW N

24 nt R c
0

Dai, calculamos o momento e a energia t.otais.

GZ
T U S S A
A tot A EM A" pr BTIRCZ A P

o
z
Mo G Y
Awft=Ang+Aw = =
° Py 8 m R
o
z
,w.0='uOG
P P gn R
4]

o
W =y W
A Lol P P
g pwp ;
Afiot v 2 AP
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{2.3.70

{2.3.82

2,39

{2.3.10>

(2.3.11>

(2.3.12>

€2.3.13>



que satisfazem i dinfdmica relativistica de particulas.

Os resultados aqui obtidos para o monopolo elétrice ndo sdo
novos. Os calculos foram apresentados em detalhe apenas para se
introduzir as equacdes basicas e para apresentar tode o trabalho de

uma forma coerente e autdnoma.
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CAPITULO 3

MONOPOLO ELETRICO CLASSICO
EM INTERACAO COM UM CAPACITOR PLANO PARALELO INFINITO

3.4 - TECNICA GERAL DE CALCULO PARA SISTEMAS EM INTERAGAQ

Trataremos a seguir varios exemplos onde havera interacédo
entre o campo de particula e ¢ campo gerado por outras fontes. E
neste ponto que se invesliga a guestie chave deste trabalho: se é
pogmivel ®=e atribuir massa & energia potencial. Como ha duas
configuracdes de carga, uma delas estd sujeita ao campo da outra (e
vice~versal, porténbo atribui-se~lhe um potencial eletromagnético,
dependente da posicio relativa a configuragdo inicialmente citada.

Essas outras fontes sf8o tais que limitem seus campos a regides
finitas do espaco. Elas sioc consideradas superficies rigidas de
espessura desprezivel com distribuicico superficial uniforme de
carga. As idealizagbes utilizadas nesses exemplos (superficies
rigidas; espessura desprezivel, cargas distribuidas uniformemente
sobre a superficie e posicio fixa das cargas nas superficies, que
s8c nio condutoras) fogem bastante a qualquer situagdc real mas
constituem uma primeira aproximagdc ao problema que € suficiente
para o objetivo central deste trabalho, Da mesma forma, no caso de
campos gerados por correntes elétricas, serio necessarias
idealizacdes semelhantes a essas.

Cabe observar que nenhum dos autores citados anteriormente

38



usou oste mdétodo de analise para investigar a questdo da energia
potencial. embora o mesmo método ja tenha sido usado para o estudo
da dindmica relativistica de uma particula macroscdpica. Esta
parece =zerr a primeira vez que sle ¢ empregado na investigacdo de
casos de interacio,

Ao tratarmos a interacfc das distribuices de carga com a
particula, consideraremos que esta sSe move sempre na direcdo x com
relacao a um referencial preso a distribuicao {gue
chamaremos referencial “A")., A orientacio da distribuicio geradora
do campo adicional com relacdo a esta direcaoc pode mudar,
dependendo do caso tratado.

O fato de considerarmos a direcido de deslocamento da particula
sempre a mesma nos permite escrever seu campo em relagdo ao
referencial "A" antes de particularizarmos as diztribuicdes e os
casos tLratados,

Convém observar que, como oz zistemas eletromagnéticos =sdo
considerados dielétricos, o fato do campo eletromagético de um dos
sistemas atuar sobre as distribuicbes de cargas do outro nac altera
a sua distribuicfo., Logo, os campos das duas distribuigSes de carga
permanecem inalterados, e o campo total resultante em qualquer
regido do espacc € a superposicao dos campos inicialmente gerados

pelas distribuicSes de cargas.

Na regido o 2 Ro, o campo ¢ dado pelas equagtes ja

apreventadas na segdo 2.2:

o _ Q
4n = ™
o A

x,
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Ey = —_ y
A 4n & ra A
O A
Eg = QRr z
A 3 A
4n & b o
o A
3.1.1>
BX = O
A
0 -Q A P
By = —_— Yy z
A 2 A
4n & ™
0o A
BO = Q AVP
A T z v AY

3
4n £ r C
O A

Uma certa distribuigio de cargas e de correntes tera em
relacioc a seu refersncial proprio ("A”> um campo eletromagnético
ndc nulo, denominado por Aéc =} Aﬁc.

Observe-se que a diregdo dos campos eletromagnéticos da
distribuicdo de cargas mudara de acorde com a orientacdc da mesma
com relac8oc & diregdoc em que viaja a particula, i

Na regifio onde ambos os campos s&o nido nulos, teremos que ©
campe total ¢ a soma do campe externo e o do monopolo. Assim,nessa

regifdo de interacio

= B® + B¢

A tot A A
(3.1.2>

8° + g°

A tol A A

i
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g z denzicade deo momento fica

-+ 1 & B
Aot T Tz a AT Jeet
c o

1 [§°x§°+ BS » 8% z°x§°+a°x§°]
FOCZA A A A A A A A

V4-s¢ nessa equacdio que o primeiro termo s6 depende dos campos
do monopolo, o smegundo & o terceiro termos sic a adicao a densidade
& o quarto

de momento total devido & interacio entre os campos,

depende somente da distribuicio de cargas e correntes,

Ja foram analisados anteriormente os termos do
monopolojvamos tratar adiante os ofvitos novos, devidos somente a
interacfo dos campos. SO vamos, portanto calcular o momento devide

a0 segundo e terceiro termos, cuja densidade &

_ BC x ﬁc] €3.1.3>
AT unt A

Também, nas regides de interacio, a den=zidade de energia total

-

z

1 z A Lot
= P + -
PLAPNS 2 [50 Aétot I3 ]

1 0.2 Aﬁoz ' c.2Z Agcz
'f[‘go(AéJ+£,.;—l]+ [go[A§]+_[_l]+

3
o] 2 HO

AﬁoAgc

+ < B°. B +
c A A Mg
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onde o primeiro termo & a densidade de energia do monopolo, ©
segundo ¢ a do campo externo, e o terceiro é a devida A interacio.

A densidade devida somente & interagdoc &, portanto:

B° 8°
o To] A A
e, = e BB+ 22 €3.1.4>
A \NtEM QA A ,uo
Se a fonte externa n3a tem corrantes, entdc, em seu

referencial prépric, oz termos de.pendent.es de Aﬁc s3o nulos.

Deve-se sempre ter em mente ao acompanhar os calculos do
trabalho subsequente gque as densidades acima (3.1.3) e (314> =
s3c nd3c nulas =8 na regido de interacdo, onde tanto o campo da
particula quanto o campo externo s3o ndo nulos.

Abaixo,algumas relacdes de Algaebra vetorial que serio

utilizadas na apresentac¢ic dos casos!
BB = ExBx + EyBy + EzBz 3.1.5>

B x B = x (EyBz - EzBy> + y (EzBx - ExBz) + z (ExBy + EyBx

{3.1.6>
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3.2 - MONOFPOLO ELETRICO EM MOVIMENTO PARALELO EM RELACAQ AS

PLACAS DE UM CAPACITOR PLANO

-

e s Al S ———

———

-t

Vamos oconsiderar um capacitor plano, com placas paralelas o
infinitas, com densidades superficlais de carga homogéneas, de
sinais opostos e mddulos iguais d{(campo externo nulo). Nessa secdo,
calcularemos as grandezas dindmicas associadas ao movimento de uma
particula eletrizada, cuja velocidade ¢é constante e paralela }as
placas C(em outras segfes, o movimento terid direcdes diferentes),

Obviamente, no caso da particula se mover na regific interna do
Icapacitor-, a hipbétese de velocidade cgonstante ndo tem realidade
figica, como tem o c¢aso da particula estar se movendo fora do
capacitor. Maz pode-ze imaginar, para o movimento nessa regifo, que
algum aparato mecinico mantenha a esfera eletrizada movendo-se com
velocidade constante. Por exemplo: uma haste de dimensdes
despreziveis e nifo condutora pode estar com uma extremidade presa A
esfera e a outra encaixada num trilhe reto <{(também de dimensles
despreziveis, que rfc altera os campos), no qual desliza sem atrito

¢ C(oonseqlientementel com wvelocidade constante. A figura abaixo
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represen .a um corte reto dessa situacio.

Nesse caso nota-se que a forga exercida pela haste na esfera

ndo realiza trabalho, pois & perpendicular 4 sua velocidade. O

1hipot.ét.ico aparato mecanico ndo interfere, Portanto, nas grandezas

dindmicas dos sistemas eletromagnéticos.

Considerando entic que, neste caso, a velocidade da particula

seja constante em qualquer regifo, serfo utilizadas as relagdes do

capitulo 2, deduzidas para uma particula em movimento inercial, A
figura acima representa a particula se movende ne interior do
capacitor a uma distancia d1 da plac:.':; superior <{de maior coordenada
y) @ cl2 da placa inferior. O capaciftor gera um campo elétrico Ee
na direcfo y, em relaclio a um referencial "A" parade em relacloc ao
capacitor., Nio ha campo do capacitor na regifo esterior, em relacio
a- "A'. A placa inferior tem densidade positiva de carga e a

superior tem densidade negativa.

o~
Como o versor normal as placas neste caso é y, o campo do

capacitor na regifio entre as placas fica:
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8¢ = Eo y (3.24.
A

Substituindo esse campo na equacido da densidade de momento
devida & interac3o <3.1.3), usando a relacdo para o produto
temos a

vetorial ¢3.1.6> e os campos do monopole dados em <3.1.1),

densidade de momento devido a interacio:

+
>
w

Agi.nLEM 2 4 3

"0 momento devido & interacdo entre oz campos do monopelo e do

capacitor fica, entio

v
-+ Ee AP Q y dV ~
P. = X
AT INtEM 2
¢ 4

onde AV’ & o volume interno do capacitor, mas externo a carga.
Ou seja, a integracio ¢ realizada entre a superficie da particula

(um elipsdide com eixo menor na direcio do movimento) e as placas

planas do capacitor. O calculo exige uma série de substituicdes. A

partir da deducdo apresentada no Apéndice [Bi1], temos

R
.”J- dV. 27 4 -4
v 1 2

A

e portanto
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(3.2.2>

A

Note-se gque o raio da particula ndo aparecé nesta equacgdo, o
que nio se poderia prever “a priori". Devemos, nc entanto, notar
jue o raio da particula deve sempre ser considerado menor que a
nenor distancia a uma das: piaéaﬁ CRO< d1 e Ro< d2>, que & a
condicZ0 mecanica para a particula poder  mover-se. Além disso,
sbserve-se que a equacio qbbida é valida tanto no casoe em que ©
monopolo esta _entfe as placas, quanto no caso em que estéa fora do
capa&iﬂor. Neste uGltimo caso, a diferenca (d;- dz) adquire o valor
constante D, onde D & a distancia entre as placas e onde © sinal
depende dob lado em. que o monopolo se encontra

A figura abaixe representa uma gegdo reta do capacitor, no

planc em que sSe encontra o centro da particula. Os circulos
retas as linhas de campo elétrico do capacitor BZ>. 0s vetores

representados nas interseccgdes das linhas correspondem & densidade

de momento devida a interacfoc dos campos,
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///d g
-~
~
//
ld['dzl -
-~
-

Nota-se, da figura, que a contribui¢do efetiva para o momento
eletromagnético de interacfio corresponde & regiido inferior, de
largura ]di- d2|, pois a contribuicio da regido acima da particula
de largura d1 se .anula com a regiido abaixo, de mesma largura.

Observe-se que a diregdo (-;) do momento eletromagnético
resultante cm"xcor-da com a equacidoe 3.2.2, pois, para a particula na
posicBo indicada na figura tehos que (di- dz) é negativo.

Das expressdes para o produte internc (3.1.53, para os campos
do monopele €¢3.11> e do capacitor (3.212, e para a densidade de

snergia  devida a interacdo <(3.1.4), temos que esta Gltima neste

caso flica

Al AntEM o ]
4

Logo, a energia devida a interacdo é dada por:

Q AY 4v
W, =g Ee — ¥ —— A ,
A WntEM [a) 3
4 nn £ r
v: A

o]
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AVinien = 2 ‘ (3.2.3>

Novamente, o raio da particula nic aparaece na‘oquac:'iio final, -

A express'éio. acima ¢é .exat'ament.e a energia potencial da
particula no campo do capat;*it.or. E igual ao trabalho necessario
para levar a particula do centro do capacitor até a pomi¢do onde
ela e encontra. Assim como no Caso do momento, essa relacdoc também
vale cjuandd a particula esta fora do capacitor e Cd‘ - dz) = D. Se
ndo houvesse outros= momentos a serem levados em conta no sistema,
pareceria (observe a=s expressdes obtidas para o momento e energia
eletromagnéi.icos) haver uma massa igual a Awtmmu/cz associada a
energia potencial, pois

Aw' LEM
A nt>rx $3.2.4>

A" InLEM 2 A P

‘Ui

Portanto, até este ponto, a quest.3c central deste trabalhe - a
existéncia de uma massa associada & energia potencial =~ parece
receber uma resposta positiva. E preciso, no entanto, avancar mais,

antes de chegar a uma resposta adequada.
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3.3 ~ MONOPOLO ELETRICO EM MOVIMENTO PERPENDICULAR AS PLACAS

CE UM CAPACITOR PLANO

Vamoes considerar ageora o caso em que a particula se move

dent.ro ou proxima ao mesmo capacitor, porém em direcao

perpendicular as placas.

AP

[+ ]

Como a direg¢io do movimento da particula € sempre adotada como

paralela & diregic x o como, neste caso, o campo do capacitor &

paralelc ao movimaento da particula, o campo do capacitor fica

Aé‘: = Be X ¢3.3.1>

Da equagcdo acima, mais (3162, (313> e (3.1.1), obtemos a

densidade de¢ momento de interacgioc

Agi.hua:u - 2 . v
c 4

”~
-+ Ee AVP Q i y + a z
o
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O momento devido & interacfo, sera de

+
»
<

ApintEM z 3
c 4 n r
v>
A

onde as integrais de volume s3o calculadas entre a superf icie
do elipsdide da particula e as placas do capacitor. A partir dos
calculos apresentados no apéndice (B21] e [B2.2D, vemos que as

integrais =3¢ nulas e, portanto,

P. =0 €3.3.2)
A" tnLEM

De <¢3.1.4>, (311>, 331> e (314>, temos a densidade de

energia devida i interacio:

=
A LNtEM ., O a
4

A energia eletromagnética de interagdo dos campos sera

W = g Ee J-JJ —_—
A ntEM Q
4 n s

A partir do valor da integral I[B2.3] calculada no apéndice,
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no volume entre o elipsdide e as placas, obtemos

Aw' ntEM (o]
t 4

AVintenw = 2 ¢3.3.3>

A energia de interaciio eletromagnética é, como se podia
esperar, igual A& energia potencial eletrostatica, como no caso do
moviment,o paralele as placas (3.2.3). No entanto n3o ha, neste caso
de movimento perpendicular as placas, um momento eletromagnético de
interacfc. H& um aparente conflito entre as relagdes obtidas nos
dois casos: (3.2.2> e (3.3.2).

A equacdio (3.22) parece indicar gque a energia potencial
contribuli para a massa inercial da particula; mas a equacdo (3.3.2>
parece indicar que ela nic contribui para a massa. Poderia o efeito
depender da direciio do movimento? Issc nio seria muito razoavel, ja
que a energia de interacdoc & um escalar e ni3c depende da direcio.

A resolucio deste aparente conflito depende da analise das
tensdes envolvidas no problema. Assim como no caso da particula
livre (sem campo exterior), o momento e a energia dependem ndo sbé
dos campos eletromagnéticos, mas também dos efeitos mecanicos

"

citados nas superficies que transportam as cargas.

Vamos:, na seclo seguinte, conmiderar essas tensdus.
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3.4 - TENSOES DE INTERACAQ ENTRE MONOPOQOLO E CAPACITOR

A interac3o entre o capacitor e o monopolo, no caso aqui
estudado, nfo produz nenhuma tensdoc adicional na prépria particula.
A principio poder-se-ia _pensar que sim, poisﬂ, do referencial do
capacitor a particula tem a forma de um elipséide, a distribuicio
do cargas ndc & mals homogénea ¢ ha a possibilidade de haver uma
pressdc adicional na particula devida as tens8es da distribuicdo
superficial de cargas da particula, sujeita aoc campo externo.

Mas, observandoe a particula de seu referencial prépric, a
carga elétrica desta esta distribuida uniformemente pela
superficie. Comp. o campo exterior (do capacitor) & uniforme, produz
forcas uniformemente distribuidas pela superficie do monopolo,
imprimindo uma aceleracio uniforme em todos os elementos de &rea da
superficie. O efeito provocado é o de o corpo como um todo =ser
acelerade, sem ariar novas tensdes superficiais. As relagdes de
Planck (aéresentadaﬁ no texto entre as equacdes 2.2.14 d 2.2.1‘5),
que relacionam o momento e energia de um corpo submetido a pressio
extorna, dependem da pressdo desse corpo no referencial préprio.
Como vimos que a pressio no referencial prépric nidc muda com o
campo externo, o momento e energia devidos a tensio da carga
continuario os mesmos. Aszim sendo, a interacio nio altera o
momento & & energia de tensio do monopolo.

No entanto, o monopolec produz tensdes no capacitor. O campo
produzido pelc monopolo niio é perpendicular as placas {(exceto em um
ponto) e por isso tende a comprimir uma das placas (com carga de
sinal opostoY e a distender a outra placa (com carga de sinal igual

a4 do monopelo). Esgas tensfes naoc atuam sobre pontos fixos do
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capacitor. Como o monopolo se desloca em relacdo ac capacitor, a
tensdo também se desloca. No caso do movimento paralelo as placas,
surge uma onda de tensio que se propaga através delas. Essa onda de
tonsSo ndSo é uma onda mecinica classica nem esta associada a um
movimento de cargas nas placas, peois foram f eitas as idealizacdes
de placas rigidas e dielétricas, com distribuicio de cargas fixas.

O estudo relativistico de ondas de tensio parece ndo ter sido
realizado até o presente. A analise dinamica dessa situaglo sera
apresentada em detalhe na préxima secdo (3.B>. Vamos aqui,
primeiramente, apenas aplicar os resultades da secdo 3.5, de modo a
resolver a aparente contradicio apontada na secdo anterior.

Considaremos inicialmente o caso do movimento paralelo a
placa.

Existem forcas agindo sobre a carga superficial das placas.
Essas forcas sSoc causadas pele campo elétrice da particula. Devido
a diferenga de simultaneidade de aplicacao dast forgas nos
diferentes referenciais ha um momento associado & tensfo que se
propaga nas placas. Esse momento tem uma fFérmula semelhante ao
momento associado a uma barra rigida submetida a uma forga de
contracio, apresentada no apéndice E.

Nas direcSes perpendiculares 4 onda de tens3o esta nao possui
momento associado, pois nestas dire¢des as forcas sdc aplicadas
simultaneamente em ambos os referenciais.

Na direcfio x a onda de tensioc tem seu centro em WX = o] oqu’
= 0 e forcas simétricas aplicadas simultaneamente <no referencial
"P") a distAncias iguais do centro da onda de tens3o.

Se considerarmos que para cada ‘Ax’ ha uma forca dAF‘x sendo

aplicada simultaneamente <no referencial '"P"> podemos dizer que o©
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momento assoclado a essa dAFx é dado por

2
~

r V.
A 2 x d Fx x
A A

d
A ten
[~}

¢ é como se o moments de uma barra tensionada de comprimento

2 Ax" que viajasse Jjunto com as placas fosse

transferido a esse pedago das placas)

O momento total asscociado & tensioc fica, entdo

2
r A 4 ~
= - “".”,xrdpxx
AT ten 2 > A A
‘ c s

T+

onde o fator 2 & suprimido porque a integragio

instantaneamente

por toda a

superficie do capacitor CAS’> ja& o inclui. Escrevendo a forca em

fun¢do do campo, obtemos:

i

2
r< v -
L2 B Ex d Q@ x
ZS,A A A

od

A Len
c

A integral é realizada sobre as placas do

possuem densidades de carga simétricas.

integracdo, obtido no apéndice [B1.2), tém-se

AT ten
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A partir do resultado da



3.4.1>

u
]
% >

Esse momento & de mesmo module e oposto aoc momento (3.2.2)
devido A interacao, e, considerando-se a soma ;:los dois como momento
total do sistema, temos que este ultimo & Zero, fazende com que
nenhuma massa seja atribuida & energia de interacio.

0 leitor aqui poderia perguntar-se se também nd3oc had uma
energia que se possa se atribuir as tensfes que se propagam hnas
placas, tal comoc ha momento associado a elas. Adiantamos aqui a

resposta: n3o. A justificativa da resposta estd na secido 35., na

altura da squaclo 3.5.6.

W . =0 L £3.4.2>

No caso do movimento perpendicular as placas, a situacdo &
diferente.

As forgas que tensionam a placa nesse caso s3o simultineas em
relaciio ao referencial, pois agora o movimento & perpendicular as
placas ¢ estas possuem coordenada x igual para todos os pontos. Por

isso, neste caso, o momento associado a4 tensao é nulo.

(3.4.3>
A" Lten

Portanto, o momento total de interacdco é nulo, como no caso do

movimento paralelo as placas.

Come no caso do movimento paralelo, as forcas de tensio nio
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realizam trabalho, no referencial do capacitor, @ portanto,

novameaente

(3.4.40

Aw10h =0 ’

Note-se que aqui, no caso do movimento perpendicular, embora
continue havendo energia devida A& interacfo eletromagnética, o
momento associado a esta & zero. Se nioc fossem levados em conta os
efeitos devidos & tens8c , no casa do movimento paralelo, esses

dois casos apresentariam resultados conflitantes.

Obgerva-se, portanto, gque levando-se em conta os efaeitos
dindmicos da tensdoc induzida pele monopolo neo capacitor, analisa-se
o momento de interacidc e héo surge nenhum momento (_e portanto
nenhuma magsa maupert.uisi;.sma) associadoe a4 energia potencial

Vejamos agora a anilise detalhada da onda de tensgiio em uma

placa rigida.
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3.5 - ONDA DE TENSAO EM UM SOLIDO RIGIDO

Nesta secio, através de um exemplo mecanico simples, serio
analisadas as propriedades dinamicas (relativisticasd de uma onda
de tensio num sbélido rigido. A andlise utiliza os principios mais
bisicos possiveis, o que & essencial, no c:asao. presente, pois na
dindmica de sistemas extensos <(secdo 12> deve-se colocar em
suspeita as equacdes usuais. De fato, um importante resultado
obtido na presente secio sera o de que n3o & valida a relagic g =
3/::2 antre densidade de momento é e fluxc de energia a.

0 exemplo - a partir db qual sera feita a andlise é o seguinte:
um carrinho move-se com velocidade constante sobre uma placa de
largura con,st.ante,rda mesma largura que o carrinho. e de comprimento
infinito. A partir de um certo instante {(de acordo com ©
referencial do carrinho)> forgas opostas de mesmo mobdulo sa0
aplicadas a placa pelas rodas do carrinho. A forca resultante é
nula, portantc a velocidade permanece constante. Na regidc da placa

entre as rodas & gerada uma tensio gque se move com a mesma

vaelocidade do carrinho.

S30 feitas as seguintes idealizacdes:
1. A placa comprimida & perfeitamente rigida.
2. As forcas s3o aplicadas 2 placa por atrito estatico (as rodas do
carrinho n3c deslizam sobre a superficie da placad. As perdas sao
consideradas nulas.
3. O carrinhe tem um sistema interno que gera esta tensio: um motor

na regifico da roda dianteira e um sistema de breques wlotrodinamicos
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mais um diname na regifio da roda traseira, de modo que o carrinho

como um todo nio sofre nenhuma perda de anergia no processo.

T I77 7777777 1 7 7T 77T 7 7T 77 7 55 [ ..

—

il cFa2

Com relacido a 'GS ¢o referencial préprio do carrinho> o
carrinho estid em repouso. A placa move-se com valocidade v DA

direcSoc x. Az forcas =sic aplicadas peloc carro nos pontes 1 e 2 da
placa simultaneamente.

Ao mesmo tempo forgas de reaclo iguais e opostas sao aplicadas
ac carro pela placa.

Sejam <(de acorde com a figura 25 !7'5; e f’; as forcgas aplicadas a
placa nos pontos 1 e 2 respectivamente, e l'--*1 e fszas forgas

aplicadas as extremidades do carrinho.

As relacdes entre as forgas (de acordo com a figurad =20;

P - P

< 1 2

fro= - P | (3.5.1>
c 2 c :

=~ F
a1
Seja cl-*; escrita como

ci’-‘; = F x €3.5.2>



Fal
onde X & o versor unitério na direcio x Como todas as forcas
e momentos tratados nesse trabalho {(capitulo da tese) tém a mesma

diregio (x>, a notacdo vetorial nio precisa ser empregada. Assim

= F! =F
Cc c 2

= ? = - F
c 2 c 1

Se as posicdes dos breques e de dinamo fossem trocadas,
mudariam os sinais das forcas.

Como as - forcas tém direcio paralela a velocidade dos
referenciais, elas sao invariantes (cFi = pF‘1 e asmsim por dianted,
pelas transformacles relativisticas de forca. Assim, as relacdes
acima sdo validas para todos. o5 referenciais tratados neste
gapitulo, e entd3oc os indices correspondentes acs referenciaisz podem

ser omitidos também.

F = F’ = - F
2
€3.5.3>

F = F =F
1

Devido & simultaneidade de aplicacio das forcas, em relagio a
GS , am forgas resultantes que agem na placa e no  carro
resgpectivamente sio nulas durante tode o tempo. Assim nenhuma das
partes do sistema =ofre mudanca no seu moment.o com relacic ao

referencial c=S devido a aplicagio das forcas.
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{3.5.42>

S$Apd, = _<apd_ =0

De acorde com a idealizacio 3, o carro nio sofre perda (ou

ganho) de energia nesse processo.

CAW2 =0 {3.8.5)
c C

A forca F‘; aplicada peaelo carrinho na placa produz trabalho
positivo no ponto 2 e a forca oposta F‘; transfere trabalhoe negativo
4 placa no ponto 1. Como as forcas tém mesmo médule e s3c aplicadas

simultaneamente, a energia total da placa nic sofre modificacio.

CAW) = 0O | $35.6)
C P

Apesar do trabalho total produzidoc sobre a placa ser nulo, ha

um fluxe de energia nac nulo entre os pontos 1 e 2Z, fluindo de 2

para 1 através da placa.

Calculemos esse fluxo de energia.

Durante um tempo c(ét), a placa se desloca de C(ét.) Ve A

energia cque flui {de 1 para 25 através da placa nesse deslocamento

é igual aoc trabalho produzide por F‘; em 1;
(3.12> BEY = F (b6td> v
(=} P [=] o P
(note que, aqui, Ve & negativad

O fluxo de energia devido & tenzf&oc na regiio entre os pontos 1

e 2 &, portanto:
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onde A é a area da seclo transversal da placa.

De 3.12 o 3.13

. v
(o ] = r° (85.7>
[n E)P .

Come nenhum trabalho é realizado sobre o carrinho em 1 ou 2,

porque ele estd em repouso, ndco ha fluxo de energia através deste,

em relagdo a cS.

c [OE]C = 0] (3.5.82

Note que tanto o carro quante a placa ndo tem um momento
adicional devido & tens3c, mas ha um fluxo de energia através da

placa, e esse fluxo de energia ndoc tem uma densidade de momento

assoclada.

Examinemos agora a situaglco em relagido ao referencial da

placa ¢ S).
P
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Em ct'o as forcas comecaram a ser aplicadas simultaneamente
‘pelo carrinho. Mas, com relacio a placa, a aplicac@io das forcas nao

6 simultanea. Seja L. o comprimento préprio do carrinho.

- x =L >0 €3.5.92

Dai, o intervalo de tempo entre a aplicacSo das forgas com

relacac a PS é

ALY = L - t = ¥ v [x-—x]
P P 2 P 4 PP C P C G 2 cC 1

pCAt.) = {3.5.105

|
-<

Durante o intervalo de tempo acima, somente uma forca (F;]

estd mendo aplicada sobre a placa <(no ponto 1>, O aaréscimo no
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- momento devido & diferencga de simultaneidade relativa a l@.S a:

CAp> = F _{AtLD
P P P

De 4.5, temos

L F
P(Ap)P = Ve pVa 2 {3.5.11>

E interessante notar que, embor-a a placa esteja sempre em
repouso com relagio a l:'S, seu momento muda devido a esse efeito.
Esse momento ira existir enquanto a tensio for mantida. Pode =ser
entendide como um momento da onda de tensdo que viaja através da
placa.

0 cgarrc também s=sofre uma mudanca no seu momento devido a

semelhante razio.

H&4 a forca de reacao F‘i = - F aplicada pelo chic ao carrinho

durante esse intervale de tempo.

Entao

CAp>_ = - F <AL
P c P

L F
PCAp)c = " SR 5 {3.5.12>

Com ralacio a PS a placa n3c se move, portanto n3c ha trabalho

produzido sobre ela.

(3.5.13>

CAWS = 0
P P
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Contrariando as expectativas, a onda de tensic n3o carrega
energia, embora transporte momento. Nesse caso <(comoe normalmente
ocorre na dinamica relativistica de sistemas extensos), enargia e

momento nioc foermam um quadrivetor.

Gomo o carrinho se move, had um trabalho nic nulo produzido
sobre ale quando ha apenas uma forca aplicada.

pCAWD = - F p[ Axa]

onde P( Axm) & o deslocamento do carro entre o= instantes Pt:l.

[Ax = v [ t - t.] = vy .V LF
P 12z c P P 1 P 2 rpCcPCPrC o2
[Ax ] = ¥ vz .._._F
P 12 P CPC z
c
Ent.do
2 L F
p(AW)c = o »Yc 3 (35.14>

Devido ao fato da placa estar em repouso, nio ha fluxo de

energia através dela.

p["z]p = 0 (35.15>

Mas ha um fluxo de energia através do carrinho.
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Durante um tempo p(At,) o carrinho =se desloca de PVCP(AL). Uma

quantidade de energia igual a
{(SE) = - F (&L> v
P a P P C

& recebida em 1, flui através do carrinho e & transferida em

2 durante este intervale de tempo.

O fluxo de energia correspondente a essa quantidade de energia

fb-\

onde pAc & a Area da secio transversal do carrinho.

F

P[az]c =T _A
P C

rVa
(3.5.16>

A densidade de momento associada com a tensio do carrinho é
calculada dividinde o acréscimo de momento do carrinho (3512
pelo wvolume através do qual a energia escoa. De acorde com o
referencial do carrinho, a energia entra em 1 e sai em 2
instantaneamente , viajando uma distancia KT OX T L. Medida de

S, essa distincia fica <{de acorde com am transformagdes de

Lorentz=):

Sabendo que t = t e da relacdc 4.1:
c 1 a2
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A densidade de momento associada a tensfo do carrinho &,

portanto, igual a seu momento dividido pelo volume GAA (cx - X X

p(Ap)c

C?,C: L PAC‘.

De 35.12 e da relacio anterior, obtemos:

g = - S (35.17>

de 3.5.16 e 3.5.17, obtemos

2z 3.5.18>

g = o s c

r=c Pl EjC

Portantoe, para o carre, com relacido a pS, a relacio usual
entre fluxo de energia e densidade de momento é valida. Entretanto,
com relaciic a esse mesmo referencial, a relaciio ndc se aplica a

placa, uma vez que esta n3c possui fluxo de energia, mas tem um

momento adicional.

Vejamos agora, como esses resultados =e aplicam ac caso do
capacitor. O monopolo faz, de certa forma, o papel do carrinho, que
aplica a tensdo as placas do capacitor. Assim sendo, para essas

placas, a onda de tensio ndo contém energia mas transporta momento,
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em relacSc aoc referencial das placas (o referencial "A" utilizado
anteriormente). Esse momento adicional devido & tensdo obedece a
uma equacdc (3.5.41> idéntica a do momento adicional de uma barra
comprimida. A diferenca & que a barra comprimida transportari,

também, uma energia adicional associada a tens3o.
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3.6 - MONOPOLO ELETRICO EM MOVIMENTO OBLIQUO EM RELACAO AS

PLACAS DE UM CAPACITOR PLANO

Os casos de movimento paralelo e perpendicular as placas do
capacitor s3o os mais significativos; mas é Gtil analisar também o
caso geral em que © movimente do monopolo forma um angulo
arbitraric com a normal as placas. A analise desse caso geral sera
feita na presente secdo, na qual sera introduzide também um novo

método para o calculo do momento mecanico de interacgdc entre o

monopolo e as placas.

O caso obliquo é mais dificil de se tratar porque a inclinag¢io
do capacitor ¢é diferente para os dois re f erenciais. Deve-se
observar bem as coordenadas usadas nas integracdes feitazs no
apéndice. Além disso, o= limites de integracdo né‘ioA possuem
uma simetria que auxilie os calculos.

Em relacic ac referencial "A", o campe gerado pelas placas na
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regido interna do capacitor &

Lol

Be = Ee sen o X + Eeo cos & vy {3.6.1>

onde A ¢ o angulo formado entre a diregidco do movimento do

monopolo (eixo x) e sua proje¢doc sobre as placas.

Da expressioc acima, utilizando-se $3.1.3>, 3.1.6> e (3.1.1>,
chtemos a densidade de momento elet.romagnético de interacio entre o

monopolo e o capacitor.

= a cos o 2
AsinlEM 2 4 v A

y -~ z .S
A ¥ A z
- sen o — - sen o0 —
A 3 A 3
r r
A A
0 momento devido A4 interacio dos campos sera \
" Be WV R ”J A 4V
p. = ¥ cos ol — A
ATintEM 2 A 3
c” 4 7 r
vr A
[IJAYdVy JJJAZC!VZ
- sen o — A - sen o — A
A 3 : A a
r r
yr A vr A
A A

ondeAV’ continua sendo o volume internc do capacitor, externo
a4 carga; a integracl3o é realizada, portanto, entre um elipsdide
cujo eixo esta inclinado em relagdo as placas e estas placas. O

galculo é mostrado no apéndice. Utilizando-ze os resultados [B3.1]
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e [B3.2], cbtemos

-+ Ee Q y v 2 cos a <d'~ d¥> <ecos o x - sen a v
p. P — P i 2 A A
AT LntEM z r

onde d: e d: sic as distiancias do centro do monopolo as placas,
medidas do referencial da particula, como indicado na figura
anterior. A partir da transformacfc (D21 apresentada no apéndice,

temos

sen o - -
+ EeQ v cos a (d=-d> yp A (cos a x ~ sen o y)
= AP P 1 2 —_— A A

2 sen o
P

mas pode==ze escrever
-1 z -1
Ccos O ¥y sen o senh o = gos o ¥y tg a sen A
P P A P P A

e utilizando a transformacdoc [D1] mostrada no apéndice, “a

expressao fica:
2 -1 2 -1
cos o tg a sen A = cos A cos o
P A A P A

Dai, obtemos

2 -~ A
EeQ v Cd-d > 99F @ (cosAa X = sen o v

- z _—
AT AntEM 2 GOSAO(

i
[

3.6.22

A express3o contém o angulo a medido em relagdo a "A" e em
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relagic & particula; sua forma fica muito mais complicada s@

expressa em funcfo apenas de o

Da forma expressa acima percebe-se que em relacado ao
referencial “A" o momento eletromagnético resultante é paralelo as
placas do capacitor. Como ele n3oc & paralelo a velocidade da

particula, nic se pode escrever uma relacio do tipo. P = m Vv para
o momento sletromagnético de interacdo.

Note-se que, fazendo Rl 0 ou A = n/2, temos também o 0
ou o = n/2 @ obtemos a partir de (3.6.2> os mesmos resultados do

momento eletromagnético de interacZio para os casos e movimento

paralelo e perpendicular.

Calculemos agora a energia eletromagnética de interacso.

De <3.4.5), ¢3.14.1>, (3.6.1> e (3.1.4), obtemos

A energia devida & interac3o fica

*x? Yy
W, = Ee —Q-—y— sen o pali dn.v + cos o il dAV
A INtEM 4rn A ra A r3
v A ve A

onde as integrais de volume sf8o, como antes, correspondentes
ao espaco entre o elipsdide e as placas do capacitor. A partir dos

resultados [D1] e [D31 do apéndice, obtemos



= ——— [ sen a2n y"isenaCd*-d*
A P 1 2

+ cos a 2n ¥y ‘cos a € a* - a* )]
A P E 2

E utilizando a substituic3o (D21 do apéndice, obtemos

Ee Q 2 senAa
- -
- 2 o _—_
Awi.ntEM = 4 n r < d1 dz) Ly senAa Senp Y senpa
sen o
P

+ oz o cos o Yy Yy —
A P sen o

Eae Q - -3 _ 2 -1
= ——r (d - d> [ » sen o + cos o sen & tg Aa]

E utilizande agora a transformacao [Dil, obtemos

Ee Q - =1 2 . -1 -1
A > ¥ <d~ d)> [+ sen o + cos o sen o ¥ tg Pa]
Ee Q ~1 2 2
- +
= = ¥ cl1 dz) ¥ [senPa conpo&]
W Q Ee ¢ ds = dz 2
A intEM = (3.6.3>

2

Obtemos assim, mais uma vez, como era de se esperar, a mesma
férmula para a energia eletromagnética de interaciio Jja encontrada
antes e que se reduz i energia potencial eletrostitica do sistema.

Negsse caso nem levando em conta apenas a parte da interacio
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dos campos nio se pode associar uma massa a energia potencial da
maneira usual como o formalismo de quadrivetores.

A partir de (3.6.2) e (3.6.3>, podemos escrever

cos o ~

W, -

A LNRLEM P

: {cos a0 X -~ sen & y) Vv
A" IntEM c2 CDSAO( A A A P

T
"

que difere bastante da relacZc gue se esperaria se houvesse

uma massa assoclada & energia potencial ¢ gue conduziria a

W
4 A tntEM
A'pi.ntEM 2 A F

Passemos agora A& andlise das tensdes induzidas pela particula
nas placas. Quando © movimento & obliquo, a onda de tensdo tem
‘comportament.o complexo, pols o mbdédule das forcas de tensio varia em
funcac do tempo. Nesse caso, nio ¢ possivel aplicar diretamente o
processo da secio 3.4 para calcular o momento devido & tensdo.

Vamos optar por um método mais simples: a integracio no
referencial "A" do impulso total recebide nas placas, devido a
forca exercida pela particula, supondo que a particula faca um

caminho reto, sempre com a mesma inclinacic L& em relaciio as placas
do capacitor.

Essze método €, porém, menos direto, pois =5 permite calcular a
diferenca entre os momentos associados a deis pontos. Resta
estabelecer um ponto onde saibamos o valor lexato do momento.

Em analogia com (3.4.1), que foi calculade por um método mais
adequado, facamos o momento associado a tens3o ser zero quando a

particula se encontra no centro do capaciter ddsto &, guando d1 =
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dz). Deste modo, o resultade obtido reduzir-se-a4 ao do caso
paralele quando fizermos A o.

Vamos supor entfoc que o nosso intervalo de integracido na reta
sob a qual a particula caminha é a extens3c que vai do centro até o
ponto caracterizado pelas distancias cl1 e dz' Esse ponto pode estar

dentro ou fora do capacitor. Nesse intervalo a particula caminha

sempre com velocidade constante Ve N2 direcac x.

De acordo com a figura acima, a particula se desloca do ponto
1 ao 2 num tempo AAt e a variagfic do momento associada as tensdes
nesse deslocamento ¢ dade pelo Impulso recebido pelas placas nesse

tempo, ou seja:

A b

A
s B dt (3.6.4>

‘T4

A ten

-

onde Aﬁt.n & a forca total devida & tensio nas placas. A
partir de calculos mostrados no apéndice, essa forca resultante

sobre as placas, a partir de [B3.4] e [B3.5], 6 n3c ¢é nula quando
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a particula esta na regifioc entre¢ as placas, e & dada por

(3.6.52

o>

o sJJ B dQ= Q¥ sen o cos a 2.2
A Len A 7S A & P P
AS" o) o]

Come a forca & independente do tempo, a expressio anterior

fica

[ d2 _ d: ¥ dz ]

v - 2

AP A L
A
Portanto
cl2 - cl1 4

AL = (3.6.6>"

A 2 v  sean o

A A

(esse calculo ndo teria sentido para A2 = 0 e portanto naoc se
aplica, de forma rigoroma, ao caso do movimento paraleloe as placas3

Temos entac

" Q Ee AVp Sen_a cos a ~
P = - [ d - d ] & (3.6.7D
2 2 sen a 1 z s

Mas, utilizando a relacgio [D1] do apéndice, obtém-se:

=)
)]



=Sen oo
A

2
sen_o cos_Ja sen ol cos_ A
P o4 P P =

= ~
sen o cos o sen o ‘ cos o
A P A A

e portanto

N

Q Ee v, com o

>
Niw

-~
d - d e
A ten 2 2 Y -3 o
c cos o

>

que é um resultado de igual médulo e direcio,

opostc ao momento eletromagnético de interacao.

9]

D .
ol o
Wi o

Q|

mas sentido

Da relac3oc acima, vé-se gque este momento somado ao momento

eletromagnético de interacdio dd um momento de interacdo total nulo,

ou seja, levando em conta as tensfes, nio hi momento adicional no

sistema.

Nesse casc também hia energia associada a tensdce, pois, como no

caso paralelo, o capacitor nio se move em relacdo a seu referencial

e .I‘Al‘-‘.df = 0 se dI = O:

Awten = OJ

Portanto, também no caso geral de movimento em

gqualquer, verifica-se gue ndc bha momento adicicnal

inercial adicional associados a energia potencial
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CAPITULO 4

OUTRAS SITUACSES DE INTERACAO

4.1 - MONOPOLO MAGNETICO CLASSICO EM INTERACAO COM UM

CAPACITOR PLANO PARALELO INFINITO

Para confirmar, em outras situagdes, os resultados obtidos no
capituloe anterior, vamos estudar no presente capitule outros casos
de interacdo eletromagnética. O primeiro caso & o de um monopolo
magnético em interacico com um capacitor plano infinito, comoc o do
capitule anterior. Este caso, embora trabalhe com uma situacio que
vicla a segunda lei de Maxwell, tem particular interesse porque, em
contraste com a particula eletrizada, trata de um ca=z=o no qual ;a
energla potencial & nula; e, no entanto, como se veria, existe um
momento eletromagneético de interacic - o qual, é clar-?), nao pode

ser associado a energia potencial

Devido & concordancia do tratamento obliquo cony os casos
paralelo e perpendicular guando se faziam os angulos o tgnderem a 0
e ns 2 nos calculos de momento e energia eletrgmagnéticos,
resolvemos tratar o monopolo magnético diretamente no gaso obliquo

e apenas verificar ¢ resultado para esses angulos particulares.
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De acordo com a figura, na regifo interna do capacitor

~

Be = Eo sen o X + Ee cos a vy {(4.1.2>

Da express3c acima, utilizando-se (3.1.3>, (316> e (G311,
chtemos a densidade de momento devido 4 interac8oc entre o campo do
capacitor e o do monopole {(deve-se ter em mente que agora se trata

de um monopelo magnético e nao elétiricod:

R Ee G z N AZ ~
e, = | cos a — ¥ - sen o — v
AT LNLEM 2 2 A 3 i
¢ 4 n r T
A A
y x’ -
A
+ sen a4 — "~ cos o z
A 3 A 3
r ;o
A A

0 momento devido a interacdoc dos campos sera
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- Ee G A2 N K N
aPinten © I v cese J-J.J. —Pa ¥ T sen.« J_[J- _;s y
V’ A V’ A

n
~
]z

b4 x’
A A
+ sen o — = cos o
A 3 A a
r r
vy A v A
A A
onde A\f"’ continua sendc o volume internc do capacitor, externo ao

monopolo.

Utilizando-se os resultados [B3.1], (B3.2] e [B3.3] obtidoes no
apéndice, chega-se a
Ee G [ 21 cos_o [d:- d*]

-+
P. = ——— sen o — 2
AT LNLEM 2 4 A Y

Ee @ *® »* 1
= d - d San o cos o - 99— Sen o cosm_a
2 1 2 A P > A P
2 c
Eo G sen_ o 1
= d-d —sen o COB o - — COS o sen o
2 i 4 Sen o A ) el A P
2 c
senza
uEaGd-d ¥ San_o cos o - ol
2 Cz 1 2 P P EgAa

0 termo dependente dos angulos, entre parénteses na expressao

acima, pode ser transformado:
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z 2
sen o cos_o sen_a
P P P
= ¥ Sen_o CoZ_o -
P P

¥ Sen.a cos 4 T A ¥ sen_ &
A P
-2
v
1 A P
= sen o cos ¥y - = @ sen o cos Ao
P P [ > ] P P I
Dai cocbtém-ze
Ee @ {d - d 2 =
5, h [ 1 z] ¥ AVp S cos o = (4.1.2>
Al intEM 2 G4

De acordo com o© tratamento do monopeolo elétrico em interacdo
com © capacitor plano, era de se esperar Jque essa expressio para o
momento eletromagnético de interacfio fosse proporcional a RA ou a
uma poténcia impar suad, como ¢ em <(3.6.2> Isso n3ao acontece
porque a dimensdo da carga magnética & diferente da da carga
elétrica. Comparande as defini¢des dos campos do monopolo elétrico
{2.2.4> e do monopolo magnéﬁico €2.3.1> em termos das cargas e

sabendo a relacioc dimensional entre campo elétrico e inducao

magnética,
-4
iE] = LL T (B
t.emos que

6l = L T * [Q1
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ou seja, a carga magnética tem dimensioc de velocidade vezes

carga elétrica. Isso explica a auséncia da poténcia fmpar de JVp D2

expressiao.

Outro fato a se notar & o de ¢ momento eletromagnético ser na
direc3o =z! N3oc apenas nfo & paralelo a velocidade da particula,
como também n3c & paralelo 2 projeclc dessa velocidade sobre as
placas, como foi o caso no capitulo anterior.

De 2.33, 3814, 316 e 412, a densidade de energia da
interacio é

I z
o = £ Ee p Gy v sen o 0 + cos o A_

A nLEM (=) s A P 1“3
A

A energia devida & interacdo & portanto dada por

H y
W, = £ Ee OG,V v cosaJJJL dAv
A LnLEM o drn AP A P2
ve A

e como a integral & nula, conforme observa-se em [B3.3], no

apéndice, obtém~se

= 0 <4.1.3>

A\
A LnlLEM

Vé-se, a partir desses resultados (411 e 422> que, se for

considerada apenas a interacfoc eletromagnética, surge um momento

81



adicional <(perpendicular ac movimento do monopole e ac; ' campo
elétrico do capacitor) que nio pode =ser atribuido a uma massa
inercial devida A energia potencial, j& que a energia de interacdo
é nula © o momento nem seguer tem componente paralela & velocidade
do monopolo. Note-se que o momento de interagio eletromagnética é
méximo para o= n-4 e que ele se anula para angulos de 0 e /2.

Em analogia com o tratamentoe do monopele elétrico com
movimento obliguo ao capacitor plane, também aqui calcularemos o
momenteo devido a tensdo pela' integracio no referencial "A" da forg¢a
total nas placas, supondo gque a particula faca wum caminho reto,
sempre com a mesma inclinacao A& em relagio as placas do capacitor.

‘Mais uma vez precisamos estabelecer um ponto onde saibamos o
valor exato do momento, ja que por esse método 5O se calcula a
diferenca entre valores de diferentes pontos. Esse ponto &,
novamente, o centro do capacitor (d1=d2), por razdo semelhante a
Ja citada,

Supomos entic que o nosso intervalo de integracic na reta
sobre a qual a particula caminha é a extensfo que vai do centro até
o ponto caracterizado pelas distancias d1 e dz' Nesse intervalo a

particula caminha sempre com velocidade constante Avp na direcio x.
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Ao se deslocar, de acorde com a figura acima, a particula se
move do ponto 1 ac 2 num tempo AAt. e o momento associade as tensdes

na placa nesse deslocamento é dade por

.

T4
L}

A
I d t
A Lten o A ten A

onde Aﬁton & a forca resultante exercida pelo monopolo nas

placas, que de [B3.7] e [B38] & ni3c nula s6 na regido entre as

placas, e & dada por

v
G v A ¥ -
P =JJ B dQ=—-—-}:---—s:enacosaz
A Len » 7 A 2 P P
AS ¢

Como a forga & independente do tempo, a express&o anterior

fica

T
I
b
o

A" ten A ten A
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onde, como no caso do monopolo elétrico, temos:

d - d
A 't; = z 1
A 2 v san o
2 entio
2 ~
2 3 Ee G [ci1 dz] Y LV, Sen a cos a z C4.1.45
A" ten 2 C4

Da relacl3o acima, vé-se que este momentce somadoe ao momento

eletromagnético de interacido da uma momento de interacgio total

nulo,

ou seja, levando em conta as tensdes, nidc ha momento total adidional

result.ante no sistema.

Agui, como no caso do monopole elétrico se movendo em relacido

ac capacitor plano, também ndc ha energia associada a onda de

v

tensdc gue se move sobre as placas.

W = 0 4.1.5>

Este &, portanteo, um caso interessante, ja que a energia de

interaciio eletromagnética é nula mas existe momento de interac¢do

assoclado as tensdes.
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4.2 - MONOPOLO ELETRICO CLASSICO EM INTERACAO COM UM CAPACITOR

CILINDRICO INFINITO

Para efeito de comparacfoc, vamos tratar um caso com uma nava
simetria: um monopolo elétrico em um capacitor cilindrico.

0 capacitor com o qual o monopolo interage agora é formado por
duas superficies cilindricas rigidas e ndo condutoras, coaxiais
infinitas, com densidades de cargas homogéneas e de sinais opostos,
com campo externc nulo. A superficie interna tem railo R1 e
densidade superficial de cargas o, © a externa, R e o. A=

F4 2

densidades s&c tais que a carga total do capacitor seja nula:

Sl o ds + Jf e d8 =0
1 A z A

A 1 A 2

Para uma superficie de integracdo que seja um corte reto do

capacitor de comprimento {, a expressic acima fica
o 2n R {+o 2n R_£{=0
1 1 z 2

Dai temos

R

i
o, = ﬁ-z- o, 4.2.15

Como o campo do capacitor ¢ necessariamente cilindrico, dada a
simetria das superficies, usemos a lei de Gauss para ter o seu

valor. Seja uma superficie cilindrica 5 de comprimento ¢, também de
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gsecdo reta oaircular de raie 2 e coaxial 4s superficies

do

capacitor. Comoc para 2 2> Rz = A < R1 a carga total contida na

superficie é zero , o campo elétrico nessas regides é zero também.

J& na regido R1< 2 < Rz o campo ndo é nulo. Calculemo-lo:

Iy g€ aP e L IS o 4as
A F S & i A

7 o
AL
c %y
E 2na{= = 2n R ¢
A 1
')
o] %y Ri -~ 4 R1 -+
AE = y ey 2= {4.2.2>
o e A

onde a2 é o versor radial cilindrico.

421 - MOVIMENTO PARALELO AC EIXO DO CAPACTTOR

—— P W e b A

—— e ——— L ——— W Wt

-

Quande © movimento da particula & paralele ao eixo

capaciteor, temos que o campo deste, ja calculade acima,
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relaciona com as coordenadas cartesianas como abaixo:

c “y R1
Ev =
PRatd 2 Y
E_ N
o
c “s Rz
Ez = -~ =z (4.2.1.12>
A 2
& 2
o
a
Ex = O
A
onde 4, © raio das coordenadas cilindricas, se¢ relaciona com

y @ =z da seguinte forma:

Da expressao acima para o© campo do capacitor, mais (3.1.33,

(3.1.6> e (3.1.1> temos

o R v
- 1 1 1 Q A P v 2 ~
g, = AT X
ATLNtEM 2 2 a 2
[T £ N 4 £ r c
[+ o o A
R v
R o Q p v ~
g, = X
AT AntEM 3 2
£ 4 r C
o A
R Q v ¥
-+ 1 1 A P f 1 -~
Ap‘ LEM = 2 f I 2 da.v x
in
e 4n c V? r
Q A A

onde AV’,. come no caso anterior, é a regidoc onde ambos o=

capos s&c ndo nulos, que ¢é a regific entre as duas superficies

cilindricas do capacitor.
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Pelo fato de nfo conseguirmos ter solucdes analiticas para o
caso de a particula estar em qualquer posicio (o ajuste dos limites
de integrac3io ¢ impraticAvel num tratamento n&o numérico, como
também a resoluclo das integrais, que s8o hiperbdlicas), tratamos
apenas o caso em gque ela estd se movendo no eixo do cilindro.

Também cabe acrescentar que apesar da restricic que é a
particula se mover somante no eixo, ndo & absolutamente inutil
fazer esse tratamento, pois seus resultados ja sdo suficientes para
esclarecer as questdes investigadas neste trabalho.

De acorde com [C1.1], temos

aRiQ Ve ¥ R

f)' = 2 o an In =2 ;c
A" LniEM .50 an cz ¥ R:‘
-+ 01 R: Q AVP Rz ~
Api.ntEM = > In B X (4.2.1.2>
SO c ES

o

De (3.1.1), {3.1.4>, (3.15> e (4.21.1>, a densidade  de

energia devida a intera¢do neste caso & dada por

¢ R
4 i Qr 2
o, = £ »
AT intEM o 2 3
E A 40 £ I
o o A
o R
9, R Qv
A'OLnLEM
4n & r
Dai
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W,
A ntEM

R Q
= s e ._i f.f.[ 1 o4
4n &£ A ra A

o A A

que novamente de [C1.1} fica

o R1 Q Rz
W, = — ln - €4.2.1.3>
A iNtEM £ =3
o 1
Como no tratamento anterior, da particula se movendo

paralelamente ao capacitor de placas paralelas, neste caso também a
snergia de interacio eletromagnética & igual & eneorgia potencial da
particula no campo do capacitor. Novamente aqui se se levasse em
conté somente a parte eletromagnética pareceria haver uma massa
associada a energia potencial, peis as quantidades em 4.21.2> e

(4.2.1.3) se relacionam da forma usual:

Porém, a exemplo também do caso anterior, ha uma tensac se
propagando longitudinalmente nas placas, resultante das forcas
geradas pelo campo da particula nas cargas superficiais, e a essa

tensdo se associa um momento

89



T
|
|
.
N
<
lo
N
=
i
[»3
O
x>

A ten AP 4m & 3 A
o s r
A P
De [C1.2] temos
R
-+ - Q ¥ 2n z 7
Apteh = v AVP 4 £ E 2 In R X
o ¥ 1
¢ R v R -
5 = Q P In --E- X
ATten 2 R
€ < 1

Este momento anula ¢ momento de interacio eletromagnética, o
que mostra, novamente, que n3dc ha efeito de massa associada a

energia potencial.

Como visto anteriormente <(secfBo 35>, & onda de tensio que se
propaga n3c ¢é associada nenhuma energia, no referencial do

capacitor.

Awteﬁ = (i,

422 - MOVIMENTO PERPENDICULAR AO EIXO DO CAPACITOR, NO EIXO

Vamos agora considerar o movimento perpendicular ao eixo do

capacitor
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\_f’é‘io ser reapetidos nesse caso o= calculos de momento e energia
causados pelos .dois agentes de interacgdo do problema <o campo
eletromagnético e as tensdes mecAnicas). Mas novamente aqui os
chlculos serdo restritos a quando a particula se encontra no eixo

do cilinro. Isso & feito para tornar os calculos mais facilmente

interpretaveis <disso quando algebricamente factiveis> O leitor que

_\
£

ja acompanhou os apéndices compreendera facilmente a razio.
Nesse caso, usando como referéncia a figura acima, temos que o

campo do capacitor se relaciona agora com as novas coordenadas

cartesianas por

C < Ri
Ex = P L ox
A 2
& A
o]
c @ Ri
ES = 2 .1 = €4.2.2.1>
A 2
£ 4
Q
C
Ey = 0
A b 4

o1



Novamente, das expressdes acima, (3.1.3)>, (3.1.6) e (3.1.1),

-+ 1 1 1 AP z ~ ”
g, = - Cz" x- x yvy?
AT iNLEM 2 ] 3 2 A A A
d o c E_ A 4n & r-c
o o o A :
e logo
2
o R Q v ¥ Z ~
Ai;' LEM Azp IJT . d v x
ek s 4 v’ A r
o A A
IIp 2 A% .
- <35 4V Y
v? A rs
A A
De [C2.1) e [C2.2] do apéndice, temos
- 01 R1 Q VP 4 4 cz Rz ~
P. = In =— x
ATINLEM 2 3 2 R
£ 4 = ¥ v 1
o A P
-+ 01 R:. Q Rz -~
. = In =— X <4.2.2.2>
ATinLEM 2 R
& ¥ \Y 1
o A P

De (3.1.12, (3.1.42, {3.1.5> e (4.2.2.12, a denzsidade de

energia devida a interacio neste caso & dada por

o R, Qv
o. = £ ( X x + y z)
A intEM o 4 3 A A A A

£ A n & r
o o A

De onde tLemos



R » |
= T3 s Q_.?:_ Uf A A" d VvV + J’H S 3V
vt 2% o? A vr a2 r? A
A A A

W,
A ntEM
4n £
(o)

Utilizando [C2.3] e (C2.4] do apéndice, a expressao fica

") t In == €4.2.2.3>
A LNLEM 2 2 R

Conforme nic se esperava, observando-se as equacdes <4.2.22 e

4.2.2.3, nota-se que a relacdo

A

que atribui uma massa 4 energia eletromagnética de interac3do
parece ser véalida. Mas com o capacitor cilindrico acontece algo que
nic acontece com o© capacitor planc, quando a particula =me move
perpendicularmente as placas. O capacitor plano tem ext.ens_;éio
desprezivel na direcdo da velocidade da particula, enquanto o
cilindro tem uma extensioc a =er considerada. Ent3c nas placas
deste, possivelmente a tensdo nic simultinea provocada pelo campo
da particula gere um momento mecanico resultante. Como a superticie
a ser tratada ¢ curva, nac sabemos como calecular esse momento (para
uma superficie reta pudemos _calcular partindoe do exemplo da barra
rigidad. Também ha o fato das forcas aplicadas ao capacitor
variarem com o tempo, conforme a particula se move em relacgio ao
capacitor. Seria necessariec um estudo bastante detalhado para

computar tal efeito.
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CAPITULO 5

CONCLUSAO

Este t.rabalho investigou dois pontos ainda nio bem
esclarecidos na teoria da relatividade restrita: a atribuigdo dou
nio) de massa & energia potencial (de acordo com a equacioc de
Einstein, E = mc) e a possibilidade de extengio do formalismo
quadrivetorial a sistemas extensos em interacsio.

Estas questSes foram analisadas através de exemplos envolvendo
eletromagnetismo classico e relatividade restrita. Primeiro, foram
tratados sistemas extensos isolados <o monopolo elétrico <c<lassico,
j4 tratado antes por Lorentz, e o monopolo magnético claszico) e
depois wmistomas em interagic (monopolos em interacdo com . um

capacitor plano paralelo infinito & com um capacitor cilindrico).

A contribuigio essencialmente nova degte trabalho & o estudo
das propriedades dindmicas de sistemas onde hia interacgac entre
campos eletromagnéticos. Comumente, admite~se que a massa € ©
momento de uma particula sfo iguais, se a velocidade for a mesma,
esteja ela isoclada ou em um campo externo. Mas nao basta admitir
isso: & necessario averiguar se € ou ndo verdade. E como =se
verificou, n3c & de forma alguma débvio que o <campo externo nio

pudesse alterar essas grandezas.

No capitulo 2 analisamos completamente os casos doz movimentos

retilineos no espago do monopolo elétrico e do suposto monopolo
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magnético. O monopeolos, nosze tratamento, sic considerados esferas
dielétricas com a carga (elétrica e magnetica respectivamente>
distribuida uniformemente em sua superficie. Embora neste ponto
ainda nfc me possa falar em energia potencial, ja se pode ter como
ligdo que sempre ac se tratar sistemas extensos ¢ necessario levar
em conta os efeitos mecanicos do sistema: sem se levar em conta o
momento @ a energia associados A pressic (equacdes 2245 e 2.2.16
para o monopolo alétrico @ 2.3.7.2 2.3.8 para o monopolo
magnético), o momento e energia somente elet.romagnéticos do sistema
(equaces 2.2.9 e 2.212 para o monopolo elétrico e 234 e 236
para o magnético> n&o obedecem is relacdes usuais da dinamica
relativistica de particulas. Ja somando oS dois efeitos
(eletromagnético e mecanicol, vemos que © momento e a energia
btotais atribuidos =0 sistema obedecem a essas relagdezg dequacdes

2.217 = 2.2.18: 2.3.9 e 2.3.10D.

A andlise do monopolo movendo-se no vacuo indica ja& o

procedimento a ser feito ao se t.ratarem os casos de interacép: le)

=
acréscimo do momento e da energia devidos as tensfes levam a
valores totais associados ao monopeolo que formam um quadrivetor
nesse caso, o que se espera de um sistema izolado.

Deve-se, portanto, =ao analisar-se os casos de interacso,
sempre levar em conta também momentos e energias associados a
fondémenos mecinicos que resultem da interagiio (e nSo apenas os
elet.romagneticos),

Esse procedimento nos leva a conclusdo, no estudo do monopolo
em interacio com o capacitor plano paralelo infinito, de que nac ha

uma massa associada & energia potencial.

Nesse caso, wvamos supor gque as duas' partes do sistema
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(digamos, parte 1 e parte 20 que interagem mantém, isoladas, as
relagdes usuais da dinamica relativistica (momento e energia totais
de cada parte isolada ¥ or:ﬁando um quadrivetor?, o que torna
possivel a associagao de uma massa maupertuisiana a cada uma das
partes. Chamemos esses quadrivetores de Q; e Q; Eles, na sua forma

contravariante, satisfazem as regras de transformagio

3 A i
Q= - Q
A1 P11
g x"
P
; anJ )
v
AQZ - i sz
X

onde usamos acima a notacio de Einstein (repeticiio de um indice
indica somatéria. com respeito ao i:;dice que foi repetlido)d,

Quando as duas partes interagem, surge um momento Ap e uma
energia AE adicionais, devidos a interacao. Formemos com es=za

gquantidade um vetor quadridimensiocnal e chamemo=-lo AQ:
AQ% = Ap™ o = 1, 2, 3D

{ AEAT

AQ

Das relacBes de transformacaoc para Q1 a Q2 temos que o momento

e energia totais do sistema formam também um quadrivetor, isto e,

J

T
S

ani. P(Qi M Q2 + AQ]L
P

A
NURRIERCILE
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e © somonte se AQ também for gquadrivetor, ou seoja, se

. BAxJ _
(8 = o (%)
A . P
a X
P
Podemos verificar da secdo 35, onde vemos, das equagles
3511, 12, 13 e 14> que para o carrinho e para a placa,
respectivamente, a variagdo de energia (AW) e de momento (Ap2
devidos & interacio nic formam um guadrivetor, pois ndo possuem

médule invariante:

z
v
2 z 2 . _ p2 2 T C
P(AW Ap c)c—— F* L —
[
2 =
' v
(sz - Apz Gz] = T C F,z LZ T C
P P b4 b4
T P (=)

Como vemos, ambas as eoxXpressdes acima sao dependentes da

velocidade,

No capitulo 23 analizsamos completamente um caso onde ha
sistemas oletromagnéticos extensos em interagdo: © caso de um
monopolo elétrico movendo-se na regido de um capacitor plano
paralelo infinito. Analisamos os casos em gque o© movimento &
paralelo, perpendicular e obliquo as placas.

Ao considerar apenas os movimento paralelo e perpendicular do
monopolo elétrico em relagac as placazs do capacitor plano, vemos
que se =5 fosse considerado o momento de interacio eletromagnético,
o momento seria assimétrico:

-~ para uma mesma velocidade, no mesmo ponto, em direcdes

o7



diferentes, o momento seria diferente Coaquacdes 3.2.2 e 2.3.22;

- para uma mesma energia (323 e 3.3.3), em diferentes
direcdes, o momento seria diferente;

- dentro do capacitor, para uma mesma velocidade, o momento no
caso paralelo dependeria do ponto onde estivesse a carga (mais
préoximo do centro ou mais préximo das placas); fora do capacitor
esse eofoito dependeria apenas da distancia entre as placas.

N3oc ¢ de se esperar que oxistam esses efeitos, pois todas as
experiéncias de dinamica de elétrons em campos eletromagnéticos
nunca levaram em conta esse momento adicional e parsce haver boa
concordancia entre teoria e experiéncia.

0 problema pode ser resolvido, neste caso, levando-se em conta
o eofeito de tensfoc nas placas. O momento total asgociado ao
movimento da particula esta, em parte, na onda de tensio que se
propaga na placa. O momento total, no caso paralelo, &
+0 - -+

= + “*
ot Ap Api.n!.EM Apten

o
|

A

o de 322 e 34.1 se reduz, portanto ao momentc da particula
isolada, coincidindo com o© resultado do case perpendicualr (3.3.2
e 3.4.2>. Portanto, quando se leva em conta ©o momento associado a
onda de tenzfo, o momento total deixa de ser assimétrico.

Se o momento da onda de tensio n3o fosse levado em conta,
poder-se~ia, no caso paralelo, atribuir uma massa maupertuisiané a

energia potencial, pois, nesse caso,

o8



como se pode observar das equacbes 3.3.2 e 3.2.3,

Pode-se pensar na possibilidade de fazer uma eoxperidncia para
averiguar se ha variacio de massa com a energia potencial, de
acordc com o© movimento paralselo da particula perto do capacitor
plano.

Vé-se, da equacio 3.2.3, que a energia de interacd3o
eletromagnetica Ca consegientemente a massa maupertuisiana
possivelmente associada a ela, da expressio 3.22. para ¢ momento
glet.romagnético de interaciod dgpendem da diferencga dx- dz. Essa
diferenga vale D e =D para quando a particula se move fora do
capacitor, regspectivamente do lado da placa com densidade pogitiva
e do lado da negativa.

Ent3o, o possivel acréscimo & massa da particula seria
positivo para quando a particula e move ao lado da placa positiva
e negativo quaﬁdo se move ao lado da negativa, de forma que a
possivel diferenca de massa entre particulas se movendo de um e do

out.ro lado seria

+

onde V & a diferenca de potencial entre as placas, Para um elétron

com uma diferenga de potencial de 50000 volts, temos

A m 2
""?ﬁ" o 0,05 MeV /(: = 10%
o 0,5 MeV c
Estamoz utilizando a massa de repousco do elétron , supondo que

-

sua energia cinética é pequena.

Podemos entdo observar a hipotética diferenca que esse

%A%



acréscimo de massa causaria na deflexido por um campo magnotico (que
nioc altera a energia potencial da particulad.
Vamos supor um feixe de .  particulas defletido por um campo

magneatico:

_é \ Tela
X X X
Feixe o
d
X ::‘55\;\\ I
L. P

Em primeira aproximacde, vamos considerar que =2 def lexdo &
pequena © que a forga magnética Fy que atua sobre a particula &
exprossa sé com relagfio a velocidade da carga Q na diregso x {(vxJ:,

Fy = Q vx Bz %1

onde py ¢ o momento adquirido na direcao y durante o tempo L em que
a particula passa na regido de campo magético., Sendo a distancia

ue a particula viaja nessa regifio igual a L,
q

<
x

e conseqientemente

1G0



pr =Q Bz L

A deflexfic d sofrida pelo feixe € dada por

~ YY

d
L VX

Nesza aproximacgio a velocidade na direcio ndc muda, portanto

podemos associad~la com a diferenca de potencial inicial que

forneceu energia cinética as particulas, Ec

4
m V= = Ec

) =

onde m & a massa das particulas.

Relacionande py & massa, Lemos
py = m vy

e a deflexao sofrida fica

Bz L /~ m _ Q Bz L
2 Ec /rnj‘!'/2 [2 m Ech/z

d= 2

Dessa expressac temos que a uma variacio relativa de massa se

relaciona uma variacdo relativa na deflexdo da seguinte forma:

Para o valor estimado da possivel variacido relativa de massa

espera-~se Jgue, Caso 8SSe efotio ocorra, o feixe sofra um desvio

101



relativo de 5.

Ent3c, se se puder construir um capaciter plano grande o
suficiente para ser considerado infinito em comparaciac com oS
aparatos de deflexdo, ao =se alternar a veoltagem do capacitor
espera~se um desvio na deflex3o do feixe da ordem de 5%.

A rigor a teoria desenvolvida no trabalho se aplica apenas a
particulas clissicas, no entanto, como & dificil imaginar um
exemplo com particulas macroscdpicas, foram feitos o= calculos

acima para um elétron.

A= conclusdes anteriormente obtidas a resgpeito das grandezas
momentc e energia para os movimentos paralelo e perpendicular do
monopolo s3o confirmadas ne estudo do movimento obliquo, na segao
3.6 (ver equacdes 3.6.2, 3 @ 7.

Na analise da interagfic do capacitor plano com o© monopole
elétrico, contando com as alteracdes eletromagnéticas e mecanicas
no momento e energia do sistema, vemos que o fato dos sistemas

interagirem implica numa alteragio na energia total do sistema (o

sistema ganha wuma energia AW = Awi.nua:u’ dada pela equagdo 3.6.32
-+ -+
sam ue haja momento ela associado < = =
q J um a cia Poiem P’ logo
Aﬁint = 0), De acordo com o raciocinio acima, também neste caso

4

AWS - ﬁpz c? ndo é um quadrivetor,

AW?: - Ap

AT T int AT int T A inlEM P A F int

mas depende de y, que varia com a velocidade.
Ao se analisar, no capitulo 4, o movimento obliqguo de um
monopolo magnético na regifoc de wum capacitor plano paralelo

infinito, se nao se considerasse o© momento da onda de tensio, o
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resultado seria ainda mais surpreendente: haveria um momento
adicional que ndo seria nem paralelo as placas nem L diregac do
movimento do monopolo (equagao 4.1.2>. Esse momento ndo seria

0 nesse

associado a nenhuma energia potencial (pois Awi.nlEM
caso). Mas novamente o momento atribuido as ten=des anula o momento

de interacdc eletromagnético.

ConclusSes idénticas ao caso do monopolo olétrico om interagio
com o capacitor planc s3oc obtidas na analise do movimento paralelo
do monopolo elétrico no eixo de um capacitor cilindrico infinito. O
movimento perpendicular ndo foi completamente analisado pela
dificuldade de computar o momento devido as tensSes numa superficie
curva, devido a tensdes variaveis com o tempo.

Embora o procedimento empregado no calculo das grandezas
ompregue conceitos de uma teoria bem <¢onhecida, cabe ressaltar
possiveis problemas conceituais:

- Alguns autores chamam a atencic para a possibilidade de
doescrever-sa a localizagdo e o fluxo de energia no campo
eletromagnético de forma diferente da que foi feita por Poynting;
basicamente, qualquer outro vetor que tenha a mesma divergéncia dque
o vetor de Poynting descreve igualmente bem o fluxo de energia
através de uma superficie fechada; o uso desses vetores
albernativos pode levar a resultados diferentes dos usuais, em
cartas aplicagdes, Ut.ilizanc;'lo uma descrigio alternativs, por
exemplo, Wilson mostrou que ¢ possivel eliminar-se o fator 4/3 da
massa eletromagnética do elétron, sem ser necessario levar em conta
as tensSes de Poincaré (WILSON, 19362,

- Mesme admitindo~se as equactes de densidade de momento e

fluxo de energia usualmente empregadas, & possivel efetuar-se a
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integracio sobre todo o espaco de duas mangiras: utilizando*se uma
integragl3o sincrénica ou assincronica. Embora usualmente sze utilize
a integracgdo sincrdnica, alguns- autores tém defendido o uso da
integragio assincrdnica, ém espocial no calculo da energia © massa
do um elétron em movimento <(GAMBA, 1968, 1967; CAVALLERI e
SALGARELLI, 19692,

- O tratamento feito aqui ndo leva em conta quaisquer efeitos
quanticos. O tratamento & totalmente classico e, a rigor, aplica-~se
a cargas elétricas macroscopicas. Nido se pode inferir que o
comportamento de um elétron obedega rigorozamente a teoria agqui

deseonvolvida,

- Na nossa analise o objeto de estudo tem sempre velocidade
constante; n3co poderiamos estender as conclusdes para © sistema
proton + elétron, nem considerando-os como cargas classicas, pois
ai a velocidade. muda de direcdo. Nesse caso ndo seria trivial
calcular os efeitos mecanicos usando calculos de grandezas
dinamicas que empregam somente relagdes fundamentais entre‘_ as

grandezas.

- As conclusdSes obtidas s3c aplicaveis ao eletromagnetismo
classico apenas, nio sendo imediatamente extensiveis a outros tipos
de interacgao {forte, fraca, gravitacional,.... Se se dese ja
esclarecer a questio agqui abordada para outros tipos de interacso,

devera ser feita uma analise minuciosa.
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APENDICES

Nos apéndices abaixo s3o. feitos calculos e desenvolvidos

raciocinios cujos resultados foram empregados no texto anterior.

A - MONOPOLOS ELETRICO E MAGNETICO LIVRES

Sej= pXr pY @ LZ um sistema de coordenadas cartesianc com seu

c¢entro no monopolo. Suas relacdes com as coordenadas esféricas sio:

o 3

pp——y
-
-

i

X = r sen 8 senyg
Y = r cos@

Z = r son 8 cosp

Dai podemos obter as relagdes entre as coordenadas do

referencial da particula e as coordenadas cartesianas no

referencial “A".
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y - 1
x’ = ¥ r sen 8 seng

A
= r cosg
R4
Az = r sen 8 cosyp
O Jjacobiano da transformagfo entre az coordenadas do

referencial "A" com as coordenadas esféricas &:

2
a (Ax » Y 0 A2 >

g Cr, 8, ¢ 2

» ! sen® seng cosg send cosg
= rﬂ cos8 seng ~r send T Ccosg cose
77’ sen8 cosg 0 -r senf seng
- z -1 9 CPX’ AY 7 A% 2
=y 1 =mend = yp

8 Cr, 8, p >

0 médulo deste Jacobiano sera utilizado para os calculos das

integraiz de volume, onde dAV poderia ser

Ayz rz cosze rz send
IS S ey = S ir a0 dp
v 1%

S s
™ ¥
A
A A

n

w w 1 2
j;cosze send d& fRo ;; dr j; de

LI
r

=
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2
_ 4
s .V = zx" (A1)
AT o
A
z sen & cos’ © r® send
i) dv-m =909 4r uo ap
A A A
= 1 i 2 * 1 ** {1 + cos 2¢
= - f, €@ - cos“@> seng do [ -5 dr f, ——=" 4
a w e <] zn
1 cos & 1 1
= — - -+ - il = -
¥ [cose 5 ]o[ P]Ro[zqa sean]o
1 [ 2 ] 1 =«
= —_— |2 - — it
h 3 Ro
<
_ 4 7
dAV = TR [A2]
[+
A
2
sen@ cos8 cosm r sen&
JII UI £ = dr do dp
Av A A
2 2t
_ 1 sen 8 cosd ‘
= ff 3 dr de J; cosp dg
2 27
= L ff sen & cosf dr d8 C(-cosgd =0
rd 2 o
r
dAV =0 [A3]
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_ r’ sen’ @ seng Cose
= [IJ

K
r

send

s

v
A A

(]

sen38 zn
II ~ dr dé j; seng cosp de

‘(l"‘
-

son” @ sen ¢
IJ ~ drda[ ]

i
\fl'-‘-

1

~.££I 14 r’send dr do de
r

I

o Zn

- [oseno o [, Loar [ e =2 G2

™

| o
B

22

e

III sen-® sen” © r® send

IS A 4

rd
A
A Ay
1 \n’ 2 jo.s] 1 Zn
= ;; 1061 -cos“8) senf d8 fg ~; dr f

108

dr dg de
[A4]
[AS]
dr do de

i - cos 2¢ dp



- 9...0089 "._.2'_ " ltp-sen2§o]
cos 3 o T R 2 o
2 1 =
SO
o
x*?

AT gy= &7 [A6)

s A 3
A 3 ¥ Ro
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B - MONOPOLOS EM INTERACAO COM O CAPACITOR PLANO PARALELO

INFINITO
B1 -= MOVIMENTO PARALELO

Seja P RYs L,z um sistema de coordenadas cartesiano com

centro no monopolo. as relacSes com as coordenadas esféricas sdo:

pX = T send seng
Yy = 1 cosé
P
pZ = T send cosyp
o , -1
Entao X’ = 3 r =senfé senp

y = I cosg

A
Az = r send cosp
JIS vy v dxwdydz = SIS cose r 2y 'r? sens dr de de
yr A A A A A v’
A A
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ns2 d cos & 2n

. 1 -1
= jo cos8 send d& IRO »~ tdr J-o de
T —dzcos—io s 2n
+ _J- /zcost‘:? sent d& IR ¥y ~dr fc de
T
o]

ns2 L
-1 -1 N
2n ¥ di_fo send d6 - 2n y dzfn/zsena de

]

T2 m

+ 2n R I cos8 send dé + 2n R J' cos6 send d&
o Jo o Jr-z

= 2n 7' d ¢- cos8 )["/2 - 2n 7' d ¢ cos® )I"
1 Q 2 nTs2
SIS gy rfav o= 28 (g -do [B1.1]
v AT A A v " 2
A

Jr AX’AE:-( dAQ

NES
A

Para o calculo dessza integral a superficie de integracdo sera
separada em duas:

SP= S’ + S ;

A A sup A nf

os indices sup e inf referindo-se as placas superior e

inferior respectivamente.

Para S r = d /cos8
sup 1

0 £ 8% ns2

o
1A
®
A

2n

dQ=- o 4d,5S
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Para S, (r =- d Jcos8H

wvni 2
ns2 £ 8 £ n
<
D < ¢ £ 20
= =+
; dAQ o dAS
3 v 3 r
5= 38 * 7%

Na superficie r = d Jcos8

Dai x’ = y-id tgf senp

3 7 x T - b y z
g9 e -1 2 2
¥ d sec & seng 0 d sec 8 cosp
y_1d t.g8 cose 0 -d tgf sene
p -1 ,2 2"
Dai dAS = » d7|tgd| sec’ & do de
Sf x Bxada Q= 27X JI w r™® o ds
s, A A A 4arn £, » A
A sup A sup

y-zd: tgze sen2¢ y-id: tge sec’s deé de

= 2r JI
s

an & d? cos%e
A sup
Q o d1 noz 2n
= EE_E:;Q I; tg“6 seng do J;sen e de
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o d n-2

= — ‘2 n [ o<1~ sec’® Y seng d@
4 £y o

Q o d

*2 [(-cosS)'"/z-(cos-ia)|ﬂ/2 ]
4 £.¥ o o

onde a parte da integral que diverge foi substituida por um
limite onde se tomam as placas do capacitor como se fossem

circulares de raio R que tende a infinito.

JI %' Ex d Q = Q¥ _ I % r "oy d 8
, A A F 47t <, , A
A inf A inf

‘ -2 ,2 2 2 -1 .2 2
i Q ¥ J-J- ¥ d2 tg 6 sen o (o p t:l2 (-tg8) sec 6 d8 dg
n £y, s -d? cos"%e
A inf 2
Q O'(ﬂdzj T 2

2 2z
= Wz fﬁ/ztg 8 senf do fosen e de

Q of-d
= —(_2-)2 [(-cos@) T _Ceos ted |ﬂr ]
4 £, Y ns2 ns2
Q ;V(“d ) (R 2+ d 2 )1/2
= — 272 2 -  lim
4 £ ¥ - d
o z
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fie
v
—
——
=Y
+
| =
o
N
~
N
S
1
7~
=N
+
b =
[o
NN
ml
N
-
—

Portanto o limite é zZero e como o = soE‘.o
Q Eo( d, - d]
JI %’ Ex d Q = : 2 (B1.2]
AS, A A A 2 ?/2
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B2 ~ MOVIMENTO

-3

SISy
v AT A
A

Ir =

dV
A v’
A
Zn
= JJ sen®d dr d6 Jo cosp dp

JIf gy r"® dv =o0
v AT A A

A

JISf 2z "2 av =0
v A A

A

[B2.2] é =zZero pelo mesmo motivo que

part.e em ¢ é zZero.

v

SIS w7
A A

d
v? A
A

v?
A

Seja

JIT r sené cosp r°

SIT 37 cose

PERPENDICULAR

X’ = ¥y r cos8
A

=T send cosp
JZz= T senfd seng

-1 2
Yy

send dr d9 de

(BZ.1]

[(B2.21

[B2.1}: a integracao da

r-ay—irz send dr d6 dp

115



- -1

-z n- 2 dicos ® 2n
= p o cos8 send d& IRO . dr Io de
* -1
-2 T -dzcon * 2n
+ .
¥ Iﬂ/zcose senf do ‘J”Ro dr -ro de
-2 nsZ 44
= 2 ¥ [dijé send d& - dzfnfzsens da]
ns2 "

+ 2n R J' cos8 send 48 + 2r R f cosO =end d6
o Jo o Jas2

JJr }(’p-sdv = a-!—- ¢d-d >
v A v 1 P

(B2.3]
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B3 - MOVIMENTO OBLKQUO

A S
hY
AY

como a simetria do campo é esférica no referencial da
particula, as coordenadas esféricas serio relacionadas com JETI A

pZ (também para facilitar as condicles de contorno?

%
i

r =senfd seng

1> r cos@

R4
]

N
]

r send cosg

Da figura

* *
x = X cos a+ y sen o
P P P e P
* *
2o y = - x_ =men o + y o o
P P P P
z = =
P P

Das transformagdes de Lorentz
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<3>

De (1>, €2> e €3>

(42
A

a CAx,Ay,Az)

-1
X’ = ¢ " r send seny cos o + r coss sen o >
r send seang sen o + 1 cosd cos o

send cosg

* * *
6(px ypY 27 >

a (Px,Py,pz) b

2
= ¥ r

JJIJ y’r_a d V =
V’A A A v’
A

a Cpx,Py,pz>

* | *
a Cpx spY 22 2

. 8 Cr,6,p )

send

-3
JIJ ¢-r sen® seng sen a + r cosg cos o >r

X +7* % send dr d8 de

27

-1 2
= ¢y sen_ o JJ sene dr da J;cosp de

2n

+ fﬂcospa STcos8 send dr d& J;dp

s n-2 dicos-ia
= y cos_a 2n fo cos8 =send d8 j; dr
#* -
e -d cos 10
2
cosl send de f dr
s2 R

.

/2

24

= 27 yficospa [ d: J; =and 4o - d: J;/zsene de
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kid
+R f cost send do ]
o Jo

= 2n ylcos &« < d. - d* >
P z
- an * *
f{{ y r d v = — cos o <d) d, 2 (B3]
A

fffAzAr_a d. Vv = JIS r send cosp »'r? seng dr do dp
v’ v
A

Zr

= .f.r sen-® dr d8 Jo cosg de

JIr 2z 22 4dv =0
y» A A A
A

{B3.2]

JIT x°p 2 a v
yrA A A
A

JIT 273 r send senp cos a + r cosd sen a >
v,
A

x }f-irz send dr d& de

Zn

2 2
= ¥ [ cospa JS son®g dr do fosemo de

zr
+ sen o JJcos6 sen® dr d8 f de ]
P )

* -1

2 ns2 dicos o
= 20 ¥ sen_a .fo cos@ seng dS j“o dr
7T —d:cos-io
3
Iﬂ/zcose send d& fno dr
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S22 bid
= 27 ;v-'zsenpa [d: IO senf dg - d: fﬂ/zsena dg

b4
- R f co=s8 gend d& ]
o Yo

2m y’zsenpa < d: - d: 5

Iy e av =22 sena ¢ d* - a*>
AT A A Z P 1 2

AV ¥

[B3.3]

Tal como no case paralelo, para fazer as integrais sobre a
superficie total do capacitor, vamos separa-la em superior e
inferior. Como no caso ¢ importante saber explicitamente o valor das
integrais quando a particula se encontra fora da regido entre as
placas <(porque as integrais referem~se & forga total agora,
através da qual o momento serad calculado por uma integral de
linha), vamos separar também osgsas duas regides J{dentro e for;).
Por questioc de wimetria, é Obvio que & apenas necessario calcular

s& de um dos lados, quando a particula esta fora.

Para =S (1 = d*/cosé
sup 1

0 £ 8 £ ns2 ddentro e forad
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Para S, r = d*/cosa
wnf Z

0 £ & £ rn72 (dentro> ns/2 £ 8 £ 1 (forad

1A

0 = p 2n

i dAQ = - dAb

Como na superficie temos r cos &6 = d*,
-1 * *
x’ =y (d tgh senp cos « + d sen a D
A P P
* *
= - 3 +
(43 Ay d tgb seng sen o d cos o
AZ = d* gl cosp
af or _
g e a p
~ Lal -~
X Y Z
y_id*sacze senp cos _a y-id‘secze senp sen & d sec’® cosp
-1 % -1 % i
y d tgf cosp cos_a ¥y d tgb cosp sen_ -d tgf seng -

= (d*)z t.g8 sec’8 [ x (senzp sen_ o + coszp sen o >

+ y € cos'p com & + sen p cos >+ =z 0]

Dai
ar ar * 2 z 4 s2
- 2 ~ Z i
—— = +
55 X ¥ @D |tgo| sec’® (sen &t ¥ cos pa)
mas sen’ a + y lcos’ o = sen” o (1 + A XA S
P P P T
gque de [F1] fica senzpoc sen_zAcx
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- --
Ent.do ar ér _ *. 2 2
786 X 7% = A7 |tgo| sec’d sen & / sen

Quando a particula estia fora do capacitor

JI E dQ = JF (Excosa-Eysenajo’dS
gr A 77 A P A A A A

A oup
+ JJ [Ex cos o - Ey sena) o> d S
L ‘A A A A
il

>

= Qo cos a JI % r?ds-senadf y r %ds
A A" a A A A’ a A
o s’ 5>

sSup sup

- cos a I % r’?d s +senadf y rds
AT L a7 a A O A

inf vnf
Calculamos agora cada uma das integrais acima:

-1 * *
yr < d1 t.g8 senp cos o disen ap)

JI x r%4as =JJ - %
s» 4 A A s’ <d” >? cos %o
sup sup i
X (d:)z [tege | S © sen o sen_iAa dé de

" . Zn
- -1 -1 2
= sen a sen & ¥ [ cos o, fﬂ/ztg g cosé de@ Iosenep de

7t zn
+ sen o Iﬂ/zsené’ dée Io de ]

sSen o

sen Jd
L4 A
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*
< -d* g6 song sen o _+ d cos o D
1 P 1 P

JIJF vy rPds=JT -
g: A A A S’ cd’ >3 cos" 6

sup sup

X (d:)z (-t.g8> sec’® son « sen_iAa dé dep

T In
-1 2z
= sen_a sen © & { sen a fﬁ/ztg 8 cos8 dbf fgsenp de

T 2
+
cos o j;/zsane de J; dp }

men & cos_a
P P

= - 2n
sen o
A

-1 x ¥
+
y < d2 t.g8 seny cos o dzsen aP> §

JJ x’ r-a d § = JJ -
> A4 4 S? ca® >° cos"%s
vnf vnf 2z

x Cd¥>? |tes | sec’8 sen o sen & « d@ dp
z P A

7 zn
-4 -1 2
= sen & sen & ¥ [ cos o fﬂ/zbg & cosg d& Iosenp de "

T A4
+
sen o j;/zsene de j; de ]

2
saen (=}
P

sen Jd
v A

¢ -a* t.gf senp sen o+ d¥cos « >
z P z P

JJS y r_3d8=f..r -
A A s? “ed) >? cos %o

vnf vnf

(d:)z g8 sec @ sen_& sen_iAa dg de
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4 2T
~ -1 z
= sen o sen & { sen o fn/ztg @ cose d8 jasenp de

s ; Zm
+ cos o fn/zsena da fo de ]

=en @ GOov_«
P P
= - an

sSen A
A

Subsgtituindo essow resultados em (35> temos, para a particula

fora do capacitor:

* fora, para o (B3.4]

s? monopolo eléirico

Quando a particula esti dentro do capacitor

o

JJ = - ,
b AE// dAQ J‘..,r (AEX cos o Ey senAa) o dAS :

A sup

+ JJ (Excosa-EysenaJ (-o> d S
<r A Ta A A

tnf

= Qo [cosaff ¥ r?ds-senadf y ras
A L A A A AT o, A7 A A

sup =up

<62

—cos aJI xw r®d s +senatS y ras
AT o, AT A A AT o, A7 A A
inf Tinf

Calculamos novamente cada uma das integrais na expressaoc acima:

;v-i( d: t.gfé seny cos cxp-l- dtsen cxp)

I % 22 4ds = Ir x
> A A A ’ (d* >? cosbae
sup sup 1



*)2

<d |t39| sec’d sen o sen | o dé dp
1 P A

24 27
-1 -1 2 1,
= sen o sen A8 [ COS & jﬂ/ztg 8 cosg Jd8 J;senp deg

n 4
+ ]
sen_o In/zbena de J; de ]

2
_ 2nm sen _a&

¥ gen o

x *
¢ -d tgfb seneg sen aP+ d cos o 2
ff v I:a dS = ff i Y - . 1 P %
s: & 4 A S’ <d? >® cos e
sup sup i

x (d:)z (=tgod sec @ sen & Sen-iAa de de

T 2

-1 z
= senpa sen & [ sen & Io tg" & cose d& J;senp de

2 2n
+
cos o J; send do J; de }

Sen o Ccos o
P P

= 2n
sen o
A
y ¢ 4% tgo senp cos a + d¥*sen a >
J¥f xr r?das=JS 2 - £ z F o x
> A A A 57 <a® >? cos™%6
inf inf 2
<d*>? |teg] sec’s sen « sen ' a d@ dp
2 P A

bid 27

-4 -1 2 :
= sen_a sen AN [ cos A j;/ztg & cozf d& J;senp de
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" 2r
+ sen a fﬂ/zsena de J; dp ]

_ 2nm sen o
sen o
v A
* *
C =d_ tgf seng sen aP+ dzcos ap)
JI oy r2ds=JJ z . «
g» A A A S’ ca® 5% cos s
inf wnf 2

X (d:)z C~tg8> sec’d sen o sen—iAa dg de

n zn
-1 2
= sen o sen & [ sen o f;/zbg g cosd do J;senp de

14 Zr
+
cos o j;/zsene dg j; de ]

sen & cos_d&
P P
= - 2m

sen o
A

Esses resultados em (62 nos dio, para a particula dentro,

JI E d Q Q o ¥ sen o
, A ss AT = = —_—e
s 4 & sen o
A () A
cOos o sen_da
‘ A P
- X 2 ~ 2 sen o cos o
¥ A P
sen o sen o
Q o ¥ P Q o ¥ P
= =—f. sen_ o — - ¢gos a| = =——X men o] ————— =~ coz_a
> P ¥ tg a P & P - P
o A o ¥y tg &

Qo r¥ sen o cos a[ 12 -1 ]
& P P ' g
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Ir d » o v

gs A7 AQ = 95 d sen & cos o =2 * dentro, [B3.5]

A o] para ¢ monepcelo
eléirico

Fagamoz agora © calculo da forca total aplicada pelo monopolo

magnético &s placas: para ele, da oxpress3o para o campo €2.3.3),

temos que

JI B 4doQ=J47 (Ezz-Eysenae ) o d.S
c» A s A S A A s A
A a

-~
onde e é o vetor paralelo as placas, na direcfio da projocio

sobre as mesmas da velocidade da particula,

Gy v ~
S B dqQ = ° AP I [— sen & z T e

A s/ A )
s5°? 4 1 ¢ s5°

Fagamos as integrais que ainda nioc foram feitas quando

tratidvamos o monopoloe elétrico.

Quande a particula esta fora do capacitor

-3

JI 2z p7°do=JF 2z »r P ods +J47 xr (-o> d S
g > P A , AT A A g A A A
A sup inf
*
¢ d tgl cosep >
Ir =z r—a d & = T ‘: »
» A A A S’ <’ > cos %s

X <d:)z (~tg8) sec O sen_a senuiAa dé de
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Zr

"
= sen sen-iAa Io cose de IO |tgs| sene d& = 0

A integrac3o na variidvel ¢ é que leva ao resultade nulo. Como
o intervalo de variac3o dessa variavel é o mesmo quandoe se trata da
placa inferior, e o mesmo se repete para as duas placas quando a

particula se encontra dentro do capacitor, temos:

JI' z r'?do=0 (R3.6]
s’ A

Usando os resultados ja calculados para o monopolo elétrico,

temo=s entido

G Y
I x T a%v 2
Py dAQ = - " A * cdentro, pora o {B3.7]
As, o] monopole magnet ico
JJ E d Q¢ %x ¥ fora, para © monopolo [B3.8]
, A s A =0 .
AS magnético
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C - MONOPOLO ELETRICO EM INTERACAO COM O CAPACITOR CILINDRICO
C1 - CASO PARALELO

As coordenadas se relacionam da seguinte forma:

r Gosg

I sen & cosg

—

5. T T
N o< X
wou ou

r senf seng
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Dai temos

a(Ax,’Ay,Az) _ a(Ax,.’Ay’Az) a(PX,,Py’Pz) I -
= =y 1r° send

acr,6,¢2 a(Px’,Py,Pz) <r,8,p

Az=im

Jf..r 2 _av = jjf A .7 1% sens dr d6 de
v? P v’ r’
A

0= limites de integracao que descrevem o cilindro

coordenadas esféricas sho dados pela relacdo

r mend@ = R (ou RO
i 2

como se observa na jlustracdoc ao lado.

Assim
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R /sens Zn

1 ar Io de

m
jo d8 send IRj/seno T

1
y

| D
A r? 4
A

A

R_/sens

bed
= 1 f d@ send <n r> |2n
o Ri/aonv (=2
1 " Rz 2 Rz "
= = _f dg senf In == 2n = — In =< <{~cos8>
v o R1 ¥ R1 o
Temo=, portanto
R
I gy = 40, 2 [C1.1]
v? ra A v R:
A

Agora vem o calculo da integral

x’z

2 d Q
AS Ara :

R

Para se calcular essa integral a superficie de integracio

separada em duas;

onde o indice 1 refere-se & placa interna e o indice z &

extorna,
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Para S1 A i A

2 2
= + ’
..“r R;t }fo
r Ri
d Q = = o d 5
PawauS2 A Rz roA
{ =~ £ x’< w
A
0 £ ¢ = 21
2 2 z 2
= L 2
LAP R1 LN

x?? x?? x* 2
A JJ oa I oa
f'r T a dAQ = -3 % dAS + 3 7 dAS
s r S T S r
A A A1 A ATz A
onde os indices 1 © 2 referem-se asz placas
respectivamente.
Para se fazer a integragido em coordenadas
necessarico transformar o elemento de area.
As superficies cilindricas s&c descritas em

esféricas pela relacio

r send = R

(onde R pods =er R1 ou Rz)

Isso faz com que as relacdes das coordenadas figquem
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Tomeos entdo que

#a o~ L3
a r 3 r x 4 =
A ’ = - B cossec 6 0 0
=] a p 1%
o - R seng - R cosp
= P cossec' 6 ( cos ¢ y + senp z 2
a F a r 2
Logo A . = —— cossecza :
a e a ¢ ¥

e, tendo em conta também = relaciio entre az donzidades (5.1,12

;2 -2 L2 2 2
IJ' Ax _ J-J' ' Rlcbf;s & Ri z
— dAQ = 3 — 01 - cossec & d& dp
S r s R sen &
A A A4 1 ;‘
JT »y Z R:cobgza R . R: 5
+ 5 5 - o, —= cossec 8 d8 dg
S, Rlsen %0 2 v

R z R - z
s ff eos®e 4 qp - o Jf 0578 45 g,
1 a S send FY 3 sené

Para realizar oa integraglo nas superficies, primeiro vamos
supor dois cilindros concéntricos de comprimento finito 2L e depois

faremos L, tender a infinito, para evitar as divergéncias.
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—

Assim, de acorde com a figura, usande o indice i, que pode ser
| ou 2, referindo-se As placas interna ou externa, temos que o

ntervalo de variagdo das variaveis de integragdo ¢

0% o £ 2n
Para S,
v S s e sn- 6
T L
onde
Ri.
tg & = e
Chamemos
R,
"
r— T %

Fazer o limite L— ®© é o mesmo que fazer a— 0 ou &6 — 0.
13 19

Temos entao que

134



x’ R z
1 - sen &
g e dQ =0 - ) “song - %@ de

T 1-_5239_ de de

S send
AT 2
“y Ri 2 & n-&t
"
= 3 P hm.s +0 [ In tg 5 + cos8 ] -
b e 1 &
1
n-&
lim In tg e + cosd z
$_~0 . 2 s

%
- lim [ cos [TE - r.‘iJ - coz & ]
S 2 2
-3 -8 T
. e Ty . (2]
+ hma -0 [ln tg 1 ] hma -0 [ln tg 5 ]
1 61 2 62 |

Verifica=se que o© valor da primeira expressio entre colchetes
é zoro. A smegunda expresgsio entre colchetes ja deve ser trabalhada

mais detalhadamente:

Vamos, com o auxilio da oxpreossdog para fungdes
S,
- s . ¥
trigonométricas para o arco duplo, expressar tg 5~ em termos de a.
LN
Se



temos
1
cos & =
1
2z
1 - a
L
=)
a
1
sen & =
1
z
1 - a

Utilizando expressdes para o© cosseno da soma e subtragdc de

angulos, temos

1 Q. a
= cos® —~ - sen® -
p 2 2
1 - a
1
z % z %
1"
1 = cog8 - + sen -—
2 2

¢ dai obt.emos

I- 2 cos = 1 +
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Da expressac para seno de arco duplo, temos

@,
Cbi O,‘_‘ , L
II- 2 = cos = sen 5— =
1 o= a,z
Y P
De I e II,
Q.
a,i "
t»g -2— = -
1 - a + 1
v
Agsim, como tgl ;—I -x2 = cotg x , temos
. 1 - a,,z + 1
L. T . ' = L
£ 3 Z e
v
Assim, temos
J-J- Ax’z 27 O‘i R:l. i - a,f +
2. dQ = — = Iim In
- 3 A 3 A a0 a
> r ¥ i 1
A A
a a
i z
- 1in + lim In
-] 62*0 2
/ 1 - a + 1 1 - az +
_/ 1 - of + 1 2n o R o’
2 1 1 4 z
- In = — [ln — = ln —
G a 2 4
2 - 7 o,
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CZ2 = CASO PERPENDICULAR

Agora as coordenadas se ralacionam da seguinte forma:

Y

R r senfd cosp
=T cosg
g2 =T send sene
] | y
| A !
1 f
i I
,”" -“-"‘\
Ay
N
1
!
_d_ |
//' +-\
/ [ h -
\J i hr’
& AX
Z [ I
! !
| 1
X' = a4 cosa
A
A Y
Z = A sena
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Assim

x|+~

send de

R Aoenc
r4

R roonc
i

-

R
= g. in [.pi ] .q_——l—————— 2 - 02
r R 2
1 z (_ Vv
v [ }
c
2
J-II = — 4n Cz Rz
d = In ==
, 3 A - 2 R
v s r rd v 1
A A A P
X Y
JI[J a_a d v
v 2% A
A A
-1 _2 z
_ fjf ¥ I Sen & sony cose
- z z -z 2z 2 a ¥
AV’ r sen 8 (y cos ¢ + men 2 T
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[cz2.1]

r’ seng dr de dy



R /sons

2 seny cos
dr J; : L4 Lt

-2 2 2 de
&% cos ¢ + sen @2

1 " 2
- —2- vro send do fni/aono r

A integragl3c na variivel p é de uma fungdo periddica impar,

integrada num periodo, portanto & nula

jff A_}_‘_ﬁ_).,__ dv=20 (G2.2]
v: 22 p° A
A

Como sd trataremos o caso perpendicular com a particula no
centro, podemos. escolher a origem de At. de modo que neste ponto,

X’ = xX. Assim
A A

2

x’ x x’
fjj A A gV = fff A g
v> a2 2 A v: A% p? A
A A A A
-z _ 2 2 2
= fff e r_sen & cos ¢ » ' r? send dr do dg
AV’ r? sen’e (y_z cosz¢ + senzp) r?
1 T R /sene 1 2n 1
= — fo send d& R T dr fo — > de
rd s sone (_'V t,g s 5
Rz 2n
= = 2 In =—
R 2
1 1 - ¥
fff ¥ Ax, 4ar c? Rz
—_— d V = In T— [C2.3]
v: 2% A ?a vZ Ri
A A A
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3
2 r
A A

IS 224 4y
v’ 2 A

.fﬁf rz send cosg sen ' -1 2
Ll ¥ 1 send dr d& de
v,

2z F - z 2 a
rT sen & (y cos ¢ + men @2 r

_1 " R /sene 1 Znr sen
— [ cose de =~ dr | L4 dep
v o r o z 2

cos ¢ + sen g2

R /senc
i

Novamente a integragio na variavel ¢ @ de uma funcdo periddica

impar num periodo, sendo portantc nula,

zZ Y
.Uf A A  dV =0 (G2.4]
V, ¢2 ra A
A
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D - RELACOES ENTRE ANGULOS E DISTANCIAS NO CAFPACITOR

Para um tempo fixo., Lemos

1
r—
1

-

ke

PL>c

Da figura acima temosz

tgAa = Ly ~ ALx

tgpa = Ly / PLx

Como Lz = p ALx

t, = f.- o~

emo g, =¥ fgpa (D11
Também da figura

sen o = d ~/ Lx

A A

sen a = d .~ Lx
P P
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Dai d = Lx sen_«o
b3 P
mas PLx = ¥ ALx =3 d / sen &
Portant.c d* =y d sen & s sen & (D21
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E = MOMENTO ASSOCIADO A TENSAQ FARA UMA BARRA

Y
>

0 esgquema acima mostra uma barra rigida de comprimento proprio
L inclinada de pot em relagdc a seu referencial proprio, e que viaja
com velocidade constante Ve DA direcic x com relagdo a um
rafgrencial A",

Forcas iguais de mbédulo PF‘ e direcio paralela A4 barra =sio
aplicadas simultaneamente a barra em relacdo a se referencié;l
proéprio.

Como os pontos de aplicacdo tém diferentes coordenadas x em
relaglc a "A", ha uma diferenca de tempo entre a aplicagio das
forcas aos diferentes pontos.

Essa diferenca de tempo (das transformacdes de Lorentz) é dada

por

onde Apx é¢ o comprimento da projegdoc da barra na diregdo x no

referencial préprio.
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Novamente, dag transformagdes de Lorentz,

Durante © tempo dado pela expressac acima, sb& a forga aplicada

em uma das extremidades estaria atuando sobre a barra, em relagidoc ac

referencial "A"., Isso implica num ganho de
dado por
A px= Fx At
A A A
Apx = Fy At
.z -2
ou AApx = L\Vp © AFx ALx
z -z
Apx=7y" v o Fy Lx

momento para a barra

[E1]

[E2]
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