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Resumo

A presente dissertação introduz as idéias bási
as para o surgimento da teoria da

relatividade geral e sua posterior apli
ação na 
onstrução de modelos 
osmológi-


os relativísti
os. Desta forma é apresentado um estudo históri
o detalhado do

desenvolvimento das 
osmologias relativísti
as no período 
ompreendido entre

1917 e 1930, 
omeçando 
om o próprio Albert Einstein que, em 1917, prop�s o

primeiro modelo desta natureza, e en
errando a análise 
om Sir Arthur Eddington

em 1930, 
ujo modelo, �Lemaître-Eddington�, engloba os avanços da épo
a.

A partir do modelo de Lemaître-Eddington estudamos o papel fundamental

que Eddington atribui à 
onstante 
osmológi
a, é neste item que suas 
on
epções

epistemológi
as �
am mais eviden
iadas, embora elas estejam presentes desde

seus primeiros trabalhos. Dis
utimos também sua argumentação para 
al
ular

as 
onstantes da natureza por métodos puramente teóri
os. A
ompanhamos o

desenvolvimento do formalismo matri
ial que Eddington apresenta para es
rever

a equação de Dira
 para o elétron e, a partir desta nova notação, des
revemos

os argumentos utilizados por Eddington para en
ontrar o valor da 
onstante de

estrutura �na, a razão entre a massa do próton e do elétron, a razão entre a força

elétri
a e a força gravita
ional entre um próton e um elétron, a razão entre um


omprimento de tipo at�mi
o e o raio de 
urvatura natural do espaço. En�m,

este estudo analisa as fases do trabalho 
ientí�
o de Eddington estabele
endo

uma ponte entre seu trabalho 
osmológi
o e seu trabalho epistemológi
o.
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Abstra
t

The present dissertation introdu
e the basi
 ideas of the beginning of the general

theory of relativity and its later appli
ation on the 
onstru
tion of relativisti



osmologi
al models. So we present here a detailed histori
al study of the de-

velopment of the relativisti
 
osmologies in the period between 1917 and 1930,

starting with Albert Einstein who, in 1917, proposed the �rst model of this

kind, and �nishing the analysis with Sir Arthur Eddington in 1930, whose model,

�Lemaître-Eddington�, in
orporate the progresses of that time.

From the model of �Lemaître-Eddington� we study the basi
 rule Eddington

gives to the 
osmologi
al 
onstant. It is in this topi
 his epistemologi
al 
on
epts

be
ome more evident, even though it is present sin
e his �rst works. We also

dis
uss Eddington's argumentation to 
al
ulate the 
onstants of the nature by

pure theoreti
al methods. We follow the development of the matrix formalism

that Eddington presents to write the Dira
 equation for the ele
tron and from

this new notation we des
ribe the logi
 used by Eddington to �nd the value of

�ne stru
ture 
onstant, the rate between the proton and ele
tron mass, the rate

between the ele
tri
al and gravitational for
e between a proton and an ele
tron,

the rate between an atomi
 length and the natural spa
ial 
urvature radius. So,

this essay analyzes the di�erent periods of Eddington's s
ienti�
 work establishing

one bridge between his 
osmologi
al work and his epistemologi
al work.
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Capítulo 1

Introdução

Esta dissertação têm dois propósitos 
entrais: o primiero é o es
lare
imento

históri
o de alguns aspe
tos das 
osmologias relativísti
as em torno de 1930,


entralizando-se prin
ipalmente no trabalho do astr�nomo inglês Arthur Stanley

Eddington. E o segundo é o de estabele
er uma ponte entre o trabalho 
os-

mológi
o e o trabalho epistemológi
o de Eddington.

Logo após a 
riação da relatividade geral (1915), essa teoria foi apli
ada à


onstrução de modelos 
osmológi
os. O primeiro modelo proposto pelo próprio

Albert Einstein foi de um universo estáti
o homogêneo �nito, 
om 
urvatura

positiva. Para tornar possível tal tipo de modelo, Einstein introduziu em 1917

uma modi�
ação nas teorias de 
ampo - o �termo 
osmológi
o�, em que apare
ia

uma 
onstante que, 
om o sinal e valor adequados, estabele
ia um equilíbrio e

impedia o 
olapso gravita
ional do universo. Não havia razão para supor que o

universo pudesse não ser estáti
o, por isso o modelo de Einstein pare
ia a melhor

des
rição possível para as propriedades médias do universo.

Logo em seguida (1917), Willem de Sitter prop�s um segundo modelo 
os-

mológi
o: homogêno, in�nito, 
om densidade nula. Partí
ulas de prova 
olo
adas

nesse universo teriam um movimento devido a uma �repulsão 
ósmi
a�, afastando-

se umas das outras de modo a
elerado. Ini
ialmente o modelo de De Sitter foi


onsiderado uma mera 
uriosidade teóri
a, trazendo problemas 
on
eituais para a

própria teoria da relatividade geral, pois mostrava que essa teoria não satisfazia o

prin
ípio de Ma
h. Durante a dé
ada de 1920 o estudo astron�mi
o das distân
ias

e velo
idades de galáxias a
abou por levar a uma visão de um universo dinâmi
o,

em expansão, 
om a proposta da �lei de Hubble� em 1929. Paralelamente aos

estudos astron�mi
os e sem 
onhe
imento dos mesmos, alguns físi
os teóri
os

desenvolveram - 
omo meros exer
í
ios matemáti
os - a análise de modelos rela-

1



tivísti
os não-estáti
os, que mostravam a possibilidade de diversos universos em


ontração e em expansão. Os primeiros estudos desse tipo foram realizados pelo

físi
o russo Alexander Friedmann em 1922 e 1924, mas tiveram pou
a reper-


ussão. Pou
o depois (1927), sem 
onhe
imento do trabalho de Friedmann, o

belga Georges Lemaître também desenvolveu modelos dinâmi
os do universo, e

Henry Robertson, em 1928-1929, também independentemente, publi
ou análise

muito semelhante. No �nal da dé
ada de 1920 per
ebeu-se que seria viável utilizar

os modelos de universo em expansão para expli
ar as medidas astron�mi
as. A

partir de 1928 houve um rápido desenvolvimento de estudos a respeito de modelos

relativísti
os dinâmi
os do universo, embora houvesse 
arên
ia de dados obser-

va
ionais ne
essários para es
olher entre as várias possibilidades teóri
as, o que

levava a muitos debates. Nesse período, os autores dos prin
ipais trabalhos re-

lativísti
os foram Lemaître, Robertson, De Sitter, Einstein, Tolman, Eddington,

M
Crea e M
Vittie (estudantes de Eddington) .

Antes de 1935 já estavam disponíveis todos os modelos que serviram poste-

riormente à 
riação da teoria do �big bang� por Georg Gamow.

Este é o período históri
o analisado na presente dissertação.

1.1 Sir Arthur Eddington

O prin
ipal autor estudado na presente dissertação é Arthur Stanley Eddington

(1882-1944). A 
arreira 
ientí�
a de Eddington foi quase totalmente asso
iada

à astronomia. Passou a maior parte de sua vida em Cambridge, onde realizou

grande parte de sua formação a
adêmi
a. Trabalhou 
omo astr�nomo assistente

no Royal Observatory de Greenwi
h, de 1906 a 1913, retornando depois a Cam-

bridge, onde su
edeu a George Darwin na 
adeira de professor de �astronomia e

�loso�a experimental�. Foi diretor do Observatório Astron�mi
o da universidade

de 1914 até sua morte.

Arthur Eddington tornou-se famoso por várias de suas 
ontribuições:

1. Estudos observa
ionais pioneiros sobre movimentos estelares na galáxia, que

levaram a 
onsiderá-lo 
omo um dos �pais� da astronomia estelar dinâmi
a,

juntamente 
om J. C. Kapteyn.

Essas pesquisas foram ini
iadas em 1906, levando à publi
ação de muitos

artigos e depois, em 1914, do livro Movimentos estelares e a estrutura do

universo que se tornou uma obra de referên
ia sobre o assunto durante dé-


adas. Esta obra apresentava, pela primeira vez, boas evidên
ias a respeito
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da estrutura e rotação da Via Lá
tea e de que as �nebulosas espirais� eram

semelhantes à nossa galáxia.

2. Estudos de astrofísi
a teóri
a, sobre a 
onstituição interna de estrelas,

levando aos primeiros modelos estelares de estrelas estáveis e pulsantes que

levaram a previsões 
on�rmadas pelas observações.

Eddington ini
iou essa linha de trabalho em 1916, 
om investigações a res-

peito dos pro
essos de transmissão de energia no interior das estrelas. Ele

introduziu as hipóteses de que as estrelas eram gasosas em todos os seus

níveis e que a energia podia ser transmitida no seu interior sob forma de

radiação (antes dele, pensava-se que havia apenas 
onve
ção ), 
hegando ao

estabele
imento da primeira lei que 
orrela
ionava a massa à luminosidade

das estrelas. Estudou também a estrutura das anãs bran
as. Uma parte

de suas 
ontribuições foi in
orporada depois ao livro A 
onstituição interna

das estrelas publi
ado em 1926, que é 
onsiderado um dos �
lássi
os� da

astrofísi
a.

3. Divulgação e defesa da teoria da relatividade na Inglaterra e realização do

famoso teste da relatividade geral medindo a de�exão da luz das estrelas

durante um e
lipse solar (1919).

Eddington 
omeçou a se interessar pela teoria da relatividade em 1917, ou

seja, durante a primeira guerra mundial. Nessa épo
a, tanto por motivos


ientí�
os quanto por motivos políti
os, havia uma grande rejeição aos tra-

balhos de Einstein na Inglaterra. Eddington publi
ou o primeiro relato em

inglês sobre a teoria da relatividade geral, em 1918, e depois organizou a

expedição astron�mi
a à ilha de Prín
ipe, na Áfri
a, para medidas da de-

�exão da luz das estrelas durante um e
lipse solar (1919). Os resultados


on�rmaram as previsões da relatividade geral e foram o prin
ipal fator que

levou à rápida a
eitação geral dessa teoria, nos anos seguintes. Depois disso,

Eddington publi
ou dois livros que ajudaram muito a difundir a teoria da

relatividade nos países de língua inglesa: Espaço, tempo e gravitação publi-


ado em 1920, era uma des
rição simpli�
ada, não matemáti
a, da teoria; e

A teoria matemáti
a da relatividade publi
ado em 1923, era um tratamento

té
ni
o da teoria, que foi utilizado 
omo obra de 
onsulta durante muitos

anos.

4. Desenvolvimento de modelos 
osmológi
os relativísti
os, parti
ularmente o

�modelo de Lemaître-Eddington�.
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Em 1930 Eddington utilizou as análises matemáti
as de Lemaître para pro-

por um modelo de universo que se ini
iava 
om uma situação de equilíbrio

semelhante ao modelo de Einstein, seguido por uma 
ondensação da matéria

(formação de galáxias) que rompia esse equilíbrio, o
orrendo então uma ex-

pansão ilimitada, tendendo no limite a um universo de De Sitter. Publi
ou

diversos artigos sobre o assunto e o livro O universo expandindo-se em

1933.

5. Estudos sobre �loso�a e fundamentos da físi
a, oriundos de sua pesquisa


ientí�
a, que tiveram grande in�uên
ia na épo
a.

Eddington supunha que uma grande parte do 
onteúdo das teorias 
ientí-

�
as era apriorísti
a e que por isso a própria análise do pro
esso de inter-

pretação subja
ente às teorias físi
as permitiria estabele
er muitos resulta-

dos 
ientí�
os, sem ne
essidade de observações e experimentos. As idéias

�losó�
as de Eddington apare
em de passagem em vários de seus trabalhos


ientí�
os. Além disso, ele publi
ou diversos artigos sobre o assunto e tam-

bém os livros A natureza do mundo físi
o em 1928 e A �loso�a da 
iên
ia

físi
a em 1939.

6. Pesquisas sobre as 
onstantes fundamentais da físi
a, tentando expli
ar

números adimensionais 
omo a 
onstante de estrutura �na e a razão en-

tre a massa do elétron e a do próton, bus
ando também uma asso
iação

entre essas 
onstantes e parâmetros 
osmológi
os.

Eddington a
reditava que seria possível 
al
ular matemati
amente, sem

uso de dados observa
ionais, todos os números puros que apare
em nas

teorias físi
as. Há uma 
erta semelhança entre a visão de Eddington e a

teoria 
osmológi
a desenvolvida por Paul Dira
, envolvendo os 
hamados

�grandes números� adimensionais. No entanto, Eddington ia mais longe do

que Dira
, na tentativa de deduzir todos esses números a partir de 
onsi-

derações matemáti
as fundamentais. Essa linha de pesquisa ini
iou-se em

1928.

7. Tentativa de uni�
ar a teoria da relatividade à me
âni
a quânti
a.

Essa tentativa de Eddington tem relação 
om as tentativas de obtenção das


onstantes fundamentais da físi
a. Durante a fase �nal de sua vida Edding-

ton dedi
ou-se prin
ipalmente ao desenvolvimento dessa proposta de uni�-


ação entre relatividade e me
âni
a quânti
a, inspirada par
ialmente pelo
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su
esso da teoria quânti
a do elétron de Dira
. Desenvolveu uma abor-

dagem estatísti
a da relatividade, publi
ando muitos artigos e um livro

(The 
ombination of relativity theory and quantum theory, 1943) de enorme


omplexidade matemáti
a e 
on
eitual. Deixou, ao morrer, um vasto mate-

rial manus
rito que foi editado por seu amigo Edmund Whittaker (A teoria

fundamental, 1946).

As propostas de Eddington relativas aos ítens (6) e (7) a
ima não foram

a
eitas e a
abaram sendo esque
idas. Isso não impede, no entanto, que

possuam grande interesse históri
o, prin
ipalmente por partirem de um

pesquisador que mostrou enorme 
apa
idade em outras áreas da físi
a.

Eddington exer
eu uma enorme in�uên
ia no desenvolvimento do pensamento

físi
o. A in�uên
ia 
hegou primeiro desde suas próprias 
ontribuições à astrono-

mia e astrofísi
a e segundo desde suas �revelações� nas 
ontribuições dos outros;

poderia pensar-se, 
omo de fato Ma
Crea o fez, que ele freqüentemente pare
ia


aptar o signi�
ado dos avanços mais profundamente do que aqueles que os �ze-

ram e expli
á-los mais hábilmente, mas na verdade, foi esta a razão de que seus


ríti
os o intitularem 
omo um oportunista.

1.2 Aspe
tos que serão estudados

A dissertação não aborda todos os aspe
tos da obra de Eddington, mas apenas

suas 
ontribuições à 
osmologia e ao 
ál
ulo das 
onstantes fundamentais, em

torno de 1930. Analisamos também sua 
ontribuição aos fundamentos da teoria

da relatividade geral, pois os dois temas estão intimamente rela
ionados. Seus

estudos de astrofísi
a não são abordados . A tentativa de uni�
ação entre teo-

ria da relatividade e me
âni
a quânti
a, por sua 
omplexidade também não é

estudada. Os trabalhos epistemológi
os de Eddington são in
luídos na pesquisa,

pois houve uma íntima relação entre as pe
uliaridades do trabalho 
osmológi
o

de Eddington e suas idéias sobre a natureza e o método da 
iên
ia .

A pesquisa estuda o desenvolvimento da teoria 
osmológi
a relativísti
a em

torno de 1930, fo
alizando não apenas o trabalho de Eddington mas todas as

tendên
ias existentes na épo
a. No entanto, pro
uramos analisar mais detalha-

damente alguns pontos, 
omo:

1. A natureza da 
onstante 
osmológi
a, e a dis
ussão de Eddington e de

outros autores sobre a validade e ne
essidade de in
lui-la na teoria da rela-

tividade geral.

5



2. As di�
uldades de es
olha de um modelo 
osmológi
o relativísti
o em torno

de 1930, e a natureza dos argumentos utilizados por Eddington para tentar

justi�
ar o modelo por ele favore
ido na épo
a.

3. As diferentes linhas de trabalho em 
osmologia relativísti
a existentes em

torno de 1930, e os motivos que levaram diferentes pesquisadores a adotar

diversas abordagens e objetivos.

4. A motivação e o método empregado por Eddington para tentar deduzir

as 
onstantes numéri
as bási
as da físi
a e da 
osmologia por argumentos

puramente teóri
os, 
omparando as idéias de Eddington a outros trabalhos

semelhantes da épo
a.

5. A relação entre as 
on
epções epistemológi
as de Eddington e seu trabalho


osmológi
o.

1.3 Interesse

Nosso interesse em estudar as 
ontribuições de Eddington às 
osmologias relativís-

ti
as fundamentam-se no seguinte fato; apesar de ser um autor bem 
onhe
ido, o

trabalho 
osmológi
o de Eddington foi muito pou
o explorado pelos historiadores

da 
iên
ia até hoje. Pode-se a�rmar isso através de um levantamento realizado

através dos volumes anuais da Current bibliography da revista Isis. Essa biblio-

gra�a apresenta os trabalhos históri
os publi
ados em 
ada ano, em 
entenas de

revistas espe
ializadas de todo o mundo. Através de uma bus
a realizada uti-

lizando essa bibliogra�a, bem 
omo através do uso da base de dados da History

of S
ien
e So
iety, foi possível notar que o tema aqui proposto, apesar de sua

importân
ia, re
ebeu pou
a atenção dos historiadores da 
iên
ia.
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Capítulo 2

Idéias bási
as da relatividade geral

2.1 Históri
o - A primeira teoria da gravitação de

Einstein

Em 1907 Albert Einstein (1879-1955) 
omeçou a investigar ummodo de introduzir

referen
iais a
elerados e gravitação na teoria da relatividade (LANCZOS, p. 10).

Nas suas primeiras tentativas, ele introduziu a equivalên
ia entre referen
iais

a
elerados e 
ampos gravita
ionais uniformes e deduziu algumas 
onseqüên
ias,


omo o desvio para o vermelho, mas não introduziu nenhum formalismo novo.

A suposição de que um referen
ial a
elerado é equivalente a um 
ampo gra-

vita
ional uniforme para todos os tipos de fen�menos foi introduzida em 1907

sem re
eber nenhum nome espe
ial. Em 1912 Einstein a denominou �hipótese de

equivalên
ia�, e depois �prin
ípio de equivalên
ia� (NORTON, 1993, p. 798).

Posteriormente, em 1911, Einstein 
omeçou a explorar a idéia de que a ve-

lo
idade da luz seria uma função do poten
ial gravita
ional. Nesses primeiros


ál
ulos, o valor obtido para a de�exão era o resultado 
ompatível 
om a físi
a


lássi
a (isto é, a metade do valor previsto posteriormente).

Utilizando o prin
ípio de equivalên
ia e a idéia de uma velo
idade da luz

variável, rela
ionada ao poten
ial gravita
ional, Einstein deduziu que a luz deveria

sofrer de�exão em um 
ampo gravita
ional e que a freqüên
ia da luz deveria sofrer

um desvio para o vermelho ao passar de um ponto de poten
ial mais baixo para

outro de poten
ial mais elevado (NORTON, 1993, p. 798).

No ano seguinte, Max Abraham publi
ou uma teoria da gravitação seme-

lhante, porém matemati
amente mais so�sti
ada, utilizando o formalismo qua-

dridimensional de Minkowski que Einstein não havia ainda utilizado em nenhum
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trabalho (EARMAN & GLYMOUR, 1978, p. 91). Em resposta a uma 
ríti
a de

Einstein, Abraham es
lare
eu que a geometria de Minkowski devia ser entendida


omo valendo apenas em uma região in�nitesimal do espaço-tempo e que no 
aso

geral devia-se 
onsiderar que o 
oe�
iente 
2 diante de dt2 era uma função da

posição. Dessa forma, foi Abraham quem introduziu o elemento de linha na

teoria da gravitação (EARMAN & GLYMOUR, 1978, p. 91).

Em um novo trabalho, publi
ado em 1912, Einstein adotou uma abordagem

semelhante à de Abraham. No 
aso da relatividade espe
ial, Minkowski havia

introduzido o intervalo invariante que, em forma diferen
ial, é dado por:

ds2 = 
2dt2 � dx2 � dy2 � dz2

Essa fórmula vale para referen
iais iner
iais. No 
aso de um referen
ial a
ele-

rado, Einstein sup�s ini
ialmente que seria possível utilizar uma geometria espa-


ial eu
lidiana, porém 
om uma velo
idade da luz variável, isto é, a velo
idade 


seria uma função das 
oordenadas (NORTON, 1993, p. 800):

ds2 = 
2(x; y; z)dt2 � dx2 � dy2 � dz2

Utilizando o prin
ípio de equivalên
ia, Einstein 
on
luiu que, no limite 
lás-

si
o, o quadrado da velo
idade da luz seria uma função linear do poten
ial gra-

vita
ional, e que portanto a velo
idade da luz poderia substituir o poten
ial

gravita
ional, es
revendo então uma equação equivalente à equação de Poisson

(EINSTEIN, 1912, p. 99):

�
 = k
�

A menos de uma 
onstante (e 
om a es
olha adequada de unidades), o poten-


ial gravita
ional 
orresponderia ao 
oe�
iente 
2 do intervalo relativísti
o.

Nos anos de 1912 e 1913 Einstein enfatizou o prin
ípio de Ma
h 
omo uma

hipótese fundamental para a teoria da gravitação, exprimindo-o desta forma:

�Toda a inér
ia de um ponto material é uma in�uên
ia de todas as massas pre-

sentes e se baseia em um tipo de interação 
om eles� (NORTON, 1993, p. 799).

Essa idéia foi também 
hamada por Einstein de �hipótese da relatividade da

inér
ia�.

2.2 O surgimento da teoria tensorial da gravitação

Em agosto de 1912 Einstein deixou Praga, lugar onde havia trabalhado durante

um ano e meio, mudando-se para Zuri
h, tornando-se professor da Eidgenössis-
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he Te
hnis
he Ho
hs
hule, onde trabalhou até a primavera de 1914, quando se

mudou para Berlim (EARMAN & GLYMOUR, 1978, p. 92).

Em Zuri
h, Einstein ini
iou uma intensa 
olaboração 
om o matemáti
o Mar-


el Grossmann (1878-1936). Grossmann 
hamou a atenção de Einstein para o

�
ál
ulo diferen
ial absoluto� de Ri

i e Levi-Civita e indi
ou que essa ferramenta

matemáti
a permitiria 
onstruir uma teoria 
ovariante geral. Einstein 
omeçou

então a estudar, junto 
om Grossmann, a possibilidade de utilizar um formalismo

tensorial na teoria da gravitação (LANCZOS, p. 12-13).

O primeiro trabalho publi
ado por Einstein onde apare
e um formalismo ten-

sorial é um artigo que publi
ou em 1913 
om a 
olaboração de Mar
el Grossmann

(EARMAN & GLYMOUR, 1978, p. 255). Toda a parte matemáti
a é assinada

por Grossmann, que se baseou, por sua vez, no trabalho de Gregorio Ri

i1 (1853-

1915) e seu estudante Tullio Levi-Civita (1873-1941).

O trabalho de 1913 es
rito por Einstein e Grossmann é 
omumente denomi-

nado de �Entwurf� (ou seja, �Esboço�), porque seu título em alemão era �Entwurf

einer verallgemeinerten Relativitätstheorie und einer Theorie der Gravitation�

(EINSTEIN & GROSSMANN, 1913).

O 
ál
ulo tensorial já havia sido introduzido na relatividade espe
ial, antes,

em duas o
asiões diferentes. Hermann Minkowski (1864-1909) havia introduzido

em 1909 um formalismo tensorial do eletromagnetismo, no qual o 
ampo elétri
o

e o 
ampo magnéti
o formam parte de um úni
o tensor. Max von Laue (1879-

1960), por outro lado, havia apresentado uma abordagem tensorial da me
âni
a

de sistemas 
ontínuos, introduzindo o tensor de momento-energia-tensão da re-

latividade. No entanto, nesses dois 
asos, apenas se utilizavam sistemas de refe-

rên
ia iner
iais e eram apli
adas as transformações de Lorentz para 
al
ular as


omponentes do tensor em outros referen
iais.

Em 1912, quando ini
iou o estudo do 
ál
ulo diferen
ial de Ri

i e Levi-Civita


om o auxílio de Grossmann, Einstein es
reveu a Arnold Sommerfeld:

[...℄ O
upo-me ex
lusivamente 
om o problema da gravitação e agora

a
redito que superarei todas as di�
uldades 
om a ajuda de um amigo

matemáti
o daqui [Mar
el Grossmann℄. Mas uma 
oisa é 
erta: em

toda minha vida eu nun
a trabalhei tão duramente, e adquiri um

grande respeito pela matemáti
a, 
ujas partes mais sutis, em minha

ino
ên
ia, eu 
onsiderava até agora 
omo um luxo. Comparado 
om

1O sobrenome 
ompleto era Ri

i-Curbastro.
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este problema, a teoria original da relatividade é uma brin
adeira de


rianças (Einstein, 
itado por GOODSTEIN, 1983, p. 247).

Em 1913, no �Entwurf�, Einstein e Grossmann propuseram uma teoria da gra-

vitação que não obede
ia ao prin
ípio geral de 
ovariân
ia - a equação do 
ampo

gravita
ional somente mantinha a mesma forma para transformações lineares

de 
oordenadas. Nessa épo
a, Einstein supunha que não era possível formular

equações 
ovariantes para qualquer transformação de 
oordenadas. De 1913 a

1915 Einstein e seus 
olaboradores publi
aram muitos artigos sobre gravitação,

apresentando variantes da teoria do �Entwurf�, deduzindo 
onseqüên
ias da teoria

e tentando justi�
á-la.

Em 1915, Einstein retomou a tentativa de 
riar uma teoria 
ovariante geral da

gravitação, abandonando a teoria do �Entwurf�. No �nal de 1915, Einstein 
on-

seguiu 
hegar a uma teoria que obede
ia ao prin
ípio geral de 
ovariân
ia, 
orres-

pondendo à formulação de�nitiva de sua teoria da relatividade geral (NORTON,

1993, p. 802). Ele 
omuni
ou seu trabalho à A
ademia de Ciên
ias da Prússia em

uma série de pequenas 
omuni
ações redigidas de forma apressada (EINSTEIN,

1915). No iní
io do ano seguinte, Einstein enviou um artigo mais elaborado para

a revista Annalen der Physik (EINSTEIN, 1916). Este é o trabalho 
onsiderado


omo a apresentação �o�
ial� da teoria da relatividade geral e que foi traduzido

e editado muitas vezes. O artigo de 1916 será utilizado, aqui, 
omo uma base

geral para a apresentação das idéias bási
as da teoria da relatividade geral. Ao

longo da exposição, serão feitos alguns 
omentários utilizando tanto trabalhos

anteriores de Einstein 
omo de outros autores.

2.3 As bases da relatividade geral, no trabalho de

1916

Os prin
ípios bási
os utilizados por Einstein, em seus vários trabalhos, para justi-

�
ar a elaboração da teoria da relatividade geral foram: o prin
ípio de equivalên-


ia entre referen
iais a
elerados e 
ampos gravita
ionais uniformes; o prin
ípio

da relatividade (
onsiderado por Einstein 
omo equivalente ao prin
ípio de 
ova-

riân
ia geral das leis físi
as) e o prin
ípio de Ma
h (ou prin
ípio da relatividade

da inér
ia).

Einstein apresentou diferentes formulações para os prin
ípios bási
os de sua

teoria, em trabalhos publi
ados ao longo do tempo. Por isso, essas justi�
ativas

não são sempre 
ompatíveis (NORTON, 1993, p. 798).
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No iní
io do artigo de 1916 Einstein apresenta a justi�
ativa bási
a do de-

senvolvimento da relatividade geral (EINSTEIN, 1916, pp. 141-150) enfatizando

espe
ialmente:

1. As idéias de Ernst Ma
h.

2. A importân
ia de uma teoria que possa ser apli
ada a referen
iais dotados

de qualquer tipo de movimento (�prin
ípio da relatividade geral�): �As leis da

físi
a devem ter uma estrutura tal que a sua validade permaneça em sistemas de

referên
ia animados de qualquer movimento� (Einstein, 1916, p. 144).

3. O prin
ípio de equivalên
ia entre referen
iais a
elerados e 
ampos gravita-


ionais uniformes.

4. A ne
essidade de abandonar os métodos da relatividade espe
ial ao tratar

referen
iais a
elerados.

5. O prin
ípio de 
ovariân
ia geral das leis físi
as: �As leis da natureza devem

ser representadas por equações que tenham validade em todos os sistemas de 
o-

ordenadas, isto é, que sejam 
ovariantes em relação a toda e qualquer substituição

(
ovariân
ia geral)� (EINSTEIN, 1916, p. 149).

Einstein 
omenta que �uma físi
a que satisfaça a este postulado [da 
ovariân
ia

geral℄ também satisfaz o postulado da relatividade geral, porque em todas as

substituições estão sempre ne
essariamente in
luídas aquelas que 
orrespondem

a todos os movimentos relativos dos sistemas de 
oordenadas (tridimensionais)�

(EINSTEIN, 1916, p. 149).

2.3.1 O prin
ípio de 
ovariân
ia

O ra
io
ínio bási
o do trabalho de 1916 é este: Einstein adota ini
ialmente a

postura de que está tentando generalizar a teoria da relatividade para sistemas

de referên
ia 
om qualquer tipo de movimento (in
luindo rotação e a
eleração)

e que, pelo prin
ípio de equivalên
ia, essa teoria deverá ser também uma teoria

da gravitação. Depois, ele exprime o prin
ípio da 
ovariân
ia e expli
a que a

imposição dessa 
ondição in
luiria também todos os movimentos relativos entre

sistemas de 
oordenadas.

No entanto, 
omo John Norton 
omentou, o prin
ípio da 
ovariân
ia não 
apta

o signi�
ado físi
o de um prin
ípio da relatividade geral. A 
ovariân
ia geral é

mais ampla do que o prin
ípio da relatividade exige, pois in
lui transformações

que não têm nada a ver 
om movimento relativo, 
omo as transformações entre


oordenadas 
artesianas e polares (NORTON, 1993, p. 804). Não existe nenhuma

relação entre transformações gerais de 
oordenadas (em um mesmo referen
ial) e
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a teoria da relatividade e, portanto, exigir a 
ovariân
ia geral das leis físi
as (que

in
lui qualquer transformação de 
oordenadas) pare
e um requisito sem justi�
a-

tiva. Portanto, a 
ovariân
ia não seria ne
essária em uma teoria da relatividade

geral.

Deve-se assinalar que, sob o ponto de vista históri
o, Einstein tentou a par-

tir de 1912 obter uma teoria 
ovariante geral, mas en
ontrou nos primeiros anos

barreiras que lhe pare
iam de�nitivas. Einstein a�rma em 1913, no �Entwurf�,

ser impossível en
ontrar uma formulação 
ovariante geral para a lei da gravi-

tação, 
omentando: �[...℄ deve-se enfatizar que não temos nenhuma base para as-

sumir uma 
ovariân
ia geral das equações gravita
ionais� (EINSTEIN & GROSS-

MANN, 1913, p. 160). Contentou-se por isso 
om transformações lineares (mais

gerais do que as da relatividade espe
ial, mas mesmo assim muito limitadas),

abandonando a idéia de que as equações da relatividade geral deveriam satis-

fazer o prin
ípio de 
ovariân
ia para uma transformação qualquer de sistema de

referên
ia.

Gustav Mie publi
ou em 1914 uma 
ríti
a à teoria do �Entwurf�, indi
ando

que - entre outros defeitos - a teoria não generalizava o prin
ípio da relatividade

para referen
iais a
elerados, já que só admitia transformações lineares entre os

sistemas de 
oordenadas (EARMAN & GLYMOUR, 1978, p. 265). No mesmo

ano, Einstein e Grossmann 
onseguiram ampliar a 
lasse de transformações ad-

mitidas pela teoria, in
luindo sistemas de referên
ia rela
ionados entre si por

algumas transformações mais amplas (mas não totalmente gerais) - em parti
u-

lar, a
elerações (EARMAN & GLYMOUR, 1978, pp. 269-270). Em 1915, no

entanto, Einstein se 
onven
eu de que mesmo essa ampliação era insatisfatória,

porque sistemas de referên
ia em rotação uniforme em relação a sistemas iner
i-

ais eram proibidos pelas 
ondições ampliadas. Além disso, per
ebeu que a teoria

previa um valor err�neo para a pre
essão do periélio de Mer
úrio (EARMAN &

GLYMOUR, 1978, p. 271). Apenas no �nal de 1915 Einstein retornou à tentativa

antiga de elaborar uma teoria totalmente 
ovariante para qualquer tipo de sis-

tema de 
oordenadas e, trabalhando 
om o tensor de Ri

i, 
onseguiu �nalmente


hegar às equações 
ovariantes gerais de 
ampo gravita
ional (LANCZOS, pp.

13-14).

2.3.2 A introdução de uma métri
a do espaço-tempo

No artigo de 1916, após tentar justi�
ar o prin
ípio de 
ovariân
ia, Einstein in-

troduziu uma métri
a riemanniana do espaço-tempo. Utilizando o prin
ípio de
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equivalên
ia, ele indi
a que é possível es
olher um sistema de referên
ia no qual,

para uma região in�nitamente pequena, o 
ampo gravita
ional desapareça (EINS-

TEIN, 1916, p. 151) - ou seja, um referen
ial em movimento iner
ial, naquele

ponto. Nesse referen
ial e nessa região in�nitesimal o elemento de intervalo rela-

tivísti
o ds é dado pela fórmula da relatividade espe
ial:

ds2 = �dX2
1 � dX2

2 � dX2
3 + dX2

4

Se, no entanto, for adotado outro referen
ial qualquer, na mesma região in-

�nitesimal, o intervalo relativísti
o terá outra expressão, que deverá ser obtida

substituindo-se os valores dos dX � em função das 
oordenadas dx � do novo refe-

ren
ial. Essas transformações são lineares e, por isso, será obtida para ds2 uma

expressão do tipo:

ds2 =
X

g��dx�dx�

Einstein es
lare
e que o 
onjunto de grandezas g�� pode ser es
olhido de forma

a ser simétri
o, isto é, g�� = g�� e que, portanto, há apenas 10 grandezas inde-

pendentes, no 
aso mais geral. Ele indi
a, depois, que as grandezas g�� devem

ser 
onsideradas 
omo uma des
rição do 
ampo gravita
ional no referen
ial 
on-

siderado (EINSTEIN, 1916, p. 153). A justi�
ativa é a seguinte: no referen
ial

em que ds2 obede
e à fórmula de Minkowski, uma partí
ula livre tem movimento

retilíneo e uniforme; no outro referen
ial, o mesmo movimento poderá ser des
rito


omo 
urvo e a
elerado (dependendo de g��). Nesse novo referen
ial, pelo prin
í-

pio de equivalên
ia, esse movimento 
urvo e a
elerado será interpretado 
omo

sendo devido a um 
ampo gravita
ional. Portanto, os g�� representam, nesse

novo referen
ial (não iner
ial) a presença da gravidade.

É interessante assinalar que o uso da letra g para representar os 
oe�
ientes

da métri
a pare
e ter sido es
olhido de forma proposital, pro
urando estabele
er

uma relação entre essa grandeza e a gravitação. Podemos notar isso 
omparando

os trabalhos de Einstein 
om trabalhos anteriores.

Sabe-se que Einstein e Grossmann se basearam nos trabalhos de Christo�el e

de Ri

i e Levi-Civita sobre geometria diferen
ial. Consultado o trabalho original,

veri�
a-se que a �forma fundamental� introduzida por Ri

i e Levi-Civita utilizava

a seguinte notação (RICCI & LEVI-CIVITA, 1901, p. 133):

' =
nX
1

rs arsdxrdxs

Em outros pontos do mesmo artigo, ao fazer apli
ações geométri
as do método

desenvolvido, a forma fundamental é representada por ds2 (RICCI & LEVI-

13



CIVITA, 1901, p. 165). Portanto, os 
oe�
ientes da métri
a não são indi
ados

pela letra g e sim pela letra a.

Christo�el, antes de Ri

i e Levi-Civita, havia estudado a transformação de

uma forma diferen
ial quadráti
a que representou sob a forma (CHRISTOFFEL,

1869, p. 46):

F =
X

!ik�xi�xk

onde o símbolo �xk era utilizado para representar a diferen
ial da variável xk.

Portanto, no trabalho de Christo�el, a letra utilizada para representar os 
oe�-


ientes da métri
a era ! e não g.

É interessante notar que no livro que Levi-Civita es
reveu posteriormente

sobre 
ál
ulo tensorial (publi
ado em 1923) toda a parte matemáti
a da obra

é desenvolvida utilizando a mesma representação da métri
a do artigo de 1901

(LEVI-CIVITA, The absolute di�erential 
al
ulus, p. 89):

ds2 =
nX
1

rs arsdxrdxs

Porém, ao desenvolver as apli
ações do método na relatividade geral (LEVI-

CIVITA, The absolute di�erential 
al
ulus, p. 364), passa a utilizar a letra g em

vez de a para os 
oe�
ientes da métri
a:

ds2 =
nX
1

rs grsdxrdxs

Esse uso da letra g apare
eu no primeiro trabalho em que Einstein e Gross-

mann apli
aram a geometria diferen
ial à teoria da gravitação (o �Entwurf� de

1913).

Logo no iní
io do �Entwurf�, Einstein introduz o intervalo minkowskiano; de-

pois introduz um novo sistema de 
oordenadas espaço-temporal e indi
a que,

utilizando essas novas 
oordenadas, o intervalo relativísti
o passa a ser represen-

tado por

ds2 =
X
��

g��dx�dx�

Em seguida, sem nenhuma expli
ação adi
ional, Einstein dá uma interpre-

tação físi
a para os 
oe�
ientes g�� da métri
a: �Chegamos assim à 
on
lusão de

que no 
aso geral o 
ampo gravita
ional é 
ara
terizado por dez funções espaço-

temporais [...℄� que são as 10 
omponentes independentes de g�� (EINSTEIN

& GROSSMANN, 1913, p. 155). Mais espe
i�
amente, Einstein vai asso
iar os

14



g�� ao poten
ial gravita
ional. No entanto, nada do que Einstein havia apresen-

tado antes permitia a�rmar que esses 
oe�
ientes estavam rela
ionados ao 
ampo

gravita
ional.

Aparentemente o primeiro ra
io
ínio utilizado por Einstein baseou-se nas suas

pesquisas anteriores, a respeito da relação entre a velo
idade da luz e o poten-


ial gravita
ional. Como vimos, ao desenvolver essas idéias ele havia obtido o

resultado de que o 
2 na frente do dt2, na fórmula do intervalo relativísti
o, era

propor
ional ao poten
ial gravita
ional. Em um 
aso mais geral, seria natural

pensar que os 
oe�
ientes que apare
em na frente de todos os termos do intervalo

relativísti
o estariam também asso
iados de alguma forma ao poten
ial gravita-


ional.

Em um trabalho apresentado em setembro de 1913 e publi
ado no ano seguinte

(EINSTEIN, 1914) Einstein es
lare
eu um pou
o melhor o signi�
ado das gran-

dezas g��:

Segue-se da idéia esboçada a
ima que as dez quantidades g�� 
ara
-

terizam o 
ampo gravita
ional; elas substituem o poten
ial gravita-


ional es
alar ' da teoria newtoniana da gravitação e formam o tensor


ovariante fundamental de segunda ordem do 
ampo gravita
ional.

O signi�
ado físi
o fundamental dessas quantidades g�� 
onsiste no

fato de que determinam o 
omportamento das réguas e dos relógios.

(EINSTEIN, 1914a, p. 194)

Apesar dessa 
ara
terização do tensor g�� 
omo representando o poten
ial gra-

vita
ional, na mesma página deste trabalho ele se refere a essas grandezas 
omo

�as 
omponentes g�� do 
ampo gravita
ional�. Apesar dessa 
onfusão de nomes,

Einstein em geral asso
iou os g�� 
om o poten
ial e isso guiou sua pesquisa, 
omo

�
ará 
laro mais adiante.

2.3.3 A ferramenta bási
a: 
ál
ulo tensorial

Para desenvolver uma teoria 
ovariante, Einstein e Grossmann utilizaram, a par-

tir de 1912, a ferramenta que atualmente denominamos �
ál
ulo tensorial�. No

�Entwurf�, 
omo também em outros trabalhos posteriores, há uma apresentação

geral do 
ál
ulo tensorial, para fa
ilitar a 
ompreensão por parte de outros físi
os

que, 
omo Einstein, não estavam familiarizados 
om essa ferramenta. No artigo

de 1916 em que apresentou pela primeira vez uma exposição 
lara e 
oerente
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da sua teoria da gravitação (EINSTEIN, 1916), apare
e também uma apresen-

tação do 
ál
ulo tensorial. Desde então tornou-se uma tradição apresentar essa

ferramenta matemáti
a nas obras sobre teoria da relatividade geral.

O estudo da geometria diferen
ial originou-se no sé
ulo XIX - primeiramente,

pelo estudo de Gauss a respeito de superfí
ies 
urvas e, depois, pelo trabalho de

Bernhard Riemann (1826-1866) e seus su
essores, que generalizaram os métodos

de Gauss para qualquer número de dimensões. Muitos dos métodos utilizados

nesse estudo foram desenvolvidos por Elwin Christo�el (1829-1900) e, pou
o de-

pois, por Gregorio Ri

i.

Em 1901 Ri

i e seu estudante Tullio Levi-Civita, em um famoso trabalho

publi
ado na revista Mathematis
he Annalen, apresentaram uma versão deta-

lhada (76 páginas) do método que 
hamaram �
ál
ulo diferen
ial absoluto� e de

suas apli
ações (RICCI & LEVI-CIVITA, 1901). Nesse trabalho, 
hamaram a

atenção para a relação entre o método desenvolvido por Christo�el e o 
on
eito

de variedade n-dimensional de Riemann, enfatizando apli
ações geométri
as e

físi
as.

No trabalho de Ri

i e Levi-Civita não apare
e o nome �tensor�. Eles se

referem a �sistemas de funções� de n variáveis, ou simplesmente �sistemas� e es-

tudam suas propriedades de transformação. De�nem sistemas 
ovariantes e 
on-

travariantes, introduzindo esses nomes pela primeira vez nesse trabalho (RICCI

& LEVI-CIVITA, 1901, pp. 130-132). Para representar esses diferentes tipos de

sistemas, eles utilizam a notação empregada até hoje: índi
es inferiores para sis-

temas 
ovariantes e índi
es superiores para sistemas 
ontravariantes. A notação

utilizada é um pou
o mais 
ompli
ada do que a posterior, porque em muitas ex-

pressões os índi
es são representados por letras 
om subs
ritos, 
omo por exemplo

(RICCI & LEVI-CIVITA, 1901, p. 131):

Yr1r2:::rm =
nX
1

s1s2:::smXs1s2:::sm

�xr1

�ys1

�xr2

�ys2
:::
�xrm

�ysm

No entanto, em outros pontos - 
omo ao introduzir a derivada 
ovariante

(RICCI & LEVI-CIVITA, 1901, p. 138) - os autores simpli�
am a notação, que

se torna semelhante à utilizada posteriormente:

Xrs =
�Xr

�xs
�

nX
1

q

(
rs

q

)
Xq

O nome �tensor� foi dado por Grossmann e Einstein, em 1913 (NORTON,

1993, p. 799), generalizando o nome que era utilizado em teoria da elasti
idade.
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O �Entwurf� de 1913 tem duas partes. A primeira dela, assinada apenas por

Einstein, é denominada �parte físi
a�; a segunda, assinada apenas por Grossmann,

é a �parte matemáti
a�. Nessa segunda parte Grossmann apresenta de forma

sistemáti
a o formalismo tensorial, baseando-se espe
ialmente nos trabalhos de

Christo�el e de Ri

i e Levi-Civita.

Grossmann utiliza no seu trabalho o nome �tensor� desde o iní
io, sem expli
ar

a origem do nome e sem dizer que Christo�el, Ri

i e Levi-Civita não utilizam

essa denominação.

Quadrivetores 
ontravariantes e 
ovariantes

Ri

i e Levi-Civita introduziram em 1901 a notação usual de índi
es superiores

para representar sistemas (tensores) 
ontravariantes (T�) e índi
es inferiores para

representar os sistemas (tensores) 
ovariantes (T�). Em 1913 Einstein e Gross-

mann não utilizaram essa 
onvenção, usando apenas índi
es inferiores. Por isso,

para diferen
iar os diferentes tipos de tensores, eles indi
avam no �Entwurf� os

tensores 
ovariantes por letras romanas (T�, G�), os tensores 
ontravariantes por

letras gregas (��, ��) e os tensores mistos por letras góti
as (T�, G�).

Em um trabalho publi
ado no �nal de 1914 (EINSTEIN, 1914b), Einstein

apresenta novamente toda a base matemáti
a da sua teoria da gravitação, porém

de um modo ligeiramente diferente. Ele 
omeça a seguir a notação de Ri

i e Levi-

Civita, utilizando índi
es superiores para os tensores 
ontravariantes (EINSTEIN,

1914b, p. 34); e passa a utilizar letras romanas indiferentemente para tensores


ovariantes ou 
ontravariantes.

A notação xm (
om índi
e superior) para representar as 
oordenadas 
ontrava-

riantes foi introduzida por Wolfgang Pauli, em 1921 (CAJORI, 1933, vol. 2, p.

140, �510).

No artigo de 1916 Einstein introduziu, pela primeira vez, a 
onvenção de que a

presença de dois índi
es iguais em um mesmo tempo de uma expressão representa

uma soma sobre esses índi
es (EINSTEIN, 1916, p. 157). Até o �nal de 1915 ele

sempre representava as somas expli
itamente, 
om o símbolo
P

.

O trabalho de 1916 apresenta os instrumentos matemáti
os ne
essários para a


onstrução das equações de 
ampo, 
ujo formalismo, 
omo men
ionado, já tinha

sido apresentado em uma nota submetida em 1914 (EINSTEIN, 1914, p. 33-39).

A seguir vamos fazer uma des
rição dos mesmos (EINSTEIN, 1916, p. 155-160).

O quadrivetor 
ontravariante por exemplo é de�nido 
omo qualquer entidade

que, em relação ao sistema de referên
ia (ou de 
oordenadas), possa ser expressa
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por meio de quatro 
omponentes A�, transformável segundo a lei

A0� =
�x0

�

�x�
A�

Da mesma forma, de�ne o quadrivetor 
ovariante 
omo qualquer entidade

que, em relação ao sistema de referên
ia (ou de 
oordenadas), pode ser expressa

por meio de quatro 
omponentes A�, transformável segundo a lei

A0
� =

�x�
�x0

�

A�

Observação: os quadrivetores são 
onsiderados 
omo tensores de primeira

ordem.

Tensores de segunda ordem e de ordem superior

Einstein de�ne o tensor 
ontravariante de segunda ordem 
omo uma entidade que,

em relação a todo sistema de referên
ia, é des
rita por funções que obede
em à

lei de transformação

A0�� =
�x0

�

�x�

�x0
�

�x�
A�� ;

Um exemplo de tensor 
ontravariante de segunda ordem é A�� , expresso por

todos os produtos das 
omponentes B� e C� de dois quadrivetores 
ontravarian-

tes. Não entanto, nem todo tensor A�� pode ser 
onsiderado 
omo o produto

de dois quadrivetores B� e C� porque o produto B�C� só tem oito 
omponentes

independentes e A�� pode ter 16 
omponentes independentes.

Por sua vez, uma entidade que em relação a todo sistema de referên
ia esteja

des
rita por funções que obede
em à lei de transformação

A0
�� =

�x�
�x0

�

�x�
�x0

�

A�� ;

é dita um tensor 
ovariante de segunda ordem.

Agora, o tensor misto de segunda ordem é de�nido 
omo uma entidade que

em relação a todo sistema de referên
ia pode des
rever-se mediante funções que

obede
em à lei de transformação

A0�
� =

�x0
�

�x�

�x�
�x0

�

A�
�

Um tensor 
ontravariante ou 
ovariante de segunda ordem, ou de ordem maior,

diz-se simétri
o quando são iguais duas 
omponentes (das suas dez 
omponentes
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independentes) provenientes de uma outra, pela transposição de dois índi
es

quaisquer, isto é,

A�� = A��

A�� = A��

Essa simetria assim de�nida é uma propriedade independente do sistema de

referên
ia

A0�� =
�x0

�

�x�

�x0
�

�x�
A�� =

�x0
�

�x�

�x0
�

�x�
A�� =

�x0
�

�x�

�x0
�

�x�
A�� = A0��

Por sua vez, um tensor de segunda ordem, ou de ordem maior, diz-se antis-

simétri
o quando duas 
omponentes (das suas seis 
omponentes independentes)

provenientes uma da outra, por transposição de dois índi
es quaisquer, são de

sinais 
ontrários, isto é,

A�� = �A��

A�� = �A��

Um tensor de ordem zero, que tanto é 
ontravariante 
omo 
ovariante, é dito

um es
alar ou invariante.

Multipli
ação de tensores

Com as 
omponentes de um tensor de ordem z e as de um outro de ordem z0

pode-se obter as 
omponentes de um outro tensor de ordem z+ z0, multipli
ando

duas a duas todas as 
omponentes do primeiro por todas as 
omponentes do

segundo, isto é,

T��� = A��B�

T ��
Æ = A��B
Æ

T 
Æ
�� = A��B


Æ

A partir de qualquer tensor misto pode-se formar um tensor de ordem inferior

em duas unidades à do primeiro, igualando um índi
e de 
aráter 
ovariante a um

de 
aráter 
ontravariante e somando em relação a tal índi
e, isto é,

A�Æ
�� ! AÆ

� = A�Æ
��(=
X
�

A�Æ
��)

A = A�
� = A��

��

Sendo A o traço do tensor A��.
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A multimpli
ação interior ou mista entre tensores 
onsiste na 
ombinação da

multipli
ação exterior 
om a 
ontração. Por exemplo, 
om o tensor 
ovariante de

segunda ordem A�� e o tensor 
ontravariante de primeira ordem B� forma-se, por

multipli
ação exterior, o tensor misto D�
�� = A��B

� e por 
ontração nos índi
es

� e � forma-se o quadrivetor 
ovariante

D� = D�
�� = A��B

�

2.3.4 Tensor fundamental g��

O tensor fundamental 
ovariante. Considerando X1; X2; X3 
omo as 
oordenadas

espa
iais de um sistema de 
oordenadas lo
al ao qual se atribui um estado de

a
eleração tal que �que removido todo 
ampo gravita
ional, e X4 a respe
tiva


oordenada temporal, assumindo 
 = 1, a expressão

ds2 = �X2
1 � dX2

2 � dX2
3 + dX2

4

terá, segundo a relatividade espe
ial, um valor independente da mudança (por

translação e/ou rotação) do sistema de 
oordenadas lo
al. A grandeza ds é dita

ser o elemento de linha 
orrespondente a pontos in�nitamente próximos do espaço

quadridimensional.

Agora ao invés do sistema lo
al se adota um sistema de referen
ial arbitrário.

Qualquer que seja a relação entre X1, X2, X3, X4 e x1, x2, x3, x4, temos uma

relação linear entre seus diferen
iais e, portanto, ao elemento de linha, 
omo a
ima

referido, 
orresponderá também uma base dx1:::dx4 do sistema de 
oordenadas

desse referen
ial.

Sob essas 
onsiderações a representação geral do elemento de linha estará

dada pela expressão:

ds2 = g��dx�dx�

onde 
ada g�� obtém-se através do seguinte ra
io
ínio2:

dr = dx�:e�

jdrj2 = dr:dr = (dx�:e�) : (dx
� :e�)

= (e�:e�)dx
�dx� = g��dx

�dx�

g�� � e�:e�

2Este ra
io
ínio não se en
ontra explí
ito no artigo de Einstein no qual estamos baseando

nossa revisão teóri
a, mas nos pare
e 
onveniente introduzí-lo a maneira de 
lareza do texto.

Para detalhes ver MARTINS, R. Notas de aula do 
urso Teoria da relatividade geral.
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e� é um elemento da base natural do sistema de 
oordenadas dado por

e� =
�r

�x�

sendo r o vetor de posição no espaço.

No artigo de 1916, Einstein antes de trabalhar na des
rição do tensor funda-

mental, enun
ia três teoremas nos quais fundamenta seu estudo a
er
a de dito

tensor (EINSTEIN, 1916, p. 162-163):

[TEOREMA 1℄ Se A��B
�� for invariante para qualquer es
olha do tensor B�� ,

então A�� tem 
aráter tensorial3.

[TEOREMA 2℄ Se B� e C� são vetores arbitrários e se o produto interior

A��B
�C�

for um es
alar, então A�� é um tensor 
ovariante.

[TEOREMA 3℄ Se as grandezas A��B
� formam um tensor de primeira ordem

para uma es
olha arbitrária do quadrivetor B�, então A�� é um tensor de segunda

ordem.

Uma vez apresentados estes teoremas Einstein se refere ao tensor fundamental


ovariante nos seguintes termos (EINSTEIN, 1916, p. 164):

Na expressão invariante do quadrado do elemento de linha ds2 =

g��dx
�dx�, onde dx� desempenha o papel de um vetor 
ontravariante

de es
olha arbitrária, pode-se provar4 que os g�� = g�� representam

um tensor 
ovariante simétri
o de segunda ordem, 
om dez das suas


omponentes independentes, 
hamado o tensor fundamental.

O tensor fundamental 
ontravariante.

Por sua vez, Einstein se refere no artigo de 1916 ao tensor fundamental


ontravariante da seguinte forma (EINSTEIN, 1916, p. 164): Se no determi-

nante formado 
om os elementos g�� se toma o menor 
orrespondente a 
ada um

dos g�� e se divide pelo determinante g dos g�� se obtém as 
omponentes de um

novo tensor g��. A demostração do fato que g�� é um tensor segue-se do seguinte

ra
io
ínio: por propriedades dos determinantes

g��g
�� = Æ�� ;

3Ver demostração em EINSTEIN, A. Die Grundlage der allgemeinen Relativitätstheorie.

Annalen der Physik 49, 785, 1916. Tradução: EINSTEIN, A. O Prin
ípio da relatividade. [4a.

ed.℄. Lisboa: Fundação Calouste Gulbenkian, 1989, p. 162.
4Ver TEOREMA 3
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onde (
Æ�� = 1 Se � = �

= 0 Se � 6= �

Pode-se agora, ao invés da expressão anterior, es
rever ds2 
omo

ds2 = g��Æ
�
� dx�dx�;

ou ainda

ds2 = g��g��g
��dx�dx�

Mas, as 
omponentes

d�� = g��dx�

formam um quadrivetor 
ovariante, que é de es
olha arbitrária (dado que o são

os dx�). Introduzindo-o na nossa expressão para ds2 teremos

ds2 = g��d��d�� :

Como ds2 é um es
alar para uma es
olha arbitrária do vetor d�� e 
omo g��

é por de�nição simétri
o nos índi
es � e � , segue-se pelo [TEOREMA 3℄ que g��

é um tensor 
ontravariante.

Observação: No �Entwurf� a forma 
ontravariante do tensor fundamental g��
é representada 
omo 
�� (EINSTEIN & GROSSMANN, 1913, p. 161).

Observação: O símbolo utilizado por Einstein para o delta de Krone
ker Æik

já havia sido introduzido pelo próprio Krone
ker em 1903 (ver CAJORI, 1993,

vol. 2, p. 100).

2.3.5 Leis de transformação de tensores 
ovariantes,


ontravariantes e mistos

Einstein 
ompleta sua revisão matemáti
a dos tensores 
om as leis de transfor-

mação, que no seu trabalho de 1916 estão referidas 
omo Construção de novos

tensores por meio do tensor fundamental (EINSTEIN, 1916, p. 168). A lei de

transformação de vetores 
ontravariantes em 
ovariantes está dada pela seguinte

equação

A� = g��A�

A transformação de tensores 
ovariantes em 
ontravariantes é realizada através

da seguinte equação

A� = g��A
�
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Para tensores mais gerais temos

A
Æ�
�� = g��A
Æ

���

e

A
Æ
��� = g��A


Æ�
��

2.3.6 Geodési
a

No artigo de 1901 de Ri

i e Levi-Civita, as geodési
as já eram de�nidas 
omo


urvas para as quais a variação da integral de ds é nula (RICCI & LEVI-CIVITA,

1901, p. 153). Além de utilizar a geodési
a para �ns geométri
os, eles também

mostram sua relação 
om o movimento de partí
ulas. Primeiro, ao apli
ar o

método diferen
ial absoluto à me
âni
a, os autores es
revem a energia 
inéti
a

sob a forma (RICCI & LEVI-CIVITA, 1901, p. 178):

2T =
nX
1

rs arsx
0
rx

0
s

onde x0 representa a derivada de x em relação ao tempo, e também sob esta outra

forma, que exibe uma relação mais direta 
om a forma fundamental:

2Tdt2 =
nX
1

rs arsdxrdxs

Note-se que a massa é 
onsiderada igual a 1, ou está in
luída nos 
oe�
ientes

da forma fundamental.

Depois, a solução das equações de Lagrange é representada sob a seguinte

forma:

x00
i = X(i) �

nX
1

rs

(
rs

i

)
x0
rx

0
sr

onde X (i) é a força (em forma 
ontravariante). Na ausên
ia de forças externas,


omo indi
am os autores, a trajetória de uma partí
ula é uma geodési
a (RICCI

& LEVI-CIVITA, 1901, p. 179).

Esse tipo de análise era, na verdade, mais antigo ainda. C. G. J. Ja
obi, em

1837, estudou o movimento de uma partí
ula sobre uma superfí
ie qualquer, sem

ação de forças externas, e mostrou que as trajetórias eram geodési
as (LÜTZEN,

1995, p. 20). Outros autores também asso
iaram as geodési
as ao movimento de

partí
ulas: Poisson, Mindling, Liouville, Joa
himsthal, Tortolini e outros.
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Christo�el introduziu em 1869 aquilo que posteriormente foi denominado �sím-

bolo de Christo�el� (CHRISTOFFEL, 1869, p. 48):"
gh

k

#
=
1

2

�
�wgk

�xh
+

�whk

�xg
� �wgh

�xk

�

onde w ij representava o tensor métri
o sob forma 
ovariante; e o segundo símbolo

de Christo�el era representado por índi
es dentro de 
haves:(
il

r

)
=
X
k

Erk

E

"
il

k

#

onde E ij/E 
orresponde ao tensor métri
o 
ontravariante.

Ri

i e Levi-Civita utilizaram o mesmo modo de representar os símbolos de

Christo�el, e Grossmann e Einstein os seguiram.

O uso da letra grega � para representar os símbolos de Christo�el 
omeçou


om Einstein e tem uma história bastante interessante. Em um artigo publi
ado

em 1914 Einstein desenvolveu pela primeira vez a equação da geodési
a em um

espaço-tempo genéri
o (EINSTEIN, 1914b, p. 45). Nessa equação, o símbolo de

Christo�el de segundo tipo tem um papel essen
ial, determinando a a
eleração

da partí
ula:
d2x�
ds2

= �
X
��

(
��

�

)
dx�
ds

dx�
ds

(2.1)

Mais adiante, no mesmo artigo, Einstein a�rmou:

�Vemos que para a ação do 
ampo gravita
ional sobre os pro
essos materiais,

as quantidades

��
�� =

1

2

X
�

g��
�g��
�x�

(2.2)

são de importân
ia 
ru
ial, e por esta razão nós as 
hamaremos de `
omponentes

do 
ampo gravita
ional� (EINSTEIN, 1914b, p. 57).

Esse símbolo � é utilizado logo em seguida por Einstein, para simpli�
ar

algumas fórmulas. No entanto, nesta épo
a Einstein estava 
onfuso sobre a 
on-

veniên
ia de 
hamar essa expressão de 
ampo gravita
ional pois, mais adiante,

ele a�rma: �De a
ordo 
om a equação (39), o tensor de energia tem que ser


onsiderado 
omo um tensor 
ontravariante e as quantidades

(
��

�

)

omo as


omponentes do 
ampo gravita
ional� (EINSTEIN, 1914b, p. 59).

Note-se que, 
omo no 
aso do tensor g�� , Einstein es
olheu o novo símbolo �

por um motivo bastante 
laro. A letra grega � 
orresponde à letra romana G e

novamente lembra a palavra �gravitação�.
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No �nal de 1915 Einstein apresentou uma série de 
omuni
ações nas quais


onseguiu 
hegar à forma de�nitiva da sua teoria de gravitação (EINSTEIN,

1915). Nesse trabalho ele indi
a que havia, anteriormente, es
olhido a expressão

1

2

X
�

g��
�g��
�x�

para representar as 
omponentes do 
ampo gravita
ional, mas que agora havia

per
ebido que os símbolos de Christo�el são preferíveis a essas expressões, e passa

então a es
rever:

��
�� = �

(
��

�

)
(2.3)


omo sendo as 
omponentes do 
ampo gravita
ional (EINSTEIN, 1915, p. 102;

ver também p. 118). Ele 
hama também a atenção do leitor para a equação da

geodési
a, que pode então ser es
rita:

d2x�
ds2

= �
X
��

(
��

�

)
dx�
ds

dx�
ds

=
X
��

���
�

dx�
ds

dx�
ds

(2.4)

2.4 Construção de tensores por meio de

diferen
iação

A derivada 
ovariante de um tensor se baseia em propriedades estudadas por

Christo�el, mas o nome de �derivada 
ovariante� e o estudo de suas propriedades

apare
e apenas no trabalho posterior de Ri

i. No trabalho de 1901 de Ri

i e

Levi-Civita já apare
e a derivada 
ovariante 
om a notação adotada por Einstein

- ex
eto pelo uso explí
ito do somatório (RICCI & LEVI-CIVITA, 1901, p. 138):

Xrs =
�Xr

�xs
�

nX
1

q

(
rs

q

)
Xq

A guisa de 
lareza, e mesmo que não expli
itamente 
onsiderado este argu-

mento no artigo de Einstein de 1916, vamos apresentar aqui a dedução de porque

a derivada de um tensor, em geral, não é um tensor5. Consideremos um 
ampo

tensorial A�, ou seja, um tensor que é função das 
oordenadas (posição e tempo):

A�(x�)

5MARTINS, R. Notas de aula do 
urso Teoria da Relatividade Geral
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Não é possível em geral produzir um tensor a partir de um 
ampo tensorial

por derivação simples, mesmo se for feita a derivada em relação a um es
alar:

dA�

d�
= lim
4��!0

4A�

4�

Nesse 
aso a diferença 4A� vai ser tomada em dois pontos distintos 1 e 2 do

espaço-tempo:
dA�

d�
= lim
4��!0

(A�
2 � A�

1 )

(�2 � �1)

e, quando �zermos a transformação para outro sistema de referên
ia, teremos

(sendo � um invariante):

dA0�

d�
= lim

4��!0

(A0�2 � A0�1 )
(�2 � �1)

= lim
4��!0

h�
�x0

�

�x�

�
2
A�

2 �
�
�x0

�

�x�

�
1
A�

1

i
4�

Os 
oe�
ientes de transformação
�
�x0�

�x�

�
são 
al
ulados em dois pontos dis-

tintos, podendo portanto ter valores diferentes. Por isso não se pode, em geral,

transformar essa expressão em:

�x0�
�x�

�
lim

4��!0

(A�
2 � A�

1 )

(�2 � �1)

�
que daria a transformação tensorial adequada. Portanto 
on
lui-se que

dA0�

d�
6= �x0�

�x�

dA�

d�

ou seja, a derivada de um tensor não é um tensor (em geral).

Dois dos exemplos mais utilizados na 
onstrução da teoria da relatividade

geral são o tensor 
ovariante de segunda ordem A�� e o tensor de ter
eira ordem

A��� =
�A��

�x�
�
(

� �

�

)
A�� �

(
� �

�

)
A�� (2.5)

utilizado por Riemann na 
onstrução do tensor que leva seu nome6.

Riemann utilizando somente 
omo ponto de partida o tensor fundamental g��,

por diferen
iação, introduziu em [2.5℄ a extensão do quadrivetor A� (EINSTEIN,

1916, p. 182-184):

A�� =
�A�

�x�
�
(

� �

�

)
A�

6onde se identi�
ou A�� = A�B� . E A��� 6= A��� .
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e dessa forma, 
om uma pequena modi�
ação nos nomes dos índi
es, apresentou

o tensor de ter
eira ordem

A��� =
�2A�

�x��x�
�
(

��

�

)
�A�

�x�
�
(

� �

�

)
�A�

�x�
�
(

� �

�

)
�A�

�x�
+

+

"
� �

�x�

(
��

�

)
+

(
� �

�

)(
� �

�

)
+

(
� �

�

)(
��

�

)#
A�

Mas pela sua de�nição, esse tensor não é simétri
o nos índi
es � e � .

Agora, uma vez tendo essa expressão, Riemann 
onstruiu o tensor A����A���,

motivado pelo fato de que nessa 
onstrução o primeiro termo da expressão A��� ,

o quarto termo e também o termo 
orrespondente à última par
ela do 
ol
hete,

são 
an
elados7 pelos termos da mesma ordem da expressão A���. O mesmo

a
onte
e 
om a soma do segundo e ter
eiro termos. Portanto obtém assim:

A��� � A��� = B�
���A� (2.6)

B�
��� = � �

�x�

(
��

�

)
+

�

�x�

(
� �

�

)
�
(

��

�

)(
� �

�

)
+

+

(
� �

�

)(
��

�

)
(2.7)

Um fato fundamental a ser notado é que no segundo membro de [2.6℄ entram

apenas os A� e não suas derivadas. Do 
aráter tensorial de A��� � A��� e sendo

A� um quadrivetor de es
olha arbitrária, resulta que B�
��� é um tensor. Dessa

forma 
hega-se ao que se 
onhe
e 
omo o tensor de Riemann-Christo�el.

A importân
ia matemáti
a desse tensor tem uma razão muito espe
ial. Quan-

do o 
ontínuo é 
onstituído de tal modo que existe um sistema de 
oordenadas

em relação ao qual os g�� são 
onstantes, então todos os B�
��� se reduzem a

zero. Assim, se o sistema de 
oordenadas original é substituído por um novo

sistema, arbitrário (por exemplo, em rotação ou a
elerado), os g�� 
om relação

a este já não serão 
onstantes. Mas o 
aráter tensorial de B�
��� arrasta 
onsigo

a 
onsequên
ia dessas 
omponentes 
ontinuarem sendo todas nulas no sistema

de referên
ia arbitrário. O tensor de Riemann identi
amente nulo é assim uma


ondição ne
essária para se obter a 
onstân
ia dos g�� mediante uma es
olha

apropriada do sistema de referên
ia.

7Isso se deve ao fato de que todos esses termos são simétri
os em � e � .
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Contraindo [2.7℄ em relação aos índi
es � e �, obtém-se o tensor 
ovariante de

segunda ordem

B�� = R�� + S��

R�� = � �
�x�

(
� �

�

)
+

(
��

�

)(
� �

�

)

S�� = �2 log
p�g

�x��x�
�
(

� �

�

)
� log

p�g
�x�

9>>>>>>=
>>>>>>;

(2.8)

Einstein adota um sistema de 
oordenadas de tal forma que
p�g = 1, por

isso o termo S�� da [2.8℄ se anula, e isso reduz o tensor B�� a R�� . Esse tensor


omo enun
iado em [2.8℄ é 
onhe
ido 
omo o tensor de Ri

i e desempenha um

papel fundamental na 
onstru
ção das equações de 
ampo.

Observação: A restrição imposta por Einstein sobre o determinante do tensor

métri
o fundamental (
p�g = 1) não é ne
essária, e foi deixada de lado poste-

riormente. Ela é in
ompatível até mesmo 
om o espaço-tempo da relatividade

espe
ial, em 
oordenadas esféri
as:

ds2 = 
2dt2 � [dr2 + r2(d�2 + sin2�d'2)℄

Na verdade, essa restrição tem origem históri
a. No artigo publi
ado por

Einstein e Grossmann em 1913, 
omo vimos, os autores impuseram restrições às

possíveis transformações de 
oordenadas. Em trabalhos posteriores, Einstein uti-

lizou outras restrições diferentes, para 
onseguir obter equações que lhe pare
iam

adequadas. Na seqüên
ia de 
omuni
ações apresentada no �nal de 1915 Einstein

imp�s que o ja
obiano das transformações entre dois sistemas de 
oordenadas de-

veria ser igual a 1, o que 
onduz à invariân
ia de
p�g (EINSTEIN, 1915, p. 99).

Isso simpli�
ou bastante muitas fórmulas. Mais adiante, ele investigou a possi-

bilidade de fazer
p�g = 1 mas notou que uma 
onseqüên
ia dessa es
olha seria

que o es
alar T de Von Laue (o traço T=T �
� do tensor T �� de momento-energia-

tensão da matéria, que é propor
ional à densidade própria de energia) deveria

ser sempre nulo e, portanto, rejeitou essa possibilidade. Ao mesmo tempo, a de-

dução que levava a esse resultado impunha uma 
ondição sobre as 
oordenadas

permitidas (EINSTEIN, 1915, p. 105).

No entanto, em um adendo ao mesmo trabalho, Einstein insistiu na possibi-

lidade de utilizar a relação
p�g = 1, 
om a seguinte justi�
ativa: o tensor de

momento-energia-tensão da matéria tem um traço não nulo; mas o tensor 
orres-

pondente do 
ampo eletromagnéti
o tem um traço igual a zero. Supondo que

a matéria tenha uma 
onstituição eletromagnéti
a, Einstein sugeriu que T=T �
�
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fosse sempre nulo (EINSTEIN, 1915, p. 108). Nesse adendo, Einstein termina

por 
on
luir que pode (e deve) utilizar a relação
p�g = 1 (EINSTEIN, 1915, p.

110). Por �m, na última 
omuni
ação do �nal de 1915, Einstein simplesmente

utiliza essa restrição para simpli�
ar as equações sem dis
utir as 
onseqüên
ias

físi
as dessa es
olha (EINSTEIN, 1915, p. 118).

Note-se, portanto, que a justi�
ativa apresentada para a relação
p�g = 1 era

muito problemáti
a.

No artigo de 1916, Einstein introduziu as 
ondições de que o Ja
obiano das

transformações deve ser 1 e que
p�g = 1 a�rmando que isso não reduziria a gene-

ralidade da teoria, mas serviria apenas para simpli�
ar as expressões (EINSTEIN,

1916, p. 167). Eddington dis
utiu o signi�
ado dessa es
olha e preferiu não

adotá-la (EDDINGTON, The mathemati
al theory of relativity, pp. 109-112).

2.5 A des
oberta da lei einsteiniana da gravitação

O artigo de 1916 introduz a equação 
ovariante do 
ampo gravita
ional de uma

forma muito parti
ular e que é diferente da que se tornou mais 
omum depois.

Essa segunda parte do artigo tem a seguinte seqüên
ia:

� Dis
ussão sobre o movimento geodési
o de uma partí
ula (�13).

� As equações do 
ampo gravita
ional em uma região sem matéria (�14).

� Utilização de uma função Hamiltoniana e dis
ussão de momento e energia

no 
ampo gravita
ional, introduzindo o pseudo-tensor de energia-momento do


ampo (�15).

� As equações do 
ampo gravita
ional na presença de matéria (obtidas a partir

das 
onsiderações sobre energia) e nova dis
ussão sobre as leis de 
onservação

(��16-18).

� Equações para �uidos e 
ampo eletromagnéti
o no 
ampo gravita
ional

(��19-20).

� Comparação entre o 
ampo gravita
ional newtoniano e soluções aproxi-

madas das equações de 
ampo (�21).

� Dedução de 
onseqüên
ias da teoria: de�exão da luz, pre
essão do periélio

de Mer
úrio (�22).

Nessa forma de apresentação da teoria, dis
ussões sobre energia e sobre o

pseudo-tensor de energia-momento do 
ampo gravita
ional têm um papel funda-

mental.
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2.5.1 Equações do 
ampo gravita
ional no vá
uo

A primeira seção dessa parte do artigo (�13) não introduz nenhum elemento novo

importante, pois a equação da geodésia e sua interpretação 
omo o movimento

de um ponto material no 
ampo gravita
ional já havia sido introduzida antes (�9

do artigo), 
omo vimos.

A seção seguinte (�14) dis
ute 
omo se pode determinar o tensor métri
o (que

representa o 
ampo gravita
ional) em uma região sem matéria (vá
uo). Embora o

artigo de 1916 não deixe isso 
laro, Einstein estava se baseando em uma analogia


om a equação de Lapla
e da teoria newtoniana da gravitação, que estabele
e


ondições que devem ser satisfeitas pelo poten
ial gravita
ional no vá
uo:

�' = ~r2' = 0

ou, es
revendo em 
oordenadas 
artesianas:

�' =
�2'

dx2
+

�2'

dy2
+

�2'

dz2
= 0

Como as 
omponentes do tensor métri
o g�� são interpretadas por Einstein


omo poten
iais gravita
ionais, ele tinha a expe
tativa de que, na teoria da rela-

tividade geral, houvesse uma equação análoga envolvendo derivadas segundas (e

primeiras) do tensor métri
o (EARMAN & GLYMOUR, 1978, p. 256). Ou seja:

ele esperava que houvesse algum tensor G que fosse 
al
ulado apenas a partir do

tensor métri
o, por derivação, e que fosse nulo no vá
uo.

Talvez Einstein tenha pensado primeiramente em utilizar uma generalização

tensorial de �' = ~r2' = 0, exigindo que a derivada 
ovariante de segunda

ordem do tensor métri
o fosse nula (EARMAN & GLYMOUR, 1978, p. 259). No

entanto, a derivada 
ovariante do tensor métri
o é idênti
a a zero, para qualquer

métri
a 
ompatível 
om uma 
onexão a�m do espaço-tempo, por isso tal tipo de

generalização não introduzia nenhuma 
onseqüên
ia nova e não podia ser uma

generalização de �' = ~r2' = 0. Por isso, em 1913 Einstein a�rmou:

O es
alar Lapla
iano �' é obtido do es
alar ' formando-se a expan-

são [gradiente℄ deste e então o operador interno [a divergên
ia℄ deste.

Ambas operações podem ser generalizadas de tal modo que elas po-

dem ser realizadas em qualquer tensor de ordem arbitrariamente mais

alta, permitindo ao mesmo tempo uma substituição arbitrária das va-

riáveis bási
as. Mas essas operações degeneram se forem apli
adas

ao tensor fundamental g��. A partir daí segue-se que as equações
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bus
adas serão 
ovariantes apenas em relação a um grupo parti
ular

de transformações, grupo este que é por enquanto des
onhe
ido para

nós. (EINSTEIN & GROSSMANN, 1913, p. 160)

No 
aso da teoria da relatividade espe
ial (que é válida no vá
uo e na ausên
ia

de 
ampo gravita
ional), Einstein sabia que o tensor métri
o podia ter a forma

minkowskiana 
om todos os termos 
onstantes. Nesse 
aso, evidentemente, qual-

quer tensor formado a partir das derivadas do tensor métri
o seria nulo. Em

parti
ular, o tensor de Riemann-Christo�el B�
��� , que é formado por uma 
ombi-

nação de derivadas primeiras e segundas do tensor métri
o, seria nulo.

No entanto, Einstein 
onsidera que uma equação do tipo B�
���= 0 não seria

uma generalização adequada de �' = 0, pois nesse 
aso nun
a poderia existir

um 
ampo gravita
ional no vá
uo. De fato, 
omo B�
��� é um tensor, se todas as

suas 
omponentes são nulas em um referen
ial, elas 
ontinuarão a ser nulas em

qualquer outro referen
ial (ou qualquer outro tipo de 
oordenadas). Se o tensor

B�
��� fosse nulo em uma região �nita do espaço-tempo, essa região seria �
hata�,

isto é, equivalente ao espaço-tempo de Minkowsky 
om todos os g�� 
onstantes,

nessa região. Assim, a equação B�
���= 0 teria 
omo 
onseqüên
ia que o espaço-

tempo em uma região sem matéria seria desprovido de 
ampo gravita
ional.

Em vez de B�
���= 0, Einstein vai sugerir uma possibilidade mais fra
a: a de

que a 
ontração do tensor de Riemann-Christo�el (isto é, o tensor de Ri

i) tenha


omponentes nulas no vá
uo, isto é, G��=B
�
���= 0.

Isso nos leva a exigir para o 
ampo gravita
ional sem matéria que o

tensor simétri
oG�� proveniente do tensor B�
��� deve se anular. Assim

obtemos dez equações para as dez quantidades g�� que são satisfeitas

[também℄ no 
aso espe
ial em que todos os B�
��� se anulam.

[...℄

Deve-se assinalar que há apenas um mínimo de arbitrariedade na

es
olha dessas equações. Pois além de G�� não existe nenhum outro

tensor de segunda ordem formado a partir de g�� e de suas derivadas,

que não 
ontenha derivadas mais elevadas do que a segunda, e que

seja linear nessas derivadas. (EINSTEIN, 1916, pp. 186-187)

Einstein utiliza em 1916 o tensor de Ri

i em uma forma simpli�
ada, válida

apenas quando o determinante de g�� é igual a 1:

G�� =
�����
�x�

+ �����
�
�� = 0 (

p�g = 1)
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Embora Einstein tenha enfatizado que havia 10 equações para 10 in
ógnitas, é

evidente que as dez equações G��=0 não podem determinar os dez valores de g��,


aso 
ontrário não haveria nenhuma arbitrariedade na es
olha das 
oordenadas

utilizadas para des
rever um 
ampo gravita
ional no vá
uo. Na verdade, as

dez equações G��=0 não são independentes, havendo quatro identidades que as

rela
ionam e, por isso, há apenas 6 equações independentes em G��=0 (EDDING-

TON, The mathemati
al theory of relativity, p. 81).

Quanto à arbitrariedade na es
olha da equação G��=0, é importante adi
ionar

que o traço G do tensor G�� é um es
alar que também depende das derivadas

primeiras e segundas de g�� e, portanto, podemos formar um novo tensor

G0
�� = G�� + �Gg�� (2.9)

(onde � é um es
alar), que também obede
e às mesmas 
ondições matemáti
as.

É possível provar que não existe outro tensor mais geral do que este que satisfaça

às mesmas 
ondições (EDDINGTON, The mathemati
al theory of relativity, pp.

81-82).

2.5.2 A rejeição ini
ial do tensor de Ri

i

Quando se apresenta dessa forma a justi�
ativa para a es
olha de G��=0, ela

pare
e razoável e até óbvia. É 
urioso, no entanto, que Einstein havia rejeitado

essa equação em 1913.

Em 1912, Grossmann havia sugerido a Einstein alguns 
andidatos plausíveis

para o tensor a ser utilizado na equação do 
ampo gravita
ional, in
luindo-se

entre essas sugestões o tensor de Ri

i (EARMAN & GLYMOUR, 1978, p. 92).

No �Entwurf�, Grossmann 
hegou a apontar que a 
ontração do tensor de

Riemann-Christo�el - ou seja, o tensor de Ri

i, que ele representa por G��

- poderia entrar na equação do 
ampo gravita
ional. No entanto, 
onsiderou

que esse tensor era inadequado, porque não pare
e reduzir-se ao lapla
iano do

poten
ial gravita
ional para o 
aso de 
ampos fra
os estáti
os (EINSTEIN &

GROSSMANN, 1913, p. 185; NORTON, 1993, p. 801).

Cornelius Lan
zos interpreta a rejeição da forma des
rita a seguir (LANCZOS,

pp. 13-14). Einstein esperava, nessa épo
a, que mesmo na presença de um 
ampo

gravita
ional a métri
a fosse aproximadamente igual à métri
a de Minkowski.

Utilizando x4 = i
t, a métri
a de Minkowski pode ser representada por

g�� = Æ��
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(ou �g�� = Æ�� , dependendo dos sinais da métri
a). Assim, Einstein sup�s que

a métri
a na presença de um 
ampo gravita
ional seria semelhante a:

g�� = Æ�� + k
��

onde k seria uma 
onstante muito pequena. No entanto, veri�
ou que era possível

satisfazer a 
ondição de que o tensor de Ri

i R�
 seria nulo tomando qualquer

função vetorial �� e fazendo 
�� = ��;� + ��;�. Essa indeterminação fez 
om

que Einstein desistisse, por dois anos, de pro
urar satisfazer a equação R�
 =

0 e pro
urasse trabalhar de outra forma a teoria da gravitação (LANCZOS, pp.

13-14).

Assim, no artigo de 1913 Einstein e Grossmann restringiram a teoria a trans-

formações lineares, apenas, e pro
uraram um �tensor� ��
 que pudesse representar

o 
ampo gravita
ional : �Portanto, exigimos que ��
 seja um tensor 
om respeito

a transformações lineares arbitrárias� (EINSTEIN & GROSSMANN, 1913, p.

161).

Einstein e Grossmann analisam primeiramente uma expressão do tipo:

X
��

�

�x�

�

��

�
��
�x�

�
(2.10)

Nessa expressão, 
�� é a expressão que representa g��.

A expressão a
ima seria uma generalização do lapla
iano �'. No entanto, os

autores 
onsideraram que essa expressão não era su�
ientemente geral e depois

de uma análise bastante longa (na qual entram 
onsiderações sobre 
onservação

de energia), 
hegaram à expressão (EINSTEIN & GROSSMANN, 1913, pp. 164-

165):

��� =
P
��

1p�g
�

�X�

�

��
p�g �
��

�X�

�
� P

����


��g��
�
��
�X�

�
��
�X�

+

+ 1
2

P
����

�

��
��

�g��
�x�

�
��
�x�

� 1
2

��
��

�g��
�x�

�
��
�x�

�
Em 1913 Einstein, 
om a ajuda de Mi
hele Besso, veri�
ou que a teoria do

�Entwurf� não levava ao valor 
orreto para a pre
essão do periélio de Mer
úrio

(EARMAN & GLYMOUR, 1978, p. 118). Durante uma tro
a de 
artas 
om Levi-

Civita, em 1915, Einstein teve que admitir que a equação bási
a do �Entwurf�

não era 
ovariante. Des
obriu também que essa equação era in
ompatível 
om

a métri
a em um sistema de referên
ia em rotação (EARMAN & GLYMOUR,

1978, p. 118; ver também JANSSEN, 1999). Havia, portanto, muitos problemas


om a teoria de 1913, mas Einstein não sabia 
omo substituir essa fórmula por

outra.
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No trabalho de 1915 Einstein sup�s, ini
ialmente, que o tensor de Ri

i fosse

propor
ional ao tensor de momento-energia-tensão, 
om uma 
onstante de pro-

por
ionalidade muito pequena:

G�� = ��T��

Trabalhou, no entanto, apenas 
om o 
aso do 
ampo no vá
uo (T�� = 0) e

mostrou que, em primeira aproximação, um 
ampo estáti
o 
om simetria esféri
a

devia ser equivalente ao dado pela teoria newtoniana. Depois, trabalhando 
om

uma segunda aproximação, notou o apare
imento de efeitos não-newtonianos.

As órbitas planetárias deveriam ter um movimento de pre
essão, e a luz deveria

sofrer uma de�exão no 
ampo gravita
ional que seria o dobro do efeito que ele

próprio havia 
al
ulado alguns anos antes (LANCZOS, p. 15). Aparentemente

foi por 
ausa de ter obtido essas importantes 
onseqüên
ias que Einstein adotou

o tensor de Ri

i, rejeitando o �tensor� ��
 do �Entwurf�.

No trabalho de 1916, Einstein se refere à pre
essão do periélio logo depois de

introduzir o tensor de Ri

i e a�rma: �Este fato, tendo em vista que as equações

foram estabele
idas por via puramente matemáti
a a partir do postulado da

relatividade geral, 
onstitui, na minha opinião, testemunho 
onvin
ente de que a

teoria é válida do ponto de vista físi
o� (EINSTEIN, 1916, p. 187).

2.5.3 Equações do 
ampo gravita
ional na presença de

matéria

No artigo de 1916, depois de dis
utir as equações de 
ampo no vá
uo G�� = 0,

Einstein dis
ute as equações de 
ampo na presença de matéria. A apresentação

que é feita nesse artigo é 
ompletamente diferente da que apare
e em obras didáti-


as de relatividade geral.

Mas antes de apresentar o ra
io
ínio de Einstein, vamos es
lare
er a relação,

atribuída por Einstein, entre o tensor fundamental e o poten
ial gravita
ional.

Relação que �
a eviden
iada na a�rmação feita por D'Abro (D'ABRO, 1950,

p. 267-271), de que �se a gravitação deve ser atribuída à 
urvatura do espaço-

tempo, o poten
ial de Newton ' (um invariante) poderá ser substituído em 
ada

ponto por dez valores separados g�� de�nidos no espaço-tempo [...℄ Onde essas


omponentes formam um tensor de segunda ordem e o poten
ial invariante de

Newton torna-se um dos g���.

De fato, ao 
onsiderarmos a a
eleração de uma partí
ula ini
ialmente parada,

pela lei da inér
ia temos um 
onjunto de quatro equações, uma para 
ada 
oor-
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denada, da forma:
d2x�

d� 2
= ���

��

�
dx�

d�

��
dx�

d�

�

onde o tempo próprio � é dado por d� = dt
�
1� v2


2

� 1

2

= dt


.

Mas se a partí
ula estiver ini
ialmente em repouso, teremos, para o instante

ini
ial, a expressão:
dxi

d�
= 0

onde i = 1; 2; 3. Portanto nesse 
aso apenas a quarta 
omponente da quadrive-

lo
idade é diferente de zero:
dx4
d�

=
dt

d�
= 


e a lei da inér
ia �
a:

d2x�

d� 2
= ���

44

�
dx4
d�

��
dx4
d�

�
= �
2��

44

a qual pode-se es
rever simplesmente 
omo

d2x�

dt2
= ���

44

Agora, substituindo o símbolo de Christo�el pela sua expressão, obtemos:

��
44 = g���44;�

= 1
2
g��

�
�g4�
�x4

+ �g�4
�x4

� �g44
�x�

�
= 1

2
g��

�
�g4�
�t

+ �g�4
�t
� �g44

�x�

�
Mas se supusermos que o tensor métri
o é 
onstante no tempo, os termos do

tipo �g4�
�t

serão nulos e o símbolo de Christo�el reduzir-se-á para:

��
44 = g���44;� = �1

2
g��

�g4
�x�

e portanto
d2x�

dt2
= ���

44 = �
1

2
g��

�g4
�x�

Pode-se 
onsiderar que �g44
�x�

é semelhante ao gradiente de um poten
ial gravi-

ta
ional, que é um tensor 
ovariante.

Agora 
omparando 
om a expressão da físi
a 
lássi
a,

aj = �gij
�'

�xi

35



há uma 
orrespondên
ia
1

2

�g44
�x�

 ! � �'
�xi

e, portanto deve-se ter

g44 = K � 2'

(pode haver uma 
onstante arbitrária)8

Uma vez a
larado este espe
to, a apresentação didáti
a das equações de 
ampo

pode ser feita da seguinte maneira:

Na ausên
ia de matéria, 
omo vimos, a equação do 
ampo gravita
ional pode

ser es
rita 
omo

G�� = 0 (2.11)

onde G�� é o tensor de Ri

i. A generalização mais simples, para o 
aso 
om

matéria, seria:

G�� = ��T�� (2.12)

De fato, esta forma da equação foi proposta por Einstein no �nal de 1915

(EINSTEIN, 1915, p. 109).

No entanto, a equação G�� = ��T�� não é satisfatória, sob o ponto de vista

tensorial. O tensor de momento-energia-tensão T�� tem divergente nulo, e o

tensor de Ri

i G�� não tem divergente nulo. Assim, se �zermos o divergente dos

dois lados da equação G�� = ��T�� 
hegaremos a um absurdo (LANCZOS, p.

15). Para 
orrigir esse problema, podemos substituir o tensor de Ri

i por uma

expressão que tem divergente nulo:

G�� � 1

2
Gg�� = ��T�� (2.13)

onde G é o traço do tensor de Ri

i. Outra forma dessa equação é:

G�� = ��(T�� � 1

2
Tg��) (2.14)

Se a
eitarmos as restrições que tinham sido impostas ao lado esquerdo da

equação do 
ampo gravita
ional, essa é a úni
a equação tensorial razoável que

poderia ser sugerida (EDDINGTON, The mathemati
al theory of relativity, pp.

119-120).

No entanto, Einstein não seguiu essa linha de ra
io
ínio nem no artigo do

�nal de 1915 nem no de 1916. Ele utilizou 
onsiderações sobre energia, seguindo

os seguintes passos:

8Para maiores detalhes ver MARTINS, R. Notas de aula do 
urso Teoria da Relatividade

Geral.
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� Utilização de uma função Hamiltoniana e dis
ussão de momento e energia

no 
ampo gravita
ional, introduzindo o pseudo-tensor de energia-momento do


ampo (�15).

� As equações do 
ampo gravita
ional na presença de matéria (obtidas a partir

das 
onsiderações sobre energia) e nova dis
ussão sobre as leis de 
onservação

(��16-18).

Essa forma de apresentação é, novamente, uma herança do �Entwurf� de 1913.

Naquele trabalho, Einstein pro
urou uma generalização da equação de Poisson:

�' = 4�k�

Como, na teoria da relatividade espe
ial, as propriedades me
âni
as da matéria

já não eram mais des
ritas por um es
alar e sim por um tensor (o tensor de

momento-energia-tensão T�� , introduzido por Max von Laue), Einstein esperava

que a generalização da equação de Poisson fosse do tipo:

��� = ����

onde � seria uma 
onstante e ��� seria um tensor de segunda ordem, obtido a

partir do tensor métri
o fundamental g�� e ��� é o tensor de momento-energia-

tensão sob forma 
ontravariante (EINSTEIN & GROSSMANN, 1913, p. 160).

Já vimos que, no �Entwurf�, Einstein examina e rejeita o tensor de Ri

i 
omo


andidato a ��� .

Para en
ontrar um tensor adequado, Einstein analisa as propriedades do ten-

sor ��� . As leis de 
onservação de momento e de energia da relatividade espe
ial

podem ser expressas em forma tensorial muito simples, ����=0, onde ���� é a

derivada 
ovariante do tensor ���. Desenvolvendo a derivada 
ovariante desse

tensor, temos:

X
��

�

�x�

�p�g:g�����

�� 1

2

X
��

p�g�g��
�x�

��� = 0 (2.15)

Einstein guiou-se, no �Entwurf�, pela forma desta equação, pro
urando obter

para ��� uma expressão que tivesse propriedades semelhantes, até 
hegar ao

resultado:

��� =
P
��

1p�g :
�

�x�

�

��

p�g:�
��
�x�

�
� P

����


��g��
�
��
�x�

�
��
�x�

+

+ 1
2

P
����

�

��
��

�g��
�x�

�
��
�x�

� 1
2

��
��

�g��
�x�

�
��
�x�

�
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Einstein dividiu essa expressão em duas, às quais deu nomes diferentes:

��� =
X
��

1p�g :
�

�x�

�

��
p�g:�
��

�x�

�
�
X
����


��g��
�
��
�x�

�
��
�x�

(2.16)

que tem uma forma semelhante à do divergente de um gradiente de 
��, e

�2�#�� =
X
����

�

��
��

�g��
�x�

�
��
�x�

� 1

2

��
��

�g��
�x�

�
��
�x�

�
(2.17)

Portanto, o tensor ��� foi de
omposto em duas partes:

��� = ��� � �#��

Note-se que o tensor ���, que havia sido obtido uni
amente a partir da

métri
a, tem agora uma parte onde apare
e a 
onstante gravita
ional. No en-

tanto, essa 
onstante gravita
ional não existe, na verdade, na expressão de ���
que foi apresentada a
ima. Ela foi introduzida de um modo arti�
ial, durante a

de
omposição de ��� em duas partes.

A idéia que pare
e estar por trás dessa análise de Einstein é a seguinte: ele

pensou que o próprio 
ampo gravita
ional deveria ter momento e energia, 
omo

o 
ampo eletromagnéti
o. Assim, mesmo na ausên
ia de matéria (no vá
uo),

o espaço-tempo 
orrespondente a um 
ampo gravita
ional deveria ter momento

e energia; e o próprio momento-energia do 
ampo gravita
ional seria origem do


ampo. No 
aso do 
ampo eletromagnéti
o, a densidade de energia é propor
ional

ao quadrado dos 
ampos elétri
o e magnéti
o. No 
aso do 
ampo gravita
ional,


omo os g�� (ou, em forma 
ontravariante, 
��) representam o poten
ial gravita-


ional, suas derivadas em relação às 
oordenadas (que são alguma 
oisa pare
ida


om o gradiente) devem representar o 
ampo gravita
ional, por isso é razoável es-

perar que a densidade de energia do 
ampo gravita
ional apareça sob a forma de

expressões quadráti
as das derivadas do g�� . Assim, no vá
uo (quando o tensor

de momento-energia-tensão da matéria é nulo), a equação do 
ampo gravita
ional

deveria se reduzir a alguma 
oisa do tipo

���= �lapla
iano� de g�� = �.#��= �. �tensor energia-momento do 
ampo�

onde #��é uma expressão que pode ser interpretada 
omo um tensor de mo-

mento-energia-tensão do 
ampo gravita
ional.

Utilizando essa análise, Einstein transformou a equação

��� = ����
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na seguinte forma (EINSTEIN & GROSSMANN, 1913, p. 165):

��� � �#�� = ���� ) ��� = �(��� + #��)

Um aspe
to interessante dessa equação, indi
ado por Einstein, era que os

divergentes dos dois lados da equação eram iguais entre si.

Sob forma 
ovariante, a equação podia ser es
rita (EINSTEIN & GROSS-

MANN, 1913, p. 166):

�D�� = �(T�� + t��)

onde t�� é a forma 
ovariante de #�� .

Ao longo da dedução apresentada no �Entwurf�, Einstein dá o nome de �tensor


ontravariante de energia-tensão do 
ampo gravita
ional� à expressão #�� (EINS-

TEIN & GROSSMANN, 1913, p. 164 e seguintes) e o trata realmente 
omo um

tensor. No entanto, #�� não é um tensor, ou seja, não satisfaz a de�nição de

tensor para transformações gerais de 
oordenadas. É um �pseudo-tensor�.

Um dos motivos que levou Einstein a restringir o tipo de sistemas 
oordenadas

válidas em 1913 foi justamente a tentativa de formular a lei da 
onservação da

energia na presença do 
ampo gravita
ional (HOEFER, 1994, p. 299). O �tensor�

t�� de momento-energia do 
ampo gravita
ional só obede
ia às transformações

tensoriais para 
erta 
lasse de transformações de 
oordenadas (transformações

lineares) e podia ser anulado para outro tipo de transformações (EARMAN &

GLYMOUR, 1978, p. 263).

No primeiro semestre de 1915 Einstein e Levi-Civita ini
iaram uma intensa


orrespondên
ia sobre alguns aspe
tos do 
ál
ulo tensorial relevantes para o de-

senvolvimento da teoria da gravitação (GOODSTEIN, 1983). Um dos aspe
tos

da teoria de Einstein que Levi-Civita 
riti
ou foi o uso do �tensor� t��. No en-

tanto, Einstein manteve sua 
onvi
ção sobre a importân
ia desse pseudo-tensor

até a formulação �nal da sua teoria da gravitação.

No artigo de 1916, Einstein introduz o �tensor� de tensão-energia do 
ampo

gravita
ional de uma forma diferente, impondo a 
ondição
p�g=1 e partindo de

um prin
ípio varia
ional em que utiliza um hamiltoniano 
om a forma (EINS-

TEIN, 1916, p. 188):

H = g�������
�
��

Einstein mostra, então, que o prin
ípio varia
ional 
olo
ado sob a forma

Æfs Hd�g = 0
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orresponde ao par de equações (EINSTEIN, 1916, p. 190):

�t��
�x�

= 0 (2.18)

�2�t�� = g���
�H

�g���
� Æ��H

A segunda dessas equações de�ne a grandeza t�� e a primeira é algo pare
ido


om um divergente nulo, 
omo na expressão da 
onservação de energia-momento

da matéria. A expressão de t�� pode ser desenvolvida sob a forma:

�t�� =
1

2
Æ��g

�������
�
�� � g�������

�
��

Logo em seguida, Einstein 
omenta: �É de salientar que t�� não é um tensor,

mas que, apesar disso, a equação (49) é válida em todos os sistemas de 
oorde-

nadas para os quais
p�g=1� (EINSTEIN, 1916, p. 190).

Depois, Einstein mostra que, na ausên
ia de matéria, a equação

G�� =
�����
�x�

+ �����
�
�� = 0 (para

p�g = 1) (2.19)

pode ser es
rita de outra forma (EINSTEIN, 1916, p. 191):

�

�x�

�
g������

�
= ��

�
t�� �

1

2
Æ��t

�
(para

p�g=1)

Como essa equação é válida para o vá
uo, Einstein propõe então generalizá-la

para um espaço 
om matéria, 
olo
ando do lado direito da equação a soma dos

tensores de momento-energia-tensão da matéria e do 
ampo gravita
ional:

�

�x�

�
g������

�
= ��

�
(t�� + T �

� )�
1

2
Æ�� (t+ T )

�
(para

p�g=1)

Por �m, Einstein mostra que essa relação pode ser expressa 
omo (EINSTEIN,

1916, p. 193):

�����
�x�

+ �����
�
�� = ��

�
T�� �

1

2
g��T

�
(para

p�g=1)

Como o lado esquerdo da equação é a forma simpli�
ada do tensor de Ri

i

G�� , essa equação poderia ser es
rita sob formas que são mais familiares atual-

mente:

G�� = ��(T�� � 1

2
:g��)

G�� � 1

2
Gg�� = ��T��
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Estas formas, no entanto, não apare
em no artigo de 1916.

Note-se que, na apresentação de 1916, o pseudo-tensor t�� de energia-momen-

to-tensão do 
ampo gravita
ional apare
e no meio da dedução e depois desapare
e

no resultado �nal.

2.5.4 Limite de 
ampos fra
os

Depois de 
hegar à equação do 
ampo gravita
ional, era ne
essário deduzir 
on-

seqüên
ias dessas equações e 
ompará-las tanto à teoria gravita
ional newtoniana

quanto aos fen�menos 
onhe
idos, além de prever novos fen�menos. No artigo de

1916, Einstein faz isso nas seções �nais do trabalho (��21-22). A 
omparação 
om

a teoria newtoniana era essen
ial, entre outras 
oisas, para determinar o valor da


onstante � da equação de Einstein.

No �nal de 1915 Einstein analisou o 
aso do 
ampo gravita
ional na ausên
ia

de matéria, isto é, G�� = 0, e obteve o 
ampo gravita
ional aproximado, no 
aso

de simetria esféri
a. Em primeira aproximação, o 
ampo é newtoniano, porém

surge um desvio da luz no 
ampo gravita
ional que é o dobro do que Einstein

havia 
al
ulado antes (EINSTEIN, 1915, p. 114). Fazendo uma aproximação

de segunda ordem, o movimento dos planetas apresenta uma pequena diferença

em relação ao movimento newtoniano, e Einstein mostra que isso produz uma

pre
essão do periélio dos planetas que é 
apaz de expli
ar a anomalia que havia

sido observada (prin
ipalmente no 
aso de Mer
úrio) (EINSTEIN, 1915, p. 116).

As deduções apresentadas no artigo de 1916 são semelhantes às do �nal de 1915.
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Capítulo 3

Modelos do universo

3.1 As 
ondições de 
ontorno do 
ampo

gravita
ional

Em 1917 Einstein publi
ou o seu primeiro trabalho sobre 
osmologia, onde tentava

apresentar uma des
rição relativísti
a do universo 
omo um todo (EINSTEIN,

1917). Uma grande parte do trabalho é dedi
ada a des
rever tentativas que não

deram 
erto. Depois, Einstein apresenta uma modi�
ação das equações do 
ampo

gravita
ional e, no �nal do artigo, o modelo 
osmológi
o �
ilíndri
o�.

A motivação do artigo, 
onforme a exposição de Einstein, é estabele
er as


ondições de 
ontorno (ou 
ondições-limite) para o uso da equação do 
ampo

gravita
ional. Quando Einstein e, depois, S
hwarzs
hild estudaram o 
ampo de

um planeta ou estrela, impuseram a 
ondição de simetria esféri
a e também a


ondição de que a uma grande distân
ia do 
entro o tensor métri
o tendesse aos

valores da relatividade espe
ial. No entanto, em 1917 Einstein a�rmou que essa


ondição não era evidente (EINSTEIN, 1917, p. 225) e se preo
upou em analisar

o limite do 
ampo gravita
ional quando a distân
ia à matéria tende a in�nito.

Por que ele tinha essa preo
upação?

Em 1913 Einstein 
onsiderava que a 
onstân
ia das 
omponentes do tensor

métri
o (
omo no 
aso da métri
a de Minkowski) 
orrespondiam à ausên
ia de


ampo e sua não-
onstân
ia à presença do 
ampo (HOEFER, 1994, p. 295). No

entanto, em 1915, em uma 
arta es
rita a Lorentz, Einstein defendeu a idéia de

que todas as 
omponentes do 
ampo gravita
ional se anulam no in�nito (HOE-

FER, 1994, p. 303). É difí
il saber se ele estava se referindo, nesse 
aso, às 
om-

ponentes do tensor métri
o ou aos símbolos de Christo�el, mas provavelmente
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estava pensando no tensor métri
o. Nesta épo
a, Einstein estava fortemente in-

�uen
iado pelo pensamento de Ma
h e a
reditava que as propriedades iner
iais

de um 
orpo eram devidas à interação desse 
orpo 
om o resto do universo. Um


orpo distante de todos os outros (�no in�nito�) não teria propriedades iner
iais.

No próprio trabalho de 1917 essa idéia está presente, pois Einstein a�rma:

Em uma teoria de relatividade, 
onseqüentemente, não pode existir

inér
ia em relação ao �espaço�, mas somente inér
ia das massas em

relação umas às outras. Portanto, se eu 
olo
ar uma massa a uma

distân
ia espa
ial su�
ientemente grande de todas as outras massas

do Universo, a sua inér
ia deverá desvane
er-se. (EINSTEIN, 1917,

p. 229)

O espaço-tempo de Minkowski e a solução de S
hwarzs
hild (que tinha um

espaço-tempo minkowskiano 
omo limite no in�nito) mostravam a existên
ia de

uma estrutura do espaço-tempo mesmo em 
ondições sem 
ampo gravita
ional,

e isso pare
ia estar em 
on�ito 
om o prin
ípio de Ma
h (HOEFER, 1994, p.

288). Einstein esperava que a inér
ia de um 
orpo tendesse a zero quando ele

estivesse muito afastado de qualquer outro 
orpo. Como essas propriedades i-

ner
iais, na relatividade geral, são representadas pela métri
a, ele esperava que

o tensor métri
o se tornasse degenerado (
oe�
ientes iguais a zero ou in�nito)

quando a distân
ia tendesse a in�nito, em vez de tender aos valores da métri
a

de Minkowski (NORTON, 1993, p. 806).

De Sitter 
omentou, em 1916, que uma teoria na qual a métri
a tende aos

valores da relatividade restrita quando a distân
ia tende a in�nito seria uma

teoria na qual a inér
ia não é relativa. Além disso, apontou que essa métri
a não

é invariante e que portanto apenas para uma 
lasse muito restrita de sistemas de

referên
ia as 
ondições de 
ontorno podem ser estas (DE SITTER, 1916-17, pp.

181-183). Foi aparentemente motivado por esses 
omentários de De Sitter que

Einstein tentou en
ontrar uma métri
a limite que fosse invariante.

Em novembro de 1916, em uma 
arta es
rita a De Sitter, a posição de Einstein

se torna mais 
lara: ele supunha que a ausên
ia de 
ampo gravita
ional deveria

ter 
omo 
onseqüên
ia a ausên
ia de inér
ia de uma partí
ula no in�nito (HOE-

FER, 1994, p. 307). Ele também a
reditava que as 
ondições de 
ontorno, no

in�nito, deveriam ser invariantes sob mudanças de 
oordenadas, e a métri
a de

Minkowski obviamente não obede
e a essa 
ondição (HOEFER, 1994, pp. 309-

310). De a
ordo 
om um do
umento de De Sitter, Einstein estaria pensando em
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uma métri
a limite do tipo: 0
BBB�

0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 1
1 1 1 12

1
CCCA

De Sitter havia sido um dos primeiros divulgadores da teoria de Einstein

na Inglaterra, durante a épo
a da primeira guerra mundial, 
om a ajuda de

Eddington (HOEFER, 1994, p. 305). Embora ele fosse favorável, de modo geral,

à teoria da relatividade geral, já tinha manifestado em 1916 uma des
on�ança

em relação à idéia da relatividade da inér
ia (NORTON, 1993, p. 814).

Em um trabalho popular es
rito em 1917, Einstein es
reveu: �Um 
ampo

gravita
ional puro poderia ter sido des
rito em função dos gij (
omo funções

das 
oordenadas), por solução das equações gravita
ionais. Se imaginarmos que

removemos o 
ampo gravita
ional, isto é, as funções gij, não permane
e um

espaço do tipo (1) [espaço-tempo de Minkowski℄, mas absolutamente nada, e

também nenhum `espaço topológi
o'. Pois as funções gij des
revem não apenas o


ampo, mas ao mesmo tempo as propriedades topológi
as e a estrutura métri
a da

multipli
idade� (EINSTEIN, Relativity: the spe
ial and general theory, p. 415).

Assim, Einstein não 
onsidera o espaço-tempo de Minkowski 
omo um espaço

sem 
ampo, mas 
omo um 
aso espe
ial de 
ampo no qual o poten
ial gravita-


ional não depende das 
oordenadas. �Não pode existir espaço nem qualquer

parte do espaço sem poten
iais gravita
ionais; pois estes 
onferem ao espaço suas

propriedades métri
as, sem as quais ele não pode ser imaginado de forma nenhu-

ma� (Einstein, apud NORTON, 1993, p. 805).

Foi dentro desse 
ontexto 
on
eitual que Einstein 
omeçou a pensar sobre a

métri
a nos limites do universo.

3.2 A estrutura do universo

Para podermos 
ompreender o ponto de partida de Einstein, é ne
essário 
onhe
er

aquilo que se pensava sobre a estrutura do universo, nessa épo
a.

Do sé
ulo XVII até o iní
io do sé
ulo XX prati
amente todos os astr�nomos

pensavam que o universo 
onteria um úni
o grupo de estrelas (a nossa galáxia),

que poderia se estender até distân
ias in�nitas ou ser limitado. No entanto, no

sé
ulo XVIII alguns pensadores 
omo Thomas Wright e Immanuel Kant sugeri-

ram a possibilidade de diversos grupos de estrelas, ou �universos-ilha� (NORTH,

44



The measure of the universe, p. 4). No iní
io do sé
ulo XX estimava-se o tamanho

de nossa galáxia em aproximadamente 100 mil anos luz. Pensava-se que as �nebu-

losas� [o nome que era dado às galáxias, na épo
a℄ estavam dentro desses limites

de distân
ia.

Até 1910 apenas uma minoria de astr�nomos a
reditava na existên
ia de

grandes sistemas de estrelas fora de nossa galáxia. O universo pare
ia, assim,


onstituído por duas partes. Uma era o 
onjunto de estrelas que formava a

Via Lá
tea. A outra era um espaço vazio, in�nito, que jamais seria 
onhe
ido

(SMITH, 1990, p. 53). Além das estrelas, pensava-se que a nossa galáxia 
on-

tinha muitas nebulosas, de vários tipos. A maioria delas tinha uma estrutura em

espiral, que sugeria rotação. Elas eram 
onsideradas pela maioria dos astr�nomos


omo sendo nuvens de matéria em rotação 
om tamanho semelhante ao de nosso

sistema solar, 
onstituindo sistemas estelares em formação (SMITH, 1990, p. 53).

Outros a
reditavam que eram pequenos grupos de estrelas.

Em torno de 1920 
omeçaram a se a
umular evidên
ias de que as nebulosas

espirais eram sistemas gigantes
os, a grande distân
ia de nossa galáxia e tão

grandes quanto ela (NORTH, The measure of the universe, p. 13). Uma impor-

tante evidên
ia foi propor
ionada pela des
oberta de estrelas novas e variáveis

(
efeidas) em nebulosas espirais, o que permitiu estimar sua distân
ia em mi-

lhões de anos-luz.

Vesto Melvin Slipher a
reditava que as nebulosas espirais eram sistemas so-

lares em formação e 
omeçou a medir seus espe
tros 
om o objetivo de 
ompreen-

der a formação do sistema solar (SMITH, 1990, p. 54). Estudando o espe
tro de

Andr�meda, em 1912 ele estabele
eu pela primeira vez a existên
ia de um desvio

para o vermelho, indi
ando uma velo
idade de aproximadamente 300 km/s. Em

1914 ele já havia medido as velo
idades de 15 nebulosas espirais e quase todas es-

tavam se afastando - algumas delas 
om velo
idades de mais de 1.000 km/s. Isso

sugeria que elas não poderiam ser grupos de estrelas presos gravita
ionalmente à

nossa galáxia.

As observações feitas por Hubble em 1923 e 1924 mostraram a existên
ia

de estrelas variáveis (
efeidas) em nebulosas espirais. Pela medida do período

de variação dessas estrelas era possível 
ompará-las 
om estrelas mais próximas,

permitindo medir suas distân
ias e estabele
endo 
laramente que estavam fora

de nossa galáxia (SMITH, 1990, p. 55). Estudando Andr�meda, 
on
luiu que

estava a uma distân
ia de aproximadamente um milhão de anos-luz (
em vezes o

tamanho estimado de nossa galáxia, na épo
a).

A própria palavra �universo� mudou de signi�
ado, no iní
io do sé
ulo XX. Em
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1914, quando Eddington publi
ou seu livro Stellar movements and the stru
ture

of the universe, ele estava estudando apenas a dinâmi
a das estrelas dentro da

nossa galáxia (SMITH, 1990, p. 52). No entanto, já nessa épo
a Eddington


omeçou a interpretar o universo de outra forma, a
eitando que as nebulosas

espirais eram outros mundos semelhantes à Via Lá
tea (M
CREA, 1991, p. 67).

Quando Einstein 
omeçou a desenvolver seu modelo 
osmológi
o ele imaginava

o universo 
omo um 
onjunto de estrelas, pois não adotava ainda a idéia de

galáxias imensas, espalhadas pelo espaço. Baseando-se nos estudos sobre a nossa

galáxia, ele provavelmente pensava que a maior parte do universo era vazia e que

existiria apenas uma região 
heia de estrelas (
omo uma nuvem), em um espaço

in�nito.

Um modelo que ele pare
e ter explorado é o de um sistema de estrelas em

movimento 
aóti
o, 
omo as partí
ulas de um gás, em um estudo de equilíbrio e

obede
endo a uma distribuição de velo
idades de Maxwell-Boltzmann (BERNS-

TEIN & FEINBERG, Cosmologi
al 
onstants, p. 8). Supondo que essas estrelas

formavam uma nuvem �nita, era razoável pensar que a densidade de matéria

tenderia a zero quando a distân
ia ao 
entro do universo tendesse a in�nito.

Antes de tratar esse modelo utilizando a teoria relativísti
a da gravitação,

Einstein faz algumas 
onsiderações a respeito da físi
a 
lássi
a.

3.3 Problemas 
osmológi
os da gravitação

newtoniana

A 
on
epção de universo existente na épo
a de Newton era a de um espaço

in�nito 
om estrelas (e talvez planetas) espalhadas de forma mais ou menos uni-

forme. Como a força gravita
ional se estende a uma distân
ia in�nita, surgia

o problema de saber por que as estrelas não se aglomeram todas, por 
ausa de

sua atração mútua. Em uma tro
a de 
artas que manteve 
om Ri
hard Bentley,

em 1692, Newton es
lare
eu que essa aglomeração seria realmente a expe
tativa

mais simples, mas que Deus poderia ter distribuído as estrelas pelo espaço de tal

modo que elas �
assem em equilíbrio (instável) para sempre (NORTON, 1999,

pp. 288-289). Bentley entendeu que esse equilíbrio de 
ada estrela seria 
ausado

por forças in�nitas dirigidas para todos os lados, e que 
omo todos os in�nitos

são iguais, essas forças se anulariam. Newton es
lare
eu que tal ra
io
ínio era

inadequado, porque nem sempre se pode supor que dois in�nitos são iguais. Se

as estrelas do universo estivessem na situação de equilíbrio e fose adi
ionada uma
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pequena força (�nita) em alguma direção, 
ontinuariam a existir forças in�nitas

para todos os lados, mas agora o equilíbrio se romperia, porque um dos in�nitos

seria maior do que os outros (NORTON, 1999, pp. 290-291).

Uma das objeções à teoria de um universo estendendo-se in�nitamente em

equilíbrio foi feita no �nal do sé
ulo XIX por Hugo Seeliger e Carl Neumann.

Em um artigo publi
ado em 1895, Seeliger indi
ou que, de a
ordo 
om a teoria

newtoniana da gravitação, se a densidade média da matéria no universo for �nita

(e o universo in�nito), o poten
ial gravita
ional tenderia a in�nito. Além disso,

a força resultante sobre um ponto poderia ser 
al
ulada de diferentes maneiras,

levando a resultados 
ontraditórios dependendo do modo de fazer a integração

sobre todo o espaço. As forças de maré também sofreriam anomalias do mesmo

tipo (NORTON, 1999, pp. 274-279). Esses resultados lhe pare
eram indi
ar um

problema fundamental na físi
a newtoniana. Ele 
onsiderou duas possibilidades

de es
apar do problema: ou a quantidade total de matéria do universo é �nita,

ou a lei da atração gravita
ional deveria ser mudada. Ele optou pela segunda

alternativa, propondo que a força gravita
ional newtoniana sofresse uma redução

exponen
ial 
om a distân
ia:

F = �Gmm0 e
��r

r2

Introduzindo esse fator exponen
ial, era possível manter um universo in�nito


om densidade uniforme, pois todas as integrais 
onvergiam (NORTON, 1999,

p. 294). Seeliger 
hegou a sugerir que essa alteração na lei de Newton poderia

expli
ar a pre
essão an�mala do periélio de Mer
úrio, dando a � o valor de 0,000

000 38 (em unidades astron�mi
as).

Após a publi
ação do artigo de Seeliger, Carl Neumann alegou que já havia

estudado esse problema 20 anos antes. Há fortes dúvidas de que isso de fato

tivesse o
orrido (NORTON, 1999, pp. 281-282), mas Seeliger não 
ontestou a

prioridade de Neumann. Em um livro publi
ado em 1896 Neumann dis
utiu o

problema de um modo mais simples, indi
ando a existên
ia de uma indetermi-

nação no 
ál
ulo das forças que uma partí
ula sofreria em um universo in�nito


om distribuição uniforme de matéria. Ele prop�s 
omo solução para esse proble-

ma que o poten
ial gravita
ional newtoniano (e não a força) fosse multipli
ado

por um fator e��r que diminuísse exponen
ialmente 
om a distân
ia.

' = �Ae
�r

r

Introduzindo essa modi�
ação, a integral do poten
ial gravita
ional se man-

tinha �nito (NORTH, The measure of the universe, p. 17).
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A alteração do poten
ial proposta por Neumann leva a uma força um pou
o

diferente da de Seeliger:

F = �Gm1m2
(1 + �r)

r2
e��r

Neumann também deduziu a alteração que seria ne
essário introduzir na

equação de Poisson por 
ausa dessa modi�
ação, obtendo (NORTON, 1999, p.

298):

r2'� �2' = 4A�"

onde " é a densidade da matéria e A é a 
onstante gravita
ional G.

3.4 Einstein e o problema 
lássi
o

No artigo sobre 
osmologia de 1917 Einstein estuda dois modos de resolver o pro-

blema da físi
a newtoniana. Para evitar que o poten
ial gravita
ional se tornasse

in�nito, poderíamos 
onsiderar que a densidade de matéria fosse de
res
endo

de um ponto 
entral para a periferia (EINSTEIN, 1917, p. 226). Desde que a

densidade média tendesse a zero mais rapidamente do que 1
r2
, o poten
ial tenderia

a um valor �nito.

No entanto, Einstein 
onsiderou que essa solução seria insatisfatória porque


orpos 
elestes 
om uma velo
idade �nita poderiam se afastar inde�nidamente,

e a luz também se perderia no in�nito1 . O sistema de estrelas iria, portanto,

se defazendo. Ao desenvolver o seu argumento, Einstein 
ompara o sistema de

estrelas a um gás que obede
esse à distribuição de Boltzmann (EINSTEIN, 1917,

p. 227).

Em 1922, alguns anos depois da publi
ação desse artigo de Einstein, Franz

Selety mostrou que o argumento de Einstein não era 
on
lusivo (NORTON, 1999,

pp. 309-312). Considerando que a densidade diminuía 
om 1
r2
. Selety mostrou

que era possível ter um gás em equilíbrio, 
om temperatura 
onstante, obede
endo

à distribuição de Boltzmann. O argumento de �evaporação� do universo podia

assim ser evitado. Nesse tipo de situação, o poten
ial gravita
ional 
res
eria de

forma logarítmi
a 
om a distân
ia ao 
entro.

Eintein supõe, no artigo de 1917, que o poten
ial no in�nito não poderia

ser grande, porque se fosse observaríamos algumas estrelas se movendo 
om alta

velo
idade (EINSTEIN, 1917, p. 227). A idéia bási
a seria que as estrelas mais

1Einstein se refere ao in�nito 
om se fosse um lugar, neste artigo, 
omo foi apontado por

NORTH, The measure of the universe, p. 71.
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distantes poderiam �
air� para o 
entro e, se a diferença de poten
ial fosse muito

grande, elas poderiam atingir velo
idades altíssimas. Como isso não o
orre, o

poten
ial no in�nito não pode ser grande.

Este argumento não é satisfatório, porque supõe que uma estrela pudesse

�
air� para o 
entro sem sofrer tro
as de energia 
om outras estrelas. Evidente-

mente, à medida que fosse se aproximando do 
entro e atravessando a �nuvem�

de estrelas, essa estrela sofreria desvios e tenderia a adquirir a mesma velo
idade

média que as outras estrelas.

Embora o argumento de Einstein 
ontra o universo 
lássi
o fosse inválido,

ele pensava que era válido, e por isso dis
utiu a possibilidade de alterar a lei da

atração gravita
ional (EINSTEIN, 1917, p. 227-228). Sem se referir aos trabalhos

de Seeliger e Neumann, ele indi
a que poderíamos substituir a equação de Poisson

�� = 4�K� por:

��� �� = 4�K�

Essa expressão é equivalente à de Neumann.

Com essa alteração, seria possível imaginar um universo in�nito, 
om uma

distribuição uniforme de matéria (densidade 
onstante �0) e 
om poten
ial gra-

vita
ional � 
onstante, pois se � é 
onstante o seu lapla
iano se anula, e para

satisfazer a equação a
ima basta fazer:

� = �4�K�0
�

Assim, uma alteração na lei de Newton da gravitação resolveria o problema

dos poten
iais in�nitos. Note-se, também, que a introdução de um poten
ial


onstante faz 
om que a força (-r�) sobre 
ada partí
ula seja nula e, por isso,

esse universo é estável. Note-se que a força de uma partí
ula sobre outra, no

entanto, é sempre atrativa, qualquer que seja a distân
ia - ou seja, o termo -

�� não introduz uma repulsão ou qualquer força que 
ontrabalan
e a atração

gravita
ional.

Em um livro popular que es
reveu nessa mesma épo
a, Einstein se refere a

Seeliger 
omo o autor da 
ríti
a à teoria newtoniana (EINSTEIN, Relativity - the

spe
ial and the general theory, p. 105).

No entanto, é 
laro que Einstein não estava pro
urando resolver o problema


lássi
o e sim en
ontrar um modo de des
rever o universo que fosse 
ompatível


om a teoria da relatividade geral. Essa introdução servia apenas para mostrar

que havia um problema na físi
a 
lássi
a e para expli
ar duas tentativas de solução

(universo 
om massa �nita 
on
entrada em torno de um ponto ou mudança nas
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equações do 
ampo gravita
ional) que são iguais às que ele próprio tentou, dentro

da teoria da relatividade geral.

3.4.1 O poten
ial gravita
ional relativísti
o no in�nito

A primeira possibilidade explorada por Einstein, no artigo de 1917, é a de que o

universo 
ontenha matéria apenas em torno de uma região 
entral. Nesse 
aso,

ele esperava que uma partí
ula 
olo
ada a uma grande distân
ia desse 
entro não

poderia ter inér
ia, já que a inér
ia era o resultado da interação da partí
ula 
om

o resto do universo.

Para poder exprimir essa 
ondição de forma matemáti
a, Einstein introduziu

o quadrivetor momento energia em forma 
ovariante (EINSTEIN, 1917, p. 230):

m
p�gg��dx�

ds

Essa fórmula não é expli
ada no artigo de Einstein, e não é a generalização

mais natural da expressão utilizada na relatividade espe
ial. De fato, na relativi-

dade espe
ial temos, usando o formalismo moderno:

p� = m
dx�

ds

onde m é a massa própria de uma partí
ula e p� é o quadrivetor de momento-

energia. Como p� é um tensor (no 
aso, um quadrivetor 
ontravariante), essa

equação é válida em qualquer sistema de 
oordenadas e pode ser mantida sem

modi�
ação alguma na relatividade geral. Pode-se também es
rever esse tensor

em forma 
ovariante:

p� = g��p
� = mg��

dx�

ds

mas não há motivo para multipli
ar essa expressão por
p�g.

Einstein supõe, em seguida, que a uma grande distân
ia da região 
entral do

universo a métri
a poderia ser es
rita sob a forma:

ds2 = �A[(dx1)2 + (dx2)
2 + (dx3)

2℄ +B(dx4)
2

e, portanto, as 
omponentes do momento de uma partí
ula 
om massa própria

m 
om baixa velo
idade (ds �=
p
Bdx4) seriam dadas por expressões do tipo:

m
Ap
B

dx1
dx4

Portanto, o 
oe�
iente mAp
B

tem um papel semelhante ao da massa iner
ial.

Supondo que a inér
ia (e também o momento) de uma partí
ula desapareça
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quando a distân
ia tende a in�nito, seria ne
essário que Ap
B

tendesse a zero.

Einstein imp�s ainda a 
ondição:

p�g = 1 =
p
A3B

e portanto B = 1
A3 e Ap

B
= A5=2. Como Ap

B
deve tender a zero, Einstein 
on
luiu

que A deveria tender a zero, e B a in�nito.

Note-se que há vários pontos problemáti
os nessa dedução: (1) o uso do

quadrivetor momento-energia em forma 
ovariante - por que não em forma 
on-

travariante? (2) a multipli
ação do quadrivetor momento-energia por
p�g e (3)

a exigên
ia de que
p�g seja igual a 1.

De qualquer forma, Einstein 
on
lui que a métri
a no in�nito deveria ser

degenerada, adquirindo uma forma:0
BBB�

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

1
CCCA

Ele 
omenta: �Uma tal degeneres
ên
ia dos 
oe�
ientes g�� apresenta-se, deste

modo, 
omo uma exigên
ia do postulado de que toda inér
ia é relativa. A mesma

exigên
ia impli
a também que a energia poten
ial m
p
B se torne in�nitamente

grande no in�nito� (EINSTEIN, 1917, p. 230).

Einstein tentou analisar as 
onseqüên
ias de uma métri
a desse tipo, 
om

a ajuda do matemáti
o J. Grommer, mas 
on
luiu que ela era ina
eitável. Ele

supunha que, no in�nito, a densidade de matéria seria nula e, portanto, o tensor

de momento-energia deveria ser nulo. Mas, ao mesmo tempo, a 
omponente T 44

deveria tender a in�nito, o que era impossível (EINSTEIN, 1917, p. 232).

Um dos motivos que o levou a abandonar essa métri
a degenerada foi que dife-

renças de poten
ial muito grandes (
orrespondendo aos 
oe�
ientes da métri
a

que tendiam a in�nito) produziriam velo
idades muito grandes das estrelas mais

distantes, e isso não era observado (HOEFER, 1994, p. 312).

Há um 
omentário feito por De Sitter que indi
a uma idéia bastante estranha

que Einstein explorou nessa épo
a:

O próprio Einstein mostrou que é insustentável a hipótese anterior-

mente mantida por Einstein, e negada por mim, de que seria possível

obter valores dos g�� que degenerariam a um 
onjunto invariante no

in�nito, utilizando as equações [do 
ampo gravita
ional℄ e por meio
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de massas muito grandes a distân
ias muito grandes. (DE SITTER,

1917, p. 1222)

Portanto, pare
e que Einstein 
hegou a pensar em uma densidade de matéria

tendendo a in�nito, a grandes distân
ias do 
entro do universo.

Rejeitando a métri
a degenerada no in�nito, Einstein dis
ute outras possibi-

lidades:

(a) Supor que a métri
a no in�nito é minkowskiana.

(b) Desistir de dis
utir as 
ondições da métri
a no in�nito.

Ele rejeita a primeira possibilidade porque essa métri
a não é invariante (mu-

dando o sistema de 
oordenadas, a métri
a deixa de ter essa forma) e por ser

in
ompatível 
om a relatividade da inér
ia, pois a métri
a não seria determinada

pela matéria presente (EINSTEIN, 1917, p. 233). Quanto à possibilidade (b),

Einstein a rejeita porque não seria uma solução e signi�
aria apenas desistir do

problema.

Por �m, depois de dis
utir essas possibilidades, Einstein apresenta uma mu-

dança de enfoque. Ele sugere que o universo poderia ser espa
ialmente fe
hado e,

desse modo, não haveria ne
essidade de dis
utir as 
ondições no in�nito (EINS-

TEIN, 1917, p. 234).

3.4.2 O universo fe
hado

Em algum instante no �nal de 1916 ou iní
io de 1917 Einstein se 
onven
eu de

que essas 
ondições limite eram inadequadas e 
omeçou a investigar um universo


om espaço fe
hado, de 
urvatura positiva (HOEFER, 1994, p. 311).

O modelo que Einstein vai introduzir é o de um espaço 
om 
urvatura positiva

e 
onstante, equivalente a uma hiper-esfera.

Espaços 
urvos haviam sido introduzidos na matemáti
a em meados do sé
ulo

XIX e, no �nal do sé
ulo, alguns autores 
omo William Cli�ord (1876), Karl

S
hwarzs
hild e Simon New
omb (1877) haviam sugerido a utilização de um es-

paço 
urvo na análise de fen�menos físi
os (NORTH, The measure of the universe,

p. 73). Charles H. Hinton publi
ou a partir da dé
ada de 1880 uma série de S
ien-

ti�
 roman
es, que eram obras espe
ulativas tratando de espaços 
urvos ou 
om

mais de 3 dimensões.

Para analisar o 
ampo gravita
ional do universo, Einstein faz uma hipótese

simpli�
adora: ele supõe que a densidade média da matéria do universo pode ser


onsiderada 
onstante, quando se estuda o universo em larga es
ala. Além disso,
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onsiderando que as estrelas possuem baixas velo
idades (
omparadas 
om a da

luz), ele vai supor que essa matéria pode ser 
onsiderada 
omo se estivesse parada

em relação a um 
erto referen
ial (EINSTEIN, 1917, p. 234). A matéria do

universo de Einstein é assim equivalente a uma poeira distribuída uniformemente

pelo espaço, sem movimento, sem pressão.

Assim, a métri
a do universo seria extremamente simples. Levando-se no

entanto em 
onta a presença de 
on
entrações de matéria no espaço (as estrelas),

a 
urvatura do espaço é modi�
ada nas proximidades dessas massas.

De a
ordo 
om essas hipóteses, Einstein indi
a que o tensor de energia-

momento-tensão da matéria seria, em todos os pontos, dado pela seguinte matriz:

0
BBB�
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 �

1
CCCA

O úni
o termo não-nulo é T 44 que 
orresponde à densidade de energia, que

Einstein representa por �.

Einstein impõe então 
ondições às 
omponentes do tensor métri
o g�� : 
omo

o 
ampo é estáti
o, os termos do tipo g4i 
om i= 1, 2, 3 são nulos. O termo g44

deve ser 
onstante, para que não haja a
elerações em nenhum ponto do espaço,

e Einstein es
olhe o valor +1 para essa 
omponente (EINSTEIN, 1917, p. 235).

A parte espa
ial do tensor métri
o é es
olhida por Einstein de modo a repre-

sentar um espaço tridimensional 
om 
urvatura 
onstante. Em vez de utilizar


oordenadas esféri
as, Einstein emprega 
oordenadas 
artesianas, o que torna

sua notação um pou
o mais 
ompli
ada. Provavelmente ele mantém 
oordenadas


artesianas para poder utilizar a 
ondição
p�g=1, que é in
ompatível 
om 
o-

ordenadas esféri
as.

Para representar a hiper-esfera, Einstein introduz quatro 
oordenadas espa
i-

ais (
artesianas) auxiliares �i, 
om uma métri
a

ds2 = d�21 + d�22 + d�23 + d�24

De�ne então uma hipersuperfí
ie:

R2 = �21 + �22 + �23 + �24

onde R é 
onstante. A partir dessa equação, uma das 
oordenadas pode ser de-

terminada em função das outras três (EINSTEIN, 1917, pp. 236-237). Mantendo
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apenas as três primeiras 
oordenadas espa
iais, Einstein 
hega às 
omponentes

da parte espa
ial do tensor métri
o:

g�� = �
�
Æ�� +

x�x�
R2 � (x21 + x22 + x23)

�

Note-se que esse tensor não é diagonal e que seria extremamente difí
il fazer


ál
ulos utilizando essa métri
a porque nenhuma das derivadas das 
omponentes

espa
iais em relação a qualquer das três 
oordenadas se anula (ou seja, �g��
�x�

6= 0).

Normalmente, são utilizadas 
oordenadas esféri
as para fazer a dedução deste

modelo de universo (EDDINGTON, The mathemati
al theory of relativity, p.

156). Nesse 
aso, a métri
a �
a muito simples:

ds2 = �R2[d�2 + sin2�(d�2 + sin2�d�2)℄ + dt2

3.4.3 Con�ito entre o modelo e a equação do 
ampo

Einstein dis
utiu o tensor de momento-energia-tensão e desenvolveu as 
ompo-

nentes do tensor métri
o sem utilizar as equações do 
ampo gravita
ional. Em

seguida, ele indi
a que essa métri
a e esse tensor de momento-energia não satis-

fazem as equações de 
ampo da teoria da relatividade geral (EINSTEIN, 1917,

pp. 237-238).

G�� = ��(T�� � 1

2
Tg��)

Ele não mostra os 
ál
ulos, informando apenas que são semelhantes aos mos-

trados na seção seguinte. Como o tensor métri
o 
artesiano de Einstein é ex-

tremamente 
ompli
ado, podemos imaginar que o 
ál
ulo das derivadas desse

tensor ne
essárias para 
onstruir o tensor de Ri

i G�� será muito difí
il. Para

simpli�
ar os 
ál
ulos, Einstein fez sua análise apenas em um úni
o ponto do

espaço, de 
oordenadas nulas, o que torna a métri
a igual à de Minkowski, nesse

ponto (porém, 
om derivadas não nulas).

De fato, olhando para o elemento de linha geral

ds2 = �e�dr2 � e�(r2d�2 + r2 sin2 �d�2) + e�dt2

onde �, �, � são função de r, en
ontramos, sob a métri
a de Einstein ds2 =

�R2d�2 � R2 sin2 �(d�2 + sin2 �d�2) + dt2, os valores

e� = R2; e� = R2 sin2 �=�2; e� = 1


om

G11 = �2; G22 = �2 sin2 �; G33 = �2 sin2 � sin2 �; G44 = 0
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G =
6

R2

e substituindo o tensor energia-momento-tensão nas equações de 
ampo en
ontra-

se um problema na igualdade dos dois membros da equações. Pode-se notar que,

para Gii, onde i = 1; 2; 3, temos

Gii =

�
2

R2

�
gii

e, por isso, substituindo na equação do 
ampo gravita
ional, 
omo Tii = 0, temos:�
2

R2

�
gii =

�

2
�gi1 ) � =

4

�R2

Portanto, as três primeiras equações levam a um resultado possível. No en-

tanto, a quarta equação, leva a:

G44 = ��
�
T44 � 1

2
Tg44

�
) 0 = ��

�
�� 1

2
�

�
= ���

2

Esta equação não pode ser satisfeita para � 6= 0.

3.4.4 Mudança das equações de 
ampo

Tendo se 
onven
ido de que seu modelo de universo não satisfazia as equações de


ampo, Einstein de
idiu mudar essas equações.

Porém, o sistema [de equações do 
ampo gravita
ional℄ admite uma

extensão natural, que o 
on
ilia 
om o postulado da relatividade e

que é inteiramente análogo ao que se deu à equação de Poisson 
om

a equação [de Neumann℄. De fato, podemos adi
ionar ao primeiro

membro da equação de 
ampo o tensor fundamental g�� multipli
ado

por uma 
onstante universal -� provisoriamente des
onhe
ida, sem

que isso vá prejudi
ar a 
ovariân
ia geral; e então, em vez da referida

equação, teremos a seguinte:

G�� � �g�� = ��(T�� � 1

2
Tg��)

Para valores su�
ientemente pequenos de �, esta equação está também

de a
ordo, em todos os 
asos, 
om os dados da observação no sistema

solar. (EINSTEIN, 1917, p. 238)
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Assim, por analogia 
om a equação de Neumann

��� �� = 4�K�

onde há uma 
onstante multipli
ada pelo poten
ial, Einstein introduziu um termo

na equação de 
ampo que 
orresponde a uma 
onstante multipli
ada pelo �po-

ten
ial� g��.

Não está 
laro, no entanto, se Einstein realmente se guiou por esta analogia,

ou se fez essa 
omparação 
om a equação de Neumann apenas 
omo uma forma

de apresentar suas idéias (NORTH, The measure of the universe, p. 83).

A justi�
ativa tensorial para a introdução do novo termo nas equações de


ampo não é apresentada de forma detalhada por Einstein em 1917, mas é a

seguinte. A equação do 
ampo gravita
ional sem a 
onstante 
osmológi
a

G�� = ��(T�� � 1

2
Tg��)

satisfaz a propriedade matemáti
a de que os divergentes (tensoriais) dos dois

lados da equação são iguais entre si. Na forma:

G�� � 1

2
Gg�� = ��T��

os divergentes dos dois lados são nulos.

Se somarmos a um dos lados dessa equação qualquer termo 
ujo divergente

(tensorial) seja nulo, essa propriedade se mantém. Ora, o divergente (tensorial) é

a 
ontração da derivada 
ovariante, e a derivada 
ovariante do tensor métri
o g��
é nula. Logo, se adi
ionarmos a um dos dois lados da equação um termo 
om uma


onstante vezes o tensor métri
o �g��, os divergentes dos dois lados 
ontinuarão

sendo iguais.

Note-se que a 
ondição importante não é simplesmente a 
ovariân
ia geral

da equação, 
omo se poderia entender pela leitura do artigo de Einstein, mas

uma outra propriedade. Se somarmos a um dos dois lados da equação de 
ampo

qualquer tensor 
ovariante de segunda ordem (por exemplo, T:T�� ou G��G�� :G��

ou G:G��), a equação 
ontinuará 
ovariante, mas terá sido perdida a propriedade

de que os divergentes dos dois lados são iguais.

No artigo de 1917 Einstein não dá nenhum nome espe
ial à 
onstante �,


hamando-a apenas de �
onstante universal�. Posteriormente, essa 
onstante pas-

sou a ser 
onhe
ida 
omo �
onstante 
osmológi
a�, e o termo - �g�� passou a ser


hamado de �termo 
osmológi
o�.
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3.5 O universo de Einstein

Einstein veri�
ou em seguida que a métri
a que ele havia pensado para o universo

fe
hado e o tensor de momento-energia-tensão es
olhido eram 
ompatíveis 
om

as equações de 
ampo modi�
adas (EINSTEIN, 1917, p. 239). Essas equações


onduzem às seguintes relações2:

� =
��

2
=

1

R2

Einstein 
omenta, em seguida (EINSTEIN, 1917, p. 239):

�A 
onstante universal � agora introduzida determina, 
omo se vê, tanto a

densidade média de distribuição � que pode subsistir em equilíbrio, 
omo também

o raio R do espaço esféri
o e seu volume 2�2R3�.

Vamos mostrar 
omo esses resultados podem ser obtidos usando a métri
a

em 
oordenadas esféri
as. Nesse 
aso, temos Gij =
�

2
R2

�
gij, para i = j = 1; 2; 3.

Como T11 = T22 = T33 = 0, as três primeiras equações serão:

G�� � 1

2
Gg�� + �g�� = ��T���

2

R2

�
gii � 1

2

�
6

R2

�
gii + �gii = 0 ) � =

1

R2

A quarta equação, 
om g44 = 1, G44 = 0 e T44 = �, será

0� 1

2

�
6

R2

�
+ � = ��� )

�3
R2

+
1

R2
= ��� )

2

R2
= ��

ou

2� = ��

Portanto, � = ��
2
= 1

R2 .

Segundo esta 
on
epção, a massa total do universo, M , é �nita, sendo o seu

valor

M = �2�2R3 =
4�2R

�
=

p
32�2p
�3�

Note-se que, de a
ordo 
om esta última equação, M = 4�2R
�

, o raio do universo

tende a zero quando sua massa tende a zero. Assim, seria impossível um universo

sem matéria. No entanto, de a
ordo 
om a equação anterior

� =
��

2
=

1

R2

2Neste parágrafo, 
omo na dessertação toda, pro
uramos ser �eis à notação utilizada pelo

autor, por isso o � no lugar do k representando a 
onstante de Einstein.
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podemos 
on
luir que R2 = 2
(��)

e, portanto, poderia haver um universo de raio

tendendo a in�nito, se a densidade da matéria tender a zero. Nesse 
aso, a


onstante 
osmológi
a também tende a zero. Por outro lado, se a 
onstante

universal � for 
onsiderada 
omo um dado independente, 
on
luiremos que a

densidade e o raio do universo só podem possuir o valor dado pela equação a
ima,

e a massa do universo tem que ser M = 4�2

(��
1
2 )
, não havendo sentido em dis
utir o

que a
onte
eria se a massa ou o raio variassem. No artigo, Einstein não 
omentou

essas 
onseqüên
ias.

Posteriormente, esse modelo passou a ser 
hamado de �universo de Einstein�.

Ele também foi 
hamado de �universo 
ilíndri
o�, porque só possui 
urvatura na

parte espa
ial, enquanto o tempo aparentemente não sofre nenhuma in�uên
ia

pela presença da matéria (g44 = 1).

A relação entre a 
onstante 
osmológi
a e a massa do universo pare
eu pro-

blemáti
a a vários físi
os da épo
a. Hermann Weyl objetou que a relação entre

M e � �obviamente exige muito de nossa 
redulidade� (NORTH, The measure

of the universe, p. 83). Aparentemente ele interpretou � 
omo uma 
onstante

fundamental (
omo sugerido por Einstein) e pensou na massa do universo 
omo

um parâmetro qualquer (
omo a massa do Sol ou o tamanho da órbita da Terra).

A relação entre esse parâmetro e uma 
onstante fundamental pare
ia estranha.

Arthur Eddington também 
onsiderou que essa relação era difí
il de a
eitar.

Se os valores de M e � estiverem perfeitamente ajustados, qualquer mudança de

M exigiria que a 
onstante 
osmológi
a fosse alterada e que a lei da gravitação

mudasse. Uma mudança deM poderia o
orrer, por exemplo, 
om transformações

de matéria em radiação, ou vi
e-versa (NORTH, The measure of the universe,

p. 85). Posteriormente, Eddington deu uma nova interpretação a essa 
onstante


osmológi
a.

3.6 O universo de Willem De Sitter

O trabalho de Einstein sobre 
osmologia foi apresentado no dia 8 de fevereiro

de 1917 à A
ademia de Ciên
ias de Berlim. Menos de dois meses depois, no

dia 31 de março de 1917, Willem de Sitter apresentou à A
ademia de Ciên
ias

de Amsterdam seus 
omentários ao trabalho de Einstein e a proposta de um

novo modelo 
osmológi
o relativísti
o (DE SITTER, 1917). Em julho do mesmo

ano ele 
ompletou um artigo mais detalhado, que foi publi
ado na Inglaterra,


onstituindo a ter
eira parte de sua série de artigos sobre relatividade geral (DE
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SITTER, 1916-1917).

Primeiramente, De Sitter 
omentou o modelo obtido por Einstein e indi
ou

que o espaço esféri
o poderia ser transformado em um espaço eu
lidiano in�nito.

Nesse espaço eu
lidiano, a métri
a tende aos seguintes valores, no in�nito (DE

SITTER, 1917, p. 1218): 0
BBB�

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

1
CCCA

Observe-se que De Sitter não utiliza a 
ondição de Einstein
p�g = 1.

Essa métri
a mantém um tempo �absoluto� (independente das 
oordenadas)

mas as unidades de 
omprimento 
res
em sem limite quando a distân
ia ao 
en-

tro tende a in�nito, o que signi�
a que a velo
idade da luz medida 
om essas


oordenadas tende a in�nito. O universo permane
e �nito, no sentido de que é

possível per
orrê-lo em um tempo �nito (ou, 
omo De Sitter es
reve, �o universo

é �nito em medida natural�). No segundo artigo (DE SITTER, 1916-1917, p. 5)

ele es
lare
eu melhor esse ponto, indi
ando que estava se referindo à distân
ia:

L1 =

1Z
0

p�g11dx1

De Sitter 
omenta que o universo esféri
o de Einstein é in
ompatível 
om as

antigas equações de 
ampo e que foi ne
essário introduzir uma mudança nelas (a

introdução do termo 
osmológi
o). Indi
a além disso um aspe
to que Einstein

não havia notado:

Além disso, en
ontrou-se a ne
essidade de supor que todo o espaço

tridimensional está 
heio de matéria 
uja massa total é tão enorme-

mente grande que, 
omparada 
om ela, toda a matéria que nos é 
o-

nhe
ida é 
ompletamente desprezível. Chamarei essa matéria hipotéti
a

de �matéria-universal�. (DE SITTER, 1917, p. 1219)

No segundo artigo, De Sitter expli
a melhor esse 
omentário. Fazendo esti-

mativas sobre o valor mínimo da 
urvatura do universo é possível estabele
er um

limite para a sua massa, e De Sitter 
hegou ao valor mínimo de R = 9 � 1011

unidades astron�mi
as para a 
urvatura. No entanto, para produzir essa 
ur-

vatura, a densidade média do universo teria que ser igual à densidade de matéria
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no 
entro da nossa galáxia. Como a maior parte do espaço é vazio, De Sitter esti-

mou que a sua massa seria na verdade 3.000 vezes menor do que a ne
essária para

produzir essa 
urvatura do espaço (DE SITTER, 1916-1917, p. 25). Haveria, en-

tão, duas possibilidades: ou a maior parte da �matéria universal� é des
onhe
ida

e não está sob a forma de estrelas; ou a 
urvatura do universo é muito maior do

que a estimada a
ima. Supondo que toda a matéria está sob forma de estrelas,

De Sitter 
al
ulou que o raio de 
urvatura teria que ser aproximadamente 5�1013

parse
. Note-se, portanto, que havia nessa épo
a um problema semelhante ao da

�matéria es
ura� na 
osmologia re
ente.

No seu segundo artigo, De Sitter es
lare
e também um ponto que Einstein

não havia abordado. Há dois tipos de espaço �nitos 
om 
urvatura positiva


onstante, que são o espaço esféri
o de Riemann e o �espaço elípti
o� estudado por

New
omb (DE SITTER, 1916-1917, p. 7). No espaço esféri
o todas as geodési
as

que partem de um ponto, radialmente, em todas as direções, se en
ontram no

ponto mais distante possível do espaço, a uma distân
ia igual a �R. No 
aso do

espaço elípti
o, a distân
ia máxima entre dois pontos é �R
2
e todas as geodési
as

que partem de um ponto, radialmente, em todas as direções, se en
ontram no

próprio ponto de partida, depois de per
orrer uma distân
ia igual a �R. A não

ser por essas propriedades globais (e topológi
as), as duas métri
as são iguais.

Embora Einstein houvesse 
onsiderado um espaço esféri
o, De Sitter sugeriu que

um espaço elípti
o seria mais 
onveniente, e Einstein 
on
ordou posteriormente


om ele (DE SITTER, 1916-1917, p. 8).

No modelo de Einstein, o tempo tem propriedades muito diferentes do espaço.

De Sitter imaginou que seria possível introduzir um modelo em que tanto o espaço

quanto o tempo fossem igualmente 
urvos. Na verdade, tal idéia já lhe havia sido

sugerida por Paul Ehrenfest, antes da publi
ação do trabalho de Einstein, mas

não havia sido desenvolvida (DE SITTER, 1917, p. 1219).

Para apresentar seu modelo, De Sitter utiliza 
oordenadas esféri
as, abando-

nando as 
oordenadas 
artesianas de Einstein (e também a 
ondição
p�g = 1).

O espaço hiper-esféri
o de Einstein pode ser representado por três 
oordenadas

angulares �,  , �, a partir das quais é possível obter os valores das 
oordenadas

lineares:
x1 = R sin� sin sin �

x2 = R sin� sin 
os �

x3 = R sin� 
os 

A métri
a do universo esféri
o de Einstein pode então ser es
rita sob a forma:

ds2 = �R2[d�2 + sin2 �(d 2 + sin2 �d�2)℄ + 
2dt2
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Essa é a métri
a que De Sitter passa a denominar de �A�.

A generalização imediata é a introdução de mais uma dimensão, 
om um

quarto ângulo !:
x1 = R sin! sin� sin sin �

x2 = R sin! sin� sin 
os �

x3 = R sin! sin� 
os 

x4 = R sin! 
os�

A partir daí, temos a métri
a �B� de De Sitter:

ds2 = �R2fd!2 + sin2 ![d�2 + sin�(d 2 + sin2 �d�2)℄g

Fazendo algumas transformações de 
oordenadas mostra que os dois tipos de

espaço podem ser tornados equivalentes a um espaço in�nito (DE SITTER, 1917,

p. 1220). No 
aso do modelo B, usando essas 
oordenadas, a métri
a degenera

no in�nito e se torna: 0
BBB�

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1
CCCA

Essa métri
a é invariante, ao 
ontrário da métri
a limite do modelo A.

Depois ele 
al
ula a relação entre a 
urvatura do espaço (nos dois modelos) e

a 
onstante 
osmológi
a, obtendo:

A! � = 1
R2

B ! � = 3
R2

Mostra também que para o novo modelo B a densidade da matéria universal

é nula, ao 
ontrário do que o
orre no universo esféri
o de Einstein.

Depois de apresentar os dois modelos, De Sitter pergunta qual deles seria

preferível, ou se seria melhor optar por um espaço-tempo sem 
urvatura (
omo

o de Minkowski). Ele 
omenta que, para a dis
ussão de fen�menos em nossa

vizinhança, não há motivos para es
olher um modelo ou outro, pois a métri
a é

essen
ialmente a de Minkowski, 
om perturbações lo
ais.

A questão real é, portanto: 
omo devemos extrapolar de nossa vi-

zinhança para fora? A es
olha não pode assim ser de
idida por ar-

gumentos físi
os, mas deve depender de 
onsiderações metafísi
as ou

�losó�
as, nas quais é 
laro que julgamentos ou predileções pessoais

também terão alguma in�uên
ia. (DE SITTER, 1917, p. 1222).
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De Sitter 
omenta então que a �es
ola de Ma
h� supõe que a inér
ia depende

da interação de um 
orpo de prova 
om o resto do universo. Nesse 
aso, o espaço-

tempo só pode existir se houver matéria. Como o modelo A exige a existên
ia de

matéria para que o espaço-tempo possa existir, ele será es
olhido pelos seguidores

de Ma
h.

No entanto, De Sitter 
riti
a essa posição. De a
ordo 
om os seguidores de

Ma
h não existiria inér
ia se não houvesse matéria, ou seja, a matéria universal

só serve para nos permitir supor que ela não existe e dis
utirmos as 
onseqüên
ias

dessa suposição. No entanto, o modelo A não permite que se pense na inexistên
ia

de matéria, pois tanto o raio do universo quanto a massa do universo e sua

densidade são determinados pela 
onstante universal �. Assim, esse modelo nem

mesmo nos permite pensar no que a
onte
eria se não existisse matéria.

O modelo B pare
ia a De Sitter preferível sob vários aspe
tos, 
omo a simetria

entre espaço e tempo (no modelo A, o tempo tem propriedades diferentes das 
oor-

denadas espa
iais). No entanto, no �nal do artigo ele 
omenta que poderia ser

preferível utilizar um espaço-tempo de Minkowski e desistir de expli
ar a inér
ia.

Devemos então preferir deixá-la [a inér
ia℄ inexpli
ada em vez de

expli
á-la por meio de uma 
onstante � indeterminada ou indeter-

minável. Não se pode negar que a introdução dessa 
onstante diminui

a simetria e elegân
ia da teoria original de Einstein, na qual um dos

prin
ipais atrativos era que expli
ava tanto sem introduzir qualquer

nova hipótese ou 
onstante empíri
a. (DE SITTER, 1917, p. 1225)

Antes de publi
ar seu trabalho, De Sitter enviou uma 
ópia para Einstein,

que lhe respondeu em uma 
arta:

Seria insatisfatório, de a
ordo 
om minha opinião, se houvesse um

mundo 
on
ebível sem matéria. O 
ampo g�� é devido à matéria,

sem a qual ele não poderia existir. Isso é o nú
leo daquilo que en-

tendo 
omo prin
ípio da relatividade da inér
ia. (Einstein, apud DE

SITTER, 1917, p. 1225)

A partir do trabalho de De Sitter, Einstein deve ter per
ebido que a sua

teoria não 
ontinha o prin
ípio de relatividade da inér
ia. A introdução da 
ons-

tante 
osmológi
a eliminou o problema do limite no in�nito, mas não trouxe uma


ompatibilidade 
om o prin
ípio de Ma
h, pois não eliminou a possibilidade de

soluções das equações de 
ampo sem matéria. Nessas soluções, a métri
a (e a
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inér
ia de um 
orpo de prova) não pode ser interpretada 
omo devida à in�uên
ia

de outros 
orpos. No entanto, até 1924 Einstein ainda a�rmava que a métri
a

era 
ompletamente determinada pelas massas existentes no universo (NORTON,

1993, p. 808). A partir de 1924, Einstein 
omeçou a se afastar do prin
ípio de

Ma
h.

A partir de 1919, Einstein passou a a�rmar que a introdução da 
onstante


osmológi
a era �gravemente prejudi
ial à beleza formal da teoria� (Einstein, apud

NORTH, The measure of the universe, p. 86).

No modelo de Einstein, embora houvesse matéria, não havia pressão. No

mesmo ano de 1917, Levi-Civita analisou as 
onseqüên
ias das equações de 
ampo


om o termo 
osmológi
o, porém introduzindo pressão além de massa (NORTH,

The measure of the universe, p. 105). Além de deduzir uma generalização da

equação de S
hwarzs
hild para um 
orpo 
entral 
om simetria esféri
a levando

em 
onta o termo 
osmológi
o, Levi-Civita também estudou as 
ondições de

equilíbrio do universo e mostrou que era ne
essário introduzir uma modi�
ação

nas equações de Einstein, deduzindo:

� = 3
R2 � ��

�(p+ �) = 2
R2

Quando a pressão tende a zero, essas equações se tornam iguais às obtidas

por Einstein.

De Sitter foi também levado a analisar que in�uên
ia a pressão teria em sua

teoria e obteve as equações:

� = 3
R2 � ��

p+ � = 0

Seria possível, portanto, satisfazer as 
ondições do universo de De Sitter 
om

matéria (isto é, 
om � 6= 0), desde que houvesse uma pressão negativa. De

Sitter no entanto 
onsiderou que essa 
ondição deveria ser rejeitada (NORTH,

The measure of the universe, p. 105).

3.7 Relação entre os modelos e fatos astron�mi
os

No seu segundo artigo sobre 
osmologia, De Sitter estudou detalhadamente as


onseqüên
ias observa
ionais dos dois modelos. Ele analisa a paralaxe estelar

nos dois 
asos, e ao analisar o modelo B introduz um novo tipo de 
oordenadas,

para tornar a velo
idade da luz 
onstante em todos os pontos. Ao fazer essa
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transformação, ele obtém uma métri
a que, na sua parte espa
ial, representa um

espaço 
om 
urvatura negativa 
onstante (DE SITTER, 1916-1917, p. 13).

No modelo A, uma partí
ula livre des
reve uma reta, 
om velo
idade 
ons-

tante. No modelo B, pelo 
ontrário, uma partí
ula livre des
reve geralmente

uma 
urva. Mesmo quando ela se move em linha reta, sua velo
idade é variável.

Isso mostrava, portanto, que nesse espaço-tempo vazio de matéria existiam forças

gravita
ionais asso
iadas à 
urvatura do espaço-tempo.

Einstein não havia pro
urado 
omparar o seu modelo 
osmológi
o 
om dados

observa
ionais. De Sitter se preo
upou bastante 
om esse aspe
to, estudando

várias 
onseqüên
ias observáveis das duas hipóteses. Primeiramente ele estuda

um sistema 
ontendo uma úni
a massa 
entral (
omo uma estrela) nos modelos

A e B e analisa os movimentos de partí
ulas em torno dessa massa 
entral, para

veri�
ar as alterações que apare
eriam nos movimentos dos planetas de a
ordo


om o modelo 
osmológi
o adotado. Depois ele pro
ura estabele
er estimativas

para o raio de 
urvatura do espaço, a partir de 
onsiderações sobre densidade e

paralaxe das estrelas, obtendo valores da ordem de 1012 unidades astron�mi
as

(DE SITTER, 1916-1917, p. 24).

O ponto mais interessante da análise de De Sitter é a indi
ação de que no

modelo B, 
omo o tempo é in�uen
iado pela posição (isto é, g44 depende das


oordenadas), haveria um efeito de desvio para o vermelho. Observando-se o

espe
tro emitido por estrelas muito distantes, deveria haver uma mudança de

todos os 
omprimentos de onda das linhas espe
trais para o vermelho, e esse efeito

deveria aumentar 
om a distân
ia da estrela até o observador (DE SITTER, 1916-

1917, p. 26). De Sitter não dis
ute essa relação mais detalhadamente; porém,


omo g44 = 
os2 �, teríamos, para pequenas distân
ias, g44 �= 1��2 e portanto a

diferença de freqüên
ia seria propor
ional ao quadrado da distân
ia.

Em seguida, De Sitter dis
ute se há evidên
ias observa
ionais que pudessem

ser interpretadas 
omo 
orrespondendo a esse efeito. Ele indi
a primeiramente

a existên
ia de 
ertos tipos de estrelas que possuem um desvio para o vermelho

an�malo e, supondo que esse efeito pode ser interpretado pelo modelo B, 
al
ula

que o raio de 
urvatura do espaço seria da ordem de 1010 unidades astron�mi
as.

Depois ele se refere às nebulosas espirais, que seriam os objetos mais distantes


onhe
idos. Havia apenas três delas que tinham velo
idades 
onhe
idas, deter-

minadas por mais de um observador. As velo
idades eram:

Andr�meda (3 observadores) -311 km/s

NGC 1068 (3 observadores) +925 km/s

NGC 4594 (2 observadores) +1185 km/s
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Como uma das nebulosas espirais (Andr�meda) estava se aproximando e as

duas outras se afastando, era difí
il dar qualquer interpretação 
osmológi
a para

esses dados. No entanto, De Sitter tirou a média dos três valores e, utilizando

uma distân
ia média, 
al
ulou um raio de 
urvatura R = 3 � 1011 unidades

astron�mi
as. Depois, 
omentou:

É 
laro que este resultado, obtido de apenas três nebulosas, não tem

valor práti
o. Se, no entanto, a observação 
ontinuada 
on�rmar

o fato de que as nebulosas espirais possuem velo
idades radiais sis-

temáti
as positivas, isso 
ertamente seria uma indi
ação para adotar

a hipótese B em vez de A. Se o
orrer que não existe tal deslo
amento

sistemáti
o das linhas espe
trais para o vermelho, isso poderia ser

interpretado ou 
omo mostrando que A é preferível a B, ou 
omo

indi
ando um valor ainda maior de R no sistema B. (DE SITTER,

1916-1917, p. 28)

O efeito previsto pela teoria de De Sitter era um desvio para o vermelho pro-

por
ional ao quadrado da distân
ia. Somente posteriormente (
om uma mudança

de 
oordenadas) se veri�
ou a existên
ia de um termo propor
ional à distân
ia

(EDDINGTON, 1932, p. 4).

Nota-se que, ao 
ontrário de Einstein, que se baseava prin
ipalmente em ar-

gumentos teóri
os e �losó�
os, De Sitter pro
urou levar a dis
ussão para o 
ampo

observa
ional. Na épo
a, os dados existentes não permitiam 
on
luir muita 
oisa,

mas De Sitter apontou de forma bastante 
lara as 
onseqüên
ias das duas hipóte-

ses que poderiam ser testadas astronomi
amente.

O trabalho de De Sitter re
ebeu muita atenção, tanto sob o ponto de vista

matemáti
o quanto por parte de astr�nomos (NORTH, The measure of the uni-

verse, p. 87).

O próprio De Sitter havia mostrado que era possível alterar as 
oordenadas

utilizadas para des
rever as hipóteses A e B, de modo a analisar melhor suas

propriedades. Diversos autores (
omo Weyl e Eddington) propuseram outras

mudanças das 
oordenadas, nos anos seguintes.
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3.8 O desvio para o vermelho no modelo de

De Sitter

Eddington deu grande atenção ao �efeito De Sitter� de desvio para o vermelho

no seu livro de 1922, The mathemati
al theory of relativity. Ele pare
e ter sido o

primeiro autor a notar que no universo de De Sitter um 
onjunto de partí
ulas

ini
ialmente em repouso tenderia a se dispersar, 
om um movimento a
elerado,


omo se houvesse uma repulsão agindo sobre elas (NORTH, The measure of the

universe, p. 96). Ele obteve a seguinte relação para a a
eleração radial de uma

partí
ula de prova (EDDINGTON, The mathemati
al theory of relativity, p. 161):

d2r

ds2
=

1

3
�r

Assim, uma partí
ula ini
ialmente em repouso só permane
eria parada se

estivesse na origem. Sua a
eleração aumenta 
om a distân
ia. Como qualquer

ponto do universo de De Sitter pode ser 
onsiderado 
omo o 
entro (já que ele é

esféri
o), esse resultado não tem nenhuma relação 
om algum ponto espe
ial do

modelo, nem representa uma repulsão entre as partí
ulas, já que o efeito existe

mesmo 
onsiderando-se uma úni
a partí
ula de prova. Portanto, no modelo de

De Sitter existe um tipo de repulsão 
ósmi
a.

Foi Eddington, e não De Sitter, o primeiro a notar que um 
onjunto de partí
u-

las 
olo
adas no universo de De Sitter se espalharia, e a notar o signi�
ado as-

tron�mi
o desse resultado (WHITROW, 1983, p. 261).

Note-se que De Sitter havia indi
ado a existên
ia de um desvio para o vermelho

que não tinha nenhuma relação 
om essa repulsão 
ósmi
a. Eddington indi
ou

que existiam dois fen�menos diferentes no modelo de De Sitter (a variação da

freqüên
ia própria 
om a distân
ia e a a
eleração 
ósmi
a), que produziam efeitos

semelhantes (EDDINGTON, The mathemati
al theory of relativity, p. 161).

No mesmo ano em que Eddington publi
ou seu livro, Cornelius Lan
zos pu-

bli
ou um trabalho em que apresentou a métri
a de De Sitter sob uma forma


ompletamente diferente, em que a parte espa
ial da métri
a apare
ia multipli-


ada por uma função do tempo (NORTH, The measure of the universe, p. 111):

ds2 = �dt2 + 
osh2 t(d�2 + 
os2 �:d 2 + 
os2 �: 
os2  :d�2)

Essa é uma métri
a em que o raio da parte espa
ial varia 
om o tempo, ou

seja, era um universo 
om raio variável. Lan
zos não propor
ionou nenhuma

interpretação físi
a de suas equações, mas elas poderiam ser vistas 
omo um

universo não estáti
o.
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Quando Eddington es
reveu o seu livro, já havia um maior número de dados

sobre as velo
idades das nebulosas espirais. O maior número de observações tinha

sido obtido por V. M. Slipher, do Lowell Observatory, que forne
eu a Eddington

uma lista de 41 medidas (EDDINGTON, The mathemati
al theory of relativity,

p. 162). Dessas nebulosas, apenas 5 tinham seu espe
tro desviado para o azul (ou

seja, estavam se aproximando), sendo que duas tinham sido medidas por outros

observadores e mostravam uma alta velo
idade de aproximação (aproximada-

mente 300 km/s). Seis das medidas indi
avam velo
idades de re
essão superiores

a 1.000 km/s.

Embora houvesse uma forte preponderân
ia de velo
idades de re
essão, Edding-

ton não tirou nenhuma 
on
lusão desses dados. Indi
ou que as equações do

modelo de De Sitter não poderiam expli
ar movimentos de aproximação, mas

também apontou que há estrelas individuais que possuem velo
idades de até

300 km/s em relação ao nosso sistema - portanto, as nebulosas que estão se a-

proximando poderiam estar manifestando apenas movimentos individuais e não

um efeito 
osmológi
o. É 
urioso que o próprio Slipher tinha uma interpretação


ompletamente diferente dessas medidas. Ele a
reditava que as velo
idades das

nebulosas espirais podiam ser interpretadas 
omo sendo devidas apenas à velo
i-

dade de nossa galáxia em relação às outras. Sua hipótese pare
ia ter ini
ialmente

algum fundamento, pois ele notou que as galáxias que se aproximavam de nós

estavam no hemisfério sul e as que se afastavam no hemisfério norte (HETHE-

RINGTON, 1971, p. 312). No entanto, medidas posteriores mostraram que nos

dois hemisférios havia uma maioria de nebulosas espirais se afastando e pou
as

se aproximando.

Note-se que Eddington (
omo outros autores da épo
a) não pensava na teoria

de De Sitter apenas 
omo um exer
í
io matemáti
o e sim 
omo um modelo que

talvez 
orrespondesse à realidade. Mais exatamente, Eddington sup�s em 1922

que o universo real talvez fosse intermediário entre os modelos de Einstein e De

Sitter:

Pare
e natural 
onsiderar as formas de De Sitter e Einstein 
omo

dois 
asos limite, sendo as 
ir
unstân
ias de nosso mundo real in-

termediárias entre eles. O universo vazio de De Sitter é obviamente

pensado apenas 
omo um 
aso limite; e a presença de estrelas e ne-

bulosas deve modi�
á-lo, mesmo se apenas ligeiramente, na direção

da solução de Einstein. O universo de Einstein, 
ontendo massas que

ex
edem muito qualquer 
oisa imaginada pelos astr�nomos, poderia

67



ser 
onsiderado 
omo o outro extremo - um universo 
ontendo tanta

matéria quanto é 
apaz de segurar. (EDDINGTON, The mathemati-


al theory of relativity, p. 160)

Podemos 
onsiderar de forma ana
r�ni
a, a partir de nosso 
onhe
imento atu-

al, que o modelo de De Sitter previa uma relação entre o desvio para o vermelho

e a distân
ia das nebulosas que ante
ipava o efeito Hubble. No entanto, deve-se

notar que, na épo
a em que Eddington e Weyl publi
aram seus trabalhos (1922 e

1923) não existiam medidas de distân
ias das nebulosas, sendo impossível testar

esse tipo de efeito.

No �nal da dé
ada de 1920 De Sitter 
onhe
ia as determinações das velo
i-

dades radiais de 25 nebulosas espirais, das quais apenas 3 tinham velo
idades

de aproximação. No entanto, ele a
reditava que esses dados não eram ainda

su�
ientes para es
olher entre A e B (HETHERINGTON, 1971, p. 310).

O modelo de Einstein não mere
eu o mesmo tipo de interesse que a teoria de

De Sitter, provavelmente porque não levava a nenhuma previsão tão interessante.

O próprio Einstein pare
e ter se desinteressado 
ompletamente por 
osmologia e

por seu modelo no iní
io da dé
ada de 1920, voltando-se para outros assuntos.

No �nal da dé
ada de 1920, quando surgiram resultados experimentais e teóri
os

de enorme importân
ia, Einstein estava envolvido 
om a me
âni
a quânti
a e

não deu nenhuma 
ontribuição importante para o desenvolvimento das teorias do

universo em expansão (NORTH, The measure of the universe, p. 109).

3.9 O trabalho de Friedmann

Simultaneamente 
om o trabalho de Lan
zos foi publi
ada a primeira extensão

realmente importante da 
osmologia teóri
a desde o artigo de De Sitter em 1917.

Em 1922 Friedmann (FRIEDMANN, 1922) investigou soluções 
osmológi
as das

equações de 
ampo 
om um raio dependente do tempo, enquanto que em 1924

pesquisou os 
asos de ambos universos esta
ionário e não esta
ionário 
om 
ur-

vatura negativa (FRIEDMANN, 1924). A maioria da sua teoria seguiu de perto as

suposições feitas por Einstein e De Sitter. Espe
ialmente baseou-se nas equações

de 
ampo gravita
ional, tomadas 
om o termo �g��, e nas hipóteses sobre a ve-

lo
idade e o estado da matéria. Em 
onseqüên
ia da suposição de que a matéria

é in
oerente e exibe velo
idades relativas pequenas 
omparadas 
om a velo
idade

da luz, expressões simples estariam disponíveis para des
rever as 
omponentes

do tensor energia-momento.
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O trabalho de Friedmann é puramente matemáti
o. Ele não dis
ute a relação

entre os modelos e as observações astron�mi
as, nem a possível realidade de um

universo em expansão (ou 
ontração).

O ponto de partida de Friedmann desde o primeiro trabalho foi olhar para o


aráter geométri
o do modelo. Friedmann de
idiu, pro
urando a generalidade,

que em qualquer instante de tempo o modelo representaria um espaço de 
ur-

vatura 
onstante. Assim es
reveu o elemento de linha 
omo sendo

ds2 = R2(dx12 + sin2 x1dx
2
2 + sin2 x1 sin

2 x2dx
2
3) + 2g14dx1dx4 + 2g24dx2dx4

+ 2g34dx3dx4 + g44dx
2
4 (3.1)

Sup�s que R dependeria só de x4. Agora os g14; g24; g34 podiam ser es
olhidos

tal que o tempo e o espaço fossem ortogonais. Friedmann ressaltou que não

existiam bases físi
as ou �losó�
as para pensar desta forma. Embora ele os tenha

tomado assim, ele não estabele
eu 
laramente as razões pelas quais o fez.

Friedmann tomou portanto a seguinte expressão para o elemento de linha:

ds2 = R2(dx21 + sin2 x1dx
2
2 + sin2 x1 sin

2 x2dx
2
3) +M2dx24 (3.2)

ondeR é uma função de x4 eM pode ser uma função de todas as 
oordenadas3. As


oordenadas estão sujeitas às restrições (0 < x1 < �; 0 < x2 < �; 0 < x3 < 2�).

Usando as equações de 
ampo junto 
om a forma es
olhida do tensor energia-

momento segue-se

R0(x4)

�
�M

�x1

�
= R0(x4)

�
�M

�x2

�
= R0(x4)

�
�M

�x3

�
= 0 (3.3)

onde R0 = dR
dx4

.

Portanto ou R é independente de x4, ouM depende só de x4. No primeiro 
aso

os elementos de linha de Einstein, De Sitter e da teoria espe
ial da relatividade

mostraram esgotar as assim ditas possibilidades estáti
as.

Através de uma es
olha apropriada de x4, M pode ser es
olhido 
omo unitário,

e a forma �nal do elemento de linha �
a:

d� 2 = �R
2(x4)


2
(dx21 + sin2 x1dx

2
2 + sin2 x1 sin

2 x2dx
2
3) + dx24 (3.4)

3A métri
a do universo de Einstein obtém-se fazendo a substituição de R2 por �R
2


2
em [3.2℄

e fazendo M = 1, lembrando que o raio de 
urvatura R é 
onstante. A métri
a de De Sitter é

obtida quando em [3.2℄ R2 é substituído por �R
2


2
e M por 
osx1.
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Uma vez mais usando as equações de 
ampo, junto 
om essa expressão para

o intervalo segue-se, que (FRIEDMANN, 1922, p. 53)�
R02

R2

�
+

�
2RR00

R2

�
+

�

2

R2

�
� � = 0 (3.5)

e �
3R02

R2

�
+

�
3
2

R2

�
� � = k
2� (3.6)

onde R0 =
�

dR
dx4

�
e R00 =

�
d2R
dx2

4

�
Integrando a primeira dessas equações segue-se que

R


2

�
dR

dt

�2

= A�R +

�
�

3
2

�
R3 (3.7)

e portanto

t =

�
1




�Z R

a

vuut( x

A� x +
�

�
3
2
x3
�
)
dx+B (3.8)

onde a, A, B, são 
onstantes arbitrárias e t é usada para x4. As equações [3.6℄ e

[3.7℄ juntas dão

� =

�
3A

kR3

�
(3.9)

A relação [3.8℄ 
ontém uma integral elípti
a e, na ausên
ia de informação

independente, é assumido que � pode tomar qualquer valor. Os três 
asos de

interesse, 
om as 
orrespondentes interferên
ias desde [3.8℄ e [3.8℄ são:

(i) � >
�

4
2

9A2

�
. R é uma função 
res
ente de t. Não existem restrições ao valor

ini
ial (R0) de R desde que este seja positivo. O modelo foi 
hamado �monot�ni
o

de primeiro tipo�. O valor 
ríti
o de � 
orresponde a um modelo de Einstein. Isso

pode ser veri�
ado usando [3.4℄, 
om dR
dt

= 0, junto 
om a relação de Einstein

entre �e e Re.

(ii) 0 < � <
�

4
2

9A2

�
. O valor ini
ial de R poderia, em prin
ípio, estar nos três

domínios. Um deles pode ser ex
luído 
omo envolvendo o tempo imaginário. Um

outro dá um �modelo monot�ni
o de segunda ordem�. E o ter
eiro intervalo faz

de R uma função periódi
a de t.

(iii) 0 > �. Aqui de novo o tempo imaginário é abolido só se R0 for menor

que um 
erto valor, x0. Neste 
aso R resulta ser uma função periódi
a de t, 
om

período t�, onde

t� =
2




Z x0

0

vuut( x

A� x+
�
�x3

3
2

�
)
dx (3.10)
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Neste 
aso R varia entre 0 e t0; t� aumenta 
om � e tende ao in�nito quando �

tende para o valor
�

4
2

9A2

�
, enquanto que para � pequeno, t� '

�
�A



�
. O primeiro

trabalho de Friedmann (de 1922) foi 
riti
ado por Einstein, que a
reditou ter

en
ontrado um erro matemáti
o no artigo. Depois, no entanto, Einstein admi-

tiu que estava enganado, mas não deu importân
ia ao trabalho de Friedmann

(BERNSTEIN & FEINBERG, Cosmologi
al 
onstants, pp. 12, 66-67)

No seu segundo artigo Friedmann (FRIEDMANN, 1924) enfatiza a diferença

essen
ial entre universos esta
ionários de 
urvatura positiva e negativa: o modelo

esta
ionário de 
urvatura negativa não permite uma densidade material positiva.

Esse 
aso deve ser ex
luído 
omo �si
amente impossível. Não existe, em outras

palavras, um análogo ao modelo de Einstein, i. é, um 
om densidade 
onstante,

embora exista um para o modelo de De Sitter. Friedmann en
ontra dois 
asos:

esta
ionário e não-esta
ionário. O elemento de linha que ele toma é

d� 2 = �
�
R2


2

��
dx21 + dx22 + dx23

x23

�
+M2dx24 (3.11)

a análise que ele faz é similar à apresentada anteriormente 
om a divisão em

esta
ionário R0 = 0 e não esta
ionário R0 6= 0. A primeira leva a um desses 
asos

(i) �R2 = 3; � = 0

(ii) �R2 = 1; � = � 2
kR2

O 
aso (i) pode 
omparar-se 
om o modelo de De Sitter, enquanto que o 
aso

(ii), 
om densidade negativa não teria signi�
ado físi
o.

Para o modelo não-esta
ionário, 
omo M é uma função de x4, ela pode ser

tomada para ser igual a 1, a equação de Friedmann �
a�
R02
R2

�
+

�
2RR00

R2

�
�
�

2

R2
� �

�
= 0 (3.12)

a qual se diferença de [3.5℄ só no sinal do ter
eiro termo. A densidade em tal

modelo é en
ontrada

� =

�
3A

kR3

�
(3.13)

Pela primeira vez a possibilidade de um universo não-esta
ionário de 
urvatura

negativa 
onstante e 
om densidade material positiva tinha sido mostrada. Fried-

mann enfatizou, não obstante, um ponto que 
ostumava ser passado por alto: o

espaço poderia ser totalmente 
urvo sem ser �nito.

É difí
il expli
ar por que esses dois artigos de Friedmann foram ignorados.
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O trabalho de Friedmann não foi amplamente 
onhe
ido até quase dez anos

depois da sua publi
ação, e então só 
omo um resultado do interesse estimulado

pelos trabalhos de Lemaître e Robertson. Em 1927 Lemaître, trabalhando em

ignorân
ia das memórias de Friedmann, desenvolveu a teoria relativísti
a em um


aminho similar ao de Friedmann. Uma vez mais independentemente, Robertson

em 1928 usou a transformação de 
oordenadas que dava o modelo de de Sitter

em forma não-estáti
a. Estes dois trabalhos serão des
ritos a seguir.

3.10 As primeiras pesquisas de Lemaître

O físi
o belga Georges Lemaître (1894-1966) 
omeçou a se interessar pela teoria

da relatividade em torno de 1920 e em 1923 fez um estágio na Inglaterra, junto

a Eddington. Nessa o
asião 
omeçou a se familiarizar 
om as 
osmologias rela-

tivistas. Estudou o livro de Eddington, The mathemati
al theory of relativity, e

em seu primeiro trabalho sobre 
osmologia, publi
ado em 1925, 
itou a seguinte

frase dessa obra: �Algumas vezes se 
ontrapõe ao universo de De Sitter que ele se

torna instável logo que se introduz alguma matéria nele. Mas esta propriedade é

mais favorável à teoria de De Sitter do que 
ontrária a ela� (KRAGH, 1987, p.

118).

Lemaître tinha forte interesse tanto pela físi
a matemáti
a quanto pelos as-

pe
tos observa
ionais. Seu envolvimento 
om a 
osmologia relativísti
a levou-o a

estudar mais profundamente a própria astronomia.

No iní
io de 1925 Edwin Hubble publi
ou suas observações sobre estrelas

variáveis (
efeidas) em nebulosas espirais, que permitiam determinar suas dis-

tân
ias. Esses estudos 
onven
eram a maioria dos astr�nomos que as nebulosas

espirais eram realmente �universos-ilha� fora da nossa galáxia. Lemaître visi-

tou Hubble e também Slipher, 
onven
endo-se que havia realmente um efeito de

desvio sistemáti
o para o vermelho dos espe
tros das nebulosas espirais e que um

modelo 
osmológi
o 
orreto deveria in
luir esse tipo de efeito.

O primeiro artigo de Lemaître sobre 
osmologia 
onsistiu em uma nova inter-

pretação do universo de De Sitter. De modo semelhante ao que Cornelius Lan
zos

havia feito (mas sem 
onhe
er seu trabalho), Lemaître indi
ou que a teoria de

De Sitter poderia ser interpretada 
omo um universo de 
urvatura homogênea

(igual em todos os pontos do espaço) mas variável em função do tempo. Indi
ou

que esse tipo de modelo poderia expli
ar o desvio para o vermelho do espe
tro

das nebulosas espirais, e obteve uma fórmula para esse efeito, mostrando que o
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desvio para o vermelho deveria ser propor
ional à distân
ia (KRAGH, 1987, p.

119).

Pode-se per
eber que a idéia de interpretar o universo de De Sitter 
omo algo

dinâmi
o era bastante natural na épo
a. Alguns anos mais tarde (1928), H. P.

Robertson também sugeriu uma versão não-estáti
a do universo de De Sitter,

equivalente à de Lemaître (KRAGH, 1987, p. 118). No entanto, vários dos

autores que �zeram esses estudos tinham um enfoque prin
ipalmente matemáti
o.

Lemaître, ao 
ontrário, estava fortemente interessado em expli
ar o universo real,

levando em 
onta os novos fatos astron�mi
os.

3.10.1 O universo em expansão de Lemaître

Em 1927, sem ter 
onhe
imento dos trabalhos de Friedmann, Lemaître publi
ou

um novo artigo, em que apresentava modelos dinâmi
os do universo, 
om densi-

dade não nula (ou seja, diferentes do de De Sitter). Uma diferença importante

entre esse trabalho e as pesquisas de Friedmann foi que Lemaître levou em 
onta

não apenas a densidade de matéria mas também a pressão da radiação existente

no universo.

Sob o ponto de vista matemáti
o, o trabalho de Lemaître adi
ionou muito

pou
o ao trabalho de Friedmann, mas seu enfoque era 
ompletamente diferente,

pois queria des
rever o universo real.

Logo no iní
io de seu artigo, Lemaître 
omenta sobre os problemas dos dois

modelos 
osmológi
os 
onhe
idos (de Einstein e de De Sitter):

Cada teoria tem suas próprias vantagens. Uma [a de De Sitter℄ está de

a
ordo 
om as velo
idades radiais observadas das nebulosas, a outra

[de Einstein℄ 
om a existên
ia da matéria, propor
ionando uma re-

lação satisfatória entre o raio e a massa do universo. Pare
e desejável

en
ontrar uma solução intermediária que 
ombine as vantagens de

ambas.

À primeira vista, tal solução intermediária pare
e não existir. Um


ampo gravita
ional estáti
o para uma distribuição uniforme de ma-

téria sem tensão interna tem apenas duas soluções, a de Einstein e

a de De Sitter. O universo de De Sitter é vazio, o de Einstein foi

des
rito 
omo �
ontendo tanta matéria quanto é 
apaz de segurar�. É

notável que a teoria não pode propor
ionar um intermediário entre

esses dois extremos. (LEMAÎTRE, 1927, p. 483).
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Note-se, por essa 
itação, que Lemaître estava preo
upado 
om um modelo

do universo que pudesse expli
ar os movimentos das nebulosas espirais.

A 
itação a
ima lembra o parágrafo do livro The mathemati
al theory of re-

lativity de Eddington 
itado anteriormente:

Pare
e natural 
onsiderar as formas de De Sitter e Einstein 
omo

dois 
asos limite, sendo as 
ir
unstân
ias de nosso mundo real in-

termediárias entre eles. O universo vazio de De Sitter é obviamente

pensado apenas 
omo um 
aso limite; e a presença de estrelas e ne-

bulosas deve modi�
á-lo, mesmo se apenas ligeiramente, na direção

da solução de Einstein. O universo de Einstein, 
ontendo massas que

ex
edem muito qualquer 
oisa imaginada pelos astr�nomos, poderia

ser 
onsiderado 
omo o outro extremo - um universo 
ontendo tanta

matéria quanto é 
apaz de segurar. (EDDINGTON, The mathemati-


al theory of relativity, p. 160)

Levando em 
onta que o universo de De Sitter pode ser des
rito, em outras 
o-

ordenadas, 
omo um universo 
om raio que depende do tempo, Lemaître resolveu

investigar um modelo não estáti
o, semelhante ao de Einstein em suas 
ara
terís-

ti
as gerais (LEMAÎTRE, 1927, p. 484). Todas as hipóteses bási
as de Lemaître

são muito semelhantes às de Einstein: matéria distribuída uniformemente, 
om

movimento desprezível. As diferenças são que ele introduz radiação (
om pressão

p = �
3
) e 
onsiderou que o raio R da parte espa
ial do universo é uma função do

tempo. O tensor de momento-energia-tensão é dado por0
BBB�
�p 0 0 0

0 �p 0 0

0 0 �p 0

0 0 0 �

1
CCCA

e tanto a pressão de radiação p quanto a densidade total de energia � (in
luindo

matéria + radiação) são variáveis no tempo. O es
alar de Von Laue T = ��3p = Æ

é a densidade da matéria. Note-se que Friedmann não havia levando em 
onta a

pressão de radiação.

A métri
a poderia ser representada por

ds2 = �R2d�2 + dt2

onde d� é o elemento de distân
ia espa
ial dividido pelo quadrado do raio do

universo. O tempo é absoluto (independente das 
oordenadas), 
omo no universo
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de Einstein (LEMAÎTRE, 1927, pp. 484-485). Utilizando as equações de 
ampo

(
om termo 
osmológi
o), Lemaître obteve equações rela
ionando as derivadas

do raio do universo 
om a 
onstante 
osmológi
a, a densidade e a pressão.

Para poder resolver o sistema de equações Lemaître sup�s que a matéria do

universo M = V Æ = � era 
onstante. A quantidade total de radiação do universo

E = 3pV não era 
onstante, na teoria de Lemaître. Ele veri�
ou que durante

variações de volume do universo, essa pressão realizava trabalho e que a variação

de energia da radiação era igual ao trabalho realizado. Obteve uma relação

kp = �
R4 , onde � era uma 
onstante de integração. Representando a derivada de

R em relação ao tempo por R', Lemaître obteve:

R02

R2
=

�

3
� 1

R2
+

�

3R3
+

�

R4

Dois 
asos parti
ulares eram a solução de De Sitter e a de Einstein. Para

obter a solução de De Sitter, bastava 
olo
ar tanto � quanto � iguais a zero, isto

é, eliminar a matéria e a radiação. A teoria de Einstein era obtida fazendo � igual

a zero e supondo que ini
ialmente o raio do universo é 
onstante (LEMAÎTRE,

1927, pp. 485-486).

O modelo geral de Lemaître, que tinha esses dois 
asos limites, mostrava um

universo 
om raio variável. O ponto de partida era o universo de Einstein, em

equilíbrio, e o limite �nal (para um tempo t = +1) era o universo de De Sitter,


om densidade nula.

Lemaître indi
a que o raio do universo de Einstein RE havia sido 
al
ulado

por Hubble a partir da densidade média da matéria do universo (supondo que o

universo era estáti
o, evidentemente) e que havia sido obtido o resultado:

RE = 8; 5� 1028
m = 2; 7� 1010parse


Lemaître sup�s que a 
onstante 
osmológi
a podia ser 
al
ulada a partir da

massa total do universo, utilizando as relações do universo de Einstein (LEMAÎ-

TRE, 1927, p. 489). p
� =

2�

�M

A partir de seu modelo, mostrou que o desvio para o vermelho de 
orpos

distantes deveria ser propor
ional à distân
ia. Além disso, utilizando dados 
uja

origem não indi
ou, Lemaître 
al
ulou a velo
idade atual de expansão do universo

obtendo:
R0

R
= 0; 68� 10�27=
m
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(Lemaître 
onsidera 
 = 1).

A teoria permitia prever uma propor
ionalidade entre o desvio para o ver-

melho e a distân
ia. Lemaître rela
ionou a expansão do universo à re
essão das

nebulosas espirais e men
ionou as observações mais re
entes, indi
ando que a


onstante de propor
ionalidade entre velo
idade e distân
ia seria de aproximada-

mente 2; 7� 10�17=s. Note-se que esse trabalho foi publi
ado dois anos antes do

famoso trabalho de Edwin Hubble.

A partir das equações do seu modelo, 
al
ulou que o raio ini
ialR0 do universo

era 0,0465 do raio atual R (ou seja, o raio já havia aumentado aproximadamente

20 vezes). Os resultados obtidos foram (LEMAÎTRE, 1927, p. 487):

R = 0; 215RE = 1; 83� 1028
m = 6� 109parse
 = 2� 1010 anos luz

R0 = 8; 5� 1026
m = 2; 7� 108parse
 = 9� 108 anos luz

Dois 
asos parti
ulares da teoria de Lemaître eram os universos de Einstein e

de De Sitter. Lemaître mostrou que uma solução possível das equações de 
ampo

tinha exatamente esses dois modelos 
omo 
asos-limite. Podia-se pensar em um

universo que 
omeçasse prati
amente igual ao universo de Einstein e que fosse se

expandindo, tendendo a uma densidade 
ada vez mais baixa e aproximando-se

do universo de De Sitter (KRAGH, 1987, p. 124).

Por �m, Lemaître dis
utiu a 
ausa da expansão do universo:

Resta en
ontrar a 
ausa da expansão do universo. Vimos que a

pressão de radiação realiza trabalho durante a expansão. Isso pare
e

sugerir que a expansão foi ini
iada pela própria radiação. Em um uni-

verso estáti
o, a luz emitida pela matéria viaja pelo espaço, volta ao

ponto de partida e se a
umula inde�nidamente. Pare
e que esta pode

ser a origem da velo
idade de expansão R'/R que Einstein assumiu

ser igual a zero e que em nossa interpretação é observada 
omo a ve-

lo
idade radial das nebulosas extra-galáti
as. (LEMAÎTRE, 1927, p.

489)

Deve-se notar que o universo de Lemaître não ini
iava de uma singularidade,

nem tinha uma duração �nita. O estado ini
ial do universo era o universo estáti
o

de Einstein, 
om matéria parada, distribuída uniformemente em um espaço 
urvo

�nito. Esse estado ini
ial não teria o
orrido um tempo �nito atrás, mas seria o

limite assintóti
o do universo atual, para t = �1.
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O trabalho de Lemaître não teve reper
ussão. Foi publi
ado em fran
ês, em

uma revista belga obs
ura. Embora Lemaître tivesse 
ontatos 
ientí�
os impor-

tantes, ele pare
e não ter enviado 
ópias de seu artigo para pessoas 
omo Shapley,

Slipher, Hubble e Eddington (KRAGH, 1987, p. 125). No mesmo ano de publi-


ação do artigo, Lemaître en
ontrou Einstein em um 
ongresso que o
orreu em

Bruxelas e 
onversaram sobre esse trabalho. Einstein a
hou que o trabalho era


orreto sob o ponto de vista matemáti
o, mas que a proposta era �abominável� sob

o ponto de vista físi
o (KRAGH, 1987, p. 125). Lemaître 
omentou, mais tarde,

que Einstein pare
ia des
onhe
er as informações astron�mi
as sobre as nebulosas

espirais. Através dessa 
onversa, Lemaître �
ou sabendo que Friedmann havia

desenvolvido uma teoria semelhante, alguns anos atrás.

3.11 A 
ontribuição de Robertson

Da mesma forma que Lemaître e outros autores anteriores, em 1928, H. P.

Robertson pro
urou reinterpretar o universo de De Sitter, propor
ionando uma

solução matemati
amente equivalente mas que resolvesse algumas di�
uldades

que haviam sido sentidas por diversos autores (ROBERTSON, 1928, p. 836).

Utilizando uma transformação adequada, Robertson obteve a seguinte forma para

a métri
a de De Sitter:

ds2 = �e2k
t(dx2 + dy2 + dz2) + 
2dt2

Com esse novo tipo de 
oordenadas, o espaço se tornava in�nito, eu
lidiano,

e a velo
idade da luz se tornava isotrópi
a. O movimento da luz e de partí
ulas

nesse universo é retilíneo. Estudando o desvio para o vermelho, Robertson 
on-


luiu que ele seria propor
ional à distân
ia, em primeira aproximação, obtendo

um resultado igual ao que já havia sido apresentado alguns anos antes por Weyl

(ROBERTSON, 1928, p. 844). Assim 
omo Lemaître, Robertson também estava

preo
upado em 
omparar esse modelo 
om os dados astron�mi
os. Comparando

dados publi
ados por Hubble em 1926 sobre distân
ia de galáxias, 
om os dados

de Slipher publi
ados por Eddington, Robertson obteve uma relação empíri
a

aproximada, 
orrespondendo a essa previsão de propor
ionalidade (ROBERT-

SON, 1928, p. 845).

O trabalho de Robertson de 1928 era essen
ialmente semelhante ao de Le-

maître de 1925, mas pare
e ter sido desenvolvido sem 
onhe
imento daquele

(NORTH, The measure of the universe, p. 112). Por 
oin
idên
ia, em 1929
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Robertson também redes
obriu as métri
as de Friedmann (NORTH, The mea-

sure of the universe, pp. 120-121). Posteriormente, seu modo de apresentar as

hipóteses da teoria e de analisar os modelos passou a ser admirado pela 
lareza.

O trabalho de Robertson foi visto, na épo
a, apenas 
omo uma 
uriosidade

matemáti
a. Ele não se dedi
ou 
omo Lemaître a tentar estabele
er a �verdadeira�

teoria do universo, nem es
lare
eu o signi�
ado empíri
o das 
oordenadas que

utilizou (NORTH, The measure of the universe, p. 118). Apenas depois da

�redes
oberta� do artigo de Lemaître por Eddington, o trabalho de Robertson

passou a ser também valorizado.

3.12 A lei de Hubble

Em 1929 Edwin Hubble publi
ou um artigo em que apresentava os resultados pre-

liminares de seus estudos sobre distân
ia das nebulosas espirais e sua relação 
om

o desvio para o vermelho, mostrando que havia uma relação de propor
ionalidade

aproximada (HUBBLE, 1929). É provável que Hubble não 
onhe
esse os traba-

lhos de Friedmann, Lemaître e Robertson, nessa épo
a. Ele apenas men
ionou o

próprio modelo de De Sitter:

A 
ara
terísti
a importante, no entanto, é a possibilidade de que a

relação entre velo
idade e distân
ia possa representar o efeito De Sit-

ter e portanto que os dados numéri
os possam ser introduzidos nas

dis
ussões sobre a 
urvatura geral do espaço (HUBBLE, 1929, p. 81).

No trabalho de 1929, Hubble obteve uma 
onstante de propor
ionalidade de

aproximadamente 500�50 km/s por megaparse
 (HUBBLE, 1929, p. 79).

O artigo de Hubble de 1929 
ontinha uma análise de nebulosas 
om velo
i-

dades até 1.100 km/s. Pou
o depois (1931), juntamente 
om seu 
olaborador

Milton Humason, publi
ou outro trabalho, in
luindo mais nebulosas, 
om velo
i-

dades de até 20.000 km/s e 
on�rmado mais fortemente a relação entre distân
ia

e desvio para o vermelho (SMITH, 1990, p. 58).

O trabalho de Hubble produziu forte reper
ussão. No iní
io de 1930 Edding-

ton, Robertson e De Sitter 
on
luíram que era ne
essário pro
urar uma teoria


osmológi
a não-estáti
a - mas não men
ionaram que tal teoria já existia. Ao

ler um relato da apresentação de Eddington, Lemaître lhe es
reveu 
hamando

a atenção para seu artigo de 1927. O historiador Helge Kragh a
redita que

Eddington havia re
ebido uma 
ópia do trabalho de Lemaître, ou que este lhe

78



havia es
rito a respeito de sua teoria, mas Eddington não havia lido ou não havia

dado importân
ia ao artigo (KRAGH, 1987, p. 126). Agora, em 1930, a situação

era diferente. Ele imediatamente per
ebeu que a teoria de Lemaître preen
hia

exatamente aquilo que as observações astron�mi
as pediam. Publi
ou então um


omentário elogioso ao trabalho de Lemaître, e logo depois uma tradução inglesa

do artigo de 1927. Ao tomar 
onhe
imento desse artigo, De Sitter também apoiou

Lemaître, que logo se tornou 
onhe
ido. Em 1931 Einstein também aderiu à idéia

de um universo em expansão.

Em um artigo publi
ado em 1931, De Sitter indi
ou que o trabalho de Lemaître

era a solução mais adequada para des
rever o universo em expansão (DE SIT-

TER, 1931, pp. 5-6). Apoiando a idéia de que o universo estava ini
ialmente na

situação de equilíbrio instável representada pelo modelo de Einstein e utilizando

os dados disponíveis, De Sitter indi
ou que seu raio ini
ial seria de aproximada-

mente 1 bilhão de anos luz, mas que no instante atual seria pelo menos três vezes

maior. Ele aponta, no entanto, as outras possibilidades (um universo que havia

se 
ontraído e depois expandido, ou uma expansão ini
iada a partir de uma forte


on
entração de matéria), 
onsiderando que são pou
o prováveis (DE SITTER,

1931, pp. 6-7).

3.13 O iní
io da expansão do universo

Havia um problema 
on
eitual na teoria de Lemaître. O modelo do universo em

expansão tinha 
omo ponto de partida o universo de Einstein e tendia ao universo

de De Sitter. Porém, o universo de Einstein é estáti
o. Como justi�
ar o iní
io

da expansão do universo?

Antes de tomar 
onhe
imento do artigo de Lemaître de 1927, Eddington já es-

tava preo
upado 
om a questão da estabilidade do universo de Einstein (NORTH,

The measure of the universe, p. 122). Ele estava trabalhando 
om seu aluno

George M
Vittie no problema, mas antes de publi
ar seus resultados leu o ar-

tigo de Lemaître. Logo depois, Eddington investigou mais detalhadamente a

questão da expansão ini
ial do universo (EDDINGTON, 1930b). Primeiramente,

ele provou que o universo de Einstein era instável - um equilíbrio deli
ado entre a

força gravita
ional de 
ontração e a força expansiva representada pela 
onstante


osmológi
a. Qualquer pequena expansão ou 
ontração desse universo iria pro-

duzir uma a
eleração 
res
ente. Assim, foi Eddington, e não Lemaître, quem

provou que o universo de Einstein era instável e estabele
eu as 
ondições para
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o iní
io de sua expansão (WHITROW, 1983, p. 261). A análise de Eddington

(dis
utida na próxima seção) mostrou que, 
ontrariamente à nossa intuição, a

pressão da radiação é um fator que tende a produzir uma 
ontração do universo

e não uma expansão. Dessa forma, a interpretação de Lemaître não poderia estar


orreta.

Tolman imaginou que pro
essos de aniquilação de matéria e sua 
onversão

em radiação poderiam desen
adear o iní
io da expansão. Eddington, no entanto,


riti
ou essa proposta pois, 
ontrariamente ao que pensaríamos de forma intuitiva,

um aumento de pressão no universo produziria uma 
ontração, e não uma expan-

são. Assim, Eddington pro
urou pro
esso que reduzissem a pressão do universo,

e imaginou que o iní
io da expansão poderia ter sido 
ausado pela 
ondensação

da matéria para formar as estrelas ou nebulosas. Pou
o depois, Lemaître prop�s

um me
anismo semelhante (KRAGH, 1987, p. 128).

3.14 Eddington e o universo

Partindo do fato que a �nitude do espaço depende da 
onstante 
osmológi
a �, a

qual apare
e nas equações gravita
ionais de Einstein G�� = �g�� para o espaço

vazio e sabendo ademais que além de envolver �, a forma e o tamanho do espaço

dependem da quantidade de matéria 
ontida no universo e da forma na qual esta é

distribuída, Eddington 
entrou sua atenção no espaço esféri
o, pois se a matéria

estiver uniformemente distribuída o espaço só podia ter 
urvatura 
onstante.

Assim, estritamente falando, ele assumiu o universo 
omo estando preen
hido


om matéria de densidade uniforme. Mas prati
amente insistiu na uniformidade

a grande es
ala, i. e., sup�s que o universo estava preen
hido 
om galáxias as

quais estariam igualmente distribuídas regularmente em qualquer lugar.

Dentro da sua análise ele en
ontra que se for postulado que este universo

esféri
o é estáti
o e não se altera, existiria uma úni
a solução, o universo de

Einstein. Portanto, para o equilíbrio, o espaço deveria ter um raio parti
ular

e 
onter uma quantidade parti
ular de massa, a qual estaria determinada em

termos da 
onstante 
osmológi
a �.

Te
ni
amente, ele viu que a solução de De Sitter era também uma solução de

equilíbrio, mas isto só a
onte
ia por 
ausa de que, sendo um universo inteiramente

vazio, não existiria nada nele para mostrar um desvio do estado de equilíbrio.

Eddington viu que em um universo esféri
o expandindo-se as galáxias, já que

elas 
ontinuam preen
hendo o espaço uniformemente, deveriam afastar-se à me-
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dida que o tempo passa. Portanto, as soluções expandindo-se seriam de interesse

astron�mi
o vistas 
omo uma possível expli
ação do espalhamento observado das

nebulosas espirais4.

No modelo de Eddington, 
omo na solução de Einstein, o intervalo 
orrespon-

dendo ao espaço esféri
o e ao tempo não alterado é (EDDINGTON, 1930 (b), p.

669)

ds2 = �R2
�
d�2 + sin2 �

�
d�2 + sin2 �d�2

�	
+ dt2 (3.14)

onde R é o raio do espaço e (�; �; �) são 
oordenadas angulares5. Mas agora R

seria uma função de t. Lemaître já tinha en
ontrado os valores para a densidade

� e a presão p da matéria no espaço [3.14℄ mostrando que estes se derivavam das

equações gravita
ionais de Einstein. Esses valores 
orrespondiam às seguintes

equações

8�� = ��+ 3

(
1

R2

�
dR

dt

�2

+
1

R2

)
(3.15)

8�p = ���
(

1

R2

�
dR

dt

�2

+
1

R2

)
� 2

R

d2R

dt2
(3.16)

Ele tomou as unidades sendo tais que a velo
idade da luz e a 
onstante de

gravitação fossem unitárias. Um resultado importante para a análise de Edding-

ton en
ontra-se de [3.15℄ e [3.16℄

6

R

d2R

dt2
= 2�� 8�(�+ 3p) (3.17)

Sob sua visão o 
urso da expansão do universo simpli�
ar-se-ia se fosse as-

sumido que a massa total do universo permane
ia 
onstante. Mas sob seu exame

também sabia que isto não é rigorosamente 
erto. Pois poder-se-ia 
onsiderar

ou a massa própria (a soma das massas de repouso) ou a massa relativa, i.e.,

a massa relativa aos eixos em repouso (propor
ional à energia). Infelizmente

nenhuma delas é estritamente 
onservada:

1. deixando fora a radiação, a massa própria é 
onservada; a massa relativa

diminui devido à redução da energia 
inéti
a do movimento aleatório, du-

rante a expansão.

4Eddington 
entra sua atenção para o universo expandindo-se por esta razão, mas as

equações são sempre tais que o tempo é reversível, e para 
ada solução expandindo-se existe

uma 
orrespondente solução 
ontriando-se.
5Para distân
ias pequenas 
omparadas 
om R pode ser es
rito r

R
= � = sin� aproximada-

mente; e [3.14℄ torna-se a expressão usual para 
oordenadas polares (r; �; �).
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2. Na 
onversão de matéria em radiação, a massa relativa é 
onservada. A

massa própria diminui já que a radiação não tem massa própria.

Assim as duas massas podem diminuir um pou
o no 
urso do tempo. Não

obstante, segundo Eddington, essas 
ompli
ações seriam insigni�
antes. E por

isso assumiu para seu modelo que a massa própria e a massa relativa eram sempre

iguais e as duas se 
onservariam para a ordem de aproximação por ele estabele-


ida.

É ao 
onsiderar analiti
amente a instabilidade do universo de Einstein que

[3.17℄ 
obra importân
ia na análise de Eddington. Fazendo p = 0 em [3.17℄ ele

obteve

3
d2R

dt2
= R(�� 4��)

Para o equilíbrio, solução de Einstein, dever-se-ia ter � = �
4�
. Não obstante,

se existisse uma pequena perturbação tal que � < �
4�
, d2R

dt2
seria positivo e o

universo se expandiria. Esta expansão diminuiria a densidade e portanto d2R
dt2

aumentaria. Similarmente se existisse um mínimo ex
esso de massa, a
onte
eria

uma 
ontração a qual aumentaria 
ontinuamente. É desta análise que Eddington


hega a sua 
on
lusão que o universo de Einstein seria instável.

A pequena perturbação ini
ial a
onte
eria sem interferên
ia sobrenatural. Se

se 
omeça 
om uma nebulosa uniformemente difusa a qual gradualmente se 
on-

densa em galáxias, a massa poderia não alterar-se, mas a massa equivalente usada

apli
ando as equações para uma distribuição estritamente uniforme deveria ser

ligeiramente alterada. Pare
ia pois possível que deste pro
esso evolu
ionário se

originasse a expansão do universo. Uma vez 
omeçado, Eddington apontava,

este deveria 
ontinuar e expandir-se em uma razão 
res
ente. Eddington admitiu

não ter de
idido teori
amente se a 
ondesação deveria 
omeçar uma expansão no

lugar de uma 
ontração.

Alternativamente ele sup�s que o equilíbrio ini
ial poderia ser afetado pela


onversão de matéria em radiação. Tal 
onversão porém não mudaria �, devido

ao fato da massa da radiação ser igual à matéria 
onvertida, mas aumentaria p.

Da equação [3.17℄ se deduz que o aumento de p gera d2R
dt2

negativo; portanto o

universo poderia 
omeçar a 
ontrair-se. Esta expli
ação, Eddington enfatizou,

deveria ser rejeitada. Pois pare
ia provável, em termos gerais, que a 
onversão

de matéria em radiação não tivesse se ini
iado até depois de um 
onsiderável

grau de 
ondensação nas galáxias ter a
onte
ido, e a 
onsequênte expansão ter

progredido.
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Eddington 
onhe
ia um resultado obtido por R. C. Tolman (TOLMAN, 1930)

no qual este sugeria a 
onversão de matéria em radiação 
omo uma expli
ação

da re
esão das nebulosas. Não obstante �
ava 
laro para Eddington que essa

não seria uma expli
ação, pois de [3.17℄ deduzia-se que esta tende a retardar a

expansão.

Prosseguindo seus argumentos, Eddington se prop�s 
omparar as 
ondições

de equilíbrio (a) quando o universo 
ontém só matéria em repouso, e (b) quando

este 
ontém só radiação. Assim, fazendo dR
dt
; d

2R
dt2

= 0 em [3.15℄ e [3.16℄ obteve

8�� = �� +
3

R2

8�p = �� 1

R2

Tal que 1
R2 = 4�(� + p), � = 4�(� + 3p). Analisou os dois 
asos propostos,

en
ontrando que

(a) Para matéria em repouso, p = 0. Assim R2 = 1
�
.

(b) Para radiação, � = 3p. Assim R2 = 3
2�
.

As massas totais seriam

(a)
�

2
��

1

2

(b)
�

4

�
3

2

� 3

2

��
1

2

Agora, fazendo p = 0, e 
onsiderando Re, Me o raio e a massa do universo de

Einstein, R, M o raio e a massa do sistema sob 
onsideração. Onde R é função

do tempo e as outras quantidades são 
onstantes. Eddington obteve os resultados

para o universo de Einstein:

2

�
Me = Re =

1p
�

(3.18)

Do fato do volume total do universo esféri
o ser 2�2R3
e; obteve a densidade

�e =
1

4�R2
e
= �

4�
. Agora, por [3.15℄

�
dR
dt

�2
+ 1 = 1

3
R2(�+ 8��)

= 1
3
R2�+ 4 M

3�R

dR
dt

=
q�

1
3
R2�� 1 + 4 M

3�R

�
9>>=
>>; (3.19)

dessa forma ele 
hegou a seus 
onhe
idos três 
asos de análise do universo:
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1. SeM > Me, en
ontrou que o lado direito não se anularia para nenhum valor

positivo de R, e portanto o sistema expandir-se-ia 
ontinuamente desde um

raio bem pequeno até um bem grande. O mínimo de dR
dt

é dado diferen
iando

[3.19℄ 
om respeito a R, 2
3
R��4 M

3�R2 = 0, tal que R3 = 2M
��

ou usando [3.18℄

R
Re

=
�
M
Me

� 1

3

.

Como o raio aumenta através do valor de R, a razão da expansão diminuiria

e in
rementar-se-ia novamente. Segundo Eddington, a di�
uldade de apli
ar

este 
aso estaria em que se requereria um 
omeço repentino das 
oisas.

2. Se M < Me, então o lado direito anular-se-ia para dois valores positivos

de R, os quais Eddington assumiu serem R1; R2, e seria imaginário para

os valores de R intermediários entre R1; R2. Portanto ou o universo teria


omeçado 
om uma velo
idade �nita de expansão expandindo-se até o raio

R1 e então 
ontraiu-se, ou 
omeçou 
om uma velo
idade �nita de 
ontração


ontraindo-se para o raio R2 e aumentou de novo. Aqui Eddington admite

a di�
uldade de en
ontrar um ponto ini
ial natural para o desenvolvimento

do universo atual. Portanto, 
aso se a
eitasse esta visão, isto impli
aria

assumir que o universo atual 
omeçou 
om o raio R2, tal que ini
ialmente
dR
dt

= 0; pois este estaria expandindo-se 
ontinuamente.

3. O 
aso limite seria quando M = Me. Então R1 e R2 tenderiam ao valor

Re. Assim o tempo que o raio permane
eria na vizinhança de Re seria

logaritmi
amente in�nito. Existindo, para Eddington, pelo menos uma

satisfação �losó�
a em ver o universo 
omo evoluindo in�nitamente devagar

desde uma distribuição uniforme primitiva em equilíbrio instável. Foi este

o 
aso no qual Eddington investiu suas pesquisas.

Um ponto importante na sua es
olha foi o fato de [3.19℄ poder ser integrada

sem funções elípti
as quando M =Me. O resultado já tinha sido en
ontrado por

Lemaître.

Sob a hipótese de ser Me = M a história da expansão do universo resolver-

se-ia a uma transição gradual desde o universo de Einstein para o universo de

De Sitter. Segundo Eddington o modelo de de Sitter daria uma melhor aproxi-

mação à expansão; mas isto dependeria da vera
idade do fato que a estimativa

da densidade média do universo ser menor que 10�28 g

m3 . Se isto fosse admitindo,

nenhuma grande mudança seria requerida nas teorias que na épo
a, tinham as-

sumido um universo de De Sitter.
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Na sua análise Eddington faz uma interpretação do universo de De Sitter


omo o limite de uma série de universos de densidade diminuindo gradualmente,

enquanto que na visão original de De Sitter estava-se pensando em um universo


ompletamente vazio, no qual os 
orpos materiais seriam 
olo
ados 
omo 
orpos

de prova.

Para Eddington, portanto, a prova da instabilidade do modelo de Einstein

fortale
ia grandemente os terrenos de interpretação do afastamento das nebulosas

espirais 
omo uma indi
ação da 
urvatura do universo. Quando esta expli
ação

foi primeiro sugerida por de Sitter, tudo o que era 
onhe
ido era que dos dois

modelos 
onhe
idos que satisfaziam 
orretamente as equações de Einstein, um

exibia um fen�meno deste tipo. Agora a posição seria que em 
ada universo que

satisfaça as equações de Einstein, tal fen�meno deveria ne
essariamente apare
er

no de
orrer do tempo. O fen�meno não seria úni
amente 
onsistente 
om a teoria,

mas estaria predito pela teoria.

O problema da expansão do universo foi estudado de forma mais detalhada

por dois estudantes de Eddington, William M
Crea e George M
Vittie. Eles

estudaram um modelo 
osmológi
o muito simples, em que se formasse uma úni
a


ondensação de matéria em um ponto do universo, para veri�
ar que efeito isso

teria na estabilidade do universo. Con
luíram que essa 
ondensação produziria

uma 
ontração (e não expansão) do universo (M
CREA & M
VITTIE, 1930).

Posteriormente, M
Vittie desenvolveu uma análise aproximada de um universo


om uma distribuição des
ontínua de massas e 
hegou à 
on
lusão oposta: a

formação de 
ondensações deveria produzir uma expansão, 
omo Eddington havia

suspeitado (NORTH, The measure of the universe, p. 126).

Em 1931 Lemaître publi
ou um artigo sobre esse ponto espe
í�
o. Ele já havia

desistido de sua expli
ação ini
ial e agora prop�s que a expansão do universo seria

produzida por uma �estagnação� do mundo - que seria uma diminuição de tro
as

de energia entre suas partes (LEMAÎTRE, 1931, p. 490).

Primeiramente, Lemaître apresentou uma prova de que as 
ondensações não

produziriam efeitos, utilizando o teorema de Birkho� (LEMAÎTRE, 1931, p.

491). De a
ordo 
om esse teorema, no 
aso de um 
ampo gravita
ional 
om

simetria esféri
a, o 
ampo em uma superfí
ie a uma dada distân
ia do 
entro

não pode sofrer alterações, a menos que haja transporte de matéria através dessa

superfí
ie. Assim, a 
ontração da matéria não deveria ser 
apaz de produzir

nenhum efeito - nem 
ontração, nem expansão do universo - porque não poderia

produzir uma mudança do 
ampo gravita
ional. É 
laro, no entanto, que esse

argumento não levava em 
onta a variação de pressão 
riada pela 
ontração da
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matéria.

Para expli
ar o iní
io da expansão, Lemaître introduziu a idéia de �estag-

nação�, que não passa na verdade de uma redução da pressão de radiação (LE-

MAÎTRE, 1931, p. 499). Portanto, apesar do nome estranho, sua proposta não

era muito diferente da apresentada por Eddington.

Pou
o depois, Eddington publi
ou um trabalho em que a�rmou:

Foram feitas tentativas de estabele
er se a expansão deveria ser es-

perada teori
amente, em vez da 
ontração, mas não estou seguro de

que tenham tido su
esso. De qualquer forma elas envolvem hipóte-

ses adi
ionais e não dependem simplesmente da lei da gravitação.

(EDDINGTON, 1932, p. 7)

Nessa épo
a, Eddington já estava desinteressado dessa questão, que lhe pare-


ia sem importân
ia teóri
a. A situação permane
eu 
onfusa nos anos seguintes,

pois diferentes autores 
hegaram a resultados 
ontraditórios (NORTH, The mea-

sure of the universe, pp. 127-128).

Independentemente da 
ausa que teria desen
adeado a expansão do universo,

Eddington a
reditava que a melhor opção era que ele tivesse 
omeçado 
omo um

universo de Einstein, em equilíbrio, e estivesse agora tendendo a um universo de

De Sitter. Essa es
olha lhe pare
ia interessante porque 
ontinha o menor número

de parâmetros arbitrários - a 
onstante 
osmológi
a e o raio ini
ial do universo

estavam rela
ionados à massa total do universo.

Como foi Eddington quem mais divulgou e defendeu esse tipo de proposta, esse

tipo de teoria a
abou sendo 
onhe
ida 
omo �universo de Lemaître-Eddington�.

Em 1931 Eddington publi
ou um artigo no qual defendeu esse modelo, a�r-

mando que uma de suas vantagens era que assim se evitava o 
on
eito de um

instante no qual o universo 
omeçou, 
omentado: �Filoso�
amente, a noção de

um iní
io da presente ordem da Natureza é repugnante para mim� (EDDING-

TON, 1931a, p. 319).

Esse 
omentário desagradou Lemaître, talvez porque ele era um padre e, sob o

ponto de vista religioso, um iní
io do universo em 
erto momento do passado lhe

pare
ia mais adequado. Logo em seguida, Lemaître prop�s outra teoria 
osmoló-

gi
a, em que o universo 
omeçava 
omo uma grande 
ondensação de matéria, um

�átomo primitivo�, que explodia lançando átomos menores e radiação para todos

os lados (KRAGH, 1987, p. 130). Esse foi o pre
ursor do modelo do �big bang�,

proposto quase 20 anos depois por Gamow. A partir desse momento, Lemaître

deixou de a
eitar o �universo de Lemaître-Eddington�.
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3.15 A reação de Einstein ao universo em expan-

são

Diante das evidên
ias astron�mi
as favoráveis a um universo em expansão, e

vendo que os modelos dinâmi
os não exigiam a presença da 
onstante 
osmológi-


a, Einstein sugeriu, em 1931, que essa 
onstante 
osmológi-
a fosse abandonada.

Conta-se que ele teria dito, nessa épo
a, que a introdução da 
onstante 
osmoló-

gi
a havia sido o erro mais grave de sua vida (RAY, 1990, p. 589).

Em 1932 Einstein e De Sitter publi
aram um artigo 
onjunto, de apenas duas

páginas (EINSTEIN & DE SITTER, 1932). Nesse trabalho eles 
omentam a

falta de dados que permitam inferir se o espaço realmente possui uma 
urvatura

e analisam um modelo do universo em expansão sem 
onstante 
osmológi
a. Des-

prezando também a pressão, ele obtêm uma relação entre as duas prin
ipais

grandezas observáveis: a densidade média do universo atual � e a 
onstante de

Hubble H:

H2 =
��

3

Utilizando para a 
onstante de Hubble o valor de 500 km/s por megaparse
,

eles 
al
ulam uma densidade média para o universo de 4 � 10�28 g

m3 , que era

o limite máximo da densidade que havia sido estimada por De Sitter um ano

antes. A 
urvatura do espaço não podia ser determinada pelos dados disponíveis

e poderia ser nula.

Podemos tentar 
ompreender o que se passava 
om Einstein nessa épo
a,

14 anos depois da introdução da 
onstante 
osmológi
a, da seguinte forma. Em

1917, Einstein a
reditava que as idéias de Ma
h eram fundamentais e que a teoria

da relatividade geral deveria satisfazer o prin
ípio de Ma
h. Essa foi uma das

motivações do seu trabalho 
osmológi
o. Além disso, a introdução do termo


osmológi
o nas equações de 
ampo foi ne
essária para 
riar um universo em

equilíbrio - que lhe pare
ia, na épo
a, 
orresponder à realidade. Em 1931 esses

dois motivos já não existiam, pois Einstein havia desistido das idéias de Ma
h e

sabia que o universo estava em expansão. A ter
eira justi�
ativa para introduzir

o termo 
osmológi
o, em 1917, era puramente matemáti
a: a generalização mais

natural das equações de 
ampo de Einstein é obtida exatamente introduzindo

esse termo. No entanto, essa generalização era a
ompanhada por um defeito: a


onstante 
osmológi
a tinha um valor arbitrário, na teoria da relatividade geral,

o que reduzia a beleza da teoria (RAY, 1990, p. 597). Logo depois, o trabalho de

De Sitter mostrou ainda novos problemas: a teoria da relatividade 
om o termo
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osmológi
o previa a possibilidade de um universo sem matéria mas 
om inér
ia

e 
om forças repulsivas, 
ontrariando as 
on
epções bási
as de Einstein. Por

todos esses motivos, é 
ompreensível que a posição de Einstein tenha mudado

posteriormente. Mas nada disso justi�
a que ele se a
usasse de haver 
ometido

um sério erro em 1917.

Pode ser que Einstein se 
ulpasse por não haver previsto teori
amente a ex-

pansão do universo. Segundo Abraham Pais, se Einstein não tivesse introduzido

a 
onstante 
osmológi
a e tivesse imposto as 
ondições de simetria e homogenei-

dade de 1917, ele teria veri�
ado que as equações de 
ampo eram in
ompatíveis


om um universo estáti
o e poderia ter sugerido um modelo do universo em ex-

pansão. No entanto, deve-se notar que a previsão de um universo em expansão

por Einstein seria tão fá
il ou tão remota quanto a previsão de um universo em

expansão por Newton (RAY, 1990, p. 599). A�nal de 
ontas, nos dois 
asos

(relatividade geral e físi
a 
lássi
a) a teoria pare
ia indi
ar a impossibilidade de

um universo estáti
o, e nos dois 
asos um universo em expansão resolveria o

problema. O fato históri
o é que nem Newton nem Einstein tiveram essa idéia.

Tanto nas dé
adas de 1930 quanto posteriormente, houve diferentes posturas

em relação à 
onstante 
osmológi
a. Muitos físi
os seguiram o exemplo de Eins-

tein e 
onsideraram que ela podia ser dispensada. Outros a mantiveram para dar

maior maleabilidade à teoria da relatividade geral, sob a forma de um parâmetro

ajustável. Outros, en�m, 
onsideraram que a 
onstante 
osmológi
a tinha um

papel essen
ial na físi
a. Entre esses últimos estava Eddington, que interpretou

a 
onstante 
osmológi
a 
omo a base do próprio 
on
eito de 
omprimento. A

posição de De Sitter se manteve bastante 
autelosa:

Logo após o 
ompletamento da teoria [da relatividade geral℄, 
ertas


onsiderações de natureza �losó�
a ou metafísi
a levaram Einstein a

introduzir em suas equações uma 
erta grandeza representada pela

letra grega lambda e que ele 
hamou de �
onstante 
osmológi
a�. É

verdade que a generalidade 
ompleta da teoria, do ponto de vista

matemáti
o, exige essa 
onstante, mas ela poderia ser zero sem pre-

judi
ar a teoria: as equações são 
ompletas sem ela. Não 
onhe
emos

seu signi�
ado físi
o exato e, até o presente, não 
onseguimos ainda

penetrar as relações que a unem a outras 
onstantes da físi
a. A intro-

dução dessa nova 
onstante tem a aparên
ia de uma 
ompli
ação inútil

e, na verdade, muitos físi
os a 
onsideraram assim. Mas, por outro

lado, ela apresenta vantagens tão evidentes que foi adotada pela maio-
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ria, mesmo antes que tivessem sido observados fen�menos sus
etíveis

de serem expli
ados pelas equações 
ontendo o termo lambda, mas

inexpli
áveis sem ele. (DE SITTER, 1931, pp. 2-3)

Durante a dé
ada de 1930 a 
osmologia se dividiu em duas linhas prin
ipais.

Uma delas 
omeçou a investigar pro
essos astrofísi
os, tais 
omo a 
ondensação da

matéria para formar galáxias, estudando também radiação 
ósmi
a e pro
urando

expli
ar a formação dos elementos quími
os. Outro grupo se manteve estudando

as propriedades globais (geométri
as e 
inemáti
as) do universo, dentro do 
on-

texto da relatividade geral ou propondo alternativas (
omo a de Milne). Essa

segunda linha de pesquisa foi aos pou
os se enfraque
endo, pois não existiam

informações que permitissem es
olher um dentre os vários modelos ofere
idos.

A 
osmologia relativísti
a tornou-se apenas um exer
í
io matemáti
o (SMITH,

1990, p. 58).

Na dé
ada de trinta não houve uma grande reper
usão no avanço da 
onstru-

ção de modelos 
osmológi
os. Mesmo que ainda existindo alguns trabalhos no

tema, 
omo por exemplo os de Tolman, o interesse de
linou devido ao fato que

pare
ia ter sido esgotada a análise teóri
a tanto de se existia ou não a 
onstante


osmológi
a 
omo por que o universo estava expandindo-se, e por sua vez, as

observações não ofere
iam nenhum avanço promissor. Foi só a partir de 1948


om o trabalho de Gamow (GAMOW, 1948) sobre o Big-Bang que a 
omunidade


ientí�
a mar
ou um grande avanço no referente ao �modelamento� do universo.
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Capítulo 4

O universo de Eddington

Logo no iní
io da dé
ada de 1930, Eddington se �xou no modelo 
osmológi
o

de Lemaître-Eddington, e nun
a mais o abandonou nem questionou. Como esse

modelo 
omeça 
om um universo de Einstein, que só pode existir se as equações

de 
ampo in
luírem o termo 
osmológi
o, Eddington também nun
a 
olo
ou em

dúvida a existên
ia da 
onstante 
osmológi
a. Por vários outros motivos, ele

a
reditava que a 
onstante 
osmológi
a era uma grandeza físi
a fundamental,

determinando a 
urvatura do universo de Einstein e servindo de base para o

próprio 
on
eito de 
omprimento.

Havia dúvidas sobre o iní
io do pro
esso de expansão a partir do universo

de Einstein, e Eddington sempre admitiu isso: �Vários pesquisadores tentaram

examinar se havia alguma 
ausa de�nida de
idindo que o universo deveria 
air

em um estado de expansão em vez de 
ontração; mas não foi atingida nenhuma


on
lusão de
isiva� (EDDINGTON, New pathways in s
ien
e, p. 220).

Em 1933, Eddington apresentou os prin
ipais parâmetros do universo da

seguinte forma (EDDINGTON, The expanding universe, pp. 96-97):

1. Velo
idade de re
essão das galáxias = 528 km/s por megaparse


2. Raio ini
ial do universo (antes do iní
io da expansão) (Re) = 328 mega-

parse
 = 1068 milhões de anos-luz

3. Massa total do universo (M) = 2; 14� 1055 g = 1; 08� 1022 massas do Sol

4. Número de prótons do universo (N) = número de elétrons = 1; 29� 1079

5. Densidade média ini
ial da matéria do universo (�) = 1; 05� 10�27g=
m3

6. Constante 
osmológi
a � = 9; 8� 10�55
m2
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Apesar do número de algarismos signi�
ativos desses valores, Eddington aler-

tava que os 5 primeiros números poderiam estar errados por um fator 2, e os dois

últimos por um fator 4. Essas grandezas, evidentemente, estavam rela
ionadas

entre si (EDDINGTON, The expanding universe, p. 102-103).

� =
M

(2�2R3)

� =
1

R2
e

GM


2
=

1

2
�Re

A velo
idade de expansão (ou, mais exatamente, a 
onstante de Hubble) é

variável, no modelo de Lemaître-Eddington, mas seu valor máximo podia ser


al
ulado e era igual a 

(
p
3Re)

=
q

3
�
(EDDINGTON, The expanding universe, p.

103).

Conhe
endo-se apenas uma dessas 
onstantes do universo, todas as outras

podiam ser 
al
uladas (
om ex
eção da velo
idade de re
essão, já que apenas o

valor limite tinha uma relação exata 
om as outras 
onstantes). Supondo que a

velo
idade de re
essão atual está próxima do limite máximo, era possível 
al
ular

todas as outras 
onstantes a partir do valor medido por Hubble e Humason.

Pare
ia, portanto, que apenas faltava determinar de forma mais exata o valor

das 
onstantes do modelo 
osmológi
o. Não havia mais nenhuma 
ontribuição

teóri
a importante a fazer, se esse modelo estava 
orreto.

4.1 O 
ál
ulo teóri
o das 
onstantes do universo

Eddington prati
amente não parti
ipou do desenvolvimento posterior da 
os-

mologia relativísti
a, pois já estava envolvido 
om outro tipo de preo
upação.

Em torno de 1930, ele 
omeçou a dedi
ar-se à tentativa de deduzir teori
amente


ertas 
onstantes numéri
as fundamentais da físi
a. Essa linha de investigação,

baseada em uma 
ombinação da teoria da relatividade 
om a me
âni
a quânti
a,

foi inspirada pelo trabalho de Dira
 sobre o elétron e utilizou métodos algébri
os

inventados pelo próprio Eddington.

Ao longo de uma série de trabalhos, Eddington pro
urou determinar teori
a-

mente, entre outras, as seguintes 
onstantes adimensionais:

1. O inverso da 
onstante de estrutura �na h

(2�e2)

para a qual obteve ini
ial-

mente o valor inteiro 136 e, depois, 137.
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2. A razão entre as massas do próton Mp e do elétron m, para a qual obteve

ini
ialmente o valor Mp

m
= 1362

10
= 1849; 6 e, depois, o valor

Mp

m
=

1 +
q
1� 40

1362

1�
q
1� 40

1362

= 1847; 60

3. Uma relação entre grandezas 
osmológi
as e grandezas asso
iadas às partí-


ulas da matéria, asso
iando o número total de partí
ulas do universo N e

o raio de 
urvatura do universo de Einstein R 
om as massas do próton e

do elétron, 
arga do elétron e velo
idade da luz:

Mpm

Mp +m

�

e

�2
=

p
N

R

4. Uma relação entre o número de partí
ulas do universo e a razão entre a força

elétri
a e a força gravita
ional entre um elétron e um próton, F = e2

(GMpm)

que levou ini
ialmente à equação

F =
e2

(GMpm)
=

2

�

p
N

e, depois, a uma equação 
orrigida:

F =
2

3�

�
136

137

�2p
5N

5. O �número 
ósmi
o� N , que representa o número total de partí
ulas do

universo ou, mais exatamente, o número de pares elétron-próton que 
ons-

tituem a matéria do universo, para o qual Eddington obteve ini
ialmente

valores aproximados 
omo N = 1; 4� 1079 e, por �m, o valor

N =
3

2
� 136� 2256 = 2; 36216:::� 1079

Esse tipo de pesquisa foi gradualmente se tornando o 
entro de seu trabalho.

Nos últimos anos de sua vida, Eddington apenas se dedi
ava àquilo que denomi-

nou de �teoria fundamental�, que deveria propor
ionar uma base para toda a

físi
a. Além de um grande número de artigos, publi
ou três livros sobre sua

teoria:

Relativity theory of protons and ele
trons, 1936

The 
ombination of relativity theory and quantum theory, 1943
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The fundamental theory, 1946

Essa última obra estava ainda in
ompleta quando Eddington fale
eu e foi

preparada para publi
ação por seu amigo Edmund Whittaker.

Nos primeiros anos, essa linha de trabalho de Eddington despertou grande

interesse e expe
tativa. Depois, no entanto, não foi a
eita pela 
omunidade 
ien-

tí�
a e é 
onsiderada, hoje em dia, apenas uma 
uriosidade do passado. Isso

não impede, no entanto, que possua grande interesse históri
o, prin
ipalmente

porque essas idéias partiram de um pesquisador que mostrou enorme 
apa
idade

em outras áreas da físi
a e que 
ertamente não estava senil. Ja
ques Merleau-

Ponty 
omentou que a parte mais difí
il da �teoria fundamental� é a álgebra dos

números-E ou �sedenions�, e que esta 
onstitui um trabalho matemáti
o 
orreto:

Esses desenvolvimentos são difí
eis, mas seguros. Durante a vida de

Eddington e sobretudo depois de sua morte, foram 
onsagrados nu-

merosos estudos sobre os números-E. De a
ordo 
om o que sabemos,

os autores desses estudos não assinalaram nenhum erro nem insu-

�
iên
ia nos enun
iados e demonstrações de Eddington; esse fato,

embora puramente negativo, mere
e ser notado; ele mostra que não

poderíamos atribuir a obs
uridade dos es
ritos tardios de Edding-

ton a algum enfraque
imento de suas 
apa
idades matemáti
as, a

algum �desarranjo� de sua lógi
a. (MERLEAU-PONTY, Philosophie

et théorie physique 
hez Eddington, p. 98)

4.2 Eddington e a 
onstante 
osmológi
a

Em um universo de Einstein o raio de 
urvatura R do espaço está rela
ionado


om a 
onstante 
osmológi
a:

R =
1p
�

Eddington obteve uma relação semelhante a esta, 
om um signi�
ado mais

amplo, que o levou a interpretar a 
onstante 
osmológi
a 
omo uma grandeza

fundamental do universo. O resultado matemáti
o foi apresentado pela primeira

vez em 1921 (EDDINGTON, 1921b), e depois, em uma versão mais 
orreta, em

1922 (EDDINGTON, 1922a). Esta versão 
orrigida foi depois inserida no livro

The mathemati
al theory of relativity.

Uma superfí
ie tem uma 
urvatura gaussiana K que é o inverso do produto

de seus dois prin
ipais raios R1 R2 de 
urvatura: K = 1
(R1R2)

. No 
aso de um
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espaço-tempo genéri
o, há uma generalização desse 
on
eito, introduzindo o raio

de 
urvatura esféri
a 
omo sendo o raio de uma hiper-esfera que tem a mesma


urvatura gaussiana que aquela superfí
ie, no ponto 
onsiderado. Esse 
on
eito

está asso
iado ao traço do tensor de Ri

i (EDDINGTON, The mathemati
al

theory of relativity, p. 151).

Um espaço-tempo riemanniano genéri
o 
ontém 10 funções g�� das quatro


oordenadas. Ele pode ser representado 
omo uma superfí
ie de 4 dimensões

em um hiper-espaço eu
lidiano, 
om 10 dimensões (
oordenadas y1; y2; :::y10). A

partir da 
omparação entre esses espaços, Eddington 
hega a um modo de 
al
ular

a 
urvatura de uma superfí
ie em qualquer direção, 
omo por exemplo, G(1) na

direção de x1

G11 � 1

2
Gg11 =

1

2
G(1)

Generalizando, ele introduz a quádri
a�
G�� � 1

2
Gg��

�
dx�dx� = 3

a partir da qual se pode 
al
ular a 
urvatura em 
ada direção. Suponhamos que

o raio dessa quárti
a na direção x1 seja igual a �1. Es
olhendo-se a direção, x1 e

tomando-se o deslo
amento dx� = (�1; 0; 0; 0), teremos:�
G11 � 1

2
Gg11

�
�21 = 3

Por 
omparação, vemos que

1

2
G(1)�

2
1 = 3

e, portanto,

G(1) =
6

�21

Do mesmo modo, podemos 
al
ular a 
urvatura em qualquer outra direção

utilizando a quádri
a a
ima (EDDINGTON, The mathemati
al theory of relati-

vity, p. 152).

Se partirmos da equação de Einstein sob a forma:

G�� � �g�� = �k
�
T�� � 1

2
Tg��

�

e a apli
armos ao espaço vazio, teremos:

G�� = �g��

94



Contraindo esta expressão obtemos G = 4�, e portanto

G�� � 1

2
Gg�� = ��g��

Multipli
ando os dois lados por dx�dx� e 
omparando 
om a quádri
a, temos�
G�� � 1

2
Gg��

�
dx�dx� = 3 = ��g��dx�dx�

Portanto,

�ds2 = 3

�

Esta equação pode ser interpretada 
omo uma indi
ação da 
onstân
ia da


urvatura em todas as direções: em todos os pontos, no espaço vazio, o raio de


urvatura tem o valor 
onstante
q

3
�
(EDDINGTON, The mathemati
al theory

of relativity, p. 153). Inversamente, se o raio de 
urvatura do espaço-tempo é

o mesmo em todas as direções, no espaço vazio, então a lei de Einstein (
om a


onstante 
osmológi
a) é válida.

Note-se que o resultado não é óbvio, de modo nenhum, porque o espaço vazio

não pre
isa ser desprovido de 
ampos gravita
ionais e pode ter uma métri
a

bastante 
ompli
ada e assimétri
a. No entanto, apare
e uma 
urvatura do espaço

que é sempre a mesma, igual a
q

3
�
,qualquer que seja esse 
ampo.

Este resultado leva Eddington a ofere
er uma nova interpretação para a 
ons-

tante 
osmológi
a. Primeiro, ele es
lare
e o que signi�
aria, em prin
ípio, fazer

uma medida de 
urvatura do espaço-tempo em alguma direção: seria pre
iso


omparar as propriedades do espaço 
om algum padrão de 
omprimento, 
olo
ado

na mesma direção, no mesmo ponto do espaço. Portanto, o resultado a
ima obtido

poderia ser des
rito desta forma: �o raio de 
urvatura em qualquer ponto e em

qualquer direção mantém uma proporção 
onstante em relação ao 
omprimento

de uma unidade material espe
í�
a 
olo
ada no mesmo ponto e orientada na

mesma direção� (EDDINGTON, The mathemati
al theory of relativity, p. 153).

Invertendo a relação, Eddington obtém:

O 
omprimento de uma estrutura material espe
í�
a mantém uma

razão 
onstante em relação à 
urvatura do mundo no lugar e na di-

reção em que for 
olo
ada.

Ou seja: quando uma estrutura material qualquer é deslo
ada no espaço

(vazio) e 
olo
ada em qualquer ponto, em qualquer direção, ela deve ajustar seu
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omprimento de tal forma a manter uma proporção 
onstante 
om a 
urvatura

do espaço.

Imagine primeiro um universo no qual a 
urvatura, em relação a algum padrão

(não-material) de 
omprimento fosse anisotrópi
a. Um elétron inserido nele pre
i-

saria ter a mesma anisotropia para que pudesse obede
er às 
ondições de equilíbrio

que um elétron simétri
o obede
e no mundo isotrópi
o. A mesma anisotropia

persistiria em qualquer estrutura material formada desses elétrons. Finalmente,

quando nós medimos o mundo, isto é, fazemos 
omparações 
om estruturas ma-

teriais, a anisotropia o
orre dos dois lados da 
omparação e é eliminada. A lei

da gravitação de Einstein exprime o resultado dessa eliminação. A simetria e

homogeneidade expressas pela lei de Einstein não é uma propriedade do mundo

externo, mas uma propriedade da operação de medida.

Deste ponto de vista 
ertamente a 
onstante � não pode ser zero; só assim um

espaço vazio tem um raio de 
urvatura �nito em relação aos padrões familiares.

Um elétron nun
a poderia de
idir que tamanho deve ter a menos que existisse

algum padrão de 
omprimento independente dele mesmo, para que ele possa se


omparar. (EDDINGTON, The mathemati
al theory of relativity, p. 154)

Portanto, a 
onstante 
osmológi
a estabele
e o raio de 
urvatura
q

3
�
de um

espaço vazio e representa o padrão de 
omprimento em relação ao qual todos os

outros 
omprimentos devem ser 
omparados. Dessa forma, para Eddington, o

termo 
osmológi
o deixa de ser uma adição ad ho
 da teoria de Einstein e passa

a ser essen
ial, não podendo nun
a desapare
er das equações de 
ampo.

4.3 A relação entre o universo e o átomo

A mesma idéia reapare
e em muitos trabalhos de Eddington, sob várias formas.

Vamos a
res
entar mais alguns aspe
tos, a partir de uma obra de 1935: New

pathways in s
ien
e.

A 
onstante 
ósmi
a é o agente que está por trás do fen�meno de

re
essão das galáxias. Mas é também o agente que está por trás de

muitas outras 
oisas. Alguns anos atrás eu me 
onven
i fortemente

que nestas des
obertas astron�mi
as nos re
essos remotos do espaço

nós 
apturamos a 
have para os mistérios do próton e do elétron. Tudo

o que fui 
apaz de desenvolver desde então 
on�rma minha 
onvi
ção.

No espaço esféri
o, aqueles que 
omeçam em uma direção devem se

en
ontrar por �m 
om os que 
omeçaram na direção oposta. Da
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mesma forma, na 
iên
ia, os astr�nomos que 
aminharam em bus
a do

in
on
ebivelmente grande estão agora en
ontrando os físi
os at�mi
os

que foram em bus
a do in
on
ebivelmente pequeno. (EDDINGTON,

New pathways in s
ien
e, p. 222)

Eddington 
olo
a, em seguida, a relação entre o mundo mi
ros
ópi
o e ma
ros-


ópi
o de uma forma bastante simples. Se dissermos que o universo se expande,

essa expansão deve ser medida em relação a algum padrão de 
omprimento, que

pode ser um 
orpo material ou alguma grandeza at�mi
a. �Mas se o universo está

se expandindo em relação a esses padrões, todos esses padrões estão en
olhendo

em relação ao universo. A teoria do universo em expansão é também a teoria do

átomo que en
olhe� (EDDINGTON, New pathways in s
ien
e, p. 223).

Em prin
ípio, a teoria físi
a poderia prever uma 
ontração do átomo, em vez

de uma expansão do universo e, é 
laro, teria que apare
er na teoria da 
on-

tração do átomo alguma grandeza que desempenhasse um papel semelhante à


onstante 
osmológi
a. De 
erta forma, portanto, deve existir uma relação entre

a teoria da expansão do universo e uma teoria su�
ientemente geral para prever a


ontração das dimensões at�mi
as. �Assim, deveríamos ser 
apazes de nos aproxi-

mar da 
onstante 
osmológi
a através da teoria do átomo (ou mais expli
itamente

através das equações da teoria quânti
a que determinam o tamanho dos sistemas

de pequena es
ala) tanto quanto pela teoria do universo� (EDDINGTON, New

pathways in s
ien
e, p. 223).

O ra
io
ínio de Eddington pode pare
er estranho, mas tem uma boa funda-

mentação. Ele está simplesmente generalizando a idéia que fundamenta a teoria

da relatividade. As medidas físi
as devem ser relações ou 
omparações. Não há

sentido em falar sobre tamanho absoluto - todos os tamanhos são relações entre

tamanhos - e, portanto, nas teorias físi
as fundamentais, só deveriam apare
er

razões entre 
omprimentos e nun
a 
omprimentos isolados. As equações relativas

ao átomo devem ser 
apazes de estabele
er uma relação entre suas dimensões e

alguma outra grandeza físi
a dotada de tamanho, mas não devem ser 
apazes de

estabele
er um tamanho absoluto, sem 
omparação 
om nada.

Temos que re
onhe
er portanto que aquilo que 
hamamos de pro-

priedades do elétron são propriedades 
ombinadas ou relações entre

o elétron e algum outro sistema físi
o que 
onstitui um sistema de


omparação. Pois um elétron por si próprio não tem propriedades.

Se ele estivesse totalmente sozinho, não haveria nada que pudesse ser
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dito sobre ele - nem mesmo que ele é um elétron. (EDDINGTON,

New pathways in s
ien
e, p. 225)

Podemos per
eber nesse tipo de ra
io
ínio uma motivação semelhante à que

havia dirigido o trabalho de Ernst Ma
h e de Einstein (até 1920). No entanto,

Eddington não pensa propriamente em interações 
omo a 
ausa das propriedades

de um elétron. Ele pensa que é impossível 
on
eber uma grandeza sem um termo

de 
omparação. É um prin
ípio epistemológi
o e não uma suposição sobre um

pro
esso físi
o.

Mesmo se a
eitarmos esse ra
io
ínio, poderíamos pensar que a teoria físi
a

poderia estabele
er uma relação entre as propriedades do elétron e de algum

outro objeto mi
ros
ópi
o, e não ne
essariamente uma relação 
om o universo.

No entanto, Eddington tem um argumento 
ontra essa possibilidade:

Na físi
a atual a equação mais fundamental é a equação de onda

do elétron. Supõe-se usualmente que ela des
reve apenas o elétron.

Mas vimos que isso seria desprovido de sentido - não há nada para

des
rever. Ela des
reve a relação entre o elétron e um objeto ou sis-

tema físi
o de 
omparação; e embora o sistema de 
omparação não

seja men
ionado, podemos per
eber fa
ilmente que ele deve ser o uni-

verso - não o universo real, mas o universo idealizado fazendo-se um

arredondamento dos 
ampos eletromagnéti
os e gravita
ionais. Pois

se estivessem envolvidos objetos de 
omparação lo
ais, a me
âni
a on-

dulatória pre
isaria, por seus próprios prin
ípios, utilizar uma equação

mais 
ompli
ada 
om uma dupla função de onda para exibir as re-

lações observáveis envolvendo o elétron e aquele objeto. (EDDING-

TON, New pathways in s
ien
e, p. 226)

Portanto, Eddington a
redita que a teoria de Dira
 do elétron deve 
onter,

es
ondida, uma relação entre o elétron e o universo. O
orre, porém, que na teoria

do elétron todas as 
onstantes são 
onhe
idas, enquanto na teoria 
osmológi
a

havia uma 
onstante (�) des
onhe
ida. De alguma forma, 
omparando a equação

do elétron 
om a teoria 
osmológi
a, deveria ser possível en
ontrar o valor da


onstante 
osmológi
a (EDDINGTON, New pathways in s
ien
e, p. 227).

No entanto, o pro
edimento não era tão simples assim. Primeiramente, se-

gundo Eddington, era ne
essário 
orrigir a teoria quânti
a, já que esta não era

relativísti
a (EDDINGTON, New pathways in s
ien
e, p. 227). Poderíamos adi-


ionar: seria também ne
essário 
orrigir a teoria da relatividade, que não obede
e
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aos prin
ípios quânti
os. Nessa épo
a, Eddington não pensava nesse outro as-

pe
to, mas ao desenvolver a última versão de sua teoria trabalhou também nesse

outro extremo.

4.4 As 
onstantes fundamentais da físi
a

Tendo argumentado que todas as grandezas importantes devem ser relativas - ou

seja, razões entre grandezas do mesmo tipo, Eddington analisou as 
onstantes

físi
as fundamentais e pro
urou relações numéri
as (adimensionais) entre elas,

pois apenas essas 
onstantes numéri
as poderiam ter um signi�
ado teóri
o mais

profundo.

A natureza é medida por seu próprio padrão. Assim o signi�
ado

de nossas 
onstantes físi
as está nas razões puramente numéri
as que

estão 
ontidas nelas. (EDDINGTON, New pathways in s
ien
e, p.

230)

Como 
onstantes físi
as fundamentais, Eddington indi
ou as seguintes

(EDDINGTON, New pathways in s
ien
e, p. 230):

� e = 
arga do elétron

� m = massa do elétron

� M = massa do próton

� h = 
onstante de Plan
k

� 
 = velo
idade da luz

� G = 
onstante gravita
ional

� � = 
onstante 
osmológi
a

Note-se que ele estava in
luindo as 
onstantes bási
as da teoria da gravitação,

do eletromagnetismo e da teoria quânti
a. A termodinâmi
a ou a teoria das

forças nu
leares não apare
em 
ontempladas nesta lista.

Todas as 
onstantes es
olhidas por Eddington possuem dimensões que podem

ser representadas em função de 
omprimento, tempo e massa. Assim, 
ombi-

nando essas sete 
onstantes é possível substituir essas 
onstantes por outras sete,

três das quais tendo dimensões respe
tivamente de 
omprimento, de massa e de

99



tempo, e outras quatro sendo adimensionais. Eddington indi
ou quatro 
ombi-

nações adimensionais que lhe interessava dis
utir (EDDINGTON, New pathways

in s
ien
e, p. 232):

(a)
M

m
(b)

h


2�e2
(
)

e2

GMm
(d)

2�


h

r
Mm

�

(a) é a razão entre as massas do próton e do elétron, que se sabia ser apro-

ximadamente igual a 1840; (b) é a 
onstante de estrutura �na, 
ujo valor era

aproximadamente 137 [na verdade, dá-se o nome de �
onstante de estrutura �na�

ao inverso deste número, ao 
ontrário do que Eddington fazia℄; (
) é a razão entre

a força elétri
a e a força gravita
ional entre um elétron e um próton, 
ujo valor

é de aproximadamente 2; 3� 1039; e (d) é uma razão mais 
ompli
ada, entre um


omprimento de tipo at�mi
o e o raio de 
urvatura natural do espaço, 
om valor

aproximado de 1; 2� 1039.

A partir dessas quatro 
onstantes é possível evidentemente, por multipli
ação,

divisão e exponen
iação, obter muitas outras 
onstantes adimensionais, mas qual-

quer delas será uma 
ombinação dessas quatro (EDDINGTON, New pathways in

s
ien
e, p. 232). Se a teoria pudesse propor
ionar os valores de quatro 
onstantes

adimensionais, teria atingido o máximo que pode ser feito.

Eddington a
reditava que o 
ál
ulo teóri
o das 
onstantes poderia depender

de uni�
ações de teorias. No eletromagnetismo, por exemplo, havia uma 
ons-

tante (a razão entre as unidades de 
arga eletrostáti
a e eletromagnéti
a) que

tinha dimensões de velo
idade e valor experimental próximo ao da velo
idade

da luz. Com a uni�
ação entre eletromagnetismo e ópti
a, essa 
onstante se

tornou idênti
a à velo
idade da luz, reduzindo assim uma 
onstante bási
a da

físi
a. Da mesma forma, a teoria do 
orpo negro de Plan
k reduziu o número de


onstantes ne
essárias para des
rever as várias leis da radiação. A existên
ia de

4 
onstantes adimensionais indi
aria o grau de uni�
ação que ainda faltava na

físi
a (EDDINGTON, New pathways in s
ien
e, p. 234).

As 
onstantes (
) e (d) tinham valores muito altos e próximos entre si. Edding-

ton suspeitou - 
omo outras pessoas - que não poderia ser uma 
oin
idên
ia a

existên
ia de números tão grandes e semelhantes. Sup�s que a base dessas 
ons-

tantes fosse algum número asso
iado ao universo 
omo um todo (EDDINGTON,

New pathways in s
ien
e, p. 234).
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4.4.1 A 
onstante de estrutura �na

Uma das 
onstantes adimensionais era a 
onstante de estrutura �na, h

2�e2

. Edding-

ton 
onsiderava essa 
onstante 
omo a razão entre duas unidades de ação. A


onstante h
2�

representa o quantum de ação de Plan
k, e a grandeza e2



tem as

mesmas dimensões e deve também representar uma ação. Já em 1914, Lewis

e Adams haviam sugerido que deveria existir uma relação simples entre essas

grandezas (LEWIS & ADAMS, 1914, p. 97). A relação sugerida foi:

h =
"

002



3

r
8�5

15

Os autores utilizando o símbolo "0 para representar a 
arga elétri
a no sistema

de Heaviside, sendo "00 = 4�e. Fazendo a substituição, teríamos:

h


2�e2
= 16�2 3

r
�2

15
= 137; 35

No 
aso do trabalho de Lewis e Adams, a �dedução� não se baseia em ne-

nhuma teoria físi
a, mas apenas em 
onsiderações geométri
as e dimensionais. A

argumentação de Eddington foi 
ompletamente diferente.

Eddington 
omentou que a grandeza e2



também representava uma unidade

de ação, 
om o seguinte signi�
ado: quando dois elétrons (ou um próton e um

elétron) estão a uma distân
ia r, a energia poten
ial entre eles é V = e2

r
(em

unidades eletrostáti
as), e a luz demora um tempo t = r


para ir de um até o

outro. Multipli
ando essa energia por esse tempo obtemos a unidade de ação
e2

r
r


= e2



, que está asso
iada à interação entre 
argas elétri
as. Dividindo h

2�

por e2



obtemos h


2�e2
que vale aproximadamente 137 e que representa portanto a

razão entre o quantum de ação de Plan
k e a unidade de ação rela
ionada 
om a

interação entre dois elétrons (EDDINGTON, New pathways in s
ien
e, p. 235).

Assim, em todos os problemas que envolvem partí
ulas e radiação -

matéria e éter - temos que tratar 
om dois sistemas 
onstruídos em

es
alas diferentes, 
onstruídos de átomos de ação de tamanhos dife-

rentes. A teoria atual não tenta explorar o signi�
ado dessa diferença

de es
ala; simplesmente a a
eita 
omo um fato empíri
o e introduz

uma 
onstante de estrutura �na para dar 
onta dela. Mas isso não

pode ser o limite �nal para o progresso. Somos desa�ados a en
on-

trar uma teoria uni�
ada de partí
ulas elétri
as e radiação na qual a

ação do tipo eletrostáti
o e a ação do quantum são bus
adas até suas
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fontes. Então seremos 
apazes de 
ompreender por que um perten
e a

um átomo que é 137 vezes o outro átomo, e realmente per
eberemos

essa razão tão 
laramente quanto per
ebemos que a 
ir
unferên
ia

de um 
ír
ulo é 3,14159... vezes seu diâmetro. (EDDINGTON, New

pathways in s
ien
e, p. 235)

O modo pelo qual Eddington tentou 
al
ular o valor da 
onstante de estrutura

�na variou ao longo dos anos. Deve-se notar que a exposição que estamos apre-

sentando aqui é de 1935, vários anos depois de suas primeiras tentativas. Pode

ser que ele pensasse de forma 
ompletamente diferente no iní
io de sua pesquisa.

Como h

2�e2

= 137, podemos es
rever a energia poten
ial de um par de elétrons


omo e2

r
ou 
omo 1

137
h

2�r

. Pode-se assim dizer que a energia poten
ial entre dois

elétrons é 1=137 do valor que esperaríamos que houvesse, levando em 
onta a

existên
ia do quantum de Plan
k. A idéia bási
a de Eddington é que a energia
h

2�r

está distribuída entre 137 graus de liberdade do sistema de dois elétrons, e que

apenas um desses graus de liberdade é a distân
ia entre as duas 
argas. Assim

apenas 1=137 da energia �
a rela
ionada à energia poten
ial eletrostáti
a.

O 
on
eito de grau de liberdade utilizado por Eddington é abstrato e não


orresponde ao da físi
a 
lássi
a. Ele introduz a teoria de Dira
 do elétron,

observando que há 
ertos símbolos asso
iados a esse sistema do tipo EF, onde E

se refere a uma das partí
ulas e F se refere à outra. Há 16 tipos de símbolos E

e outros 16 tipos de símbolos F, possibilitando 162 = 256 
ombinações diferentes

EF. Dessas 256, 120 são indistinguíveis entre si. Há, por isso, apenas 256 �
120 = 136 
ombinações diferentes possíveis EF. Portanto, a energia pode se

distribuir de 136 modos diferentes, e 
ada um desses modos 
orresponde a 1
136

h

2�r

(EDDINGTON, New pathways in s
ien
e, p. 237).

Nesta obra, que não é té
ni
a, Eddington não mostra 
omo 
al
ular esses

números, apenas indi
a a idéia geral que está por trás dos 
ál
ulos.

O próprio Eddington indi
a em seguida que essa análise permite expli
ar o

surgimento do número 136, mas não 137. De fato, sob o ponto de vista históri
o,

Eddington havia primeiramente 
al
ulado que a 
onstante h

2�e2

seria igual a 136,

e só depois 
hegou a 137. De 
erta forma, ele está indi
ando nesse livro os passos

que seguiu em sua pesquisa.

Para introduzir o 137o grau de liberdade, Eddington faz 
onsiderações sobre

a estatísti
a de Fermi-Dira
. Primeiramente ele faz uma 
omparação 
om um

fen�meno 
lássi
o: o movimento de um elétron é in�uen
iado pela presença de

outro (pelas forças eletrostáti
as) e, por isso, a probabilidade de en
ontrá-lo em
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erto estado vai depender da presença de outros elétrons. Quando são estudados

apenas dois ou pou
os elétrons, faz-se uso dessas forças eletrostáti
as para estudar

suas in�uên
ias. Por outro lado, em análises estatísti
as, 
om grande número de

partí
ulas, a diferença entre o 
omportamento entre um 
onjunto de elétrons e

um 
onjunto de átomos 
lássi
os é dada pelo tipo de estatísti
a à qual os elétrons

obede
em (a estatísti
a de Fermi-Dira
). Eddington vai a�rmar que os dois tipos

de teorias são análises diferentes de uma mesma interação e que é possível uni�
ar

os dois enfoques (EDDINGTON, New pathways in s
ien
e, pp. 239-240). Em

seguida, Eddington dá o passo fundamental: ele reinterpreta a força 
oulombiana

entre dois elétrons 
omo sendo uma 
onseqüên
ia da impossibilidade de distinguir

dois elétrons entre si:

É bem 
onhe
ido que a estatísti
a de Fermi-Dira
 é uma 
onseqüên-


ia do fato que as partí
ulas envolvidas não podem ser distinguidas

uma da outra. Mas a origem da interação deve ser a mesma, seja

quando a exprimimos por uma nova estatísti
a ou pela 
on
epção de

força. Se a estatísti
a de Fermi-Dira
 surge da tro
a de partí
ulas

indistinguíveis, as forças de Coulomb também. Portanto a energia

de Coulomb é a energia de tro
a. Isso dá uma indi
ação 
lara sobre

a linha a ser seguida ao fazer um 
ál
ulo teóri
o do seu valor, 1
137r

.

Devemos realizar para duas 
argas o que Fermi e Dira
 pare
em ter

realizado para um grande número de 
argas; quer dizer, devemos estu-

dar em detalhe o modo pelo qual as probabilidades rela
ionadas 
om

um sistema de duas partí
ulas são afetadas pelo fato que não podemos

distinguir uma partí
ula da outra. (EDDINGTON, New pathways in

s
ien
e, p. 240)

Prosseguindo sua análise, Eddington 
on
lui que além dos 136 graus de liber-

dade asso
iados às 136 diferentes 
ombinações dos símbolos EF que 
ara
terizam

um par de elétrons, é ne
essário introduzir um 137 grau de liberdade asso
iado à

possibilidade de tro
a entre os dois elétrons. Tratar os dois elétrons 
omo distintos

signi�
a estabele
er a impossibilidade de que eles se aproximem inde�nidamente

e o
upem o mesmo lugar. Tratar os dois elétrons 
omo indistinguíveis signi�
a

que um deles pode o
upar o lugar do outro, possibilitando assim um tipo de

movimento que era impossível no outro 
aso. Isso, segundo Eddington, introduz

um novo grau de liberdade no sistema, permitindo passar de 136 para 137 graus

de liberdade. Assim, 1=137 da energia do sistema está rela
ionada ao �movi-
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mento� neste grau de liberdade, que está asso
iado justamente ao movimento

radial (redução de distân
ia entre os elétrons) e à energia Coulombiana.

Esta é apenas uma des
rição qualitativa da teoria de Eddington, que permite

termos uma idéia geral sobre o seu método de trabalho. Mas não se pode avaliar

o trabalho de Eddington ou 
riti
á-lo apenas a partir desse tipo de des
rição, que

apare
e em uma obra de popularização. Sabemos que qualquer teoria, quando é

popularizada, sofre simpli�
ações e distorções. Se tentássemos avaliar a própria

teoria da relatividade a partir de obras de divulgação (mesmo as melhores delas),

a teoria deveria ser 
onsiderada insatisfatória e até ridí
ula. É interessante indi
ar

que, na mesma épo
a do primeiro trabalho de Eddington sobre o assunto, outros

autores sugeriram também relações para 
al
ular h

2�e2

. Essas outras propostas, no

entanto, em vez de propor algum fator puramente numéri
o, introduziram uma


omparação entre h

e2

e a razão entre as massas do próton e do elétron (BOND,

1930, p. 995):

Perles (1928) h

e2
=

Mp
m

��1
Fürth (1929) h


e2
= 15

32
(Mp+m)2

Mpm

Com os dados disponíveis na épo
a, Bond 
al
ulou que a primeira relação

(de Perles) 
oin
idia 
om as medidas experimentais 
om um erro relativo de

apenas 1,6 partes em 1.000, porém não tinha nenhuma base teóri
a, devendo ser

interpretada apenas 
omo uma 
oin
idên
ia. A segunda relação (de Fürth) tinha

uma 
on
ordân
ia pior, 
om uma diferença relativa de 1,2% que era 18 vezes

maior do que o erro provável das medidas (BOND, 1930, p. 1001).

4.4.2 A massa do elétron

Outra das 
onstantes fundamentais, adimensionais, é a razão entre a massa do

elétron e a do próton. Para tentar deduzir essa razão, Eddington parte da seguinte

idéia: a equação de Dira
 de um elétron envolve a massa dessa partí
ula. Porém,

a massa de uma partí
ula isolada não tem sentido - apenas se pode falar de

razões entre massas, ou de relações entre a massa do elétron e outras massas do

universo. Se a equação do elétron envolvesse alguma outra partí
ula 
om a qual

ele está interagindo, apare
eria a razão entre suas massas na equação. No 
aso

da equação de um úni
o elétron, a sua massa deve ser, na verdade, a razão entre

a massa do elétron e alguma massa asso
iada ao universo 
omo um todo, e a

equação do elétron deve ser, na verdade, uma equação que rela
iona o elétron


om o universo, mas em que o universo apare
e de forma �disfarçada�. Eddington

pro
ura por isso determinar em que 
ondições uma equação de onda des
revendo
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dois 
orpos (o universo e um elétron) pode ser transformar na equação do elétron

(uma úni
a onda) e en
ontra a seguinte 
ondição (EDDINGTON, New pathways

in s
ien
e, p. 247):

10m2 � 136mm0 +m2
0 = 0

Nessa equação, m0 é uma massa 
ósmi
a (que não é a massa do universo),

que serve 
omo padrão de 
omparação para a massa m do elétron.

Resolvendo a equação de segundo grau, Eddington obtém dois valores posi-

tivos:

M = 13; 593m0 m = 0; 07357m0

Como o valor dessa massa 
ósmi
a de referên
ia m0 não é determinado pela

teoria, não se pode en
ontrar o valor de m, porém Eddington divide um valor

pelo outro e obtém 1847,6, que é o valor experimental da razão entre a massa

do próton e a do elétron (EDDINGTON, New pathways in s
ien
e, p. 247).

Assim, Eddington identi�
a as duas raízes dessa equação de segundo grau 
om

as duas partí
ulas fundamentais do universo (nessa épo
a, pensava-se que não

havia outras partí
ulas fundamentais).

Para a própria massa de referên
ia, Eddington propor
iona uma análise apro-

ximada, baseando-se na seguinte idéia. No universo há N partí
ulas, distribuídas

ao a
aso em um espaço de raio R. Considerando-se que a in
erteza da posição de


ada partí
ula é da ordem de R, o 
entro de massa dessa distribuição terá uma

in
erteza da ordem de Rp
N
. Pelo prin
ípio de Heisenberg, haverá uma in
erteza de

momento asso
iada a essa in
erteza de posição, que será da ordem de Æp = h
2�

Rp
N
.

Eddington asso
ia a esse momento uma massa da ordem de Æp


e 
onsidera que

essa é a massa 
ósmi
a de referên
iam0 (EDDINGTON, New pathways in s
ien
e,

p. 249):

m0 =
h

2
�

p
N

R

O próprio Eddington 
omenta que não estava muito seguro sobre esse 
ál
ulo,

mas que supunha que a idéia geral estava 
orreta, podendo no entanto haver

a ne
essidade de alguns ajustes de detalhes (EDDINGTON, New pathways in

s
ien
e, p. 249). Utilizando os valores experimentais 
onhe
idos para a massa

do próton, é possível 
al
ular m0. Utilizando o valor do raio do universo de

Einstein obtido a partir de dados astron�mi
os, Eddington avaliou o número N

de partí
ulas do universo 
omo sendo da ordem de 1079, o que era 
oerente 
om

os dados a respeito da massa das galáxias e sobre o tamanho do universo, na

épo
a (EDDINGTON, New pathways in s
ien
e, p. 250).
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4.4.3 As 
onstantes envolvendo grandes números

Como vimos, duas das 
onstantes adimensionais de Eddington tinham valores da

ordem de 1039: as 
onstantes (
) e (d):

(
)
e2

GMm
(d)

2�


h

r
Mm

�

Re
ordemos que (
) é a razão entre a força elétri
a e a força gravita
ional

entre um elétron e um próton, e (d) é uma razão entre um 
omprimento de tipo

at�mi
o e o raio de 
urvatura natural do espaço.

Alguns autores já havia feito sugestões sobre as 
onstantes físi
as adimensio-

nais 
om altos valores. Hermann Weyl havia sugerido que o raio de 
urvatura do

espaço-tempo R, o raio elétri
o do elétron Re e o raio gravita
ional do elétron

Rg formariam aproximadamente uma progressão geométri
a (BOND, 1930, p.

1003), ou seja:
R

Re
=
Re

Rg
ou RRg = R2e

Os raios do elétron eram de�nidos igualando-se a energia poten
ial eletros-

táti
a ou gravita
ional de uma 
arga e 
om a energia de repouso do elétron,

obtendo-se:

Re =
e2

m
2
Rg =

Gm2

m
2
=
Gm


2

Portanto, a sugestão deWeyl 
onduzia a uma relação pare
ida 
om a 
onstante

(
) de Eddington:
Re

Rg

=
e2

Gm2

Outro autor que já havia sugerido uma expli
ação para um dos grandes

números foi Fürth, que em 1929 apresentou a relação (BOND, 1930, p. 996):

h


2(Mp +m)2G
=
�

2
(16)32

Como h
 pode ser substituído pela 
onstante de estrutura �na f multipli
ada

por 2�
e2
, essa 
onstante proposta por Fürth poderia ser es
rita:

fe2

(Mp +m)2G
=

1

2
(16)32

Essa 
onstante tem uma semelhança 
om a 
onstante (
) de Eddington. É

interessante indi
ar que a relação de Fürth propor
ionava um ex
elente resultado,

quando 
omparada 
om os dados experimentais (BOND, 1930, p. 1002).
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Nessa épo
a (1935) Eddington tinha dúvidas sobre 
omo 
al
ular as 
ons-

tantes (
) e (d), pois a massa de referên
ia do universo m0 entrava na dedução

(EDDINGTON, New pathways in s
ien
e, p. 252). No entanto, ele indi
a que a

razão entre as 
onstantes (
) e (d) seria igual a
p
90
�

que é aproximadamente igual

a 3,02. Quanto às duas 
onstantes isoladamente, Eddington apresenta fórmulas

em que elas dependem do número de partí
ulas do universo:

(
)
e2

GMm
=

3N

�

(d)
2�


h

r
Mm

�
=

r
N

30

As 
onstantes (
) e (d) eram, portanto, da ordem de grandeza da raiz quadrada

do número de partí
ulas do universo.

Eddington pensava, nessa épo
a, que o número total N de partí
ulas do uni-

verso poderia ser uma 
onstante impossível de determinar teori
amente (EDDING-

TON, New pathways in s
ien
e, p. 252).

Para satisfazer os dados observa
ionais, ele 
onsiderava que o valor aproxi-

mado de N seria de 2� 1079, sendo 1079 elétrons e 1079 prótons. Embora, nessa

épo
a, não tivesse proposto nenhum modo de prever N teori
amente, Eddington

indi
ou que Fürth havia indi
ado que 2 elevado a 256 era aproximadamente igual

a 1077 e que talvez o número de partí
ulas do universo tivesse alguma relação 
om

2256. Isso pare
ia uma 
onjetura interessante, mas não havia nenhuma teoria que

indi
asse essa relação (EDDINGTON, New pathways in s
ien
e, p. 253). Alguns

anos depois, Eddington obteve o resultado:

N =
3

2
� 136� 2256

4.5 Relação entre observações e teoria

As duas primeiras 
onstantes obtidas por Eddington foram (a) a 
onstante de

estrutura �na (137) e (b) a razão entre a massa do próton e a do elétron (1847,6).

Esses valores eram muito próximos dos valores experimentais 
onhe
idos na épo
a

(diferenças menores do que 1%), mas não eram exatamente iguais, e as diferenças

eram bem maiores do que os erros experimentais das medidas (EDDINGTON,

New pathways in s
ien
e, p. 250). Seria isso uma evidên
ia de que a teoria estava

errada?
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O físi
o William N. Bond havia feito uma 
uidadosa 
omparação entre os

dados experimentais e a teoria. Em 1930 ele havia 
on
luído que as medidas

disponíveis eram 
ompatíveis 
om o valor exato h

2�e2

= 137 (BOND, 1930, p.

1002). Em um segundo artigo, revendo todos os dados disponíveis, 
omparando

os métodos e 
al
ulando os erros, 
on
luiu que os dados experimentais indi
avam

um valor 
ompatível 
om o de Eddington (BOND, 1931, p. 637):

h


2�e2
= 137; 01� 0; 05

Nesse mesmo artigo, no entanto, Bond 
on
luiu que a previsão de Eddington

para a razão entre as massas do próton e do elétron não era satisfatória. Ele

obteve, a partir da análise dos dados experimentais, o seguinte valor:

Mp

m
= 1846; 5� 0; 4

O valor teóri
o de Eddington (nessa épo
a) era Mp

m
= 1362

10
= 1849; 6 - que

diferia dos dados experimentais por mais de 6 vezes o erro provável das medidas

(BOND, 1931, p. 640).

Eddington alterou logo depois a dedução da razão entre as massas do próton

e do elétron, obtendo o novo valor teóri
o 1847,6. Este valor era satisfatório,


onsiderando os dados experimentais (BOND, 1932, p. 379).

Posteriormente o próprio Bond 
hegou à 
on
lusão de que existiam realmente

dis
repân
ias signi�
ativas entre as medidas e as previsões de Eddington. No

entanto, o próprio Bond sugeriu que aquilo que se mede no laboratório pode

não ser idênti
o àquilo que a teoria está estudando. A dis
ordân
ia entre a

teoria de Eddington e os dados desapare
eria se fosse feita a suposição de que

os métodos experimentais de medida da massa do elétron dessem resultados que

fossem 137=136 vezes a massa �verdadeira� do elétron, ou se o valor das medidas

de e
m
para o elétron fossem multipli
ados por 137=136. Nesse 
aso, a 
on
ordân
ia

entre os valores teóri
os e experimentais das duas primeiras 
onstantes (a) e (b)

era perfeita (EDDINGTON, New pathways in s
ien
e, p. 251).

Eddington 
onsiderou que a sugestão de Bond poderia ser 
orreta. Talvez

a análise que rela
iona as observações à massa do elétron 
ontivesse um erro -

exatamente o mesmo fator que estava errado na análise ini
ial de Eddington - e,

por isso, não se podia 
omparar diretamente os resultados experimentais 
om a

teoria.

No intuito deste 
apítulo, a seguir, faremos uma revisão dos prin
ipais artigos

de Eddington rela
ionados à forma 
om que Eddington en
ontra, segundo ele,

por argumentos puramente teóri
os o valor das 
onstantes da natureza.
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4.6 Um tratamento simétri
o da equação de onda

EDDINGTON, A.S. A symmetri
al treatment of the wave equation.

Pro
eedings of the Royal So
iety 121: 524-542, 1928

No seu primeiro artigo sobre o tema, Eddington apresenta uma teoria de

matrizes, baseado na análise do estudo da teoria do elétron de Dira
 (DIRAC,

1928 (a), 1928 (b)) e no 
omentário de Darwin (DARWIN, 1928) a respeito da

forma não simétri
a das equações de Dira
 e na a�rmação deste de que, mesmo

sendo invariantes sob as transformações de Lorentz, elas não estavam 
onstruídas

em forma tensorial. Com esta motivação, Eddington 
onstrói uma base matri
ial

que lhe permite olhar para um espaço de 16 dimensões a partir do produto de

matrizes 4x4 visando es
rever uma equação de onda de primeira ordem, equiva-

lente à de Dira
, mas expressa em forma simétri
a e tensorial, da qual vai se valer

depois para en
ontrar, por �resultados puramente teóri
os�, o valor das que ele


hamou 
onstantes da natureza, abordadas na introdução deste 
apítulo.

Já que esta teoria de matrizes 
on�gura-se 
omo fundamental para o entendi-

mento teóri
o da obra de Eddington que analisaremos no presente 
apítulo, faz-se

ne
essário nos determos numa apresentação do desenvolvimento matemáti
o que

estrutura a teoria. Começaremos pela de�nição matri
ial.

4.6.1 Matrizes quadri-ponto

A base desta teoria matri
ial são matrizes e tensores em quatro dimensões.

Partindo deste ponto o seguinte paso é a de�nição de 4 matrizes, S�; S�; S
; SÆ,

estruturadas a partir da 
on�guração dos eixos em duplas.

� = 12; 34 � = 13; 42 
 = 14; 23:

Os pontos (1; 2)(2; 1)(3; 4)(4; 3) foram 
hamados pontos �, (1; 3)(3; 1)(4; 2)

(2; 4) de pontos �, et
. Os pontos restantes (1; 1)(2; 2)(3; 3)(4; 4) são os pontos Æ.

A matriz S� é de�nida 
omo a matriz 
om elementos iguais a 1 nos pontos � e

zeros em qualquer outro lugar, as outras matrizes são de�nidas de modo análogo.

S� =

8>>><
>>>:

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

9>>>=
>>>;

S� =

8>>><
>>>:

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

9>>>=
>>>;

S
 =

8>>><
>>>:

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

9>>>=
>>>;
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SÆ =

8>>><
>>>:

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

9>>>=
>>>;

Eddington também de�ne outras matrizes, diagonais, dadas por:

D� = (1; 1;�1;�1) D� = (1;�1; 1;�1) D
 = (1;�1;�1; 1)

DÆ = (1; 1; 1; 1)

O 
onjunto de propriedades destas matrizes é deduzido a partir das diferentes

relações1

S� = D� = 1 S�S� = S
 D�D� = D
 S2
� = 1 D2

� = 1 S�D� = �D�S�

S�D� = D�S�

Dentro desta estrutura se de�ne um fator (ab) tal que

(ab) = +1 se a = Æ ou b = Æ ou a = b

(ab) = �1 em qualquer outro 
aso.

Obtendo-se assim uma outra forma de expressar o resultado da multipli
ação de

matrizes

S�D� = �D�S� S�D� = D�S�

através de

SaDb = (ab)DbSa (a; b = �; �; 
; Æ) SaSb = SbSa DaDb = DbDa:

4.6.2 Solução de tensores

Fazendo os produtos SaDb en
ontra-se um 
onjunto de 16 matrizes das quais 4

são matrizes � (S�D�; S�D�; S�D
 ; S�DÆ(= S�)), 4 �, et
. Estes 16 produtos

têm a parti
ularidade de serem independentes, i.e., não existe uma identidade

linear rela
ionando-os.

Segue-se que uma matriz qualquer de quatro linhas e 
olunas pode ser expressa

na forma X
ab

tabSaDb (4.1)

Os 16 
oe�
ientes arbitrários tab propor
ionam todos os valores possíveis dos

16 termos da matriz, e 
omo os SaDb são linearmente independentes, as equações

1O mesmo pode ser veri�
ado permutando �; �; 
 mas não Æ.
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determinando os t também são independentes. Assim qualquer tensor Tab de

segunda ordem pode ser representado pelos 16 
oe�
ientes tab
Seja T a

b um tensor misto, sua transformação para este sistema é dada por

T
0

d =

�x
0


�xa
�xb

�x0d
T a
b

Essa relação pode ser es
rita de forma matri
ial, representando por k e k0 as

matrizes dos 
oe�
ientes de transformação e representndo o tensor por T

T 0 = kTk0 (4.2)

onde

kk0 = 1 (4.3)

4.6.3 Rotações

A transformação

x1 = x0
1 
os � � x0

2 sin � x3 = x0
3 
os � � x0

4 sin �

x2 = x0
1 sin � + x0

2 
os � x4 = x0
3 sin � + x0

4 
os �

representa rotações através de um ângulo � nos planos (x1x2) e (x3x4), k sendo

da forma obtido através da lei de transformação de tensores T 0�
� = T �

�
�x�
�x0

�

�x0

�

�x�

om

k�� = �x�
�x0

�
e k0

�� = �x0

�

�x�

k = 
os � � sin �:S�D� (4.4)

Sua transformação inversa, sendo uma rotação através de ��:

k0 = 
os � + sin �:S�D�

O termo �rotação� 
om um signi�
ado generalizado é utilizado de tal maneira

que in
lua qualquer transformação da forma2

k = 
os � + sin �:i(ef)
1

2SeDf

k0 = 
os � � sin �:i(ef)
1

2SeDf

)

Sob estas 
onsiderações en
ontram-se 16 rotações as quais 
orrespondem às

matrizes SeDf para (ef) = �1 e iSeDf para (ef) = +1.

2O argumento para in
luir o fator i(ef)
1

2 é entendido olhando para a transformação unitária

kk0 = 1.
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Rotação de um tensor. Tomando o primeiro 
aso (ef) = �1, vamos 
onsi-

derar o que a
onte
e quando se apli
a a rotação SeDf em um tensor misto T �
� .

Analisando o tensor, expresso nas suas 
omponentes tab, obtemosX
ab

t0abSaDb =
X�

tabSaDb(
os
2 � � (af)(be)(ef) sin2 �) (4.5)

+ SaSeDbDf ((af)� (be)) sin � 
os �)

Neste arranjo distinguimos dois grupos de termos3:

Grupo 1 (af)(be) = +1. Se (ef) = �1, o lado direito de [4.5℄ �
a:X
tabSaDb(
os

2 � + sin2 �) + 0

Con
lui-se, após a análise que, sob esta transformação, os termos permane
em

inalterados.

Grupo 2 (af)(be) = �1. Ap�s a análise en
ontramos que o lado direito de

[4.5℄ adquiere agora a formaX
tab(SaDb 
os(2�)� SaSeDbDf sin(2�)) (4.6)

Seguindo um ra
io
ínio igual ao anterior e igualando os 
oe�
ientes das ma-

trizes a ambos lados de [4.5℄ obtemos

t0ab = tab 
os(2�)� t
d sin(2�)

t0
d = �tab sin(2�) + t
d 
os(2�)

)
;

do qual 
on
luimos que uma transformação 
om estas 
ara
terísti
as pode ser

vista 
omo uma rotação através de um ângulo 2� no plano dessas 
omponentes.

Agora, no 
aso (ef) = +1, a rotação iSeDf , dá os mesmos resultados, mas a

rotação 
ir
ular é agora entre tab e it
d, equivalente a uma rotação hiperbóli
a ou

transformação de Lorentz de tab e t
d.

4.6.4 Termos perpendi
ulares

Na subseção anterior deduzimos que a rotação SeDf (ou iSeDf ) deixava o termo

tab inalterado se

(af)(be) = +1 (4.7)

enquanto que tab seria rodado 
om um termo 
onjugado t
d 
omo em [4.6℄ se

(af)(be) = �1 (4.8)

3Esta distinção segue-se da informação adotada a
er
a do (ef).
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Ademais, 
 e d estão determinados por4

S
 = SaSe Dd = DbDf

Agora, olhando para o que a
onte
e se apli
amos Sa a Dd e Db a S
 obtemos

(ad) = (ab)(af) (b
) = (ba)(be)

Portanto se �zermos uma rotação SaDb sobre S
Dd obtemos

(ad)(b
) = (ab)(ab)(af)(be) = (af)(be);

E desta forma5

(ad)(b
) = �1 (4.9)

Dois termos que satisfazem a 
ondição [4.9℄ são 
hamados ortogonais ou per-

pendi
ulares. As duas matrizes 
orrespondentes também são ditas perpendi
u-

lares.

Olhando os termos tab 
omo as 
oordenadas num espaço de 16 dimensões onde

dois eixos 
oordenados de�nem um plano de 
oordenadas se en
ontra que alguns

dos planos de 
oordenadas num espaço de 16 dimensões são possíveis planos de

rotação e outros não. De fato, esta a�rmação pode ser vista a partir de [4.5℄. Se

olhamos para uma rotação dada (ex
luindo SÆDÆ) en
ontramos que esta roda 8

dos termos tab e deixa os outros 8 inalterados. O mesmo a
onte
e se olharmos

para um termo dado (ex
luindo tÆÆ), este é rodado por 8 das 16 possíveis rotações

SeDf e �
a inalterado pela ação das outras 8 (ver tabela em anexo).

4.6.5 Conjuntos mutuamente perpendi
ulares.

Um 
onjunto de elementos mutuamente perpendi
ulares é de�nido 
omo um 
on-

junto que 
umpre a seguinte 
ondição: dados três termos p; q; r perpendi
ulares

entre si, uma rotação no plano pq deixa r inalterado. De fato, sejam

p = SaDb q = SaSeDbDf r = SgDh

tal que a rotação de pq 
orresponda a SeDf . Lembrado que r é perpendi
ular a

p e q6 obtemos

(ah)(bg) = �1 (ah)(eh)(bg)(fg) = �1 � (eh)(fg) = +1

4Das propriedades da multipli
ação matri
ial dadas na primeira subseção.
5Pela 
ondição [4.8℄ de que dois termos estejam 
onjugados em rotação.
6Pela propriedade de perpendi
ularidade [4.9℄.
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que é a 
ondição [4.7℄ que a rotação SeDf deixa SgDh inalterada.

Devido ao fato que existem só 8 rotações que deixam um termo inalterado


on
lui-se que não mais de 
in
o termos podem formar um 
onjunto mutuamente

perpendi
ular.

A seguir 
onstruiremos a tabela dos 
onjuntos 
om 
in
o elementos mutua-

mente perpendi
ulares. Para sua 
onstrução olhamos 
ada dois termos perpen-

di
ulares e es
revemos as duas listas de 8 termos perpendi
ulares a 
ada um.

Nestas listas en
ontramos que há três termos 
omuns às duas, perpependi
ulares

entre si7. Os seguintes são os seis 
onjuntos

Conjuntos perpendi
ulares

S� S� S� S� S
 S


D� D
 D� D
 D� D�

iS
D� iS�D
 iS
D� iS�D
 iS�D� iS�D�

iS�D
 iS�D� iS�D
 iS�D� iS
D� iS
D�

S
D
 S�D� S
D
 iS�D� iS�D� S�D�

As matrizes 
om o fator i são as matrizes antissimétri
as.

Da tabela a
ima Eddington formula o que ele 
hamou Teorema do a
opla-

mento, mais tarde utilizado na 
onstrução da equação de onda. Ao multipli
ar

um 
onjunto por um dos seus termos SaDb se obtém um outro 
onjunto 
ontendo

SaDb, ex
eto que SaDb é substituido pela unidade (EDDINGTON, p. 530, 1928),

destruindo a perpendi
ularidade.

4.6.6 Propriedades invariantes

Consideremos o tensor T o qual tem 
omponentes 
orrespondendo aos 
in
o ter-

mos do primeiro 
onjunto, i.e.,

t�Æ; tÆ�; it
�; it�
 ; t

 (4.10)

as outras 11 
omponentes são todas nulas. Eddington es
reve estas 
in
o 
om-

ponentes (in
luindo os i) 
omo t1; t2; t3; t4; t5 e as enxerga 
omo 
oordenadas em

um espaço 5-dimensional.

Substituindo it4 
omo a quarta 
oordenada, Eddington obteve um universo

que é 
omo o espaço-tempo, no que este admite transformações de Lorentz de

7Na realização deste exer
í
io en
ontra-se quatro termos 
omuns só que um dos quatro 
orres

ponde à raiz.

114



a
ordo 
om a teoria espe
ial da relatividade. Essas transformações são garantidas

pelas propriedades de rotação, que já foram dis
utidas, e que podem ser inter-

pretadas 
omo transformações de Lorentz em alguns 
asos. Os dois i em [4.10℄

indi
am que o t-universo teria ne
essariamente 3 dimensões 
omo o espaço e 2


omo o tempo. Isto dependeria de 
orrela
ionar valores reais ou imaginários de

um tab parti
ular 
om variáveis físi
as reais quando se interpretavam as fórmulas

físi
as. Os i em [4.10℄ lhe representaram uma forma de rela
ionar o t-espaço e o

4-espaço ini
ial, relação esta que Eddington 
hamou de  -espaço (EDDINGTON,

p. 531, 1928).

Na pro
ura de uma equação tensorial da forma

T �
� � =  � (4.11)

a qual deve ser válida para qualquer transformação linear de  , Eddington de�ne

agora o quadrado de um tensor num espaço de 5 dimensões.

4.6.7 O quadrado de um tensor no 5-espaço

Na 
onstrução do quadrado do tensor os termos SaDb (in
luindo i se está presente)

de um 
onjunto perpendi
ular são denotados por E1; E2; :::E5, e o tensor T é

apresentado na forma

T = t1E1 + t2E2 + t3E3 + t4E4 + t5E5 (4.12)

Onde os Ei são 
in
o elementos mutuamente perpendi
ulares. Pelas propriedades

do produto de matrizes e perpendi
ularidade respe
tivamente,

E2
1 = 1 E1E2 + E2E1 = 0 (4.13)

Se os t forem só algébri
os obtemos

T 2 = t21 + t22 + t23 + t24 + t25 (4.14)

Mas se os t 
ontêm operadores os quais não 
omutam, deve ser adi
ionado o

produto

E1E2(t1t2 � t2t1)

Um 
aso interesante a 
onsiderar é quando t5 não 
ontém tal operador, mas

t1; t2; t3; t4 = ir2 + V;

onde V é algébri
o. Sob estas 
onsiderações en
ontramos os termos produto na

forma

iE1E2(r� V )12 (4.15)
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4.6.8 A equação de onda

Mas o intiuito de Eddington era en
ontrar uma equação linear 
ujos 
oe�
ientes

admitissem transformações 
orrespondendo às transformações de Lorentz da teo-

ria da relatividade espe
ial. Sob essas 
ondições ele adotou

T = 0 (4.16)

sendo T da forma [4.12℄. Na sua análise, 
hama a atenção para o fato que a

úni
a 
ríti
a que podia ser feita a esta es
olha era que ordinariamente só se re-


onhe
iam quatro variáveis (as 
oordenadas do espaço e do tempo) admitindo as

transformações relativísti
as enquanto que sua equação era uma forma relativís-

ti
a em 
in
o variáveis. Eddington se libera da hipótese de que tendo es
olhido

E1; E2; E3; E4 perpendi
ulares, se estaria livre para es
olher qualquer matriz 
omo

E5; seu argumento parte da base de que a equação [4.16℄ não é invariante se as

rotações internas das primeiras quatro 
oordenadas alteram t5. Portanto a quinta

matriz seria não perpendi
ular às seis rotações entre E1; E2; E3; E4; esta matriz

seria a 
ondição rigorosa para limitar esta a E5 ou 1, a unidade sendo não perpen-

di
ular a qualquer rotação. Sob estas restrições ao multipli
ar [4.16℄ por E5, pelo

teorema do a
oplamento, en
ontra-se que todos os termos são perpendi
ulares.

Assim as duas alternativas 
orrespondem a es
rever a equação em duas formas

equivalentes T = 0; E5T = 0.

Sob as 
onsiderações anteriores a equação de onda de segunda ordem foi es
rita


omo

T 2 = 0 (4.17)

sendo esta satisfeita se [4.16℄ fosse satisfeita. Por [4.14℄:

(t21 + t22 + t23 + t24 + t25 + termos não 
omutativos) = 0 (4.18)

Olhando para a equação de onda de segunda ordem ortodoxa

h2
�
� �2

�x2
� �2

�y2
� �2

�z2
+
�2

�t2
+
m2
2

h2

�
 = 0 (4.19)

por 
omparação 
om [4.18℄ se identi�
a

t1 =
ih�

�x
t4 =

h�

�t
t5 = m


O passo seguinte é olhar para problemas mais gerais onde o vetor poten
ial

ele
tromagnéti
o V apare
e junto 
om o operador gradiente, tal que

(t1; t2; t3; it4) = ihr2 + (
e



)V t5 = m
 (4.20)
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Usando [4.15℄ se obtém

T 2 =

8<
:t21 + t22 + t23 � (it4)

2 +m2
2 +

�
ihe




� (4)X
1

E�E�(r� V )��

9=
; = 0

(4.21)

onde (�iE4) foi usado no lugar de (E4). A equação linear é dada por

T =
n
[ihr2 + (

e



)V ℄(E1; E2; E3;�iE4) +m
E5

o
 = 0 (4.22)

4.6.9 Identi�
ação dos E

A úni
a restrição na identi�
ação dos E 
om matrizes parti
ulares SaDb está

basseada na 
ondição de que eles formem um 
onjunto perpendi
ular.

A equação de onda de Dira
 na notação de Eddington é expressa 
omo

(�t1S
D� � t2iS
D
 � t3S�D
 + t4iD� +m
:1) = 0

Aqui está a importân
ia dos 
onjuntos mutuamente perpendi
ulares. Lem-

bramos que quatro 
oe�
ientes formam um 
onjunto perpendi
ular e, neste 
aso

o quinto membro, S�, foi substituído pela unidade. Assim se multipli
amos por

S� obteremos8 novos 
oe�
ientes os quais formam um 
onjunto perpendi
ular.

(t1S�D� � t2iS�D
 � tD
 + t4iS�D� + t5S�) = 0 (4.23)

É este o argumento que Eddington utiliza para mostrar que a equação original

de Dira
 sob sua teoria é equivalente S�T = 0.

Dentro das vantagens atribuídas para sua teoria Eddington 
omeça 
hamando

a atenção para a liberdade total de es
olha das matrizes mais adaptadas ao pro-

blema a ser 
onsiderado. Neste 
aminho pro
ura não introduzir mais 
oordenadas

imaginárias que as ne
essárias e para isto 
onsidera a identi�
ação

[t1S� + t2D
 + t3S�D� + (it4)S�D
 + (im
)S�D�℄ = 0 (4.24)

Devido ao fato de (it4) 
orresponder ao tempo real as úni
as quantidades

imaginárias nesta equação são (im
) e o operador gradiente imaginário em [4.20℄.

No exame da natureza dos termos extra na equação de segunda ordem [4.21℄ se

en
ontra que:

i

(4)X
1

E�E�(r� V )

8Pelo teorema do a
oplamento.
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a expressão toda é imaginária já que o rota
ional é real, e 
om sua última restrição

[4.24℄ os E1; E2; E3; iE4 também são reais. Enquanto que na identi�
ação de Dira


há uma mistura de termos imaginários e reais. De fato, na teoria de Dira
 os

termos magnéti
os x e z são reais e os termos y imaginários, e inversamente para

os termos elé
tri
os.

Um outro aspe
to fundamentando a importân
ia da sua teoria en
ontrou-o

analisando T 2 
omo a equação de segunda ordem no lugar da forma usual T 0T 

onde T 0 era derivada de T tro
ando o sinal do termo do tempo. Para Eddington

a introdução de duas diferentes funções era desne
essária, por 
ausa de, na sua

teoria, T 0T ser um quadrado perfeito. De [4.13℄ en
ontramos que

�TE4 = E4T
0

Assim

(E4T )
2 = E4TE4T = �E4E4T

0T = �T 0T

4.6.10 Equação de onda para dois elétrons

Dentro dos argumentos de Eddington en
ontra-se que existe outra forma de apro-

ximação à equação de onda a qual tem a vantagem que não 
onsidera uma quinta

dimensão. Seus esforços desta vez en
aminham-se nesta direção, o ponto de vista

ini
ial foi a avaliação de m, a massa própria do elétron.

Sua pesquisa neste sentido baseia-se em olhar para entidades que possuam

uma 
erta 
ara
terísti
a: a invariança da massa, m. Re
onhe
endo que as ma-

trizes deviam ser introduzidas, asso
iou m 
om uma matriz E5 arbitrariamente

es
olhida; então quaisquer quantidades físi
as relativas estariam asso
iadas 
om

outras matrizes em um 
aminho tal que suas rotações mútuas deixassem E5 in-

variante e permitissem que m retivesse sua invariân
ia. Isto requeria que elas

estivessem asso
iadas 
om as oito matrizes perpendi
ulares a E5. A teoria ma-

tri
ial de Eddington o guiou a es
olher essas matrizes. Tomando E1; E2; E3; E4

desde um 
onjunto mutuamente perpendi
ular, as outras seriam

E 0
1 = E5E1 E 0

2 = E5E2 E 03 = E5E3 E 0
4 = E5E4


omo dadas pelo teorema do a
oplamento. Assim a forma geral da equação de

onda linear na qual m é invariante quando os outros 
oe�
ientes são transforma-
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dos, foi apresentada9

T = f(t1E1 + t2E2 + t3E3 + t4E4) + (t01E
0
1 + t02E

0
2 + t03E

0
3 + t04E

0
4) + 2m
E5g = 0

(4.25)

Provisoriamente Eddington sup�s que T = 0 era a equação para um sistema


ontendo dois elétrons.

Nos seus trabalhos posteriores esta dedução para a equação de dois elétrons

não foi mais utilizada. Per
ebe-se que o método de Eddington 
onsiste em 
riar

estruturas algébri
as 
om propriedades equivalentes às grandezas físi
as que quer

representar e ajustá-las em equações semelhantes às que já eram 
onhe
idas.

4.7 A 
arga do elétron

EDDINGTON, A.S. The 
harge of an ele
tron. Pro
eedings of the

Royal So
iety, A, 122: 358-369, 1929.

Continuando nossa análise vamos estudar seu segundo artigo no qual Edding-

ton 
omeça enfatizando o fato da razão de h

2�e2

ser um número puro.

Enquanto que seu primeiro artigo o
upa-se do problema de um elétron, o

segundo sugere a análise do problema de dois elétrons. Para tal é introduzida

uma repulsão elétri
a entre eles, que representa um fator espe
ial modi�
ando

a probabilidade de distribuição a priori. Assume ademais que eles obede
em a

estatísti
a de Fermi-Dira
 e que há uma 
orrespondên
ia entre a interação elétri
a

e essa estatísti
a.

Na justi�
ativa de olhar para a equação de onda para dois elétrons (ou um

elétron e um próton), e portanto para h

2�e2

, o argumento provém do fato da 
arga

elétri
a manifestar-se só na interação de pelo menos duas 
argas, portanto, é

pou
o útil 
onsiderar somente um elétron.

O valor experimental de h

2�e2

já tinha sido medido por Millikan e foi en
ontrado

o valor 137; 1. Mas a proposta ini
ial de Eddington é desenvolver argumentos para

mostrar que seu valor era de 136. Dentro das suas 
on
epções não 
abia pensar

que os defeitos se en
ontravam na teoria e não em um erro experimental, por isso,

apesar da dis
repân
ia ser grande 
om relação ao valor experimental, empreendeu

seu trabalho na bus
a de 
om�rmar suas hipóteses. Seu argumento baseou-se no

prin
ípio de ex
lusão e na estatísti
a de Fermi-Dira
, segundo o qual as funções

 perten
endo a um par de elétrons deviam ser antisimétri
as. Uma das suas

9Eddington admite ter posto o fator 2 no útimo termo de uma forma espe
ulativa.
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hipótese era que, 
ombinado 
om a teoria da relatividade, o prin
ípio de ex
lusão

guiava de uma maneira não forçada para o valor de 136, que é o número de termos

simétri
os na matriz 16� 16.

Sua dedução está fundamentada em três fortes premissas (EDDINGTON,

1929, p. 358.):

1. O prin
ípio de ex
lusão des
reve uma interação mútua de dois elétrons e

é improvável que exista um outro tipo de interação independente; assim,

se 
orretamente formulado, este 
ompreende todas suas interações e desta

maneira pode-se determinar o valor de e.

2. Sua formulação natural 
onduz a termos que 
orrespondem 
om aqueles

atribuídos à 
arga elétri
a na equação de onda

3. A determinação do 
oe�
iente numéri
o desses termos depende do número

de graus de liberdade atribuídos ao sistema

Esta última premissa levou Eddington a pro
urar 
onstruir uma teoria em

que apare
esse um número de graus de liberdade igual ou semelhante ao número

obtido experimentalmente (137).

Uma vez 
onven
ido que esta era a linha de ataque 
orreta, Eddington vai ser

levado a um número de graus de liberdade sugeridos pelo valor observa
ional, mas

não igual, neste 
aso 136, e arranjou os fen�menos em um esquema de a
ordo 
om

o número requerido; apontando que este era um tipo de exer
í
io no qual pequenos

erros eram improváveis, i.e., poder-se-ia hesitar entre 10 e 136 e 256, mas não entre

136 e 137. Ele queria dizer que no esquema teóri
o apare
em alguns sistemas 
om

dez 
omponentes independentes (por exemplo tensores simétri
os 4� 4) e outros

números 
omo 136 e 256 poderiam ter uma justi�
ativa matemáti
a simples, mas

137 não é um número que apareça naturalmente. Mas também fortale
eu seu

argumento para as 
onvergên
ias que levariam a este resultado através da análise

do seu artigo anterior (EDDINGTON, 1928, pp. 524-542), segundo o qual os eixos

identi�
ados 
om aqueles do espaço e do tempo na teoria ma
ros
ópi
a seriam

uma seleção de um 
onjunto de dezesseis. De fato, se o problema a 
onsiderar se

limita ao espaço dos 16 seria óbvio que o número de graus de liberdade apropriado

era 136, isto deduzido do seu artigo anterior.

Uma outra hipótese proposta neste trabalho é a de que ao invés de postular

a estatísti
a de Fermi-Dira
 em adição à 
arga elétri
a10 era ne
essário postular

a 
arga elétri
a 
omo um outro lado da estatísti
a de Fermi-Dira
.

10Isto por 
ausa de que o termo da energia e2

r12
, devido à 
arga, introduz uma singularidade na
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Olhando para a indistinguibilidade, Eddington frisou o fato de nenhum fen�-

meno físi
o ser afetado tro
ando a identidade de dois elétrons. Portanto, se sua

fórmula exibisse os dois elétrons 
om uma identidade estabele
ida, a 
onvenção

estaria no mesmo patamar que uma es
olha espe
ial dos eixos do espaço e do

tempo. Sua hipótese aqui era que se poderia 
on
eber uma ampliação do prin
í-

pio da relatividade que admitisse, em adição à rotação do espaço e do tempo,

uma �rotação� que tro
a a identidade de dois elétrons.

Mas sobre esta visão uma di�
uldade se origina na hora de representar a

posição de um par de elétrons no espaço e o tempo por oito 
oordenadas.

Sejam q e q0 as 
oordenadas de dois elétrons e e e0. Suponhamos que q = � e

q0 = �. Considerando que os dois elétrons são indistinguíveis, a situação (�; �) é

idênti
a a (�; �). Não entanto, pelo prin
ípio de ex
lusão, as funções  estariam

rela
ionadas pela transformação

 (�; �) = � (�; �) (4.26)

Portanto, em vista da não 
lareza ao invés de se 
ontinuar atribuindo duas

funções de probabilidade  (�; �) e  (�; �) a um par de elétrons, adotou-se uma

função úni
a

	 = ei� (�; �) = ei� (q; q0) (4.27)

in
luindo os dois. Sendo � uma 
oordenada do par de elétrons relativa ao sistema

de referên
ia11, quando � fosse in
rementado em � a identidade dos dois elétrons

seria tro
ada. A forma [4.27℄ representava assim a expressão analíti
a do prin
ípio

de ex
lusão.

O ra
io
ínio de Eddington o leva a argumentar a ne
essidade da introdução

da sua teoria matri
ial. De fato, na hora de se olhar para a teoria de Dira
 se

en
ontra que existem quatro funções  para um elétron e portanto 16 para dois.

Portanto isto exige uma extensão de [4.27℄ e é aqui onde entram as matrizes. Já

que

ei� = 
os � + i sin �:1

A generalização foi dada por


os � + i sin �:E�

equação de onda para r12 ! 0, e isto evita que a equação seja satisfeita por qualquer autofunção

�nita simétri
a; as funções antissimétri
as se salvam por 
ausa de que para elas  = 0 para

r12 = 0.
11Mas no lugar de estar rela
ionada aos eixos parti
ulares do espaço e do tempo estava

rela
ionada à assinalação de identidade para os dois elementos do par.
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onde E� é uma das 16 matrizes do seu artigo anterior. Não obstante, as matrizes


orrespondendo ao problema dos dois elétrons seriam duplas e 
onvenientemente

Eddington as notou 
omo E�E
0
�. Assim [4.27℄ �
ou agora es
rita 
omo:

	 = R(�; E�E
0
�) (q; q

0) = (
os � + i sin �:E�E
0
�) (q; q

0) (4.28)

Sob a hipótese de que aumentando � em � se inverte o sinal de 	, Edding-

ton argumenta que, pelo prin
ípio de ex
lusão, a identidade tradi
ional dos dois

elétrons teria sido tro
ada.

Para fortale
er seu argumento Eddington tomou as rotações da teoria da

relatividade espe
ial 
omo seu ponto de partida. Assim, quando  fosse rodada

um ângulo, os eixos do espaço e o tempo seriam rodados o duplo do ângulo (
omo

no 
aso do artigo anterior). No 
aso parti
ular quando o ângulo duplo fosse 2�

(ou seja, � = �) os mar
os de referên
ia do espaço e tempo retro
ederiam à sua

posição ini
ial. Que signi�
ado poderia ser atribuído ao fato de que  tivesse


omo úni
a representação a metade da revolução? A resposta foi que esta parte

do sistema de referên
ia, que não estava rela
ionada a um lo
al no espaço e no

tempo mas estava rela
ionada à assinalação de identidades separadas para os

elétrons indistinguíveis, realizava só a metade do 
i
lo; matemati
amente houve

uma mudança de sinal mas, ao mesmo tempo, retornamos à situação ini
ial.

Assim apare
em ao mesmo tempo a propriedade de indistinguibilidade (voltou-se

à situação ini
ial) e do prin
ípio de ex
lusão (houve mudança de sinal). Assim,

asso
iando a inversão da identidade 
om a inversão do sinal de  por esta metade

de revolução Eddington diz ter al
ançado o prin
ípio de ex
lusão.

Considerando r12 
omo sendo a distân
ia entre os dois elétrons e � 
omo

o ângulo girado em torno de r12 Eddington assumiu �
r12��


omo um momento

simbóli
o, no mesmo sentido em que �
�x

também era um momento simbóli
o.

Esses símbolos devem ser apli
ados entre 	� e 	:

	� �
�x

	

	� 1

r12

�

��
	

Por [4.33℄ se obtém a segunda expressão 
omo sendo

	�(
i

r12
)	


on
luindo que i
r12

seria um momento simbóli
o.
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Para a expressão matri
ial 
orrespondendo [4.28℄ se obtém:

�	

��
= (� sin � + i 
os �:E�E

0
�) (q; q

0)

= iE�E
0
�(
os � + i sin �E�E

0
�) (q; q

0)

= iE�E
0
�	 (4.29)

Mas (E�E
0
�)

2 = 1. Portanto o momento simbóli
o, 
omparável 
om �
�x
, é

E�E
0
�(

i

r12
) (4.30)

De a
ordo 
om o momento [4.30℄ uma rotação em R no plano E�E
0
� deve ser

multipli
ada pela probabilidade 1
n
de R estar neste plano, assim que estatisti
a-

mente a 
omponente do momento deve ser

E�E
0
�

i

nr12
(4.31)

Esse termo foi interpretado por Eddington 
omo uma tensão, e identi�
ado

então 
om o poten
ial eletrostáti
o entre os dois elétrons e2

r12
.

Note-se que aqui Eddington introduziu, sem 
omentários, a hipótese mais

importante: de que existe uma probabilidade 1
n
de que a rotação R esteja no

plano E�E
0
� e que isso vai afetar o valor medido desse momento aso
iado a �. É

aqui que vai apare
er depois o número 136.

Diferente do seu artigo anterior, onde apresenta as quatro função de Dira


distinguidas por su�xos, neste artigo Eddington tomou os su�xos 
omo os quatro

valores possíveis de uma quinta 
oordenada u. Assim para dois elétrons se teriam

duas 
oordenadas u e u0, dando dezesseis 
ombinações. As matrizes E� sendo

operadores de inter
âmbio atuando em u, e distinguiu operadores similares E 0
�

atuando em u0. O operador de inter
âmbio geral foi dado por E�E
0
�. Esses dois

fatores foram 
onsiderados 
omutativos e E� ou E 0
� em 
asos espe
iais foram

tomados 
omo sendo a matriz 1.

A equação de onda para um elétron, en
ontrada no seu artigo anterior, é

rees
rita sob estas 
onsiderações 
omo:

H	 =

�
ih

2�
(E1

�

�x1
+ E2

�

�x2
+ E3

�

�x3
+ E4

�

�x4
+m
)

�
 = 0 (4.32)

onde E1, E2, E3 e E4 formam um 
onjunto perpendi
ular, e o quinto membro E5

poderia ser usado, no lugar de 1, 
omo o 
oe�
iente de m
. As equação separadas

dos dois elétrons, 
om o mesmo spin, foram es
ritas 
omo:

H a = 0 H 0 0
b = 0
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Multipli
ando por  0
b e por  a, respe
tivamente e somando en
ontra-se

(H +H 0) a 
0
b = 0 (4.33)

A equação de onda dos dois elétrons, desta vez 
onsiderando a interação, é es
rita


omo: �
H +H 0 +

e2


r12
(E1E

0
1 + E2E

0
2 + E3E

0
3 + E4E

0
4)

�
	 = 0 (4.34)

Eddington fez então uma 
omparação entre a equação de um elétron [4.26℄

e a de dois elétrons [4.28℄. Na primeira apare
e h
2�
, na segunda apare
e e2



. As


onstantes são totalmente diferentes mas devem estar rela
ionadas.

Na bus
a do argumento para o valor da 
onstante de estrutura �na esta ex-

pressão toda foi dividida por ih
2�

e se subsitutiu 2�e2

h

pelo número 1

n
de [4.31℄.

Eddington tomou seu valor numéri
o 
omo sendo 1
136

, segundo ele o úni
o número

provável, su�
ientemente perto do valor experimental que era 1
137

. Sob estas


ondições, a equação foi es
rita 
omo:(
4X

�=1

(E�
�

�x�
+ E 0

�

�

�x0
�

� 1

136
E�E

0
�

i

r12
)� 4�im


h

)
	 = 0 (4.35)

Para Eddington isto mostrava que além do momento �
�x�

o qual apare
ia

quando os elétrons eram tratados separadamente, ele teria in
luído 
ertas 
om-

ponentes do momento � 
al
ulado em [4.31℄. Esta seria uma forte 
on�rmação da

sua visão que na introdução do fator R(�; E�E
0
�), para expressar o prin
ípio de

ex
lusão em uma maneira relativista, ele tinha introduzido todo o ne
essário para

des
rever a in�uên
ia mútua de dois elétrons. Desta forma 
omparando [4.31℄ e

[4.35℄ obteve n = 136.

Qual a interpretação teóri
a do número n = 136? A probabilidade de que

uma dada rotação R esteja no plano E�E
0
� é 1

n
onde n é o número de planos

diferentes nos quais a rotação pode o
orrer. Como E�E
0
� = E 0

�E�, há apenas

16 + 120 planos diferentes de rotação, portanto n = 136.

A partir deste ponto não vamos mais seguir os detalhes da teoria de Eddington.

Vamos apenas indi
ar as hipóteses bási
as de 
ada trabalho e os resultados mais

importantes.

4.8 Interação de 
argas elétri
as

EDDINGTON, A.S. Intera
tion of ele
tri
 
harges. Pro
eedings of the

Royal So
iety, A, 126: 696-728, 1930.
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Logo depois de ter apresentado seu trabalho sobre a 
arga do elétron Edding-

ton apresenta seu ter
eiro artigo 
omo uma 
onseqüên
ia dos seus dois trabalhos

anteriores. No artigo anterior (EDDINGTON, 1929, pp. 358-369) Eddington

prop�s a teoria do elétron a qual o guiou ao valor da 
onstante 2�e2

h

= 1

136
. Seu

propósito era substituir as analogias da dinâmi
a 
lássi
a na teoria por uma base

geométri
a mais satisfatória. Pois em um problema deste tipo, rela
ionado 
om

a questão do signi�
ado dos métodos da teoria quânti
a, era pou
o provável que

a �nalidade fosse al
ançada em uma segunda tentativa. Desta forma justi�
ou a

publi
ação do seu ter
eiro artigo arguindo seu progresso.

No seu artigo sobre a 
arga do elétron o valor en
ontrado para 2�e2

h

foi de

1
136

. Nele Eddington observa que, 
omo este representava o número de graus

de liberdade de um sistema, pequenos erros seriam improváveis; não obstante

neste seu ter
eiro artigo ele admite ter 
ometido um erro, e en
ontra um novo

valor para 2�e2

h

: 1

137
. Seus argumentos provêm do fato que os 136 graus de

liberdade seriam uma generalização das rotações e translações no espaço; mas

seria uma 
ara
aterísti
a de um par de elétrons que eles possuíam um grau de

liberdade espe
ial diferente dos outros o qual não teria análogo na teoria do

elétron simples, i.e., uma alteração da distân
ia entre eles. Portanto, segundo

Eddington, visto que as 136 seriam rotações relativas ao sistema de referên
ia

utilizado, o grau de liberdade ímpar representaria a alteração de uma quantidade

absoluta (o intervalo). Segundo sua visão, o erro en
ontrado na primeira teoria

não estava tanto em �passar por alto� este grau de liberdade (este tinha apare
ido


omo a rotação a qual tro
ava a identidade dos dois elétrons) senão em não

re
onhe
er sua diferença dos outros.

Sua análise para obter o �novo valor� para a 
onstante 2�e2

h

está baseada na

estrutura algébri
a apresentada no seu primeiro artigo (EDDINGTON, 1928, 524-

542). Mas Eddington introduz várias 
ompli
ações, 
omo rotações in�nitessimais.

A transformação in�nitessimal bási
a é

	0 = exp(i�)	

onde � é uma matriz 
ujas 
omponentes são matrizes:

� =
16X

�;�=1

���E�E�

Apare
em então 136 
ombinações simétri
as


�� =
1

2
(E�E

0
� + E�E

0
�)
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e 120 
ombinações antissimétri
as

��� =
1

2
(E�E

0
� � E�E

0
�)

As transformações ��� são proibidas pelo prin
ípio de Fermi-Dira
. Eddington

parte do fato da representação da equação para dois elétrons, 
om interação, na

qual o deslo
amento de um elétron foi dado 
omo dx0
1; dx

0
2; dx

0
3; dx

0
4 pelas rotações

d�15 = i
dx0

1

x0
5

(4.36)

et
. Sendo essas as rotações do espaço de um elétron e, o outro permane
endo

imutável, estas refeririam-se também à transição de dois elétrons não interatuando

para elétrons interatuando.

Eddington 
ompara esta representação 
om a relação entre o elemento linear

e angular provenientes da sua análise da origem da métri
a e da relação entre r

e �, sendo r a distân
ia própria entre as 
argas e � visto 
omo um raio vetor.

dx = �d� (4.37)

As duas equações se referiam a duas 
on
epções um pou
o diferentes de dx.

Em [4.36℄ dx0 foi vista só 
omo uma diferença de 
oordenadas, não uma longi-

tude em um sentido métri
o. Esta teria só as propriedades relativísti
as de uma


oordenada retangular e não as propriedades métri
as.

O seguinte passo foi tomar

x0
5 = i� (4.38)


om o �m de fazer as duas equação 
on
ordarem. Desta manera a diferen
ial dx0
1

seria ao mesmo tempo, uma 
oordenada diferen
ial e um elemento de 
ompri-

mento.

Analisando a relação � = 137
2
ir, obtida na sua interpretação da métri
a, e

[4.38℄, Eddington en
ontrou

x0
5 = �

137

2
r (4.39)

.

Finalmente apresentou a equação de onda para dois elétrons 
omo8<
:

E1
�
�x1

+ E2
�
�x2

+ :::+ E 0
1

�
�x0

1

+ E 0
2

�
�x0

2

+ :::2i� � i(E1E
0
1 + E2E

0
2 + E3E

0
3 + E4E

0
4)

137r

9=
;	 = 0

tro
ando aqui E15 por E1.
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A 
on
lusão de Eddington foi que o último termo dava a interação de dois

elétrons e mostrava que o valor da 
onstante 2�e2

h

era de 1

137
. Eddington além de

tentar expli
ar a 
onstante de estrutura �na, obteve um novo resultado. Se um

sistema de dois elétrons tem 137 graus de liberdade e se for 
riado um sistema

rígido 
om duas 
argas (um elétron e um próton), o grau de liberdade asso
iado

à distân
ia entre as 
argas se perde e �
am 136 graus de liberdade. Isso deve


orresponder a uma perda de energia (e de massa de 1
137

), e a massa do sistema

multipli
ada por 136
137

. Eddington sugere que isso poderia expli
ar o defeito de

massa do nú
leo de hélio - mas que a expli
ação seria aproximada, porque o

nú
leo não é rígido.

4.9 Nota preliminar sobre a massa do elétron,

o próton e o universo

EDDINGTON, A.S. Note on the masses of the ele
tron, proton and

the universe. Pro
eedings of the Cambridge Philosophi
al So
iety, 27:

15-19, 1931.

No seu quarto artigo Eddington diz ter melhorado sua teoria da 
onstante
h


2�e2
sem ter feito nenhuma alteração ao valor 137 obtido no seu trabalho já pu-

bli
ado em 1930 (EDDINGTON, 1930 (a), p. 696). E de
larou que este avanço

foi devido à luz que lhe trouseram os fundamentos da me
âni
a quânti
a no livro

de Dira
. Com um 
onhe
imento pleno da teoria do 137, lhe foi possível dis
ernir

oportunidades de extensão em várias direções. Embora elas estivessem no seu

estado rudimentar, Eddington a
reditava que já que a teoria pare
ia dar 
orreta-

mente os valores, ou aproximados ou exatos, das massas do elétron, o átomo de

hélio e o 
osmos em termos da massa do próton; ele estava indo na linha 
erta.

Ademais para Eddington, o prin
ípio de �ignoração dos graus de liberdade� dos

quais dependiam as predições numéri
as estaria fortemente sugerido pela teoria

da 
onstante 137. Se sua visão fosse 
orreta, a úni
a 
onstante arbitrária da

natureza seria o número de partí
ulas do universo (se este número fosse arbi-

trário). Somente vários anos depois Eddington se 
onven
eu de que até mesmo

esse número podia ser 
al
ulado teori
amente.

Eddington 
omeçou seu artigo 
onsiderando duas 
argas iguais em diferentes

pontos do espaço-tempo, e as rotulou 
om os números 1 e 2. Chamou de s o

intervalo do tempo próprio medido desde 1 até 2. Se s for real, esse intervalo tro
a
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de sinal (s por �s), inter
ambiando-se as partí
ulas; e por 
ontinuidade analíti
a

o inter
ambio deveria também tro
ar s por �s quando s fosse imaginário, i.e.,

quando o intervalo entre as duas partí
ulas fosse do tipo espaço. Agora, pela

estatísti
a de Fermi-Dira
 o inter
ambio dos rótulos das duas partí
ulas também

tro
aria 	 por �	. Na sua teoria do 137 Eddington enxergou este 
omo um 
aso

espe
ial de uma transição 
ontínua, a função de onda sendo 	ei�. Similarmente o

inverso de s foi visto 
omo devido às transformações 
ontínua do intervalo sei� ou

se�i�. O inter
ambio 
ompleto o
orre in
rementando � de �. Este inter
âmbio

seria uma tro
a do ponto de vista, não um movimento de 
argas.

Dois 
asos se originariam 
onforme se o intervalo for sei� ou se�i�:

1. 	
s
=
te.

2. 	s=
te.

Eddington a�rmou que as duas possibilidades 
orresponderiam a 
argas de sinais

opostos.

Eddington 
hamou a atenção ao fato de que as transformações 	� seriam

as mesmas que as de 	. Isto seria impossível se 	� e 	 fossem, 
omo no seu

primeiro trabalho, vetores 
ontravariantes e 
ovariantes. Eles experimentariam

ne
essariamente transformações inversas, e os 
asos (1) e (2) não poderiam ser

distinguidos a menos que se �zesse uma distinção absoluta entre 	� e 	. Mas 	�

e 	 seriam agora vetores densidade, portanto a transformação 
onsiderada seria

uma tro
a do elemento de volume o qual os afetaria igualmente.

Suponhamos agora que temos um par próton-elétron, 
om 
argas opostas. Os


asos (1) e (2) dependiam do sinal da 
arga de uma das partí
ulas. Sempre que

se 
onservassem ângulos reais �, a diferença entre o próton e o elétron se limitaria

a este 
omportamento 
í
li
o oposto que dava o sinal oposto para a energia de

interação. Mas se por qualquer razão a transformação real de 	, 
orrespondendo

a valores imaginários de �, for 
onsiderada, a es
ala de s seria expandida para

a 
arga de um sinal e 
ontraída para a de outro sinal. Eddington vai tentar

interpretar essa diferença 
omo a origem das massas do elétron e do próton.

4.9.1 A massa do átomo de hélio

Neste artigo Eddington repetiu, de forma um pou
o diferente, um argumento do

artigo anterior.

O argumento de Eddington neste ponto baseia-se em que um sistema de duas


argas tem 136 rotações relativas, os graus de liberdade ignoráveis. A distân
ia
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própria r entre as 
argas, a qual é o grau de liberdade 137 da sua teoria, não

seria ordinariamente ignorável já que esta entraria expli
itamente no termo de

energia mútua no Hamiltoniano. Se um número de 
argas formassem um nú
leo

rígido, tal que não existisse no Hamiltoniano qualquer mudança interna do nú-


leo, qualquer alteração da distân
ia r entre pares de 
argas seria ignorável e o

número de 
oordenadas ignoradas aumentaria para 137, para 
ada par de 
argas.

Eddington aponta o fato de que poderia ser objetado que sob tais 
ir
unstân-


ias, em dinâmi
a, não se podia te
ni
amente ignorar uma 
oordenada a qual

não variasse. Mas neste problema em parti
ular ele argumenta que está sendo


onsiderado o inter
ambio do momento, expressado por variações de r do tipo

rei�. De fato, suprimindo as variações reais de r se restringiria esta à variações

desse tipo, tal que esta pudesse ser tratada 
omo 
í
li
a e ignorável.

O aumento do número de graus de liberdade ignoráveis de 136 para 137 no

nú
leo rígido diminuiria a massa dos prótons em uma razão 136
137

e aumentaria a

massa dos elétrons na razão 137
136

. Segundo Eddington, a última predição não podia

ser veri�
ada; mas a primeira seria uma boa aproximação para a �pa
king fra
-

tion�, i.e., a redução da massa do próton quando este entra no, aproximadamente

rígido, nú
leo de hélio.

Este 
ál
ulo não 
ontradiria a teoria existente da �pa
king fra
tion�, a perda

de massa representaria a energia ele
trostáti
a negativa. Não seria portanto pre-


iso ignorar r; pois poder-se-ia deixar o termo de energia elétri
a 
ontendo-a

expli
itamente no Hamiltoniano. Mas para um nú
leo rígido o método de igno-

ração deveria dar o mesmo resultado, e esse teria a vantagem de dar um método

prati
ável de 
ál
ulo, enquanto que os outros métodos apresentavam problemas.

4.9.2 A massa do elétron

Esta 
on�rmação que Eddington obteve do seu prin
ípio o animou para apli
á-

lo mais ambi
iosamente. Edington passou a pro
urar algum argumento que lhe

trouxesse uma redução da massa (do próton para o elétron) rela
ionada 
om re-

dução de graus de liberdade. Na teoria de S
hrödinger havia apenas 10, rela
iona-

dos a 6 rotações e 4 translações no espaço-tempo (ou aos termos independentes

da métri
a, g��). Talvez essa diferença entre 10 e 136 graus de liberdade tivesse

relação 
om a diferença entre a massa do próton e a do elétron.

Eddington admite que por algum pro
esso, que ainda des
onhe
ia em detalhe,

esses sistemas mi
ros
ópi
os 
om 136 rotações relativas seriam substituídos por

observação práti
a em um espaço-tempo admitindo mesmo número de rotações
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rotações relativas. Segundo Eddington essa mudança seria feita, por exemplo,

quando se substituisse a função de onda de S
hrödinger no lugar da de Dira
. O

espaço-tempo quadridimesional ofere
eria apenas 10 graus de liberdade 
í
li
os,

4 deslo
amentos e 6 rotações.

Esses 10 graus de liberdade 
orresponderiam ao Hamiltoniano de segunda or-

dem, enquanto que os 136 originais 
orresponderiam ao Hamiltoniano linear de

Dira
. A diferença estaria em que os quadrados do momento seriam adi
iona-

dos juntos no lugar de uma soma linear estar envolvida. Assim a adição dos

10 termos iguais eqüivaleria a usar um termo simples 
om es
ala de momento

alterada na razão
p
10. Eddington a�rma ter assim en
ontrado os graus de liber-

dade no espaço ma
ros
ópi
o 
omo equivalentes aos
p
10 graus de liberdade em

um Hamiltoniano linear. A redução de 136 para
p
10 in
rementaria a massa

aparente do próton na razão 136p
10

e diminuiria a massa aparente do elétron na

razão
p
10

136
. A razão da massa do próton para a massa do elétron sendo portanto�

136p
10

�
�
�p

10
136

�
= 1849; 6. Eddington adi
iona que o resultado 1849,6 estava

razoavelmente perto do observado �valor de de�exão� de M
m
.

Eddington não justi�
ou essa análise, no seu artigo. Ao 
ontrário dos tra-

balhos anteriores, este passa a impressão de um simples ajuste de números, sem

base teóri
a.

4.9.3 A massa do universo

Segundo Eddington uma 
onstante da natureza que sempre 
ausava surpresa e

interesse era a razão entre a repulsão ele
trostáti
a entre duas 
argas elementares

e sua atração gravita
ional. Chamando esta de F , se obteria F = e2

Gm2 . Edding-

ton já suspeitava (desde a ápo
a em que es
reveu The mathemati
al theory of

relativity a
er
a da dependên
ia entre F e o número de partí
ulas no universo

N , e mais parti
ularmente que F 2 = �N , onde � seria um fator geométri
o não

muito diferente da unidade. Mas já que F 2 / m�4, existiria uma in
erteza de 1013


onforme se se enxergasse o próton ou o elétron 
omo a massa fundamental. Se-

gundo as idéias astron�mi
as do tamanho do espaço, N poderia ser intermediário

entre os dois possíveis extremos.

Segundo sua argumentação anterior a média geométri
a de M e m teria um

signi�
ado fundamental, sendo a massa original dos dois tipos de 
arga e a
on-

te
endo 
omo tal nas equações ini
iais nas quais poderia ser esperada uma asso-


iação de energias gravita
ionais e elétri
as mais simples. Usando
p
Mm 
omo a
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massa fundamental, se en
ontra

F 2 =
e2

GMm
= 5; 3� 1078

Pela velo
idade de re
essão observada das nebulosas espirais, tomada 
omo

500 km. por seg. por mps
., Eddington en
ontra que o número de prótons no

universo é

N = 7� 1078 ou 14� 1078

segundo o espaço seja tomado 
omo elípti
o ou esféri
o. Para fazer esse 
ál
ulo

ele usou o valor limite da velo
idade, supondo que a atração das galáxias e da

matéria 
ósmi
a não é importante 
omparada 
om o termo de repulsão 
ósmi
a.

Se este fosse signi�
ativo N diminuiria.

Eddington não supõe que F 2 seja pre
isamente igual a qualquer valor de N .

Para ele poderia existir um fator �, possivelmente 2
�
ou alguma 
oisa desse tipo.

Eddington pensava que a lei F / pN poderia obter-se desde o prin
ípio que

toda alteração no número de graus de liberdade de um sistema estaria 
ompen-

sado por uma mudança de es
ala linear. Tal alteração afetaria a energia elétri
a

diferentemente. A
eitando a lei de variação, tomado N = 2 segue-se que no sis-

tema simples de dois elétrons a razão da energia elétri
a à gravita
ional é
p
2� e

portanto não está longe da unidade. No entanto, ele não se sentia 
apaz de fazer

um 
ál
ulo desse tipo.

4.10 O valor da 
onstante 
osmológi
a

EDDINGTON, A.S. On the value of the 
osmi
al 
onstant. Pro
eedings

of the Royal So
iety, A, 133: 605-615, 1931.

Eddington 
onsidera a equação de 
ampo no vá
uo, G�� = �g�� ao tratar a


onstante 
osmológi
a apare
endo na lei da gravitação de Einstein. Como visto no


apítulo anterior, nas equações de movimento o termo 
ontendo � representa uma

força de repulsão a qual tende a fazer 
om que todos os 
orpos remotos se afastem

uns dos outros; sendo este fen�meno a base das teorias de De Sitter e Lemaître que

tratam a
er
a da expansão do universo. Se o afastamento observado da nebulossa

espiral fosse uma manifestação deste efeito, o valor de � poderia en
ontrar-se

a partir das observações astron�mi
as. Mas Eddington queria en
ontrar uma

relação teóri
a entre � e a físi
a at�mi
a.
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O tratamento de Eddington 
omeça pela análise da equação de onda para

um elétron movendo-se em um 
ampo eletrostáti
o devido a um elétron �xo,

apresentada no seu primeiro artigo

ih

2�

� 

�t
= 


�
m2
2 + (

ih

2�
)2
�
�2

�x2
+

�2

�y2
+

�2

�z2

�� 1

2

 +
e2

r
 (4.40)

A partir desta expressão en
ontra uma forma de rearranjá-la fazendo

� =
h


2�e2

 =

2�m
�

h
(4.41)

Desta forma obtém-se uma outra expressão para [4.40℄:�
�
�


�t
+
i

r

�
 +

�
�2

�
�2

�x2
+

�2

�y2
+

�2

�z2

�
+ (i
)2

� 1

2

 = 0 (4.42)

Eddington vai interpretar


 =

p
N

R
(4.43)

Sendo R o raio de 
urvatura do universo em um estado estáti
o (ou autoestado

do universo) e N o número de elétrons do universo. Deve-se notar que Eddington

não vai fazer nenhum uso dos modelos 
osmológi
os em expansão, para dis
utir

o valor teóri
o de �. As idéias bási
as para a interpretação de 
 são as seguintes.

A energia poten
ial de um elétron à distân
ia r de uma singularidade é e2

r
, e

na equação do elétron isso apare
e 
omo o termo i
r
. A energia de N elétrons

indistinguíveis a uma distân
ia R de uma singularidade seria representada por
i
p
N
R

.

Mas por que apare
e
p
N e não N , nessa expressão? Quando somamos

números, eles se adi
ionam simplesmente, mas quando somamos vetores per-

pendi
ulares, a soma é expressa por
p
N . As duas possibilidades poderiam ser

defendidas.

Para dis
utir entre elas, Eddington indi
a que se uma função de onda 	

está normalizada e representa uma úni
a partí
ula, a mesma função multipli
ada

por
p
N representará N partí
ulas (porque o número de partí
ulas é dado pela

integral de 		�). Portanto é mais razoável pro
urar um fator
p
N na equação

de onda.

Considerando  
omo uma simples função harm�ni
a de t tal que � 
�t

satisfaça

as mesmas equações que  , en
ontra-se uma outra forma de representar [4.40℄,

omitindo os elétrons �xos�
ih

2�

�2
�2 

�t2
= 
2

�
m2
2 + (�ih2�)2

�
�2

�x2
+

�2

�y2
+

�2

�z2

��
 (4.44)
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Agora, utilizando mais uma vez [4.41℄ en
ontra-se:�
�2

�
�2


2�t2
� �2

�x2
� �2

�y2
� �2

�z2

�
+ 
2

�
 = 0 (4.45)

Com a identi�
ação


2 =
N

R2
= N� (4.46)

A 
onstante 
osmológi
a é �, sendo R o raio de Einstein. Note-se que o raio

atual do universo é irrelevante nessa teoria. Assim [4.45℄ pode ser es
rita 
omo

(�2
2+N�) = 0 (4.47)

Segundo Eddington a equação [4.47℄ o seduziu a uma divagação. Suas inves-

tigações teóri
as de � guiaram-no a pensar que o 
ir
uito 
orrespondendo a R

ne
essariamente deve ser diminuído na razão da fração 136
137

para fazer esta 
om-

parável estritamente 
om r. Eddington viu que esta 
orreção, se fosse real, era

desprezível para seus propósitos e não a tomou em 
onsideração em seu artigo.

Mas depois pensou que � em [4.47℄ seria tomada 
omo 136 no 
aso dos prótons e


omo
p
10 no 
aso dos elétrons. As equações para elétrons e prótons livres seriam

respe
tivamente

(13622+N�) = 0 (102+N�) = 0 (4.48)

os números 1362 e 10 originando-se mais ou menos no 
aminho que Edding-

ton sugeriu no seu artigo sobre as massas do elétron, do próton e do universo

(EDDINGTON, 1931(
), p. 18).

Por [4.41℄ e [4.42℄ obtém-se

2�m
�

h
=

p
N

R
(4.49)

A teoria do universo de Einstein está expressa 
omo

GM0


2
=

1

2
�R (4.50)

sendo M0 é a massa total do universo12 e G a 
onstante de gravitação. Dentro

do seu argumento assume-se o número de prótons igual ao número de elétrons,

portanto obtém-se aproximadamente M0 = NM , sendo M a massa do próton.

Portanto

N =
1

2
�
2

R

GM
(4.51)

12Eddington adotou o espaço esféri
o.
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por [4.49℄ �
2�m
�2

h

�2

=
1
2
�
2

GM
:
1

R
(4.52)

Mas no universo de Einstein � = 1
R2 , portanto

� =

�
2GM

�

�2�
2�m�

h

�4

= 9; 79� 10�55 (4.53)

A partir desse valor, Eddington 
al
ula o raio do universo de Einstein (1070

milhões de anos-luz) e a velo
idade limite de re
essão das galáxias (528km
s

por

megaparse
). O número de partí
ulas do universo seria 1; 29� 1079. Os valores

da épo
a para a 
onstante de Hubble eram bastante próximas do valor 
al
ulado.

As outras 
onstantes só podiam ser estimadas aproximadamente, mas também

pare
iam ser da ordem de grandeza 
orreta.

4.11 A massa do próton

EDDINGTON, A.S. On the mass of the proton. Pro
eedings of the

Royal So
iety, A, 134: 524-532, 1931.

Neste artigo Eddington desenvolve a teoria da relação entre as massas do pró-

ton e do elétron sugerida na sua nota preliminar da massa do próton, elétron e do

universo (EDDINGTON, 1931(
), pp. 15-19). Nessa nota estende a dis
ussão da


onstante 137 em uma ampla investigação abar
ando outras 
onstantes naturais.

O primeiro resultado desta extensão está 
ontido no seu artigo de 1931

(EDDINGTON, 1931(b), pp. 605-615). Esta é prin
ipalmente a teoria da massa

de um elétron; sendo satisfatoriamente 
on�rmada pelas velo
idades de re
essão

observadas da nebulosa espiral. No seu artigo anterior Eddington havia rela-


ionado a 
onstante 
osmológi
a às 
onstantes at�mi
as fazendo:

� =

�
2GM

�

�2�
2�m�

h

�4

Nesta equação, m era a massa do elétron. Mas por que não seria a massa

do próton? No novo artigo, Eddington vai supor que a equação de Dira
 deve

permitir in
luir as duas massas, e que o m que apare
eu antes seria, na verdade,

a massa reduzida Mm
M+m

que é aproximadamente igual a m, mas não idênti
a.

Segundo a teoria da 
onstante 
osmológi
a, poder-se-ia 
al
ular a partir da

velo
idade observada de objetos remotos (nebulosas espirais), o termo de massa
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presente na equação de onda. A massa da equação foi interpretada 
omo a massa

do elétron. Se perguntou então porque o elétron e não o próton? A teoria utilizada

foi puramente geométri
a, assim 
omo esta adquiriria uma preferên
ia para um

dos dois tipos de 
arga? Neste artigo, a intenção de Eddington era responder

a questão, mostrando que um desenvolvimento razoável da teoria geométri
a

propor
ionaria as ferramentas para 
al
ular a massa do próton e também a do

elétron a partir do afastamento das nebulosas espirais já que esta removia todas as

possíveis sugestões de preferên
ia para o elétron. Partindo do fato que o termo de

massa originalmente 
al
ulado era estritamente Mm
(M+n)

, este termo sendo simétri
o


om respeito ao próton e ao elétron. Retomou a equação de Dira
 para um elétron

simples: �
ih

2�

�
E1

�

�x1
+ E2

�

�x2
+ E3

�

�x3
+ E4

�

�x4

�
+m


�
 = 0 (4.54)

Com E1, E2, E3 e E4 sendo raízes quadradas anti
omutando de �1, tal que

E2
� = �1 E�E� + E�E� = 0 (4.55)

Sob a 
onsideração de uma solução elementar 
onsistindo em ondas planas na

direção

s = l1x1 + l2x2 + l3x3 + l4x4

l1, l2, l3, l4, sendo 
ossenos diretores. Assumiu que

Es = l1E1 + l2E2 + l3E3 + l4E4

de tal forma que por [4.55℄,

E2
s = �1 (4.56)

[4.54℄ pudesse ser es
rito na forma:�
iEs

�

�s
+
2�m


h

�
 = 0 (4.57)

Segundo a teoria da 
onstante 
osmológi
a, já desenvolvida por ele,

2�m
�

h
=

p
N

R

onde � é a 
onstante de estrutura �na 137, N o número total de elétrons (ou

prótons) no universo, e R o raio de equilíbrio do universo. Portanto, fazendo

ds = Rd�s =

�
Rp
N

�
d�s (4.58)
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en
ontrou uma nova expressão para [4.57℄�
�

�
iEs

�

��s

�
+ 1

�
 = 0 (4.59)

Eddington assumiu que a relação essen
ial entre o próton e o elétron �
aria

mais 
laramente exibida tratando-se o universo da forma mais simples possível,

ou seja 
onstituído por um próton e um elétron. Nesse 
aso N = 1 e d�s = d�s,

assim que d�s seria a medida a�m do deslo
amento. Mas per
ebendo que, desde

o ponto de vista físi
o, esta seria uma simpli�
ação ex
essiva, já que vários dos


on
eitos físi
os ordinários seriam inde�níveis em um universo tão simples, sugeriu

que em qualquer estagio se poderia voltar a um universo mais 
ompreensível 
om

N prótons e N elétrons através da transformação d�s =
p
Nd�s, de tal modo que

d�2s = NR��dx�dx�. Isto signi�
ava que, no lugar de referir-se a um elétron só,

agora podia-se só fazer referên
ia a �um dos N elétrons indistinguíveis�.

Olhando para a 
onstante � em [4.59℄ ele a enxergou 
omo um simples fator

numéri
o na equação e assumiu que não seria difí
il dis
ernir sua origem na geo-

metria do problema. As séries de investigações de Eddington se originaram na


rença de que � representava o número de rotações relativas ou graus de liber-

dade do sistema, e essa interpretação foi seguida em todos seus desenvolvimentos

posteriores. Segundo Eddington, um sistema de duas 
argas teria 136 rotações

relativas de tipo ordinário junto 
om uma rotação adi
ional representando a mu-

dança da medida (tamanho). Assim no problema de interação de duas 
argas


ujas posições eram referidas no espaço Riemanniano, � = 137, numa boa apro-

ximação 
om os experimentos. Eddington tomou � = 136 
omo sendo o valor

apropriado para [4.59℄.

Ele usou o número de rotações relativas de duas 
argas prin
ipais, devido

a que este seria o apropriado para o universo 
onstituído por um elétron e um

próton. Mas o mesmo número teria uma ampla apli
ação, ele pensava, devido

ao fato que a base de uma geometria a�m seria um deslo
amento elementar dx�.

Tal deslo
amento seria então uma relação entre dois pontos, e um ponto só seria


onsiderado 
omo sendo o possível 
entro da 
arga elétri
a. Desta forma o dx�

omo este a
onte
endo na físi
a mi
ros
ópi
a seria essen
ialmente uma relação

entre duas 
argas, e teria os graus de liberdade de um sistema de duas 
argas

diretamente asso
iado 
om ele.

Fazendo � = 136 em [4.59℄, obteve:�
136

�
iEs

�

��s

�
+ 1

�
 = 0 (4.60)
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No lugar do hamiltoniano linear de Dira
 usou o hamiltoniano quadráti
o de

S
hrödinger:

1

�

�
p21 + p22 + p23 + p24

�
= � h2

4�2�

�
�2

�x21
+

�2

�x22
+

�2

�x23
+

�2

�x24

�
(4.61)

Para ondas planas na direção s a equação de onda de segunda ordem se

reduziria a �
�
�2

��2s
+ 1

�
 = 0 (4.62)

onde usou a medida natural d�s 
omo antes e � 
omo um 
oe�
iente numéri
o

positivo.

Na equação de onda de segunda ordem,  seria uma quantidade simples ou

um grupo de 
omponentes, mas no último 
aso as 
omponentes não interatuariam

umas 
om as outras. As 136 rotações do  de Dira
 não estavam envolvidas. De

fato, segundo Eddington, as 
ara
terísti
as elétri
as da partí
ula seriam ignoradas

e portanto a forma de S
hrödinger da equação se referiria a partí
ulas elétri
as

sem quaisquer propriedades elétri
as.

Seguindo a mesma regra que utilizou para determinar �, Eddington tomou

agora um outro valor � 
omo sendo o número de rotações relativas ou graus

de liberdade que se originam na teoria de partí
ulas me
âni
as (nêutron=sem


arga). As possíveis alternativas sugeriam o valor de � = 10 
orrespondendo

aos graus de liberdade da geometria de Riemann. Os 136 graus de liberdade

foram asso
iados 
om um deslo
amento 
ujos extremos eram os lugares onde

estariam lo
alizadas as partí
ulas elé
tri
as; agora, se se substituíssem partí
ulas

me
âni
as, o deslo
amento apare
ia, no seu aspe
to ordinário, 
omo uma relação

a qual seria totalmente representável no espaço-tempo Riemanniano.

O nêutron ideal de Eddington então obede
ia à equação�
10

�2

��2s
+ 1

�
 = 0 (4.63)

Por 
omparação 
om [4.60℄ sua massa própria seria 136p
10

vezes maior do que a

da partí
ula des
rita aqui: o elétron. Isto faria 
om que a massa de uma partí
ula

neutra ideal estivesse muito perto de
p
Mm onde M e m seriam as massas do

próton e do elétron.

Unindo as duas equações, Eddington sugeriu a seguinte 
ombinação:(
10

�
iEs

�

��s

�2

+ 136

�
iEs

�

�s

�
+ 1

)
 = 0
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Supondo que essa equação possa ser fatorada em duas equações mais simples,

temos �
AiEs

�

��s
+ 1

�
+ 136

�
iEs

�

�s
+ 1

�
 = 0

onde os fatores A e B são as raizes da equação de segundo grau

10x2 + 136x+ 1 = 0

Os dois fatores são, respe
tivamente, 135,9264 e 0,0735692. A razão entre

os dois é 1.847,60, que Eddington interpretou 
omo a razão entre as massas do

próton e do elétron.

Em 1934, Eddington apresenta seu artigo sobre a massa do próton e o elétron

(EDDINGTON, 1934, p. 327) e se dedi
a a re
opilar suas des
obertas em dois

livros um deles publi
ado em 1936 (EDDINGTON. Relativity theory of pro-

tons and ele
trons) e o outro publi
ado em 1946, intitulado Teoria Fundamental

(EDDINGTON, The Fundamental Theory). Estes trabalhos, 
omo men
ionado

na introdução, não formam parte do nosso objeto de estudo pois sua 
ompli
ação

vai além da nossa proposta. O artigo de 1934 é o último trabalho de Eddington

que vamos 
onsiderar nesta disertação.

4.12 As massas do próton e o elétron

EDDINGTON, A.S. On the masses of the proton and ele
tron. Pro-


eedings of the Royal So
iety, A, 143: 327, 1934.

A 
on
lusão atingida por Eddington neste artigo é que a massa m de uma

partí
ula elementar (próton ou elétron) é dada pela equação quadráti
a

10m2 � 136mm0 +m2
0 = 0 onde m0 =

h

2�


p
N

�
;

N sendo o número de tais partí
ulas no universo, e � o raio de 
urvatura de uma

região vazia, igual a
q

3
�
onde � é a 
onstante 
osmológi
a.

Ex
eto por uma pequena diferença na de�nição de N e �, este resultado está

de a
ordo 
om a fórmula sugerida num dos seus artigos anteriores (EDDINGTON,

1931(b)).

Neste artigo Eddington faz uma revisão dos prin
ípios físi
os fundamentais.

A análise matemáti
a que aqui apresenta é uma 
ontinuação da que desenvolveu
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em um dos seus primeiros artigos (EDDINGTON, 1931(b)), mas não abordare-

mos este desenvolvimento pois os resultados aqui obtidos, mesmo partindo uma

abordagem diferente, não 
onduzem a um resultado relevante para nosso estudo.

Apesar destas 
on�rmações o trabalho de Eddington sobre as 
onstantes da

natureza não teve reper
usão e foi amplamente 
riti
ado. O próprio Pauli es
reve

para Sommerfeld que não a
reditava no trabalho de Eddington para a 
onstante

de estrutura �na 
omo sendo 136 (KILMISTER, 1994, p. 116). S
hrödinger foi

um dos pou
os físi
os importantes que apoiou o trabalho de Eddington (KILMIS-

TER, 1994, p. 224).
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Capítulo 5

As fases do trabalho de Eddington

Costuma-se des
rever a 
arreira 
ientí�
a de Eddington diferen
iando entre a

sua fase produtiva �normal�, em que deu grandes 
ontribuições à astrofísi
a, à

teoria da relatividade e à 
osmologia (até 1930, aproximadamente), de sua fase

�estranha� em que se dedi
ou à tentativa de deduzir a priori os valores das 
ons-

tantes bási
as do universo.

Nessa segunda fase, Eddington utilizava um método de pesquisa no qual 
ons-

truía um formalismo matemáti
o abstrato (baseado em estruturas da me
âni
a

quânti
a, mas diferente da teoria �normal�) e tentava asso
iar as 
onstantes fun-

damentais 
om 
ertos números que apare
iam nas equações. Essa identi�
ação

não pare
ia seguir uma metodologia rigorosa. Pare
ia basear-se, primeiramente,

no próprio 
onhe
imento do resultado ao qual ele queria 
hegar (por exemplo,

o número 137) e, em segundo lugar, na manipulação arbitrária de relações, na

mudança de signi�
ado de termos das equações e em uma liberdade teóri
a que

pare
ia pou
o razoável aos olhos do maioria dos físi
os da épo
a. A matemáti
a

utilizada por Eddington era uma 
onstrução interessante e rigorosa, mas as re-

lações entre essa matemáti
a e a físi
a (a identi�
ação das 
onstantes) pare
ia

um simples exer
í
io de ajuste, sem fundamentos.

O método matemáti
o utilizado por Eddington, que 
onsistia em desenvolver

uma estrutura abstrata sem saber exatamente 
omo rela
ioná-la 
om as entidades

físi
as 
orrespondentes, para depois pro
urar identi�
ações, pode ser en
ontrado

nesta 
itação:

Temos um sistema que está em um 
erto estado no qual 
ertas va-

riáveis dinâmi
as possuem 
ertos valores. Esta informação é expressa

por equações envolvendo os símbolos que denotam o estado e as va-

riáveis dinâmi
as. A partir destas equações, deduzimos então outras
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equações de a
ordo 
om os axiomas que governam os símbolos, e das

novas equações são tiradas 
on
lusões físi
as. Em nenhum lugar a

natureza exata dos símbolos é espe
i�
ada, e tal espe
i�
ação nem

mesmo é ne
essária. Eles são usados todo o tempo de forma abstrata;

apenas os axiomas algébri
os que eles satisfazem e a 
onexão entre

as equações que os envolvem e as 
ondições físi
as são ne
essários.

Os axiomas, juntamente 
om esta 
onexão, 
ontêm 
erto número de

leis físi
as, que não podem ser analisadas de forma 
onveniente, nem

mesmo expressas de outro modo.

Essa des
rição, um pou
o 
onfusa, mostra o físi
o teóri
o tentando manipular

símbolos e equações para os quais não dispõe de interpretações, a
reditando no

entanto que lá estão 
ontidas 
ertas relações importantes. É mais ou menos isso

que Eddington faz. O
orre, no entanto, que a 
itação não é de Eddington e

sim de Dira
 (KILMISTER, Eddington's sear
h for a fundamental theory, p. 85).

Eddington tem, sim, aspe
tos diferentes dos outros 
ientistas, mas muitos de seus

aspe
tos �estranhos� apare
iam também nos trabalhos de outros grandes físi
os.

Kilmister enfatizou que mesmo um físi
o ortodoxo, 
omo Dira
, 
hegou a

a�rmar que a teoria quânti
a de 
ampos era in
ompleta porque não tinha 
on-

seguido 
al
ular o valor da 
onstante de estrutura �na (KILMISTER, Eddington's

sear
h for a fundamental theory, p. 5). Para outros 
ientistas, 
omo De Sitter, a

existên
ia de 
onstantes puramente empíri
as na físi
a não pare
ia um problema:

É impossível, para nós, ir além das equações matemáti
as e, até aqui,

não 
onseguimos des
obrir a menor 
onexão entre esse lambda per-

turbador e outras 
onstantes fundamentais da físi
a. [...℄ O 
ompor-

tamento do lambda não é mais estranho, nem mais misterioso, do que

o da 
onstante da gravitação kappa, ou da 
onstante h do quantum,

ou da velo
idade da luz 
. (DE SITTER, 1931, p. 9)

Merleau-Ponty assinalou vários outros pontos do trabalho de Dira
 que se

assemelham à abordagem de Eddington (MERLEAU-PONTY, Philosophie et

théorie

physique 
hez Eddington, p. 112). Não há dúvidas de que foi o 
ontato 
om a

teoria de Dira
 (e 
om seus métodos) que despertou em Eddington a pro
ura de

um método para 
al
ular as 
onstantes fundamentais da físi
a.

No entanto, deve-se men
ionar que Dira
 não apoiou o trabalho de Eddington.

Ele mostrou dúvidas sobre essas pesquisas, porque primeiro Eddington havia
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provado que a 
onstante de estrutura �na seria dada pelo número 136, e depois,

quando �
ou 
laro que o valor experimental não permitia esse número, Eddington

provou que o número 
orreto era 137. Para Dira
, isso não pare
ia um trabalho

sério (KILMISTER, Eddington's sear
h for a fundamental theory, p. 117).

Logo depois da publi
ação (póstuma) do livro Fundamental theory, Milne pu-

bli
ou uma resenha da obra (MILNE, 1947), onde 
omentou: �O volume é es
rito

de uma forma brilhante; mas a argumentação físi
a é tão pou
o familiar, tão

intrin
ada, tão sujeita a revisão e 
orreção perpétua, que é extremamente difí
il

extrair dele qualquer prova 
onvin
ente de qualquer das fórmulas mais famosas

de Eddington� (MILNE, 1947, p. 486). Um exemplo da 
ríti
a de Milne mostra

o tipo de problemas que se via, na épo
a, no trabalho de Eddington:

Aqueles que pro
uram uma prova 
ompa
ta de que a 
onstante de

estrutura �na 2�e2

h

tem o valor exato de 1

137
passarão por grandes di�-


uldades neste livro. Primeiro é pre
iso dominar o uso que Eddington

faz de seus fatores de multipli
idade K, que são de�nidos de uma

forma desa�adora 
omo o número de dimensões em 
ertos espaços

de fase; depois, o seu pro
esso de estabilização, que é um tipo de

varinha mági
a que ele balança para suprimir graus de liberdade in-


onvenientes, alterando assim os fatores de multipli
idade; então é

ne
essário superar todos os pre
on
eitos para engolir uma fórmula na

página 29, onde as massas são inversamente propor
ionais aos fatores

de multipli
idade, embora, 
om a repetida identi�
ação que Edding-

ton faz entre massa e energia, teríamos esperado que a energia de

uma partí
ula fosse diretamente e não inversamente propor
ional a

seus graus de liberdade no espaço de fase. Depois desses prelimi-

nares perturbadores lê-se o parágrafo 20, intitulado �A 
onstante de

estrutura �na�, apenas para des
obrir que lá são apresentadas ape-

nas 
onsiderações plausíveis para atribuir o número 137 à razão en-

tre dois �átomos de ação�, e que a dedução teóri
a é adiada para o

parágrafo 33. Por �m, não se 
onsegue a
ompanhar o parágrafo 33

de modo nenhum. Essas di�
uldades o
orrem novamente em todo o

livro. (MILNE, 1947, p. 487)

William M
Crea, que havia sido estudante de Eddington, es
reveu em 1991

um artigo popular sobre seu ex-professor, no qual 
omentou: �Nenhum dos resul-

tados desta parte do trabalho de Eddington foi a
eito. E jamais qualquer físi
o

alegou estar 
erto dos postulados a partir dos quais Eddington partiu, ou de haver
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seguido seu ra
io
ínio 
ompletamente até alguma de suas 
on
lusões prin
ipais;

sempre pare
ia existir alguma la
una - alguma la
una irritante - na lógi
a� (M
-

CREA, 1991, p. 71). Não se deve interpretar essa �la
una na lógi
a� des
rita por

M
Crea 
omo falhas de ra
io
ínio, mas 
omo saltos injusti�
ados. Sob o ponto

de vista de 
oerên
ia matemáti
a, o próprio M
Crea 
omentou: �O desenvolvi-

mento [da teoria de Eddington℄ envolvia muita matemáti
a engenhosa, parte dela

inventada para essa �nalidade por Eddington, e deve ser dito que ninguém jamais

dete
tou qualquer erro signi�
ativo naquilo que ele es
reveu� (M
CREA, 1991,

p. 71).

Os primeiros trabalhos de Eddington nessa linha de pesquisas tinham sido

re
ebidos 
om 
uriosidade e interesse - até mesmo 
om esperança de que ele

tivesse en
ontrado um 
aminho para resolver problemas de enorme importân
ia

(MERLEAU-PONTY, Philosophie et théorie physique 
hez Eddington, p. 84).

No entanto, à medida que se per
ebeu que ele ia mudando os argumentos, que a

teoria era maleável e podia ir sendo ajustada de muitos modos diferentes, surgiu

uma des
on�ança e insatisfação 
om esses trabalhos. O primeiro livro publi
ado

por Eddington nessa linha, que foi o Relativity theory of protons and ele
trons

(1936), pare
e ter sido uma linha divisória. O trabalho desapontou a 
omunidade


ientí�
a, que não re
onhe
ia nessa obra o mesmo Eddington do Mathemati
al

theory of relativity e de tantas outras obras ex
elentes.

A posição epistemológi
a de Eddington, que se tornou muito 
lara nessa épo
a,

in
omodou a diversos 
ientistas. Em 1937 Herbert Dingle 
riti
ou não apenas

Eddington mas também outros físi
os (
omo Milne e Dira
) por adotarem uma

abordagem semelhante à de Aristóteles, tentando 
riar uma 
iên
ia a priori em

vez de adotar o método experimental de Galileu (DINGLE, 1937).

Um dos pou
os físi
os que apresentou uma defesa in
ondi
ional do trabalho

de Eddington foi seu amigo Edmund Whittaker, que além de editar o Fundamen-

tal theory es
reveu uma obra (WHITTAKER, From Eu
lid to Eddington) onde

Eddington é apresentado sempre de forma positiva. Erwin S
hrödinger foi um

dos pou
os grandes físi
os que tentou 
ompreender a teoria de Eddington, tendo

se 
orrespondido 
om ele e feito visitas a Cambridge para dis
utir esses trabalhos

(KILMISTER, Eddington's sear
h for a fundamental theory, p. 224).

Eddington, é 
laro, não 
onsiderava que seu trabalho estivesse de
adente ou

que estivesse seguindo uma metodologia errada. Ao mesmo tempo em que desen-

volvia essas pesquisas, ele publi
ou trabalhos sobre �loso�a da 
iên
ia em que,

entre outras 
oisas, des
revia sua 
on
epção sobre 
omo a físi
a teóri
a deve ser

desenvolvida. Estudando-se esses trabalhos, nota-se que ele apresenta argumen-
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tos para justi�
ar sua metodologia. Ou seja: ele pro
urava manter uma 
oerên
ia

entre sua práti
a 
ientí�
a e suas 
renças fundamentais sobre 
omo a físi
a deve

ser 
onstruída. Pode-se também notar, lendo 
om atenção seus trabalhos té
ni-


os, que mesmo neles Eddington vai apresentando argumentos epistemológi
os e

metodológi
os para justi�
ar seu enfoque pou
o ortodoxo.

Pode-se 
hamar de �numerologia� o pro
esso de tentar identi�
ar 
ertos nú-

meros sem dispor de qualquer teoria para isso. Por exemplo: em 1951 um autor


hamado Lenz 
hamou a atenção para o fato de que a razão entre as massas

do próton e do elétron (que tinha o valor de 1836,12) 
oin
idia 
om o valor de

6�5 (que vale 1836,12), sem ofere
er nenhum motivo para introduzir � elevado à

quinta potên
ia ou o número 6 da fórmula. Isso é pura numerologia (KILMIS-

TER, Eddington's sear
h for a fundamental theory, p. 213).

Não pare
e, portanto, que Eddington estivesse apenas brin
ando de numerolo-

gia em sua segunda fase 
ientí�
a. Ele estava se dedi
ando seriamente a fazer

algo que lhe pare
ia 
orreto, sob o ponto de vista 
ientí�
o. Não se deve pensar,

também, que seu objetivo 
entral fosse absurdo. Ele queria obter uma uni�
ação

de toda a físi
a, 
omo outros grandes 
ientistas de sua geração.

Na sua teoria sobre os fundamentos da físi
a Eddington foi um de

um pequeno grupo de pesquisadores independentes que perseguia

�ns essen
ialmente semelhantes. Eddington, Einstein, Milne, Erwin

S
hrödinger um pou
o depois e Hermann Weyl um pou
o antes, ten-

taram 
onstruir teorias uni�
adas da físi
a e da 
osmologia, e por

�m falharam. Pode-se dizer que eles desperdiçaram tempo e talento

em tal bus
a. No entanto, se pensarmos individualmente sobre esses

homens, será difí
il ver que outra 
oisa eles poderiam ter feito se não

se voltassem para esses desa�os. Além disso, o que eles estavam ten-

tando fazer é o que alguns líderes têm tentado desde então - pro
urar

grandes teorias uni�
adas. Já foram realmente en
ontradas soluções

par
iais, tais 
omo a uni�
ação do eletromagnetismo e da força nu-


lear fra
a. (M
CREA, 1991, p. 71).

Uma pesquisa de história da 
iên
ia não tem o objetivo de julgar se um de-

terminado 
ientista estava 
orreto ou errado, se sua físi
a era válida ou inválida.

Não faz muito sentido, em um trabalho históri
o, dis
utir as teorias de Eddington

do ponto de vista atual, indi
ando se 
on
ordamos ou não 
om elas. Podemos, no

entanto, analisar até que ponto Eddington apresentava uma fundamentação para
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seu trabalho, no 
ontexto da épo
a. Vamos, por isso, des
rever a justi�
ativa

�losó�
a que o próprio Eddington apresenta para seu trabalho.

5.1 A �loso�a de Eddington

Em 1938 Eddington deu uma série de 
onferên
ias no Trinity College, em Cam-

bridge, na qual desenvolveu sua �loso�a da 
iên
ia. A partir dessas 
onferên
ias

ele es
reveu o livro The philosophy of physi
al s
ien
e, publi
ado no ano seguinte,

que é 
onsiderado sua prin
ipal obra epistemológi
a. A exposição apresentada

aqui se baseia prin
ipalmente nesse livro.

Não queremos expor toda a visão de Eddington sobre a 
iên
ia, mas apenas

os aspe
tos que são mais importantes para 
ompreender suas pesquisas sobre as


onstantes do universo.

Eddington não 
onsiderava que sua �loso�a da 
iên
ia fosse pessoal ou sui

generis. Ele a 
onsiderava 
omo uma 
onseqüên
ia natural do desenvolvimento

da físi
a de sua épo
a e a des
reve 
omo a �loso�a da físi
a atual [the present

philosophy of physi
al s
ien
e℄ e não 
omo uma entre muitas propostas existentes.

Na medida em que re
onhe
emos a autoridade de um 
orpo de opinião

que de
ide o que é e o que não é a
eito 
omo a físi
a presente, existe

uma �loso�a atual da 
iên
ia físi
a, que pode ser determinada. É a

�loso�a à qual aqueles que seguem a práti
a a
eita da 
iên
ia �
am

obrigados por sua práti
a. Ela está implí
ita nos métodos pelos quais

eles fazem a 
iên
ia avançar, algumas vezes sem 
ompreender 
omple-

tamente por que os empregam, e no pro
edimento que a
eitam 
omo

propor
ionando a segurança da verdade, geralmente sem examinar

que tipo de segurança ele pode dar. (EDDINGTON, The philosophy

of physi
al s
ien
e, p. vii)

Em 
erto sentido, Eddington se refere à �minha �loso�a�, mas expli
a que não

alega ser o autor das idéias que apresenta, pois elas estão �amplamente difundidas

no pensamento moderno�, e sim apenas por haver sele
ionado e sintetizado essas

idéias de um modo pessoal. Eddington 
hama sua apresentação parti
ular da

�loso�a da físi
a de �subjetivismo seletivo� ou �estruturalismo� (EDDINGTON,

The philosophy of physi
al s
ien
e, p. viii), por razões que �
arão 
laras mais

adiante.

Um ponto importante da �loso�a da 
iên
ia defendida por Eddington é sua

interpretação sobre a relação entre teoria e 
onhe
imento empíri
o. Eddington dá
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importân
ia ao aspe
to empíri
o ou observa
ional das 
iên
ias, é 
laro. Ele a�rma

que a observação é a �
orte suprema de re
ursos� para o estabele
imento da ver-

dade das 
on
lusões da 
iên
ia físi
a (EDDINGTON, The philosophy of physi
al

s
ien
e, p. 9). Em prin
ípio, todo 
onhe
imento físi
o deveria ser apresentado

sob uma forma tal que pudesse ser submetido a um teste observa
ional. A�rma

também que se houver um 
on�ito entre teoria e o 
onhe
imento observa
ional,

deve-se admitir que a teoria está errada.

Eddington dá importân
ia à observação e às medidas, mas 
om uma 
onotação

de simples leituras de ponteiros que não dão informações diretas sobre a realidade

(MERLEAU-PONTY, Philosophie et théorie physique 
hez Eddington, pp. 20-

21). São as teorias que podem dar sentido às medidas. As teorias indi
am o

que pode ser medido, e espe
i�
am qual o signi�
ado das medidas. A análise das


ondições ne
essárias para que uma grandeza físi
a possa ser medida perten
e aos

enun
iados não-empíri
os da 
iên
ia (MERLEAU-PONTY, Philosophie et théorie

physique 
hez Eddington, p. 21).

Uma parte do 
onhe
imento físi
o é obtido por generalização da experiên
ia

- mas nem todo. Logo no segundo 
apítulo do seu livro, Eddington introduz

de modo bastante 
laro sua visão sobre a possibilidade de uma 
iên
ia a priori,

através de uma estória (EDDINGTON, The philosophy of physi
al s
ien
e, p.

16).

Suponhamos que um i
tiólogo está explorando os seres vivos do o
eano que


oleta através de uma rede. Examinando os animais que re
olhe, ele pro
ura

sistematizar suas observações e 
hega a duas generalizações:

(1) Nenhuma 
riatura marinha tem menos do que duas polegadas de 
ompri-

mento.

(2) Todas as 
riaturas marinhas possuem guelras.

As duas generalizações des
revem os fatos que ele observou e ele a
redita que

serão válidas também para outras observações que ele fará no futuro.

Suponhamos no entanto que uma pessoa que estava observando o trabalho

do i
tiólogo 
omenta que ele está errado: há 
riaturas marinhas 
om menos de

duas polegadas, porém a rede do i
tiólogo não 
onsegue 
apturá-las, porque as

malhas são muito grandes. O 
ientista poderia responder que �Tudo o que não

pode ser 
apturado por minha rede está fora do 
onhe
imento i
tiológi
o. Em

resumo, o que minha rede não pode 
apturar não é peixe�. O i
tiólogo e a

pessoa que o 
riti
ou poderiam �
ar dis
utindo muito dias sem 
hegar a um

a
ordo. Um deles (a pessoa que fez o 
omentário) está se referindo a um mundo

externo, independente do i
tiólogo e de sua rede, e que 
ontém 
oisas que não
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são 
apturadas pela rede. O i
tiólogo está querendo restringir a dis
ussão àquilo

que ele pode observar (ou seja, aquilo que ele pode 
aptar 
om sua rede).

De 
erta forma, podemos dizer que essa estória tem uma grande semelhança


om as dis
ussões surgidas no sé
ulo XX (tanto na teoria da relatividade quanto

na me
âni
a quânti
a) a respeito daquilo que deve ser in
luído na 
iên
ia. A

relatividade rejeitou o éter porque ele não podia ser observado. Muitos físi
os

re
lamaram dessa posição, pois poderiam existir 
oisas que não estavam sendo

observadas, mas que eram reais. Duas dé
adas depois, o desenvolvimento da

teoria quânti
a levou à idéia de que não existe sentido em des
rever simultane-

amente a posição e a velo
idade de um elétron, ou em des
rever sua trajetória.

Muitos físi
os não a
eitaram essa limitação (in
luindo Einstein), alegando que a

me
âni
a quânti
a poderia não ser uma des
rição 
ompleta da realidade.

Eddington vai adotar a postura que lhe pare
e ser o resultado natural da

evolução da físi
a no sé
ulo XX: só devemos in
luir no �mundo físi
o� aquilo que

pode ser observado e deixar de lado dis
ussões a respeito daquilo que não podemos

observar. Assim, ele 
onsidera que o i
tiólogo está 
orreto. Se só é possível estudar

aquilo que a rede extrai do o
eano, então não tem sentido �
ar dis
utindo outros

seres inobserváveis, 
om menos de duas polegadas, que poderiam estar o
ultos

no mar.

Deixando de lado a analogia, se tomarmos as observações 
omo sendo

a base da 
iên
ia físi
a, e insistirmos que suas a�rmações devem ser

veri�
áveis pela observação, imporemos um teste seletivo sobre o 
o-

nhe
imento que pode ser admitido 
omo físi
o. A seleção é subjetiva,

porque depende do equipamento sensório e intele
tual que é nosso

meio de adquirir 
onhe
imento observa
ional. As generalizações da

físi
a, aquilo que 
hamamos de leis da natureza, se apli
am a esse 
o-

nhe
imento sele
ionado subjetivamente e ao universo que se supõe es-

tar sendo des
rito. (EDDINGTON, The philosophy of physi
al s
ien-


e, p. 17)

O i
tiólogo da estória é um 
ientista que age 
orretamente e que apenas se

preo
upa 
om aquilo que pode ser observado. A pessoa que o 
riti
ou é des
rita

por Eddington 
omo um �lósofo metafísi
o, que está preo
upado 
om uma �rea-

lidade� que não pode ser 
aptada.

Quando Eddington fala sobre o universo físi
o ele não está se referindo a

alguma 
oisa independente dos seres humanos, que �está lá fora� e que pro
uramos


onhe
er. Ele se refere àquilo que é des
rito pela físi
a, ou seja, a uma des
rição
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que fazemos e que muda 
om o tempo (EDDINGTON, The philosophy of physi
al

s
ien
e, p. 3).

Há no entanto uma 
ontinuação da estória, que Eddington 
onta, e que traz

uma outra lição epistemológi
a. Ele supõe que uma outra pessoa, que estava

observando o i
tiólogo trabalhar, poderia fazer um novo 
omentário:

�Eu per
ebo que vo
ê está 
orreto em re
usar a hipótese de peixes

in
apturáveis de nosso amigo, que não pode ser veri�
ada por ne-

nhum teste que 
onsideremos válido. Restringindo-se ao seu método

de estudo, vo
ê atingiu uma generalização da maior importân
ia -

para os pes
adores, que não se interessariam por generalizações sobre

peixes que não podem ser 
apturados. Como essas generalizações são

muito importantes, eu quero ajudá-lo. Vo
ê 
hegou à sua generaliza-

ção pelo método tradi
ional de examinar os peixes. Posso indi
ar-lhe

que vo
ê poderia ter 
hegado mais fa
ilmente à mesma generalização

examinando a rede e o método de utilizá-la� (EDDINGTON, The

philosophy of physi
al s
ien
e, p. 18)

Esta outra pessoa é, para Eddington, um epistemólogo que pode ajudar o


ientista. O método tradi
ional de examinar sistemati
amente os dados forne
i-

dos pela observação não é o úni
o modo de 
hegar a generalizações válidas, na

físi
a. Examinando-se a rede e o modo pelo qual ela é utilizada seria possível


on
luir-se que ela só pode 
apturar peixes 
om menos de duas polegadas, e por-

tanto poderíamos ante
ipar o resultado dos experimentos. Da mesma forma, na

físi
a, pelo menos uma parte das generalizações en
ontradas experimentalmente

poderia ser en
ontrada pelo mero exame do equipamento (sensório e intele
-

tual) usado na observação (EDDINGTON, The philosophy of physi
al s
ien
e,

p. 18). Eddington a
redita que o desenvolvimento das novas teorias da físi
a

tinha utilizado exatamente essa metodologia: �O desenvolvimento da teoria da

relatividade e a transformação da teoria quânti
a de uma teoria empíri
a para

uma teoria ra
ional são o resultado de um novo método; e nele está nossa grande

esperança de avanços fundamentais posteriores� (EDDINGTON, The philosophy

of physi
al s
ien
e, p. 19).

Nem todas as generalizações da físi
a são desse tipo, é 
laro. A segunda ge-

neralização do i
tiólogo (a de que todas as 
riaturas marinhas possuem guelras)

só poderia ser obtida por observação, e não examinando a rede de pes
a. Essas

generalizações obtidas pela observação podem também ser derrubadas, futura-

mente, por outras observações (a des
oberta de um peixe sem guelras). Pelo
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ontrário, as generalizações baseadas em uma análise epistemológi
a do pro
esso

de 
onhe
imento não podem ser derrubadas por observações: �As generalizações

que podem ser atingidas epistemologi
amente possuem uma segurança que é ne-

gada àquelas que só podem ser atingidas empiri
amente� (EDDINGTON, The

philosophy of physi
al s
ien
e, p. 19).

A análise epistemológi
a defendida por Eddington 
onsiste essen
ialmente em

determinar as 
onseqüên
ias dos pro
essos de observação utilizados pelos físi-


os, de modo a prever algumas (mas não todas) as propriedades daquilo que

poderá vir a ser observado. O 
onhe
imento do universo físi
o que provém das

observações é denominado �
onhe
imento a posteriori �, e aquele que provém do

estudo epistemológi
o dos pro
essos de observação é o �
onhe
imento a priori �

(EDDINGTON, The philosophy of physi
al s
ien
e, p. 24). No entanto, o 
onhe-


imento a priori não é um 
onhe
imento tirado do nada. É pre
iso primeiramente

desenvolver um plano de observações, des
rever os instrumentos de pesquisa, e

então analisá-los para obter algum resultado a partir deles. Uma pessoa sem expe-

riên
ia observa
ional e sem 
onhe
imento daquilo que outros 
ientistas poderiam

lhe 
ontar sobre o trabalho observa
ional nun
a poderia desenvolver uma análise

epistemológi
a, no sentido em que Eddington utiliza essa expressão.

Pode-se dizer que o método epistemológi
o de Eddington não é tão puramente

epistemológi
o quanto se poderia imaginar à primeira vista. Como Harold Je�reys


omentou, as análises desenvolvidas por Eddington utilizam um grande volume

de 
onhe
imentos físi
os já existentes (WHITROW, 1983, p. 264).

Eddington 
omenta que, anteriormente, a idéia de 
onhe
imentos a priori

na físi
a havia sido rejeitada; mas nesse período antigo, tentava-se 
hegar a 
on-


lusões a priori a respeito de ummundo externo, objetivo. No entanto, Eddington


onsidera que é possível um 
onhe
imento a priori sobre o �universo físi
o�, que

é de�nido por ele 
omo aquilo que a físi
a des
reve, e não 
omo uma realidade

externa.

Poderíamos entender essa posição de Eddington de um modo um pou
o menos


ho
ante. Existem prin
ípios meta-teóri
os na físi
a, que se apli
am ao nosso

modo de 
onstruir as equações e que não saem da observação do mundo exte-

rior, mas são impostas pelo físi
o. Temos, por exemplo, o prin
ípio de que as

grandezas dos dois lados de uma igualdade devem ser do mesmo tipo. Se de um

lado temos um tensor 
ontravariante de segunda ordem, do outro lado também

devemos ter um tensor 
ontravariante de segunda ordem. Se de um dos lados da

equação temos um tensor 
ujo divergente é nulo, devemos ter do outro lado outro

tensor 
ujo divergente também seja nulo. Não há nada de estranho nessas im-
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posições, que utilizamos sem analisar mais profundamente. Essas são imposições

do formalismo, não são o resultado do estudo da natureza externa, mas levam a


onseqüên
ias físi
as importantes.

Whitrow 
omentou que há uma semelhança de prin
ípio entre o método de

Eddington e a análise dimensional desenvolvida no sé
ulo XIX. Muitas vezes é

possível ante
ipar o resultado de teorias muito 
ompli
adas, utilizando a análise

dimensional. Como isso pode fun
ionar? A análise dimensional não faz (nem

pode fazer) a�rmações sobre o universo. Ela só pode fazer a�rmações sobre a

estrutura das equações que os físi
os 
riam. O poder da análise dimensional

vem de sua 
apa
idade de indi
ar propriedades que as leis quantitativas da físi
a

devem obede
er, para serem 
oerentes 
om os 
on
eitos sobre medidas e unidades

bási
as da físi
a. Utilizando essa análise, é possível 
hegar a relações nas quais

�
a apenas faltando des
obrir o valor de 
ertas 
onstantes adimensionais. O

método fun
iona e, de 
erta forma, é epistemológi
o, no sentido de Eddington.

Assim, Whitrow 
omenta que o trabalho de Eddington era uma tentativa de

desenvolver um método mais poderoso do que a análise dimensional, através de

uma teoria mais profunda a respeito das medidas, que pudesse 
al
ular os valores

das 
onstantes adimensionais (WHITROW, 1983, p. 265). Colo
ando-se as 
oisas

dessa forma, a proposta de Eddington não pare
e tão absurda.

Eddington pro
ura indi
ar as semelhanças de sua �loso�a 
om a de sistemas

anteriores. Ele indi
a que, dentre os �lósofos antigos, Kant teria sido o que

defendeu idéias mais pare
idas 
om a da proposta do próprio Eddington. No

entanto, ele não a
eitava o rótulo de �kantiano� (EDDINGTON, The philosophy of

physi
al s
ien
e, p. 188). Sob outros aspe
tos, o pensamento de Eddington tinha

semelhanças 
om o positivismo lógi
o, mas também havia diferenças importantes.

Apesar de defender a possibilidade de uma 
iên
ia a priori, Eddington se dis-

tan
ia de �lósofos 
omo Kant, porque não a
eita que as formas de pensamento

sejam imutáveis. Ele re
onhe
e que há uma história do pensamento humano - e,

mais parti
ularmente, da 
iên
ia - que deve ser levada em 
onta. No momento

atual (para Eddington) o desenvolvimento da teoria da relatividade (e, depois, da

me
âni
a quânti
a) havia permitido per
eber 
ertas estruturas de pensamento,

mas no futuro poderiam surgir outras diferentes (MERLEAU-PONTY, Philoso-

phie et théorie physique 
hez Eddington, pp. 27-28).

Por analogia 
om a estória da rede, Eddington 
hama sua proposta de �sub-

jetivismo seletivo�, porque o pro
esso de observação pode ser 
onsiderado 
omo

um tipo de seleção daquilo que se observa, e subjetivo no sentido de que a epis-

temologia não estuda uma realidade externa, mas estuda os pro
edimentos dos
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ientistas e a des
rição que a 
iên
ia faz do mundo (EDDINGTON, The philo-

sophy of physi
al s
ien
e, p. 26). O universo físi
o é subjetivo no sentido de ser


onstruído pelos 
ientistas (e poder mudar 
om o tempo). No entanto, �subjetivo�

não é um adjetivo negativo, para Eddington. Há vantagens em dispor-se de um

universo subjetivo - pois ele pode ser 
onhe
ido diretamente pelo pesquisador.

O universo �objetivo�, por outro lado, não pode ser 
aptado diretamente, não é

passível de 
onhe
imento imediato e, por isso, não faz parte daquilo que a 
iên
ia

estuda. No entanto, Eddington não nega a objetividade do mundo externo (
omo

Berkeley e outros idealistas).

5.2 A �loso�a de Eddington e a físi
a

Eddington nun
a se preo
upou em obter uma formação �losó�
a mais ampla. Seu

trabalho �losó�
o foi guiado essen
ialmente pela pesquisa físi
a e ele não tomava


onhe
imento do desenvolvimento da �loso�a de sua épo
a (MERLEAU-PONTY,

Philosophie et théorie physique 
hez Eddington, p. 18).

A base da �loso�a da 
iên
ia apresentada por Eddington é a própria práti
a


ientí�
a, da qual ele pro
urou extrair suas idéias.

Para Eddington, a base da teoria da relatividade não é um 
onjunto de fór-

mulas e sim um novo ponto de vista, envolvendo a idéia de que apenas podemos

observar relações entre entidades físi
as. Ao dis
utir o pro
esso de medida e de

observação da físi
a, a teoria da relatividade trouxe a epistemologia 
omo auxiliar

da 
iên
ia. Da mesma forma, a ênfase na rejeição de inobserváveis, utilizada pela

teoria quânti
a, é de natureza epistemológi
a (EDDINGTON, The philosophy of

physi
al s
ien
e, pp. 31-32)

Na físi
a quânti
a, a partir do prin
ípio de que dois elétrons não podem ser

distinguidos um do outro, são tiradas 
onseqüên
ias físi
as importantes. Trata-se

de um exemplo de análise epistemológi
a (EDDINGTON, The philosophy of phy-

si
al s
ien
e, pp. 35-36). A estatísti
a de Fermi-Dira
 depende dessa suposição.

Da mesma forma, quando Eddington pro
urou deduzir o valor da 
onstante de

estrutura �na, utilizou esse mesmo prin
ípio para dis
utir 
omo deveria ser feita

uma des
rição quânti
a 
orreta de um sistema de dois elétrons, terminando por


on
luir que a força 
oulombiana era uma outra 
onseqüên
ia da indistinguibili-

dade de dois elétrons. Podemos ter dúvidas sobre a dedução feita por Eddington;

mas devemos a
eitar que ele estava pro
urando seguir um exemplo bem su
edido

da teoria quânti
a, de obter 
onseqüên
ias físi
as importantes a partir de um
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prin
ípio epistemológi
o.

Aqueles que não estão familiarizados 
om a me
âni
a ondulatória

podem �
ar at�nitos por haver uma diferença entre a me
âni
a de

partí
ulas distinguíveis e a me
âni
a de partí
ulas indistinguíveis.

Mas isso não deveria surpreender os físi
os quânti
os, pois admite-

se universalmente que há uma diferença entre as suas estatísti
as

[dos dois tipos de partí
ulas℄, que não é menos misteriosa. Real-

mente eu nun
a 
onsegui 
ompreender por que aqueles que estão bem


ons
ientes das importantes 
onseqüên
ias da indistinguibilidade em

grandes grupos não se preo
upam em examinar suas 
onseqüên
ias

pre
isas em sistemas menores. Seja ao 
onsiderarmos o efeito bem


onhe
ido na estatísti
a de grandes grupos ou os efeitos menos 
onhe-


idos da me
âni
a de duas partí
ulas, as 
on
lusões pare
em in
ríveis

a menos que tenhamos em mente a subjetividade do mundo des
rito

pela físi
a e de tudo o que ela diz que ele 
ontém. Naturalmente

se pode objetar que as partí
ulas não podem ser afetadas por nossa

falta de 
apa
idade em distingui-las, e é absurdo que elas mudem seu


omportamento por 
ausa disso. Isso seria verdade se estivéssemos

nos referindo a partí
ulas 
ompletamente objetivas e a um 
ompor-

tamento 
ompletamente objetivo. Mas nossas generalizações sobre

seu 
omportamento - as leis da me
âni
a - des
revem propriedades

impostas por nossos pro
essos de observação, 
omo a generalização

sobre os peixes que podem ser 
apturados foi imposta pela estrutura

da rede. As partí
ulas objetivas não estão preo
upadas 
om nossa in-


apa
idade de distingui-las; mas elas também não estão preo
upadas


om o 
omportamento que lhes atribuímos e que é par
ialmente uma


onseqüên
ia de nossa in
apa
idade de distingui-las. É este 
ompor-

tamento observável, e não o 
omportamento objetivo, 
om o qual nós

estamos preo
upados. (EDDINGTON, The philosophy of physi
al

s
ien
e, p. 37)

Uma das formas mais 
omuns dos prin
ípios epistemológi
os seria, de a
ordo


om Eddington, a a�rmação de que 
erta 
oisa é inobservável. Esse tipo de

prin
ípio 
omeçou a ser utilizado na físi
a a partir do desenvolvimento da teoria

da relatividade (EDDINGTON, The philosophy of physi
al s
ien
e, p. 45).

Eddington 
omenta que, embora as teorias físi
as modernas (relatividade e

me
âni
a quânti
a) envolvessem de forma essen
ial a metodologia epistemológi
a,
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isso não era re
onhe
ido por muitos físi
os. Aqueles que apenas apli
am a nova

físi
a (ao 
ontrário dos que a desenvolveram), prin
ipalmente, não pare
iam 
ons-


ientes dessa nova situação (EDDINGTON, The philosophy of physi
al s
ien
e,

p. 54). No entanto, para Eddington, as pessoas que realmente 
ompreendiam

a teoria da relatividade não poderiam negar que, nela, houve uma substituição

par
ial de hipóteses físi
as por prin
ípios epistemológi
os. No entanto, existiam

diversas opiniões sobre a extensão que essa substituição tinha tomado, ou até que

ponto poderia 
hegar e Eddington tinha uma opinião que sabia ser diferente da

maior parte de seus 
olegas:

Penso que todo o sistema de hipóteses fundamentais pode ser subs-

tituído por prin
ípios epistemológi
os. Ou, para 
olo
ar de forma

equivalente, todas as leis da natureza que usualmente 
lassi�
amos


omo sendo fundamentais podem ser vistas 
omo 
onseqüên
ias de


onsiderações epistemológi
as. Correspondem a um 
onhe
imento a

priori e, portanto, são totalmente subjetivas. (EDDINGTON, The

philosophy of physi
al s
ien
e, pp. 56-57).

Não existe um método infalível de pesquisa. Uma abordagem que levou a

ex
elentes resultados em uma área pode levar ao fra
asso em outra. Eddington

estruturou sua metodologia epistemológi
a a partir de exemplos bem su
edidos

desenvolvidos na físi
a do sé
ulo XX. No entanto, isso não podia garantir o su
esso

de seu trabalho.

Como vimos anteriormente, Eddington prop�s uma nova interpretação da

equação do 
ampo gravita
ional no vá
uo (
om 
onstante 
osmológi
a), G�nu =

�g��. Ele provou, a partir dessa equação, que os raios de 
urvatura dire
ionais do

espaço vazio são sempre iguais, em todas as direções, mesmo em regiões onde há

um 
ampo gravita
ional variável, e que esse raio de 
urvatura estava rela
ionado


om a 
onstante 
osmológi
a, sendo igual a
q

3
�
. Vimos, também, que ele logo in-

terpretou esse resultado puramente matemáti
o, té
ni
o, 
omo uma 
onseqüên
ia

do prin
ípio epistemológi
o de que todos os 
omprimentos são relativos, e que um

objeto material no vá
uo pre
isa ajustar seu 
omprimento ao padrão geométri
o

lá existente - e que é propor
ionado exatamente pelo raio de 
urvatura do espaço.

Tanto no 
aso da teoria da relatividade quanto, depois, no desenvolvimento

da teoria quânti
a, os físi
os per
eberam que era ne
essário tomar 
uidado 
om


oisas inobserváveis (o éter, a posição e a velo
idade de um elétron, et
.). Torna-

se importante, por isso, espe
i�
ar o que pode ser observado, e 
omo pode ser

medido. Segundo Eddington, nós só podemos observar relações entre objetos

153



físi
os (MERLEAU-PONTY, Philosophie et théorie physique 
hez Eddington, p.

25). Dentre essas relações, as mais fundamentais são as medidas de 
omprimento,

que estabele
em relações entre um dado objeto e um padrão. A própria noção de

medidas espa
iais se torna sem signi�
ado se não é possível pensar sobre algum

padrão e, por isso, pode-se 
on
luir que deve existir um padrão de medida no

universo.

Com essa reinterpretação, a equação do 
ampo gravita
ional no vá
uo, G�� =

�g��, torna-se uma 
onseqüên
ia imediata do próprio 
on
eito de medição de 
om-

primentos. Sendo fundamentada em um argumento epistemológi
o, essa relação

pare
ia a Eddington algo totalmente seguro e, portanto, a 
onstante 
osmológi
a

era também algo que não poderia ser abandonado. Ele 
hegou a a�rmar, em outra

obra, que �se alguma vez a teoria da relatividade 
air em des
rédito, a 
onstante


ósmi
a será o último bastião a 
air� (EDDINGTON, The expanding universe, p.

148). O motivo dessa a�rmação tão radi
al - e que destoa da opinião de outros

físi
os da épo
a - é que Eddington via essa sua prova, baseada em argumentos

epistemológi
os, 
omo mais segura do que qualquer outro aspe
to da teoria da

relatividade geral.

Eddington não 
omeçou 
om uma idéia pre
on
ebida sobre o método epis-

temológi
o. Como 
ientista, ele partiu do estudo 
ientí�
o e, ao se familiarizar


om a teoria da relatividade, per
ebeu o poder desse método e diz ter per
ebido

que ele abrangia um 
ampo 
ada vez maior da físi
a fundamental. Assim, ele

se 
onven
eu que o método epistemológi
o não só era importante, mas que iria

a
abar se tornando o método 
entral - não apenas para en
ontrar a forma das

leis fundamentais, mas até mesmo para 
al
ular as 
onstantes fundamentais da

natureza (EDDINGTON, The philosophy of physi
al s
ien
e, p. 58).

Essa 
rença não foi adotada por Eddington desde o iní
io. Ele pensava, du-

rante algum tempo, que uma parte da físi
a (a teoria quânti
a) não podia ser

reduzida a prin
ípios a priori. Depois, quando 
omeçou a tentar 
al
ular as


onstantes bási
as da físi
a, também a
hou que haveria pelo menos uma delas

(o número de partí
ulas do universo) que não poderia ser en
ontrada a priori

(EDDINGTON, The philosophy of physi
al s
ien
e, p. 59). Na épo
a em que

es
revia este livro, a físi
a nu
lear lhe pare
ia não ter ainda atingido um estágio

que permitisse apli
ar-lhe o método epistemológi
o - da mesma forma que a teoria

quânti
a, antes de 1925.

O 
apítulo 11 do seu livro The philosophy of physi
al s
ien
e 
omeça 
om

uma a�rmação que pare
e ser uma provo
ação: �Eu a
redito que há 15 747 724

136 275 002 577 605 653 961 181 555 468 044 717 914 527 116 709 366 231
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425 076 185 631 031 296 prótons no universo e o mesmo número de elétrons�

(EDDINGTON, The philosophy of physi
al s
ien
e, p. 170). Eddington não tinha


erteza sobre a exatidão desse número e a�rma que poderia haver algum engano

tolo nos seus 
ál
ulos, mas nada que não pudesse ser 
orrigido rapidamente por

outros pesquisadores. Não haveria, em resumo, nenhuma barreira essen
ial ao


onhe
imento desse número.

A revolução trazida pela teoria da relatividade foi a introdução da exigên-


ia de que todas as quantidades físi
as deveriam ser de�nidas por seus pro
essos

de medida e que aquilo que não pode ser medido deveria ser rejeitado da físi
a

(EDDINGTON, The philosophy of physi
al s
ien
e, p. 71). Porém, Eddington


onsiderava que essa análise do pro
esso de medida não havia sido levada até

suas últimas 
onseqüên
ias. Para medir 
omprimentos, na teoria da relatividade,

supõe-se a existên
ia de algum objeto material (um padrão de medidas sólido).

Mas esse objeto não pode ser justi�
ado pela própria teoria da relatividade. Para

se estudar um 
ristal, por exemplo, é ne
essária a intervenção da físi
a at�mi
a

e da teoria quânti
a. Assim, pode-se esperar que a base da medida de 
om-

primentos utilizada na relatividade tenha alguma relação 
om a físi
a quânti
a

(EDDINGTON, The philosophy of physi
al s
ien
e, p. 75).

Embora a teoria da relatividade e a me
âni
a quânti
a tivessem utilizado o

método epistemológi
o, Eddington a
reditava que essas duas teorias ainda não

haviam aproveitado todas as vantagens desse método. Fazendo uma análise epis-

temológi
a mais 
ompleta, e veri�
ando suas 
onseqüên
ias matemáti
as, seria

possível determinar todas as leis fundamentais da natureza, in
luindo as 
onstan-

tes puramente numéri
as da natureza, sem a ajuda de nenhuma hipótese físi
a

(EDDINGTON, The philosophy of physi
al s
ien
e, p. 104). A possibilidade

de utilização desse método indi
aria, segundo ele, que as leis fundamentais e as


onstantes da físi
a são puramente subjetivas, sendo provenientes do equipamento

sensório e intele
tual que determinam o 
onhe
imento.

5.3 A visão epistemológi
a na primeira fase de

Eddington

Pode-se supor que toda essa justi�
ativa epistemológi
a que Eddington apre-

sentou para seu trabalho é simplesmente uma �loso�a ad ho
, uma des
ulpa

que ele inventou depois do desenvolvimento de seus trabalhos �estranhos� para

tentar dar-lhe algum sentido. M
Crea a�rmou que o pensamento �losó�
o de
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Eddington teria se desenvolvido a partir de 1928, quando ele es
reveu The na-

ture of the physi
al world (M
CREA, 1991, p. 71). Se M
Crea estivesse 
orreto,

poderíamos interpretar a mudança do pensamento �losó�
o de Eddington 
omo

sendo produzido por seu trabalho 
om as 
onstantes adimensionais. Na verdade,

no entanto, essas idéias surgiram muitos anos antes.

O fato históri
o 
urioso é que há uma 
ontinuidade entre a �loso�a da 
iên-


ia de Eddington em sua fase �normal� e sua �loso�a da 
iên
ia na fase �es-

tranha�. Dentro de sua exposição �ortodoxa� da teoria da relatividade geral (The

mathemati
al theory of relativity) Eddington já havia introduzido aspe
tos impor-

tantes de sua �loso�a da 
iên
ia, 
omo o prin
ípio de identi�
ação (KILMISTER,

Eddington's sear
h for a fundamental theory, p. 59). Desde 1920 - muito antes

de tentar 
al
ular teori
amente as 
onstantes universais - Eddington já defendia

uma epistemologia idênti
a à de sua segunda fase.

Quando se lê 
om atenção o próprio livro The mathemati
al theory of relati-

vity, per
ebe-se que lá já estão presentes essas 
on
epções, em meio às dis
ussões

té
ni
as sobre a teoria da relatividade. Não existem dois Eddingtons. Existe

apenas um Eddington, em duas fases pro�ssionais. Na primeira, desenvolveu tra-

balhos que pare
iam 
orretos aos seus 
ontemporâneos e durante a qual formulou

sua 
on
epção sobre o método da físi
a teóri
a. Na segunda, apli
ou as idéias que

tinha desenvolvido anteriormente a um novo tipo de estudos, e seu trabalho foi


onsiderado um fra
asso pela 
omunidade 
ientí�
a. Mas a 
on
epção de 
iên
ia,

nos dois 
asos, é a mesma.

A pro
ura de uma uni�
ação da físi
a também estava presente em traba-

lhos antigos de Eddington. Após o desenvolvimento da teoria da relatividade

geral, Hermann Weyl havia proposto uma generalização da teoria, utilizando

uma geometria um pou
o diferente (
om um tensor de 
urvatura que não era

mais simétri
o) e in
luindo nesse formalismo tanto a gravitação quanto o eletro-

magnetismo. Logo depois o próprio Eddington tentou generalizar ainda mais a

teoria de Weyl, para resolver alguns de seus problemas, mantendo a idéia de uma

teoria uni�
ado da gravitação e do eletromagnetismo (KILMISTER, Eddington's

sear
h for a fundamental theory, p. 47). É essen
ial, portanto, estudar os traba-

lhos mais antigos de Eddington (antes da sua tentativa de 
al
ular as grandezas

adimensionais da físi
a) para veri�
ar se há de fato uma 
oerên
ia e 
ontinuidade

em seu pensamento.

O 
ontato de Eddington 
om a teoria da relatividade geral 
omeçou em 1916,

através de De Sitter, que lhe enviou uma 
ópia do trabalho de Einstein (isso

o
orreu durante a primeira guerra mundial, quando a 
omuni
ação direta entre
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Alemanha e Inglaterra estava interrompida). Em 1918 Eddington es
reveu um

relatório sobre a relatividade geral para a Physi
al So
iety de Londres e em 1919

foi um dos prin
ipais organizadores da expedição que veri�
ou o desvio da luz

das estrelas durante um e
lipse solar. No ano de 1920 ele es
reveu um livro de

divulgação sobre a teoria da relatividade, Spa
e, time and gravitation. Ao pu-

bli
ar a edição fran
esa dessa obra (em 1921), inseriu um apêndi
e matemáti
o

que, depois, foi expandido e se tornou a obra The mathemati
al theory of re-

lativity, de 1923. Este livro foi a prin
ipal fonte através da qual os físi
os de

língua inglesa aprenderam relatividade, nos anos seguintes. Durante o desen-

volvimento da me
âni
a quânti
a, na dé
ada de 1920, Eddington se manteve à

parte. Aparentemente os métodos dessa nova teoria não o atraíam tanto quanto

a teoria da relatividade. Entusiasmou-se, no entanto, 
om o trabalho de Dira
,

que rela
ionava a teoria da relatividade à me
âni
a quânti
a.

Eddington não via a teoria da relatividade 
omo uma teoria a
abada. Desde

suas primeiras publi
ações ele pro
urou analisar a teoria de um modo diferente,

adi
ionando suas próprias 
ontribuições.

A �loso�a da 
iên
ia de Eddington 
omeçou a ser desenvolvida a partir de seus

estudos sobre a teoria da relatividade. Antes disso, seus trabalhos não mostravam

nenhum interesse �losó�
o mais profundo (MERLEAU-PONTY, Philosophie et

théorie physique 
hez Eddington, pp. 9-10). Em 1920 ele publi
ou dois artigos

na revista �losó�
a Mind. Nos seus livros sobre relatividade, a partir de então,

apare
e uma preo
upação �losó�
a muito 
lara, guiando sua interpretação da

teoria e até mesmo suas pesquisas. Em 1928 Eddington publi
ou seu primeiro

livro �losó�
o, The nature of the physi
al world. A partir de então, seus trabalhos

té
ni
os se inter
alam 
om trabalhos �losó�
os, 
ulminando 
om The philosophy

of physi
al s
ien
e (1938) que 
ontém a versão mais a
abada de seu pensamento.

Mas a maior parte de suas idéias �losó�
as fundamentais já estava presente nos

seus trabalhos anteriores.

É possível en
ontrar a atitude apriorísti
a pe
uliar de Eddington desde seus

mais antigos es
ritos sobre �loso�a da 
iên
ia. Vamos analisar dois artigos que

ele publi
ou em 1920, sobre �O signi�
ado da matéria e as leis da natureza de

a
ordo 
om a teoria da relatividade� (EDDINGTON, 1920a) e sobre �Os aspe
tos

�losó�
os da teoria da relatividade� (EDDINGTON, 1920b).

Segundo Eddington, a 
iên
ia utiliza três tipos de entidades: (1) 
on
eitos

analíti
os elementares, que não podem ser de�nidos nem medidos; (2) relações,

que não podem ser de�nidas mas podem ser medidas; (3) objetos da experiên
ia,

que podem ser de�nidos. As teorias da físi
a utilizam entidades que não podem
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ser de�nidas, �Mas é desejável que em algum estágio na dis
ussão 
onsigamos

saber sobre o que estamos falando; e isso é 
onseguido quando identi�
amos

uma das 
omplexas 
ombinações de nossos inde�níveis 
om algum objeto da

experiên
ia re
onhe
ido pela mente� (EDDINGTON, 1920a, p. 146). um exemplo

é o tensor métri
o:

O matemáti
o mede esta qualidade do Mundo por um 
onjunto de


oe�
ientes, indi
ados individualmente por g11, g12, et
., até g44, e


oletivamente por g��. Mas os g��, além de 
onter a medida desta

qualidade absoluta, 
ontém alguma outra 
oisa - o espaço e tempo

físi
o, que nós agora a
reditamos não serem qualidades intrínse
as do

mundo. (EDDINGTON, 1920a, p. 149)

Pode-se utilizar qualquer sistema de medida de espaço e tempo, e há uma

ferramenta matemáti
a que permite desenvolver esse estudo deixando as 
oorde-

nadas 
ompletamente inde�nidas.

As entidades 
omo g�� e G�� (
hamadas de tensores) o
upam uma

posição intermediária entre as qualidades intrínse
as do mundo e as

qualidades que envolvem espaço e tempo ao a
aso. O desapare
i-

mento de um tensor indi
a realmente uma 
ondição intrínse
a 
om-

pletamente independente do espaço e do tempo, e a igualdade de dois

tensores na mesma região é também uma relação absoluta. É por

essa razão que G�� (o tensor mais simples depois de g��) atrai nossa

atenção. (EDDINGTON, 1920a, p. 150)

Eddington indi
a, em seguida, que no espaço vazio vale a relação

G�� � 1

2
g��G = 0

e 
omenta:

De forma diferente da lei newtoniana, essa [lei℄ não pressupõe ne-

nhum modo parti
ular de medir o espaço e o tempo, e é espe
ialmente

por esta razão que ela se re
omenda para aqueles que possuem uma

tendên
ia a favor da teoria da relatividade. Ela expressa uma re-

lação entre propriedades intrínse
as de porções adja
entes do Mundo,

e não (
omo na lei newtoniana) uma relação entre essas propriedades

e algum espaço e tempo externos. (EDDINGTON, 1920a, p. 150)
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Nas regiões 
om matéria, a lei da gravitação toma a forma:

G�� � 1

2
g��G = �8�T��

Eddington indi
a que a interpretação usual dessas equações é que a matéria

perturba o 
ontínuo espaço-tempo. No entanto, ele propõe uma interpretação

diferente, pois lhe pare
e in
ongruente introduzir um objeto da experiên
ia (ma-

téria) 
omo um 
orpo estranho entre 
on
eitos analíti
os 
om os quais a teoria

estava sendo 
onstruída. Eddington a
redita que em vez de forçar algo externo

nas equações, de pro
urar identi�
ar os termos que apare
em nela.

Não pare
e existir razão para postular que existe uma entidade [maté-

ria℄ de natureza estranha que 
ausa a diferença de geometria; e se pos-

tularmos tal entidade será pou
o adequado 
onsiderá-la 
omo matéria

físi
a, porque não é a entidade estranha mas a diferença de geometria

que é o sujeito do experimento físi
o. (EDDINGTON, 1920b, p. 420)

Primeiramente, Eddington vai reinterpretar a equação da gravitação no espaço

vazio, a�rmando que �A lei de Einstein da gravitação não é uma lei da natureza

e sim uma de�nição - a de�nição de um vá
uo� (EDDINGTON, 1920a, p. 151).

O que signi�
a isso, para ele? Signi�
a que quando en
ontramos em uma região

do universo as propriedades des
ritas por G��� 1
2
g��G = 0, esta região tem 
erta


ara
terísti
a que pode ser identi�
ada 
om algum aspe
to de nossa experiên
ia

sensorial e ele sugere que tal região nos transmite a per
epção sensorial de vazio.

De modo semelhante, quando G�� � 1
2
g��G não é igual a zero em uma outra

região, ela nos transmite outra impressão - e 
hamamos essa segunda situação de

matéria.

Isto novamente não é uma lei inerente ao mundo externo, mas mera-

mente des
reve 
omo a qualidade até aqui inde�nível medida pelo lado

esquerdo da equação é apre
iada pela mente humana. A matéria não


ausa uma irregularidade no 
ampo gravita
ional; a irregularidade do


ampo gravita
ional é matéria. (EDDINGTON, 1920a, p. 152)

Eddington identi�
a irregularidades de G�� � 1
2
g��G 
om a matéria, que é

algo que podemos per
eber 
om nossos sentidos. Mas que relação pode haver

entre G�� � 1
2
g��G e nossa mente? Se 
onsiderarmos os g�� 
omo sendo uma

propriedade do espaço e tempo, seria in
ompreensível 
omo eles podem produzir

uma sensação na mente. A solução, para Eddington, é que o 
érebro é 
onstituído
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por G�� � 1
2
g��G e que, por isso, os g�� podem 
riar uma impressão na mente

(EDDINGTON, 1920a, p. 152).

Para Eddington, não existe uma matéria que produz modi�
ações no espaço-

tempo, pois a matéria é esse 
onjunto de modi�
ações do espaço-tempo. Não

existe também uma mente 
apaz de per
eber as modi�
ações do espaço-tempo

externas a ela, pois a mente é um 
onjunto de modi�
ações do espaço-tempo.

Assim, a matéria é da mesma natureza da mente.

De a
ordo 
om essa visão nem se pode dizer que a matéria existe sem

a mente. A matéria é apenas uma entre milhares de relações entre os


onstituintes do mundo, e nossa tarefa será mostrar por que uma re-

lação parti
ular tem um valor espe
ial para a mente. (EDDINGTON,

1920a, p. 153)

Estudando outras propriedades dos tensores formados a partir dos g��, Edding-

ton pro
ura fazer outras identi�
ações. O tensor G�� � 1
2
g��G obede
e à pro-

priedade de 
onservação (pois, 
omo sabemos, seu divergente é nulo, o que re-

presenta matemati
amente a idéia de uma 
ontinuidade). Ora, a mente pare
e

ter uma 
erta predileção por viver em um universo mais ou menos permanente e

pro
ura no mundo externo 
ertos elementos que sejam permanentes e que 
hama

de matéria. O tensor G�� � 1
2
g��G satisfaz exatamente esse desejo de permanên-


ia e pode por isso ser es
olhido para representar a matéria. No entanto, esses

resultados não são �leis da natureza�. As propriedades dos G�� serão as mesmas

em um universo imaginário, e independentemente de es
olhermos representar o

espaço-tempo ou as relações humanas pelo tensor g�� (EDDINGTON, 1920a, pp.

153-154).

A intervenção da mente nas leis da natureza tem, 
reio eu, um al-


an
e maior do que os físi
os usualmente supõem. Eu estou quase in-


linado a atribuir toda a responsabilidade pelas leis da me
âni
a e da

gravitação à mente, e negar ao mundo externo qualquer parti
ipação

nelas. Provavelmente será objetado que isso está indo muito longe;

sem dúvida as leis dependem da es
olha que a mente faz do material

para seu universo, mas 
ertamente a Natureza mere
e algum 
rédito

por forne
er material 
om propriedades tão 
onvenientes? Eu duvido

disso. Tanto quanto posso ver, a Natureza só pre
isou forne
er um

agregado tetra-dimensional de eventos pontuais; e 
omo estes e suas

relações não podem ser de�nidos, e podem ser de qualquer 
aráter,
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seria possível em qualquer 
aso es
olher um 
onjunto de entidades

que servissem 
omo eventos pontuais, por pior que a Natureza tivesse

manejado as 
oisas no mundo externo. Apenas a mente é responsável

pelo uso que faz dos eventos pontuais. (EDDINGTON, 1920a, p. 155)

Eddington faz uma 
omparação interessante, que ajuda a 
ompreender o que

ele quer dizer. Quando se olha para o 
éu estrelado, a mente pro
ura estruturas


omo triângulos, alinhamentos e até mesmo �guras fantásti
as formadas pelas

estrelas. É a mente que projeta essas �guras sobre as estrelas, que estão dispostas

ao a
aso. Da mesma forma, nossa mente projeta sobre o mundo físi
o a idéia de

substân
ia, de algo permanente, e pro
ura en
ontrar algo que 
orresponda a essa

idéia (EDDINGTON, 1920b, p. 420). Assim, muitas das �leis da físi
a� seriam

apenas imposições da mente à des
rição do mundo, mas não leis que governam

os a
onte
imentos no mundo objetivo.

Mais adiante, no seu artigo, Eddington indi
a que a teoria de Hermann Weyl

estende a teoria da relatividade para in
luir também as forças eletromagnéti
as

dentro do espaço-tempo, e 
omenta:

Se a
eitarmos esta extensão da teoria, pare
e à primeira vista que

tudo o que 
hamamos de leis da natureza são meras identi�
ações

- que a mente es
olhe re
onhe
er aquelas qualidades que, por 
ausa

de identidade matemáti
a, devem obede
er ne
essariamente as leis

que ela [a mente℄ impõe despoti
amente. As leis da me
âni
a, da

eletrodinâmi
a e da gravitação 
obrem quase todo o 
ampo da físi
a;

e no entanto vimos que nenhuma delas impõe qualquer restrição no

livre arranjo do Mundo externo. Não há então nenhuma lei genuína

do mundo externo? Será o universo 
onstruído apenas de elementos

que são puramente 
aóti
os? (EDDINGTON, 1920a, p. 156)

Se todas as des
obertas da físi
a estiverem asso
iadas a leis desse tipo,

seremos forçados a admitir que a físi
a nada tem a 
ontribuir para a

grande questão de 
omo o mundo fora de nós é governado. Eu ainda

não estou preparado para admitir isso. Eu penso que en
ontramos

algumas leis genuínas que governam o mundo externo, mais espe
ial-

mente na físi
a moderna, e estamos tentando - tal vez 
om pou
o

su
esso - tratar delas. Mas as grandes leis exatas da gravitação, da

me
âni
a e do eletromagnetismo, pelas quais a físi
a 
onseguiu sua

alta reputação 
omo uma 
iên
ia exata, todas elas perten
em à outra


ategoria. (EDDINGTON, 1920b, p. 421)
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Eddington re
onhe
e, nessa épo
a, que havia leis que não podiam ser in
luídas

nessa interpretação. A teoria da relatividade não introduzia nenhuma atomi
i-

dade na matéria, mas a matéria, a 
arga elétri
a e a energia pare
em ter uma

atomi
idade. Eddington 
onjetura que talvez existam leis da natureza (
omo

essas) que não seriam impostas pela mente. No entanto, as leis gerais da atomi
i-

dade e da quantização ainda não haviam sido des
obertas (EDDINGTON, 1920a,

pp. 156-158).

Em 1920, Eddington estava 
onstruindo uma �loso�a da 
iên
ia baseada em

uma interpretação muito pessoal da teoria da relatividade geral. Ao mesmo

tempo, ele estava trabalhando no desenvolvimento de uma ampliação dessa teoria.

Assim 
omo Weyl havia estendido a teoria de Einstein para in
luir o eletromag-

netismo, Eddington tinha a esperança de 
onseguir ampliar a teoria de Weyl para

abranger, além da gravitação e do eletromagnetismo, as forças que 
ontrolam as

próprias partí
ulas da matéria.

Passando além da geometria eu
lidiana, apare
e a gravitação; pas-

sando além da geometria riemanniana, apare
em as forças eletromag-

néti
as; o que resta para ser 
onseguido por uma generalização poste-

rior? Evidentemente, as forças de ligação não-maxwellianas que 
on-

servam um elétron unido. Mas o problema do elétron deve ser difí
il,

e não posso dizer se a presente generalização é bem su
edida em pro-

por
ionar os materiais para sua solução. (EDDINGTON, 1921a, p.

104)

Se isso fosse 
onseguido, essa teoria uni�
ada talvez pudesse expli
ar as pro-

priedades at�mi
as da matéria e toda a físi
a passaria a ter um úni
o tipo de

fundamentação. Para tentar 
onstruir esse tipo de teoria, em 1921, Eddington

utilizou exatamente o tipo de 
on
epção �losó�
a que des
reveu nos artigos de

1920. Embora o artigo de 1921 seja essen
ialmente té
ni
o, nele apare
e um

parágrafo que mostra essa 
onexão:

Um estudo dedutivo da geometria do universo e um estudo indu-

tivo da 
iên
ia observa
ional ata
am o problema da Natureza de ex-

tremos opostos. Os 
on
eitos mais elementares do 
onhe
imento ex-

perimental podem não apare
er até um estágio tardio do tratamento

dedutivo. Nosso trabalho segue portanto duas etapas: primeiro, o

desenvolvimento de uma geometria pura de um tipo muito geral; se-

gundo, uma teoria físi
a baseada na identi�
ação de funções geométri-
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as 
om quantidades obtidas por medida experimental. (EDDING-

TON, 1921a, p. 105)

Sob o ponto de vista geométri
o, a teoria de Weyl se diferen
ia da relatividade

geral por admitir que 
omparações de 
omprimento em dois pontos diferentes do

espaço-tempo podem dar resultados diferentes, 
onforme o 
aminho utilizado

para fazer essa 
omparação. É ne
essário assim introduzir uma unidade de 
om-

primento em 
ada ponto do espaço-tempo. Esse sistema de unidades-padrão é


hamada de �sistema de es
ala� ou �sistema de 
alibração� (gauge system). A

teoria de Weyl supõe que o sistema de 
alibração é tão arbitrário quanto o sis-

tema de 
oordenadas; no entanto, apare
e a ne
essidade de introduzir um tipo

espe
ial de sistema de 
alibração 
hamado �natural� para permitir 
omparações

entre objetos distantes - pois, a�nal de 
ontas, supomos que faz sentido 
omparar

o tamanho do Sol 
om o da Terra. Eddington se preo
upou em analisar melhor

o signi�
ado desse sistema de es
ala natural (EDDINGTON, 1921a, p. 105) e,

a partir daí, prop�s uma generalização da teoria de Weyl, 
om menos restrições

matemáti
as.

Poderiam ser indi
ados outros exemplos, mas estes devem ser su�
ientes para

mostrar que, muito antes de 1928 (quando publi
a seu primeiro livro de �loso�a

da 
iên
ia e seu primeiro artigo sobre o 
ál
ulo das 
onstantes adimensionais),

Eddington já havia formulado e apli
ado seu método epistemológi
o.

Assim, pode-se ver que a epistemologia de Eddington não é uma tentativa de

justi�
ar seus trabalhos não-ortodoxos sobre o 
ál
ulo das 
onstantes da natureza.

Suas idéias sobre a natureza do método 
ientí�
o já haviam surgido muitos anos

antes, 
omo resultado de seus estudos sobre a teoria da relatividade, e ele já havia

apli
ado esse método em outros trabalhos (
omo sua proposta de uma alternativa

à teoria de Weyl, ou sua interpretação da 
onstante 
osmológi
a 
omo um padrão

de medidas). A própria exposição que Eddington fazia da lei da gravitação de

Einstein na presença de matéria 
omo 
onsistindo em uma mera identi�
ação de

grandezas abstratas 
om objetos da experiên
ia, seguia esse método. Podemos,

assim, a
eitar a a�rmação que Eddington fez em 1939: �Nem os avanços 
ientí�
os

da última dé
ada nem esses anos de re�exão alteraram a tendên
ia geral de minha

�loso�a� (EDDINGTON, The philosophy of physi
al s
ien
e, p. viii).

Houve, portanto, uma grande 
ontinuidade e 
oerên
ia no trabalho de Edding-

ton. Ini
ialmente, seus 
ontemporâneos aparentemente não per
eberam quão ra-

di
ais eram suas idéias, porque ele pare
ia estar apenas des
revendo os resultados

a
eitos, da teoria da relatividade.
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Kilmister, por exemplo, 
omentou que, quando jovem, estudou o livro The ma-

themati
al theory of relativity sem per
eber que tal obra 
ontinha muitas idéias

�losó�
as pou
o ortodoxas. No entanto, a obra que Eddington publi
ou em 1936

- Relativity theory of protons and ele
trons - 
hamou a atenção 
laramente para

a posição ímpar de Eddington, em relação à sua metodologia (KILMISTER,

Eddington's sear
h for a fundamental theory, p. ix).

Pode-se dizer que os 
ontemporâneos de Eddington só se deram 
onta do


aráter revolu
ionário do seu método quando ele 
omeçou a apli
á-lo ao 
ál
ulo

das 
onstantes da natureza. A reação negativa, nessa épo
a, deve ter sido inespe-

rada para Eddington, que não estava fazendo (em sua opinião) nada de estranho.

Ele estava apenas apli
ando aquilo que havia aprendido 
om o desenvolvimento

da teoria da relatividade (e, depois, da me
âni
a quânti
a).
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Capítulo 6

Considerações �nais

O autor 
entral estudado nesta pesquisa é Sir Arthur Eddington. Não obstante,

ao seguir o per
urso históri
o do desenvolvimento das 
osmologias relativísti
as

passamos pelas 
ontribuições que outros autores, ente eles Albert Einstein, Wil-

lhem De Sitter, Aleksander Friedmann, Georges Lemaître e Henry Robertson,

�zeram ao tema.

Motivado pelas anomalias presentes na interpretação newtoniana do universo,

Einstein propõe o primeiro modelo 
osmológi
o relativísti
o em 1917. Sobre a

visão de Einstein, o espaço tinha uma 
urvatura positiva e 
onstante equivalente

a uma hiper-esfera. Para analisar o 
ampo gravita
ional do universo, Einstein

faz várias hipóteses simpli�
adoras, mas ao querer expli
ar seu modelo a partir

das suas equações de 
ampo originais, G�� = ��(T��� 1
2
Tg��), en
ontra que elas

não são satisfeitas.

Em seguida Einstein admite que suas equações de 
ampo admitem uma ex-

tensão natural, 
on
iliável 
om o postulado da relatividade, e introduze, no lado

esquerdo das suas equações, um termo que lhe permite argumentar sua hipótese

de um universo estáti
o. Este termo propor
ional ao tensor métri
o (o termo


osmológi
o), 
ontém uma 
onstante �, que não é determinada pela teoria (a


onstante 
osmológi
a), que permite determinar a densidade da matéria, o raio,

o volume e a massa do universo.

Na sua análise do universo Einstein 
hega à 
on
lusão de que um universo sem

matéria era impensável, mas menos de dois meses depois de Einstein ter publi-


ado seu modelo, De Sitter apresenta um novo modelo 
osmológi
o desprovido de

materia. De Sitter 
onsiderou seu modelo 
omo sendo estáti
o, mesmo que mais

tarde o universo de De Sitter foi visto 
omo o �pioneiro� dos modelos de expansão.

Em 1922 Friedmann apresentou o primeiro modelo 
osmológi
o relativísti
o em
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expansão. O trabalho de Friedmann teve pou
a reper
usão.

Foi só em 1927, 
om Lemaître, que o papel da pressão não nula foi 
onsiderado

na 
onstrução dos modelos 
osmológi
os. Lemaître asso
iou a pressão da radiação

à expansão do universo mas posteriormente, em 1930, Eddington mostrou que,


ontrário à interpretação de Lemaître, o efeito da pressão da radiação era o de

uma 
ontração e não de uma expansão.

Em 1930 Eddington 
on
entra seu trabalho 
osmológi
o na análise do ar-

tigo de Lemaître e propõe o que hoje é 
onhe
ido 
omo o modelo de �Lemaître-

Eddington�. A parti
ularidade deste modelo está na transição entre o universo

de Einstein, em equilíbrio, e o universo de De Sitter, de densidade nula. Partindo

do fato que o estado ini
ial do universo é o universo de Einstein, Eddington in
o-

porou 
omo inquestionável a existên
ia da 
onstante 
osmológi
a 
onsiderando-a


omo uma grandeza físi
a fundamental 
ujo papel predominante, além de deter-

minar o raio de 
urvatura do universo de Einstein, era o de servir de base para o

próprio 
on
eito de 
omprimento.

Eddington, trabalhando 
om a generalização do 
on
eito de 
urvatura gaus-

siana e 
om as equações de 
ampo de Einstein para o espaço vazio, en
ontra uma

expressão que lhe permite 
al
ular a 
urvatura em qualquer direção e, a partir

dela, en
ontra a relação �ds2 = 3
�
que interpreta 
omo uma indi
ação da 
ons-

tân
ia da 
urvatura em todas as direções. Ou seja, sob esta expressão em todos

os pontos, no espaço vazio, o raio de 
urvatura tem um valor 
onstante.

Este resultado leva Eddington a ofere
er uma nova interpretação para a 
ons-

tante 
osmológi
a. O primeiro que ele faz é es
lare
er o que que signi�
a fazer

uma medida de 
urvatura do espaço-tempo em alguma direção, 
hegando à 
on-


lusão de que para fazer uma medida desta 
urvatura seria pre
iso 
omparar as

propriedades do espaço 
om algum padrão de 
omprimento, 
olo
ado na mesma

direção, no mesmo ponto do espaço onde a medida seria efutuada. Da mesma

forma, o 
omprimento de uma estrutura material espe
í�
a deveria manter uma

razão 
onstante em relação à 
urvatura do mundo no lugar e na direção que for


olo
ada. Ou seja, quando uma estrutura material qualquer é deslo
ada no es-

paço (vazio) e 
olo
ada em qualquer outro ponto, em qualquer direção, ela deve

ajustar seu 
omprimento de tal forma a manter uma proporção 
ontante 
om a


urvatura do espaço.

Baseado neste resultado Eddington passa a 
onsiderar a 
onstante 
osmológi
a


omo o padrão de 
omprimento em relação ao qual todos os outros 
omprimentos

deveriam ser 
omparados.

O ra
io
ínio de Eddington, mesmo que pareça estranho, tem uma boa funda-
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mentação. Ele está generalizando a idéia que fundamneta a teoria da relatividade.

As medidas físi
as devem ser relações ou 
omparações. Não há sentido em falar

sobre tamanho absoluto, todos os tamanhos são relações entre tamanhos.

Na pro
ura da relação entre o mundo mi
ros
ópi
o e ma
ros
ópi
o Edding-

ton, baseado na 
onsideração da 
onstante 
osmológi
a 
omo o parâmetro de


omparação, a
redita que a teoria de Dira
 do elétron deve 
onter uma relação

entre entre o elétron e o universo. Mas na teoria do elétron todas as 
onstantes são


onhe
idas, enquanto na teoria 
osmológi
a havia uma 
onstante des
onhe
ida, a


onstante 
osmológi
a. Portanto 
omparando a equação do elétron 
om a teoria


osmológi
a, Eddington en
ontra o valor da 
onstante 
osmológi
a.

As 
onsiderações anteriores o levaram a olhar para o que ele 
hamou de �
ons-

tantes da natureza�. Conven
ido de que era possível obter um 
onhe
imento a

priori analisando as 
onseqüên
ias dos pro
essos das observações de modo a pre-

ver algumas (mas não todas) das propriedades daquilo que poderá vir a ser obser-

vado, Eddington se prop�s obter por métodos puramente teóri
os o valor destas


onstantes adimensionais, as quais estavam rela
ionadas direta ou indiretamente


om a 
onstante 
osmológi
a.

Uma das 
onstantes adimensionais era a 
onstante de estrutura �na, h

2�e2

. O

modo pelo qual Eddington tentou 
al
ular o valor da 
onstante de estrutura �na

variou ao longo dos anos. O primeiro valor que Eddington en
ontra é o de 136,

atribuíndo estes 136 aos graus de liberdade de um espaço de 16 dimesões mas,

Eddington não dá nenhum signi�
ado físi
o para este espaço. O 
on
eito de grau

de liberdade utilizado por Eddington é abstrato e não 
orresponde ao da físi
a


lássi
a que nós 
onhe
emos. Logo após, 
iente de que este valor não 
on
ordava


om o valor obtido observa
ionalmente, obteve o valor de 137, argumentando que

este grau de liberdade 137 estaria asso
iado à possibilidade de tro
a dos elétrons.

Outra das 
onstantes fundamentais, adimensionais, é a razão entre a massa

do elétron e a do próton. Para en
ontrar este valor Eddington parte do fato de

que a equação de Dira
 para o elétron envolve a massa do elétron, mas a massa

de uma partí
ula isolada não tem sentido. Portanto Eddington argumenta que

no 
aso da equação de um úni
o elétron, sua massa deveria ser a razão entre

a massa do elétron e alguma massa asso
iada ao universo 
omo um todo, e a

equação do elétron deveria ser uma equação que rela
ionasse o elétron 
om o

universo. Eddington pro
ura por isso determinar em que 
ondições uma equação

de onda des
revendo dois 
orpos (o universo e um elétron) pode se transformar

na equação do elétron (uma úni
a onda) e en
ontra desta maneira a expressão

quadráti
a 10m2 � 136mm0 +m
2
0 = 0 e, ao 
al
ular a razão entre os dois valores
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en
ontrados, obtém um valor que está perto do valor 
onhe
ido para a razão entre

as massas do próton e do elétron.

Esta fase do trabalho de Eddington, mesmo que interessante no seu 
omeço,

não foi a
eita pela 
omunidade 
ientí�
a da épo
a. Um dos motivos prin
ipais foi

que, na pro
ura dos seus interesses, Eddington baseava seu método de pesquisa

na 
onstrução de formalismos matemáti
os abstratos que, mesmo que rigorosos e

interessantes, não mantinham uma relação �uida e 
lara 
om as apli
ações físi
as.

Podemos ver o trabalho de Eddington 
omo uma tentativa de quebrar o

paradigma da 
iên
ia de teorizar os fen�menos a partir das observações. A pro-

posta de Eddington vai no sentido da análise das estruturas e a forma 
omo estas

estruturas podem ser utilizadas para 
hegar-se a generalizações.
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Anexo

�� �� �
 �Æ �� �� �
 �Æ 
� 
� 

 
Æ Æ� Æ� Æ
 ÆÆ

�� + - - + - + + - - + + - + - - +

�� - + - + + - + - + - + - - + - +

�
 - - + + + + - - + + - - - - + +

�Æ + + + + - - - - - - - - + + + +

�� - + + - + - - + - + + - + - - +

�� + - + - - + - + + - + - - + - +

�
 + + - - - - + + + + - - - - + +

�Æ - - - - + + + + - - - - + + + +


� - + + - - + + - + - - + + - - +


� + - + - + - + - - + - + - + - +



 + + - - + + - - - - + + - - + +


Æ - - - - - - - - + + + + + + + +

Æ� + - - + + - - + + - - + + - - +

Æ� - + - + - + - + - + - + - + - +

Æ
 - - + + - - + + - - + + - - + +

ÆÆ + + + + + + + + + + + + + + + +

169



Bibliogra�a

[1℄ BERGIA, Silvio & MAZZONI, Lu
ia. Genesis and evolution of Weyl's re�e
-

tions on De Sitter's universe. Pp. 325-342, in: GOENER, Hubert, RENN,

Jürgen, RITTER, Jim & SAUER, Tilman (eds.). The expanding worlds of

general relativity. Boston: Birkhäuser, 1999 (Einstein Studies, 7).

[2℄ BERNSTEIN, Jeremy & FEINBERG, Gerald (eds.). Cosmologi
al 
onstants.

Papers in modern 
osmology. New York: Columbia University Press, 1986.

[3℄ CAJORI, Florian. A history of mathemati
al notations. New York: Dover,

1993. 2 vols.

[4℄ CHRISTOFFEL, E. B. Ueber die Transformation der homogenen Di�eren-

tialausdrü
ke zweiten Grades. Journal für die reine und angewandte Mathe-

matik 70: 46-70, 1869.

[5℄ DARWIN, C. G. The wave equation of the ele
tron. Pro
eedings of the Royal

So
iety A 118: 654-679, 1928.

[6℄ DE SITTER, Willem. A. Einstein's theory of gravitation and its astrono-

mi
al 
onsequen
es. Monthly Noti
es of the Royal Astronomi
al So
iety 76:

699-728, 1916; 77: 155-83, 1916; 78: 3-28, 1917.

[7℄ DE SITTER, Willem. On Einstein's theory of gravitation, and its astrono-

mi
al 
onsequen
es. Monthly Noti
es of the Royal Astronomial So
iety : 142-

152, 1917. Reprodução: Pp. 27-48, in: BERNSTEIN, Jeremy & FEINBERG,

Gerald (eds.). Cosmologi
al 
onstants. Papers in modern 
osmology. New

York: Columbia University Press, 1986.

[8℄ DE SITTER, Willem. On the relativity of inertia: remarks 
on
erning -

Einstein's latest hypothesis. Pro
eedings of the Royal A
ademy of S
ien
es,

Amsterdam [Pro
eedings of the Koninklijke Akademie van Wetens
happen℄

19: 1217-1225, 1917.

170



[9℄ DE SITTER, Willem. L'univers em expansion. S
ientia 49 (225): 1-9, 1931.

[10℄ DINGLE, Herbert. Modern Aristotelianism. Nature 139: 784-786, 1937.

[11℄ DIRAC, Paul A. M. The quantum theory of the ele
tron. Pro
eedings of the

Royal So
iety A 117: 610-624, 1928.

[12℄ DIRAC, Paul A. M. A new basis for 
osmology. Pro
eedings of the Royal

So
iety A 165: 199-208, 1938.

[13℄ EARMAN, John & GLYMOUR, Clark. Lost in the tensors: Einstein's strug-

gles with 
ovarian
e prin
iples 1912-1916. Studies in the History and Philo-

sophy of S
ien
e 9: 251-278, 1978.

[14℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. The mathemati
al theory of relativity. Cam-

bridge: University Press, 1965.

[15℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. Stellar movements and the stru
ture of the

universe. London: Ma
millan, 1914.

[16℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. The meaning of matter and the laws of na-

ture a

ording to the theory of relativity. Mind, 29: 145-158, 1920. (a)

[17℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. Philosophi
al aspe
ts of the theory of rela-

tivity. Mind, 29: 415-422, 1920. (b)

[18℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. Report on the relativity theory of gravitation.

[2d ed.℄. London: Fleetway, 1920.

[19℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. Spa
e, time and gravitation: an outline of

the general relativity theory. Cambridge: University Press, 1920.

[20℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. A generalisation of Weyl's theory of the ele
-

tromagneti
 and gravitational �elds. Pro
eedings of the Royal So
iety of Lon-

don A 99: 104-122, 1921. (a)

[21℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. The relativity of �eld and matter. Philo-

sophi
al Magazine [series 6℄ 42: 800-806, 1921. (b)

[22℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. On the signi�
an
e of Einstein's gravita-

tional equations in terms of the 
urvature of the world. Philosophi
al Maga-

zine [series 6℄, 43: 174-177, 1922.

171



[23℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. The propagation of gravitational waves. Pro-


eedings of the Royal So
iety A, 102: 268, 1922.

[24℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. The theory of relativity and its in�uen
e on

s
ienti�
 thought. Oxford: The Clarendon Press, 1922.

[25℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. The mathemati
al theory of relativity. Cam-

bridge: The University Press, 1923.

[26℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. The nature of the physi
al world. New York:

Ma
millan; Cambridge: The Cambridge University Press, 1928.

[27℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. A symmetri
al treatment of the wave equa-

tion. Pro
eedings of the Royal So
iety, A, 121: 524-542, 1928.

[28℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. The 
harge of an ele
tron. Pro
eedings of the

Royal So
iety, A, 122: 358-369, 1929.

[29℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. The intera
tion of ele
tri
 
harges. Pro
ee-

dings of the Royal So
iety, A, 126: 696-728, 1930. (a)

[30℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. On the instability of Einstein's spheri
al

world.Monthly Noti
es of the Royal Astronomi
al So
iety, 90: 668-678, 1930.

(b)

[31℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. Preliminary note on the masses of the ele
-

tron, the proton and the universe. Pro
eedings of the Cambridge Philosophi-


al So
iety, 27: 15-19, 1930. (
)

[32℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. The end of the world: from the standpoint

of mathemati
al physi
s. Mathemati
al Gazette, 15: 316, 1931; Nature 127:

447-453, 1931. (a)

[33℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. On the value of the 
osmi
al 
onstant.

Pro
eedings of the Royal So
iety A, 133: 605-615, 1931. (b)

[34℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. On the mass of the proton. Pro
eedings of

the Royal So
iety A, 134: 524-532, 1931. (
)

[35℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. The expansion of the universe. Monthly No-

ti
es of the Royal Astronomi
al So
iety, 91: 412-416, 1931. (d)

172



[36℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. The re
ession of the extra-gala
ti
 nebulae.

Monthly Noti
es of the Royal Astronomi
al So
iety, 92: 3-7, 1931. (e)

[37℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. The expanding universe. Pro
eedings of the

Physi
al So
iety 44: 1-16, 1932.

[38℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. The expanding universe. Cambridge: Cam-

bridge University Press, 1933.

[39℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. The masses of the proton and ele
tron. Pro-


eedings of the Royal So
iety, A, 143: 327, 1934.

[40℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. The speed of re
ession of the galaxies.

Monthly Noti
es of the Royal Astronomi
al So
iety, 95: 636, 1935.

[41℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. New pathways in s
ien
e. Cambridge: Cam-

bridge University Press, 1935.

[42℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. Relativity theory of protons and ele
trons.

Cambridge: The University Press, 1936.

[43℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. The 
osmi
al 
onstant and the re
ession of

the nebulae. Ameri
an Journal of Mathemati
s 59: 1-8, 1936.

[44℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. The 
osmologi
al 
ontroversy.

S
ien
e Progress 34: 225-236, 1939.

[45℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. The philosophy of physi
al s
ien
e. Cam-

bridge: The University Press, 1939.

[46℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. The 
ombination of relativity theory and

quantum theory. Dublin: Institute for Advan
ed Studies, 1943.

[47℄ EDDINGTON, Arthur Stanley. Fundamental theory. Ed. Sir Edmund

Whittaker. Cambridge: The University Press, 1946.

[48℄ EINSTEIN, Albert. On the general theory of relativity. Tradução de: Zur

allgemeinen Relativitätstheorie. Sitzungsberi
hte der Königli
h Preussis
he

Akademie der Wissens
haften zu Berlin: 778-786, 799-806, 831-839, 844-

847, 1915. Pp. 98-120, in: EINSTEIN, Albert. The 
olle
ted papers of Albert

Einstein. Vol. 6. The Berlin Years: writings, 1914-1917. Trad. Alfred Engel.

Prin
eton: Prin
eton University Press, 1997.

173



[49℄ EINSTEIN, A. Die Grundlage der allgemeinen Relativitätstheorie. Annalen

der Physik 49, 808, 1916. Tradução: EINSTEIN, A. O Prin
ípio da relativi-

dade. [4a. ed.℄. Lisboa: Fundação Calouste Gulbenkian, 192-194, 1989.

[50℄ EINSTEIN, A. Cosmologi
al 
onsiderations on the general theory of re-

lativity. Traduzido de: Kosmologis
he Betra
htungen zur allgemeinen

Relativitätstheorie. Sitzungsberi
hte der Preussis
hen Akademie der Wis-

sens
haften: 142-152, 1917. Pp.175-188, in: LORENTZ, H. A., EINSTEIN,

A., MINKOWSKI, H.& WEYL, H. The prin
iple of relativity. Trad. W. Per-

rett & G. B. Je�ery. New York: Dover, 1952. Utilizamos a tradução em por-

tuguês: Considerações 
osmológi
as sobre a teoria da relatividade geral. Pp.

225-240, in: O prin
ípio da relatividade. Trad. Mário José Saraiva. Porto:

Fundação Calouste Gulbenkian, 1989.

[51℄ EINSTEIN, Albert. Relativity: the spe
ial and general theory. Trad. Por

Robert W. Lawson. Tradução de: Über die spezielle und die allgemeine Re-

lativitätstheorie. Brauns
hweig: Vieweg, 1917. Pp. 247-420, in: EINSTEIN,

Albert. The 
olle
ted papers of Albert Einstein. Vol. 6. The Berlin Years:

writings, 1914-1917. Prin
eton: Prin
eton University Press, 1997.

[52℄ EINSTEIN, Albert. Relativity - the spe
ial and the general theory. Trad.

Robert W. Lawson. New York: Crown, 1961.

[53℄ EINSTEIN, Albert & DE SITTER, Willem. On the relation between the

expansion and the mean density of the universe. Pro
eedings of the National

A
ademy of S
ien
es 18: 213-214, 1932.

[54℄ EINSTEIN, Albert & GROSSMANN, Mar
el. Outline of a generalized

theory of relativity and a theory of gravitation. Traduzido de: Entwurf

einer verallgemeinerten Relativitätstheorie und einer Theorie der Gravita-

tion. Leipzig: Teubner, 1913. Pp. 151-188, in: EINSTEIN, Albert. The 
ol-

le
ted papers of Albert Einstein. Vol. 4. The Swiss Years: writings, 1912-1914.

Trad. Anna Be
k. Prin
eton: Prin
eton University Press, 1996.

[55℄ FRIEDMANN, Aleksandr. Über die Krümmung des Raumes. Zeits
hrift für

Physik 10: 377-386, 1922. Tradução: On the possibility of a world with


onstant negative 
urvature. Pp. 49-58, in: BERNSTEIN, Jeremy & FEIN-

BERG, Gerald (eds.). Cosmologi
al 
onstants. Papers in modern 
osmology.

New York: Columbia University Press, 1986.

174



[56℄ FRIEDMANN, Aleksandr. Über die Mögli
hkeit einer Welt mit konstan-

ter negativer Krümmung des Raumes. Zeits
hrift für Physik 21: 326-332,

1924. Tradução: On the possibility of a world with 
onstant negative 
ur-

vature. Pp. 59-65, in: BERNSTEIN, Jeremy & FEINBERG, Gerald (eds.).

Cosmologi
al 
onstants. Papers in modern 
osmology. New York: Columbia

University Press, 1986.

[57℄ GALE, George & URANI, John. Milne, Bondi and the `se
ond way' to 
os-

mology. Pp. 343-375, in: GOENER, Hubert, RENN, Jürgen, RITTER, Jim

& SAUER, Tilman (eds.). The expanding worlds of general relativity. Boston:

Birkhäuser, 1999 (Einstein Studies, 7).

[58℄ GAMOW G. The origin of elements and the separation of galaxies. Physi
al

Review, 74, 505-506, 1948.

[59℄ GOENER, Hubert, RENN, Jürgen, RITTER, Jim & SAUER, Tilman (eds.).

The expanding worlds of general relativity. Boston: Birkhäuser, 1999 (Eins-

tein Studies, 7).

[60℄ GOODSTEIN, Judith R. The Italian mathemati
ians of relativity. Centau-

rus 26: 241-261, 1983.

[61℄ HETHERINGTON, N. S. The measurement of the radial velo
ities of spiral

nebulae. Isis 62 (3): 309-313, 1971.

[62℄ HOEFER, Carl. Einstein's struggle for a Ma
hian gravitation theory. Studies

in the History and Philosophy of S
ien
e 25: 287-335, 1994.

[63℄ HUBBLE, Edwin. A relation between distan
e and radial velo
ity among

extra-gala
ti
 nebulae. Pro
eedings of the National A
ademy of S
ien
es,

15: 168-173, 1929. Pp. 77-83, in: BERNSTEIN, Jeremy & FEINBERG,

Gerald (eds.). Cosmologi
al 
onstants. Papers in modern 
osmology. New

York: Columbia University Press, 1986.

[64℄ KILMISTER, C. W. Eddington's sear
h for a fundamental theory: A key to

the universe. Cambridge: Cambridge Univ. Press, 1994.

[65℄ KRAGH, Helge. The beginning of the world: Georges Lemaître and the

expanding universe. Centaurus 32: 114-139, 1987.

175



[66℄ LANCZOS, Cornelius. Einstein's path from spe
ial to general relativity. Pp.

5-19, in: O'Raifeartaigh, L. (ed.). General relativity. Papers in honour of J.

L. Synge. Oxford: Clarendon Press, 1972.

[67℄ LEMAÎTRE, Georges. Un univers homogène de masse 
onstante et de rayon


roissant. Annales de la So
iété S
ienti�que de Bruxelles 47: 49-56, 1927.

Tradução inglesa: A homogeneous universe of 
onstant mass and in
reasing

radius a

ounting for the radial velo
ity of extra-gala
ti
 nebulae. Monthly

Noti
es of the Royal Astronomi
al So
iety 91: 483-490, 1931.

[68℄ LEMAÎTRE, Georges. The expanding universe.Monthly Noti
es of the Royal

Astronomi
al So
iety 91: 490-501, 1931.

[69℄ LÜTZEN, Jesper. Intera
tions between me
hani
s and di�erential geometry

in the 19th 
entury. Ar
hive for History of Exa
t S
ien
es 49: 1-72, 1995.

[70℄ MCCREA, William. Arthur Stanley Eddington. S
ienti�
 Ameri
an, 264

(6): 92-97, 1991.

[71℄ MCCREA, W. H. & MCVITTIE, G. C. On the 
ontra
tion of the universe.

Monthly Noti
es of the Royal Astronomi
al So
iety 91: 128-133, 1930.

[72℄ MCCREA, W. H. & MCVITTIE, G. C. The expanding universe. Monthly

Noti
es of the Royal Astronomi
al So
iety 92: 7-12, 1931.

[73℄ MCVITTIE, G. C. Condensations in an expanding universe.Monthly Noti
es

of the Royal Astronomi
al So
iety 92: 500-518, 1932.

[74℄ MERLEAU-PONTY, Ja
ques. Philosophie et théorie physique 
hez Edding-

ton. Paris : Les Belles Lettres, 1965. (Annales Littéraires de l'Université de

Besançon, 75)

[75℄ MILNE, E. A. Last testament of a physi
ist. Nature 159: 486-488, 1947.

[76℄ NORTH, John D. The measure of the universe. A history of modern 
osmo-

logy. New York: Dover, 1990.

[77℄ NORTON, John. The 
osmologi
al woes of Newtonian gravitational theo-

ry. Pp. 271-322, in: GOENER, Hubert, RENN, Jürgen, RITTER, Jim &

SAUER, Tilman (eds.). The expanding worlds of general relativity. Boston:

Birkhäuser, 1999 (Einstein Studies, 7).

176



[78℄ RAY, Christofer. The 
osmologi
al 
onstant: Einstein's greatest mistake?

Studies in the History and Philosophy of S
ien
e 21: 589-604, 1990.

[79℄ RICCI, Gregorio & LEVI-CIVITA, Tullio. Méthodes de 
al
ul di�érentiel

absolu et leurs appli
ations. Mathematis
he Annalen 54: 125-201, 1901.

[80℄ ROBERTSON, H. P. On relativisti
 
osmology. Philosophi
al Magazine [ser.

7℄ 5: 835-848, 1928.

[81℄ ROBERTSON, H. P. On the foundations of relativisti
 
osmology. Pro
ee-

dings of the National A
ademy of S
ien
es 15: 822-829, 1929.

[82℄ SMITH, Robert W. Edwin Hubble and the transformation of 
osmology.

Physi
s Today 35: 52-58, 1990.

[83℄ WHITTAKER, Edmund. From Eu
lid to Eddington. A study of 
on
eptions

of the external world. Cambridge: Cambridge University Press, 1949.

[84℄ WHITROW, G. J. Sir Arthur Eddington, OM (1882-1944). Quarterly Jour-

nal of the Royal Astronomi
al So
iety, 24: 258-266, 1983.

177


