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Resumo

A presente dissertação introduz as idéias básias para o surgimento da teoria da

relatividade geral e sua posterior apliação na onstrução de modelos osmológi-

os relativístios. Desta forma é apresentado um estudo histório detalhado do

desenvolvimento das osmologias relativístias no período ompreendido entre

1917 e 1930, omeçando om o próprio Albert Einstein que, em 1917, prop�s o

primeiro modelo desta natureza, e enerrando a análise om Sir Arthur Eddington

em 1930, ujo modelo, �Lemaître-Eddington�, engloba os avanços da époa.

A partir do modelo de Lemaître-Eddington estudamos o papel fundamental

que Eddington atribui à onstante osmológia, é neste item que suas onepções

epistemológias �am mais evideniadas, embora elas estejam presentes desde

seus primeiros trabalhos. Disutimos também sua argumentação para alular

as onstantes da natureza por métodos puramente teórios. Aompanhamos o

desenvolvimento do formalismo matriial que Eddington apresenta para esrever

a equação de Dira para o elétron e, a partir desta nova notação, desrevemos

os argumentos utilizados por Eddington para enontrar o valor da onstante de

estrutura �na, a razão entre a massa do próton e do elétron, a razão entre a força

elétria e a força gravitaional entre um próton e um elétron, a razão entre um

omprimento de tipo at�mio e o raio de urvatura natural do espaço. En�m,

este estudo analisa as fases do trabalho ientí�o de Eddington estabeleendo

uma ponte entre seu trabalho osmológio e seu trabalho epistemológio.

x



Abstrat

The present dissertation introdue the basi ideas of the beginning of the general

theory of relativity and its later appliation on the onstrution of relativisti

osmologial models. So we present here a detailed historial study of the de-

velopment of the relativisti osmologies in the period between 1917 and 1930,

starting with Albert Einstein who, in 1917, proposed the �rst model of this

kind, and �nishing the analysis with Sir Arthur Eddington in 1930, whose model,

�Lemaître-Eddington�, inorporate the progresses of that time.

From the model of �Lemaître-Eddington� we study the basi rule Eddington

gives to the osmologial onstant. It is in this topi his epistemologial onepts

beome more evident, even though it is present sine his �rst works. We also

disuss Eddington's argumentation to alulate the onstants of the nature by

pure theoretial methods. We follow the development of the matrix formalism

that Eddington presents to write the Dira equation for the eletron and from

this new notation we desribe the logi used by Eddington to �nd the value of

�ne struture onstant, the rate between the proton and eletron mass, the rate

between the eletrial and gravitational fore between a proton and an eletron,

the rate between an atomi length and the natural spaial urvature radius. So,

this essay analyzes the di�erent periods of Eddington's sienti� work establishing

one bridge between his osmologial work and his epistemologial work.
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Capítulo 1

Introdução

Esta dissertação têm dois propósitos entrais: o primiero é o eslareimento

histório de alguns aspetos das osmologias relativístias em torno de 1930,

entralizando-se prinipalmente no trabalho do astr�nomo inglês Arthur Stanley

Eddington. E o segundo é o de estabeleer uma ponte entre o trabalho os-

mológio e o trabalho epistemológio de Eddington.

Logo após a riação da relatividade geral (1915), essa teoria foi apliada à

onstrução de modelos osmológios. O primeiro modelo proposto pelo próprio

Albert Einstein foi de um universo estátio homogêneo �nito, om urvatura

positiva. Para tornar possível tal tipo de modelo, Einstein introduziu em 1917

uma modi�ação nas teorias de ampo - o �termo osmológio�, em que apareia

uma onstante que, om o sinal e valor adequados, estabeleia um equilíbrio e

impedia o olapso gravitaional do universo. Não havia razão para supor que o

universo pudesse não ser estátio, por isso o modelo de Einstein pareia a melhor

desrição possível para as propriedades médias do universo.

Logo em seguida (1917), Willem de Sitter prop�s um segundo modelo os-

mológio: homogêno, in�nito, om densidade nula. Partíulas de prova oloadas

nesse universo teriam um movimento devido a uma �repulsão ósmia�, afastando-

se umas das outras de modo aelerado. Iniialmente o modelo de De Sitter foi

onsiderado uma mera uriosidade teória, trazendo problemas oneituais para a

própria teoria da relatividade geral, pois mostrava que essa teoria não satisfazia o

prinípio de Mah. Durante a déada de 1920 o estudo astron�mio das distânias

e veloidades de galáxias aabou por levar a uma visão de um universo dinâmio,

em expansão, om a proposta da �lei de Hubble� em 1929. Paralelamente aos

estudos astron�mios e sem onheimento dos mesmos, alguns físios teórios

desenvolveram - omo meros exeríios matemátios - a análise de modelos rela-
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tivístios não-estátios, que mostravam a possibilidade de diversos universos em

ontração e em expansão. Os primeiros estudos desse tipo foram realizados pelo

físio russo Alexander Friedmann em 1922 e 1924, mas tiveram poua reper-

ussão. Pouo depois (1927), sem onheimento do trabalho de Friedmann, o

belga Georges Lemaître também desenvolveu modelos dinâmios do universo, e

Henry Robertson, em 1928-1929, também independentemente, publiou análise

muito semelhante. No �nal da déada de 1920 perebeu-se que seria viável utilizar

os modelos de universo em expansão para expliar as medidas astron�mias. A

partir de 1928 houve um rápido desenvolvimento de estudos a respeito de modelos

relativístios dinâmios do universo, embora houvesse arênia de dados obser-

vaionais neessários para esolher entre as várias possibilidades teórias, o que

levava a muitos debates. Nesse período, os autores dos prinipais trabalhos re-

lativístios foram Lemaître, Robertson, De Sitter, Einstein, Tolman, Eddington,

MCrea e MVittie (estudantes de Eddington) .

Antes de 1935 já estavam disponíveis todos os modelos que serviram poste-

riormente à riação da teoria do �big bang� por Georg Gamow.

Este é o período histório analisado na presente dissertação.

1.1 Sir Arthur Eddington

O prinipal autor estudado na presente dissertação é Arthur Stanley Eddington

(1882-1944). A arreira ientí�a de Eddington foi quase totalmente assoiada

à astronomia. Passou a maior parte de sua vida em Cambridge, onde realizou

grande parte de sua formação aadêmia. Trabalhou omo astr�nomo assistente

no Royal Observatory de Greenwih, de 1906 a 1913, retornando depois a Cam-

bridge, onde suedeu a George Darwin na adeira de professor de �astronomia e

�loso�a experimental�. Foi diretor do Observatório Astron�mio da universidade

de 1914 até sua morte.

Arthur Eddington tornou-se famoso por várias de suas ontribuições:

1. Estudos observaionais pioneiros sobre movimentos estelares na galáxia, que

levaram a onsiderá-lo omo um dos �pais� da astronomia estelar dinâmia,

juntamente om J. C. Kapteyn.

Essas pesquisas foram iniiadas em 1906, levando à publiação de muitos

artigos e depois, em 1914, do livro Movimentos estelares e a estrutura do

universo que se tornou uma obra de referênia sobre o assunto durante dé-

adas. Esta obra apresentava, pela primeira vez, boas evidênias a respeito
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da estrutura e rotação da Via Látea e de que as �nebulosas espirais� eram

semelhantes à nossa galáxia.

2. Estudos de astrofísia teória, sobre a onstituição interna de estrelas,

levando aos primeiros modelos estelares de estrelas estáveis e pulsantes que

levaram a previsões on�rmadas pelas observações.

Eddington iniiou essa linha de trabalho em 1916, om investigações a res-

peito dos proessos de transmissão de energia no interior das estrelas. Ele

introduziu as hipóteses de que as estrelas eram gasosas em todos os seus

níveis e que a energia podia ser transmitida no seu interior sob forma de

radiação (antes dele, pensava-se que havia apenas onveção ), hegando ao

estabeleimento da primeira lei que orrelaionava a massa à luminosidade

das estrelas. Estudou também a estrutura das anãs branas. Uma parte

de suas ontribuições foi inorporada depois ao livro A onstituição interna

das estrelas publiado em 1926, que é onsiderado um dos �lássios� da

astrofísia.

3. Divulgação e defesa da teoria da relatividade na Inglaterra e realização do

famoso teste da relatividade geral medindo a de�exão da luz das estrelas

durante um elipse solar (1919).

Eddington omeçou a se interessar pela teoria da relatividade em 1917, ou

seja, durante a primeira guerra mundial. Nessa époa, tanto por motivos

ientí�os quanto por motivos polítios, havia uma grande rejeição aos tra-

balhos de Einstein na Inglaterra. Eddington publiou o primeiro relato em

inglês sobre a teoria da relatividade geral, em 1918, e depois organizou a

expedição astron�mia à ilha de Prínipe, na Áfria, para medidas da de-

�exão da luz das estrelas durante um elipse solar (1919). Os resultados

on�rmaram as previsões da relatividade geral e foram o prinipal fator que

levou à rápida aeitação geral dessa teoria, nos anos seguintes. Depois disso,

Eddington publiou dois livros que ajudaram muito a difundir a teoria da

relatividade nos países de língua inglesa: Espaço, tempo e gravitação publi-

ado em 1920, era uma desrição simpli�ada, não matemátia, da teoria; e

A teoria matemátia da relatividade publiado em 1923, era um tratamento

ténio da teoria, que foi utilizado omo obra de onsulta durante muitos

anos.

4. Desenvolvimento de modelos osmológios relativístios, partiularmente o

�modelo de Lemaître-Eddington�.
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Em 1930 Eddington utilizou as análises matemátias de Lemaître para pro-

por um modelo de universo que se iniiava om uma situação de equilíbrio

semelhante ao modelo de Einstein, seguido por uma ondensação da matéria

(formação de galáxias) que rompia esse equilíbrio, oorrendo então uma ex-

pansão ilimitada, tendendo no limite a um universo de De Sitter. Publiou

diversos artigos sobre o assunto e o livro O universo expandindo-se em

1933.

5. Estudos sobre �loso�a e fundamentos da físia, oriundos de sua pesquisa

ientí�a, que tiveram grande in�uênia na époa.

Eddington supunha que uma grande parte do onteúdo das teorias ientí-

�as era apriorístia e que por isso a própria análise do proesso de inter-

pretação subjaente às teorias físias permitiria estabeleer muitos resulta-

dos ientí�os, sem neessidade de observações e experimentos. As idéias

�losó�as de Eddington apareem de passagem em vários de seus trabalhos

ientí�os. Além disso, ele publiou diversos artigos sobre o assunto e tam-

bém os livros A natureza do mundo físio em 1928 e A �loso�a da iênia

físia em 1939.

6. Pesquisas sobre as onstantes fundamentais da físia, tentando expliar

números adimensionais omo a onstante de estrutura �na e a razão en-

tre a massa do elétron e a do próton, busando também uma assoiação

entre essas onstantes e parâmetros osmológios.

Eddington areditava que seria possível alular matematiamente, sem

uso de dados observaionais, todos os números puros que apareem nas

teorias físias. Há uma erta semelhança entre a visão de Eddington e a

teoria osmológia desenvolvida por Paul Dira, envolvendo os hamados

�grandes números� adimensionais. No entanto, Eddington ia mais longe do

que Dira, na tentativa de deduzir todos esses números a partir de onsi-

derações matemátias fundamentais. Essa linha de pesquisa iniiou-se em

1928.

7. Tentativa de uni�ar a teoria da relatividade à meânia quântia.

Essa tentativa de Eddington tem relação om as tentativas de obtenção das

onstantes fundamentais da físia. Durante a fase �nal de sua vida Edding-

ton dediou-se prinipalmente ao desenvolvimento dessa proposta de uni�-

ação entre relatividade e meânia quântia, inspirada parialmente pelo
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suesso da teoria quântia do elétron de Dira. Desenvolveu uma abor-

dagem estatístia da relatividade, publiando muitos artigos e um livro

(The ombination of relativity theory and quantum theory, 1943) de enorme

omplexidade matemátia e oneitual. Deixou, ao morrer, um vasto mate-

rial manusrito que foi editado por seu amigo Edmund Whittaker (A teoria

fundamental, 1946).

As propostas de Eddington relativas aos ítens (6) e (7) aima não foram

aeitas e aabaram sendo esqueidas. Isso não impede, no entanto, que

possuam grande interesse histório, prinipalmente por partirem de um

pesquisador que mostrou enorme apaidade em outras áreas da físia.

Eddington exereu uma enorme in�uênia no desenvolvimento do pensamento

físio. A in�uênia hegou primeiro desde suas próprias ontribuições à astrono-

mia e astrofísia e segundo desde suas �revelações� nas ontribuições dos outros;

poderia pensar-se, omo de fato MaCrea o fez, que ele freqüentemente pareia

aptar o signi�ado dos avanços mais profundamente do que aqueles que os �ze-

ram e expliá-los mais hábilmente, mas na verdade, foi esta a razão de que seus

rítios o intitularem omo um oportunista.

1.2 Aspetos que serão estudados

A dissertação não aborda todos os aspetos da obra de Eddington, mas apenas

suas ontribuições à osmologia e ao álulo das onstantes fundamentais, em

torno de 1930. Analisamos também sua ontribuição aos fundamentos da teoria

da relatividade geral, pois os dois temas estão intimamente relaionados. Seus

estudos de astrofísia não são abordados . A tentativa de uni�ação entre teo-

ria da relatividade e meânia quântia, por sua omplexidade também não é

estudada. Os trabalhos epistemológios de Eddington são inluídos na pesquisa,

pois houve uma íntima relação entre as peuliaridades do trabalho osmológio

de Eddington e suas idéias sobre a natureza e o método da iênia .

A pesquisa estuda o desenvolvimento da teoria osmológia relativístia em

torno de 1930, foalizando não apenas o trabalho de Eddington mas todas as

tendênias existentes na époa. No entanto, prouramos analisar mais detalha-

damente alguns pontos, omo:

1. A natureza da onstante osmológia, e a disussão de Eddington e de

outros autores sobre a validade e neessidade de inlui-la na teoria da rela-

tividade geral.
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2. As di�uldades de esolha de um modelo osmológio relativístio em torno

de 1930, e a natureza dos argumentos utilizados por Eddington para tentar

justi�ar o modelo por ele favoreido na époa.

3. As diferentes linhas de trabalho em osmologia relativístia existentes em

torno de 1930, e os motivos que levaram diferentes pesquisadores a adotar

diversas abordagens e objetivos.

4. A motivação e o método empregado por Eddington para tentar deduzir

as onstantes numérias básias da físia e da osmologia por argumentos

puramente teórios, omparando as idéias de Eddington a outros trabalhos

semelhantes da époa.

5. A relação entre as onepções epistemológias de Eddington e seu trabalho

osmológio.

1.3 Interesse

Nosso interesse em estudar as ontribuições de Eddington às osmologias relativís-

tias fundamentam-se no seguinte fato; apesar de ser um autor bem onheido, o

trabalho osmológio de Eddington foi muito pouo explorado pelos historiadores

da iênia até hoje. Pode-se a�rmar isso através de um levantamento realizado

através dos volumes anuais da Current bibliography da revista Isis. Essa biblio-

gra�a apresenta os trabalhos histórios publiados em ada ano, em entenas de

revistas espeializadas de todo o mundo. Através de uma busa realizada uti-

lizando essa bibliogra�a, bem omo através do uso da base de dados da History

of Siene Soiety, foi possível notar que o tema aqui proposto, apesar de sua

importânia, reebeu poua atenção dos historiadores da iênia.
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Capítulo 2

Idéias básias da relatividade geral

2.1 Histório - A primeira teoria da gravitação de

Einstein

Em 1907 Albert Einstein (1879-1955) omeçou a investigar ummodo de introduzir

refereniais aelerados e gravitação na teoria da relatividade (LANCZOS, p. 10).

Nas suas primeiras tentativas, ele introduziu a equivalênia entre refereniais

aelerados e ampos gravitaionais uniformes e deduziu algumas onseqüênias,

omo o desvio para o vermelho, mas não introduziu nenhum formalismo novo.

A suposição de que um referenial aelerado é equivalente a um ampo gra-

vitaional uniforme para todos os tipos de fen�menos foi introduzida em 1907

sem reeber nenhum nome espeial. Em 1912 Einstein a denominou �hipótese de

equivalênia�, e depois �prinípio de equivalênia� (NORTON, 1993, p. 798).

Posteriormente, em 1911, Einstein omeçou a explorar a idéia de que a ve-

loidade da luz seria uma função do potenial gravitaional. Nesses primeiros

álulos, o valor obtido para a de�exão era o resultado ompatível om a físia

lássia (isto é, a metade do valor previsto posteriormente).

Utilizando o prinípio de equivalênia e a idéia de uma veloidade da luz

variável, relaionada ao potenial gravitaional, Einstein deduziu que a luz deveria

sofrer de�exão em um ampo gravitaional e que a freqüênia da luz deveria sofrer

um desvio para o vermelho ao passar de um ponto de potenial mais baixo para

outro de potenial mais elevado (NORTON, 1993, p. 798).

No ano seguinte, Max Abraham publiou uma teoria da gravitação seme-

lhante, porém matematiamente mais so�stiada, utilizando o formalismo qua-

dridimensional de Minkowski que Einstein não havia ainda utilizado em nenhum
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trabalho (EARMAN & GLYMOUR, 1978, p. 91). Em resposta a uma rítia de

Einstein, Abraham eslareeu que a geometria de Minkowski devia ser entendida

omo valendo apenas em uma região in�nitesimal do espaço-tempo e que no aso

geral devia-se onsiderar que o oe�iente 2 diante de dt2 era uma função da

posição. Dessa forma, foi Abraham quem introduziu o elemento de linha na

teoria da gravitação (EARMAN & GLYMOUR, 1978, p. 91).

Em um novo trabalho, publiado em 1912, Einstein adotou uma abordagem

semelhante à de Abraham. No aso da relatividade espeial, Minkowski havia

introduzido o intervalo invariante que, em forma diferenial, é dado por:

ds2 = 2dt2 � dx2 � dy2 � dz2

Essa fórmula vale para refereniais ineriais. No aso de um referenial aele-

rado, Einstein sup�s iniialmente que seria possível utilizar uma geometria espa-

ial eulidiana, porém om uma veloidade da luz variável, isto é, a veloidade 

seria uma função das oordenadas (NORTON, 1993, p. 800):

ds2 = 2(x; y; z)dt2 � dx2 � dy2 � dz2

Utilizando o prinípio de equivalênia, Einstein onluiu que, no limite lás-

sio, o quadrado da veloidade da luz seria uma função linear do potenial gra-

vitaional, e que portanto a veloidade da luz poderia substituir o potenial

gravitaional, esrevendo então uma equação equivalente à equação de Poisson

(EINSTEIN, 1912, p. 99):

� = k�

A menos de uma onstante (e om a esolha adequada de unidades), o poten-

ial gravitaional orresponderia ao oe�iente 2 do intervalo relativístio.

Nos anos de 1912 e 1913 Einstein enfatizou o prinípio de Mah omo uma

hipótese fundamental para a teoria da gravitação, exprimindo-o desta forma:

�Toda a inéria de um ponto material é uma in�uênia de todas as massas pre-

sentes e se baseia em um tipo de interação om eles� (NORTON, 1993, p. 799).

Essa idéia foi também hamada por Einstein de �hipótese da relatividade da

inéria�.

2.2 O surgimento da teoria tensorial da gravitação

Em agosto de 1912 Einstein deixou Praga, lugar onde havia trabalhado durante

um ano e meio, mudando-se para Zurih, tornando-se professor da Eidgenössis-
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he Tehnishe Hohshule, onde trabalhou até a primavera de 1914, quando se

mudou para Berlim (EARMAN & GLYMOUR, 1978, p. 92).

Em Zurih, Einstein iniiou uma intensa olaboração om o matemátio Mar-

el Grossmann (1878-1936). Grossmann hamou a atenção de Einstein para o

�álulo diferenial absoluto� de Rii e Levi-Civita e indiou que essa ferramenta

matemátia permitiria onstruir uma teoria ovariante geral. Einstein omeçou

então a estudar, junto om Grossmann, a possibilidade de utilizar um formalismo

tensorial na teoria da gravitação (LANCZOS, p. 12-13).

O primeiro trabalho publiado por Einstein onde aparee um formalismo ten-

sorial é um artigo que publiou em 1913 om a olaboração de Marel Grossmann

(EARMAN & GLYMOUR, 1978, p. 255). Toda a parte matemátia é assinada

por Grossmann, que se baseou, por sua vez, no trabalho de Gregorio Rii1 (1853-

1915) e seu estudante Tullio Levi-Civita (1873-1941).

O trabalho de 1913 esrito por Einstein e Grossmann é omumente denomi-

nado de �Entwurf� (ou seja, �Esboço�), porque seu título em alemão era �Entwurf

einer verallgemeinerten Relativitätstheorie und einer Theorie der Gravitation�

(EINSTEIN & GROSSMANN, 1913).

O álulo tensorial já havia sido introduzido na relatividade espeial, antes,

em duas oasiões diferentes. Hermann Minkowski (1864-1909) havia introduzido

em 1909 um formalismo tensorial do eletromagnetismo, no qual o ampo elétrio

e o ampo magnétio formam parte de um únio tensor. Max von Laue (1879-

1960), por outro lado, havia apresentado uma abordagem tensorial da meânia

de sistemas ontínuos, introduzindo o tensor de momento-energia-tensão da re-

latividade. No entanto, nesses dois asos, apenas se utilizavam sistemas de refe-

rênia ineriais e eram apliadas as transformações de Lorentz para alular as

omponentes do tensor em outros refereniais.

Em 1912, quando iniiou o estudo do álulo diferenial de Rii e Levi-Civita

om o auxílio de Grossmann, Einstein esreveu a Arnold Sommerfeld:

[...℄ Oupo-me exlusivamente om o problema da gravitação e agora

aredito que superarei todas as di�uldades om a ajuda de um amigo

matemátio daqui [Marel Grossmann℄. Mas uma oisa é erta: em

toda minha vida eu nuna trabalhei tão duramente, e adquiri um

grande respeito pela matemátia, ujas partes mais sutis, em minha

inoênia, eu onsiderava até agora omo um luxo. Comparado om

1O sobrenome ompleto era Rii-Curbastro.
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este problema, a teoria original da relatividade é uma brinadeira de

rianças (Einstein, itado por GOODSTEIN, 1983, p. 247).

Em 1913, no �Entwurf�, Einstein e Grossmann propuseram uma teoria da gra-

vitação que não obedeia ao prinípio geral de ovariânia - a equação do ampo

gravitaional somente mantinha a mesma forma para transformações lineares

de oordenadas. Nessa époa, Einstein supunha que não era possível formular

equações ovariantes para qualquer transformação de oordenadas. De 1913 a

1915 Einstein e seus olaboradores publiaram muitos artigos sobre gravitação,

apresentando variantes da teoria do �Entwurf�, deduzindo onseqüênias da teoria

e tentando justi�á-la.

Em 1915, Einstein retomou a tentativa de riar uma teoria ovariante geral da

gravitação, abandonando a teoria do �Entwurf�. No �nal de 1915, Einstein on-

seguiu hegar a uma teoria que obedeia ao prinípio geral de ovariânia, orres-

pondendo à formulação de�nitiva de sua teoria da relatividade geral (NORTON,

1993, p. 802). Ele omuniou seu trabalho à Aademia de Ciênias da Prússia em

uma série de pequenas omuniações redigidas de forma apressada (EINSTEIN,

1915). No iníio do ano seguinte, Einstein enviou um artigo mais elaborado para

a revista Annalen der Physik (EINSTEIN, 1916). Este é o trabalho onsiderado

omo a apresentação �o�ial� da teoria da relatividade geral e que foi traduzido

e editado muitas vezes. O artigo de 1916 será utilizado, aqui, omo uma base

geral para a apresentação das idéias básias da teoria da relatividade geral. Ao

longo da exposição, serão feitos alguns omentários utilizando tanto trabalhos

anteriores de Einstein omo de outros autores.

2.3 As bases da relatividade geral, no trabalho de

1916

Os prinípios básios utilizados por Einstein, em seus vários trabalhos, para justi-

�ar a elaboração da teoria da relatividade geral foram: o prinípio de equivalên-

ia entre refereniais aelerados e ampos gravitaionais uniformes; o prinípio

da relatividade (onsiderado por Einstein omo equivalente ao prinípio de ova-

riânia geral das leis físias) e o prinípio de Mah (ou prinípio da relatividade

da inéria).

Einstein apresentou diferentes formulações para os prinípios básios de sua

teoria, em trabalhos publiados ao longo do tempo. Por isso, essas justi�ativas

não são sempre ompatíveis (NORTON, 1993, p. 798).
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No iníio do artigo de 1916 Einstein apresenta a justi�ativa básia do de-

senvolvimento da relatividade geral (EINSTEIN, 1916, pp. 141-150) enfatizando

espeialmente:

1. As idéias de Ernst Mah.

2. A importânia de uma teoria que possa ser apliada a refereniais dotados

de qualquer tipo de movimento (�prinípio da relatividade geral�): �As leis da

físia devem ter uma estrutura tal que a sua validade permaneça em sistemas de

referênia animados de qualquer movimento� (Einstein, 1916, p. 144).

3. O prinípio de equivalênia entre refereniais aelerados e ampos gravita-

ionais uniformes.

4. A neessidade de abandonar os métodos da relatividade espeial ao tratar

refereniais aelerados.

5. O prinípio de ovariânia geral das leis físias: �As leis da natureza devem

ser representadas por equações que tenham validade em todos os sistemas de o-

ordenadas, isto é, que sejam ovariantes em relação a toda e qualquer substituição

(ovariânia geral)� (EINSTEIN, 1916, p. 149).

Einstein omenta que �uma físia que satisfaça a este postulado [da ovariânia

geral℄ também satisfaz o postulado da relatividade geral, porque em todas as

substituições estão sempre neessariamente inluídas aquelas que orrespondem

a todos os movimentos relativos dos sistemas de oordenadas (tridimensionais)�

(EINSTEIN, 1916, p. 149).

2.3.1 O prinípio de ovariânia

O raioínio básio do trabalho de 1916 é este: Einstein adota iniialmente a

postura de que está tentando generalizar a teoria da relatividade para sistemas

de referênia om qualquer tipo de movimento (inluindo rotação e aeleração)

e que, pelo prinípio de equivalênia, essa teoria deverá ser também uma teoria

da gravitação. Depois, ele exprime o prinípio da ovariânia e explia que a

imposição dessa ondição inluiria também todos os movimentos relativos entre

sistemas de oordenadas.

No entanto, omo John Norton omentou, o prinípio da ovariânia não apta

o signi�ado físio de um prinípio da relatividade geral. A ovariânia geral é

mais ampla do que o prinípio da relatividade exige, pois inlui transformações

que não têm nada a ver om movimento relativo, omo as transformações entre

oordenadas artesianas e polares (NORTON, 1993, p. 804). Não existe nenhuma

relação entre transformações gerais de oordenadas (em um mesmo referenial) e
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a teoria da relatividade e, portanto, exigir a ovariânia geral das leis físias (que

inlui qualquer transformação de oordenadas) paree um requisito sem justi�a-

tiva. Portanto, a ovariânia não seria neessária em uma teoria da relatividade

geral.

Deve-se assinalar que, sob o ponto de vista histório, Einstein tentou a par-

tir de 1912 obter uma teoria ovariante geral, mas enontrou nos primeiros anos

barreiras que lhe pareiam de�nitivas. Einstein a�rma em 1913, no �Entwurf�,

ser impossível enontrar uma formulação ovariante geral para a lei da gravi-

tação, omentando: �[...℄ deve-se enfatizar que não temos nenhuma base para as-

sumir uma ovariânia geral das equações gravitaionais� (EINSTEIN & GROSS-

MANN, 1913, p. 160). Contentou-se por isso om transformações lineares (mais

gerais do que as da relatividade espeial, mas mesmo assim muito limitadas),

abandonando a idéia de que as equações da relatividade geral deveriam satis-

fazer o prinípio de ovariânia para uma transformação qualquer de sistema de

referênia.

Gustav Mie publiou em 1914 uma rítia à teoria do �Entwurf�, indiando

que - entre outros defeitos - a teoria não generalizava o prinípio da relatividade

para refereniais aelerados, já que só admitia transformações lineares entre os

sistemas de oordenadas (EARMAN & GLYMOUR, 1978, p. 265). No mesmo

ano, Einstein e Grossmann onseguiram ampliar a lasse de transformações ad-

mitidas pela teoria, inluindo sistemas de referênia relaionados entre si por

algumas transformações mais amplas (mas não totalmente gerais) - em partiu-

lar, aelerações (EARMAN & GLYMOUR, 1978, pp. 269-270). Em 1915, no

entanto, Einstein se onveneu de que mesmo essa ampliação era insatisfatória,

porque sistemas de referênia em rotação uniforme em relação a sistemas ineri-

ais eram proibidos pelas ondições ampliadas. Além disso, perebeu que a teoria

previa um valor err�neo para a preessão do periélio de Merúrio (EARMAN &

GLYMOUR, 1978, p. 271). Apenas no �nal de 1915 Einstein retornou à tentativa

antiga de elaborar uma teoria totalmente ovariante para qualquer tipo de sis-

tema de oordenadas e, trabalhando om o tensor de Rii, onseguiu �nalmente

hegar às equações ovariantes gerais de ampo gravitaional (LANCZOS, pp.

13-14).

2.3.2 A introdução de uma métria do espaço-tempo

No artigo de 1916, após tentar justi�ar o prinípio de ovariânia, Einstein in-

troduziu uma métria riemanniana do espaço-tempo. Utilizando o prinípio de
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equivalênia, ele india que é possível esolher um sistema de referênia no qual,

para uma região in�nitamente pequena, o ampo gravitaional desapareça (EINS-

TEIN, 1916, p. 151) - ou seja, um referenial em movimento inerial, naquele

ponto. Nesse referenial e nessa região in�nitesimal o elemento de intervalo rela-

tivístio ds é dado pela fórmula da relatividade espeial:

ds2 = �dX2
1 � dX2

2 � dX2
3 + dX2

4

Se, no entanto, for adotado outro referenial qualquer, na mesma região in-

�nitesimal, o intervalo relativístio terá outra expressão, que deverá ser obtida

substituindo-se os valores dos dX � em função das oordenadas dx � do novo refe-

renial. Essas transformações são lineares e, por isso, será obtida para ds2 uma

expressão do tipo:

ds2 =
X

g��dx�dx�

Einstein eslaree que o onjunto de grandezas g�� pode ser esolhido de forma

a ser simétrio, isto é, g�� = g�� e que, portanto, há apenas 10 grandezas inde-

pendentes, no aso mais geral. Ele india, depois, que as grandezas g�� devem

ser onsideradas omo uma desrição do ampo gravitaional no referenial on-

siderado (EINSTEIN, 1916, p. 153). A justi�ativa é a seguinte: no referenial

em que ds2 obedee à fórmula de Minkowski, uma partíula livre tem movimento

retilíneo e uniforme; no outro referenial, o mesmo movimento poderá ser desrito

omo urvo e aelerado (dependendo de g��). Nesse novo referenial, pelo priní-

pio de equivalênia, esse movimento urvo e aelerado será interpretado omo

sendo devido a um ampo gravitaional. Portanto, os g�� representam, nesse

novo referenial (não inerial) a presença da gravidade.

É interessante assinalar que o uso da letra g para representar os oe�ientes

da métria paree ter sido esolhido de forma proposital, prourando estabeleer

uma relação entre essa grandeza e a gravitação. Podemos notar isso omparando

os trabalhos de Einstein om trabalhos anteriores.

Sabe-se que Einstein e Grossmann se basearam nos trabalhos de Christo�el e

de Rii e Levi-Civita sobre geometria diferenial. Consultado o trabalho original,

veri�a-se que a �forma fundamental� introduzida por Rii e Levi-Civita utilizava

a seguinte notação (RICCI & LEVI-CIVITA, 1901, p. 133):

' =
nX
1

rs arsdxrdxs

Em outros pontos do mesmo artigo, ao fazer apliações geométrias do método

desenvolvido, a forma fundamental é representada por ds2 (RICCI & LEVI-
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CIVITA, 1901, p. 165). Portanto, os oe�ientes da métria não são indiados

pela letra g e sim pela letra a.

Christo�el, antes de Rii e Levi-Civita, havia estudado a transformação de

uma forma diferenial quadrátia que representou sob a forma (CHRISTOFFEL,

1869, p. 46):

F =
X

!ik�xi�xk

onde o símbolo �xk era utilizado para representar a diferenial da variável xk.

Portanto, no trabalho de Christo�el, a letra utilizada para representar os oe�-

ientes da métria era ! e não g.

É interessante notar que no livro que Levi-Civita esreveu posteriormente

sobre álulo tensorial (publiado em 1923) toda a parte matemátia da obra

é desenvolvida utilizando a mesma representação da métria do artigo de 1901

(LEVI-CIVITA, The absolute di�erential alulus, p. 89):

ds2 =
nX
1

rs arsdxrdxs

Porém, ao desenvolver as apliações do método na relatividade geral (LEVI-

CIVITA, The absolute di�erential alulus, p. 364), passa a utilizar a letra g em

vez de a para os oe�ientes da métria:

ds2 =
nX
1

rs grsdxrdxs

Esse uso da letra g apareeu no primeiro trabalho em que Einstein e Gross-

mann apliaram a geometria diferenial à teoria da gravitação (o �Entwurf� de

1913).

Logo no iníio do �Entwurf�, Einstein introduz o intervalo minkowskiano; de-

pois introduz um novo sistema de oordenadas espaço-temporal e india que,

utilizando essas novas oordenadas, o intervalo relativístio passa a ser represen-

tado por

ds2 =
X
��

g��dx�dx�

Em seguida, sem nenhuma expliação adiional, Einstein dá uma interpre-

tação físia para os oe�ientes g�� da métria: �Chegamos assim à onlusão de

que no aso geral o ampo gravitaional é araterizado por dez funções espaço-

temporais [...℄� que são as 10 omponentes independentes de g�� (EINSTEIN

& GROSSMANN, 1913, p. 155). Mais espei�amente, Einstein vai assoiar os

14



g�� ao potenial gravitaional. No entanto, nada do que Einstein havia apresen-

tado antes permitia a�rmar que esses oe�ientes estavam relaionados ao ampo

gravitaional.

Aparentemente o primeiro raioínio utilizado por Einstein baseou-se nas suas

pesquisas anteriores, a respeito da relação entre a veloidade da luz e o poten-

ial gravitaional. Como vimos, ao desenvolver essas idéias ele havia obtido o

resultado de que o 2 na frente do dt2, na fórmula do intervalo relativístio, era

proporional ao potenial gravitaional. Em um aso mais geral, seria natural

pensar que os oe�ientes que apareem na frente de todos os termos do intervalo

relativístio estariam também assoiados de alguma forma ao potenial gravita-

ional.

Em um trabalho apresentado em setembro de 1913 e publiado no ano seguinte

(EINSTEIN, 1914) Einstein eslareeu um pouo melhor o signi�ado das gran-

dezas g��:

Segue-se da idéia esboçada aima que as dez quantidades g�� ara-

terizam o ampo gravitaional; elas substituem o potenial gravita-

ional esalar ' da teoria newtoniana da gravitação e formam o tensor

ovariante fundamental de segunda ordem do ampo gravitaional.

O signi�ado físio fundamental dessas quantidades g�� onsiste no

fato de que determinam o omportamento das réguas e dos relógios.

(EINSTEIN, 1914a, p. 194)

Apesar dessa araterização do tensor g�� omo representando o potenial gra-

vitaional, na mesma página deste trabalho ele se refere a essas grandezas omo

�as omponentes g�� do ampo gravitaional�. Apesar dessa onfusão de nomes,

Einstein em geral assoiou os g�� om o potenial e isso guiou sua pesquisa, omo

�ará laro mais adiante.

2.3.3 A ferramenta básia: álulo tensorial

Para desenvolver uma teoria ovariante, Einstein e Grossmann utilizaram, a par-

tir de 1912, a ferramenta que atualmente denominamos �álulo tensorial�. No

�Entwurf�, omo também em outros trabalhos posteriores, há uma apresentação

geral do álulo tensorial, para failitar a ompreensão por parte de outros físios

que, omo Einstein, não estavam familiarizados om essa ferramenta. No artigo

de 1916 em que apresentou pela primeira vez uma exposição lara e oerente
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da sua teoria da gravitação (EINSTEIN, 1916), aparee também uma apresen-

tação do álulo tensorial. Desde então tornou-se uma tradição apresentar essa

ferramenta matemátia nas obras sobre teoria da relatividade geral.

O estudo da geometria diferenial originou-se no séulo XIX - primeiramente,

pelo estudo de Gauss a respeito de superfíies urvas e, depois, pelo trabalho de

Bernhard Riemann (1826-1866) e seus suessores, que generalizaram os métodos

de Gauss para qualquer número de dimensões. Muitos dos métodos utilizados

nesse estudo foram desenvolvidos por Elwin Christo�el (1829-1900) e, pouo de-

pois, por Gregorio Rii.

Em 1901 Rii e seu estudante Tullio Levi-Civita, em um famoso trabalho

publiado na revista Mathematishe Annalen, apresentaram uma versão deta-

lhada (76 páginas) do método que hamaram �álulo diferenial absoluto� e de

suas apliações (RICCI & LEVI-CIVITA, 1901). Nesse trabalho, hamaram a

atenção para a relação entre o método desenvolvido por Christo�el e o oneito

de variedade n-dimensional de Riemann, enfatizando apliações geométrias e

físias.

No trabalho de Rii e Levi-Civita não aparee o nome �tensor�. Eles se

referem a �sistemas de funções� de n variáveis, ou simplesmente �sistemas� e es-

tudam suas propriedades de transformação. De�nem sistemas ovariantes e on-

travariantes, introduzindo esses nomes pela primeira vez nesse trabalho (RICCI

& LEVI-CIVITA, 1901, pp. 130-132). Para representar esses diferentes tipos de

sistemas, eles utilizam a notação empregada até hoje: índies inferiores para sis-

temas ovariantes e índies superiores para sistemas ontravariantes. A notação

utilizada é um pouo mais ompliada do que a posterior, porque em muitas ex-

pressões os índies são representados por letras om subsritos, omo por exemplo

(RICCI & LEVI-CIVITA, 1901, p. 131):

Yr1r2:::rm =
nX
1

s1s2:::smXs1s2:::sm

�xr1

�ys1

�xr2

�ys2
:::
�xrm

�ysm

No entanto, em outros pontos - omo ao introduzir a derivada ovariante

(RICCI & LEVI-CIVITA, 1901, p. 138) - os autores simpli�am a notação, que

se torna semelhante à utilizada posteriormente:

Xrs =
�Xr

�xs
�

nX
1

q

(
rs

q

)
Xq

O nome �tensor� foi dado por Grossmann e Einstein, em 1913 (NORTON,

1993, p. 799), generalizando o nome que era utilizado em teoria da elastiidade.
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O �Entwurf� de 1913 tem duas partes. A primeira dela, assinada apenas por

Einstein, é denominada �parte físia�; a segunda, assinada apenas por Grossmann,

é a �parte matemátia�. Nessa segunda parte Grossmann apresenta de forma

sistemátia o formalismo tensorial, baseando-se espeialmente nos trabalhos de

Christo�el e de Rii e Levi-Civita.

Grossmann utiliza no seu trabalho o nome �tensor� desde o iníio, sem expliar

a origem do nome e sem dizer que Christo�el, Rii e Levi-Civita não utilizam

essa denominação.

Quadrivetores ontravariantes e ovariantes

Rii e Levi-Civita introduziram em 1901 a notação usual de índies superiores

para representar sistemas (tensores) ontravariantes (T�) e índies inferiores para

representar os sistemas (tensores) ovariantes (T�). Em 1913 Einstein e Gross-

mann não utilizaram essa onvenção, usando apenas índies inferiores. Por isso,

para difereniar os diferentes tipos de tensores, eles indiavam no �Entwurf� os

tensores ovariantes por letras romanas (T�, G�), os tensores ontravariantes por

letras gregas (��, ��) e os tensores mistos por letras gótias (T�, G�).

Em um trabalho publiado no �nal de 1914 (EINSTEIN, 1914b), Einstein

apresenta novamente toda a base matemátia da sua teoria da gravitação, porém

de um modo ligeiramente diferente. Ele omeça a seguir a notação de Rii e Levi-

Civita, utilizando índies superiores para os tensores ontravariantes (EINSTEIN,

1914b, p. 34); e passa a utilizar letras romanas indiferentemente para tensores

ovariantes ou ontravariantes.

A notação xm (om índie superior) para representar as oordenadas ontrava-

riantes foi introduzida por Wolfgang Pauli, em 1921 (CAJORI, 1933, vol. 2, p.

140, �510).

No artigo de 1916 Einstein introduziu, pela primeira vez, a onvenção de que a

presença de dois índies iguais em um mesmo tempo de uma expressão representa

uma soma sobre esses índies (EINSTEIN, 1916, p. 157). Até o �nal de 1915 ele

sempre representava as somas expliitamente, om o símbolo
P

.

O trabalho de 1916 apresenta os instrumentos matemátios neessários para a

onstrução das equações de ampo, ujo formalismo, omo menionado, já tinha

sido apresentado em uma nota submetida em 1914 (EINSTEIN, 1914, p. 33-39).

A seguir vamos fazer uma desrição dos mesmos (EINSTEIN, 1916, p. 155-160).

O quadrivetor ontravariante por exemplo é de�nido omo qualquer entidade

que, em relação ao sistema de referênia (ou de oordenadas), possa ser expressa
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por meio de quatro omponentes A�, transformável segundo a lei

A0� =
�x0

�

�x�
A�

Da mesma forma, de�ne o quadrivetor ovariante omo qualquer entidade

que, em relação ao sistema de referênia (ou de oordenadas), pode ser expressa

por meio de quatro omponentes A�, transformável segundo a lei

A0
� =

�x�
�x0

�

A�

Observação: os quadrivetores são onsiderados omo tensores de primeira

ordem.

Tensores de segunda ordem e de ordem superior

Einstein de�ne o tensor ontravariante de segunda ordem omo uma entidade que,

em relação a todo sistema de referênia, é desrita por funções que obedeem à

lei de transformação

A0�� =
�x0

�

�x�

�x0
�

�x�
A�� ;

Um exemplo de tensor ontravariante de segunda ordem é A�� , expresso por

todos os produtos das omponentes B� e C� de dois quadrivetores ontravarian-

tes. Não entanto, nem todo tensor A�� pode ser onsiderado omo o produto

de dois quadrivetores B� e C� porque o produto B�C� só tem oito omponentes

independentes e A�� pode ter 16 omponentes independentes.

Por sua vez, uma entidade que em relação a todo sistema de referênia esteja

desrita por funções que obedeem à lei de transformação

A0
�� =

�x�
�x0

�

�x�
�x0

�

A�� ;

é dita um tensor ovariante de segunda ordem.

Agora, o tensor misto de segunda ordem é de�nido omo uma entidade que

em relação a todo sistema de referênia pode desrever-se mediante funções que

obedeem à lei de transformação

A0�
� =

�x0
�

�x�

�x�
�x0

�

A�
�

Um tensor ontravariante ou ovariante de segunda ordem, ou de ordem maior,

diz-se simétrio quando são iguais duas omponentes (das suas dez omponentes

18



independentes) provenientes de uma outra, pela transposição de dois índies

quaisquer, isto é,

A�� = A��

A�� = A��

Essa simetria assim de�nida é uma propriedade independente do sistema de

referênia

A0�� =
�x0

�

�x�

�x0
�

�x�
A�� =

�x0
�

�x�

�x0
�

�x�
A�� =

�x0
�

�x�

�x0
�

�x�
A�� = A0��

Por sua vez, um tensor de segunda ordem, ou de ordem maior, diz-se antis-

simétrio quando duas omponentes (das suas seis omponentes independentes)

provenientes uma da outra, por transposição de dois índies quaisquer, são de

sinais ontrários, isto é,

A�� = �A��

A�� = �A��

Um tensor de ordem zero, que tanto é ontravariante omo ovariante, é dito

um esalar ou invariante.

Multipliação de tensores

Com as omponentes de um tensor de ordem z e as de um outro de ordem z0

pode-se obter as omponentes de um outro tensor de ordem z+ z0, multipliando

duas a duas todas as omponentes do primeiro por todas as omponentes do

segundo, isto é,

T��� = A��B�

T ��Æ = A��BÆ

T Æ
�� = A��B

Æ

A partir de qualquer tensor misto pode-se formar um tensor de ordem inferior

em duas unidades à do primeiro, igualando um índie de aráter ovariante a um

de aráter ontravariante e somando em relação a tal índie, isto é,

A�Æ
�� ! AÆ

� = A�Æ
��(=
X
�

A�Æ
��)

A = A�
� = A��

��

Sendo A o traço do tensor A��.
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A multimpliação interior ou mista entre tensores onsiste na ombinação da

multipliação exterior om a ontração. Por exemplo, om o tensor ovariante de

segunda ordem A�� e o tensor ontravariante de primeira ordem B� forma-se, por

multipliação exterior, o tensor misto D�
�� = A��B

� e por ontração nos índies

� e � forma-se o quadrivetor ovariante

D� = D�
�� = A��B

�

2.3.4 Tensor fundamental g��

O tensor fundamental ovariante. Considerando X1; X2; X3 omo as oordenadas

espaiais de um sistema de oordenadas loal ao qual se atribui um estado de

aeleração tal que �que removido todo ampo gravitaional, e X4 a respetiva

oordenada temporal, assumindo  = 1, a expressão

ds2 = �X2
1 � dX2

2 � dX2
3 + dX2

4

terá, segundo a relatividade espeial, um valor independente da mudança (por

translação e/ou rotação) do sistema de oordenadas loal. A grandeza ds é dita

ser o elemento de linha orrespondente a pontos in�nitamente próximos do espaço

quadridimensional.

Agora ao invés do sistema loal se adota um sistema de referenial arbitrário.

Qualquer que seja a relação entre X1, X2, X3, X4 e x1, x2, x3, x4, temos uma

relação linear entre seus difereniais e, portanto, ao elemento de linha, omo aima

referido, orresponderá também uma base dx1:::dx4 do sistema de oordenadas

desse referenial.

Sob essas onsiderações a representação geral do elemento de linha estará

dada pela expressão:

ds2 = g��dx�dx�

onde ada g�� obtém-se através do seguinte raioínio2:

dr = dx�:e�

jdrj2 = dr:dr = (dx�:e�) : (dx
� :e�)

= (e�:e�)dx
�dx� = g��dx

�dx�

g�� � e�:e�

2Este raioínio não se enontra explíito no artigo de Einstein no qual estamos baseando

nossa revisão teória, mas nos paree onveniente introduzí-lo a maneira de lareza do texto.

Para detalhes ver MARTINS, R. Notas de aula do urso Teoria da relatividade geral.
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e� é um elemento da base natural do sistema de oordenadas dado por

e� =
�r

�x�

sendo r o vetor de posição no espaço.

No artigo de 1916, Einstein antes de trabalhar na desrição do tensor funda-

mental, enunia três teoremas nos quais fundamenta seu estudo aera de dito

tensor (EINSTEIN, 1916, p. 162-163):

[TEOREMA 1℄ Se A��B
�� for invariante para qualquer esolha do tensor B�� ,

então A�� tem aráter tensorial3.

[TEOREMA 2℄ Se B� e C� são vetores arbitrários e se o produto interior

A��B
�C�

for um esalar, então A�� é um tensor ovariante.

[TEOREMA 3℄ Se as grandezas A��B
� formam um tensor de primeira ordem

para uma esolha arbitrária do quadrivetor B�, então A�� é um tensor de segunda

ordem.

Uma vez apresentados estes teoremas Einstein se refere ao tensor fundamental

ovariante nos seguintes termos (EINSTEIN, 1916, p. 164):

Na expressão invariante do quadrado do elemento de linha ds2 =

g��dx
�dx�, onde dx� desempenha o papel de um vetor ontravariante

de esolha arbitrária, pode-se provar4 que os g�� = g�� representam

um tensor ovariante simétrio de segunda ordem, om dez das suas

omponentes independentes, hamado o tensor fundamental.

O tensor fundamental ontravariante.

Por sua vez, Einstein se refere no artigo de 1916 ao tensor fundamental

ontravariante da seguinte forma (EINSTEIN, 1916, p. 164): Se no determi-

nante formado om os elementos g�� se toma o menor orrespondente a ada um

dos g�� e se divide pelo determinante g dos g�� se obtém as omponentes de um

novo tensor g��. A demostração do fato que g�� é um tensor segue-se do seguinte

raioínio: por propriedades dos determinantes

g��g
�� = Æ�� ;

3Ver demostração em EINSTEIN, A. Die Grundlage der allgemeinen Relativitätstheorie.

Annalen der Physik 49, 785, 1916. Tradução: EINSTEIN, A. O Prinípio da relatividade. [4a.

ed.℄. Lisboa: Fundação Calouste Gulbenkian, 1989, p. 162.
4Ver TEOREMA 3
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onde (
Æ�� = 1 Se � = �

= 0 Se � 6= �

Pode-se agora, ao invés da expressão anterior, esrever ds2 omo

ds2 = g��Æ
�
� dx�dx�;

ou ainda

ds2 = g��g��g
��dx�dx�

Mas, as omponentes

d�� = g��dx�

formam um quadrivetor ovariante, que é de esolha arbitrária (dado que o são

os dx�). Introduzindo-o na nossa expressão para ds2 teremos

ds2 = g��d��d�� :

Como ds2 é um esalar para uma esolha arbitrária do vetor d�� e omo g��

é por de�nição simétrio nos índies � e � , segue-se pelo [TEOREMA 3℄ que g��

é um tensor ontravariante.

Observação: No �Entwurf� a forma ontravariante do tensor fundamental g��
é representada omo �� (EINSTEIN & GROSSMANN, 1913, p. 161).

Observação: O símbolo utilizado por Einstein para o delta de Kroneker Æik

já havia sido introduzido pelo próprio Kroneker em 1903 (ver CAJORI, 1993,

vol. 2, p. 100).

2.3.5 Leis de transformação de tensores ovariantes,

ontravariantes e mistos

Einstein ompleta sua revisão matemátia dos tensores om as leis de transfor-

mação, que no seu trabalho de 1916 estão referidas omo Construção de novos

tensores por meio do tensor fundamental (EINSTEIN, 1916, p. 168). A lei de

transformação de vetores ontravariantes em ovariantes está dada pela seguinte

equação

A� = g��A�

A transformação de tensores ovariantes em ontravariantes é realizada através

da seguinte equação

A� = g��A
�
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Para tensores mais gerais temos

AÆ�
�� = g��AÆ

���

e

AÆ
��� = g��A

Æ�
��

2.3.6 Geodésia

No artigo de 1901 de Rii e Levi-Civita, as geodésias já eram de�nidas omo

urvas para as quais a variação da integral de ds é nula (RICCI & LEVI-CIVITA,

1901, p. 153). Além de utilizar a geodésia para �ns geométrios, eles também

mostram sua relação om o movimento de partíulas. Primeiro, ao apliar o

método diferenial absoluto à meânia, os autores esrevem a energia inétia

sob a forma (RICCI & LEVI-CIVITA, 1901, p. 178):

2T =
nX
1

rs arsx
0
rx

0
s

onde x0 representa a derivada de x em relação ao tempo, e também sob esta outra

forma, que exibe uma relação mais direta om a forma fundamental:

2Tdt2 =
nX
1

rs arsdxrdxs

Note-se que a massa é onsiderada igual a 1, ou está inluída nos oe�ientes

da forma fundamental.

Depois, a solução das equações de Lagrange é representada sob a seguinte

forma:

x00
i = X(i) �

nX
1

rs

(
rs

i

)
x0
rx

0
sr

onde X (i) é a força (em forma ontravariante). Na ausênia de forças externas,

omo indiam os autores, a trajetória de uma partíula é uma geodésia (RICCI

& LEVI-CIVITA, 1901, p. 179).

Esse tipo de análise era, na verdade, mais antigo ainda. C. G. J. Jaobi, em

1837, estudou o movimento de uma partíula sobre uma superfíie qualquer, sem

ação de forças externas, e mostrou que as trajetórias eram geodésias (LÜTZEN,

1995, p. 20). Outros autores também assoiaram as geodésias ao movimento de

partíulas: Poisson, Mindling, Liouville, Joahimsthal, Tortolini e outros.
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Christo�el introduziu em 1869 aquilo que posteriormente foi denominado �sím-

bolo de Christo�el� (CHRISTOFFEL, 1869, p. 48):"
gh

k

#
=
1

2

�
�wgk

�xh
+

�whk

�xg
� �wgh

�xk

�

onde w ij representava o tensor métrio sob forma ovariante; e o segundo símbolo

de Christo�el era representado por índies dentro de haves:(
il

r

)
=
X
k

Erk

E

"
il

k

#

onde E ij/E orresponde ao tensor métrio ontravariante.

Rii e Levi-Civita utilizaram o mesmo modo de representar os símbolos de

Christo�el, e Grossmann e Einstein os seguiram.

O uso da letra grega � para representar os símbolos de Christo�el omeçou

om Einstein e tem uma história bastante interessante. Em um artigo publiado

em 1914 Einstein desenvolveu pela primeira vez a equação da geodésia em um

espaço-tempo genério (EINSTEIN, 1914b, p. 45). Nessa equação, o símbolo de

Christo�el de segundo tipo tem um papel essenial, determinando a aeleração

da partíula:
d2x�
ds2

= �
X
��

(
��

�

)
dx�
ds

dx�
ds

(2.1)

Mais adiante, no mesmo artigo, Einstein a�rmou:

�Vemos que para a ação do ampo gravitaional sobre os proessos materiais,

as quantidades

��
�� =

1

2

X
�

g��
�g��
�x�

(2.2)

são de importânia ruial, e por esta razão nós as hamaremos de `omponentes

do ampo gravitaional� (EINSTEIN, 1914b, p. 57).

Esse símbolo � é utilizado logo em seguida por Einstein, para simpli�ar

algumas fórmulas. No entanto, nesta époa Einstein estava onfuso sobre a on-

veniênia de hamar essa expressão de ampo gravitaional pois, mais adiante,

ele a�rma: �De aordo om a equação (39), o tensor de energia tem que ser

onsiderado omo um tensor ontravariante e as quantidades

(
��

�

)
omo as

omponentes do ampo gravitaional� (EINSTEIN, 1914b, p. 59).

Note-se que, omo no aso do tensor g�� , Einstein esolheu o novo símbolo �

por um motivo bastante laro. A letra grega � orresponde à letra romana G e

novamente lembra a palavra �gravitação�.
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No �nal de 1915 Einstein apresentou uma série de omuniações nas quais

onseguiu hegar à forma de�nitiva da sua teoria de gravitação (EINSTEIN,

1915). Nesse trabalho ele india que havia, anteriormente, esolhido a expressão

1

2

X
�

g��
�g��
�x�

para representar as omponentes do ampo gravitaional, mas que agora havia

perebido que os símbolos de Christo�el são preferíveis a essas expressões, e passa

então a esrever:

��
�� = �

(
��

�

)
(2.3)

omo sendo as omponentes do ampo gravitaional (EINSTEIN, 1915, p. 102;

ver também p. 118). Ele hama também a atenção do leitor para a equação da

geodésia, que pode então ser esrita:

d2x�
ds2

= �
X
��

(
��

�

)
dx�
ds

dx�
ds

=
X
��

���
�

dx�
ds

dx�
ds

(2.4)

2.4 Construção de tensores por meio de

difereniação

A derivada ovariante de um tensor se baseia em propriedades estudadas por

Christo�el, mas o nome de �derivada ovariante� e o estudo de suas propriedades

aparee apenas no trabalho posterior de Rii. No trabalho de 1901 de Rii e

Levi-Civita já aparee a derivada ovariante om a notação adotada por Einstein

- exeto pelo uso explíito do somatório (RICCI & LEVI-CIVITA, 1901, p. 138):

Xrs =
�Xr

�xs
�

nX
1

q

(
rs

q

)
Xq

A guisa de lareza, e mesmo que não expliitamente onsiderado este argu-

mento no artigo de Einstein de 1916, vamos apresentar aqui a dedução de porque

a derivada de um tensor, em geral, não é um tensor5. Consideremos um ampo

tensorial A�, ou seja, um tensor que é função das oordenadas (posição e tempo):

A�(x�)

5MARTINS, R. Notas de aula do urso Teoria da Relatividade Geral
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Não é possível em geral produzir um tensor a partir de um ampo tensorial

por derivação simples, mesmo se for feita a derivada em relação a um esalar:

dA�

d�
= lim
4��!0

4A�

4�

Nesse aso a diferença 4A� vai ser tomada em dois pontos distintos 1 e 2 do

espaço-tempo:
dA�

d�
= lim
4��!0

(A�
2 � A�

1 )

(�2 � �1)

e, quando �zermos a transformação para outro sistema de referênia, teremos

(sendo � um invariante):

dA0�

d�
= lim

4��!0

(A0�2 � A0�1 )
(�2 � �1)

= lim
4��!0

h�
�x0

�

�x�

�
2
A�

2 �
�
�x0

�

�x�

�
1
A�

1

i
4�

Os oe�ientes de transformação
�
�x0�

�x�

�
são alulados em dois pontos dis-

tintos, podendo portanto ter valores diferentes. Por isso não se pode, em geral,

transformar essa expressão em:

�x0�
�x�

�
lim

4��!0

(A�
2 � A�

1 )

(�2 � �1)

�
que daria a transformação tensorial adequada. Portanto onlui-se que

dA0�

d�
6= �x0�

�x�

dA�

d�

ou seja, a derivada de um tensor não é um tensor (em geral).

Dois dos exemplos mais utilizados na onstrução da teoria da relatividade

geral são o tensor ovariante de segunda ordem A�� e o tensor de tereira ordem

A��� =
�A��

�x�
�
(

� �

�

)
A�� �

(
� �

�

)
A�� (2.5)

utilizado por Riemann na onstrução do tensor que leva seu nome6.

Riemann utilizando somente omo ponto de partida o tensor fundamental g��,

por difereniação, introduziu em [2.5℄ a extensão do quadrivetor A� (EINSTEIN,

1916, p. 182-184):

A�� =
�A�

�x�
�
(

� �

�

)
A�

6onde se identi�ou A�� = A�B� . E A��� 6= A��� .
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e dessa forma, om uma pequena modi�ação nos nomes dos índies, apresentou

o tensor de tereira ordem

A��� =
�2A�

�x��x�
�
(

��

�

)
�A�

�x�
�
(

� �

�

)
�A�

�x�
�
(

� �

�

)
�A�

�x�
+

+

"
� �

�x�

(
��

�

)
+

(
� �

�

)(
� �

�

)
+

(
� �

�

)(
��

�

)#
A�

Mas pela sua de�nição, esse tensor não é simétrio nos índies � e � .

Agora, uma vez tendo essa expressão, Riemann onstruiu o tensor A����A���,

motivado pelo fato de que nessa onstrução o primeiro termo da expressão A��� ,

o quarto termo e também o termo orrespondente à última parela do olhete,

são anelados7 pelos termos da mesma ordem da expressão A���. O mesmo

aontee om a soma do segundo e tereiro termos. Portanto obtém assim:

A��� � A��� = B�
���A� (2.6)

B�
��� = � �

�x�

(
��

�

)
+

�

�x�

(
� �

�

)
�
(

��

�

)(
� �

�

)
+

+

(
� �

�

)(
��

�

)
(2.7)

Um fato fundamental a ser notado é que no segundo membro de [2.6℄ entram

apenas os A� e não suas derivadas. Do aráter tensorial de A��� � A��� e sendo

A� um quadrivetor de esolha arbitrária, resulta que B�
��� é um tensor. Dessa

forma hega-se ao que se onhee omo o tensor de Riemann-Christo�el.

A importânia matemátia desse tensor tem uma razão muito espeial. Quan-

do o ontínuo é onstituído de tal modo que existe um sistema de oordenadas

em relação ao qual os g�� são onstantes, então todos os B�
��� se reduzem a

zero. Assim, se o sistema de oordenadas original é substituído por um novo

sistema, arbitrário (por exemplo, em rotação ou aelerado), os g�� om relação

a este já não serão onstantes. Mas o aráter tensorial de B�
��� arrasta onsigo

a onsequênia dessas omponentes ontinuarem sendo todas nulas no sistema

de referênia arbitrário. O tensor de Riemann identiamente nulo é assim uma

ondição neessária para se obter a onstânia dos g�� mediante uma esolha

apropriada do sistema de referênia.

7Isso se deve ao fato de que todos esses termos são simétrios em � e � .
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Contraindo [2.7℄ em relação aos índies � e �, obtém-se o tensor ovariante de

segunda ordem

B�� = R�� + S��

R�� = � �
�x�

(
� �

�

)
+

(
��

�

)(
� �

�

)

S�� = �2 log
p�g

�x��x�
�
(

� �

�

)
� log

p�g
�x�

9>>>>>>=
>>>>>>;

(2.8)

Einstein adota um sistema de oordenadas de tal forma que
p�g = 1, por

isso o termo S�� da [2.8℄ se anula, e isso reduz o tensor B�� a R�� . Esse tensor

omo enuniado em [2.8℄ é onheido omo o tensor de Rii e desempenha um

papel fundamental na onstrução das equações de ampo.

Observação: A restrição imposta por Einstein sobre o determinante do tensor

métrio fundamental (
p�g = 1) não é neessária, e foi deixada de lado poste-

riormente. Ela é inompatível até mesmo om o espaço-tempo da relatividade

espeial, em oordenadas esférias:

ds2 = 2dt2 � [dr2 + r2(d�2 + sin2�d'2)℄

Na verdade, essa restrição tem origem história. No artigo publiado por

Einstein e Grossmann em 1913, omo vimos, os autores impuseram restrições às

possíveis transformações de oordenadas. Em trabalhos posteriores, Einstein uti-

lizou outras restrições diferentes, para onseguir obter equações que lhe pareiam

adequadas. Na seqüênia de omuniações apresentada no �nal de 1915 Einstein

imp�s que o jaobiano das transformações entre dois sistemas de oordenadas de-

veria ser igual a 1, o que onduz à invariânia de
p�g (EINSTEIN, 1915, p. 99).

Isso simpli�ou bastante muitas fórmulas. Mais adiante, ele investigou a possi-

bilidade de fazer
p�g = 1 mas notou que uma onseqüênia dessa esolha seria

que o esalar T de Von Laue (o traço T=T �
� do tensor T �� de momento-energia-

tensão da matéria, que é proporional à densidade própria de energia) deveria

ser sempre nulo e, portanto, rejeitou essa possibilidade. Ao mesmo tempo, a de-

dução que levava a esse resultado impunha uma ondição sobre as oordenadas

permitidas (EINSTEIN, 1915, p. 105).

No entanto, em um adendo ao mesmo trabalho, Einstein insistiu na possibi-

lidade de utilizar a relação
p�g = 1, om a seguinte justi�ativa: o tensor de

momento-energia-tensão da matéria tem um traço não nulo; mas o tensor orres-

pondente do ampo eletromagnétio tem um traço igual a zero. Supondo que

a matéria tenha uma onstituição eletromagnétia, Einstein sugeriu que T=T �
�
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fosse sempre nulo (EINSTEIN, 1915, p. 108). Nesse adendo, Einstein termina

por onluir que pode (e deve) utilizar a relação
p�g = 1 (EINSTEIN, 1915, p.

110). Por �m, na última omuniação do �nal de 1915, Einstein simplesmente

utiliza essa restrição para simpli�ar as equações sem disutir as onseqüênias

físias dessa esolha (EINSTEIN, 1915, p. 118).

Note-se, portanto, que a justi�ativa apresentada para a relação
p�g = 1 era

muito problemátia.

No artigo de 1916, Einstein introduziu as ondições de que o Jaobiano das

transformações deve ser 1 e que
p�g = 1 a�rmando que isso não reduziria a gene-

ralidade da teoria, mas serviria apenas para simpli�ar as expressões (EINSTEIN,

1916, p. 167). Eddington disutiu o signi�ado dessa esolha e preferiu não

adotá-la (EDDINGTON, The mathematial theory of relativity, pp. 109-112).

2.5 A desoberta da lei einsteiniana da gravitação

O artigo de 1916 introduz a equação ovariante do ampo gravitaional de uma

forma muito partiular e que é diferente da que se tornou mais omum depois.

Essa segunda parte do artigo tem a seguinte seqüênia:

� Disussão sobre o movimento geodésio de uma partíula (�13).

� As equações do ampo gravitaional em uma região sem matéria (�14).

� Utilização de uma função Hamiltoniana e disussão de momento e energia

no ampo gravitaional, introduzindo o pseudo-tensor de energia-momento do

ampo (�15).

� As equações do ampo gravitaional na presença de matéria (obtidas a partir

das onsiderações sobre energia) e nova disussão sobre as leis de onservação

(��16-18).

� Equações para �uidos e ampo eletromagnétio no ampo gravitaional

(��19-20).

� Comparação entre o ampo gravitaional newtoniano e soluções aproxi-

madas das equações de ampo (�21).

� Dedução de onseqüênias da teoria: de�exão da luz, preessão do periélio

de Merúrio (�22).

Nessa forma de apresentação da teoria, disussões sobre energia e sobre o

pseudo-tensor de energia-momento do ampo gravitaional têm um papel funda-

mental.
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2.5.1 Equações do ampo gravitaional no váuo

A primeira seção dessa parte do artigo (�13) não introduz nenhum elemento novo

importante, pois a equação da geodésia e sua interpretação omo o movimento

de um ponto material no ampo gravitaional já havia sido introduzida antes (�9

do artigo), omo vimos.

A seção seguinte (�14) disute omo se pode determinar o tensor métrio (que

representa o ampo gravitaional) em uma região sem matéria (váuo). Embora o

artigo de 1916 não deixe isso laro, Einstein estava se baseando em uma analogia

om a equação de Laplae da teoria newtoniana da gravitação, que estabelee

ondições que devem ser satisfeitas pelo potenial gravitaional no váuo:

�' = ~r2' = 0

ou, esrevendo em oordenadas artesianas:

�' =
�2'

dx2
+

�2'

dy2
+

�2'

dz2
= 0

Como as omponentes do tensor métrio g�� são interpretadas por Einstein

omo poteniais gravitaionais, ele tinha a expetativa de que, na teoria da rela-

tividade geral, houvesse uma equação análoga envolvendo derivadas segundas (e

primeiras) do tensor métrio (EARMAN & GLYMOUR, 1978, p. 256). Ou seja:

ele esperava que houvesse algum tensor G que fosse alulado apenas a partir do

tensor métrio, por derivação, e que fosse nulo no váuo.

Talvez Einstein tenha pensado primeiramente em utilizar uma generalização

tensorial de �' = ~r2' = 0, exigindo que a derivada ovariante de segunda

ordem do tensor métrio fosse nula (EARMAN & GLYMOUR, 1978, p. 259). No

entanto, a derivada ovariante do tensor métrio é idêntia a zero, para qualquer

métria ompatível om uma onexão a�m do espaço-tempo, por isso tal tipo de

generalização não introduzia nenhuma onseqüênia nova e não podia ser uma

generalização de �' = ~r2' = 0. Por isso, em 1913 Einstein a�rmou:

O esalar Laplaiano �' é obtido do esalar ' formando-se a expan-

são [gradiente℄ deste e então o operador interno [a divergênia℄ deste.

Ambas operações podem ser generalizadas de tal modo que elas po-

dem ser realizadas em qualquer tensor de ordem arbitrariamente mais

alta, permitindo ao mesmo tempo uma substituição arbitrária das va-

riáveis básias. Mas essas operações degeneram se forem apliadas

ao tensor fundamental g��. A partir daí segue-se que as equações
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busadas serão ovariantes apenas em relação a um grupo partiular

de transformações, grupo este que é por enquanto desonheido para

nós. (EINSTEIN & GROSSMANN, 1913, p. 160)

No aso da teoria da relatividade espeial (que é válida no váuo e na ausênia

de ampo gravitaional), Einstein sabia que o tensor métrio podia ter a forma

minkowskiana om todos os termos onstantes. Nesse aso, evidentemente, qual-

quer tensor formado a partir das derivadas do tensor métrio seria nulo. Em

partiular, o tensor de Riemann-Christo�el B�
��� , que é formado por uma ombi-

nação de derivadas primeiras e segundas do tensor métrio, seria nulo.

No entanto, Einstein onsidera que uma equação do tipo B�
���= 0 não seria

uma generalização adequada de �' = 0, pois nesse aso nuna poderia existir

um ampo gravitaional no váuo. De fato, omo B�
��� é um tensor, se todas as

suas omponentes são nulas em um referenial, elas ontinuarão a ser nulas em

qualquer outro referenial (ou qualquer outro tipo de oordenadas). Se o tensor

B�
��� fosse nulo em uma região �nita do espaço-tempo, essa região seria �hata�,

isto é, equivalente ao espaço-tempo de Minkowsky om todos os g�� onstantes,

nessa região. Assim, a equação B�
���= 0 teria omo onseqüênia que o espaço-

tempo em uma região sem matéria seria desprovido de ampo gravitaional.

Em vez de B�
���= 0, Einstein vai sugerir uma possibilidade mais fraa: a de

que a ontração do tensor de Riemann-Christo�el (isto é, o tensor de Rii) tenha

omponentes nulas no váuo, isto é, G��=B
�
���= 0.

Isso nos leva a exigir para o ampo gravitaional sem matéria que o

tensor simétrioG�� proveniente do tensor B�
��� deve se anular. Assim

obtemos dez equações para as dez quantidades g�� que são satisfeitas

[também℄ no aso espeial em que todos os B�
��� se anulam.

[...℄

Deve-se assinalar que há apenas um mínimo de arbitrariedade na

esolha dessas equações. Pois além de G�� não existe nenhum outro

tensor de segunda ordem formado a partir de g�� e de suas derivadas,

que não ontenha derivadas mais elevadas do que a segunda, e que

seja linear nessas derivadas. (EINSTEIN, 1916, pp. 186-187)

Einstein utiliza em 1916 o tensor de Rii em uma forma simpli�ada, válida

apenas quando o determinante de g�� é igual a 1:

G�� =
�����
�x�

+ �����
�
�� = 0 (

p�g = 1)
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Embora Einstein tenha enfatizado que havia 10 equações para 10 inógnitas, é

evidente que as dez equações G��=0 não podem determinar os dez valores de g��,

aso ontrário não haveria nenhuma arbitrariedade na esolha das oordenadas

utilizadas para desrever um ampo gravitaional no váuo. Na verdade, as

dez equações G��=0 não são independentes, havendo quatro identidades que as

relaionam e, por isso, há apenas 6 equações independentes em G��=0 (EDDING-

TON, The mathematial theory of relativity, p. 81).

Quanto à arbitrariedade na esolha da equação G��=0, é importante adiionar

que o traço G do tensor G�� é um esalar que também depende das derivadas

primeiras e segundas de g�� e, portanto, podemos formar um novo tensor

G0
�� = G�� + �Gg�� (2.9)

(onde � é um esalar), que também obedee às mesmas ondições matemátias.

É possível provar que não existe outro tensor mais geral do que este que satisfaça

às mesmas ondições (EDDINGTON, The mathematial theory of relativity, pp.

81-82).

2.5.2 A rejeição iniial do tensor de Rii

Quando se apresenta dessa forma a justi�ativa para a esolha de G��=0, ela

paree razoável e até óbvia. É urioso, no entanto, que Einstein havia rejeitado

essa equação em 1913.

Em 1912, Grossmann havia sugerido a Einstein alguns andidatos plausíveis

para o tensor a ser utilizado na equação do ampo gravitaional, inluindo-se

entre essas sugestões o tensor de Rii (EARMAN & GLYMOUR, 1978, p. 92).

No �Entwurf�, Grossmann hegou a apontar que a ontração do tensor de

Riemann-Christo�el - ou seja, o tensor de Rii, que ele representa por G��

- poderia entrar na equação do ampo gravitaional. No entanto, onsiderou

que esse tensor era inadequado, porque não paree reduzir-se ao laplaiano do

potenial gravitaional para o aso de ampos fraos estátios (EINSTEIN &

GROSSMANN, 1913, p. 185; NORTON, 1993, p. 801).

Cornelius Lanzos interpreta a rejeição da forma desrita a seguir (LANCZOS,

pp. 13-14). Einstein esperava, nessa époa, que mesmo na presença de um ampo

gravitaional a métria fosse aproximadamente igual à métria de Minkowski.

Utilizando x4 = it, a métria de Minkowski pode ser representada por

g�� = Æ��
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(ou �g�� = Æ�� , dependendo dos sinais da métria). Assim, Einstein sup�s que

a métria na presença de um ampo gravitaional seria semelhante a:

g�� = Æ�� + k��

onde k seria uma onstante muito pequena. No entanto, veri�ou que era possível

satisfazer a ondição de que o tensor de Rii R� seria nulo tomando qualquer

função vetorial �� e fazendo �� = ��;� + ��;�. Essa indeterminação fez om

que Einstein desistisse, por dois anos, de prourar satisfazer a equação R� =

0 e prourasse trabalhar de outra forma a teoria da gravitação (LANCZOS, pp.

13-14).

Assim, no artigo de 1913 Einstein e Grossmann restringiram a teoria a trans-

formações lineares, apenas, e prouraram um �tensor� �� que pudesse representar

o ampo gravitaional : �Portanto, exigimos que �� seja um tensor om respeito

a transformações lineares arbitrárias� (EINSTEIN & GROSSMANN, 1913, p.

161).

Einstein e Grossmann analisam primeiramente uma expressão do tipo:

X
��

�

�x�

�
��

���
�x�

�
(2.10)

Nessa expressão, �� é a expressão que representa g��.

A expressão aima seria uma generalização do laplaiano �'. No entanto, os

autores onsideraram que essa expressão não era su�ientemente geral e depois

de uma análise bastante longa (na qual entram onsiderações sobre onservação

de energia), hegaram à expressão (EINSTEIN & GROSSMANN, 1913, pp. 164-

165):

��� =
P
��

1p�g
�

�X�

�
��
p�g ���

�X�

�
� P

����

��g��
���
�X�

���
�X�

+

+ 1
2

P
����

�
����

�g��
�x�

���
�x�

� 1
2
����

�g��
�x�

���
�x�

�
Em 1913 Einstein, om a ajuda de Mihele Besso, veri�ou que a teoria do

�Entwurf� não levava ao valor orreto para a preessão do periélio de Merúrio

(EARMAN & GLYMOUR, 1978, p. 118). Durante uma troa de artas om Levi-

Civita, em 1915, Einstein teve que admitir que a equação básia do �Entwurf�

não era ovariante. Desobriu também que essa equação era inompatível om

a métria em um sistema de referênia em rotação (EARMAN & GLYMOUR,

1978, p. 118; ver também JANSSEN, 1999). Havia, portanto, muitos problemas

om a teoria de 1913, mas Einstein não sabia omo substituir essa fórmula por

outra.
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No trabalho de 1915 Einstein sup�s, iniialmente, que o tensor de Rii fosse

proporional ao tensor de momento-energia-tensão, om uma onstante de pro-

porionalidade muito pequena:

G�� = ��T��

Trabalhou, no entanto, apenas om o aso do ampo no váuo (T�� = 0) e

mostrou que, em primeira aproximação, um ampo estátio om simetria esféria

devia ser equivalente ao dado pela teoria newtoniana. Depois, trabalhando om

uma segunda aproximação, notou o apareimento de efeitos não-newtonianos.

As órbitas planetárias deveriam ter um movimento de preessão, e a luz deveria

sofrer uma de�exão no ampo gravitaional que seria o dobro do efeito que ele

próprio havia alulado alguns anos antes (LANCZOS, p. 15). Aparentemente

foi por ausa de ter obtido essas importantes onseqüênias que Einstein adotou

o tensor de Rii, rejeitando o �tensor� �� do �Entwurf�.

No trabalho de 1916, Einstein se refere à preessão do periélio logo depois de

introduzir o tensor de Rii e a�rma: �Este fato, tendo em vista que as equações

foram estabeleidas por via puramente matemátia a partir do postulado da

relatividade geral, onstitui, na minha opinião, testemunho onvinente de que a

teoria é válida do ponto de vista físio� (EINSTEIN, 1916, p. 187).

2.5.3 Equações do ampo gravitaional na presença de

matéria

No artigo de 1916, depois de disutir as equações de ampo no váuo G�� = 0,

Einstein disute as equações de ampo na presença de matéria. A apresentação

que é feita nesse artigo é ompletamente diferente da que aparee em obras didáti-

as de relatividade geral.

Mas antes de apresentar o raioínio de Einstein, vamos eslareer a relação,

atribuída por Einstein, entre o tensor fundamental e o potenial gravitaional.

Relação que �a evideniada na a�rmação feita por D'Abro (D'ABRO, 1950,

p. 267-271), de que �se a gravitação deve ser atribuída à urvatura do espaço-

tempo, o potenial de Newton ' (um invariante) poderá ser substituído em ada

ponto por dez valores separados g�� de�nidos no espaço-tempo [...℄ Onde essas

omponentes formam um tensor de segunda ordem e o potenial invariante de

Newton torna-se um dos g���.

De fato, ao onsiderarmos a aeleração de uma partíula iniialmente parada,

pela lei da inéria temos um onjunto de quatro equações, uma para ada oor-
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denada, da forma:
d2x�

d� 2
= ���

��

�
dx�

d�

��
dx�

d�

�

onde o tempo próprio � é dado por d� = dt
�
1� v2

2

� 1

2

= dt

.

Mas se a partíula estiver iniialmente em repouso, teremos, para o instante

iniial, a expressão:
dxi

d�
= 0

onde i = 1; 2; 3. Portanto nesse aso apenas a quarta omponente da quadrive-

loidade é diferente de zero:
dx4
d�

=
dt

d�
= 

e a lei da inéria �a:

d2x�

d� 2
= ���

44

�
dx4
d�

��
dx4
d�

�
= �2��

44

a qual pode-se esrever simplesmente omo

d2x�

dt2
= ���

44

Agora, substituindo o símbolo de Christo�el pela sua expressão, obtemos:

��
44 = g���44;�

= 1
2
g��

�
�g4�
�x4

+ �g�4
�x4

� �g44
�x�

�
= 1

2
g��

�
�g4�
�t

+ �g�4
�t
� �g44

�x�

�
Mas se supusermos que o tensor métrio é onstante no tempo, os termos do

tipo �g4�
�t

serão nulos e o símbolo de Christo�el reduzir-se-á para:

��
44 = g���44;� = �1

2
g��

�g4
�x�

e portanto
d2x�

dt2
= ���

44 = �
1

2
g��

�g4
�x�

Pode-se onsiderar que �g44
�x�

é semelhante ao gradiente de um potenial gravi-

taional, que é um tensor ovariante.

Agora omparando om a expressão da físia lássia,

aj = �gij
�'

�xi
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há uma orrespondênia
1

2

�g44
�x�

 ! � �'
�xi

e, portanto deve-se ter

g44 = K � 2'

(pode haver uma onstante arbitrária)8

Uma vez alarado este espeto, a apresentação didátia das equações de ampo

pode ser feita da seguinte maneira:

Na ausênia de matéria, omo vimos, a equação do ampo gravitaional pode

ser esrita omo

G�� = 0 (2.11)

onde G�� é o tensor de Rii. A generalização mais simples, para o aso om

matéria, seria:

G�� = ��T�� (2.12)

De fato, esta forma da equação foi proposta por Einstein no �nal de 1915

(EINSTEIN, 1915, p. 109).

No entanto, a equação G�� = ��T�� não é satisfatória, sob o ponto de vista

tensorial. O tensor de momento-energia-tensão T�� tem divergente nulo, e o

tensor de Rii G�� não tem divergente nulo. Assim, se �zermos o divergente dos

dois lados da equação G�� = ��T�� hegaremos a um absurdo (LANCZOS, p.

15). Para orrigir esse problema, podemos substituir o tensor de Rii por uma

expressão que tem divergente nulo:

G�� � 1

2
Gg�� = ��T�� (2.13)

onde G é o traço do tensor de Rii. Outra forma dessa equação é:

G�� = ��(T�� � 1

2
Tg��) (2.14)

Se aeitarmos as restrições que tinham sido impostas ao lado esquerdo da

equação do ampo gravitaional, essa é a únia equação tensorial razoável que

poderia ser sugerida (EDDINGTON, The mathematial theory of relativity, pp.

119-120).

No entanto, Einstein não seguiu essa linha de raioínio nem no artigo do

�nal de 1915 nem no de 1916. Ele utilizou onsiderações sobre energia, seguindo

os seguintes passos:

8Para maiores detalhes ver MARTINS, R. Notas de aula do urso Teoria da Relatividade

Geral.
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� Utilização de uma função Hamiltoniana e disussão de momento e energia

no ampo gravitaional, introduzindo o pseudo-tensor de energia-momento do

ampo (�15).

� As equações do ampo gravitaional na presença de matéria (obtidas a partir

das onsiderações sobre energia) e nova disussão sobre as leis de onservação

(��16-18).

Essa forma de apresentação é, novamente, uma herança do �Entwurf� de 1913.

Naquele trabalho, Einstein prourou uma generalização da equação de Poisson:

�' = 4�k�

Como, na teoria da relatividade espeial, as propriedades meânias da matéria

já não eram mais desritas por um esalar e sim por um tensor (o tensor de

momento-energia-tensão T�� , introduzido por Max von Laue), Einstein esperava

que a generalização da equação de Poisson fosse do tipo:

��� = ����

onde � seria uma onstante e ��� seria um tensor de segunda ordem, obtido a

partir do tensor métrio fundamental g�� e ��� é o tensor de momento-energia-

tensão sob forma ontravariante (EINSTEIN & GROSSMANN, 1913, p. 160).

Já vimos que, no �Entwurf�, Einstein examina e rejeita o tensor de Rii omo

andidato a ��� .

Para enontrar um tensor adequado, Einstein analisa as propriedades do ten-

sor ��� . As leis de onservação de momento e de energia da relatividade espeial

podem ser expressas em forma tensorial muito simples, ����=0, onde ���� é a

derivada ovariante do tensor ���. Desenvolvendo a derivada ovariante desse

tensor, temos:

X
��

�

�x�

�p�g:g�����

�� 1

2

X
��

p�g�g��
�x�

��� = 0 (2.15)

Einstein guiou-se, no �Entwurf�, pela forma desta equação, prourando obter

para ��� uma expressão que tivesse propriedades semelhantes, até hegar ao

resultado:

��� =
P
��

1p�g :
�

�x�

�
��

p�g:���
�x�

�
� P

����

��g��
���
�x�

���
�x�

+

+ 1
2

P
����

�
����

�g��
�x�

���
�x�

� 1
2
����

�g��
�x�

���
�x�

�
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Einstein dividiu essa expressão em duas, às quais deu nomes diferentes:

��� =
X
��

1p�g :
�

�x�

�
��
p�g:���

�x�

�
�
X
����

��g��
���
�x�

���
�x�

(2.16)

que tem uma forma semelhante à do divergente de um gradiente de ��, e

�2�#�� =
X
����

�
����

�g��
�x�

���
�x�

� 1

2
����

�g��
�x�

���
�x�

�
(2.17)

Portanto, o tensor ��� foi deomposto em duas partes:

��� = ��� � �#��

Note-se que o tensor ���, que havia sido obtido uniamente a partir da

métria, tem agora uma parte onde aparee a onstante gravitaional. No en-

tanto, essa onstante gravitaional não existe, na verdade, na expressão de ���
que foi apresentada aima. Ela foi introduzida de um modo arti�ial, durante a

deomposição de ��� em duas partes.

A idéia que paree estar por trás dessa análise de Einstein é a seguinte: ele

pensou que o próprio ampo gravitaional deveria ter momento e energia, omo

o ampo eletromagnétio. Assim, mesmo na ausênia de matéria (no váuo),

o espaço-tempo orrespondente a um ampo gravitaional deveria ter momento

e energia; e o próprio momento-energia do ampo gravitaional seria origem do

ampo. No aso do ampo eletromagnétio, a densidade de energia é proporional

ao quadrado dos ampos elétrio e magnétio. No aso do ampo gravitaional,

omo os g�� (ou, em forma ontravariante, ��) representam o potenial gravita-

ional, suas derivadas em relação às oordenadas (que são alguma oisa pareida

om o gradiente) devem representar o ampo gravitaional, por isso é razoável es-

perar que a densidade de energia do ampo gravitaional apareça sob a forma de

expressões quadrátias das derivadas do g�� . Assim, no váuo (quando o tensor

de momento-energia-tensão da matéria é nulo), a equação do ampo gravitaional

deveria se reduzir a alguma oisa do tipo

���= �laplaiano� de g�� = �.#��= �. �tensor energia-momento do ampo�

onde #��é uma expressão que pode ser interpretada omo um tensor de mo-

mento-energia-tensão do ampo gravitaional.

Utilizando essa análise, Einstein transformou a equação

��� = ����
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na seguinte forma (EINSTEIN & GROSSMANN, 1913, p. 165):

��� � �#�� = ���� ) ��� = �(��� + #��)

Um aspeto interessante dessa equação, indiado por Einstein, era que os

divergentes dos dois lados da equação eram iguais entre si.

Sob forma ovariante, a equação podia ser esrita (EINSTEIN & GROSS-

MANN, 1913, p. 166):

�D�� = �(T�� + t��)

onde t�� é a forma ovariante de #�� .

Ao longo da dedução apresentada no �Entwurf�, Einstein dá o nome de �tensor

ontravariante de energia-tensão do ampo gravitaional� à expressão #�� (EINS-

TEIN & GROSSMANN, 1913, p. 164 e seguintes) e o trata realmente omo um

tensor. No entanto, #�� não é um tensor, ou seja, não satisfaz a de�nição de

tensor para transformações gerais de oordenadas. É um �pseudo-tensor�.

Um dos motivos que levou Einstein a restringir o tipo de sistemas oordenadas

válidas em 1913 foi justamente a tentativa de formular a lei da onservação da

energia na presença do ampo gravitaional (HOEFER, 1994, p. 299). O �tensor�

t�� de momento-energia do ampo gravitaional só obedeia às transformações

tensoriais para erta lasse de transformações de oordenadas (transformações

lineares) e podia ser anulado para outro tipo de transformações (EARMAN &

GLYMOUR, 1978, p. 263).

No primeiro semestre de 1915 Einstein e Levi-Civita iniiaram uma intensa

orrespondênia sobre alguns aspetos do álulo tensorial relevantes para o de-

senvolvimento da teoria da gravitação (GOODSTEIN, 1983). Um dos aspetos

da teoria de Einstein que Levi-Civita ritiou foi o uso do �tensor� t��. No en-

tanto, Einstein manteve sua onvição sobre a importânia desse pseudo-tensor

até a formulação �nal da sua teoria da gravitação.

No artigo de 1916, Einstein introduz o �tensor� de tensão-energia do ampo

gravitaional de uma forma diferente, impondo a ondição
p�g=1 e partindo de

um prinípio variaional em que utiliza um hamiltoniano om a forma (EINS-

TEIN, 1916, p. 188):

H = g�������
�
��

Einstein mostra, então, que o prinípio variaional oloado sob a forma

Æfs Hd�g = 0
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orresponde ao par de equações (EINSTEIN, 1916, p. 190):

�t��
�x�

= 0 (2.18)

�2�t�� = g���
�H

�g���
� Æ��H

A segunda dessas equações de�ne a grandeza t�� e a primeira é algo pareido

om um divergente nulo, omo na expressão da onservação de energia-momento

da matéria. A expressão de t�� pode ser desenvolvida sob a forma:

�t�� =
1

2
Æ��g

�������
�
�� � g�������

�
��

Logo em seguida, Einstein omenta: �É de salientar que t�� não é um tensor,

mas que, apesar disso, a equação (49) é válida em todos os sistemas de oorde-

nadas para os quais
p�g=1� (EINSTEIN, 1916, p. 190).

Depois, Einstein mostra que, na ausênia de matéria, a equação

G�� =
�����
�x�

+ �����
�
�� = 0 (para

p�g = 1) (2.19)

pode ser esrita de outra forma (EINSTEIN, 1916, p. 191):

�

�x�

�
g������

�
= ��

�
t�� �

1

2
Æ��t

�
(para

p�g=1)

Como essa equação é válida para o váuo, Einstein propõe então generalizá-la

para um espaço om matéria, oloando do lado direito da equação a soma dos

tensores de momento-energia-tensão da matéria e do ampo gravitaional:

�

�x�

�
g������

�
= ��

�
(t�� + T �

� )�
1

2
Æ�� (t+ T )

�
(para

p�g=1)

Por �m, Einstein mostra que essa relação pode ser expressa omo (EINSTEIN,

1916, p. 193):

�����
�x�

+ �����
�
�� = ��

�
T�� �

1

2
g��T

�
(para

p�g=1)

Como o lado esquerdo da equação é a forma simpli�ada do tensor de Rii

G�� , essa equação poderia ser esrita sob formas que são mais familiares atual-

mente:

G�� = ��(T�� � 1

2
:g��)

G�� � 1

2
Gg�� = ��T��
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Estas formas, no entanto, não apareem no artigo de 1916.

Note-se que, na apresentação de 1916, o pseudo-tensor t�� de energia-momen-

to-tensão do ampo gravitaional aparee no meio da dedução e depois desaparee

no resultado �nal.

2.5.4 Limite de ampos fraos

Depois de hegar à equação do ampo gravitaional, era neessário deduzir on-

seqüênias dessas equações e ompará-las tanto à teoria gravitaional newtoniana

quanto aos fen�menos onheidos, além de prever novos fen�menos. No artigo de

1916, Einstein faz isso nas seções �nais do trabalho (��21-22). A omparação om

a teoria newtoniana era essenial, entre outras oisas, para determinar o valor da

onstante � da equação de Einstein.

No �nal de 1915 Einstein analisou o aso do ampo gravitaional na ausênia

de matéria, isto é, G�� = 0, e obteve o ampo gravitaional aproximado, no aso

de simetria esféria. Em primeira aproximação, o ampo é newtoniano, porém

surge um desvio da luz no ampo gravitaional que é o dobro do que Einstein

havia alulado antes (EINSTEIN, 1915, p. 114). Fazendo uma aproximação

de segunda ordem, o movimento dos planetas apresenta uma pequena diferença

em relação ao movimento newtoniano, e Einstein mostra que isso produz uma

preessão do periélio dos planetas que é apaz de expliar a anomalia que havia

sido observada (prinipalmente no aso de Merúrio) (EINSTEIN, 1915, p. 116).

As deduções apresentadas no artigo de 1916 são semelhantes às do �nal de 1915.
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Capítulo 3

Modelos do universo

3.1 As ondições de ontorno do ampo

gravitaional

Em 1917 Einstein publiou o seu primeiro trabalho sobre osmologia, onde tentava

apresentar uma desrição relativístia do universo omo um todo (EINSTEIN,

1917). Uma grande parte do trabalho é dediada a desrever tentativas que não

deram erto. Depois, Einstein apresenta uma modi�ação das equações do ampo

gravitaional e, no �nal do artigo, o modelo osmológio �ilíndrio�.

A motivação do artigo, onforme a exposição de Einstein, é estabeleer as

ondições de ontorno (ou ondições-limite) para o uso da equação do ampo

gravitaional. Quando Einstein e, depois, Shwarzshild estudaram o ampo de

um planeta ou estrela, impuseram a ondição de simetria esféria e também a

ondição de que a uma grande distânia do entro o tensor métrio tendesse aos

valores da relatividade espeial. No entanto, em 1917 Einstein a�rmou que essa

ondição não era evidente (EINSTEIN, 1917, p. 225) e se preoupou em analisar

o limite do ampo gravitaional quando a distânia à matéria tende a in�nito.

Por que ele tinha essa preoupação?

Em 1913 Einstein onsiderava que a onstânia das omponentes do tensor

métrio (omo no aso da métria de Minkowski) orrespondiam à ausênia de

ampo e sua não-onstânia à presença do ampo (HOEFER, 1994, p. 295). No

entanto, em 1915, em uma arta esrita a Lorentz, Einstein defendeu a idéia de

que todas as omponentes do ampo gravitaional se anulam no in�nito (HOE-

FER, 1994, p. 303). É difíil saber se ele estava se referindo, nesse aso, às om-

ponentes do tensor métrio ou aos símbolos de Christo�el, mas provavelmente
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estava pensando no tensor métrio. Nesta époa, Einstein estava fortemente in-

�ueniado pelo pensamento de Mah e areditava que as propriedades ineriais

de um orpo eram devidas à interação desse orpo om o resto do universo. Um

orpo distante de todos os outros (�no in�nito�) não teria propriedades ineriais.

No próprio trabalho de 1917 essa idéia está presente, pois Einstein a�rma:

Em uma teoria de relatividade, onseqüentemente, não pode existir

inéria em relação ao �espaço�, mas somente inéria das massas em

relação umas às outras. Portanto, se eu oloar uma massa a uma

distânia espaial su�ientemente grande de todas as outras massas

do Universo, a sua inéria deverá desvaneer-se. (EINSTEIN, 1917,

p. 229)

O espaço-tempo de Minkowski e a solução de Shwarzshild (que tinha um

espaço-tempo minkowskiano omo limite no in�nito) mostravam a existênia de

uma estrutura do espaço-tempo mesmo em ondições sem ampo gravitaional,

e isso pareia estar em on�ito om o prinípio de Mah (HOEFER, 1994, p.

288). Einstein esperava que a inéria de um orpo tendesse a zero quando ele

estivesse muito afastado de qualquer outro orpo. Como essas propriedades i-

neriais, na relatividade geral, são representadas pela métria, ele esperava que

o tensor métrio se tornasse degenerado (oe�ientes iguais a zero ou in�nito)

quando a distânia tendesse a in�nito, em vez de tender aos valores da métria

de Minkowski (NORTON, 1993, p. 806).

De Sitter omentou, em 1916, que uma teoria na qual a métria tende aos

valores da relatividade restrita quando a distânia tende a in�nito seria uma

teoria na qual a inéria não é relativa. Além disso, apontou que essa métria não

é invariante e que portanto apenas para uma lasse muito restrita de sistemas de

referênia as ondições de ontorno podem ser estas (DE SITTER, 1916-17, pp.

181-183). Foi aparentemente motivado por esses omentários de De Sitter que

Einstein tentou enontrar uma métria limite que fosse invariante.

Em novembro de 1916, em uma arta esrita a De Sitter, a posição de Einstein

se torna mais lara: ele supunha que a ausênia de ampo gravitaional deveria

ter omo onseqüênia a ausênia de inéria de uma partíula no in�nito (HOE-

FER, 1994, p. 307). Ele também areditava que as ondições de ontorno, no

in�nito, deveriam ser invariantes sob mudanças de oordenadas, e a métria de

Minkowski obviamente não obedee a essa ondição (HOEFER, 1994, pp. 309-

310). De aordo om um doumento de De Sitter, Einstein estaria pensando em
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uma métria limite do tipo: 0
BBB�

0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 1
1 1 1 12

1
CCCA

De Sitter havia sido um dos primeiros divulgadores da teoria de Einstein

na Inglaterra, durante a époa da primeira guerra mundial, om a ajuda de

Eddington (HOEFER, 1994, p. 305). Embora ele fosse favorável, de modo geral,

à teoria da relatividade geral, já tinha manifestado em 1916 uma deson�ança

em relação à idéia da relatividade da inéria (NORTON, 1993, p. 814).

Em um trabalho popular esrito em 1917, Einstein esreveu: �Um ampo

gravitaional puro poderia ter sido desrito em função dos gij (omo funções

das oordenadas), por solução das equações gravitaionais. Se imaginarmos que

removemos o ampo gravitaional, isto é, as funções gij, não permanee um

espaço do tipo (1) [espaço-tempo de Minkowski℄, mas absolutamente nada, e

também nenhum `espaço topológio'. Pois as funções gij desrevem não apenas o

ampo, mas ao mesmo tempo as propriedades topológias e a estrutura métria da

multipliidade� (EINSTEIN, Relativity: the speial and general theory, p. 415).

Assim, Einstein não onsidera o espaço-tempo de Minkowski omo um espaço

sem ampo, mas omo um aso espeial de ampo no qual o potenial gravita-

ional não depende das oordenadas. �Não pode existir espaço nem qualquer

parte do espaço sem poteniais gravitaionais; pois estes onferem ao espaço suas

propriedades métrias, sem as quais ele não pode ser imaginado de forma nenhu-

ma� (Einstein, apud NORTON, 1993, p. 805).

Foi dentro desse ontexto oneitual que Einstein omeçou a pensar sobre a

métria nos limites do universo.

3.2 A estrutura do universo

Para podermos ompreender o ponto de partida de Einstein, é neessário onheer

aquilo que se pensava sobre a estrutura do universo, nessa époa.

Do séulo XVII até o iníio do séulo XX pratiamente todos os astr�nomos

pensavam que o universo onteria um únio grupo de estrelas (a nossa galáxia),

que poderia se estender até distânias in�nitas ou ser limitado. No entanto, no

séulo XVIII alguns pensadores omo Thomas Wright e Immanuel Kant sugeri-

ram a possibilidade de diversos grupos de estrelas, ou �universos-ilha� (NORTH,
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The measure of the universe, p. 4). No iníio do séulo XX estimava-se o tamanho

de nossa galáxia em aproximadamente 100 mil anos luz. Pensava-se que as �nebu-

losas� [o nome que era dado às galáxias, na époa℄ estavam dentro desses limites

de distânia.

Até 1910 apenas uma minoria de astr�nomos areditava na existênia de

grandes sistemas de estrelas fora de nossa galáxia. O universo pareia, assim,

onstituído por duas partes. Uma era o onjunto de estrelas que formava a

Via Látea. A outra era um espaço vazio, in�nito, que jamais seria onheido

(SMITH, 1990, p. 53). Além das estrelas, pensava-se que a nossa galáxia on-

tinha muitas nebulosas, de vários tipos. A maioria delas tinha uma estrutura em

espiral, que sugeria rotação. Elas eram onsideradas pela maioria dos astr�nomos

omo sendo nuvens de matéria em rotação om tamanho semelhante ao de nosso

sistema solar, onstituindo sistemas estelares em formação (SMITH, 1990, p. 53).

Outros areditavam que eram pequenos grupos de estrelas.

Em torno de 1920 omeçaram a se aumular evidênias de que as nebulosas

espirais eram sistemas gigantesos, a grande distânia de nossa galáxia e tão

grandes quanto ela (NORTH, The measure of the universe, p. 13). Uma impor-

tante evidênia foi proporionada pela desoberta de estrelas novas e variáveis

(efeidas) em nebulosas espirais, o que permitiu estimar sua distânia em mi-

lhões de anos-luz.

Vesto Melvin Slipher areditava que as nebulosas espirais eram sistemas so-

lares em formação e omeçou a medir seus espetros om o objetivo de ompreen-

der a formação do sistema solar (SMITH, 1990, p. 54). Estudando o espetro de

Andr�meda, em 1912 ele estabeleeu pela primeira vez a existênia de um desvio

para o vermelho, indiando uma veloidade de aproximadamente 300 km/s. Em

1914 ele já havia medido as veloidades de 15 nebulosas espirais e quase todas es-

tavam se afastando - algumas delas om veloidades de mais de 1.000 km/s. Isso

sugeria que elas não poderiam ser grupos de estrelas presos gravitaionalmente à

nossa galáxia.

As observações feitas por Hubble em 1923 e 1924 mostraram a existênia

de estrelas variáveis (efeidas) em nebulosas espirais. Pela medida do período

de variação dessas estrelas era possível ompará-las om estrelas mais próximas,

permitindo medir suas distânias e estabeleendo laramente que estavam fora

de nossa galáxia (SMITH, 1990, p. 55). Estudando Andr�meda, onluiu que

estava a uma distânia de aproximadamente um milhão de anos-luz (em vezes o

tamanho estimado de nossa galáxia, na époa).

A própria palavra �universo� mudou de signi�ado, no iníio do séulo XX. Em
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1914, quando Eddington publiou seu livro Stellar movements and the struture

of the universe, ele estava estudando apenas a dinâmia das estrelas dentro da

nossa galáxia (SMITH, 1990, p. 52). No entanto, já nessa époa Eddington

omeçou a interpretar o universo de outra forma, aeitando que as nebulosas

espirais eram outros mundos semelhantes à Via Látea (MCREA, 1991, p. 67).

Quando Einstein omeçou a desenvolver seu modelo osmológio ele imaginava

o universo omo um onjunto de estrelas, pois não adotava ainda a idéia de

galáxias imensas, espalhadas pelo espaço. Baseando-se nos estudos sobre a nossa

galáxia, ele provavelmente pensava que a maior parte do universo era vazia e que

existiria apenas uma região heia de estrelas (omo uma nuvem), em um espaço

in�nito.

Um modelo que ele paree ter explorado é o de um sistema de estrelas em

movimento aótio, omo as partíulas de um gás, em um estudo de equilíbrio e

obedeendo a uma distribuição de veloidades de Maxwell-Boltzmann (BERNS-

TEIN & FEINBERG, Cosmologial onstants, p. 8). Supondo que essas estrelas

formavam uma nuvem �nita, era razoável pensar que a densidade de matéria

tenderia a zero quando a distânia ao entro do universo tendesse a in�nito.

Antes de tratar esse modelo utilizando a teoria relativístia da gravitação,

Einstein faz algumas onsiderações a respeito da físia lássia.

3.3 Problemas osmológios da gravitação

newtoniana

A onepção de universo existente na époa de Newton era a de um espaço

in�nito om estrelas (e talvez planetas) espalhadas de forma mais ou menos uni-

forme. Como a força gravitaional se estende a uma distânia in�nita, surgia

o problema de saber por que as estrelas não se aglomeram todas, por ausa de

sua atração mútua. Em uma troa de artas que manteve om Rihard Bentley,

em 1692, Newton eslareeu que essa aglomeração seria realmente a expetativa

mais simples, mas que Deus poderia ter distribuído as estrelas pelo espaço de tal

modo que elas �assem em equilíbrio (instável) para sempre (NORTON, 1999,

pp. 288-289). Bentley entendeu que esse equilíbrio de ada estrela seria ausado

por forças in�nitas dirigidas para todos os lados, e que omo todos os in�nitos

são iguais, essas forças se anulariam. Newton eslareeu que tal raioínio era

inadequado, porque nem sempre se pode supor que dois in�nitos são iguais. Se

as estrelas do universo estivessem na situação de equilíbrio e fose adiionada uma
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pequena força (�nita) em alguma direção, ontinuariam a existir forças in�nitas

para todos os lados, mas agora o equilíbrio se romperia, porque um dos in�nitos

seria maior do que os outros (NORTON, 1999, pp. 290-291).

Uma das objeções à teoria de um universo estendendo-se in�nitamente em

equilíbrio foi feita no �nal do séulo XIX por Hugo Seeliger e Carl Neumann.

Em um artigo publiado em 1895, Seeliger indiou que, de aordo om a teoria

newtoniana da gravitação, se a densidade média da matéria no universo for �nita

(e o universo in�nito), o potenial gravitaional tenderia a in�nito. Além disso,

a força resultante sobre um ponto poderia ser alulada de diferentes maneiras,

levando a resultados ontraditórios dependendo do modo de fazer a integração

sobre todo o espaço. As forças de maré também sofreriam anomalias do mesmo

tipo (NORTON, 1999, pp. 274-279). Esses resultados lhe pareeram indiar um

problema fundamental na físia newtoniana. Ele onsiderou duas possibilidades

de esapar do problema: ou a quantidade total de matéria do universo é �nita,

ou a lei da atração gravitaional deveria ser mudada. Ele optou pela segunda

alternativa, propondo que a força gravitaional newtoniana sofresse uma redução

exponenial om a distânia:

F = �Gmm0 e
��r

r2

Introduzindo esse fator exponenial, era possível manter um universo in�nito

om densidade uniforme, pois todas as integrais onvergiam (NORTON, 1999,

p. 294). Seeliger hegou a sugerir que essa alteração na lei de Newton poderia

expliar a preessão an�mala do periélio de Merúrio, dando a � o valor de 0,000

000 38 (em unidades astron�mias).

Após a publiação do artigo de Seeliger, Carl Neumann alegou que já havia

estudado esse problema 20 anos antes. Há fortes dúvidas de que isso de fato

tivesse oorrido (NORTON, 1999, pp. 281-282), mas Seeliger não ontestou a

prioridade de Neumann. Em um livro publiado em 1896 Neumann disutiu o

problema de um modo mais simples, indiando a existênia de uma indetermi-

nação no álulo das forças que uma partíula sofreria em um universo in�nito

om distribuição uniforme de matéria. Ele prop�s omo solução para esse proble-

ma que o potenial gravitaional newtoniano (e não a força) fosse multipliado

por um fator e��r que diminuísse exponenialmente om a distânia.

' = �Ae
�r

r

Introduzindo essa modi�ação, a integral do potenial gravitaional se man-

tinha �nito (NORTH, The measure of the universe, p. 17).
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A alteração do potenial proposta por Neumann leva a uma força um pouo

diferente da de Seeliger:

F = �Gm1m2
(1 + �r)

r2
e��r

Neumann também deduziu a alteração que seria neessário introduzir na

equação de Poisson por ausa dessa modi�ação, obtendo (NORTON, 1999, p.

298):

r2'� �2' = 4A�"

onde " é a densidade da matéria e A é a onstante gravitaional G.

3.4 Einstein e o problema lássio

No artigo sobre osmologia de 1917 Einstein estuda dois modos de resolver o pro-

blema da físia newtoniana. Para evitar que o potenial gravitaional se tornasse

in�nito, poderíamos onsiderar que a densidade de matéria fosse deresendo

de um ponto entral para a periferia (EINSTEIN, 1917, p. 226). Desde que a

densidade média tendesse a zero mais rapidamente do que 1
r2
, o potenial tenderia

a um valor �nito.

No entanto, Einstein onsiderou que essa solução seria insatisfatória porque

orpos elestes om uma veloidade �nita poderiam se afastar inde�nidamente,

e a luz também se perderia no in�nito1 . O sistema de estrelas iria, portanto,

se defazendo. Ao desenvolver o seu argumento, Einstein ompara o sistema de

estrelas a um gás que obedeesse à distribuição de Boltzmann (EINSTEIN, 1917,

p. 227).

Em 1922, alguns anos depois da publiação desse artigo de Einstein, Franz

Selety mostrou que o argumento de Einstein não era onlusivo (NORTON, 1999,

pp. 309-312). Considerando que a densidade diminuía om 1
r2
. Selety mostrou

que era possível ter um gás em equilíbrio, om temperatura onstante, obedeendo

à distribuição de Boltzmann. O argumento de �evaporação� do universo podia

assim ser evitado. Nesse tipo de situação, o potenial gravitaional reseria de

forma logarítmia om a distânia ao entro.

Eintein supõe, no artigo de 1917, que o potenial no in�nito não poderia

ser grande, porque se fosse observaríamos algumas estrelas se movendo om alta

veloidade (EINSTEIN, 1917, p. 227). A idéia básia seria que as estrelas mais

1Einstein se refere ao in�nito om se fosse um lugar, neste artigo, omo foi apontado por

NORTH, The measure of the universe, p. 71.
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distantes poderiam �air� para o entro e, se a diferença de potenial fosse muito

grande, elas poderiam atingir veloidades altíssimas. Como isso não oorre, o

potenial no in�nito não pode ser grande.

Este argumento não é satisfatório, porque supõe que uma estrela pudesse

�air� para o entro sem sofrer troas de energia om outras estrelas. Evidente-

mente, à medida que fosse se aproximando do entro e atravessando a �nuvem�

de estrelas, essa estrela sofreria desvios e tenderia a adquirir a mesma veloidade

média que as outras estrelas.

Embora o argumento de Einstein ontra o universo lássio fosse inválido,

ele pensava que era válido, e por isso disutiu a possibilidade de alterar a lei da

atração gravitaional (EINSTEIN, 1917, p. 227-228). Sem se referir aos trabalhos

de Seeliger e Neumann, ele india que poderíamos substituir a equação de Poisson

�� = 4�K� por:

��� �� = 4�K�

Essa expressão é equivalente à de Neumann.

Com essa alteração, seria possível imaginar um universo in�nito, om uma

distribuição uniforme de matéria (densidade onstante �0) e om potenial gra-

vitaional � onstante, pois se � é onstante o seu laplaiano se anula, e para

satisfazer a equação aima basta fazer:

� = �4�K�0
�

Assim, uma alteração na lei de Newton da gravitação resolveria o problema

dos poteniais in�nitos. Note-se, também, que a introdução de um potenial

onstante faz om que a força (-r�) sobre ada partíula seja nula e, por isso,

esse universo é estável. Note-se que a força de uma partíula sobre outra, no

entanto, é sempre atrativa, qualquer que seja a distânia - ou seja, o termo -

�� não introduz uma repulsão ou qualquer força que ontrabalane a atração

gravitaional.

Em um livro popular que esreveu nessa mesma époa, Einstein se refere a

Seeliger omo o autor da rítia à teoria newtoniana (EINSTEIN, Relativity - the

speial and the general theory, p. 105).

No entanto, é laro que Einstein não estava prourando resolver o problema

lássio e sim enontrar um modo de desrever o universo que fosse ompatível

om a teoria da relatividade geral. Essa introdução servia apenas para mostrar

que havia um problema na físia lássia e para expliar duas tentativas de solução

(universo om massa �nita onentrada em torno de um ponto ou mudança nas
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equações do ampo gravitaional) que são iguais às que ele próprio tentou, dentro

da teoria da relatividade geral.

3.4.1 O potenial gravitaional relativístio no in�nito

A primeira possibilidade explorada por Einstein, no artigo de 1917, é a de que o

universo ontenha matéria apenas em torno de uma região entral. Nesse aso,

ele esperava que uma partíula oloada a uma grande distânia desse entro não

poderia ter inéria, já que a inéria era o resultado da interação da partíula om

o resto do universo.

Para poder exprimir essa ondição de forma matemátia, Einstein introduziu

o quadrivetor momento energia em forma ovariante (EINSTEIN, 1917, p. 230):

m
p�gg��dx�

ds

Essa fórmula não é expliada no artigo de Einstein, e não é a generalização

mais natural da expressão utilizada na relatividade espeial. De fato, na relativi-

dade espeial temos, usando o formalismo moderno:

p� = m
dx�

ds

onde m é a massa própria de uma partíula e p� é o quadrivetor de momento-

energia. Como p� é um tensor (no aso, um quadrivetor ontravariante), essa

equação é válida em qualquer sistema de oordenadas e pode ser mantida sem

modi�ação alguma na relatividade geral. Pode-se também esrever esse tensor

em forma ovariante:

p� = g��p
� = mg��

dx�

ds

mas não há motivo para multipliar essa expressão por
p�g.

Einstein supõe, em seguida, que a uma grande distânia da região entral do

universo a métria poderia ser esrita sob a forma:

ds2 = �A[(dx1)2 + (dx2)
2 + (dx3)

2℄ +B(dx4)
2

e, portanto, as omponentes do momento de uma partíula om massa própria

m om baixa veloidade (ds �=
p
Bdx4) seriam dadas por expressões do tipo:

m
Ap
B

dx1
dx4

Portanto, o oe�iente mAp
B

tem um papel semelhante ao da massa inerial.

Supondo que a inéria (e também o momento) de uma partíula desapareça
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quando a distânia tende a in�nito, seria neessário que Ap
B

tendesse a zero.

Einstein imp�s ainda a ondição:

p�g = 1 =
p
A3B

e portanto B = 1
A3 e Ap

B
= A5=2. Como Ap

B
deve tender a zero, Einstein onluiu

que A deveria tender a zero, e B a in�nito.

Note-se que há vários pontos problemátios nessa dedução: (1) o uso do

quadrivetor momento-energia em forma ovariante - por que não em forma on-

travariante? (2) a multipliação do quadrivetor momento-energia por
p�g e (3)

a exigênia de que
p�g seja igual a 1.

De qualquer forma, Einstein onlui que a métria no in�nito deveria ser

degenerada, adquirindo uma forma:0
BBB�

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

1
CCCA

Ele omenta: �Uma tal degeneresênia dos oe�ientes g�� apresenta-se, deste

modo, omo uma exigênia do postulado de que toda inéria é relativa. A mesma

exigênia implia também que a energia potenial m
p
B se torne in�nitamente

grande no in�nito� (EINSTEIN, 1917, p. 230).

Einstein tentou analisar as onseqüênias de uma métria desse tipo, om

a ajuda do matemátio J. Grommer, mas onluiu que ela era inaeitável. Ele

supunha que, no in�nito, a densidade de matéria seria nula e, portanto, o tensor

de momento-energia deveria ser nulo. Mas, ao mesmo tempo, a omponente T 44

deveria tender a in�nito, o que era impossível (EINSTEIN, 1917, p. 232).

Um dos motivos que o levou a abandonar essa métria degenerada foi que dife-

renças de potenial muito grandes (orrespondendo aos oe�ientes da métria

que tendiam a in�nito) produziriam veloidades muito grandes das estrelas mais

distantes, e isso não era observado (HOEFER, 1994, p. 312).

Há um omentário feito por De Sitter que india uma idéia bastante estranha

que Einstein explorou nessa époa:

O próprio Einstein mostrou que é insustentável a hipótese anterior-

mente mantida por Einstein, e negada por mim, de que seria possível

obter valores dos g�� que degenerariam a um onjunto invariante no

in�nito, utilizando as equações [do ampo gravitaional℄ e por meio
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de massas muito grandes a distânias muito grandes. (DE SITTER,

1917, p. 1222)

Portanto, paree que Einstein hegou a pensar em uma densidade de matéria

tendendo a in�nito, a grandes distânias do entro do universo.

Rejeitando a métria degenerada no in�nito, Einstein disute outras possibi-

lidades:

(a) Supor que a métria no in�nito é minkowskiana.

(b) Desistir de disutir as ondições da métria no in�nito.

Ele rejeita a primeira possibilidade porque essa métria não é invariante (mu-

dando o sistema de oordenadas, a métria deixa de ter essa forma) e por ser

inompatível om a relatividade da inéria, pois a métria não seria determinada

pela matéria presente (EINSTEIN, 1917, p. 233). Quanto à possibilidade (b),

Einstein a rejeita porque não seria uma solução e signi�aria apenas desistir do

problema.

Por �m, depois de disutir essas possibilidades, Einstein apresenta uma mu-

dança de enfoque. Ele sugere que o universo poderia ser espaialmente fehado e,

desse modo, não haveria neessidade de disutir as ondições no in�nito (EINS-

TEIN, 1917, p. 234).

3.4.2 O universo fehado

Em algum instante no �nal de 1916 ou iníio de 1917 Einstein se onveneu de

que essas ondições limite eram inadequadas e omeçou a investigar um universo

om espaço fehado, de urvatura positiva (HOEFER, 1994, p. 311).

O modelo que Einstein vai introduzir é o de um espaço om urvatura positiva

e onstante, equivalente a uma hiper-esfera.

Espaços urvos haviam sido introduzidos na matemátia em meados do séulo

XIX e, no �nal do séulo, alguns autores omo William Cli�ord (1876), Karl

Shwarzshild e Simon Newomb (1877) haviam sugerido a utilização de um es-

paço urvo na análise de fen�menos físios (NORTH, The measure of the universe,

p. 73). Charles H. Hinton publiou a partir da déada de 1880 uma série de Sien-

ti� romanes, que eram obras espeulativas tratando de espaços urvos ou om

mais de 3 dimensões.

Para analisar o ampo gravitaional do universo, Einstein faz uma hipótese

simpli�adora: ele supõe que a densidade média da matéria do universo pode ser

onsiderada onstante, quando se estuda o universo em larga esala. Além disso,
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onsiderando que as estrelas possuem baixas veloidades (omparadas om a da

luz), ele vai supor que essa matéria pode ser onsiderada omo se estivesse parada

em relação a um erto referenial (EINSTEIN, 1917, p. 234). A matéria do

universo de Einstein é assim equivalente a uma poeira distribuída uniformemente

pelo espaço, sem movimento, sem pressão.

Assim, a métria do universo seria extremamente simples. Levando-se no

entanto em onta a presença de onentrações de matéria no espaço (as estrelas),

a urvatura do espaço é modi�ada nas proximidades dessas massas.

De aordo om essas hipóteses, Einstein india que o tensor de energia-

momento-tensão da matéria seria, em todos os pontos, dado pela seguinte matriz:

0
BBB�
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 �

1
CCCA

O únio termo não-nulo é T 44 que orresponde à densidade de energia, que

Einstein representa por �.

Einstein impõe então ondições às omponentes do tensor métrio g�� : omo

o ampo é estátio, os termos do tipo g4i om i= 1, 2, 3 são nulos. O termo g44

deve ser onstante, para que não haja aelerações em nenhum ponto do espaço,

e Einstein esolhe o valor +1 para essa omponente (EINSTEIN, 1917, p. 235).

A parte espaial do tensor métrio é esolhida por Einstein de modo a repre-

sentar um espaço tridimensional om urvatura onstante. Em vez de utilizar

oordenadas esférias, Einstein emprega oordenadas artesianas, o que torna

sua notação um pouo mais ompliada. Provavelmente ele mantém oordenadas

artesianas para poder utilizar a ondição
p�g=1, que é inompatível om o-

ordenadas esférias.

Para representar a hiper-esfera, Einstein introduz quatro oordenadas espai-

ais (artesianas) auxiliares �i, om uma métria

ds2 = d�21 + d�22 + d�23 + d�24

De�ne então uma hipersuperfíie:

R2 = �21 + �22 + �23 + �24

onde R é onstante. A partir dessa equação, uma das oordenadas pode ser de-

terminada em função das outras três (EINSTEIN, 1917, pp. 236-237). Mantendo
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apenas as três primeiras oordenadas espaiais, Einstein hega às omponentes

da parte espaial do tensor métrio:

g�� = �
�
Æ�� +

x�x�
R2 � (x21 + x22 + x23)

�

Note-se que esse tensor não é diagonal e que seria extremamente difíil fazer

álulos utilizando essa métria porque nenhuma das derivadas das omponentes

espaiais em relação a qualquer das três oordenadas se anula (ou seja, �g��
�x�

6= 0).

Normalmente, são utilizadas oordenadas esférias para fazer a dedução deste

modelo de universo (EDDINGTON, The mathematial theory of relativity, p.

156). Nesse aso, a métria �a muito simples:

ds2 = �R2[d�2 + sin2�(d�2 + sin2�d�2)℄ + dt2

3.4.3 Con�ito entre o modelo e a equação do ampo

Einstein disutiu o tensor de momento-energia-tensão e desenvolveu as ompo-

nentes do tensor métrio sem utilizar as equações do ampo gravitaional. Em

seguida, ele india que essa métria e esse tensor de momento-energia não satis-

fazem as equações de ampo da teoria da relatividade geral (EINSTEIN, 1917,

pp. 237-238).

G�� = ��(T�� � 1

2
Tg��)

Ele não mostra os álulos, informando apenas que são semelhantes aos mos-

trados na seção seguinte. Como o tensor métrio artesiano de Einstein é ex-

tremamente ompliado, podemos imaginar que o álulo das derivadas desse

tensor neessárias para onstruir o tensor de Rii G�� será muito difíil. Para

simpli�ar os álulos, Einstein fez sua análise apenas em um únio ponto do

espaço, de oordenadas nulas, o que torna a métria igual à de Minkowski, nesse

ponto (porém, om derivadas não nulas).

De fato, olhando para o elemento de linha geral

ds2 = �e�dr2 � e�(r2d�2 + r2 sin2 �d�2) + e�dt2

onde �, �, � são função de r, enontramos, sob a métria de Einstein ds2 =

�R2d�2 � R2 sin2 �(d�2 + sin2 �d�2) + dt2, os valores

e� = R2; e� = R2 sin2 �=�2; e� = 1

om

G11 = �2; G22 = �2 sin2 �; G33 = �2 sin2 � sin2 �; G44 = 0
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G =
6

R2

e substituindo o tensor energia-momento-tensão nas equações de ampo enontra-

se um problema na igualdade dos dois membros da equações. Pode-se notar que,

para Gii, onde i = 1; 2; 3, temos

Gii =

�
2

R2

�
gii

e, por isso, substituindo na equação do ampo gravitaional, omo Tii = 0, temos:�
2

R2

�
gii =

�

2
�gi1 ) � =

4

�R2

Portanto, as três primeiras equações levam a um resultado possível. No en-

tanto, a quarta equação, leva a:

G44 = ��
�
T44 � 1

2
Tg44

�
) 0 = ��

�
�� 1

2
�

�
= ���

2

Esta equação não pode ser satisfeita para � 6= 0.

3.4.4 Mudança das equações de ampo

Tendo se onvenido de que seu modelo de universo não satisfazia as equações de

ampo, Einstein deidiu mudar essas equações.

Porém, o sistema [de equações do ampo gravitaional℄ admite uma

extensão natural, que o onilia om o postulado da relatividade e

que é inteiramente análogo ao que se deu à equação de Poisson om

a equação [de Neumann℄. De fato, podemos adiionar ao primeiro

membro da equação de ampo o tensor fundamental g�� multipliado

por uma onstante universal -� provisoriamente desonheida, sem

que isso vá prejudiar a ovariânia geral; e então, em vez da referida

equação, teremos a seguinte:

G�� � �g�� = ��(T�� � 1

2
Tg��)

Para valores su�ientemente pequenos de �, esta equação está também

de aordo, em todos os asos, om os dados da observação no sistema

solar. (EINSTEIN, 1917, p. 238)
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Assim, por analogia om a equação de Neumann

��� �� = 4�K�

onde há uma onstante multipliada pelo potenial, Einstein introduziu um termo

na equação de ampo que orresponde a uma onstante multipliada pelo �po-

tenial� g��.

Não está laro, no entanto, se Einstein realmente se guiou por esta analogia,

ou se fez essa omparação om a equação de Neumann apenas omo uma forma

de apresentar suas idéias (NORTH, The measure of the universe, p. 83).

A justi�ativa tensorial para a introdução do novo termo nas equações de

ampo não é apresentada de forma detalhada por Einstein em 1917, mas é a

seguinte. A equação do ampo gravitaional sem a onstante osmológia

G�� = ��(T�� � 1

2
Tg��)

satisfaz a propriedade matemátia de que os divergentes (tensoriais) dos dois

lados da equação são iguais entre si. Na forma:

G�� � 1

2
Gg�� = ��T��

os divergentes dos dois lados são nulos.

Se somarmos a um dos lados dessa equação qualquer termo ujo divergente

(tensorial) seja nulo, essa propriedade se mantém. Ora, o divergente (tensorial) é

a ontração da derivada ovariante, e a derivada ovariante do tensor métrio g��
é nula. Logo, se adiionarmos a um dos dois lados da equação um termo om uma

onstante vezes o tensor métrio �g��, os divergentes dos dois lados ontinuarão

sendo iguais.

Note-se que a ondição importante não é simplesmente a ovariânia geral

da equação, omo se poderia entender pela leitura do artigo de Einstein, mas

uma outra propriedade. Se somarmos a um dos dois lados da equação de ampo

qualquer tensor ovariante de segunda ordem (por exemplo, T:T�� ou G��G�� :G��

ou G:G��), a equação ontinuará ovariante, mas terá sido perdida a propriedade

de que os divergentes dos dois lados são iguais.

No artigo de 1917 Einstein não dá nenhum nome espeial à onstante �,

hamando-a apenas de �onstante universal�. Posteriormente, essa onstante pas-

sou a ser onheida omo �onstante osmológia�, e o termo - �g�� passou a ser

hamado de �termo osmológio�.

56



3.5 O universo de Einstein

Einstein veri�ou em seguida que a métria que ele havia pensado para o universo

fehado e o tensor de momento-energia-tensão esolhido eram ompatíveis om

as equações de ampo modi�adas (EINSTEIN, 1917, p. 239). Essas equações

onduzem às seguintes relações2:

� =
��

2
=

1

R2

Einstein omenta, em seguida (EINSTEIN, 1917, p. 239):

�A onstante universal � agora introduzida determina, omo se vê, tanto a

densidade média de distribuição � que pode subsistir em equilíbrio, omo também

o raio R do espaço esfério e seu volume 2�2R3�.

Vamos mostrar omo esses resultados podem ser obtidos usando a métria

em oordenadas esférias. Nesse aso, temos Gij =
�

2
R2

�
gij, para i = j = 1; 2; 3.

Como T11 = T22 = T33 = 0, as três primeiras equações serão:

G�� � 1

2
Gg�� + �g�� = ��T���

2

R2

�
gii � 1

2

�
6

R2

�
gii + �gii = 0 ) � =

1

R2

A quarta equação, om g44 = 1, G44 = 0 e T44 = �, será

0� 1

2

�
6

R2

�
+ � = ��� )

�3
R2

+
1

R2
= ��� )

2

R2
= ��

ou

2� = ��

Portanto, � = ��
2
= 1

R2 .

Segundo esta onepção, a massa total do universo, M , é �nita, sendo o seu

valor

M = �2�2R3 =
4�2R

�
=

p
32�2p
�3�

Note-se que, de aordo om esta última equação, M = 4�2R
�

, o raio do universo

tende a zero quando sua massa tende a zero. Assim, seria impossível um universo

sem matéria. No entanto, de aordo om a equação anterior

� =
��

2
=

1

R2

2Neste parágrafo, omo na dessertação toda, prouramos ser �eis à notação utilizada pelo

autor, por isso o � no lugar do k representando a onstante de Einstein.
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podemos onluir que R2 = 2
(��)

e, portanto, poderia haver um universo de raio

tendendo a in�nito, se a densidade da matéria tender a zero. Nesse aso, a

onstante osmológia também tende a zero. Por outro lado, se a onstante

universal � for onsiderada omo um dado independente, onluiremos que a

densidade e o raio do universo só podem possuir o valor dado pela equação aima,

e a massa do universo tem que ser M = 4�2

(��
1
2 )
, não havendo sentido em disutir o

que aonteeria se a massa ou o raio variassem. No artigo, Einstein não omentou

essas onseqüênias.

Posteriormente, esse modelo passou a ser hamado de �universo de Einstein�.

Ele também foi hamado de �universo ilíndrio�, porque só possui urvatura na

parte espaial, enquanto o tempo aparentemente não sofre nenhuma in�uênia

pela presença da matéria (g44 = 1).

A relação entre a onstante osmológia e a massa do universo pareeu pro-

blemátia a vários físios da époa. Hermann Weyl objetou que a relação entre

M e � �obviamente exige muito de nossa redulidade� (NORTH, The measure

of the universe, p. 83). Aparentemente ele interpretou � omo uma onstante

fundamental (omo sugerido por Einstein) e pensou na massa do universo omo

um parâmetro qualquer (omo a massa do Sol ou o tamanho da órbita da Terra).

A relação entre esse parâmetro e uma onstante fundamental pareia estranha.

Arthur Eddington também onsiderou que essa relação era difíil de aeitar.

Se os valores de M e � estiverem perfeitamente ajustados, qualquer mudança de

M exigiria que a onstante osmológia fosse alterada e que a lei da gravitação

mudasse. Uma mudança deM poderia oorrer, por exemplo, om transformações

de matéria em radiação, ou vie-versa (NORTH, The measure of the universe,

p. 85). Posteriormente, Eddington deu uma nova interpretação a essa onstante

osmológia.

3.6 O universo de Willem De Sitter

O trabalho de Einstein sobre osmologia foi apresentado no dia 8 de fevereiro

de 1917 à Aademia de Ciênias de Berlim. Menos de dois meses depois, no

dia 31 de março de 1917, Willem de Sitter apresentou à Aademia de Ciênias

de Amsterdam seus omentários ao trabalho de Einstein e a proposta de um

novo modelo osmológio relativístio (DE SITTER, 1917). Em julho do mesmo

ano ele ompletou um artigo mais detalhado, que foi publiado na Inglaterra,

onstituindo a tereira parte de sua série de artigos sobre relatividade geral (DE
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SITTER, 1916-1917).

Primeiramente, De Sitter omentou o modelo obtido por Einstein e indiou

que o espaço esfério poderia ser transformado em um espaço eulidiano in�nito.

Nesse espaço eulidiano, a métria tende aos seguintes valores, no in�nito (DE

SITTER, 1917, p. 1218): 0
BBB�

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

1
CCCA

Observe-se que De Sitter não utiliza a ondição de Einstein
p�g = 1.

Essa métria mantém um tempo �absoluto� (independente das oordenadas)

mas as unidades de omprimento resem sem limite quando a distânia ao en-

tro tende a in�nito, o que signi�a que a veloidade da luz medida om essas

oordenadas tende a in�nito. O universo permanee �nito, no sentido de que é

possível perorrê-lo em um tempo �nito (ou, omo De Sitter esreve, �o universo

é �nito em medida natural�). No segundo artigo (DE SITTER, 1916-1917, p. 5)

ele eslareeu melhor esse ponto, indiando que estava se referindo à distânia:

L1 =

1Z
0

p�g11dx1

De Sitter omenta que o universo esfério de Einstein é inompatível om as

antigas equações de ampo e que foi neessário introduzir uma mudança nelas (a

introdução do termo osmológio). India além disso um aspeto que Einstein

não havia notado:

Além disso, enontrou-se a neessidade de supor que todo o espaço

tridimensional está heio de matéria uja massa total é tão enorme-

mente grande que, omparada om ela, toda a matéria que nos é o-

nheida é ompletamente desprezível. Chamarei essa matéria hipotétia

de �matéria-universal�. (DE SITTER, 1917, p. 1219)

No segundo artigo, De Sitter explia melhor esse omentário. Fazendo esti-

mativas sobre o valor mínimo da urvatura do universo é possível estabeleer um

limite para a sua massa, e De Sitter hegou ao valor mínimo de R = 9 � 1011

unidades astron�mias para a urvatura. No entanto, para produzir essa ur-

vatura, a densidade média do universo teria que ser igual à densidade de matéria
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no entro da nossa galáxia. Como a maior parte do espaço é vazio, De Sitter esti-

mou que a sua massa seria na verdade 3.000 vezes menor do que a neessária para

produzir essa urvatura do espaço (DE SITTER, 1916-1917, p. 25). Haveria, en-

tão, duas possibilidades: ou a maior parte da �matéria universal� é desonheida

e não está sob a forma de estrelas; ou a urvatura do universo é muito maior do

que a estimada aima. Supondo que toda a matéria está sob forma de estrelas,

De Sitter alulou que o raio de urvatura teria que ser aproximadamente 5�1013

parse. Note-se, portanto, que havia nessa époa um problema semelhante ao da

�matéria esura� na osmologia reente.

No seu segundo artigo, De Sitter eslaree também um ponto que Einstein

não havia abordado. Há dois tipos de espaço �nitos om urvatura positiva

onstante, que são o espaço esfério de Riemann e o �espaço elíptio� estudado por

Newomb (DE SITTER, 1916-1917, p. 7). No espaço esfério todas as geodésias

que partem de um ponto, radialmente, em todas as direções, se enontram no

ponto mais distante possível do espaço, a uma distânia igual a �R. No aso do

espaço elíptio, a distânia máxima entre dois pontos é �R
2
e todas as geodésias

que partem de um ponto, radialmente, em todas as direções, se enontram no

próprio ponto de partida, depois de perorrer uma distânia igual a �R. A não

ser por essas propriedades globais (e topológias), as duas métrias são iguais.

Embora Einstein houvesse onsiderado um espaço esfério, De Sitter sugeriu que

um espaço elíptio seria mais onveniente, e Einstein onordou posteriormente

om ele (DE SITTER, 1916-1917, p. 8).

No modelo de Einstein, o tempo tem propriedades muito diferentes do espaço.

De Sitter imaginou que seria possível introduzir um modelo em que tanto o espaço

quanto o tempo fossem igualmente urvos. Na verdade, tal idéia já lhe havia sido

sugerida por Paul Ehrenfest, antes da publiação do trabalho de Einstein, mas

não havia sido desenvolvida (DE SITTER, 1917, p. 1219).

Para apresentar seu modelo, De Sitter utiliza oordenadas esférias, abando-

nando as oordenadas artesianas de Einstein (e também a ondição
p�g = 1).

O espaço hiper-esfério de Einstein pode ser representado por três oordenadas

angulares �,  , �, a partir das quais é possível obter os valores das oordenadas

lineares:
x1 = R sin� sin sin �

x2 = R sin� sin os �

x3 = R sin� os 

A métria do universo esfério de Einstein pode então ser esrita sob a forma:

ds2 = �R2[d�2 + sin2 �(d 2 + sin2 �d�2)℄ + 2dt2
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Essa é a métria que De Sitter passa a denominar de �A�.

A generalização imediata é a introdução de mais uma dimensão, om um

quarto ângulo !:
x1 = R sin! sin� sin sin �

x2 = R sin! sin� sin os �

x3 = R sin! sin� os 

x4 = R sin! os�

A partir daí, temos a métria �B� de De Sitter:

ds2 = �R2fd!2 + sin2 ![d�2 + sin�(d 2 + sin2 �d�2)℄g

Fazendo algumas transformações de oordenadas mostra que os dois tipos de

espaço podem ser tornados equivalentes a um espaço in�nito (DE SITTER, 1917,

p. 1220). No aso do modelo B, usando essas oordenadas, a métria degenera

no in�nito e se torna: 0
BBB�

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1
CCCA

Essa métria é invariante, ao ontrário da métria limite do modelo A.

Depois ele alula a relação entre a urvatura do espaço (nos dois modelos) e

a onstante osmológia, obtendo:

A! � = 1
R2

B ! � = 3
R2

Mostra também que para o novo modelo B a densidade da matéria universal

é nula, ao ontrário do que oorre no universo esfério de Einstein.

Depois de apresentar os dois modelos, De Sitter pergunta qual deles seria

preferível, ou se seria melhor optar por um espaço-tempo sem urvatura (omo

o de Minkowski). Ele omenta que, para a disussão de fen�menos em nossa

vizinhança, não há motivos para esolher um modelo ou outro, pois a métria é

essenialmente a de Minkowski, om perturbações loais.

A questão real é, portanto: omo devemos extrapolar de nossa vi-

zinhança para fora? A esolha não pode assim ser deidida por ar-

gumentos físios, mas deve depender de onsiderações metafísias ou

�losó�as, nas quais é laro que julgamentos ou predileções pessoais

também terão alguma in�uênia. (DE SITTER, 1917, p. 1222).
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De Sitter omenta então que a �esola de Mah� supõe que a inéria depende

da interação de um orpo de prova om o resto do universo. Nesse aso, o espaço-

tempo só pode existir se houver matéria. Como o modelo A exige a existênia de

matéria para que o espaço-tempo possa existir, ele será esolhido pelos seguidores

de Mah.

No entanto, De Sitter ritia essa posição. De aordo om os seguidores de

Mah não existiria inéria se não houvesse matéria, ou seja, a matéria universal

só serve para nos permitir supor que ela não existe e disutirmos as onseqüênias

dessa suposição. No entanto, o modelo A não permite que se pense na inexistênia

de matéria, pois tanto o raio do universo quanto a massa do universo e sua

densidade são determinados pela onstante universal �. Assim, esse modelo nem

mesmo nos permite pensar no que aonteeria se não existisse matéria.

O modelo B pareia a De Sitter preferível sob vários aspetos, omo a simetria

entre espaço e tempo (no modelo A, o tempo tem propriedades diferentes das oor-

denadas espaiais). No entanto, no �nal do artigo ele omenta que poderia ser

preferível utilizar um espaço-tempo de Minkowski e desistir de expliar a inéria.

Devemos então preferir deixá-la [a inéria℄ inexpliada em vez de

expliá-la por meio de uma onstante � indeterminada ou indeter-

minável. Não se pode negar que a introdução dessa onstante diminui

a simetria e elegânia da teoria original de Einstein, na qual um dos

prinipais atrativos era que expliava tanto sem introduzir qualquer

nova hipótese ou onstante empíria. (DE SITTER, 1917, p. 1225)

Antes de publiar seu trabalho, De Sitter enviou uma ópia para Einstein,

que lhe respondeu em uma arta:

Seria insatisfatório, de aordo om minha opinião, se houvesse um

mundo onebível sem matéria. O ampo g�� é devido à matéria,

sem a qual ele não poderia existir. Isso é o núleo daquilo que en-

tendo omo prinípio da relatividade da inéria. (Einstein, apud DE

SITTER, 1917, p. 1225)

A partir do trabalho de De Sitter, Einstein deve ter perebido que a sua

teoria não ontinha o prinípio de relatividade da inéria. A introdução da ons-

tante osmológia eliminou o problema do limite no in�nito, mas não trouxe uma

ompatibilidade om o prinípio de Mah, pois não eliminou a possibilidade de

soluções das equações de ampo sem matéria. Nessas soluções, a métria (e a
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inéria de um orpo de prova) não pode ser interpretada omo devida à in�uênia

de outros orpos. No entanto, até 1924 Einstein ainda a�rmava que a métria

era ompletamente determinada pelas massas existentes no universo (NORTON,

1993, p. 808). A partir de 1924, Einstein omeçou a se afastar do prinípio de

Mah.

A partir de 1919, Einstein passou a a�rmar que a introdução da onstante

osmológia era �gravemente prejudiial à beleza formal da teoria� (Einstein, apud

NORTH, The measure of the universe, p. 86).

No modelo de Einstein, embora houvesse matéria, não havia pressão. No

mesmo ano de 1917, Levi-Civita analisou as onseqüênias das equações de ampo

om o termo osmológio, porém introduzindo pressão além de massa (NORTH,

The measure of the universe, p. 105). Além de deduzir uma generalização da

equação de Shwarzshild para um orpo entral om simetria esféria levando

em onta o termo osmológio, Levi-Civita também estudou as ondições de

equilíbrio do universo e mostrou que era neessário introduzir uma modi�ação

nas equações de Einstein, deduzindo:

� = 3
R2 � ��

�(p+ �) = 2
R2

Quando a pressão tende a zero, essas equações se tornam iguais às obtidas

por Einstein.

De Sitter foi também levado a analisar que in�uênia a pressão teria em sua

teoria e obteve as equações:

� = 3
R2 � ��

p+ � = 0

Seria possível, portanto, satisfazer as ondições do universo de De Sitter om

matéria (isto é, om � 6= 0), desde que houvesse uma pressão negativa. De

Sitter no entanto onsiderou que essa ondição deveria ser rejeitada (NORTH,

The measure of the universe, p. 105).

3.7 Relação entre os modelos e fatos astron�mios

No seu segundo artigo sobre osmologia, De Sitter estudou detalhadamente as

onseqüênias observaionais dos dois modelos. Ele analisa a paralaxe estelar

nos dois asos, e ao analisar o modelo B introduz um novo tipo de oordenadas,

para tornar a veloidade da luz onstante em todos os pontos. Ao fazer essa
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transformação, ele obtém uma métria que, na sua parte espaial, representa um

espaço om urvatura negativa onstante (DE SITTER, 1916-1917, p. 13).

No modelo A, uma partíula livre desreve uma reta, om veloidade ons-

tante. No modelo B, pelo ontrário, uma partíula livre desreve geralmente

uma urva. Mesmo quando ela se move em linha reta, sua veloidade é variável.

Isso mostrava, portanto, que nesse espaço-tempo vazio de matéria existiam forças

gravitaionais assoiadas à urvatura do espaço-tempo.

Einstein não havia prourado omparar o seu modelo osmológio om dados

observaionais. De Sitter se preoupou bastante om esse aspeto, estudando

várias onseqüênias observáveis das duas hipóteses. Primeiramente ele estuda

um sistema ontendo uma únia massa entral (omo uma estrela) nos modelos

A e B e analisa os movimentos de partíulas em torno dessa massa entral, para

veri�ar as alterações que apareeriam nos movimentos dos planetas de aordo

om o modelo osmológio adotado. Depois ele proura estabeleer estimativas

para o raio de urvatura do espaço, a partir de onsiderações sobre densidade e

paralaxe das estrelas, obtendo valores da ordem de 1012 unidades astron�mias

(DE SITTER, 1916-1917, p. 24).

O ponto mais interessante da análise de De Sitter é a indiação de que no

modelo B, omo o tempo é in�ueniado pela posição (isto é, g44 depende das

oordenadas), haveria um efeito de desvio para o vermelho. Observando-se o

espetro emitido por estrelas muito distantes, deveria haver uma mudança de

todos os omprimentos de onda das linhas espetrais para o vermelho, e esse efeito

deveria aumentar om a distânia da estrela até o observador (DE SITTER, 1916-

1917, p. 26). De Sitter não disute essa relação mais detalhadamente; porém,

omo g44 = os2 �, teríamos, para pequenas distânias, g44 �= 1��2 e portanto a

diferença de freqüênia seria proporional ao quadrado da distânia.

Em seguida, De Sitter disute se há evidênias observaionais que pudessem

ser interpretadas omo orrespondendo a esse efeito. Ele india primeiramente

a existênia de ertos tipos de estrelas que possuem um desvio para o vermelho

an�malo e, supondo que esse efeito pode ser interpretado pelo modelo B, alula

que o raio de urvatura do espaço seria da ordem de 1010 unidades astron�mias.

Depois ele se refere às nebulosas espirais, que seriam os objetos mais distantes

onheidos. Havia apenas três delas que tinham veloidades onheidas, deter-

minadas por mais de um observador. As veloidades eram:

Andr�meda (3 observadores) -311 km/s

NGC 1068 (3 observadores) +925 km/s

NGC 4594 (2 observadores) +1185 km/s
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Como uma das nebulosas espirais (Andr�meda) estava se aproximando e as

duas outras se afastando, era difíil dar qualquer interpretação osmológia para

esses dados. No entanto, De Sitter tirou a média dos três valores e, utilizando

uma distânia média, alulou um raio de urvatura R = 3 � 1011 unidades

astron�mias. Depois, omentou:

É laro que este resultado, obtido de apenas três nebulosas, não tem

valor prátio. Se, no entanto, a observação ontinuada on�rmar

o fato de que as nebulosas espirais possuem veloidades radiais sis-

temátias positivas, isso ertamente seria uma indiação para adotar

a hipótese B em vez de A. Se oorrer que não existe tal desloamento

sistemátio das linhas espetrais para o vermelho, isso poderia ser

interpretado ou omo mostrando que A é preferível a B, ou omo

indiando um valor ainda maior de R no sistema B. (DE SITTER,

1916-1917, p. 28)

O efeito previsto pela teoria de De Sitter era um desvio para o vermelho pro-

porional ao quadrado da distânia. Somente posteriormente (om uma mudança

de oordenadas) se veri�ou a existênia de um termo proporional à distânia

(EDDINGTON, 1932, p. 4).

Nota-se que, ao ontrário de Einstein, que se baseava prinipalmente em ar-

gumentos teórios e �losó�os, De Sitter prourou levar a disussão para o ampo

observaional. Na époa, os dados existentes não permitiam onluir muita oisa,

mas De Sitter apontou de forma bastante lara as onseqüênias das duas hipóte-

ses que poderiam ser testadas astronomiamente.

O trabalho de De Sitter reebeu muita atenção, tanto sob o ponto de vista

matemátio quanto por parte de astr�nomos (NORTH, The measure of the uni-

verse, p. 87).

O próprio De Sitter havia mostrado que era possível alterar as oordenadas

utilizadas para desrever as hipóteses A e B, de modo a analisar melhor suas

propriedades. Diversos autores (omo Weyl e Eddington) propuseram outras

mudanças das oordenadas, nos anos seguintes.
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3.8 O desvio para o vermelho no modelo de

De Sitter

Eddington deu grande atenção ao �efeito De Sitter� de desvio para o vermelho

no seu livro de 1922, The mathematial theory of relativity. Ele paree ter sido o

primeiro autor a notar que no universo de De Sitter um onjunto de partíulas

iniialmente em repouso tenderia a se dispersar, om um movimento aelerado,

omo se houvesse uma repulsão agindo sobre elas (NORTH, The measure of the

universe, p. 96). Ele obteve a seguinte relação para a aeleração radial de uma

partíula de prova (EDDINGTON, The mathematial theory of relativity, p. 161):

d2r

ds2
=

1

3
�r

Assim, uma partíula iniialmente em repouso só permaneeria parada se

estivesse na origem. Sua aeleração aumenta om a distânia. Como qualquer

ponto do universo de De Sitter pode ser onsiderado omo o entro (já que ele é

esfério), esse resultado não tem nenhuma relação om algum ponto espeial do

modelo, nem representa uma repulsão entre as partíulas, já que o efeito existe

mesmo onsiderando-se uma únia partíula de prova. Portanto, no modelo de

De Sitter existe um tipo de repulsão ósmia.

Foi Eddington, e não De Sitter, o primeiro a notar que um onjunto de partíu-

las oloadas no universo de De Sitter se espalharia, e a notar o signi�ado as-

tron�mio desse resultado (WHITROW, 1983, p. 261).

Note-se que De Sitter havia indiado a existênia de um desvio para o vermelho

que não tinha nenhuma relação om essa repulsão ósmia. Eddington indiou

que existiam dois fen�menos diferentes no modelo de De Sitter (a variação da

freqüênia própria om a distânia e a aeleração ósmia), que produziam efeitos

semelhantes (EDDINGTON, The mathematial theory of relativity, p. 161).

No mesmo ano em que Eddington publiou seu livro, Cornelius Lanzos pu-

bliou um trabalho em que apresentou a métria de De Sitter sob uma forma

ompletamente diferente, em que a parte espaial da métria apareia multipli-

ada por uma função do tempo (NORTH, The measure of the universe, p. 111):

ds2 = �dt2 + osh2 t(d�2 + os2 �:d 2 + os2 �: os2  :d�2)

Essa é uma métria em que o raio da parte espaial varia om o tempo, ou

seja, era um universo om raio variável. Lanzos não proporionou nenhuma

interpretação físia de suas equações, mas elas poderiam ser vistas omo um

universo não estátio.
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Quando Eddington esreveu o seu livro, já havia um maior número de dados

sobre as veloidades das nebulosas espirais. O maior número de observações tinha

sido obtido por V. M. Slipher, do Lowell Observatory, que forneeu a Eddington

uma lista de 41 medidas (EDDINGTON, The mathematial theory of relativity,

p. 162). Dessas nebulosas, apenas 5 tinham seu espetro desviado para o azul (ou

seja, estavam se aproximando), sendo que duas tinham sido medidas por outros

observadores e mostravam uma alta veloidade de aproximação (aproximada-

mente 300 km/s). Seis das medidas indiavam veloidades de reessão superiores

a 1.000 km/s.

Embora houvesse uma forte preponderânia de veloidades de reessão, Edding-

ton não tirou nenhuma onlusão desses dados. Indiou que as equações do

modelo de De Sitter não poderiam expliar movimentos de aproximação, mas

também apontou que há estrelas individuais que possuem veloidades de até

300 km/s em relação ao nosso sistema - portanto, as nebulosas que estão se a-

proximando poderiam estar manifestando apenas movimentos individuais e não

um efeito osmológio. É urioso que o próprio Slipher tinha uma interpretação

ompletamente diferente dessas medidas. Ele areditava que as veloidades das

nebulosas espirais podiam ser interpretadas omo sendo devidas apenas à veloi-

dade de nossa galáxia em relação às outras. Sua hipótese pareia ter iniialmente

algum fundamento, pois ele notou que as galáxias que se aproximavam de nós

estavam no hemisfério sul e as que se afastavam no hemisfério norte (HETHE-

RINGTON, 1971, p. 312). No entanto, medidas posteriores mostraram que nos

dois hemisférios havia uma maioria de nebulosas espirais se afastando e pouas

se aproximando.

Note-se que Eddington (omo outros autores da époa) não pensava na teoria

de De Sitter apenas omo um exeríio matemátio e sim omo um modelo que

talvez orrespondesse à realidade. Mais exatamente, Eddington sup�s em 1922

que o universo real talvez fosse intermediário entre os modelos de Einstein e De

Sitter:

Paree natural onsiderar as formas de De Sitter e Einstein omo

dois asos limite, sendo as irunstânias de nosso mundo real in-

termediárias entre eles. O universo vazio de De Sitter é obviamente

pensado apenas omo um aso limite; e a presença de estrelas e ne-

bulosas deve modi�á-lo, mesmo se apenas ligeiramente, na direção

da solução de Einstein. O universo de Einstein, ontendo massas que

exedem muito qualquer oisa imaginada pelos astr�nomos, poderia
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ser onsiderado omo o outro extremo - um universo ontendo tanta

matéria quanto é apaz de segurar. (EDDINGTON, The mathemati-

al theory of relativity, p. 160)

Podemos onsiderar de forma anar�nia, a partir de nosso onheimento atu-

al, que o modelo de De Sitter previa uma relação entre o desvio para o vermelho

e a distânia das nebulosas que anteipava o efeito Hubble. No entanto, deve-se

notar que, na époa em que Eddington e Weyl publiaram seus trabalhos (1922 e

1923) não existiam medidas de distânias das nebulosas, sendo impossível testar

esse tipo de efeito.

No �nal da déada de 1920 De Sitter onheia as determinações das veloi-

dades radiais de 25 nebulosas espirais, das quais apenas 3 tinham veloidades

de aproximação. No entanto, ele areditava que esses dados não eram ainda

su�ientes para esolher entre A e B (HETHERINGTON, 1971, p. 310).

O modelo de Einstein não mereeu o mesmo tipo de interesse que a teoria de

De Sitter, provavelmente porque não levava a nenhuma previsão tão interessante.

O próprio Einstein paree ter se desinteressado ompletamente por osmologia e

por seu modelo no iníio da déada de 1920, voltando-se para outros assuntos.

No �nal da déada de 1920, quando surgiram resultados experimentais e teórios

de enorme importânia, Einstein estava envolvido om a meânia quântia e

não deu nenhuma ontribuição importante para o desenvolvimento das teorias do

universo em expansão (NORTH, The measure of the universe, p. 109).

3.9 O trabalho de Friedmann

Simultaneamente om o trabalho de Lanzos foi publiada a primeira extensão

realmente importante da osmologia teória desde o artigo de De Sitter em 1917.

Em 1922 Friedmann (FRIEDMANN, 1922) investigou soluções osmológias das

equações de ampo om um raio dependente do tempo, enquanto que em 1924

pesquisou os asos de ambos universos estaionário e não estaionário om ur-

vatura negativa (FRIEDMANN, 1924). A maioria da sua teoria seguiu de perto as

suposições feitas por Einstein e De Sitter. Espeialmente baseou-se nas equações

de ampo gravitaional, tomadas om o termo �g��, e nas hipóteses sobre a ve-

loidade e o estado da matéria. Em onseqüênia da suposição de que a matéria

é inoerente e exibe veloidades relativas pequenas omparadas om a veloidade

da luz, expressões simples estariam disponíveis para desrever as omponentes

do tensor energia-momento.
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O trabalho de Friedmann é puramente matemátio. Ele não disute a relação

entre os modelos e as observações astron�mias, nem a possível realidade de um

universo em expansão (ou ontração).

O ponto de partida de Friedmann desde o primeiro trabalho foi olhar para o

aráter geométrio do modelo. Friedmann deidiu, prourando a generalidade,

que em qualquer instante de tempo o modelo representaria um espaço de ur-

vatura onstante. Assim esreveu o elemento de linha omo sendo

ds2 = R2(dx12 + sin2 x1dx
2
2 + sin2 x1 sin

2 x2dx
2
3) + 2g14dx1dx4 + 2g24dx2dx4

+ 2g34dx3dx4 + g44dx
2
4 (3.1)

Sup�s que R dependeria só de x4. Agora os g14; g24; g34 podiam ser esolhidos

tal que o tempo e o espaço fossem ortogonais. Friedmann ressaltou que não

existiam bases físias ou �losó�as para pensar desta forma. Embora ele os tenha

tomado assim, ele não estabeleeu laramente as razões pelas quais o fez.

Friedmann tomou portanto a seguinte expressão para o elemento de linha:

ds2 = R2(dx21 + sin2 x1dx
2
2 + sin2 x1 sin

2 x2dx
2
3) +M2dx24 (3.2)

ondeR é uma função de x4 eM pode ser uma função de todas as oordenadas3. As

oordenadas estão sujeitas às restrições (0 < x1 < �; 0 < x2 < �; 0 < x3 < 2�).

Usando as equações de ampo junto om a forma esolhida do tensor energia-

momento segue-se

R0(x4)

�
�M

�x1

�
= R0(x4)

�
�M

�x2

�
= R0(x4)

�
�M

�x3

�
= 0 (3.3)

onde R0 = dR
dx4

.

Portanto ou R é independente de x4, ouM depende só de x4. No primeiro aso

os elementos de linha de Einstein, De Sitter e da teoria espeial da relatividade

mostraram esgotar as assim ditas possibilidades estátias.

Através de uma esolha apropriada de x4, M pode ser esolhido omo unitário,

e a forma �nal do elemento de linha �a:

d� 2 = �R
2(x4)

2
(dx21 + sin2 x1dx

2
2 + sin2 x1 sin

2 x2dx
2
3) + dx24 (3.4)

3A métria do universo de Einstein obtém-se fazendo a substituição de R2 por �R
2

2
em [3.2℄

e fazendo M = 1, lembrando que o raio de urvatura R é onstante. A métria de De Sitter é

obtida quando em [3.2℄ R2 é substituído por �R
2

2
e M por osx1.
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Uma vez mais usando as equações de ampo, junto om essa expressão para

o intervalo segue-se, que (FRIEDMANN, 1922, p. 53)�
R02

R2

�
+

�
2RR00

R2

�
+

�
2

R2

�
� � = 0 (3.5)

e �
3R02

R2

�
+

�
32

R2

�
� � = k2� (3.6)

onde R0 =
�

dR
dx4

�
e R00 =

�
d2R
dx2

4

�
Integrando a primeira dessas equações segue-se que

R

2

�
dR

dt

�2

= A�R +

�
�

32

�
R3 (3.7)

e portanto

t =

�
1



�Z R

a

vuut( x

A� x +
�

�
32
x3
�
)
dx+B (3.8)

onde a, A, B, são onstantes arbitrárias e t é usada para x4. As equações [3.6℄ e

[3.7℄ juntas dão

� =

�
3A

kR3

�
(3.9)

A relação [3.8℄ ontém uma integral elíptia e, na ausênia de informação

independente, é assumido que � pode tomar qualquer valor. Os três asos de

interesse, om as orrespondentes interferênias desde [3.8℄ e [3.8℄ são:

(i) � >
�

42

9A2

�
. R é uma função resente de t. Não existem restrições ao valor

iniial (R0) de R desde que este seja positivo. O modelo foi hamado �monot�nio

de primeiro tipo�. O valor rítio de � orresponde a um modelo de Einstein. Isso

pode ser veri�ado usando [3.4℄, om dR
dt

= 0, junto om a relação de Einstein

entre �e e Re.

(ii) 0 < � <
�

42

9A2

�
. O valor iniial de R poderia, em prinípio, estar nos três

domínios. Um deles pode ser exluído omo envolvendo o tempo imaginário. Um

outro dá um �modelo monot�nio de segunda ordem�. E o tereiro intervalo faz

de R uma função periódia de t.

(iii) 0 > �. Aqui de novo o tempo imaginário é abolido só se R0 for menor

que um erto valor, x0. Neste aso R resulta ser uma função periódia de t, om

período t�, onde

t� =
2



Z x0

0

vuut( x

A� x+
�
�x3

32

�
)
dx (3.10)
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Neste aso R varia entre 0 e t0; t� aumenta om � e tende ao in�nito quando �

tende para o valor
�

42

9A2

�
, enquanto que para � pequeno, t� '

�
�A


�
. O primeiro

trabalho de Friedmann (de 1922) foi ritiado por Einstein, que areditou ter

enontrado um erro matemátio no artigo. Depois, no entanto, Einstein admi-

tiu que estava enganado, mas não deu importânia ao trabalho de Friedmann

(BERNSTEIN & FEINBERG, Cosmologial onstants, pp. 12, 66-67)

No seu segundo artigo Friedmann (FRIEDMANN, 1924) enfatiza a diferença

essenial entre universos estaionários de urvatura positiva e negativa: o modelo

estaionário de urvatura negativa não permite uma densidade material positiva.

Esse aso deve ser exluído omo �siamente impossível. Não existe, em outras

palavras, um análogo ao modelo de Einstein, i. é, um om densidade onstante,

embora exista um para o modelo de De Sitter. Friedmann enontra dois asos:

estaionário e não-estaionário. O elemento de linha que ele toma é

d� 2 = �
�
R2

2

��
dx21 + dx22 + dx23

x23

�
+M2dx24 (3.11)

a análise que ele faz é similar à apresentada anteriormente om a divisão em

estaionário R0 = 0 e não estaionário R0 6= 0. A primeira leva a um desses asos

(i) �R2 = 3; � = 0

(ii) �R2 = 1; � = � 2
kR2

O aso (i) pode omparar-se om o modelo de De Sitter, enquanto que o aso

(ii), om densidade negativa não teria signi�ado físio.

Para o modelo não-estaionário, omo M é uma função de x4, ela pode ser

tomada para ser igual a 1, a equação de Friedmann �a�
R02
R2

�
+

�
2RR00

R2

�
�
�
2

R2
� �

�
= 0 (3.12)

a qual se diferença de [3.5℄ só no sinal do tereiro termo. A densidade em tal

modelo é enontrada

� =

�
3A

kR3

�
(3.13)

Pela primeira vez a possibilidade de um universo não-estaionário de urvatura

negativa onstante e om densidade material positiva tinha sido mostrada. Fried-

mann enfatizou, não obstante, um ponto que ostumava ser passado por alto: o

espaço poderia ser totalmente urvo sem ser �nito.

É difíil expliar por que esses dois artigos de Friedmann foram ignorados.
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O trabalho de Friedmann não foi amplamente onheido até quase dez anos

depois da sua publiação, e então só omo um resultado do interesse estimulado

pelos trabalhos de Lemaître e Robertson. Em 1927 Lemaître, trabalhando em

ignorânia das memórias de Friedmann, desenvolveu a teoria relativístia em um

aminho similar ao de Friedmann. Uma vez mais independentemente, Robertson

em 1928 usou a transformação de oordenadas que dava o modelo de de Sitter

em forma não-estátia. Estes dois trabalhos serão desritos a seguir.

3.10 As primeiras pesquisas de Lemaître

O físio belga Georges Lemaître (1894-1966) omeçou a se interessar pela teoria

da relatividade em torno de 1920 e em 1923 fez um estágio na Inglaterra, junto

a Eddington. Nessa oasião omeçou a se familiarizar om as osmologias rela-

tivistas. Estudou o livro de Eddington, The mathematial theory of relativity, e

em seu primeiro trabalho sobre osmologia, publiado em 1925, itou a seguinte

frase dessa obra: �Algumas vezes se ontrapõe ao universo de De Sitter que ele se

torna instável logo que se introduz alguma matéria nele. Mas esta propriedade é

mais favorável à teoria de De Sitter do que ontrária a ela� (KRAGH, 1987, p.

118).

Lemaître tinha forte interesse tanto pela físia matemátia quanto pelos as-

petos observaionais. Seu envolvimento om a osmologia relativístia levou-o a

estudar mais profundamente a própria astronomia.

No iníio de 1925 Edwin Hubble publiou suas observações sobre estrelas

variáveis (efeidas) em nebulosas espirais, que permitiam determinar suas dis-

tânias. Esses estudos onveneram a maioria dos astr�nomos que as nebulosas

espirais eram realmente �universos-ilha� fora da nossa galáxia. Lemaître visi-

tou Hubble e também Slipher, onvenendo-se que havia realmente um efeito de

desvio sistemátio para o vermelho dos espetros das nebulosas espirais e que um

modelo osmológio orreto deveria inluir esse tipo de efeito.

O primeiro artigo de Lemaître sobre osmologia onsistiu em uma nova inter-

pretação do universo de De Sitter. De modo semelhante ao que Cornelius Lanzos

havia feito (mas sem onheer seu trabalho), Lemaître indiou que a teoria de

De Sitter poderia ser interpretada omo um universo de urvatura homogênea

(igual em todos os pontos do espaço) mas variável em função do tempo. Indiou

que esse tipo de modelo poderia expliar o desvio para o vermelho do espetro

das nebulosas espirais, e obteve uma fórmula para esse efeito, mostrando que o
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desvio para o vermelho deveria ser proporional à distânia (KRAGH, 1987, p.

119).

Pode-se pereber que a idéia de interpretar o universo de De Sitter omo algo

dinâmio era bastante natural na époa. Alguns anos mais tarde (1928), H. P.

Robertson também sugeriu uma versão não-estátia do universo de De Sitter,

equivalente à de Lemaître (KRAGH, 1987, p. 118). No entanto, vários dos

autores que �zeram esses estudos tinham um enfoque prinipalmente matemátio.

Lemaître, ao ontrário, estava fortemente interessado em expliar o universo real,

levando em onta os novos fatos astron�mios.

3.10.1 O universo em expansão de Lemaître

Em 1927, sem ter onheimento dos trabalhos de Friedmann, Lemaître publiou

um novo artigo, em que apresentava modelos dinâmios do universo, om densi-

dade não nula (ou seja, diferentes do de De Sitter). Uma diferença importante

entre esse trabalho e as pesquisas de Friedmann foi que Lemaître levou em onta

não apenas a densidade de matéria mas também a pressão da radiação existente

no universo.

Sob o ponto de vista matemátio, o trabalho de Lemaître adiionou muito

pouo ao trabalho de Friedmann, mas seu enfoque era ompletamente diferente,

pois queria desrever o universo real.

Logo no iníio de seu artigo, Lemaître omenta sobre os problemas dos dois

modelos osmológios onheidos (de Einstein e de De Sitter):

Cada teoria tem suas próprias vantagens. Uma [a de De Sitter℄ está de

aordo om as veloidades radiais observadas das nebulosas, a outra

[de Einstein℄ om a existênia da matéria, proporionando uma re-

lação satisfatória entre o raio e a massa do universo. Paree desejável

enontrar uma solução intermediária que ombine as vantagens de

ambas.

À primeira vista, tal solução intermediária paree não existir. Um

ampo gravitaional estátio para uma distribuição uniforme de ma-

téria sem tensão interna tem apenas duas soluções, a de Einstein e

a de De Sitter. O universo de De Sitter é vazio, o de Einstein foi

desrito omo �ontendo tanta matéria quanto é apaz de segurar�. É

notável que a teoria não pode proporionar um intermediário entre

esses dois extremos. (LEMAÎTRE, 1927, p. 483).
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Note-se, por essa itação, que Lemaître estava preoupado om um modelo

do universo que pudesse expliar os movimentos das nebulosas espirais.

A itação aima lembra o parágrafo do livro The mathematial theory of re-

lativity de Eddington itado anteriormente:

Paree natural onsiderar as formas de De Sitter e Einstein omo

dois asos limite, sendo as irunstânias de nosso mundo real in-

termediárias entre eles. O universo vazio de De Sitter é obviamente

pensado apenas omo um aso limite; e a presença de estrelas e ne-

bulosas deve modi�á-lo, mesmo se apenas ligeiramente, na direção

da solução de Einstein. O universo de Einstein, ontendo massas que

exedem muito qualquer oisa imaginada pelos astr�nomos, poderia

ser onsiderado omo o outro extremo - um universo ontendo tanta

matéria quanto é apaz de segurar. (EDDINGTON, The mathemati-

al theory of relativity, p. 160)

Levando em onta que o universo de De Sitter pode ser desrito, em outras o-

ordenadas, omo um universo om raio que depende do tempo, Lemaître resolveu

investigar um modelo não estátio, semelhante ao de Einstein em suas araterís-

tias gerais (LEMAÎTRE, 1927, p. 484). Todas as hipóteses básias de Lemaître

são muito semelhantes às de Einstein: matéria distribuída uniformemente, om

movimento desprezível. As diferenças são que ele introduz radiação (om pressão

p = �
3
) e onsiderou que o raio R da parte espaial do universo é uma função do

tempo. O tensor de momento-energia-tensão é dado por0
BBB�
�p 0 0 0

0 �p 0 0

0 0 �p 0

0 0 0 �

1
CCCA

e tanto a pressão de radiação p quanto a densidade total de energia � (inluindo

matéria + radiação) são variáveis no tempo. O esalar de Von Laue T = ��3p = Æ

é a densidade da matéria. Note-se que Friedmann não havia levando em onta a

pressão de radiação.

A métria poderia ser representada por

ds2 = �R2d�2 + dt2

onde d� é o elemento de distânia espaial dividido pelo quadrado do raio do

universo. O tempo é absoluto (independente das oordenadas), omo no universo
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de Einstein (LEMAÎTRE, 1927, pp. 484-485). Utilizando as equações de ampo

(om termo osmológio), Lemaître obteve equações relaionando as derivadas

do raio do universo om a onstante osmológia, a densidade e a pressão.

Para poder resolver o sistema de equações Lemaître sup�s que a matéria do

universo M = V Æ = � era onstante. A quantidade total de radiação do universo

E = 3pV não era onstante, na teoria de Lemaître. Ele veri�ou que durante

variações de volume do universo, essa pressão realizava trabalho e que a variação

de energia da radiação era igual ao trabalho realizado. Obteve uma relação

kp = �
R4 , onde � era uma onstante de integração. Representando a derivada de

R em relação ao tempo por R', Lemaître obteve:

R02

R2
=

�

3
� 1

R2
+

�

3R3
+

�

R4

Dois asos partiulares eram a solução de De Sitter e a de Einstein. Para

obter a solução de De Sitter, bastava oloar tanto � quanto � iguais a zero, isto

é, eliminar a matéria e a radiação. A teoria de Einstein era obtida fazendo � igual

a zero e supondo que iniialmente o raio do universo é onstante (LEMAÎTRE,

1927, pp. 485-486).

O modelo geral de Lemaître, que tinha esses dois asos limites, mostrava um

universo om raio variável. O ponto de partida era o universo de Einstein, em

equilíbrio, e o limite �nal (para um tempo t = +1) era o universo de De Sitter,

om densidade nula.

Lemaître india que o raio do universo de Einstein RE havia sido alulado

por Hubble a partir da densidade média da matéria do universo (supondo que o

universo era estátio, evidentemente) e que havia sido obtido o resultado:

RE = 8; 5� 1028m = 2; 7� 1010parse

Lemaître sup�s que a onstante osmológia podia ser alulada a partir da

massa total do universo, utilizando as relações do universo de Einstein (LEMAÎ-

TRE, 1927, p. 489). p
� =

2�

�M

A partir de seu modelo, mostrou que o desvio para o vermelho de orpos

distantes deveria ser proporional à distânia. Além disso, utilizando dados uja

origem não indiou, Lemaître alulou a veloidade atual de expansão do universo

obtendo:
R0

R
= 0; 68� 10�27=m
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(Lemaître onsidera  = 1).

A teoria permitia prever uma proporionalidade entre o desvio para o ver-

melho e a distânia. Lemaître relaionou a expansão do universo à reessão das

nebulosas espirais e menionou as observações mais reentes, indiando que a

onstante de proporionalidade entre veloidade e distânia seria de aproximada-

mente 2; 7� 10�17=s. Note-se que esse trabalho foi publiado dois anos antes do

famoso trabalho de Edwin Hubble.

A partir das equações do seu modelo, alulou que o raio iniialR0 do universo

era 0,0465 do raio atual R (ou seja, o raio já havia aumentado aproximadamente

20 vezes). Os resultados obtidos foram (LEMAÎTRE, 1927, p. 487):

R = 0; 215RE = 1; 83� 1028m = 6� 109parse = 2� 1010 anos luz

R0 = 8; 5� 1026m = 2; 7� 108parse = 9� 108 anos luz

Dois asos partiulares da teoria de Lemaître eram os universos de Einstein e

de De Sitter. Lemaître mostrou que uma solução possível das equações de ampo

tinha exatamente esses dois modelos omo asos-limite. Podia-se pensar em um

universo que omeçasse pratiamente igual ao universo de Einstein e que fosse se

expandindo, tendendo a uma densidade ada vez mais baixa e aproximando-se

do universo de De Sitter (KRAGH, 1987, p. 124).

Por �m, Lemaître disutiu a ausa da expansão do universo:

Resta enontrar a ausa da expansão do universo. Vimos que a

pressão de radiação realiza trabalho durante a expansão. Isso paree

sugerir que a expansão foi iniiada pela própria radiação. Em um uni-

verso estátio, a luz emitida pela matéria viaja pelo espaço, volta ao

ponto de partida e se aumula inde�nidamente. Paree que esta pode

ser a origem da veloidade de expansão R'/R que Einstein assumiu

ser igual a zero e que em nossa interpretação é observada omo a ve-

loidade radial das nebulosas extra-galátias. (LEMAÎTRE, 1927, p.

489)

Deve-se notar que o universo de Lemaître não iniiava de uma singularidade,

nem tinha uma duração �nita. O estado iniial do universo era o universo estátio

de Einstein, om matéria parada, distribuída uniformemente em um espaço urvo

�nito. Esse estado iniial não teria oorrido um tempo �nito atrás, mas seria o

limite assintótio do universo atual, para t = �1.

76



O trabalho de Lemaître não teve reperussão. Foi publiado em franês, em

uma revista belga obsura. Embora Lemaître tivesse ontatos ientí�os impor-

tantes, ele paree não ter enviado ópias de seu artigo para pessoas omo Shapley,

Slipher, Hubble e Eddington (KRAGH, 1987, p. 125). No mesmo ano de publi-

ação do artigo, Lemaître enontrou Einstein em um ongresso que oorreu em

Bruxelas e onversaram sobre esse trabalho. Einstein ahou que o trabalho era

orreto sob o ponto de vista matemátio, mas que a proposta era �abominável� sob

o ponto de vista físio (KRAGH, 1987, p. 125). Lemaître omentou, mais tarde,

que Einstein pareia desonheer as informações astron�mias sobre as nebulosas

espirais. Através dessa onversa, Lemaître �ou sabendo que Friedmann havia

desenvolvido uma teoria semelhante, alguns anos atrás.

3.11 A ontribuição de Robertson

Da mesma forma que Lemaître e outros autores anteriores, em 1928, H. P.

Robertson prourou reinterpretar o universo de De Sitter, proporionando uma

solução matematiamente equivalente mas que resolvesse algumas di�uldades

que haviam sido sentidas por diversos autores (ROBERTSON, 1928, p. 836).

Utilizando uma transformação adequada, Robertson obteve a seguinte forma para

a métria de De Sitter:

ds2 = �e2kt(dx2 + dy2 + dz2) + 2dt2

Com esse novo tipo de oordenadas, o espaço se tornava in�nito, eulidiano,

e a veloidade da luz se tornava isotrópia. O movimento da luz e de partíulas

nesse universo é retilíneo. Estudando o desvio para o vermelho, Robertson on-

luiu que ele seria proporional à distânia, em primeira aproximação, obtendo

um resultado igual ao que já havia sido apresentado alguns anos antes por Weyl

(ROBERTSON, 1928, p. 844). Assim omo Lemaître, Robertson também estava

preoupado em omparar esse modelo om os dados astron�mios. Comparando

dados publiados por Hubble em 1926 sobre distânia de galáxias, om os dados

de Slipher publiados por Eddington, Robertson obteve uma relação empíria

aproximada, orrespondendo a essa previsão de proporionalidade (ROBERT-

SON, 1928, p. 845).

O trabalho de Robertson de 1928 era essenialmente semelhante ao de Le-

maître de 1925, mas paree ter sido desenvolvido sem onheimento daquele

(NORTH, The measure of the universe, p. 112). Por oinidênia, em 1929
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Robertson também redesobriu as métrias de Friedmann (NORTH, The mea-

sure of the universe, pp. 120-121). Posteriormente, seu modo de apresentar as

hipóteses da teoria e de analisar os modelos passou a ser admirado pela lareza.

O trabalho de Robertson foi visto, na époa, apenas omo uma uriosidade

matemátia. Ele não se dediou omo Lemaître a tentar estabeleer a �verdadeira�

teoria do universo, nem eslareeu o signi�ado empírio das oordenadas que

utilizou (NORTH, The measure of the universe, p. 118). Apenas depois da

�redesoberta� do artigo de Lemaître por Eddington, o trabalho de Robertson

passou a ser também valorizado.

3.12 A lei de Hubble

Em 1929 Edwin Hubble publiou um artigo em que apresentava os resultados pre-

liminares de seus estudos sobre distânia das nebulosas espirais e sua relação om

o desvio para o vermelho, mostrando que havia uma relação de proporionalidade

aproximada (HUBBLE, 1929). É provável que Hubble não onheesse os traba-

lhos de Friedmann, Lemaître e Robertson, nessa époa. Ele apenas menionou o

próprio modelo de De Sitter:

A araterístia importante, no entanto, é a possibilidade de que a

relação entre veloidade e distânia possa representar o efeito De Sit-

ter e portanto que os dados numérios possam ser introduzidos nas

disussões sobre a urvatura geral do espaço (HUBBLE, 1929, p. 81).

No trabalho de 1929, Hubble obteve uma onstante de proporionalidade de

aproximadamente 500�50 km/s por megaparse (HUBBLE, 1929, p. 79).

O artigo de Hubble de 1929 ontinha uma análise de nebulosas om veloi-

dades até 1.100 km/s. Pouo depois (1931), juntamente om seu olaborador

Milton Humason, publiou outro trabalho, inluindo mais nebulosas, om veloi-

dades de até 20.000 km/s e on�rmado mais fortemente a relação entre distânia

e desvio para o vermelho (SMITH, 1990, p. 58).

O trabalho de Hubble produziu forte reperussão. No iníio de 1930 Edding-

ton, Robertson e De Sitter onluíram que era neessário prourar uma teoria

osmológia não-estátia - mas não menionaram que tal teoria já existia. Ao

ler um relato da apresentação de Eddington, Lemaître lhe esreveu hamando

a atenção para seu artigo de 1927. O historiador Helge Kragh aredita que

Eddington havia reebido uma ópia do trabalho de Lemaître, ou que este lhe
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havia esrito a respeito de sua teoria, mas Eddington não havia lido ou não havia

dado importânia ao artigo (KRAGH, 1987, p. 126). Agora, em 1930, a situação

era diferente. Ele imediatamente perebeu que a teoria de Lemaître preenhia

exatamente aquilo que as observações astron�mias pediam. Publiou então um

omentário elogioso ao trabalho de Lemaître, e logo depois uma tradução inglesa

do artigo de 1927. Ao tomar onheimento desse artigo, De Sitter também apoiou

Lemaître, que logo se tornou onheido. Em 1931 Einstein também aderiu à idéia

de um universo em expansão.

Em um artigo publiado em 1931, De Sitter indiou que o trabalho de Lemaître

era a solução mais adequada para desrever o universo em expansão (DE SIT-

TER, 1931, pp. 5-6). Apoiando a idéia de que o universo estava iniialmente na

situação de equilíbrio instável representada pelo modelo de Einstein e utilizando

os dados disponíveis, De Sitter indiou que seu raio iniial seria de aproximada-

mente 1 bilhão de anos luz, mas que no instante atual seria pelo menos três vezes

maior. Ele aponta, no entanto, as outras possibilidades (um universo que havia

se ontraído e depois expandido, ou uma expansão iniiada a partir de uma forte

onentração de matéria), onsiderando que são pouo prováveis (DE SITTER,

1931, pp. 6-7).

3.13 O iníio da expansão do universo

Havia um problema oneitual na teoria de Lemaître. O modelo do universo em

expansão tinha omo ponto de partida o universo de Einstein e tendia ao universo

de De Sitter. Porém, o universo de Einstein é estátio. Como justi�ar o iníio

da expansão do universo?

Antes de tomar onheimento do artigo de Lemaître de 1927, Eddington já es-

tava preoupado om a questão da estabilidade do universo de Einstein (NORTH,

The measure of the universe, p. 122). Ele estava trabalhando om seu aluno

George MVittie no problema, mas antes de publiar seus resultados leu o ar-

tigo de Lemaître. Logo depois, Eddington investigou mais detalhadamente a

questão da expansão iniial do universo (EDDINGTON, 1930b). Primeiramente,

ele provou que o universo de Einstein era instável - um equilíbrio deliado entre a

força gravitaional de ontração e a força expansiva representada pela onstante

osmológia. Qualquer pequena expansão ou ontração desse universo iria pro-

duzir uma aeleração resente. Assim, foi Eddington, e não Lemaître, quem

provou que o universo de Einstein era instável e estabeleeu as ondições para
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o iníio de sua expansão (WHITROW, 1983, p. 261). A análise de Eddington

(disutida na próxima seção) mostrou que, ontrariamente à nossa intuição, a

pressão da radiação é um fator que tende a produzir uma ontração do universo

e não uma expansão. Dessa forma, a interpretação de Lemaître não poderia estar

orreta.

Tolman imaginou que proessos de aniquilação de matéria e sua onversão

em radiação poderiam desenadear o iníio da expansão. Eddington, no entanto,

ritiou essa proposta pois, ontrariamente ao que pensaríamos de forma intuitiva,

um aumento de pressão no universo produziria uma ontração, e não uma expan-

são. Assim, Eddington prourou proesso que reduzissem a pressão do universo,

e imaginou que o iníio da expansão poderia ter sido ausado pela ondensação

da matéria para formar as estrelas ou nebulosas. Pouo depois, Lemaître prop�s

um meanismo semelhante (KRAGH, 1987, p. 128).

3.14 Eddington e o universo

Partindo do fato que a �nitude do espaço depende da onstante osmológia �, a

qual aparee nas equações gravitaionais de Einstein G�� = �g�� para o espaço

vazio e sabendo ademais que além de envolver �, a forma e o tamanho do espaço

dependem da quantidade de matéria ontida no universo e da forma na qual esta é

distribuída, Eddington entrou sua atenção no espaço esfério, pois se a matéria

estiver uniformemente distribuída o espaço só podia ter urvatura onstante.

Assim, estritamente falando, ele assumiu o universo omo estando preenhido

om matéria de densidade uniforme. Mas pratiamente insistiu na uniformidade

a grande esala, i. e., sup�s que o universo estava preenhido om galáxias as

quais estariam igualmente distribuídas regularmente em qualquer lugar.

Dentro da sua análise ele enontra que se for postulado que este universo

esfério é estátio e não se altera, existiria uma únia solução, o universo de

Einstein. Portanto, para o equilíbrio, o espaço deveria ter um raio partiular

e onter uma quantidade partiular de massa, a qual estaria determinada em

termos da onstante osmológia �.

Teniamente, ele viu que a solução de De Sitter era também uma solução de

equilíbrio, mas isto só aonteia por ausa de que, sendo um universo inteiramente

vazio, não existiria nada nele para mostrar um desvio do estado de equilíbrio.

Eddington viu que em um universo esfério expandindo-se as galáxias, já que

elas ontinuam preenhendo o espaço uniformemente, deveriam afastar-se à me-
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dida que o tempo passa. Portanto, as soluções expandindo-se seriam de interesse

astron�mio vistas omo uma possível expliação do espalhamento observado das

nebulosas espirais4.

No modelo de Eddington, omo na solução de Einstein, o intervalo orrespon-

dendo ao espaço esfério e ao tempo não alterado é (EDDINGTON, 1930 (b), p.

669)

ds2 = �R2
�
d�2 + sin2 �

�
d�2 + sin2 �d�2

�	
+ dt2 (3.14)

onde R é o raio do espaço e (�; �; �) são oordenadas angulares5. Mas agora R

seria uma função de t. Lemaître já tinha enontrado os valores para a densidade

� e a presão p da matéria no espaço [3.14℄ mostrando que estes se derivavam das

equações gravitaionais de Einstein. Esses valores orrespondiam às seguintes

equações

8�� = ��+ 3

(
1

R2

�
dR

dt

�2

+
1

R2

)
(3.15)

8�p = ���
(

1

R2

�
dR

dt

�2

+
1

R2

)
� 2

R

d2R

dt2
(3.16)

Ele tomou as unidades sendo tais que a veloidade da luz e a onstante de

gravitação fossem unitárias. Um resultado importante para a análise de Edding-

ton enontra-se de [3.15℄ e [3.16℄

6

R

d2R

dt2
= 2�� 8�(�+ 3p) (3.17)

Sob sua visão o urso da expansão do universo simpli�ar-se-ia se fosse as-

sumido que a massa total do universo permaneia onstante. Mas sob seu exame

também sabia que isto não é rigorosamente erto. Pois poder-se-ia onsiderar

ou a massa própria (a soma das massas de repouso) ou a massa relativa, i.e.,

a massa relativa aos eixos em repouso (proporional à energia). Infelizmente

nenhuma delas é estritamente onservada:

1. deixando fora a radiação, a massa própria é onservada; a massa relativa

diminui devido à redução da energia inétia do movimento aleatório, du-

rante a expansão.

4Eddington entra sua atenção para o universo expandindo-se por esta razão, mas as

equações são sempre tais que o tempo é reversível, e para ada solução expandindo-se existe

uma orrespondente solução ontriando-se.
5Para distânias pequenas omparadas om R pode ser esrito r

R
= � = sin� aproximada-

mente; e [3.14℄ torna-se a expressão usual para oordenadas polares (r; �; �).
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2. Na onversão de matéria em radiação, a massa relativa é onservada. A

massa própria diminui já que a radiação não tem massa própria.

Assim as duas massas podem diminuir um pouo no urso do tempo. Não

obstante, segundo Eddington, essas ompliações seriam insigni�antes. E por

isso assumiu para seu modelo que a massa própria e a massa relativa eram sempre

iguais e as duas se onservariam para a ordem de aproximação por ele estabele-

ida.

É ao onsiderar analitiamente a instabilidade do universo de Einstein que

[3.17℄ obra importânia na análise de Eddington. Fazendo p = 0 em [3.17℄ ele

obteve

3
d2R

dt2
= R(�� 4��)

Para o equilíbrio, solução de Einstein, dever-se-ia ter � = �
4�
. Não obstante,

se existisse uma pequena perturbação tal que � < �
4�
, d2R

dt2
seria positivo e o

universo se expandiria. Esta expansão diminuiria a densidade e portanto d2R
dt2

aumentaria. Similarmente se existisse um mínimo exesso de massa, aonteeria

uma ontração a qual aumentaria ontinuamente. É desta análise que Eddington

hega a sua onlusão que o universo de Einstein seria instável.

A pequena perturbação iniial aonteeria sem interferênia sobrenatural. Se

se omeça om uma nebulosa uniformemente difusa a qual gradualmente se on-

densa em galáxias, a massa poderia não alterar-se, mas a massa equivalente usada

apliando as equações para uma distribuição estritamente uniforme deveria ser

ligeiramente alterada. Pareia pois possível que deste proesso evoluionário se

originasse a expansão do universo. Uma vez omeçado, Eddington apontava,

este deveria ontinuar e expandir-se em uma razão resente. Eddington admitiu

não ter deidido teoriamente se a ondesação deveria omeçar uma expansão no

lugar de uma ontração.

Alternativamente ele sup�s que o equilíbrio iniial poderia ser afetado pela

onversão de matéria em radiação. Tal onversão porém não mudaria �, devido

ao fato da massa da radiação ser igual à matéria onvertida, mas aumentaria p.

Da equação [3.17℄ se deduz que o aumento de p gera d2R
dt2

negativo; portanto o

universo poderia omeçar a ontrair-se. Esta expliação, Eddington enfatizou,

deveria ser rejeitada. Pois pareia provável, em termos gerais, que a onversão

de matéria em radiação não tivesse se iniiado até depois de um onsiderável

grau de ondensação nas galáxias ter aonteido, e a onsequênte expansão ter

progredido.
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Eddington onheia um resultado obtido por R. C. Tolman (TOLMAN, 1930)

no qual este sugeria a onversão de matéria em radiação omo uma expliação

da reesão das nebulosas. Não obstante �ava laro para Eddington que essa

não seria uma expliação, pois de [3.17℄ deduzia-se que esta tende a retardar a

expansão.

Prosseguindo seus argumentos, Eddington se prop�s omparar as ondições

de equilíbrio (a) quando o universo ontém só matéria em repouso, e (b) quando

este ontém só radiação. Assim, fazendo dR
dt
; d

2R
dt2

= 0 em [3.15℄ e [3.16℄ obteve

8�� = �� +
3

R2

8�p = �� 1

R2

Tal que 1
R2 = 4�(� + p), � = 4�(� + 3p). Analisou os dois asos propostos,

enontrando que

(a) Para matéria em repouso, p = 0. Assim R2 = 1
�
.

(b) Para radiação, � = 3p. Assim R2 = 3
2�
.

As massas totais seriam

(a)
�

2
��

1

2

(b)
�

4

�
3

2

� 3

2

��
1

2

Agora, fazendo p = 0, e onsiderando Re, Me o raio e a massa do universo de

Einstein, R, M o raio e a massa do sistema sob onsideração. Onde R é função

do tempo e as outras quantidades são onstantes. Eddington obteve os resultados

para o universo de Einstein:

2

�
Me = Re =

1p
�

(3.18)

Do fato do volume total do universo esfério ser 2�2R3
e; obteve a densidade

�e =
1

4�R2
e
= �

4�
. Agora, por [3.15℄

�
dR
dt

�2
+ 1 = 1

3
R2(�+ 8��)

= 1
3
R2�+ 4 M

3�R

dR
dt

=
q�

1
3
R2�� 1 + 4 M

3�R

�
9>>=
>>; (3.19)

dessa forma ele hegou a seus onheidos três asos de análise do universo:
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1. SeM > Me, enontrou que o lado direito não se anularia para nenhum valor

positivo de R, e portanto o sistema expandir-se-ia ontinuamente desde um

raio bem pequeno até um bem grande. O mínimo de dR
dt

é dado difereniando

[3.19℄ om respeito a R, 2
3
R��4 M

3�R2 = 0, tal que R3 = 2M
��

ou usando [3.18℄

R
Re

=
�
M
Me

� 1

3

.

Como o raio aumenta através do valor de R, a razão da expansão diminuiria

e inrementar-se-ia novamente. Segundo Eddington, a di�uldade de apliar

este aso estaria em que se requereria um omeço repentino das oisas.

2. Se M < Me, então o lado direito anular-se-ia para dois valores positivos

de R, os quais Eddington assumiu serem R1; R2, e seria imaginário para

os valores de R intermediários entre R1; R2. Portanto ou o universo teria

omeçado om uma veloidade �nita de expansão expandindo-se até o raio

R1 e então ontraiu-se, ou omeçou om uma veloidade �nita de ontração

ontraindo-se para o raio R2 e aumentou de novo. Aqui Eddington admite

a di�uldade de enontrar um ponto iniial natural para o desenvolvimento

do universo atual. Portanto, aso se aeitasse esta visão, isto impliaria

assumir que o universo atual omeçou om o raio R2, tal que iniialmente
dR
dt

= 0; pois este estaria expandindo-se ontinuamente.

3. O aso limite seria quando M = Me. Então R1 e R2 tenderiam ao valor

Re. Assim o tempo que o raio permaneeria na vizinhança de Re seria

logaritmiamente in�nito. Existindo, para Eddington, pelo menos uma

satisfação �losó�a em ver o universo omo evoluindo in�nitamente devagar

desde uma distribuição uniforme primitiva em equilíbrio instável. Foi este

o aso no qual Eddington investiu suas pesquisas.

Um ponto importante na sua esolha foi o fato de [3.19℄ poder ser integrada

sem funções elíptias quando M =Me. O resultado já tinha sido enontrado por

Lemaître.

Sob a hipótese de ser Me = M a história da expansão do universo resolver-

se-ia a uma transição gradual desde o universo de Einstein para o universo de

De Sitter. Segundo Eddington o modelo de de Sitter daria uma melhor aproxi-

mação à expansão; mas isto dependeria da veraidade do fato que a estimativa

da densidade média do universo ser menor que 10�28 g
m3 . Se isto fosse admitindo,

nenhuma grande mudança seria requerida nas teorias que na époa, tinham as-

sumido um universo de De Sitter.
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Na sua análise Eddington faz uma interpretação do universo de De Sitter

omo o limite de uma série de universos de densidade diminuindo gradualmente,

enquanto que na visão original de De Sitter estava-se pensando em um universo

ompletamente vazio, no qual os orpos materiais seriam oloados omo orpos

de prova.

Para Eddington, portanto, a prova da instabilidade do modelo de Einstein

fortaleia grandemente os terrenos de interpretação do afastamento das nebulosas

espirais omo uma indiação da urvatura do universo. Quando esta expliação

foi primeiro sugerida por de Sitter, tudo o que era onheido era que dos dois

modelos onheidos que satisfaziam orretamente as equações de Einstein, um

exibia um fen�meno deste tipo. Agora a posição seria que em ada universo que

satisfaça as equações de Einstein, tal fen�meno deveria neessariamente apareer

no deorrer do tempo. O fen�meno não seria úniamente onsistente om a teoria,

mas estaria predito pela teoria.

O problema da expansão do universo foi estudado de forma mais detalhada

por dois estudantes de Eddington, William MCrea e George MVittie. Eles

estudaram um modelo osmológio muito simples, em que se formasse uma únia

ondensação de matéria em um ponto do universo, para veri�ar que efeito isso

teria na estabilidade do universo. Conluíram que essa ondensação produziria

uma ontração (e não expansão) do universo (MCREA & MVITTIE, 1930).

Posteriormente, MVittie desenvolveu uma análise aproximada de um universo

om uma distribuição desontínua de massas e hegou à onlusão oposta: a

formação de ondensações deveria produzir uma expansão, omo Eddington havia

suspeitado (NORTH, The measure of the universe, p. 126).

Em 1931 Lemaître publiou um artigo sobre esse ponto espeí�o. Ele já havia

desistido de sua expliação iniial e agora prop�s que a expansão do universo seria

produzida por uma �estagnação� do mundo - que seria uma diminuição de troas

de energia entre suas partes (LEMAÎTRE, 1931, p. 490).

Primeiramente, Lemaître apresentou uma prova de que as ondensações não

produziriam efeitos, utilizando o teorema de Birkho� (LEMAÎTRE, 1931, p.

491). De aordo om esse teorema, no aso de um ampo gravitaional om

simetria esféria, o ampo em uma superfíie a uma dada distânia do entro

não pode sofrer alterações, a menos que haja transporte de matéria através dessa

superfíie. Assim, a ontração da matéria não deveria ser apaz de produzir

nenhum efeito - nem ontração, nem expansão do universo - porque não poderia

produzir uma mudança do ampo gravitaional. É laro, no entanto, que esse

argumento não levava em onta a variação de pressão riada pela ontração da
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matéria.

Para expliar o iníio da expansão, Lemaître introduziu a idéia de �estag-

nação�, que não passa na verdade de uma redução da pressão de radiação (LE-

MAÎTRE, 1931, p. 499). Portanto, apesar do nome estranho, sua proposta não

era muito diferente da apresentada por Eddington.

Pouo depois, Eddington publiou um trabalho em que a�rmou:

Foram feitas tentativas de estabeleer se a expansão deveria ser es-

perada teoriamente, em vez da ontração, mas não estou seguro de

que tenham tido suesso. De qualquer forma elas envolvem hipóte-

ses adiionais e não dependem simplesmente da lei da gravitação.

(EDDINGTON, 1932, p. 7)

Nessa époa, Eddington já estava desinteressado dessa questão, que lhe pare-

ia sem importânia teória. A situação permaneeu onfusa nos anos seguintes,

pois diferentes autores hegaram a resultados ontraditórios (NORTH, The mea-

sure of the universe, pp. 127-128).

Independentemente da ausa que teria desenadeado a expansão do universo,

Eddington areditava que a melhor opção era que ele tivesse omeçado omo um

universo de Einstein, em equilíbrio, e estivesse agora tendendo a um universo de

De Sitter. Essa esolha lhe pareia interessante porque ontinha o menor número

de parâmetros arbitrários - a onstante osmológia e o raio iniial do universo

estavam relaionados à massa total do universo.

Como foi Eddington quem mais divulgou e defendeu esse tipo de proposta, esse

tipo de teoria aabou sendo onheida omo �universo de Lemaître-Eddington�.

Em 1931 Eddington publiou um artigo no qual defendeu esse modelo, a�r-

mando que uma de suas vantagens era que assim se evitava o oneito de um

instante no qual o universo omeçou, omentado: �Filoso�amente, a noção de

um iníio da presente ordem da Natureza é repugnante para mim� (EDDING-

TON, 1931a, p. 319).

Esse omentário desagradou Lemaître, talvez porque ele era um padre e, sob o

ponto de vista religioso, um iníio do universo em erto momento do passado lhe

pareia mais adequado. Logo em seguida, Lemaître prop�s outra teoria osmoló-

gia, em que o universo omeçava omo uma grande ondensação de matéria, um

�átomo primitivo�, que explodia lançando átomos menores e radiação para todos

os lados (KRAGH, 1987, p. 130). Esse foi o preursor do modelo do �big bang�,

proposto quase 20 anos depois por Gamow. A partir desse momento, Lemaître

deixou de aeitar o �universo de Lemaître-Eddington�.
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3.15 A reação de Einstein ao universo em expan-

são

Diante das evidênias astron�mias favoráveis a um universo em expansão, e

vendo que os modelos dinâmios não exigiam a presença da onstante osmológi-

a, Einstein sugeriu, em 1931, que essa onstante osmológi-a fosse abandonada.

Conta-se que ele teria dito, nessa époa, que a introdução da onstante osmoló-

gia havia sido o erro mais grave de sua vida (RAY, 1990, p. 589).

Em 1932 Einstein e De Sitter publiaram um artigo onjunto, de apenas duas

páginas (EINSTEIN & DE SITTER, 1932). Nesse trabalho eles omentam a

falta de dados que permitam inferir se o espaço realmente possui uma urvatura

e analisam um modelo do universo em expansão sem onstante osmológia. Des-

prezando também a pressão, ele obtêm uma relação entre as duas prinipais

grandezas observáveis: a densidade média do universo atual � e a onstante de

Hubble H:

H2 =
��

3

Utilizando para a onstante de Hubble o valor de 500 km/s por megaparse,

eles alulam uma densidade média para o universo de 4 � 10�28 g
m3 , que era

o limite máximo da densidade que havia sido estimada por De Sitter um ano

antes. A urvatura do espaço não podia ser determinada pelos dados disponíveis

e poderia ser nula.

Podemos tentar ompreender o que se passava om Einstein nessa époa,

14 anos depois da introdução da onstante osmológia, da seguinte forma. Em

1917, Einstein areditava que as idéias de Mah eram fundamentais e que a teoria

da relatividade geral deveria satisfazer o prinípio de Mah. Essa foi uma das

motivações do seu trabalho osmológio. Além disso, a introdução do termo

osmológio nas equações de ampo foi neessária para riar um universo em

equilíbrio - que lhe pareia, na époa, orresponder à realidade. Em 1931 esses

dois motivos já não existiam, pois Einstein havia desistido das idéias de Mah e

sabia que o universo estava em expansão. A tereira justi�ativa para introduzir

o termo osmológio, em 1917, era puramente matemátia: a generalização mais

natural das equações de ampo de Einstein é obtida exatamente introduzindo

esse termo. No entanto, essa generalização era aompanhada por um defeito: a

onstante osmológia tinha um valor arbitrário, na teoria da relatividade geral,

o que reduzia a beleza da teoria (RAY, 1990, p. 597). Logo depois, o trabalho de

De Sitter mostrou ainda novos problemas: a teoria da relatividade om o termo
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osmológio previa a possibilidade de um universo sem matéria mas om inéria

e om forças repulsivas, ontrariando as onepções básias de Einstein. Por

todos esses motivos, é ompreensível que a posição de Einstein tenha mudado

posteriormente. Mas nada disso justi�a que ele se ausasse de haver ometido

um sério erro em 1917.

Pode ser que Einstein se ulpasse por não haver previsto teoriamente a ex-

pansão do universo. Segundo Abraham Pais, se Einstein não tivesse introduzido

a onstante osmológia e tivesse imposto as ondições de simetria e homogenei-

dade de 1917, ele teria veri�ado que as equações de ampo eram inompatíveis

om um universo estátio e poderia ter sugerido um modelo do universo em ex-

pansão. No entanto, deve-se notar que a previsão de um universo em expansão

por Einstein seria tão fáil ou tão remota quanto a previsão de um universo em

expansão por Newton (RAY, 1990, p. 599). A�nal de ontas, nos dois asos

(relatividade geral e físia lássia) a teoria pareia indiar a impossibilidade de

um universo estátio, e nos dois asos um universo em expansão resolveria o

problema. O fato histório é que nem Newton nem Einstein tiveram essa idéia.

Tanto nas déadas de 1930 quanto posteriormente, houve diferentes posturas

em relação à onstante osmológia. Muitos físios seguiram o exemplo de Eins-

tein e onsideraram que ela podia ser dispensada. Outros a mantiveram para dar

maior maleabilidade à teoria da relatividade geral, sob a forma de um parâmetro

ajustável. Outros, en�m, onsideraram que a onstante osmológia tinha um

papel essenial na físia. Entre esses últimos estava Eddington, que interpretou

a onstante osmológia omo a base do próprio oneito de omprimento. A

posição de De Sitter se manteve bastante autelosa:

Logo após o ompletamento da teoria [da relatividade geral℄, ertas

onsiderações de natureza �losó�a ou metafísia levaram Einstein a

introduzir em suas equações uma erta grandeza representada pela

letra grega lambda e que ele hamou de �onstante osmológia�. É

verdade que a generalidade ompleta da teoria, do ponto de vista

matemátio, exige essa onstante, mas ela poderia ser zero sem pre-

judiar a teoria: as equações são ompletas sem ela. Não onheemos

seu signi�ado físio exato e, até o presente, não onseguimos ainda

penetrar as relações que a unem a outras onstantes da físia. A intro-

dução dessa nova onstante tem a aparênia de uma ompliação inútil

e, na verdade, muitos físios a onsideraram assim. Mas, por outro

lado, ela apresenta vantagens tão evidentes que foi adotada pela maio-
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ria, mesmo antes que tivessem sido observados fen�menos susetíveis

de serem expliados pelas equações ontendo o termo lambda, mas

inexpliáveis sem ele. (DE SITTER, 1931, pp. 2-3)

Durante a déada de 1930 a osmologia se dividiu em duas linhas prinipais.

Uma delas omeçou a investigar proessos astrofísios, tais omo a ondensação da

matéria para formar galáxias, estudando também radiação ósmia e prourando

expliar a formação dos elementos químios. Outro grupo se manteve estudando

as propriedades globais (geométrias e inemátias) do universo, dentro do on-

texto da relatividade geral ou propondo alternativas (omo a de Milne). Essa

segunda linha de pesquisa foi aos pouos se enfraqueendo, pois não existiam

informações que permitissem esolher um dentre os vários modelos ofereidos.

A osmologia relativístia tornou-se apenas um exeríio matemátio (SMITH,

1990, p. 58).

Na déada de trinta não houve uma grande reperusão no avanço da onstru-

ção de modelos osmológios. Mesmo que ainda existindo alguns trabalhos no

tema, omo por exemplo os de Tolman, o interesse delinou devido ao fato que

pareia ter sido esgotada a análise teória tanto de se existia ou não a onstante

osmológia omo por que o universo estava expandindo-se, e por sua vez, as

observações não ofereiam nenhum avanço promissor. Foi só a partir de 1948

om o trabalho de Gamow (GAMOW, 1948) sobre o Big-Bang que a omunidade

ientí�a marou um grande avanço no referente ao �modelamento� do universo.
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Capítulo 4

O universo de Eddington

Logo no iníio da déada de 1930, Eddington se �xou no modelo osmológio

de Lemaître-Eddington, e nuna mais o abandonou nem questionou. Como esse

modelo omeça om um universo de Einstein, que só pode existir se as equações

de ampo inluírem o termo osmológio, Eddington também nuna oloou em

dúvida a existênia da onstante osmológia. Por vários outros motivos, ele

areditava que a onstante osmológia era uma grandeza físia fundamental,

determinando a urvatura do universo de Einstein e servindo de base para o

próprio oneito de omprimento.

Havia dúvidas sobre o iníio do proesso de expansão a partir do universo

de Einstein, e Eddington sempre admitiu isso: �Vários pesquisadores tentaram

examinar se havia alguma ausa de�nida deidindo que o universo deveria air

em um estado de expansão em vez de ontração; mas não foi atingida nenhuma

onlusão deisiva� (EDDINGTON, New pathways in siene, p. 220).

Em 1933, Eddington apresentou os prinipais parâmetros do universo da

seguinte forma (EDDINGTON, The expanding universe, pp. 96-97):

1. Veloidade de reessão das galáxias = 528 km/s por megaparse

2. Raio iniial do universo (antes do iníio da expansão) (Re) = 328 mega-

parse = 1068 milhões de anos-luz

3. Massa total do universo (M) = 2; 14� 1055 g = 1; 08� 1022 massas do Sol

4. Número de prótons do universo (N) = número de elétrons = 1; 29� 1079

5. Densidade média iniial da matéria do universo (�) = 1; 05� 10�27g=m3

6. Constante osmológia � = 9; 8� 10�55m2
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Apesar do número de algarismos signi�ativos desses valores, Eddington aler-

tava que os 5 primeiros números poderiam estar errados por um fator 2, e os dois

últimos por um fator 4. Essas grandezas, evidentemente, estavam relaionadas

entre si (EDDINGTON, The expanding universe, p. 102-103).

� =
M

(2�2R3)

� =
1

R2
e

GM

2
=

1

2
�Re

A veloidade de expansão (ou, mais exatamente, a onstante de Hubble) é

variável, no modelo de Lemaître-Eddington, mas seu valor máximo podia ser

alulado e era igual a 
(
p
3Re)

=
q

3
�
(EDDINGTON, The expanding universe, p.

103).

Conheendo-se apenas uma dessas onstantes do universo, todas as outras

podiam ser aluladas (om exeção da veloidade de reessão, já que apenas o

valor limite tinha uma relação exata om as outras onstantes). Supondo que a

veloidade de reessão atual está próxima do limite máximo, era possível alular

todas as outras onstantes a partir do valor medido por Hubble e Humason.

Pareia, portanto, que apenas faltava determinar de forma mais exata o valor

das onstantes do modelo osmológio. Não havia mais nenhuma ontribuição

teória importante a fazer, se esse modelo estava orreto.

4.1 O álulo teório das onstantes do universo

Eddington pratiamente não partiipou do desenvolvimento posterior da os-

mologia relativístia, pois já estava envolvido om outro tipo de preoupação.

Em torno de 1930, ele omeçou a dediar-se à tentativa de deduzir teoriamente

ertas onstantes numérias fundamentais da físia. Essa linha de investigação,

baseada em uma ombinação da teoria da relatividade om a meânia quântia,

foi inspirada pelo trabalho de Dira sobre o elétron e utilizou métodos algébrios

inventados pelo próprio Eddington.

Ao longo de uma série de trabalhos, Eddington prourou determinar teoria-

mente, entre outras, as seguintes onstantes adimensionais:

1. O inverso da onstante de estrutura �na h
(2�e2)

para a qual obteve iniial-

mente o valor inteiro 136 e, depois, 137.
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2. A razão entre as massas do próton Mp e do elétron m, para a qual obteve

iniialmente o valor Mp

m
= 1362

10
= 1849; 6 e, depois, o valor

Mp

m
=

1 +
q
1� 40

1362

1�
q
1� 40

1362

= 1847; 60

3. Uma relação entre grandezas osmológias e grandezas assoiadas às partí-

ulas da matéria, assoiando o número total de partíulas do universo N e

o raio de urvatura do universo de Einstein R om as massas do próton e

do elétron, arga do elétron e veloidade da luz:

Mpm

Mp +m

�
e

�2
=

p
N

R

4. Uma relação entre o número de partíulas do universo e a razão entre a força

elétria e a força gravitaional entre um elétron e um próton, F = e2

(GMpm)

que levou iniialmente à equação

F =
e2

(GMpm)
=

2

�

p
N

e, depois, a uma equação orrigida:

F =
2

3�

�
136

137

�2p
5N

5. O �número ósmio� N , que representa o número total de partíulas do

universo ou, mais exatamente, o número de pares elétron-próton que ons-

tituem a matéria do universo, para o qual Eddington obteve iniialmente

valores aproximados omo N = 1; 4� 1079 e, por �m, o valor

N =
3

2
� 136� 2256 = 2; 36216:::� 1079

Esse tipo de pesquisa foi gradualmente se tornando o entro de seu trabalho.

Nos últimos anos de sua vida, Eddington apenas se dediava àquilo que denomi-

nou de �teoria fundamental�, que deveria proporionar uma base para toda a

físia. Além de um grande número de artigos, publiou três livros sobre sua

teoria:

Relativity theory of protons and eletrons, 1936

The ombination of relativity theory and quantum theory, 1943
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The fundamental theory, 1946

Essa última obra estava ainda inompleta quando Eddington faleeu e foi

preparada para publiação por seu amigo Edmund Whittaker.

Nos primeiros anos, essa linha de trabalho de Eddington despertou grande

interesse e expetativa. Depois, no entanto, não foi aeita pela omunidade ien-

tí�a e é onsiderada, hoje em dia, apenas uma uriosidade do passado. Isso

não impede, no entanto, que possua grande interesse histório, prinipalmente

porque essas idéias partiram de um pesquisador que mostrou enorme apaidade

em outras áreas da físia e que ertamente não estava senil. Jaques Merleau-

Ponty omentou que a parte mais difíil da �teoria fundamental� é a álgebra dos

números-E ou �sedenions�, e que esta onstitui um trabalho matemátio orreto:

Esses desenvolvimentos são difíeis, mas seguros. Durante a vida de

Eddington e sobretudo depois de sua morte, foram onsagrados nu-

merosos estudos sobre os números-E. De aordo om o que sabemos,

os autores desses estudos não assinalaram nenhum erro nem insu-

�iênia nos enuniados e demonstrações de Eddington; esse fato,

embora puramente negativo, meree ser notado; ele mostra que não

poderíamos atribuir a obsuridade dos esritos tardios de Edding-

ton a algum enfraqueimento de suas apaidades matemátias, a

algum �desarranjo� de sua lógia. (MERLEAU-PONTY, Philosophie

et théorie physique hez Eddington, p. 98)

4.2 Eddington e a onstante osmológia

Em um universo de Einstein o raio de urvatura R do espaço está relaionado

om a onstante osmológia:

R =
1p
�

Eddington obteve uma relação semelhante a esta, om um signi�ado mais

amplo, que o levou a interpretar a onstante osmológia omo uma grandeza

fundamental do universo. O resultado matemátio foi apresentado pela primeira

vez em 1921 (EDDINGTON, 1921b), e depois, em uma versão mais orreta, em

1922 (EDDINGTON, 1922a). Esta versão orrigida foi depois inserida no livro

The mathematial theory of relativity.

Uma superfíie tem uma urvatura gaussiana K que é o inverso do produto

de seus dois prinipais raios R1 R2 de urvatura: K = 1
(R1R2)

. No aso de um
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espaço-tempo genério, há uma generalização desse oneito, introduzindo o raio

de urvatura esféria omo sendo o raio de uma hiper-esfera que tem a mesma

urvatura gaussiana que aquela superfíie, no ponto onsiderado. Esse oneito

está assoiado ao traço do tensor de Rii (EDDINGTON, The mathematial

theory of relativity, p. 151).

Um espaço-tempo riemanniano genério ontém 10 funções g�� das quatro

oordenadas. Ele pode ser representado omo uma superfíie de 4 dimensões

em um hiper-espaço eulidiano, om 10 dimensões (oordenadas y1; y2; :::y10). A

partir da omparação entre esses espaços, Eddington hega a um modo de alular

a urvatura de uma superfíie em qualquer direção, omo por exemplo, G(1) na

direção de x1

G11 � 1

2
Gg11 =

1

2
G(1)

Generalizando, ele introduz a quádria�
G�� � 1

2
Gg��

�
dx�dx� = 3

a partir da qual se pode alular a urvatura em ada direção. Suponhamos que

o raio dessa quártia na direção x1 seja igual a �1. Esolhendo-se a direção, x1 e

tomando-se o desloamento dx� = (�1; 0; 0; 0), teremos:�
G11 � 1

2
Gg11

�
�21 = 3

Por omparação, vemos que

1

2
G(1)�

2
1 = 3

e, portanto,

G(1) =
6

�21

Do mesmo modo, podemos alular a urvatura em qualquer outra direção

utilizando a quádria aima (EDDINGTON, The mathematial theory of relati-

vity, p. 152).

Se partirmos da equação de Einstein sob a forma:

G�� � �g�� = �k
�
T�� � 1

2
Tg��

�

e a apliarmos ao espaço vazio, teremos:

G�� = �g��
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Contraindo esta expressão obtemos G = 4�, e portanto

G�� � 1

2
Gg�� = ��g��

Multipliando os dois lados por dx�dx� e omparando om a quádria, temos�
G�� � 1

2
Gg��

�
dx�dx� = 3 = ��g��dx�dx�

Portanto,

�ds2 = 3

�

Esta equação pode ser interpretada omo uma indiação da onstânia da

urvatura em todas as direções: em todos os pontos, no espaço vazio, o raio de

urvatura tem o valor onstante
q

3
�
(EDDINGTON, The mathematial theory

of relativity, p. 153). Inversamente, se o raio de urvatura do espaço-tempo é

o mesmo em todas as direções, no espaço vazio, então a lei de Einstein (om a

onstante osmológia) é válida.

Note-se que o resultado não é óbvio, de modo nenhum, porque o espaço vazio

não preisa ser desprovido de ampos gravitaionais e pode ter uma métria

bastante ompliada e assimétria. No entanto, aparee uma urvatura do espaço

que é sempre a mesma, igual a
q

3
�
,qualquer que seja esse ampo.

Este resultado leva Eddington a ofereer uma nova interpretação para a ons-

tante osmológia. Primeiro, ele eslaree o que signi�aria, em prinípio, fazer

uma medida de urvatura do espaço-tempo em alguma direção: seria preiso

omparar as propriedades do espaço om algum padrão de omprimento, oloado

na mesma direção, no mesmo ponto do espaço. Portanto, o resultado aima obtido

poderia ser desrito desta forma: �o raio de urvatura em qualquer ponto e em

qualquer direção mantém uma proporção onstante em relação ao omprimento

de uma unidade material espeí�a oloada no mesmo ponto e orientada na

mesma direção� (EDDINGTON, The mathematial theory of relativity, p. 153).

Invertendo a relação, Eddington obtém:

O omprimento de uma estrutura material espeí�a mantém uma

razão onstante em relação à urvatura do mundo no lugar e na di-

reção em que for oloada.

Ou seja: quando uma estrutura material qualquer é desloada no espaço

(vazio) e oloada em qualquer ponto, em qualquer direção, ela deve ajustar seu
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omprimento de tal forma a manter uma proporção onstante om a urvatura

do espaço.

Imagine primeiro um universo no qual a urvatura, em relação a algum padrão

(não-material) de omprimento fosse anisotrópia. Um elétron inserido nele prei-

saria ter a mesma anisotropia para que pudesse obedeer às ondições de equilíbrio

que um elétron simétrio obedee no mundo isotrópio. A mesma anisotropia

persistiria em qualquer estrutura material formada desses elétrons. Finalmente,

quando nós medimos o mundo, isto é, fazemos omparações om estruturas ma-

teriais, a anisotropia oorre dos dois lados da omparação e é eliminada. A lei

da gravitação de Einstein exprime o resultado dessa eliminação. A simetria e

homogeneidade expressas pela lei de Einstein não é uma propriedade do mundo

externo, mas uma propriedade da operação de medida.

Deste ponto de vista ertamente a onstante � não pode ser zero; só assim um

espaço vazio tem um raio de urvatura �nito em relação aos padrões familiares.

Um elétron nuna poderia deidir que tamanho deve ter a menos que existisse

algum padrão de omprimento independente dele mesmo, para que ele possa se

omparar. (EDDINGTON, The mathematial theory of relativity, p. 154)

Portanto, a onstante osmológia estabelee o raio de urvatura
q

3
�
de um

espaço vazio e representa o padrão de omprimento em relação ao qual todos os

outros omprimentos devem ser omparados. Dessa forma, para Eddington, o

termo osmológio deixa de ser uma adição ad ho da teoria de Einstein e passa

a ser essenial, não podendo nuna desapareer das equações de ampo.

4.3 A relação entre o universo e o átomo

A mesma idéia reaparee em muitos trabalhos de Eddington, sob várias formas.

Vamos aresentar mais alguns aspetos, a partir de uma obra de 1935: New

pathways in siene.

A onstante ósmia é o agente que está por trás do fen�meno de

reessão das galáxias. Mas é também o agente que está por trás de

muitas outras oisas. Alguns anos atrás eu me onveni fortemente

que nestas desobertas astron�mias nos reessos remotos do espaço

nós apturamos a have para os mistérios do próton e do elétron. Tudo

o que fui apaz de desenvolver desde então on�rma minha onvição.

No espaço esfério, aqueles que omeçam em uma direção devem se

enontrar por �m om os que omeçaram na direção oposta. Da

96



mesma forma, na iênia, os astr�nomos que aminharam em busa do

inonebivelmente grande estão agora enontrando os físios at�mios

que foram em busa do inonebivelmente pequeno. (EDDINGTON,

New pathways in siene, p. 222)

Eddington oloa, em seguida, a relação entre o mundo mirosópio e maros-

ópio de uma forma bastante simples. Se dissermos que o universo se expande,

essa expansão deve ser medida em relação a algum padrão de omprimento, que

pode ser um orpo material ou alguma grandeza at�mia. �Mas se o universo está

se expandindo em relação a esses padrões, todos esses padrões estão enolhendo

em relação ao universo. A teoria do universo em expansão é também a teoria do

átomo que enolhe� (EDDINGTON, New pathways in siene, p. 223).

Em prinípio, a teoria físia poderia prever uma ontração do átomo, em vez

de uma expansão do universo e, é laro, teria que apareer na teoria da on-

tração do átomo alguma grandeza que desempenhasse um papel semelhante à

onstante osmológia. De erta forma, portanto, deve existir uma relação entre

a teoria da expansão do universo e uma teoria su�ientemente geral para prever a

ontração das dimensões at�mias. �Assim, deveríamos ser apazes de nos aproxi-

mar da onstante osmológia através da teoria do átomo (ou mais expliitamente

através das equações da teoria quântia que determinam o tamanho dos sistemas

de pequena esala) tanto quanto pela teoria do universo� (EDDINGTON, New

pathways in siene, p. 223).

O raioínio de Eddington pode pareer estranho, mas tem uma boa funda-

mentação. Ele está simplesmente generalizando a idéia que fundamenta a teoria

da relatividade. As medidas físias devem ser relações ou omparações. Não há

sentido em falar sobre tamanho absoluto - todos os tamanhos são relações entre

tamanhos - e, portanto, nas teorias físias fundamentais, só deveriam apareer

razões entre omprimentos e nuna omprimentos isolados. As equações relativas

ao átomo devem ser apazes de estabeleer uma relação entre suas dimensões e

alguma outra grandeza físia dotada de tamanho, mas não devem ser apazes de

estabeleer um tamanho absoluto, sem omparação om nada.

Temos que reonheer portanto que aquilo que hamamos de pro-

priedades do elétron são propriedades ombinadas ou relações entre

o elétron e algum outro sistema físio que onstitui um sistema de

omparação. Pois um elétron por si próprio não tem propriedades.

Se ele estivesse totalmente sozinho, não haveria nada que pudesse ser
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dito sobre ele - nem mesmo que ele é um elétron. (EDDINGTON,

New pathways in siene, p. 225)

Podemos pereber nesse tipo de raioínio uma motivação semelhante à que

havia dirigido o trabalho de Ernst Mah e de Einstein (até 1920). No entanto,

Eddington não pensa propriamente em interações omo a ausa das propriedades

de um elétron. Ele pensa que é impossível oneber uma grandeza sem um termo

de omparação. É um prinípio epistemológio e não uma suposição sobre um

proesso físio.

Mesmo se aeitarmos esse raioínio, poderíamos pensar que a teoria físia

poderia estabeleer uma relação entre as propriedades do elétron e de algum

outro objeto mirosópio, e não neessariamente uma relação om o universo.

No entanto, Eddington tem um argumento ontra essa possibilidade:

Na físia atual a equação mais fundamental é a equação de onda

do elétron. Supõe-se usualmente que ela desreve apenas o elétron.

Mas vimos que isso seria desprovido de sentido - não há nada para

desrever. Ela desreve a relação entre o elétron e um objeto ou sis-

tema físio de omparação; e embora o sistema de omparação não

seja menionado, podemos pereber failmente que ele deve ser o uni-

verso - não o universo real, mas o universo idealizado fazendo-se um

arredondamento dos ampos eletromagnétios e gravitaionais. Pois

se estivessem envolvidos objetos de omparação loais, a meânia on-

dulatória preisaria, por seus próprios prinípios, utilizar uma equação

mais ompliada om uma dupla função de onda para exibir as re-

lações observáveis envolvendo o elétron e aquele objeto. (EDDING-

TON, New pathways in siene, p. 226)

Portanto, Eddington aredita que a teoria de Dira do elétron deve onter,

esondida, uma relação entre o elétron e o universo. Oorre, porém, que na teoria

do elétron todas as onstantes são onheidas, enquanto na teoria osmológia

havia uma onstante (�) desonheida. De alguma forma, omparando a equação

do elétron om a teoria osmológia, deveria ser possível enontrar o valor da

onstante osmológia (EDDINGTON, New pathways in siene, p. 227).

No entanto, o proedimento não era tão simples assim. Primeiramente, se-

gundo Eddington, era neessário orrigir a teoria quântia, já que esta não era

relativístia (EDDINGTON, New pathways in siene, p. 227). Poderíamos adi-

ionar: seria também neessário orrigir a teoria da relatividade, que não obedee
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aos prinípios quântios. Nessa époa, Eddington não pensava nesse outro as-

peto, mas ao desenvolver a última versão de sua teoria trabalhou também nesse

outro extremo.

4.4 As onstantes fundamentais da físia

Tendo argumentado que todas as grandezas importantes devem ser relativas - ou

seja, razões entre grandezas do mesmo tipo, Eddington analisou as onstantes

físias fundamentais e prourou relações numérias (adimensionais) entre elas,

pois apenas essas onstantes numérias poderiam ter um signi�ado teório mais

profundo.

A natureza é medida por seu próprio padrão. Assim o signi�ado

de nossas onstantes físias está nas razões puramente numérias que

estão ontidas nelas. (EDDINGTON, New pathways in siene, p.

230)

Como onstantes físias fundamentais, Eddington indiou as seguintes

(EDDINGTON, New pathways in siene, p. 230):

� e = arga do elétron

� m = massa do elétron

� M = massa do próton

� h = onstante de Plank

�  = veloidade da luz

� G = onstante gravitaional

� � = onstante osmológia

Note-se que ele estava inluindo as onstantes básias da teoria da gravitação,

do eletromagnetismo e da teoria quântia. A termodinâmia ou a teoria das

forças nuleares não apareem ontempladas nesta lista.

Todas as onstantes esolhidas por Eddington possuem dimensões que podem

ser representadas em função de omprimento, tempo e massa. Assim, ombi-

nando essas sete onstantes é possível substituir essas onstantes por outras sete,

três das quais tendo dimensões respetivamente de omprimento, de massa e de
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tempo, e outras quatro sendo adimensionais. Eddington indiou quatro ombi-

nações adimensionais que lhe interessava disutir (EDDINGTON, New pathways

in siene, p. 232):

(a)
M

m
(b)

h

2�e2
()

e2

GMm
(d)

2�

h

r
Mm

�

(a) é a razão entre as massas do próton e do elétron, que se sabia ser apro-

ximadamente igual a 1840; (b) é a onstante de estrutura �na, ujo valor era

aproximadamente 137 [na verdade, dá-se o nome de �onstante de estrutura �na�

ao inverso deste número, ao ontrário do que Eddington fazia℄; () é a razão entre

a força elétria e a força gravitaional entre um elétron e um próton, ujo valor

é de aproximadamente 2; 3� 1039; e (d) é uma razão mais ompliada, entre um

omprimento de tipo at�mio e o raio de urvatura natural do espaço, om valor

aproximado de 1; 2� 1039.

A partir dessas quatro onstantes é possível evidentemente, por multipliação,

divisão e exponeniação, obter muitas outras onstantes adimensionais, mas qual-

quer delas será uma ombinação dessas quatro (EDDINGTON, New pathways in

siene, p. 232). Se a teoria pudesse proporionar os valores de quatro onstantes

adimensionais, teria atingido o máximo que pode ser feito.

Eddington areditava que o álulo teório das onstantes poderia depender

de uni�ações de teorias. No eletromagnetismo, por exemplo, havia uma ons-

tante (a razão entre as unidades de arga eletrostátia e eletromagnétia) que

tinha dimensões de veloidade e valor experimental próximo ao da veloidade

da luz. Com a uni�ação entre eletromagnetismo e óptia, essa onstante se

tornou idêntia à veloidade da luz, reduzindo assim uma onstante básia da

físia. Da mesma forma, a teoria do orpo negro de Plank reduziu o número de

onstantes neessárias para desrever as várias leis da radiação. A existênia de

4 onstantes adimensionais indiaria o grau de uni�ação que ainda faltava na

físia (EDDINGTON, New pathways in siene, p. 234).

As onstantes () e (d) tinham valores muito altos e próximos entre si. Edding-

ton suspeitou - omo outras pessoas - que não poderia ser uma oinidênia a

existênia de números tão grandes e semelhantes. Sup�s que a base dessas ons-

tantes fosse algum número assoiado ao universo omo um todo (EDDINGTON,

New pathways in siene, p. 234).
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4.4.1 A onstante de estrutura �na

Uma das onstantes adimensionais era a onstante de estrutura �na, h
2�e2

. Edding-

ton onsiderava essa onstante omo a razão entre duas unidades de ação. A

onstante h
2�

representa o quantum de ação de Plank, e a grandeza e2


tem as

mesmas dimensões e deve também representar uma ação. Já em 1914, Lewis

e Adams haviam sugerido que deveria existir uma relação simples entre essas

grandezas (LEWIS & ADAMS, 1914, p. 97). A relação sugerida foi:

h =
"

002


3

r
8�5

15

Os autores utilizando o símbolo "0 para representar a arga elétria no sistema

de Heaviside, sendo "00 = 4�e. Fazendo a substituição, teríamos:

h

2�e2
= 16�2 3

r
�2

15
= 137; 35

No aso do trabalho de Lewis e Adams, a �dedução� não se baseia em ne-

nhuma teoria físia, mas apenas em onsiderações geométrias e dimensionais. A

argumentação de Eddington foi ompletamente diferente.

Eddington omentou que a grandeza e2


também representava uma unidade

de ação, om o seguinte signi�ado: quando dois elétrons (ou um próton e um

elétron) estão a uma distânia r, a energia potenial entre eles é V = e2

r
(em

unidades eletrostátias), e a luz demora um tempo t = r

para ir de um até o

outro. Multipliando essa energia por esse tempo obtemos a unidade de ação
e2

r
r

= e2


, que está assoiada à interação entre argas elétrias. Dividindo h

2�

por e2


obtemos h

2�e2
que vale aproximadamente 137 e que representa portanto a

razão entre o quantum de ação de Plank e a unidade de ação relaionada om a

interação entre dois elétrons (EDDINGTON, New pathways in siene, p. 235).

Assim, em todos os problemas que envolvem partíulas e radiação -

matéria e éter - temos que tratar om dois sistemas onstruídos em

esalas diferentes, onstruídos de átomos de ação de tamanhos dife-

rentes. A teoria atual não tenta explorar o signi�ado dessa diferença

de esala; simplesmente a aeita omo um fato empírio e introduz

uma onstante de estrutura �na para dar onta dela. Mas isso não

pode ser o limite �nal para o progresso. Somos desa�ados a enon-

trar uma teoria uni�ada de partíulas elétrias e radiação na qual a

ação do tipo eletrostátio e a ação do quantum são busadas até suas
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fontes. Então seremos apazes de ompreender por que um pertene a

um átomo que é 137 vezes o outro átomo, e realmente pereberemos

essa razão tão laramente quanto perebemos que a irunferênia

de um írulo é 3,14159... vezes seu diâmetro. (EDDINGTON, New

pathways in siene, p. 235)

O modo pelo qual Eddington tentou alular o valor da onstante de estrutura

�na variou ao longo dos anos. Deve-se notar que a exposição que estamos apre-

sentando aqui é de 1935, vários anos depois de suas primeiras tentativas. Pode

ser que ele pensasse de forma ompletamente diferente no iníio de sua pesquisa.

Como h
2�e2

= 137, podemos esrever a energia potenial de um par de elétrons

omo e2

r
ou omo 1

137
h
2�r

. Pode-se assim dizer que a energia potenial entre dois

elétrons é 1=137 do valor que esperaríamos que houvesse, levando em onta a

existênia do quantum de Plank. A idéia básia de Eddington é que a energia
h
2�r

está distribuída entre 137 graus de liberdade do sistema de dois elétrons, e que

apenas um desses graus de liberdade é a distânia entre as duas argas. Assim

apenas 1=137 da energia �a relaionada à energia potenial eletrostátia.

O oneito de grau de liberdade utilizado por Eddington é abstrato e não

orresponde ao da físia lássia. Ele introduz a teoria de Dira do elétron,

observando que há ertos símbolos assoiados a esse sistema do tipo EF, onde E

se refere a uma das partíulas e F se refere à outra. Há 16 tipos de símbolos E

e outros 16 tipos de símbolos F, possibilitando 162 = 256 ombinações diferentes

EF. Dessas 256, 120 são indistinguíveis entre si. Há, por isso, apenas 256 �
120 = 136 ombinações diferentes possíveis EF. Portanto, a energia pode se

distribuir de 136 modos diferentes, e ada um desses modos orresponde a 1
136

h
2�r

(EDDINGTON, New pathways in siene, p. 237).

Nesta obra, que não é ténia, Eddington não mostra omo alular esses

números, apenas india a idéia geral que está por trás dos álulos.

O próprio Eddington india em seguida que essa análise permite expliar o

surgimento do número 136, mas não 137. De fato, sob o ponto de vista histório,

Eddington havia primeiramente alulado que a onstante h
2�e2

seria igual a 136,

e só depois hegou a 137. De erta forma, ele está indiando nesse livro os passos

que seguiu em sua pesquisa.

Para introduzir o 137o grau de liberdade, Eddington faz onsiderações sobre

a estatístia de Fermi-Dira. Primeiramente ele faz uma omparação om um

fen�meno lássio: o movimento de um elétron é in�ueniado pela presença de

outro (pelas forças eletrostátias) e, por isso, a probabilidade de enontrá-lo em
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erto estado vai depender da presença de outros elétrons. Quando são estudados

apenas dois ou pouos elétrons, faz-se uso dessas forças eletrostátias para estudar

suas in�uênias. Por outro lado, em análises estatístias, om grande número de

partíulas, a diferença entre o omportamento entre um onjunto de elétrons e

um onjunto de átomos lássios é dada pelo tipo de estatístia à qual os elétrons

obedeem (a estatístia de Fermi-Dira). Eddington vai a�rmar que os dois tipos

de teorias são análises diferentes de uma mesma interação e que é possível uni�ar

os dois enfoques (EDDINGTON, New pathways in siene, pp. 239-240). Em

seguida, Eddington dá o passo fundamental: ele reinterpreta a força oulombiana

entre dois elétrons omo sendo uma onseqüênia da impossibilidade de distinguir

dois elétrons entre si:

É bem onheido que a estatístia de Fermi-Dira é uma onseqüên-

ia do fato que as partíulas envolvidas não podem ser distinguidas

uma da outra. Mas a origem da interação deve ser a mesma, seja

quando a exprimimos por uma nova estatístia ou pela onepção de

força. Se a estatístia de Fermi-Dira surge da troa de partíulas

indistinguíveis, as forças de Coulomb também. Portanto a energia

de Coulomb é a energia de troa. Isso dá uma indiação lara sobre

a linha a ser seguida ao fazer um álulo teório do seu valor, 1
137r

.

Devemos realizar para duas argas o que Fermi e Dira pareem ter

realizado para um grande número de argas; quer dizer, devemos estu-

dar em detalhe o modo pelo qual as probabilidades relaionadas om

um sistema de duas partíulas são afetadas pelo fato que não podemos

distinguir uma partíula da outra. (EDDINGTON, New pathways in

siene, p. 240)

Prosseguindo sua análise, Eddington onlui que além dos 136 graus de liber-

dade assoiados às 136 diferentes ombinações dos símbolos EF que araterizam

um par de elétrons, é neessário introduzir um 137 grau de liberdade assoiado à

possibilidade de troa entre os dois elétrons. Tratar os dois elétrons omo distintos

signi�a estabeleer a impossibilidade de que eles se aproximem inde�nidamente

e oupem o mesmo lugar. Tratar os dois elétrons omo indistinguíveis signi�a

que um deles pode oupar o lugar do outro, possibilitando assim um tipo de

movimento que era impossível no outro aso. Isso, segundo Eddington, introduz

um novo grau de liberdade no sistema, permitindo passar de 136 para 137 graus

de liberdade. Assim, 1=137 da energia do sistema está relaionada ao �movi-

103



mento� neste grau de liberdade, que está assoiado justamente ao movimento

radial (redução de distânia entre os elétrons) e à energia Coulombiana.

Esta é apenas uma desrição qualitativa da teoria de Eddington, que permite

termos uma idéia geral sobre o seu método de trabalho. Mas não se pode avaliar

o trabalho de Eddington ou ritiá-lo apenas a partir desse tipo de desrição, que

aparee em uma obra de popularização. Sabemos que qualquer teoria, quando é

popularizada, sofre simpli�ações e distorções. Se tentássemos avaliar a própria

teoria da relatividade a partir de obras de divulgação (mesmo as melhores delas),

a teoria deveria ser onsiderada insatisfatória e até ridíula. É interessante indiar

que, na mesma époa do primeiro trabalho de Eddington sobre o assunto, outros

autores sugeriram também relações para alular h
2�e2

. Essas outras propostas, no

entanto, em vez de propor algum fator puramente numério, introduziram uma

omparação entre h
e2

e a razão entre as massas do próton e do elétron (BOND,

1930, p. 995):

Perles (1928) h
e2
=

Mp
m

��1
Fürth (1929) h

e2
= 15

32
(Mp+m)2

Mpm

Com os dados disponíveis na époa, Bond alulou que a primeira relação

(de Perles) oinidia om as medidas experimentais om um erro relativo de

apenas 1,6 partes em 1.000, porém não tinha nenhuma base teória, devendo ser

interpretada apenas omo uma oinidênia. A segunda relação (de Fürth) tinha

uma onordânia pior, om uma diferença relativa de 1,2% que era 18 vezes

maior do que o erro provável das medidas (BOND, 1930, p. 1001).

4.4.2 A massa do elétron

Outra das onstantes fundamentais, adimensionais, é a razão entre a massa do

elétron e a do próton. Para tentar deduzir essa razão, Eddington parte da seguinte

idéia: a equação de Dira de um elétron envolve a massa dessa partíula. Porém,

a massa de uma partíula isolada não tem sentido - apenas se pode falar de

razões entre massas, ou de relações entre a massa do elétron e outras massas do

universo. Se a equação do elétron envolvesse alguma outra partíula om a qual

ele está interagindo, apareeria a razão entre suas massas na equação. No aso

da equação de um únio elétron, a sua massa deve ser, na verdade, a razão entre

a massa do elétron e alguma massa assoiada ao universo omo um todo, e a

equação do elétron deve ser, na verdade, uma equação que relaiona o elétron

om o universo, mas em que o universo aparee de forma �disfarçada�. Eddington

proura por isso determinar em que ondições uma equação de onda desrevendo
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dois orpos (o universo e um elétron) pode ser transformar na equação do elétron

(uma únia onda) e enontra a seguinte ondição (EDDINGTON, New pathways

in siene, p. 247):

10m2 � 136mm0 +m2
0 = 0

Nessa equação, m0 é uma massa ósmia (que não é a massa do universo),

que serve omo padrão de omparação para a massa m do elétron.

Resolvendo a equação de segundo grau, Eddington obtém dois valores posi-

tivos:

M = 13; 593m0 m = 0; 07357m0

Como o valor dessa massa ósmia de referênia m0 não é determinado pela

teoria, não se pode enontrar o valor de m, porém Eddington divide um valor

pelo outro e obtém 1847,6, que é o valor experimental da razão entre a massa

do próton e a do elétron (EDDINGTON, New pathways in siene, p. 247).

Assim, Eddington identi�a as duas raízes dessa equação de segundo grau om

as duas partíulas fundamentais do universo (nessa époa, pensava-se que não

havia outras partíulas fundamentais).

Para a própria massa de referênia, Eddington proporiona uma análise apro-

ximada, baseando-se na seguinte idéia. No universo há N partíulas, distribuídas

ao aaso em um espaço de raio R. Considerando-se que a inerteza da posição de

ada partíula é da ordem de R, o entro de massa dessa distribuição terá uma

inerteza da ordem de Rp
N
. Pelo prinípio de Heisenberg, haverá uma inerteza de

momento assoiada a essa inerteza de posição, que será da ordem de Æp = h
2�

Rp
N
.

Eddington assoia a esse momento uma massa da ordem de Æp

e onsidera que

essa é a massa ósmia de referêniam0 (EDDINGTON, New pathways in siene,

p. 249):

m0 =
h

2�

p
N

R

O próprio Eddington omenta que não estava muito seguro sobre esse álulo,

mas que supunha que a idéia geral estava orreta, podendo no entanto haver

a neessidade de alguns ajustes de detalhes (EDDINGTON, New pathways in

siene, p. 249). Utilizando os valores experimentais onheidos para a massa

do próton, é possível alular m0. Utilizando o valor do raio do universo de

Einstein obtido a partir de dados astron�mios, Eddington avaliou o número N

de partíulas do universo omo sendo da ordem de 1079, o que era oerente om

os dados a respeito da massa das galáxias e sobre o tamanho do universo, na

époa (EDDINGTON, New pathways in siene, p. 250).
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4.4.3 As onstantes envolvendo grandes números

Como vimos, duas das onstantes adimensionais de Eddington tinham valores da

ordem de 1039: as onstantes () e (d):

()
e2

GMm
(d)

2�

h

r
Mm

�

Reordemos que () é a razão entre a força elétria e a força gravitaional

entre um elétron e um próton, e (d) é uma razão entre um omprimento de tipo

at�mio e o raio de urvatura natural do espaço.

Alguns autores já havia feito sugestões sobre as onstantes físias adimensio-

nais om altos valores. Hermann Weyl havia sugerido que o raio de urvatura do

espaço-tempo R, o raio elétrio do elétron Re e o raio gravitaional do elétron

Rg formariam aproximadamente uma progressão geométria (BOND, 1930, p.

1003), ou seja:
R

Re
=
Re

Rg
ou RRg = R2e

Os raios do elétron eram de�nidos igualando-se a energia potenial eletros-

tátia ou gravitaional de uma arga e om a energia de repouso do elétron,

obtendo-se:

Re =
e2

m2
Rg =

Gm2

m2
=
Gm

2

Portanto, a sugestão deWeyl onduzia a uma relação pareida om a onstante

() de Eddington:
Re

Rg

=
e2

Gm2

Outro autor que já havia sugerido uma expliação para um dos grandes

números foi Fürth, que em 1929 apresentou a relação (BOND, 1930, p. 996):

h

2(Mp +m)2G
=
�

2
(16)32

Como h pode ser substituído pela onstante de estrutura �na f multipliada

por 2�
e2
, essa onstante proposta por Fürth poderia ser esrita:

fe2

(Mp +m)2G
=

1

2
(16)32

Essa onstante tem uma semelhança om a onstante () de Eddington. É

interessante indiar que a relação de Fürth proporionava um exelente resultado,

quando omparada om os dados experimentais (BOND, 1930, p. 1002).
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Nessa époa (1935) Eddington tinha dúvidas sobre omo alular as ons-

tantes () e (d), pois a massa de referênia do universo m0 entrava na dedução

(EDDINGTON, New pathways in siene, p. 252). No entanto, ele india que a

razão entre as onstantes () e (d) seria igual a
p
90
�

que é aproximadamente igual

a 3,02. Quanto às duas onstantes isoladamente, Eddington apresenta fórmulas

em que elas dependem do número de partíulas do universo:

()
e2

GMm
=

3N

�

(d)
2�

h

r
Mm

�
=

r
N

30

As onstantes () e (d) eram, portanto, da ordem de grandeza da raiz quadrada

do número de partíulas do universo.

Eddington pensava, nessa époa, que o número total N de partíulas do uni-

verso poderia ser uma onstante impossível de determinar teoriamente (EDDING-

TON, New pathways in siene, p. 252).

Para satisfazer os dados observaionais, ele onsiderava que o valor aproxi-

mado de N seria de 2� 1079, sendo 1079 elétrons e 1079 prótons. Embora, nessa

époa, não tivesse proposto nenhum modo de prever N teoriamente, Eddington

indiou que Fürth havia indiado que 2 elevado a 256 era aproximadamente igual

a 1077 e que talvez o número de partíulas do universo tivesse alguma relação om

2256. Isso pareia uma onjetura interessante, mas não havia nenhuma teoria que

indiasse essa relação (EDDINGTON, New pathways in siene, p. 253). Alguns

anos depois, Eddington obteve o resultado:

N =
3

2
� 136� 2256

4.5 Relação entre observações e teoria

As duas primeiras onstantes obtidas por Eddington foram (a) a onstante de

estrutura �na (137) e (b) a razão entre a massa do próton e a do elétron (1847,6).

Esses valores eram muito próximos dos valores experimentais onheidos na époa

(diferenças menores do que 1%), mas não eram exatamente iguais, e as diferenças

eram bem maiores do que os erros experimentais das medidas (EDDINGTON,

New pathways in siene, p. 250). Seria isso uma evidênia de que a teoria estava

errada?
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O físio William N. Bond havia feito uma uidadosa omparação entre os

dados experimentais e a teoria. Em 1930 ele havia onluído que as medidas

disponíveis eram ompatíveis om o valor exato h
2�e2

= 137 (BOND, 1930, p.

1002). Em um segundo artigo, revendo todos os dados disponíveis, omparando

os métodos e alulando os erros, onluiu que os dados experimentais indiavam

um valor ompatível om o de Eddington (BOND, 1931, p. 637):

h

2�e2
= 137; 01� 0; 05

Nesse mesmo artigo, no entanto, Bond onluiu que a previsão de Eddington

para a razão entre as massas do próton e do elétron não era satisfatória. Ele

obteve, a partir da análise dos dados experimentais, o seguinte valor:

Mp

m
= 1846; 5� 0; 4

O valor teório de Eddington (nessa époa) era Mp

m
= 1362

10
= 1849; 6 - que

diferia dos dados experimentais por mais de 6 vezes o erro provável das medidas

(BOND, 1931, p. 640).

Eddington alterou logo depois a dedução da razão entre as massas do próton

e do elétron, obtendo o novo valor teório 1847,6. Este valor era satisfatório,

onsiderando os dados experimentais (BOND, 1932, p. 379).

Posteriormente o próprio Bond hegou à onlusão de que existiam realmente

disrepânias signi�ativas entre as medidas e as previsões de Eddington. No

entanto, o próprio Bond sugeriu que aquilo que se mede no laboratório pode

não ser idêntio àquilo que a teoria está estudando. A disordânia entre a

teoria de Eddington e os dados desapareeria se fosse feita a suposição de que

os métodos experimentais de medida da massa do elétron dessem resultados que

fossem 137=136 vezes a massa �verdadeira� do elétron, ou se o valor das medidas

de e
m
para o elétron fossem multipliados por 137=136. Nesse aso, a onordânia

entre os valores teórios e experimentais das duas primeiras onstantes (a) e (b)

era perfeita (EDDINGTON, New pathways in siene, p. 251).

Eddington onsiderou que a sugestão de Bond poderia ser orreta. Talvez

a análise que relaiona as observações à massa do elétron ontivesse um erro -

exatamente o mesmo fator que estava errado na análise iniial de Eddington - e,

por isso, não se podia omparar diretamente os resultados experimentais om a

teoria.

No intuito deste apítulo, a seguir, faremos uma revisão dos prinipais artigos

de Eddington relaionados à forma om que Eddington enontra, segundo ele,

por argumentos puramente teórios o valor das onstantes da natureza.

108



4.6 Um tratamento simétrio da equação de onda

EDDINGTON, A.S. A symmetrial treatment of the wave equation.

Proeedings of the Royal Soiety 121: 524-542, 1928

No seu primeiro artigo sobre o tema, Eddington apresenta uma teoria de

matrizes, baseado na análise do estudo da teoria do elétron de Dira (DIRAC,

1928 (a), 1928 (b)) e no omentário de Darwin (DARWIN, 1928) a respeito da

forma não simétria das equações de Dira e na a�rmação deste de que, mesmo

sendo invariantes sob as transformações de Lorentz, elas não estavam onstruídas

em forma tensorial. Com esta motivação, Eddington onstrói uma base matriial

que lhe permite olhar para um espaço de 16 dimensões a partir do produto de

matrizes 4x4 visando esrever uma equação de onda de primeira ordem, equiva-

lente à de Dira, mas expressa em forma simétria e tensorial, da qual vai se valer

depois para enontrar, por �resultados puramente teórios�, o valor das que ele

hamou onstantes da natureza, abordadas na introdução deste apítulo.

Já que esta teoria de matrizes on�gura-se omo fundamental para o entendi-

mento teório da obra de Eddington que analisaremos no presente apítulo, faz-se

neessário nos determos numa apresentação do desenvolvimento matemátio que

estrutura a teoria. Começaremos pela de�nição matriial.

4.6.1 Matrizes quadri-ponto

A base desta teoria matriial são matrizes e tensores em quatro dimensões.

Partindo deste ponto o seguinte paso é a de�nição de 4 matrizes, S�; S�; S; SÆ,

estruturadas a partir da on�guração dos eixos em duplas.

� = 12; 34 � = 13; 42  = 14; 23:

Os pontos (1; 2)(2; 1)(3; 4)(4; 3) foram hamados pontos �, (1; 3)(3; 1)(4; 2)

(2; 4) de pontos �, et. Os pontos restantes (1; 1)(2; 2)(3; 3)(4; 4) são os pontos Æ.

A matriz S� é de�nida omo a matriz om elementos iguais a 1 nos pontos � e

zeros em qualquer outro lugar, as outras matrizes são de�nidas de modo análogo.

S� =

8>>><
>>>:

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

9>>>=
>>>;

S� =

8>>><
>>>:

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

9>>>=
>>>;

S =

8>>><
>>>:

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

9>>>=
>>>;

109



SÆ =

8>>><
>>>:

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

9>>>=
>>>;

Eddington também de�ne outras matrizes, diagonais, dadas por:

D� = (1; 1;�1;�1) D� = (1;�1; 1;�1) D = (1;�1;�1; 1)

DÆ = (1; 1; 1; 1)

O onjunto de propriedades destas matrizes é deduzido a partir das diferentes

relações1

S� = D� = 1 S�S� = S D�D� = D S2
� = 1 D2

� = 1 S�D� = �D�S�

S�D� = D�S�

Dentro desta estrutura se de�ne um fator (ab) tal que

(ab) = +1 se a = Æ ou b = Æ ou a = b

(ab) = �1 em qualquer outro aso.

Obtendo-se assim uma outra forma de expressar o resultado da multipliação de

matrizes

S�D� = �D�S� S�D� = D�S�

através de

SaDb = (ab)DbSa (a; b = �; �; ; Æ) SaSb = SbSa DaDb = DbDa:

4.6.2 Solução de tensores

Fazendo os produtos SaDb enontra-se um onjunto de 16 matrizes das quais 4

são matrizes � (S�D�; S�D�; S�D ; S�DÆ(= S�)), 4 �, et. Estes 16 produtos

têm a partiularidade de serem independentes, i.e., não existe uma identidade

linear relaionando-os.

Segue-se que uma matriz qualquer de quatro linhas e olunas pode ser expressa

na forma X
ab

tabSaDb (4.1)

Os 16 oe�ientes arbitrários tab proporionam todos os valores possíveis dos

16 termos da matriz, e omo os SaDb são linearmente independentes, as equações

1O mesmo pode ser veri�ado permutando �; �;  mas não Æ.
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determinando os t também são independentes. Assim qualquer tensor Tab de

segunda ordem pode ser representado pelos 16 oe�ientes tab
Seja T a

b um tensor misto, sua transformação para este sistema é dada por

T
0
d =

�x
0

�xa
�xb

�x0d
T a
b

Essa relação pode ser esrita de forma matriial, representando por k e k0 as

matrizes dos oe�ientes de transformação e representndo o tensor por T

T 0 = kTk0 (4.2)

onde

kk0 = 1 (4.3)

4.6.3 Rotações

A transformação

x1 = x0
1 os � � x0

2 sin � x3 = x0
3 os � � x0

4 sin �

x2 = x0
1 sin � + x0

2 os � x4 = x0
3 sin � + x0

4 os �

representa rotações através de um ângulo � nos planos (x1x2) e (x3x4), k sendo

da forma obtido através da lei de transformação de tensores T 0�
� = T �

�
�x�
�x0

�

�x0

�

�x�
om

k�� = �x�
�x0

�
e k0

�� = �x0

�

�x�

k = os � � sin �:S�D� (4.4)

Sua transformação inversa, sendo uma rotação através de ��:

k0 = os � + sin �:S�D�

O termo �rotação� om um signi�ado generalizado é utilizado de tal maneira

que inlua qualquer transformação da forma2

k = os � + sin �:i(ef)
1

2SeDf

k0 = os � � sin �:i(ef)
1

2SeDf

)

Sob estas onsiderações enontram-se 16 rotações as quais orrespondem às

matrizes SeDf para (ef) = �1 e iSeDf para (ef) = +1.

2O argumento para inluir o fator i(ef)
1

2 é entendido olhando para a transformação unitária

kk0 = 1.
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Rotação de um tensor. Tomando o primeiro aso (ef) = �1, vamos onsi-

derar o que aontee quando se aplia a rotação SeDf em um tensor misto T �
� .

Analisando o tensor, expresso nas suas omponentes tab, obtemosX
ab

t0abSaDb =
X�

tabSaDb(os
2 � � (af)(be)(ef) sin2 �) (4.5)

+ SaSeDbDf ((af)� (be)) sin � os �)

Neste arranjo distinguimos dois grupos de termos3:

Grupo 1 (af)(be) = +1. Se (ef) = �1, o lado direito de [4.5℄ �a:X
tabSaDb(os

2 � + sin2 �) + 0

Conlui-se, após a análise que, sob esta transformação, os termos permaneem

inalterados.

Grupo 2 (af)(be) = �1. Ap�s a análise enontramos que o lado direito de

[4.5℄ adquiere agora a formaX
tab(SaDb os(2�)� SaSeDbDf sin(2�)) (4.6)

Seguindo um raioínio igual ao anterior e igualando os oe�ientes das ma-

trizes a ambos lados de [4.5℄ obtemos

t0ab = tab os(2�)� td sin(2�)

t0d = �tab sin(2�) + td os(2�)

)
;

do qual onluimos que uma transformação om estas araterístias pode ser

vista omo uma rotação através de um ângulo 2� no plano dessas omponentes.

Agora, no aso (ef) = +1, a rotação iSeDf , dá os mesmos resultados, mas a

rotação irular é agora entre tab e itd, equivalente a uma rotação hiperbólia ou

transformação de Lorentz de tab e td.

4.6.4 Termos perpendiulares

Na subseção anterior deduzimos que a rotação SeDf (ou iSeDf ) deixava o termo

tab inalterado se

(af)(be) = +1 (4.7)

enquanto que tab seria rodado om um termo onjugado td omo em [4.6℄ se

(af)(be) = �1 (4.8)

3Esta distinção segue-se da informação adotada aera do (ef).
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Ademais,  e d estão determinados por4

S = SaSe Dd = DbDf

Agora, olhando para o que aontee se apliamos Sa a Dd e Db a S obtemos

(ad) = (ab)(af) (b) = (ba)(be)

Portanto se �zermos uma rotação SaDb sobre SDd obtemos

(ad)(b) = (ab)(ab)(af)(be) = (af)(be);

E desta forma5

(ad)(b) = �1 (4.9)

Dois termos que satisfazem a ondição [4.9℄ são hamados ortogonais ou per-

pendiulares. As duas matrizes orrespondentes também são ditas perpendiu-

lares.

Olhando os termos tab omo as oordenadas num espaço de 16 dimensões onde

dois eixos oordenados de�nem um plano de oordenadas se enontra que alguns

dos planos de oordenadas num espaço de 16 dimensões são possíveis planos de

rotação e outros não. De fato, esta a�rmação pode ser vista a partir de [4.5℄. Se

olhamos para uma rotação dada (exluindo SÆDÆ) enontramos que esta roda 8

dos termos tab e deixa os outros 8 inalterados. O mesmo aontee se olharmos

para um termo dado (exluindo tÆÆ), este é rodado por 8 das 16 possíveis rotações

SeDf e �a inalterado pela ação das outras 8 (ver tabela em anexo).

4.6.5 Conjuntos mutuamente perpendiulares.

Um onjunto de elementos mutuamente perpendiulares é de�nido omo um on-

junto que umpre a seguinte ondição: dados três termos p; q; r perpendiulares

entre si, uma rotação no plano pq deixa r inalterado. De fato, sejam

p = SaDb q = SaSeDbDf r = SgDh

tal que a rotação de pq orresponda a SeDf . Lembrado que r é perpendiular a

p e q6 obtemos

(ah)(bg) = �1 (ah)(eh)(bg)(fg) = �1 � (eh)(fg) = +1

4Das propriedades da multipliação matriial dadas na primeira subseção.
5Pela ondição [4.8℄ de que dois termos estejam onjugados em rotação.
6Pela propriedade de perpendiularidade [4.9℄.
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que é a ondição [4.7℄ que a rotação SeDf deixa SgDh inalterada.

Devido ao fato que existem só 8 rotações que deixam um termo inalterado

onlui-se que não mais de ino termos podem formar um onjunto mutuamente

perpendiular.

A seguir onstruiremos a tabela dos onjuntos om ino elementos mutua-

mente perpendiulares. Para sua onstrução olhamos ada dois termos perpen-

diulares e esrevemos as duas listas de 8 termos perpendiulares a ada um.

Nestas listas enontramos que há três termos omuns às duas, perpependiulares

entre si7. Os seguintes são os seis onjuntos

Conjuntos perpendiulares

S� S� S� S� S S

D� D D� D D� D�

iSD� iS�D iSD� iS�D iS�D� iS�D�

iS�D iS�D� iS�D iS�D� iSD� iSD�

SD S�D� SD iS�D� iS�D� S�D�

As matrizes om o fator i são as matrizes antissimétrias.

Da tabela aima Eddington formula o que ele hamou Teorema do aopla-

mento, mais tarde utilizado na onstrução da equação de onda. Ao multipliar

um onjunto por um dos seus termos SaDb se obtém um outro onjunto ontendo

SaDb, exeto que SaDb é substituido pela unidade (EDDINGTON, p. 530, 1928),

destruindo a perpendiularidade.

4.6.6 Propriedades invariantes

Consideremos o tensor T o qual tem omponentes orrespondendo aos ino ter-

mos do primeiro onjunto, i.e.,

t�Æ; tÆ�; it�; it� ; t (4.10)

as outras 11 omponentes são todas nulas. Eddington esreve estas ino om-

ponentes (inluindo os i) omo t1; t2; t3; t4; t5 e as enxerga omo oordenadas em

um espaço 5-dimensional.

Substituindo it4 omo a quarta oordenada, Eddington obteve um universo

que é omo o espaço-tempo, no que este admite transformações de Lorentz de

7Na realização deste exeríio enontra-se quatro termos omuns só que um dos quatro orres

ponde à raiz.
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aordo om a teoria espeial da relatividade. Essas transformações são garantidas

pelas propriedades de rotação, que já foram disutidas, e que podem ser inter-

pretadas omo transformações de Lorentz em alguns asos. Os dois i em [4.10℄

indiam que o t-universo teria neessariamente 3 dimensões omo o espaço e 2

omo o tempo. Isto dependeria de orrelaionar valores reais ou imaginários de

um tab partiular om variáveis físias reais quando se interpretavam as fórmulas

físias. Os i em [4.10℄ lhe representaram uma forma de relaionar o t-espaço e o

4-espaço iniial, relação esta que Eddington hamou de  -espaço (EDDINGTON,

p. 531, 1928).

Na proura de uma equação tensorial da forma

T �
� � =  � (4.11)

a qual deve ser válida para qualquer transformação linear de  , Eddington de�ne

agora o quadrado de um tensor num espaço de 5 dimensões.

4.6.7 O quadrado de um tensor no 5-espaço

Na onstrução do quadrado do tensor os termos SaDb (inluindo i se está presente)

de um onjunto perpendiular são denotados por E1; E2; :::E5, e o tensor T é

apresentado na forma

T = t1E1 + t2E2 + t3E3 + t4E4 + t5E5 (4.12)

Onde os Ei são ino elementos mutuamente perpendiulares. Pelas propriedades

do produto de matrizes e perpendiularidade respetivamente,

E2
1 = 1 E1E2 + E2E1 = 0 (4.13)

Se os t forem só algébrios obtemos

T 2 = t21 + t22 + t23 + t24 + t25 (4.14)

Mas se os t ontêm operadores os quais não omutam, deve ser adiionado o

produto

E1E2(t1t2 � t2t1)

Um aso interesante a onsiderar é quando t5 não ontém tal operador, mas

t1; t2; t3; t4 = ir2 + V;

onde V é algébrio. Sob estas onsiderações enontramos os termos produto na

forma

iE1E2(r� V )12 (4.15)
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4.6.8 A equação de onda

Mas o intiuito de Eddington era enontrar uma equação linear ujos oe�ientes

admitissem transformações orrespondendo às transformações de Lorentz da teo-

ria da relatividade espeial. Sob essas ondições ele adotou

T = 0 (4.16)

sendo T da forma [4.12℄. Na sua análise, hama a atenção para o fato que a

únia rítia que podia ser feita a esta esolha era que ordinariamente só se re-

onheiam quatro variáveis (as oordenadas do espaço e do tempo) admitindo as

transformações relativístias enquanto que sua equação era uma forma relativís-

tia em ino variáveis. Eddington se libera da hipótese de que tendo esolhido

E1; E2; E3; E4 perpendiulares, se estaria livre para esolher qualquer matriz omo

E5; seu argumento parte da base de que a equação [4.16℄ não é invariante se as

rotações internas das primeiras quatro oordenadas alteram t5. Portanto a quinta

matriz seria não perpendiular às seis rotações entre E1; E2; E3; E4; esta matriz

seria a ondição rigorosa para limitar esta a E5 ou 1, a unidade sendo não perpen-

diular a qualquer rotação. Sob estas restrições ao multipliar [4.16℄ por E5, pelo

teorema do aoplamento, enontra-se que todos os termos são perpendiulares.

Assim as duas alternativas orrespondem a esrever a equação em duas formas

equivalentes T = 0; E5T = 0.

Sob as onsiderações anteriores a equação de onda de segunda ordem foi esrita

omo

T 2 = 0 (4.17)

sendo esta satisfeita se [4.16℄ fosse satisfeita. Por [4.14℄:

(t21 + t22 + t23 + t24 + t25 + termos não omutativos) = 0 (4.18)

Olhando para a equação de onda de segunda ordem ortodoxa

h2
�
� �2

�x2
� �2

�y2
� �2

�z2
+
�2

�t2
+
m22

h2

�
 = 0 (4.19)

por omparação om [4.18℄ se identi�a

t1 =
ih�

�x
t4 =

h�

�t
t5 = m

O passo seguinte é olhar para problemas mais gerais onde o vetor potenial

eletromagnétio V aparee junto om o operador gradiente, tal que

(t1; t2; t3; it4) = ihr2 + (
e


)V t5 = m (4.20)
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Usando [4.15℄ se obtém

T 2 =

8<
:t21 + t22 + t23 � (it4)

2 +m22 +

�
ihe



� (4)X
1

E�E�(r� V )��

9=
; = 0

(4.21)

onde (�iE4) foi usado no lugar de (E4). A equação linear é dada por

T =
n
[ihr2 + (

e


)V ℄(E1; E2; E3;�iE4) +mE5

o
 = 0 (4.22)

4.6.9 Identi�ação dos E

A únia restrição na identi�ação dos E om matrizes partiulares SaDb está

basseada na ondição de que eles formem um onjunto perpendiular.

A equação de onda de Dira na notação de Eddington é expressa omo

(�t1SD� � t2iSD � t3S�D + t4iD� +m:1) = 0

Aqui está a importânia dos onjuntos mutuamente perpendiulares. Lem-

bramos que quatro oe�ientes formam um onjunto perpendiular e, neste aso

o quinto membro, S�, foi substituído pela unidade. Assim se multipliamos por

S� obteremos8 novos oe�ientes os quais formam um onjunto perpendiular.

(t1S�D� � t2iS�D � tD + t4iS�D� + t5S�) = 0 (4.23)

É este o argumento que Eddington utiliza para mostrar que a equação original

de Dira sob sua teoria é equivalente S�T = 0.

Dentro das vantagens atribuídas para sua teoria Eddington omeça hamando

a atenção para a liberdade total de esolha das matrizes mais adaptadas ao pro-

blema a ser onsiderado. Neste aminho proura não introduzir mais oordenadas

imaginárias que as neessárias e para isto onsidera a identi�ação

[t1S� + t2D + t3S�D� + (it4)S�D + (im)S�D�℄ = 0 (4.24)

Devido ao fato de (it4) orresponder ao tempo real as únias quantidades

imaginárias nesta equação são (im) e o operador gradiente imaginário em [4.20℄.

No exame da natureza dos termos extra na equação de segunda ordem [4.21℄ se

enontra que:

i

(4)X
1

E�E�(r� V )

8Pelo teorema do aoplamento.
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a expressão toda é imaginária já que o rotaional é real, e om sua última restrição

[4.24℄ os E1; E2; E3; iE4 também são reais. Enquanto que na identi�ação de Dira

há uma mistura de termos imaginários e reais. De fato, na teoria de Dira os

termos magnétios x e z são reais e os termos y imaginários, e inversamente para

os termos elétrios.

Um outro aspeto fundamentando a importânia da sua teoria enontrou-o

analisando T 2 omo a equação de segunda ordem no lugar da forma usual T 0T 

onde T 0 era derivada de T troando o sinal do termo do tempo. Para Eddington

a introdução de duas diferentes funções era desneessária, por ausa de, na sua

teoria, T 0T ser um quadrado perfeito. De [4.13℄ enontramos que

�TE4 = E4T
0

Assim

(E4T )
2 = E4TE4T = �E4E4T

0T = �T 0T

4.6.10 Equação de onda para dois elétrons

Dentro dos argumentos de Eddington enontra-se que existe outra forma de apro-

ximação à equação de onda a qual tem a vantagem que não onsidera uma quinta

dimensão. Seus esforços desta vez enaminham-se nesta direção, o ponto de vista

iniial foi a avaliação de m, a massa própria do elétron.

Sua pesquisa neste sentido baseia-se em olhar para entidades que possuam

uma erta araterístia: a invariança da massa, m. Reonheendo que as ma-

trizes deviam ser introduzidas, assoiou m om uma matriz E5 arbitrariamente

esolhida; então quaisquer quantidades físias relativas estariam assoiadas om

outras matrizes em um aminho tal que suas rotações mútuas deixassem E5 in-

variante e permitissem que m retivesse sua invariânia. Isto requeria que elas

estivessem assoiadas om as oito matrizes perpendiulares a E5. A teoria ma-

triial de Eddington o guiou a esolher essas matrizes. Tomando E1; E2; E3; E4

desde um onjunto mutuamente perpendiular, as outras seriam

E 0
1 = E5E1 E 0

2 = E5E2 E 03 = E5E3 E 0
4 = E5E4

omo dadas pelo teorema do aoplamento. Assim a forma geral da equação de

onda linear na qual m é invariante quando os outros oe�ientes são transforma-
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dos, foi apresentada9

T = f(t1E1 + t2E2 + t3E3 + t4E4) + (t01E
0
1 + t02E

0
2 + t03E

0
3 + t04E

0
4) + 2mE5g = 0

(4.25)

Provisoriamente Eddington sup�s que T = 0 era a equação para um sistema

ontendo dois elétrons.

Nos seus trabalhos posteriores esta dedução para a equação de dois elétrons

não foi mais utilizada. Perebe-se que o método de Eddington onsiste em riar

estruturas algébrias om propriedades equivalentes às grandezas físias que quer

representar e ajustá-las em equações semelhantes às que já eram onheidas.

4.7 A arga do elétron

EDDINGTON, A.S. The harge of an eletron. Proeedings of the

Royal Soiety, A, 122: 358-369, 1929.

Continuando nossa análise vamos estudar seu segundo artigo no qual Edding-

ton omeça enfatizando o fato da razão de h
2�e2

ser um número puro.

Enquanto que seu primeiro artigo oupa-se do problema de um elétron, o

segundo sugere a análise do problema de dois elétrons. Para tal é introduzida

uma repulsão elétria entre eles, que representa um fator espeial modi�ando

a probabilidade de distribuição a priori. Assume ademais que eles obedeem a

estatístia de Fermi-Dira e que há uma orrespondênia entre a interação elétria

e essa estatístia.

Na justi�ativa de olhar para a equação de onda para dois elétrons (ou um

elétron e um próton), e portanto para h
2�e2

, o argumento provém do fato da arga

elétria manifestar-se só na interação de pelo menos duas argas, portanto, é

pouo útil onsiderar somente um elétron.

O valor experimental de h
2�e2

já tinha sido medido por Millikan e foi enontrado

o valor 137; 1. Mas a proposta iniial de Eddington é desenvolver argumentos para

mostrar que seu valor era de 136. Dentro das suas onepções não abia pensar

que os defeitos se enontravam na teoria e não em um erro experimental, por isso,

apesar da disrepânia ser grande om relação ao valor experimental, empreendeu

seu trabalho na busa de om�rmar suas hipóteses. Seu argumento baseou-se no

prinípio de exlusão e na estatístia de Fermi-Dira, segundo o qual as funções

 pertenendo a um par de elétrons deviam ser antisimétrias. Uma das suas

9Eddington admite ter posto o fator 2 no útimo termo de uma forma espeulativa.
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hipótese era que, ombinado om a teoria da relatividade, o prinípio de exlusão

guiava de uma maneira não forçada para o valor de 136, que é o número de termos

simétrios na matriz 16� 16.

Sua dedução está fundamentada em três fortes premissas (EDDINGTON,

1929, p. 358.):

1. O prinípio de exlusão desreve uma interação mútua de dois elétrons e

é improvável que exista um outro tipo de interação independente; assim,

se orretamente formulado, este ompreende todas suas interações e desta

maneira pode-se determinar o valor de e.

2. Sua formulação natural onduz a termos que orrespondem om aqueles

atribuídos à arga elétria na equação de onda

3. A determinação do oe�iente numério desses termos depende do número

de graus de liberdade atribuídos ao sistema

Esta última premissa levou Eddington a prourar onstruir uma teoria em

que apareesse um número de graus de liberdade igual ou semelhante ao número

obtido experimentalmente (137).

Uma vez onvenido que esta era a linha de ataque orreta, Eddington vai ser

levado a um número de graus de liberdade sugeridos pelo valor observaional, mas

não igual, neste aso 136, e arranjou os fen�menos em um esquema de aordo om

o número requerido; apontando que este era um tipo de exeríio no qual pequenos

erros eram improváveis, i.e., poder-se-ia hesitar entre 10 e 136 e 256, mas não entre

136 e 137. Ele queria dizer que no esquema teório apareem alguns sistemas om

dez omponentes independentes (por exemplo tensores simétrios 4� 4) e outros

números omo 136 e 256 poderiam ter uma justi�ativa matemátia simples, mas

137 não é um número que apareça naturalmente. Mas também fortaleeu seu

argumento para as onvergênias que levariam a este resultado através da análise

do seu artigo anterior (EDDINGTON, 1928, pp. 524-542), segundo o qual os eixos

identi�ados om aqueles do espaço e do tempo na teoria marosópia seriam

uma seleção de um onjunto de dezesseis. De fato, se o problema a onsiderar se

limita ao espaço dos 16 seria óbvio que o número de graus de liberdade apropriado

era 136, isto deduzido do seu artigo anterior.

Uma outra hipótese proposta neste trabalho é a de que ao invés de postular

a estatístia de Fermi-Dira em adição à arga elétria10 era neessário postular

a arga elétria omo um outro lado da estatístia de Fermi-Dira.

10Isto por ausa de que o termo da energia e2

r12
, devido à arga, introduz uma singularidade na
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Olhando para a indistinguibilidade, Eddington frisou o fato de nenhum fen�-

meno físio ser afetado troando a identidade de dois elétrons. Portanto, se sua

fórmula exibisse os dois elétrons om uma identidade estabeleida, a onvenção

estaria no mesmo patamar que uma esolha espeial dos eixos do espaço e do

tempo. Sua hipótese aqui era que se poderia oneber uma ampliação do priní-

pio da relatividade que admitisse, em adição à rotação do espaço e do tempo,

uma �rotação� que troa a identidade de dois elétrons.

Mas sobre esta visão uma di�uldade se origina na hora de representar a

posição de um par de elétrons no espaço e o tempo por oito oordenadas.

Sejam q e q0 as oordenadas de dois elétrons e e e0. Suponhamos que q = � e

q0 = �. Considerando que os dois elétrons são indistinguíveis, a situação (�; �) é

idêntia a (�; �). Não entanto, pelo prinípio de exlusão, as funções  estariam

relaionadas pela transformação

 (�; �) = � (�; �) (4.26)

Portanto, em vista da não lareza ao invés de se ontinuar atribuindo duas

funções de probabilidade  (�; �) e  (�; �) a um par de elétrons, adotou-se uma

função únia

	 = ei� (�; �) = ei� (q; q0) (4.27)

inluindo os dois. Sendo � uma oordenada do par de elétrons relativa ao sistema

de referênia11, quando � fosse inrementado em � a identidade dos dois elétrons

seria troada. A forma [4.27℄ representava assim a expressão analítia do prinípio

de exlusão.

O raioínio de Eddington o leva a argumentar a neessidade da introdução

da sua teoria matriial. De fato, na hora de se olhar para a teoria de Dira se

enontra que existem quatro funções  para um elétron e portanto 16 para dois.

Portanto isto exige uma extensão de [4.27℄ e é aqui onde entram as matrizes. Já

que

ei� = os � + i sin �:1

A generalização foi dada por

os � + i sin �:E�

equação de onda para r12 ! 0, e isto evita que a equação seja satisfeita por qualquer autofunção

�nita simétria; as funções antissimétrias se salvam por ausa de que para elas  = 0 para

r12 = 0.
11Mas no lugar de estar relaionada aos eixos partiulares do espaço e do tempo estava

relaionada à assinalação de identidade para os dois elementos do par.
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onde E� é uma das 16 matrizes do seu artigo anterior. Não obstante, as matrizes

orrespondendo ao problema dos dois elétrons seriam duplas e onvenientemente

Eddington as notou omo E�E
0
�. Assim [4.27℄ �ou agora esrita omo:

	 = R(�; E�E
0
�) (q; q

0) = (os � + i sin �:E�E
0
�) (q; q

0) (4.28)

Sob a hipótese de que aumentando � em � se inverte o sinal de 	, Edding-

ton argumenta que, pelo prinípio de exlusão, a identidade tradiional dos dois

elétrons teria sido troada.

Para fortaleer seu argumento Eddington tomou as rotações da teoria da

relatividade espeial omo seu ponto de partida. Assim, quando  fosse rodada

um ângulo, os eixos do espaço e o tempo seriam rodados o duplo do ângulo (omo

no aso do artigo anterior). No aso partiular quando o ângulo duplo fosse 2�

(ou seja, � = �) os maros de referênia do espaço e tempo retroederiam à sua

posição iniial. Que signi�ado poderia ser atribuído ao fato de que  tivesse

omo únia representação a metade da revolução? A resposta foi que esta parte

do sistema de referênia, que não estava relaionada a um loal no espaço e no

tempo mas estava relaionada à assinalação de identidades separadas para os

elétrons indistinguíveis, realizava só a metade do ilo; matematiamente houve

uma mudança de sinal mas, ao mesmo tempo, retornamos à situação iniial.

Assim apareem ao mesmo tempo a propriedade de indistinguibilidade (voltou-se

à situação iniial) e do prinípio de exlusão (houve mudança de sinal). Assim,

assoiando a inversão da identidade om a inversão do sinal de  por esta metade

de revolução Eddington diz ter alançado o prinípio de exlusão.

Considerando r12 omo sendo a distânia entre os dois elétrons e � omo

o ângulo girado em torno de r12 Eddington assumiu �
r12��

omo um momento

simbólio, no mesmo sentido em que �
�x

também era um momento simbólio.

Esses símbolos devem ser apliados entre 	� e 	:

	� �
�x

	

	� 1

r12

�

��
	

Por [4.33℄ se obtém a segunda expressão omo sendo

	�(
i

r12
)	

onluindo que i
r12

seria um momento simbólio.
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Para a expressão matriial orrespondendo [4.28℄ se obtém:

�	

��
= (� sin � + i os �:E�E

0
�) (q; q

0)

= iE�E
0
�(os � + i sin �E�E

0
�) (q; q

0)

= iE�E
0
�	 (4.29)

Mas (E�E
0
�)

2 = 1. Portanto o momento simbólio, omparável om �
�x
, é

E�E
0
�(

i

r12
) (4.30)

De aordo om o momento [4.30℄ uma rotação em R no plano E�E
0
� deve ser

multipliada pela probabilidade 1
n
de R estar neste plano, assim que estatistia-

mente a omponente do momento deve ser

E�E
0
�

i

nr12
(4.31)

Esse termo foi interpretado por Eddington omo uma tensão, e identi�ado

então om o potenial eletrostátio entre os dois elétrons e2

r12
.

Note-se que aqui Eddington introduziu, sem omentários, a hipótese mais

importante: de que existe uma probabilidade 1
n
de que a rotação R esteja no

plano E�E
0
� e que isso vai afetar o valor medido desse momento asoiado a �. É

aqui que vai apareer depois o número 136.

Diferente do seu artigo anterior, onde apresenta as quatro função de Dira

distinguidas por su�xos, neste artigo Eddington tomou os su�xos omo os quatro

valores possíveis de uma quinta oordenada u. Assim para dois elétrons se teriam

duas oordenadas u e u0, dando dezesseis ombinações. As matrizes E� sendo

operadores de interâmbio atuando em u, e distinguiu operadores similares E 0
�

atuando em u0. O operador de interâmbio geral foi dado por E�E
0
�. Esses dois

fatores foram onsiderados omutativos e E� ou E 0
� em asos espeiais foram

tomados omo sendo a matriz 1.

A equação de onda para um elétron, enontrada no seu artigo anterior, é

reesrita sob estas onsiderações omo:

H	 =

�
ih

2�
(E1

�

�x1
+ E2

�

�x2
+ E3

�

�x3
+ E4

�

�x4
+m)

�
 = 0 (4.32)

onde E1, E2, E3 e E4 formam um onjunto perpendiular, e o quinto membro E5

poderia ser usado, no lugar de 1, omo o oe�iente de m. As equação separadas

dos dois elétrons, om o mesmo spin, foram esritas omo:

H a = 0 H 0 0
b = 0
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Multipliando por  0
b e por  a, respetivamente e somando enontra-se

(H +H 0) a 
0
b = 0 (4.33)

A equação de onda dos dois elétrons, desta vez onsiderando a interação, é esrita

omo: �
H +H 0 +

e2

r12
(E1E

0
1 + E2E

0
2 + E3E

0
3 + E4E

0
4)

�
	 = 0 (4.34)

Eddington fez então uma omparação entre a equação de um elétron [4.26℄

e a de dois elétrons [4.28℄. Na primeira aparee h
2�
, na segunda aparee e2


. As

onstantes são totalmente diferentes mas devem estar relaionadas.

Na busa do argumento para o valor da onstante de estrutura �na esta ex-

pressão toda foi dividida por ih
2�

e se subsitutiu 2�e2

h
pelo número 1

n
de [4.31℄.

Eddington tomou seu valor numério omo sendo 1
136

, segundo ele o únio número

provável, su�ientemente perto do valor experimental que era 1
137

. Sob estas

ondições, a equação foi esrita omo:(
4X

�=1

(E�
�

�x�
+ E 0

�

�

�x0
�

� 1

136
E�E

0
�

i

r12
)� 4�im

h

)
	 = 0 (4.35)

Para Eddington isto mostrava que além do momento �
�x�

o qual apareia

quando os elétrons eram tratados separadamente, ele teria inluído ertas om-

ponentes do momento � alulado em [4.31℄. Esta seria uma forte on�rmação da

sua visão que na introdução do fator R(�; E�E
0
�), para expressar o prinípio de

exlusão em uma maneira relativista, ele tinha introduzido todo o neessário para

desrever a in�uênia mútua de dois elétrons. Desta forma omparando [4.31℄ e

[4.35℄ obteve n = 136.

Qual a interpretação teória do número n = 136? A probabilidade de que

uma dada rotação R esteja no plano E�E
0
� é 1

n
onde n é o número de planos

diferentes nos quais a rotação pode oorrer. Como E�E
0
� = E 0

�E�, há apenas

16 + 120 planos diferentes de rotação, portanto n = 136.

A partir deste ponto não vamos mais seguir os detalhes da teoria de Eddington.

Vamos apenas indiar as hipóteses básias de ada trabalho e os resultados mais

importantes.

4.8 Interação de argas elétrias

EDDINGTON, A.S. Interation of eletri harges. Proeedings of the

Royal Soiety, A, 126: 696-728, 1930.
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Logo depois de ter apresentado seu trabalho sobre a arga do elétron Edding-

ton apresenta seu tereiro artigo omo uma onseqüênia dos seus dois trabalhos

anteriores. No artigo anterior (EDDINGTON, 1929, pp. 358-369) Eddington

prop�s a teoria do elétron a qual o guiou ao valor da onstante 2�e2

h
= 1

136
. Seu

propósito era substituir as analogias da dinâmia lássia na teoria por uma base

geométria mais satisfatória. Pois em um problema deste tipo, relaionado om

a questão do signi�ado dos métodos da teoria quântia, era pouo provável que

a �nalidade fosse alançada em uma segunda tentativa. Desta forma justi�ou a

publiação do seu tereiro artigo arguindo seu progresso.

No seu artigo sobre a arga do elétron o valor enontrado para 2�e2

h
foi de

1
136

. Nele Eddington observa que, omo este representava o número de graus

de liberdade de um sistema, pequenos erros seriam improváveis; não obstante

neste seu tereiro artigo ele admite ter ometido um erro, e enontra um novo

valor para 2�e2

h
: 1

137
. Seus argumentos provêm do fato que os 136 graus de

liberdade seriam uma generalização das rotações e translações no espaço; mas

seria uma araaterístia de um par de elétrons que eles possuíam um grau de

liberdade espeial diferente dos outros o qual não teria análogo na teoria do

elétron simples, i.e., uma alteração da distânia entre eles. Portanto, segundo

Eddington, visto que as 136 seriam rotações relativas ao sistema de referênia

utilizado, o grau de liberdade ímpar representaria a alteração de uma quantidade

absoluta (o intervalo). Segundo sua visão, o erro enontrado na primeira teoria

não estava tanto em �passar por alto� este grau de liberdade (este tinha apareido

omo a rotação a qual troava a identidade dos dois elétrons) senão em não

reonheer sua diferença dos outros.

Sua análise para obter o �novo valor� para a onstante 2�e2

h
está baseada na

estrutura algébria apresentada no seu primeiro artigo (EDDINGTON, 1928, 524-

542). Mas Eddington introduz várias ompliações, omo rotações in�nitessimais.

A transformação in�nitessimal básia é

	0 = exp(i�)	

onde � é uma matriz ujas omponentes são matrizes:

� =
16X

�;�=1

���E�E�

Apareem então 136 ombinações simétrias

�� =
1

2
(E�E

0
� + E�E

0
�)
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e 120 ombinações antissimétrias

��� =
1

2
(E�E

0
� � E�E

0
�)

As transformações ��� são proibidas pelo prinípio de Fermi-Dira. Eddington

parte do fato da representação da equação para dois elétrons, om interação, na

qual o desloamento de um elétron foi dado omo dx0
1; dx

0
2; dx

0
3; dx

0
4 pelas rotações

d�15 = i
dx0

1

x0
5

(4.36)

et. Sendo essas as rotações do espaço de um elétron e, o outro permaneendo

imutável, estas refeririam-se também à transição de dois elétrons não interatuando

para elétrons interatuando.

Eddington ompara esta representação om a relação entre o elemento linear

e angular provenientes da sua análise da origem da métria e da relação entre r

e �, sendo r a distânia própria entre as argas e � visto omo um raio vetor.

dx = �d� (4.37)

As duas equações se referiam a duas onepções um pouo diferentes de dx.

Em [4.36℄ dx0 foi vista só omo uma diferença de oordenadas, não uma longi-

tude em um sentido métrio. Esta teria só as propriedades relativístias de uma

oordenada retangular e não as propriedades métrias.

O seguinte passo foi tomar

x0
5 = i� (4.38)

om o �m de fazer as duas equação onordarem. Desta manera a diferenial dx0
1

seria ao mesmo tempo, uma oordenada diferenial e um elemento de ompri-

mento.

Analisando a relação � = 137
2
ir, obtida na sua interpretação da métria, e

[4.38℄, Eddington enontrou

x0
5 = �

137

2
r (4.39)

.

Finalmente apresentou a equação de onda para dois elétrons omo8<
:

E1
�
�x1

+ E2
�
�x2

+ :::+ E 0
1

�
�x0

1

+ E 0
2

�
�x0

2

+ :::2i� � i(E1E
0
1 + E2E

0
2 + E3E

0
3 + E4E

0
4)

137r

9=
;	 = 0

troando aqui E15 por E1.
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A onlusão de Eddington foi que o último termo dava a interação de dois

elétrons e mostrava que o valor da onstante 2�e2

h
era de 1

137
. Eddington além de

tentar expliar a onstante de estrutura �na, obteve um novo resultado. Se um

sistema de dois elétrons tem 137 graus de liberdade e se for riado um sistema

rígido om duas argas (um elétron e um próton), o grau de liberdade assoiado

à distânia entre as argas se perde e �am 136 graus de liberdade. Isso deve

orresponder a uma perda de energia (e de massa de 1
137

), e a massa do sistema

multipliada por 136
137

. Eddington sugere que isso poderia expliar o defeito de

massa do núleo de hélio - mas que a expliação seria aproximada, porque o

núleo não é rígido.

4.9 Nota preliminar sobre a massa do elétron,

o próton e o universo

EDDINGTON, A.S. Note on the masses of the eletron, proton and

the universe. Proeedings of the Cambridge Philosophial Soiety, 27:

15-19, 1931.

No seu quarto artigo Eddington diz ter melhorado sua teoria da onstante
h

2�e2
sem ter feito nenhuma alteração ao valor 137 obtido no seu trabalho já pu-

bliado em 1930 (EDDINGTON, 1930 (a), p. 696). E delarou que este avanço

foi devido à luz que lhe trouseram os fundamentos da meânia quântia no livro

de Dira. Com um onheimento pleno da teoria do 137, lhe foi possível disernir

oportunidades de extensão em várias direções. Embora elas estivessem no seu

estado rudimentar, Eddington areditava que já que a teoria pareia dar orreta-

mente os valores, ou aproximados ou exatos, das massas do elétron, o átomo de

hélio e o osmos em termos da massa do próton; ele estava indo na linha erta.

Ademais para Eddington, o prinípio de �ignoração dos graus de liberdade� dos

quais dependiam as predições numérias estaria fortemente sugerido pela teoria

da onstante 137. Se sua visão fosse orreta, a únia onstante arbitrária da

natureza seria o número de partíulas do universo (se este número fosse arbi-

trário). Somente vários anos depois Eddington se onveneu de que até mesmo

esse número podia ser alulado teoriamente.

Eddington omeçou seu artigo onsiderando duas argas iguais em diferentes

pontos do espaço-tempo, e as rotulou om os números 1 e 2. Chamou de s o

intervalo do tempo próprio medido desde 1 até 2. Se s for real, esse intervalo troa
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de sinal (s por �s), interambiando-se as partíulas; e por ontinuidade analítia

o interambio deveria também troar s por �s quando s fosse imaginário, i.e.,

quando o intervalo entre as duas partíulas fosse do tipo espaço. Agora, pela

estatístia de Fermi-Dira o interambio dos rótulos das duas partíulas também

troaria 	 por �	. Na sua teoria do 137 Eddington enxergou este omo um aso

espeial de uma transição ontínua, a função de onda sendo 	ei�. Similarmente o

inverso de s foi visto omo devido às transformações ontínua do intervalo sei� ou

se�i�. O interambio ompleto oorre inrementando � de �. Este interâmbio

seria uma troa do ponto de vista, não um movimento de argas.

Dois asos se originariam onforme se o intervalo for sei� ou se�i�:

1. 	
s
=te.

2. 	s=te.

Eddington a�rmou que as duas possibilidades orresponderiam a argas de sinais

opostos.

Eddington hamou a atenção ao fato de que as transformações 	� seriam

as mesmas que as de 	. Isto seria impossível se 	� e 	 fossem, omo no seu

primeiro trabalho, vetores ontravariantes e ovariantes. Eles experimentariam

neessariamente transformações inversas, e os asos (1) e (2) não poderiam ser

distinguidos a menos que se �zesse uma distinção absoluta entre 	� e 	. Mas 	�

e 	 seriam agora vetores densidade, portanto a transformação onsiderada seria

uma troa do elemento de volume o qual os afetaria igualmente.

Suponhamos agora que temos um par próton-elétron, om argas opostas. Os

asos (1) e (2) dependiam do sinal da arga de uma das partíulas. Sempre que

se onservassem ângulos reais �, a diferença entre o próton e o elétron se limitaria

a este omportamento ílio oposto que dava o sinal oposto para a energia de

interação. Mas se por qualquer razão a transformação real de 	, orrespondendo

a valores imaginários de �, for onsiderada, a esala de s seria expandida para

a arga de um sinal e ontraída para a de outro sinal. Eddington vai tentar

interpretar essa diferença omo a origem das massas do elétron e do próton.

4.9.1 A massa do átomo de hélio

Neste artigo Eddington repetiu, de forma um pouo diferente, um argumento do

artigo anterior.

O argumento de Eddington neste ponto baseia-se em que um sistema de duas

argas tem 136 rotações relativas, os graus de liberdade ignoráveis. A distânia
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própria r entre as argas, a qual é o grau de liberdade 137 da sua teoria, não

seria ordinariamente ignorável já que esta entraria expliitamente no termo de

energia mútua no Hamiltoniano. Se um número de argas formassem um núleo

rígido, tal que não existisse no Hamiltoniano qualquer mudança interna do nú-

leo, qualquer alteração da distânia r entre pares de argas seria ignorável e o

número de oordenadas ignoradas aumentaria para 137, para ada par de argas.

Eddington aponta o fato de que poderia ser objetado que sob tais irunstân-

ias, em dinâmia, não se podia teniamente ignorar uma oordenada a qual

não variasse. Mas neste problema em partiular ele argumenta que está sendo

onsiderado o interambio do momento, expressado por variações de r do tipo

rei�. De fato, suprimindo as variações reais de r se restringiria esta à variações

desse tipo, tal que esta pudesse ser tratada omo ília e ignorável.

O aumento do número de graus de liberdade ignoráveis de 136 para 137 no

núleo rígido diminuiria a massa dos prótons em uma razão 136
137

e aumentaria a

massa dos elétrons na razão 137
136

. Segundo Eddington, a última predição não podia

ser veri�ada; mas a primeira seria uma boa aproximação para a �paking fra-

tion�, i.e., a redução da massa do próton quando este entra no, aproximadamente

rígido, núleo de hélio.

Este álulo não ontradiria a teoria existente da �paking fration�, a perda

de massa representaria a energia eletrostátia negativa. Não seria portanto pre-

iso ignorar r; pois poder-se-ia deixar o termo de energia elétria ontendo-a

expliitamente no Hamiltoniano. Mas para um núleo rígido o método de igno-

ração deveria dar o mesmo resultado, e esse teria a vantagem de dar um método

pratiável de álulo, enquanto que os outros métodos apresentavam problemas.

4.9.2 A massa do elétron

Esta on�rmação que Eddington obteve do seu prinípio o animou para apliá-

lo mais ambiiosamente. Edington passou a prourar algum argumento que lhe

trouxesse uma redução da massa (do próton para o elétron) relaionada om re-

dução de graus de liberdade. Na teoria de Shrödinger havia apenas 10, relaiona-

dos a 6 rotações e 4 translações no espaço-tempo (ou aos termos independentes

da métria, g��). Talvez essa diferença entre 10 e 136 graus de liberdade tivesse

relação om a diferença entre a massa do próton e a do elétron.

Eddington admite que por algum proesso, que ainda desonheia em detalhe,

esses sistemas mirosópios om 136 rotações relativas seriam substituídos por

observação prátia em um espaço-tempo admitindo mesmo número de rotações
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rotações relativas. Segundo Eddington essa mudança seria feita, por exemplo,

quando se substituisse a função de onda de Shrödinger no lugar da de Dira. O

espaço-tempo quadridimesional ofereeria apenas 10 graus de liberdade ílios,

4 desloamentos e 6 rotações.

Esses 10 graus de liberdade orresponderiam ao Hamiltoniano de segunda or-

dem, enquanto que os 136 originais orresponderiam ao Hamiltoniano linear de

Dira. A diferença estaria em que os quadrados do momento seriam adiiona-

dos juntos no lugar de uma soma linear estar envolvida. Assim a adição dos

10 termos iguais eqüivaleria a usar um termo simples om esala de momento

alterada na razão
p
10. Eddington a�rma ter assim enontrado os graus de liber-

dade no espaço marosópio omo equivalentes aos
p
10 graus de liberdade em

um Hamiltoniano linear. A redução de 136 para
p
10 inrementaria a massa

aparente do próton na razão 136p
10

e diminuiria a massa aparente do elétron na

razão
p
10

136
. A razão da massa do próton para a massa do elétron sendo portanto�

136p
10

�
�
�p

10
136

�
= 1849; 6. Eddington adiiona que o resultado 1849,6 estava

razoavelmente perto do observado �valor de de�exão� de M
m
.

Eddington não justi�ou essa análise, no seu artigo. Ao ontrário dos tra-

balhos anteriores, este passa a impressão de um simples ajuste de números, sem

base teória.

4.9.3 A massa do universo

Segundo Eddington uma onstante da natureza que sempre ausava surpresa e

interesse era a razão entre a repulsão eletrostátia entre duas argas elementares

e sua atração gravitaional. Chamando esta de F , se obteria F = e2

Gm2 . Edding-

ton já suspeitava (desde a ápoa em que esreveu The mathematial theory of

relativity aera da dependênia entre F e o número de partíulas no universo

N , e mais partiularmente que F 2 = �N , onde � seria um fator geométrio não

muito diferente da unidade. Mas já que F 2 / m�4, existiria uma inerteza de 1013

onforme se se enxergasse o próton ou o elétron omo a massa fundamental. Se-

gundo as idéias astron�mias do tamanho do espaço, N poderia ser intermediário

entre os dois possíveis extremos.

Segundo sua argumentação anterior a média geométria de M e m teria um

signi�ado fundamental, sendo a massa original dos dois tipos de arga e aon-

teendo omo tal nas equações iniiais nas quais poderia ser esperada uma asso-

iação de energias gravitaionais e elétrias mais simples. Usando
p
Mm omo a
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massa fundamental, se enontra

F 2 =
e2

GMm
= 5; 3� 1078

Pela veloidade de reessão observada das nebulosas espirais, tomada omo

500 km. por seg. por mps., Eddington enontra que o número de prótons no

universo é

N = 7� 1078 ou 14� 1078

segundo o espaço seja tomado omo elíptio ou esfério. Para fazer esse álulo

ele usou o valor limite da veloidade, supondo que a atração das galáxias e da

matéria ósmia não é importante omparada om o termo de repulsão ósmia.

Se este fosse signi�ativo N diminuiria.

Eddington não supõe que F 2 seja preisamente igual a qualquer valor de N .

Para ele poderia existir um fator �, possivelmente 2
�
ou alguma oisa desse tipo.

Eddington pensava que a lei F / pN poderia obter-se desde o prinípio que

toda alteração no número de graus de liberdade de um sistema estaria ompen-

sado por uma mudança de esala linear. Tal alteração afetaria a energia elétria

diferentemente. Aeitando a lei de variação, tomado N = 2 segue-se que no sis-

tema simples de dois elétrons a razão da energia elétria à gravitaional é
p
2� e

portanto não está longe da unidade. No entanto, ele não se sentia apaz de fazer

um álulo desse tipo.

4.10 O valor da onstante osmológia

EDDINGTON, A.S. On the value of the osmial onstant. Proeedings

of the Royal Soiety, A, 133: 605-615, 1931.

Eddington onsidera a equação de ampo no váuo, G�� = �g�� ao tratar a

onstante osmológia apareendo na lei da gravitação de Einstein. Como visto no

apítulo anterior, nas equações de movimento o termo ontendo � representa uma

força de repulsão a qual tende a fazer om que todos os orpos remotos se afastem

uns dos outros; sendo este fen�meno a base das teorias de De Sitter e Lemaître que

tratam aera da expansão do universo. Se o afastamento observado da nebulossa

espiral fosse uma manifestação deste efeito, o valor de � poderia enontrar-se

a partir das observações astron�mias. Mas Eddington queria enontrar uma

relação teória entre � e a físia at�mia.
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O tratamento de Eddington omeça pela análise da equação de onda para

um elétron movendo-se em um ampo eletrostátio devido a um elétron �xo,

apresentada no seu primeiro artigo

ih

2�

� 

�t
= 

�
m22 + (

ih

2�
)2
�
�2

�x2
+

�2

�y2
+

�2

�z2

�� 1

2

 +
e2

r
 (4.40)

A partir desta expressão enontra uma forma de rearranjá-la fazendo

� =
h

2�e2
 =

2�m�

h
(4.41)

Desta forma obtém-se uma outra expressão para [4.40℄:�
�
�

�t
+
i

r

�
 +

�
�2

�
�2

�x2
+

�2

�y2
+

�2

�z2

�
+ (i)2

� 1

2

 = 0 (4.42)

Eddington vai interpretar

 =

p
N

R
(4.43)

Sendo R o raio de urvatura do universo em um estado estátio (ou autoestado

do universo) e N o número de elétrons do universo. Deve-se notar que Eddington

não vai fazer nenhum uso dos modelos osmológios em expansão, para disutir

o valor teório de �. As idéias básias para a interpretação de  são as seguintes.

A energia potenial de um elétron à distânia r de uma singularidade é e2

r
, e

na equação do elétron isso aparee omo o termo i
r
. A energia de N elétrons

indistinguíveis a uma distânia R de uma singularidade seria representada por
i
p
N
R

.

Mas por que aparee
p
N e não N , nessa expressão? Quando somamos

números, eles se adiionam simplesmente, mas quando somamos vetores per-

pendiulares, a soma é expressa por
p
N . As duas possibilidades poderiam ser

defendidas.

Para disutir entre elas, Eddington india que se uma função de onda 	

está normalizada e representa uma únia partíula, a mesma função multipliada

por
p
N representará N partíulas (porque o número de partíulas é dado pela

integral de 		�). Portanto é mais razoável prourar um fator
p
N na equação

de onda.

Considerando  omo uma simples função harm�nia de t tal que � 
�t

satisfaça

as mesmas equações que  , enontra-se uma outra forma de representar [4.40℄,

omitindo os elétrons �xos�
ih

2�

�2
�2 

�t2
= 2

�
m22 + (�ih2�)2

�
�2

�x2
+

�2

�y2
+

�2

�z2

��
 (4.44)
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Agora, utilizando mais uma vez [4.41℄ enontra-se:�
�2

�
�2

2�t2
� �2

�x2
� �2

�y2
� �2

�z2

�
+ 2

�
 = 0 (4.45)

Com a identi�ação

2 =
N

R2
= N� (4.46)

A onstante osmológia é �, sendo R o raio de Einstein. Note-se que o raio

atual do universo é irrelevante nessa teoria. Assim [4.45℄ pode ser esrita omo

(�2
2+N�) = 0 (4.47)

Segundo Eddington a equação [4.47℄ o seduziu a uma divagação. Suas inves-

tigações teórias de � guiaram-no a pensar que o iruito orrespondendo a R

neessariamente deve ser diminuído na razão da fração 136
137

para fazer esta om-

parável estritamente om r. Eddington viu que esta orreção, se fosse real, era

desprezível para seus propósitos e não a tomou em onsideração em seu artigo.

Mas depois pensou que � em [4.47℄ seria tomada omo 136 no aso dos prótons e

omo
p
10 no aso dos elétrons. As equações para elétrons e prótons livres seriam

respetivamente

(13622+N�) = 0 (102+N�) = 0 (4.48)

os números 1362 e 10 originando-se mais ou menos no aminho que Edding-

ton sugeriu no seu artigo sobre as massas do elétron, do próton e do universo

(EDDINGTON, 1931(), p. 18).

Por [4.41℄ e [4.42℄ obtém-se

2�m�

h
=

p
N

R
(4.49)

A teoria do universo de Einstein está expressa omo

GM0

2
=

1

2
�R (4.50)

sendo M0 é a massa total do universo12 e G a onstante de gravitação. Dentro

do seu argumento assume-se o número de prótons igual ao número de elétrons,

portanto obtém-se aproximadamente M0 = NM , sendo M a massa do próton.

Portanto

N =
1

2
�2

R

GM
(4.51)

12Eddington adotou o espaço esfério.
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por [4.49℄ �
2�m�2

h

�2

=
1
2
�2

GM
:
1

R
(4.52)

Mas no universo de Einstein � = 1
R2 , portanto

� =

�
2GM

�

�2�
2�m�

h

�4

= 9; 79� 10�55 (4.53)

A partir desse valor, Eddington alula o raio do universo de Einstein (1070

milhões de anos-luz) e a veloidade limite de reessão das galáxias (528km
s

por

megaparse). O número de partíulas do universo seria 1; 29� 1079. Os valores

da époa para a onstante de Hubble eram bastante próximas do valor alulado.

As outras onstantes só podiam ser estimadas aproximadamente, mas também

pareiam ser da ordem de grandeza orreta.

4.11 A massa do próton

EDDINGTON, A.S. On the mass of the proton. Proeedings of the

Royal Soiety, A, 134: 524-532, 1931.

Neste artigo Eddington desenvolve a teoria da relação entre as massas do pró-

ton e do elétron sugerida na sua nota preliminar da massa do próton, elétron e do

universo (EDDINGTON, 1931(), pp. 15-19). Nessa nota estende a disussão da

onstante 137 em uma ampla investigação abarando outras onstantes naturais.

O primeiro resultado desta extensão está ontido no seu artigo de 1931

(EDDINGTON, 1931(b), pp. 605-615). Esta é prinipalmente a teoria da massa

de um elétron; sendo satisfatoriamente on�rmada pelas veloidades de reessão

observadas da nebulosa espiral. No seu artigo anterior Eddington havia rela-

ionado a onstante osmológia às onstantes at�mias fazendo:

� =

�
2GM

�

�2�
2�m�

h

�4

Nesta equação, m era a massa do elétron. Mas por que não seria a massa

do próton? No novo artigo, Eddington vai supor que a equação de Dira deve

permitir inluir as duas massas, e que o m que apareeu antes seria, na verdade,

a massa reduzida Mm
M+m

que é aproximadamente igual a m, mas não idêntia.

Segundo a teoria da onstante osmológia, poder-se-ia alular a partir da

veloidade observada de objetos remotos (nebulosas espirais), o termo de massa
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presente na equação de onda. A massa da equação foi interpretada omo a massa

do elétron. Se perguntou então porque o elétron e não o próton? A teoria utilizada

foi puramente geométria, assim omo esta adquiriria uma preferênia para um

dos dois tipos de arga? Neste artigo, a intenção de Eddington era responder

a questão, mostrando que um desenvolvimento razoável da teoria geométria

proporionaria as ferramentas para alular a massa do próton e também a do

elétron a partir do afastamento das nebulosas espirais já que esta removia todas as

possíveis sugestões de preferênia para o elétron. Partindo do fato que o termo de

massa originalmente alulado era estritamente Mm
(M+n)

, este termo sendo simétrio

om respeito ao próton e ao elétron. Retomou a equação de Dira para um elétron

simples: �
ih

2�

�
E1

�

�x1
+ E2

�

�x2
+ E3

�

�x3
+ E4

�

�x4

�
+m

�
 = 0 (4.54)

Com E1, E2, E3 e E4 sendo raízes quadradas antiomutando de �1, tal que

E2
� = �1 E�E� + E�E� = 0 (4.55)

Sob a onsideração de uma solução elementar onsistindo em ondas planas na

direção

s = l1x1 + l2x2 + l3x3 + l4x4

l1, l2, l3, l4, sendo ossenos diretores. Assumiu que

Es = l1E1 + l2E2 + l3E3 + l4E4

de tal forma que por [4.55℄,

E2
s = �1 (4.56)

[4.54℄ pudesse ser esrito na forma:�
iEs

�

�s
+
2�m

h

�
 = 0 (4.57)

Segundo a teoria da onstante osmológia, já desenvolvida por ele,

2�m�

h
=

p
N

R

onde � é a onstante de estrutura �na 137, N o número total de elétrons (ou

prótons) no universo, e R o raio de equilíbrio do universo. Portanto, fazendo

ds = Rd�s =

�
Rp
N

�
d�s (4.58)
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enontrou uma nova expressão para [4.57℄�
�

�
iEs

�

��s

�
+ 1

�
 = 0 (4.59)

Eddington assumiu que a relação essenial entre o próton e o elétron �aria

mais laramente exibida tratando-se o universo da forma mais simples possível,

ou seja onstituído por um próton e um elétron. Nesse aso N = 1 e d�s = d�s,

assim que d�s seria a medida a�m do desloamento. Mas perebendo que, desde

o ponto de vista físio, esta seria uma simpli�ação exessiva, já que vários dos

oneitos físios ordinários seriam inde�níveis em um universo tão simples, sugeriu

que em qualquer estagio se poderia voltar a um universo mais ompreensível om

N prótons e N elétrons através da transformação d�s =
p
Nd�s, de tal modo que

d�2s = NR��dx�dx�. Isto signi�ava que, no lugar de referir-se a um elétron só,

agora podia-se só fazer referênia a �um dos N elétrons indistinguíveis�.

Olhando para a onstante � em [4.59℄ ele a enxergou omo um simples fator

numério na equação e assumiu que não seria difíil disernir sua origem na geo-

metria do problema. As séries de investigações de Eddington se originaram na

rença de que � representava o número de rotações relativas ou graus de liber-

dade do sistema, e essa interpretação foi seguida em todos seus desenvolvimentos

posteriores. Segundo Eddington, um sistema de duas argas teria 136 rotações

relativas de tipo ordinário junto om uma rotação adiional representando a mu-

dança da medida (tamanho). Assim no problema de interação de duas argas

ujas posições eram referidas no espaço Riemanniano, � = 137, numa boa apro-

ximação om os experimentos. Eddington tomou � = 136 omo sendo o valor

apropriado para [4.59℄.

Ele usou o número de rotações relativas de duas argas prinipais, devido

a que este seria o apropriado para o universo onstituído por um elétron e um

próton. Mas o mesmo número teria uma ampla apliação, ele pensava, devido

ao fato que a base de uma geometria a�m seria um desloamento elementar dx�.

Tal desloamento seria então uma relação entre dois pontos, e um ponto só seria

onsiderado omo sendo o possível entro da arga elétria. Desta forma o dx�
omo este aonteendo na físia mirosópia seria essenialmente uma relação

entre duas argas, e teria os graus de liberdade de um sistema de duas argas

diretamente assoiado om ele.

Fazendo � = 136 em [4.59℄, obteve:�
136

�
iEs

�

��s

�
+ 1

�
 = 0 (4.60)
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No lugar do hamiltoniano linear de Dira usou o hamiltoniano quadrátio de

Shrödinger:

1

�

�
p21 + p22 + p23 + p24

�
= � h2

4�2�

�
�2

�x21
+

�2

�x22
+

�2

�x23
+

�2

�x24

�
(4.61)

Para ondas planas na direção s a equação de onda de segunda ordem se

reduziria a �
�
�2

��2s
+ 1

�
 = 0 (4.62)

onde usou a medida natural d�s omo antes e � omo um oe�iente numério

positivo.

Na equação de onda de segunda ordem,  seria uma quantidade simples ou

um grupo de omponentes, mas no último aso as omponentes não interatuariam

umas om as outras. As 136 rotações do  de Dira não estavam envolvidas. De

fato, segundo Eddington, as araterístias elétrias da partíula seriam ignoradas

e portanto a forma de Shrödinger da equação se referiria a partíulas elétrias

sem quaisquer propriedades elétrias.

Seguindo a mesma regra que utilizou para determinar �, Eddington tomou

agora um outro valor � omo sendo o número de rotações relativas ou graus

de liberdade que se originam na teoria de partíulas meânias (nêutron=sem

arga). As possíveis alternativas sugeriam o valor de � = 10 orrespondendo

aos graus de liberdade da geometria de Riemann. Os 136 graus de liberdade

foram assoiados om um desloamento ujos extremos eram os lugares onde

estariam loalizadas as partíulas elétrias; agora, se se substituíssem partíulas

meânias, o desloamento apareia, no seu aspeto ordinário, omo uma relação

a qual seria totalmente representável no espaço-tempo Riemanniano.

O nêutron ideal de Eddington então obedeia à equação�
10

�2

��2s
+ 1

�
 = 0 (4.63)

Por omparação om [4.60℄ sua massa própria seria 136p
10

vezes maior do que a

da partíula desrita aqui: o elétron. Isto faria om que a massa de uma partíula

neutra ideal estivesse muito perto de
p
Mm onde M e m seriam as massas do

próton e do elétron.

Unindo as duas equações, Eddington sugeriu a seguinte ombinação:(
10

�
iEs

�

��s

�2

+ 136

�
iEs

�

�s

�
+ 1

)
 = 0

137



Supondo que essa equação possa ser fatorada em duas equações mais simples,

temos �
AiEs

�

��s
+ 1

�
+ 136

�
iEs

�

�s
+ 1

�
 = 0

onde os fatores A e B são as raizes da equação de segundo grau

10x2 + 136x+ 1 = 0

Os dois fatores são, respetivamente, 135,9264 e 0,0735692. A razão entre

os dois é 1.847,60, que Eddington interpretou omo a razão entre as massas do

próton e do elétron.

Em 1934, Eddington apresenta seu artigo sobre a massa do próton e o elétron

(EDDINGTON, 1934, p. 327) e se dedia a reopilar suas desobertas em dois

livros um deles publiado em 1936 (EDDINGTON. Relativity theory of pro-

tons and eletrons) e o outro publiado em 1946, intitulado Teoria Fundamental

(EDDINGTON, The Fundamental Theory). Estes trabalhos, omo menionado

na introdução, não formam parte do nosso objeto de estudo pois sua ompliação

vai além da nossa proposta. O artigo de 1934 é o último trabalho de Eddington

que vamos onsiderar nesta disertação.

4.12 As massas do próton e o elétron

EDDINGTON, A.S. On the masses of the proton and eletron. Pro-

eedings of the Royal Soiety, A, 143: 327, 1934.

A onlusão atingida por Eddington neste artigo é que a massa m de uma

partíula elementar (próton ou elétron) é dada pela equação quadrátia

10m2 � 136mm0 +m2
0 = 0 onde m0 =

h

2�

p
N

�
;

N sendo o número de tais partíulas no universo, e � o raio de urvatura de uma

região vazia, igual a
q

3
�
onde � é a onstante osmológia.

Exeto por uma pequena diferença na de�nição de N e �, este resultado está

de aordo om a fórmula sugerida num dos seus artigos anteriores (EDDINGTON,

1931(b)).

Neste artigo Eddington faz uma revisão dos prinípios físios fundamentais.

A análise matemátia que aqui apresenta é uma ontinuação da que desenvolveu
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em um dos seus primeiros artigos (EDDINGTON, 1931(b)), mas não abordare-

mos este desenvolvimento pois os resultados aqui obtidos, mesmo partindo uma

abordagem diferente, não onduzem a um resultado relevante para nosso estudo.

Apesar destas on�rmações o trabalho de Eddington sobre as onstantes da

natureza não teve reperusão e foi amplamente ritiado. O próprio Pauli esreve

para Sommerfeld que não areditava no trabalho de Eddington para a onstante

de estrutura �na omo sendo 136 (KILMISTER, 1994, p. 116). Shrödinger foi

um dos pouos físios importantes que apoiou o trabalho de Eddington (KILMIS-

TER, 1994, p. 224).
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Capítulo 5

As fases do trabalho de Eddington

Costuma-se desrever a arreira ientí�a de Eddington difereniando entre a

sua fase produtiva �normal�, em que deu grandes ontribuições à astrofísia, à

teoria da relatividade e à osmologia (até 1930, aproximadamente), de sua fase

�estranha� em que se dediou à tentativa de deduzir a priori os valores das ons-

tantes básias do universo.

Nessa segunda fase, Eddington utilizava um método de pesquisa no qual ons-

truía um formalismo matemátio abstrato (baseado em estruturas da meânia

quântia, mas diferente da teoria �normal�) e tentava assoiar as onstantes fun-

damentais om ertos números que apareiam nas equações. Essa identi�ação

não pareia seguir uma metodologia rigorosa. Pareia basear-se, primeiramente,

no próprio onheimento do resultado ao qual ele queria hegar (por exemplo,

o número 137) e, em segundo lugar, na manipulação arbitrária de relações, na

mudança de signi�ado de termos das equações e em uma liberdade teória que

pareia pouo razoável aos olhos do maioria dos físios da époa. A matemátia

utilizada por Eddington era uma onstrução interessante e rigorosa, mas as re-

lações entre essa matemátia e a físia (a identi�ação das onstantes) pareia

um simples exeríio de ajuste, sem fundamentos.

O método matemátio utilizado por Eddington, que onsistia em desenvolver

uma estrutura abstrata sem saber exatamente omo relaioná-la om as entidades

físias orrespondentes, para depois prourar identi�ações, pode ser enontrado

nesta itação:

Temos um sistema que está em um erto estado no qual ertas va-

riáveis dinâmias possuem ertos valores. Esta informação é expressa

por equações envolvendo os símbolos que denotam o estado e as va-

riáveis dinâmias. A partir destas equações, deduzimos então outras
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equações de aordo om os axiomas que governam os símbolos, e das

novas equações são tiradas onlusões físias. Em nenhum lugar a

natureza exata dos símbolos é espei�ada, e tal espei�ação nem

mesmo é neessária. Eles são usados todo o tempo de forma abstrata;

apenas os axiomas algébrios que eles satisfazem e a onexão entre

as equações que os envolvem e as ondições físias são neessários.

Os axiomas, juntamente om esta onexão, ontêm erto número de

leis físias, que não podem ser analisadas de forma onveniente, nem

mesmo expressas de outro modo.

Essa desrição, um pouo onfusa, mostra o físio teório tentando manipular

símbolos e equações para os quais não dispõe de interpretações, areditando no

entanto que lá estão ontidas ertas relações importantes. É mais ou menos isso

que Eddington faz. Oorre, no entanto, que a itação não é de Eddington e

sim de Dira (KILMISTER, Eddington's searh for a fundamental theory, p. 85).

Eddington tem, sim, aspetos diferentes dos outros ientistas, mas muitos de seus

aspetos �estranhos� apareiam também nos trabalhos de outros grandes físios.

Kilmister enfatizou que mesmo um físio ortodoxo, omo Dira, hegou a

a�rmar que a teoria quântia de ampos era inompleta porque não tinha on-

seguido alular o valor da onstante de estrutura �na (KILMISTER, Eddington's

searh for a fundamental theory, p. 5). Para outros ientistas, omo De Sitter, a

existênia de onstantes puramente empírias na físia não pareia um problema:

É impossível, para nós, ir além das equações matemátias e, até aqui,

não onseguimos desobrir a menor onexão entre esse lambda per-

turbador e outras onstantes fundamentais da físia. [...℄ O ompor-

tamento do lambda não é mais estranho, nem mais misterioso, do que

o da onstante da gravitação kappa, ou da onstante h do quantum,

ou da veloidade da luz . (DE SITTER, 1931, p. 9)

Merleau-Ponty assinalou vários outros pontos do trabalho de Dira que se

assemelham à abordagem de Eddington (MERLEAU-PONTY, Philosophie et

théorie

physique hez Eddington, p. 112). Não há dúvidas de que foi o ontato om a

teoria de Dira (e om seus métodos) que despertou em Eddington a proura de

um método para alular as onstantes fundamentais da físia.

No entanto, deve-se menionar que Dira não apoiou o trabalho de Eddington.

Ele mostrou dúvidas sobre essas pesquisas, porque primeiro Eddington havia
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provado que a onstante de estrutura �na seria dada pelo número 136, e depois,

quando �ou laro que o valor experimental não permitia esse número, Eddington

provou que o número orreto era 137. Para Dira, isso não pareia um trabalho

sério (KILMISTER, Eddington's searh for a fundamental theory, p. 117).

Logo depois da publiação (póstuma) do livro Fundamental theory, Milne pu-

bliou uma resenha da obra (MILNE, 1947), onde omentou: �O volume é esrito

de uma forma brilhante; mas a argumentação físia é tão pouo familiar, tão

intrinada, tão sujeita a revisão e orreção perpétua, que é extremamente difíil

extrair dele qualquer prova onvinente de qualquer das fórmulas mais famosas

de Eddington� (MILNE, 1947, p. 486). Um exemplo da rítia de Milne mostra

o tipo de problemas que se via, na époa, no trabalho de Eddington:

Aqueles que prouram uma prova ompata de que a onstante de

estrutura �na 2�e2

h
tem o valor exato de 1

137
passarão por grandes di�-

uldades neste livro. Primeiro é preiso dominar o uso que Eddington

faz de seus fatores de multipliidade K, que são de�nidos de uma

forma desa�adora omo o número de dimensões em ertos espaços

de fase; depois, o seu proesso de estabilização, que é um tipo de

varinha mágia que ele balança para suprimir graus de liberdade in-

onvenientes, alterando assim os fatores de multipliidade; então é

neessário superar todos os preoneitos para engolir uma fórmula na

página 29, onde as massas são inversamente proporionais aos fatores

de multipliidade, embora, om a repetida identi�ação que Edding-

ton faz entre massa e energia, teríamos esperado que a energia de

uma partíula fosse diretamente e não inversamente proporional a

seus graus de liberdade no espaço de fase. Depois desses prelimi-

nares perturbadores lê-se o parágrafo 20, intitulado �A onstante de

estrutura �na�, apenas para desobrir que lá são apresentadas ape-

nas onsiderações plausíveis para atribuir o número 137 à razão en-

tre dois �átomos de ação�, e que a dedução teória é adiada para o

parágrafo 33. Por �m, não se onsegue aompanhar o parágrafo 33

de modo nenhum. Essas di�uldades oorrem novamente em todo o

livro. (MILNE, 1947, p. 487)

William MCrea, que havia sido estudante de Eddington, esreveu em 1991

um artigo popular sobre seu ex-professor, no qual omentou: �Nenhum dos resul-

tados desta parte do trabalho de Eddington foi aeito. E jamais qualquer físio

alegou estar erto dos postulados a partir dos quais Eddington partiu, ou de haver
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seguido seu raioínio ompletamente até alguma de suas onlusões prinipais;

sempre pareia existir alguma launa - alguma launa irritante - na lógia� (M-

CREA, 1991, p. 71). Não se deve interpretar essa �launa na lógia� desrita por

MCrea omo falhas de raioínio, mas omo saltos injusti�ados. Sob o ponto

de vista de oerênia matemátia, o próprio MCrea omentou: �O desenvolvi-

mento [da teoria de Eddington℄ envolvia muita matemátia engenhosa, parte dela

inventada para essa �nalidade por Eddington, e deve ser dito que ninguém jamais

detetou qualquer erro signi�ativo naquilo que ele esreveu� (MCREA, 1991,

p. 71).

Os primeiros trabalhos de Eddington nessa linha de pesquisas tinham sido

reebidos om uriosidade e interesse - até mesmo om esperança de que ele

tivesse enontrado um aminho para resolver problemas de enorme importânia

(MERLEAU-PONTY, Philosophie et théorie physique hez Eddington, p. 84).

No entanto, à medida que se perebeu que ele ia mudando os argumentos, que a

teoria era maleável e podia ir sendo ajustada de muitos modos diferentes, surgiu

uma deson�ança e insatisfação om esses trabalhos. O primeiro livro publiado

por Eddington nessa linha, que foi o Relativity theory of protons and eletrons

(1936), paree ter sido uma linha divisória. O trabalho desapontou a omunidade

ientí�a, que não reonheia nessa obra o mesmo Eddington do Mathematial

theory of relativity e de tantas outras obras exelentes.

A posição epistemológia de Eddington, que se tornou muito lara nessa époa,

inomodou a diversos ientistas. Em 1937 Herbert Dingle ritiou não apenas

Eddington mas também outros físios (omo Milne e Dira) por adotarem uma

abordagem semelhante à de Aristóteles, tentando riar uma iênia a priori em

vez de adotar o método experimental de Galileu (DINGLE, 1937).

Um dos pouos físios que apresentou uma defesa inondiional do trabalho

de Eddington foi seu amigo Edmund Whittaker, que além de editar o Fundamen-

tal theory esreveu uma obra (WHITTAKER, From Eulid to Eddington) onde

Eddington é apresentado sempre de forma positiva. Erwin Shrödinger foi um

dos pouos grandes físios que tentou ompreender a teoria de Eddington, tendo

se orrespondido om ele e feito visitas a Cambridge para disutir esses trabalhos

(KILMISTER, Eddington's searh for a fundamental theory, p. 224).

Eddington, é laro, não onsiderava que seu trabalho estivesse deadente ou

que estivesse seguindo uma metodologia errada. Ao mesmo tempo em que desen-

volvia essas pesquisas, ele publiou trabalhos sobre �loso�a da iênia em que,

entre outras oisas, desrevia sua onepção sobre omo a físia teória deve ser

desenvolvida. Estudando-se esses trabalhos, nota-se que ele apresenta argumen-
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tos para justi�ar sua metodologia. Ou seja: ele prourava manter uma oerênia

entre sua prátia ientí�a e suas renças fundamentais sobre omo a físia deve

ser onstruída. Pode-se também notar, lendo om atenção seus trabalhos téni-

os, que mesmo neles Eddington vai apresentando argumentos epistemológios e

metodológios para justi�ar seu enfoque pouo ortodoxo.

Pode-se hamar de �numerologia� o proesso de tentar identi�ar ertos nú-

meros sem dispor de qualquer teoria para isso. Por exemplo: em 1951 um autor

hamado Lenz hamou a atenção para o fato de que a razão entre as massas

do próton e do elétron (que tinha o valor de 1836,12) oinidia om o valor de

6�5 (que vale 1836,12), sem ofereer nenhum motivo para introduzir � elevado à

quinta potênia ou o número 6 da fórmula. Isso é pura numerologia (KILMIS-

TER, Eddington's searh for a fundamental theory, p. 213).

Não paree, portanto, que Eddington estivesse apenas brinando de numerolo-

gia em sua segunda fase ientí�a. Ele estava se dediando seriamente a fazer

algo que lhe pareia orreto, sob o ponto de vista ientí�o. Não se deve pensar,

também, que seu objetivo entral fosse absurdo. Ele queria obter uma uni�ação

de toda a físia, omo outros grandes ientistas de sua geração.

Na sua teoria sobre os fundamentos da físia Eddington foi um de

um pequeno grupo de pesquisadores independentes que perseguia

�ns essenialmente semelhantes. Eddington, Einstein, Milne, Erwin

Shrödinger um pouo depois e Hermann Weyl um pouo antes, ten-

taram onstruir teorias uni�adas da físia e da osmologia, e por

�m falharam. Pode-se dizer que eles desperdiçaram tempo e talento

em tal busa. No entanto, se pensarmos individualmente sobre esses

homens, será difíil ver que outra oisa eles poderiam ter feito se não

se voltassem para esses desa�os. Além disso, o que eles estavam ten-

tando fazer é o que alguns líderes têm tentado desde então - prourar

grandes teorias uni�adas. Já foram realmente enontradas soluções

pariais, tais omo a uni�ação do eletromagnetismo e da força nu-

lear fraa. (MCREA, 1991, p. 71).

Uma pesquisa de história da iênia não tem o objetivo de julgar se um de-

terminado ientista estava orreto ou errado, se sua físia era válida ou inválida.

Não faz muito sentido, em um trabalho histório, disutir as teorias de Eddington

do ponto de vista atual, indiando se onordamos ou não om elas. Podemos, no

entanto, analisar até que ponto Eddington apresentava uma fundamentação para
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seu trabalho, no ontexto da époa. Vamos, por isso, desrever a justi�ativa

�losó�a que o próprio Eddington apresenta para seu trabalho.

5.1 A �loso�a de Eddington

Em 1938 Eddington deu uma série de onferênias no Trinity College, em Cam-

bridge, na qual desenvolveu sua �loso�a da iênia. A partir dessas onferênias

ele esreveu o livro The philosophy of physial siene, publiado no ano seguinte,

que é onsiderado sua prinipal obra epistemológia. A exposição apresentada

aqui se baseia prinipalmente nesse livro.

Não queremos expor toda a visão de Eddington sobre a iênia, mas apenas

os aspetos que são mais importantes para ompreender suas pesquisas sobre as

onstantes do universo.

Eddington não onsiderava que sua �loso�a da iênia fosse pessoal ou sui

generis. Ele a onsiderava omo uma onseqüênia natural do desenvolvimento

da físia de sua époa e a desreve omo a �loso�a da físia atual [the present

philosophy of physial siene℄ e não omo uma entre muitas propostas existentes.

Na medida em que reonheemos a autoridade de um orpo de opinião

que deide o que é e o que não é aeito omo a físia presente, existe

uma �loso�a atual da iênia físia, que pode ser determinada. É a

�loso�a à qual aqueles que seguem a prátia aeita da iênia �am

obrigados por sua prátia. Ela está implíita nos métodos pelos quais

eles fazem a iênia avançar, algumas vezes sem ompreender omple-

tamente por que os empregam, e no proedimento que aeitam omo

proporionando a segurança da verdade, geralmente sem examinar

que tipo de segurança ele pode dar. (EDDINGTON, The philosophy

of physial siene, p. vii)

Em erto sentido, Eddington se refere à �minha �loso�a�, mas explia que não

alega ser o autor das idéias que apresenta, pois elas estão �amplamente difundidas

no pensamento moderno�, e sim apenas por haver seleionado e sintetizado essas

idéias de um modo pessoal. Eddington hama sua apresentação partiular da

�loso�a da físia de �subjetivismo seletivo� ou �estruturalismo� (EDDINGTON,

The philosophy of physial siene, p. viii), por razões que �arão laras mais

adiante.

Um ponto importante da �loso�a da iênia defendida por Eddington é sua

interpretação sobre a relação entre teoria e onheimento empírio. Eddington dá
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importânia ao aspeto empírio ou observaional das iênias, é laro. Ele a�rma

que a observação é a �orte suprema de reursos� para o estabeleimento da ver-

dade das onlusões da iênia físia (EDDINGTON, The philosophy of physial

siene, p. 9). Em prinípio, todo onheimento físio deveria ser apresentado

sob uma forma tal que pudesse ser submetido a um teste observaional. A�rma

também que se houver um on�ito entre teoria e o onheimento observaional,

deve-se admitir que a teoria está errada.

Eddington dá importânia à observação e às medidas, mas om uma onotação

de simples leituras de ponteiros que não dão informações diretas sobre a realidade

(MERLEAU-PONTY, Philosophie et théorie physique hez Eddington, pp. 20-

21). São as teorias que podem dar sentido às medidas. As teorias indiam o

que pode ser medido, e espei�am qual o signi�ado das medidas. A análise das

ondições neessárias para que uma grandeza físia possa ser medida pertene aos

enuniados não-empírios da iênia (MERLEAU-PONTY, Philosophie et théorie

physique hez Eddington, p. 21).

Uma parte do onheimento físio é obtido por generalização da experiênia

- mas nem todo. Logo no segundo apítulo do seu livro, Eddington introduz

de modo bastante laro sua visão sobre a possibilidade de uma iênia a priori,

através de uma estória (EDDINGTON, The philosophy of physial siene, p.

16).

Suponhamos que um itiólogo está explorando os seres vivos do oeano que

oleta através de uma rede. Examinando os animais que reolhe, ele proura

sistematizar suas observações e hega a duas generalizações:

(1) Nenhuma riatura marinha tem menos do que duas polegadas de ompri-

mento.

(2) Todas as riaturas marinhas possuem guelras.

As duas generalizações desrevem os fatos que ele observou e ele aredita que

serão válidas também para outras observações que ele fará no futuro.

Suponhamos no entanto que uma pessoa que estava observando o trabalho

do itiólogo omenta que ele está errado: há riaturas marinhas om menos de

duas polegadas, porém a rede do itiólogo não onsegue apturá-las, porque as

malhas são muito grandes. O ientista poderia responder que �Tudo o que não

pode ser apturado por minha rede está fora do onheimento itiológio. Em

resumo, o que minha rede não pode apturar não é peixe�. O itiólogo e a

pessoa que o ritiou poderiam �ar disutindo muito dias sem hegar a um

aordo. Um deles (a pessoa que fez o omentário) está se referindo a um mundo

externo, independente do itiólogo e de sua rede, e que ontém oisas que não
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são apturadas pela rede. O itiólogo está querendo restringir a disussão àquilo

que ele pode observar (ou seja, aquilo que ele pode aptar om sua rede).

De erta forma, podemos dizer que essa estória tem uma grande semelhança

om as disussões surgidas no séulo XX (tanto na teoria da relatividade quanto

na meânia quântia) a respeito daquilo que deve ser inluído na iênia. A

relatividade rejeitou o éter porque ele não podia ser observado. Muitos físios

relamaram dessa posição, pois poderiam existir oisas que não estavam sendo

observadas, mas que eram reais. Duas déadas depois, o desenvolvimento da

teoria quântia levou à idéia de que não existe sentido em desrever simultane-

amente a posição e a veloidade de um elétron, ou em desrever sua trajetória.

Muitos físios não aeitaram essa limitação (inluindo Einstein), alegando que a

meânia quântia poderia não ser uma desrição ompleta da realidade.

Eddington vai adotar a postura que lhe paree ser o resultado natural da

evolução da físia no séulo XX: só devemos inluir no �mundo físio� aquilo que

pode ser observado e deixar de lado disussões a respeito daquilo que não podemos

observar. Assim, ele onsidera que o itiólogo está orreto. Se só é possível estudar

aquilo que a rede extrai do oeano, então não tem sentido �ar disutindo outros

seres inobserváveis, om menos de duas polegadas, que poderiam estar oultos

no mar.

Deixando de lado a analogia, se tomarmos as observações omo sendo

a base da iênia físia, e insistirmos que suas a�rmações devem ser

veri�áveis pela observação, imporemos um teste seletivo sobre o o-

nheimento que pode ser admitido omo físio. A seleção é subjetiva,

porque depende do equipamento sensório e inteletual que é nosso

meio de adquirir onheimento observaional. As generalizações da

físia, aquilo que hamamos de leis da natureza, se apliam a esse o-

nheimento seleionado subjetivamente e ao universo que se supõe es-

tar sendo desrito. (EDDINGTON, The philosophy of physial sien-

e, p. 17)

O itiólogo da estória é um ientista que age orretamente e que apenas se

preoupa om aquilo que pode ser observado. A pessoa que o ritiou é desrita

por Eddington omo um �lósofo metafísio, que está preoupado om uma �rea-

lidade� que não pode ser aptada.

Quando Eddington fala sobre o universo físio ele não está se referindo a

alguma oisa independente dos seres humanos, que �está lá fora� e que prouramos

onheer. Ele se refere àquilo que é desrito pela físia, ou seja, a uma desrição
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que fazemos e que muda om o tempo (EDDINGTON, The philosophy of physial

siene, p. 3).

Há no entanto uma ontinuação da estória, que Eddington onta, e que traz

uma outra lição epistemológia. Ele supõe que uma outra pessoa, que estava

observando o itiólogo trabalhar, poderia fazer um novo omentário:

�Eu perebo que voê está orreto em reusar a hipótese de peixes

inapturáveis de nosso amigo, que não pode ser veri�ada por ne-

nhum teste que onsideremos válido. Restringindo-se ao seu método

de estudo, voê atingiu uma generalização da maior importânia -

para os pesadores, que não se interessariam por generalizações sobre

peixes que não podem ser apturados. Como essas generalizações são

muito importantes, eu quero ajudá-lo. Voê hegou à sua generaliza-

ção pelo método tradiional de examinar os peixes. Posso indiar-lhe

que voê poderia ter hegado mais failmente à mesma generalização

examinando a rede e o método de utilizá-la� (EDDINGTON, The

philosophy of physial siene, p. 18)

Esta outra pessoa é, para Eddington, um epistemólogo que pode ajudar o

ientista. O método tradiional de examinar sistematiamente os dados fornei-

dos pela observação não é o únio modo de hegar a generalizações válidas, na

físia. Examinando-se a rede e o modo pelo qual ela é utilizada seria possível

onluir-se que ela só pode apturar peixes om menos de duas polegadas, e por-

tanto poderíamos anteipar o resultado dos experimentos. Da mesma forma, na

físia, pelo menos uma parte das generalizações enontradas experimentalmente

poderia ser enontrada pelo mero exame do equipamento (sensório e intele-

tual) usado na observação (EDDINGTON, The philosophy of physial siene,

p. 18). Eddington aredita que o desenvolvimento das novas teorias da físia

tinha utilizado exatamente essa metodologia: �O desenvolvimento da teoria da

relatividade e a transformação da teoria quântia de uma teoria empíria para

uma teoria raional são o resultado de um novo método; e nele está nossa grande

esperança de avanços fundamentais posteriores� (EDDINGTON, The philosophy

of physial siene, p. 19).

Nem todas as generalizações da físia são desse tipo, é laro. A segunda ge-

neralização do itiólogo (a de que todas as riaturas marinhas possuem guelras)

só poderia ser obtida por observação, e não examinando a rede de pesa. Essas

generalizações obtidas pela observação podem também ser derrubadas, futura-

mente, por outras observações (a desoberta de um peixe sem guelras). Pelo
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ontrário, as generalizações baseadas em uma análise epistemológia do proesso

de onheimento não podem ser derrubadas por observações: �As generalizações

que podem ser atingidas epistemologiamente possuem uma segurança que é ne-

gada àquelas que só podem ser atingidas empiriamente� (EDDINGTON, The

philosophy of physial siene, p. 19).

A análise epistemológia defendida por Eddington onsiste essenialmente em

determinar as onseqüênias dos proessos de observação utilizados pelos físi-

os, de modo a prever algumas (mas não todas) as propriedades daquilo que

poderá vir a ser observado. O onheimento do universo físio que provém das

observações é denominado �onheimento a posteriori �, e aquele que provém do

estudo epistemológio dos proessos de observação é o �onheimento a priori �

(EDDINGTON, The philosophy of physial siene, p. 24). No entanto, o onhe-

imento a priori não é um onheimento tirado do nada. É preiso primeiramente

desenvolver um plano de observações, desrever os instrumentos de pesquisa, e

então analisá-los para obter algum resultado a partir deles. Uma pessoa sem expe-

riênia observaional e sem onheimento daquilo que outros ientistas poderiam

lhe ontar sobre o trabalho observaional nuna poderia desenvolver uma análise

epistemológia, no sentido em que Eddington utiliza essa expressão.

Pode-se dizer que o método epistemológio de Eddington não é tão puramente

epistemológio quanto se poderia imaginar à primeira vista. Como Harold Je�reys

omentou, as análises desenvolvidas por Eddington utilizam um grande volume

de onheimentos físios já existentes (WHITROW, 1983, p. 264).

Eddington omenta que, anteriormente, a idéia de onheimentos a priori

na físia havia sido rejeitada; mas nesse período antigo, tentava-se hegar a on-

lusões a priori a respeito de ummundo externo, objetivo. No entanto, Eddington

onsidera que é possível um onheimento a priori sobre o �universo físio�, que

é de�nido por ele omo aquilo que a físia desreve, e não omo uma realidade

externa.

Poderíamos entender essa posição de Eddington de um modo um pouo menos

hoante. Existem prinípios meta-teórios na físia, que se apliam ao nosso

modo de onstruir as equações e que não saem da observação do mundo exte-

rior, mas são impostas pelo físio. Temos, por exemplo, o prinípio de que as

grandezas dos dois lados de uma igualdade devem ser do mesmo tipo. Se de um

lado temos um tensor ontravariante de segunda ordem, do outro lado também

devemos ter um tensor ontravariante de segunda ordem. Se de um dos lados da

equação temos um tensor ujo divergente é nulo, devemos ter do outro lado outro

tensor ujo divergente também seja nulo. Não há nada de estranho nessas im-
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posições, que utilizamos sem analisar mais profundamente. Essas são imposições

do formalismo, não são o resultado do estudo da natureza externa, mas levam a

onseqüênias físias importantes.

Whitrow omentou que há uma semelhança de prinípio entre o método de

Eddington e a análise dimensional desenvolvida no séulo XIX. Muitas vezes é

possível anteipar o resultado de teorias muito ompliadas, utilizando a análise

dimensional. Como isso pode funionar? A análise dimensional não faz (nem

pode fazer) a�rmações sobre o universo. Ela só pode fazer a�rmações sobre a

estrutura das equações que os físios riam. O poder da análise dimensional

vem de sua apaidade de indiar propriedades que as leis quantitativas da físia

devem obedeer, para serem oerentes om os oneitos sobre medidas e unidades

básias da físia. Utilizando essa análise, é possível hegar a relações nas quais

�a apenas faltando desobrir o valor de ertas onstantes adimensionais. O

método funiona e, de erta forma, é epistemológio, no sentido de Eddington.

Assim, Whitrow omenta que o trabalho de Eddington era uma tentativa de

desenvolver um método mais poderoso do que a análise dimensional, através de

uma teoria mais profunda a respeito das medidas, que pudesse alular os valores

das onstantes adimensionais (WHITROW, 1983, p. 265). Coloando-se as oisas

dessa forma, a proposta de Eddington não paree tão absurda.

Eddington proura indiar as semelhanças de sua �loso�a om a de sistemas

anteriores. Ele india que, dentre os �lósofos antigos, Kant teria sido o que

defendeu idéias mais pareidas om a da proposta do próprio Eddington. No

entanto, ele não aeitava o rótulo de �kantiano� (EDDINGTON, The philosophy of

physial siene, p. 188). Sob outros aspetos, o pensamento de Eddington tinha

semelhanças om o positivismo lógio, mas também havia diferenças importantes.

Apesar de defender a possibilidade de uma iênia a priori, Eddington se dis-

tania de �lósofos omo Kant, porque não aeita que as formas de pensamento

sejam imutáveis. Ele reonhee que há uma história do pensamento humano - e,

mais partiularmente, da iênia - que deve ser levada em onta. No momento

atual (para Eddington) o desenvolvimento da teoria da relatividade (e, depois, da

meânia quântia) havia permitido pereber ertas estruturas de pensamento,

mas no futuro poderiam surgir outras diferentes (MERLEAU-PONTY, Philoso-

phie et théorie physique hez Eddington, pp. 27-28).

Por analogia om a estória da rede, Eddington hama sua proposta de �sub-

jetivismo seletivo�, porque o proesso de observação pode ser onsiderado omo

um tipo de seleção daquilo que se observa, e subjetivo no sentido de que a epis-

temologia não estuda uma realidade externa, mas estuda os proedimentos dos
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ientistas e a desrição que a iênia faz do mundo (EDDINGTON, The philo-

sophy of physial siene, p. 26). O universo físio é subjetivo no sentido de ser

onstruído pelos ientistas (e poder mudar om o tempo). No entanto, �subjetivo�

não é um adjetivo negativo, para Eddington. Há vantagens em dispor-se de um

universo subjetivo - pois ele pode ser onheido diretamente pelo pesquisador.

O universo �objetivo�, por outro lado, não pode ser aptado diretamente, não é

passível de onheimento imediato e, por isso, não faz parte daquilo que a iênia

estuda. No entanto, Eddington não nega a objetividade do mundo externo (omo

Berkeley e outros idealistas).

5.2 A �loso�a de Eddington e a físia

Eddington nuna se preoupou em obter uma formação �losó�a mais ampla. Seu

trabalho �losó�o foi guiado essenialmente pela pesquisa físia e ele não tomava

onheimento do desenvolvimento da �loso�a de sua époa (MERLEAU-PONTY,

Philosophie et théorie physique hez Eddington, p. 18).

A base da �loso�a da iênia apresentada por Eddington é a própria prátia

ientí�a, da qual ele prourou extrair suas idéias.

Para Eddington, a base da teoria da relatividade não é um onjunto de fór-

mulas e sim um novo ponto de vista, envolvendo a idéia de que apenas podemos

observar relações entre entidades físias. Ao disutir o proesso de medida e de

observação da físia, a teoria da relatividade trouxe a epistemologia omo auxiliar

da iênia. Da mesma forma, a ênfase na rejeição de inobserváveis, utilizada pela

teoria quântia, é de natureza epistemológia (EDDINGTON, The philosophy of

physial siene, pp. 31-32)

Na físia quântia, a partir do prinípio de que dois elétrons não podem ser

distinguidos um do outro, são tiradas onseqüênias físias importantes. Trata-se

de um exemplo de análise epistemológia (EDDINGTON, The philosophy of phy-

sial siene, pp. 35-36). A estatístia de Fermi-Dira depende dessa suposição.

Da mesma forma, quando Eddington prourou deduzir o valor da onstante de

estrutura �na, utilizou esse mesmo prinípio para disutir omo deveria ser feita

uma desrição quântia orreta de um sistema de dois elétrons, terminando por

onluir que a força oulombiana era uma outra onseqüênia da indistinguibili-

dade de dois elétrons. Podemos ter dúvidas sobre a dedução feita por Eddington;

mas devemos aeitar que ele estava prourando seguir um exemplo bem suedido

da teoria quântia, de obter onseqüênias físias importantes a partir de um
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prinípio epistemológio.

Aqueles que não estão familiarizados om a meânia ondulatória

podem �ar at�nitos por haver uma diferença entre a meânia de

partíulas distinguíveis e a meânia de partíulas indistinguíveis.

Mas isso não deveria surpreender os físios quântios, pois admite-

se universalmente que há uma diferença entre as suas estatístias

[dos dois tipos de partíulas℄, que não é menos misteriosa. Real-

mente eu nuna onsegui ompreender por que aqueles que estão bem

onsientes das importantes onseqüênias da indistinguibilidade em

grandes grupos não se preoupam em examinar suas onseqüênias

preisas em sistemas menores. Seja ao onsiderarmos o efeito bem

onheido na estatístia de grandes grupos ou os efeitos menos onhe-

idos da meânia de duas partíulas, as onlusões pareem inríveis

a menos que tenhamos em mente a subjetividade do mundo desrito

pela físia e de tudo o que ela diz que ele ontém. Naturalmente

se pode objetar que as partíulas não podem ser afetadas por nossa

falta de apaidade em distingui-las, e é absurdo que elas mudem seu

omportamento por ausa disso. Isso seria verdade se estivéssemos

nos referindo a partíulas ompletamente objetivas e a um ompor-

tamento ompletamente objetivo. Mas nossas generalizações sobre

seu omportamento - as leis da meânia - desrevem propriedades

impostas por nossos proessos de observação, omo a generalização

sobre os peixes que podem ser apturados foi imposta pela estrutura

da rede. As partíulas objetivas não estão preoupadas om nossa in-

apaidade de distingui-las; mas elas também não estão preoupadas

om o omportamento que lhes atribuímos e que é parialmente uma

onseqüênia de nossa inapaidade de distingui-las. É este ompor-

tamento observável, e não o omportamento objetivo, om o qual nós

estamos preoupados. (EDDINGTON, The philosophy of physial

siene, p. 37)

Uma das formas mais omuns dos prinípios epistemológios seria, de aordo

om Eddington, a a�rmação de que erta oisa é inobservável. Esse tipo de

prinípio omeçou a ser utilizado na físia a partir do desenvolvimento da teoria

da relatividade (EDDINGTON, The philosophy of physial siene, p. 45).

Eddington omenta que, embora as teorias físias modernas (relatividade e

meânia quântia) envolvessem de forma essenial a metodologia epistemológia,
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isso não era reonheido por muitos físios. Aqueles que apenas apliam a nova

físia (ao ontrário dos que a desenvolveram), prinipalmente, não pareiam ons-

ientes dessa nova situação (EDDINGTON, The philosophy of physial siene,

p. 54). No entanto, para Eddington, as pessoas que realmente ompreendiam

a teoria da relatividade não poderiam negar que, nela, houve uma substituição

parial de hipóteses físias por prinípios epistemológios. No entanto, existiam

diversas opiniões sobre a extensão que essa substituição tinha tomado, ou até que

ponto poderia hegar e Eddington tinha uma opinião que sabia ser diferente da

maior parte de seus olegas:

Penso que todo o sistema de hipóteses fundamentais pode ser subs-

tituído por prinípios epistemológios. Ou, para oloar de forma

equivalente, todas as leis da natureza que usualmente lassi�amos

omo sendo fundamentais podem ser vistas omo onseqüênias de

onsiderações epistemológias. Correspondem a um onheimento a

priori e, portanto, são totalmente subjetivas. (EDDINGTON, The

philosophy of physial siene, pp. 56-57).

Não existe um método infalível de pesquisa. Uma abordagem que levou a

exelentes resultados em uma área pode levar ao fraasso em outra. Eddington

estruturou sua metodologia epistemológia a partir de exemplos bem suedidos

desenvolvidos na físia do séulo XX. No entanto, isso não podia garantir o suesso

de seu trabalho.

Como vimos anteriormente, Eddington prop�s uma nova interpretação da

equação do ampo gravitaional no váuo (om onstante osmológia), G�nu =

�g��. Ele provou, a partir dessa equação, que os raios de urvatura direionais do

espaço vazio são sempre iguais, em todas as direções, mesmo em regiões onde há

um ampo gravitaional variável, e que esse raio de urvatura estava relaionado

om a onstante osmológia, sendo igual a
q

3
�
. Vimos, também, que ele logo in-

terpretou esse resultado puramente matemátio, ténio, omo uma onseqüênia

do prinípio epistemológio de que todos os omprimentos são relativos, e que um

objeto material no váuo preisa ajustar seu omprimento ao padrão geométrio

lá existente - e que é proporionado exatamente pelo raio de urvatura do espaço.

Tanto no aso da teoria da relatividade quanto, depois, no desenvolvimento

da teoria quântia, os físios pereberam que era neessário tomar uidado om

oisas inobserváveis (o éter, a posição e a veloidade de um elétron, et.). Torna-

se importante, por isso, espei�ar o que pode ser observado, e omo pode ser

medido. Segundo Eddington, nós só podemos observar relações entre objetos
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físios (MERLEAU-PONTY, Philosophie et théorie physique hez Eddington, p.

25). Dentre essas relações, as mais fundamentais são as medidas de omprimento,

que estabeleem relações entre um dado objeto e um padrão. A própria noção de

medidas espaiais se torna sem signi�ado se não é possível pensar sobre algum

padrão e, por isso, pode-se onluir que deve existir um padrão de medida no

universo.

Com essa reinterpretação, a equação do ampo gravitaional no váuo, G�� =

�g��, torna-se uma onseqüênia imediata do próprio oneito de medição de om-

primentos. Sendo fundamentada em um argumento epistemológio, essa relação

pareia a Eddington algo totalmente seguro e, portanto, a onstante osmológia

era também algo que não poderia ser abandonado. Ele hegou a a�rmar, em outra

obra, que �se alguma vez a teoria da relatividade air em desrédito, a onstante

ósmia será o último bastião a air� (EDDINGTON, The expanding universe, p.

148). O motivo dessa a�rmação tão radial - e que destoa da opinião de outros

físios da époa - é que Eddington via essa sua prova, baseada em argumentos

epistemológios, omo mais segura do que qualquer outro aspeto da teoria da

relatividade geral.

Eddington não omeçou om uma idéia preonebida sobre o método epis-

temológio. Como ientista, ele partiu do estudo ientí�o e, ao se familiarizar

om a teoria da relatividade, perebeu o poder desse método e diz ter perebido

que ele abrangia um ampo ada vez maior da físia fundamental. Assim, ele

se onveneu que o método epistemológio não só era importante, mas que iria

aabar se tornando o método entral - não apenas para enontrar a forma das

leis fundamentais, mas até mesmo para alular as onstantes fundamentais da

natureza (EDDINGTON, The philosophy of physial siene, p. 58).

Essa rença não foi adotada por Eddington desde o iníio. Ele pensava, du-

rante algum tempo, que uma parte da físia (a teoria quântia) não podia ser

reduzida a prinípios a priori. Depois, quando omeçou a tentar alular as

onstantes básias da físia, também ahou que haveria pelo menos uma delas

(o número de partíulas do universo) que não poderia ser enontrada a priori

(EDDINGTON, The philosophy of physial siene, p. 59). Na époa em que

esrevia este livro, a físia nulear lhe pareia não ter ainda atingido um estágio

que permitisse apliar-lhe o método epistemológio - da mesma forma que a teoria

quântia, antes de 1925.

O apítulo 11 do seu livro The philosophy of physial siene omeça om

uma a�rmação que paree ser uma provoação: �Eu aredito que há 15 747 724

136 275 002 577 605 653 961 181 555 468 044 717 914 527 116 709 366 231
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425 076 185 631 031 296 prótons no universo e o mesmo número de elétrons�

(EDDINGTON, The philosophy of physial siene, p. 170). Eddington não tinha

erteza sobre a exatidão desse número e a�rma que poderia haver algum engano

tolo nos seus álulos, mas nada que não pudesse ser orrigido rapidamente por

outros pesquisadores. Não haveria, em resumo, nenhuma barreira essenial ao

onheimento desse número.

A revolução trazida pela teoria da relatividade foi a introdução da exigên-

ia de que todas as quantidades físias deveriam ser de�nidas por seus proessos

de medida e que aquilo que não pode ser medido deveria ser rejeitado da físia

(EDDINGTON, The philosophy of physial siene, p. 71). Porém, Eddington

onsiderava que essa análise do proesso de medida não havia sido levada até

suas últimas onseqüênias. Para medir omprimentos, na teoria da relatividade,

supõe-se a existênia de algum objeto material (um padrão de medidas sólido).

Mas esse objeto não pode ser justi�ado pela própria teoria da relatividade. Para

se estudar um ristal, por exemplo, é neessária a intervenção da físia at�mia

e da teoria quântia. Assim, pode-se esperar que a base da medida de om-

primentos utilizada na relatividade tenha alguma relação om a físia quântia

(EDDINGTON, The philosophy of physial siene, p. 75).

Embora a teoria da relatividade e a meânia quântia tivessem utilizado o

método epistemológio, Eddington areditava que essas duas teorias ainda não

haviam aproveitado todas as vantagens desse método. Fazendo uma análise epis-

temológia mais ompleta, e veri�ando suas onseqüênias matemátias, seria

possível determinar todas as leis fundamentais da natureza, inluindo as onstan-

tes puramente numérias da natureza, sem a ajuda de nenhuma hipótese físia

(EDDINGTON, The philosophy of physial siene, p. 104). A possibilidade

de utilização desse método indiaria, segundo ele, que as leis fundamentais e as

onstantes da físia são puramente subjetivas, sendo provenientes do equipamento

sensório e inteletual que determinam o onheimento.

5.3 A visão epistemológia na primeira fase de

Eddington

Pode-se supor que toda essa justi�ativa epistemológia que Eddington apre-

sentou para seu trabalho é simplesmente uma �loso�a ad ho, uma desulpa

que ele inventou depois do desenvolvimento de seus trabalhos �estranhos� para

tentar dar-lhe algum sentido. MCrea a�rmou que o pensamento �losó�o de
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Eddington teria se desenvolvido a partir de 1928, quando ele esreveu The na-

ture of the physial world (MCREA, 1991, p. 71). Se MCrea estivesse orreto,

poderíamos interpretar a mudança do pensamento �losó�o de Eddington omo

sendo produzido por seu trabalho om as onstantes adimensionais. Na verdade,

no entanto, essas idéias surgiram muitos anos antes.

O fato histório urioso é que há uma ontinuidade entre a �loso�a da iên-

ia de Eddington em sua fase �normal� e sua �loso�a da iênia na fase �es-

tranha�. Dentro de sua exposição �ortodoxa� da teoria da relatividade geral (The

mathematial theory of relativity) Eddington já havia introduzido aspetos impor-

tantes de sua �loso�a da iênia, omo o prinípio de identi�ação (KILMISTER,

Eddington's searh for a fundamental theory, p. 59). Desde 1920 - muito antes

de tentar alular teoriamente as onstantes universais - Eddington já defendia

uma epistemologia idêntia à de sua segunda fase.

Quando se lê om atenção o próprio livro The mathematial theory of relati-

vity, perebe-se que lá já estão presentes essas onepções, em meio às disussões

ténias sobre a teoria da relatividade. Não existem dois Eddingtons. Existe

apenas um Eddington, em duas fases pro�ssionais. Na primeira, desenvolveu tra-

balhos que pareiam orretos aos seus ontemporâneos e durante a qual formulou

sua onepção sobre o método da físia teória. Na segunda, apliou as idéias que

tinha desenvolvido anteriormente a um novo tipo de estudos, e seu trabalho foi

onsiderado um fraasso pela omunidade ientí�a. Mas a onepção de iênia,

nos dois asos, é a mesma.

A proura de uma uni�ação da físia também estava presente em traba-

lhos antigos de Eddington. Após o desenvolvimento da teoria da relatividade

geral, Hermann Weyl havia proposto uma generalização da teoria, utilizando

uma geometria um pouo diferente (om um tensor de urvatura que não era

mais simétrio) e inluindo nesse formalismo tanto a gravitação quanto o eletro-

magnetismo. Logo depois o próprio Eddington tentou generalizar ainda mais a

teoria de Weyl, para resolver alguns de seus problemas, mantendo a idéia de uma

teoria uni�ado da gravitação e do eletromagnetismo (KILMISTER, Eddington's

searh for a fundamental theory, p. 47). É essenial, portanto, estudar os traba-

lhos mais antigos de Eddington (antes da sua tentativa de alular as grandezas

adimensionais da físia) para veri�ar se há de fato uma oerênia e ontinuidade

em seu pensamento.

O ontato de Eddington om a teoria da relatividade geral omeçou em 1916,

através de De Sitter, que lhe enviou uma ópia do trabalho de Einstein (isso

oorreu durante a primeira guerra mundial, quando a omuniação direta entre
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Alemanha e Inglaterra estava interrompida). Em 1918 Eddington esreveu um

relatório sobre a relatividade geral para a Physial Soiety de Londres e em 1919

foi um dos prinipais organizadores da expedição que veri�ou o desvio da luz

das estrelas durante um elipse solar. No ano de 1920 ele esreveu um livro de

divulgação sobre a teoria da relatividade, Spae, time and gravitation. Ao pu-

bliar a edição franesa dessa obra (em 1921), inseriu um apêndie matemátio

que, depois, foi expandido e se tornou a obra The mathematial theory of re-

lativity, de 1923. Este livro foi a prinipal fonte através da qual os físios de

língua inglesa aprenderam relatividade, nos anos seguintes. Durante o desen-

volvimento da meânia quântia, na déada de 1920, Eddington se manteve à

parte. Aparentemente os métodos dessa nova teoria não o atraíam tanto quanto

a teoria da relatividade. Entusiasmou-se, no entanto, om o trabalho de Dira,

que relaionava a teoria da relatividade à meânia quântia.

Eddington não via a teoria da relatividade omo uma teoria aabada. Desde

suas primeiras publiações ele prourou analisar a teoria de um modo diferente,

adiionando suas próprias ontribuições.

A �loso�a da iênia de Eddington omeçou a ser desenvolvida a partir de seus

estudos sobre a teoria da relatividade. Antes disso, seus trabalhos não mostravam

nenhum interesse �losó�o mais profundo (MERLEAU-PONTY, Philosophie et

théorie physique hez Eddington, pp. 9-10). Em 1920 ele publiou dois artigos

na revista �losó�a Mind. Nos seus livros sobre relatividade, a partir de então,

aparee uma preoupação �losó�a muito lara, guiando sua interpretação da

teoria e até mesmo suas pesquisas. Em 1928 Eddington publiou seu primeiro

livro �losó�o, The nature of the physial world. A partir de então, seus trabalhos

ténios se interalam om trabalhos �losó�os, ulminando om The philosophy

of physial siene (1938) que ontém a versão mais aabada de seu pensamento.

Mas a maior parte de suas idéias �losó�as fundamentais já estava presente nos

seus trabalhos anteriores.

É possível enontrar a atitude apriorístia peuliar de Eddington desde seus

mais antigos esritos sobre �loso�a da iênia. Vamos analisar dois artigos que

ele publiou em 1920, sobre �O signi�ado da matéria e as leis da natureza de

aordo om a teoria da relatividade� (EDDINGTON, 1920a) e sobre �Os aspetos

�losó�os da teoria da relatividade� (EDDINGTON, 1920b).

Segundo Eddington, a iênia utiliza três tipos de entidades: (1) oneitos

analítios elementares, que não podem ser de�nidos nem medidos; (2) relações,

que não podem ser de�nidas mas podem ser medidas; (3) objetos da experiênia,

que podem ser de�nidos. As teorias da físia utilizam entidades que não podem
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ser de�nidas, �Mas é desejável que em algum estágio na disussão onsigamos

saber sobre o que estamos falando; e isso é onseguido quando identi�amos

uma das omplexas ombinações de nossos inde�níveis om algum objeto da

experiênia reonheido pela mente� (EDDINGTON, 1920a, p. 146). um exemplo

é o tensor métrio:

O matemátio mede esta qualidade do Mundo por um onjunto de

oe�ientes, indiados individualmente por g11, g12, et., até g44, e

oletivamente por g��. Mas os g��, além de onter a medida desta

qualidade absoluta, ontém alguma outra oisa - o espaço e tempo

físio, que nós agora areditamos não serem qualidades intrínseas do

mundo. (EDDINGTON, 1920a, p. 149)

Pode-se utilizar qualquer sistema de medida de espaço e tempo, e há uma

ferramenta matemátia que permite desenvolver esse estudo deixando as oorde-

nadas ompletamente inde�nidas.

As entidades omo g�� e G�� (hamadas de tensores) oupam uma

posição intermediária entre as qualidades intrínseas do mundo e as

qualidades que envolvem espaço e tempo ao aaso. O desaparei-

mento de um tensor india realmente uma ondição intrínsea om-

pletamente independente do espaço e do tempo, e a igualdade de dois

tensores na mesma região é também uma relação absoluta. É por

essa razão que G�� (o tensor mais simples depois de g��) atrai nossa

atenção. (EDDINGTON, 1920a, p. 150)

Eddington india, em seguida, que no espaço vazio vale a relação

G�� � 1

2
g��G = 0

e omenta:

De forma diferente da lei newtoniana, essa [lei℄ não pressupõe ne-

nhum modo partiular de medir o espaço e o tempo, e é espeialmente

por esta razão que ela se reomenda para aqueles que possuem uma

tendênia a favor da teoria da relatividade. Ela expressa uma re-

lação entre propriedades intrínseas de porções adjaentes do Mundo,

e não (omo na lei newtoniana) uma relação entre essas propriedades

e algum espaço e tempo externos. (EDDINGTON, 1920a, p. 150)
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Nas regiões om matéria, a lei da gravitação toma a forma:

G�� � 1

2
g��G = �8�T��

Eddington india que a interpretação usual dessas equações é que a matéria

perturba o ontínuo espaço-tempo. No entanto, ele propõe uma interpretação

diferente, pois lhe paree inongruente introduzir um objeto da experiênia (ma-

téria) omo um orpo estranho entre oneitos analítios om os quais a teoria

estava sendo onstruída. Eddington aredita que em vez de forçar algo externo

nas equações, de prourar identi�ar os termos que apareem nela.

Não paree existir razão para postular que existe uma entidade [maté-

ria℄ de natureza estranha que ausa a diferença de geometria; e se pos-

tularmos tal entidade será pouo adequado onsiderá-la omo matéria

físia, porque não é a entidade estranha mas a diferença de geometria

que é o sujeito do experimento físio. (EDDINGTON, 1920b, p. 420)

Primeiramente, Eddington vai reinterpretar a equação da gravitação no espaço

vazio, a�rmando que �A lei de Einstein da gravitação não é uma lei da natureza

e sim uma de�nição - a de�nição de um váuo� (EDDINGTON, 1920a, p. 151).

O que signi�a isso, para ele? Signi�a que quando enontramos em uma região

do universo as propriedades desritas por G��� 1
2
g��G = 0, esta região tem erta

araterístia que pode ser identi�ada om algum aspeto de nossa experiênia

sensorial e ele sugere que tal região nos transmite a perepção sensorial de vazio.

De modo semelhante, quando G�� � 1
2
g��G não é igual a zero em uma outra

região, ela nos transmite outra impressão - e hamamos essa segunda situação de

matéria.

Isto novamente não é uma lei inerente ao mundo externo, mas mera-

mente desreve omo a qualidade até aqui inde�nível medida pelo lado

esquerdo da equação é apreiada pela mente humana. A matéria não

ausa uma irregularidade no ampo gravitaional; a irregularidade do

ampo gravitaional é matéria. (EDDINGTON, 1920a, p. 152)

Eddington identi�a irregularidades de G�� � 1
2
g��G om a matéria, que é

algo que podemos pereber om nossos sentidos. Mas que relação pode haver

entre G�� � 1
2
g��G e nossa mente? Se onsiderarmos os g�� omo sendo uma

propriedade do espaço e tempo, seria inompreensível omo eles podem produzir

uma sensação na mente. A solução, para Eddington, é que o érebro é onstituído
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por G�� � 1
2
g��G e que, por isso, os g�� podem riar uma impressão na mente

(EDDINGTON, 1920a, p. 152).

Para Eddington, não existe uma matéria que produz modi�ações no espaço-

tempo, pois a matéria é esse onjunto de modi�ações do espaço-tempo. Não

existe também uma mente apaz de pereber as modi�ações do espaço-tempo

externas a ela, pois a mente é um onjunto de modi�ações do espaço-tempo.

Assim, a matéria é da mesma natureza da mente.

De aordo om essa visão nem se pode dizer que a matéria existe sem

a mente. A matéria é apenas uma entre milhares de relações entre os

onstituintes do mundo, e nossa tarefa será mostrar por que uma re-

lação partiular tem um valor espeial para a mente. (EDDINGTON,

1920a, p. 153)

Estudando outras propriedades dos tensores formados a partir dos g��, Edding-

ton proura fazer outras identi�ações. O tensor G�� � 1
2
g��G obedee à pro-

priedade de onservação (pois, omo sabemos, seu divergente é nulo, o que re-

presenta matematiamente a idéia de uma ontinuidade). Ora, a mente paree

ter uma erta predileção por viver em um universo mais ou menos permanente e

proura no mundo externo ertos elementos que sejam permanentes e que hama

de matéria. O tensor G�� � 1
2
g��G satisfaz exatamente esse desejo de permanên-

ia e pode por isso ser esolhido para representar a matéria. No entanto, esses

resultados não são �leis da natureza�. As propriedades dos G�� serão as mesmas

em um universo imaginário, e independentemente de esolhermos representar o

espaço-tempo ou as relações humanas pelo tensor g�� (EDDINGTON, 1920a, pp.

153-154).

A intervenção da mente nas leis da natureza tem, reio eu, um al-

ane maior do que os físios usualmente supõem. Eu estou quase in-

linado a atribuir toda a responsabilidade pelas leis da meânia e da

gravitação à mente, e negar ao mundo externo qualquer partiipação

nelas. Provavelmente será objetado que isso está indo muito longe;

sem dúvida as leis dependem da esolha que a mente faz do material

para seu universo, mas ertamente a Natureza meree algum rédito

por forneer material om propriedades tão onvenientes? Eu duvido

disso. Tanto quanto posso ver, a Natureza só preisou forneer um

agregado tetra-dimensional de eventos pontuais; e omo estes e suas

relações não podem ser de�nidos, e podem ser de qualquer aráter,
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seria possível em qualquer aso esolher um onjunto de entidades

que servissem omo eventos pontuais, por pior que a Natureza tivesse

manejado as oisas no mundo externo. Apenas a mente é responsável

pelo uso que faz dos eventos pontuais. (EDDINGTON, 1920a, p. 155)

Eddington faz uma omparação interessante, que ajuda a ompreender o que

ele quer dizer. Quando se olha para o éu estrelado, a mente proura estruturas

omo triângulos, alinhamentos e até mesmo �guras fantástias formadas pelas

estrelas. É a mente que projeta essas �guras sobre as estrelas, que estão dispostas

ao aaso. Da mesma forma, nossa mente projeta sobre o mundo físio a idéia de

substânia, de algo permanente, e proura enontrar algo que orresponda a essa

idéia (EDDINGTON, 1920b, p. 420). Assim, muitas das �leis da físia� seriam

apenas imposições da mente à desrição do mundo, mas não leis que governam

os aonteimentos no mundo objetivo.

Mais adiante, no seu artigo, Eddington india que a teoria de Hermann Weyl

estende a teoria da relatividade para inluir também as forças eletromagnétias

dentro do espaço-tempo, e omenta:

Se aeitarmos esta extensão da teoria, paree à primeira vista que

tudo o que hamamos de leis da natureza são meras identi�ações

- que a mente esolhe reonheer aquelas qualidades que, por ausa

de identidade matemátia, devem obedeer neessariamente as leis

que ela [a mente℄ impõe despotiamente. As leis da meânia, da

eletrodinâmia e da gravitação obrem quase todo o ampo da físia;

e no entanto vimos que nenhuma delas impõe qualquer restrição no

livre arranjo do Mundo externo. Não há então nenhuma lei genuína

do mundo externo? Será o universo onstruído apenas de elementos

que são puramente aótios? (EDDINGTON, 1920a, p. 156)

Se todas as desobertas da físia estiverem assoiadas a leis desse tipo,

seremos forçados a admitir que a físia nada tem a ontribuir para a

grande questão de omo o mundo fora de nós é governado. Eu ainda

não estou preparado para admitir isso. Eu penso que enontramos

algumas leis genuínas que governam o mundo externo, mais espeial-

mente na físia moderna, e estamos tentando - tal vez om pouo

suesso - tratar delas. Mas as grandes leis exatas da gravitação, da

meânia e do eletromagnetismo, pelas quais a físia onseguiu sua

alta reputação omo uma iênia exata, todas elas pertenem à outra

ategoria. (EDDINGTON, 1920b, p. 421)
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Eddington reonhee, nessa époa, que havia leis que não podiam ser inluídas

nessa interpretação. A teoria da relatividade não introduzia nenhuma atomii-

dade na matéria, mas a matéria, a arga elétria e a energia pareem ter uma

atomiidade. Eddington onjetura que talvez existam leis da natureza (omo

essas) que não seriam impostas pela mente. No entanto, as leis gerais da atomii-

dade e da quantização ainda não haviam sido desobertas (EDDINGTON, 1920a,

pp. 156-158).

Em 1920, Eddington estava onstruindo uma �loso�a da iênia baseada em

uma interpretação muito pessoal da teoria da relatividade geral. Ao mesmo

tempo, ele estava trabalhando no desenvolvimento de uma ampliação dessa teoria.

Assim omo Weyl havia estendido a teoria de Einstein para inluir o eletromag-

netismo, Eddington tinha a esperança de onseguir ampliar a teoria de Weyl para

abranger, além da gravitação e do eletromagnetismo, as forças que ontrolam as

próprias partíulas da matéria.

Passando além da geometria eulidiana, aparee a gravitação; pas-

sando além da geometria riemanniana, apareem as forças eletromag-

nétias; o que resta para ser onseguido por uma generalização poste-

rior? Evidentemente, as forças de ligação não-maxwellianas que on-

servam um elétron unido. Mas o problema do elétron deve ser difíil,

e não posso dizer se a presente generalização é bem suedida em pro-

porionar os materiais para sua solução. (EDDINGTON, 1921a, p.

104)

Se isso fosse onseguido, essa teoria uni�ada talvez pudesse expliar as pro-

priedades at�mias da matéria e toda a físia passaria a ter um únio tipo de

fundamentação. Para tentar onstruir esse tipo de teoria, em 1921, Eddington

utilizou exatamente o tipo de onepção �losó�a que desreveu nos artigos de

1920. Embora o artigo de 1921 seja essenialmente ténio, nele aparee um

parágrafo que mostra essa onexão:

Um estudo dedutivo da geometria do universo e um estudo indu-

tivo da iênia observaional ataam o problema da Natureza de ex-

tremos opostos. Os oneitos mais elementares do onheimento ex-

perimental podem não apareer até um estágio tardio do tratamento

dedutivo. Nosso trabalho segue portanto duas etapas: primeiro, o

desenvolvimento de uma geometria pura de um tipo muito geral; se-

gundo, uma teoria físia baseada na identi�ação de funções geométri-
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as om quantidades obtidas por medida experimental. (EDDING-

TON, 1921a, p. 105)

Sob o ponto de vista geométrio, a teoria de Weyl se diferenia da relatividade

geral por admitir que omparações de omprimento em dois pontos diferentes do

espaço-tempo podem dar resultados diferentes, onforme o aminho utilizado

para fazer essa omparação. É neessário assim introduzir uma unidade de om-

primento em ada ponto do espaço-tempo. Esse sistema de unidades-padrão é

hamada de �sistema de esala� ou �sistema de alibração� (gauge system). A

teoria de Weyl supõe que o sistema de alibração é tão arbitrário quanto o sis-

tema de oordenadas; no entanto, aparee a neessidade de introduzir um tipo

espeial de sistema de alibração hamado �natural� para permitir omparações

entre objetos distantes - pois, a�nal de ontas, supomos que faz sentido omparar

o tamanho do Sol om o da Terra. Eddington se preoupou em analisar melhor

o signi�ado desse sistema de esala natural (EDDINGTON, 1921a, p. 105) e,

a partir daí, prop�s uma generalização da teoria de Weyl, om menos restrições

matemátias.

Poderiam ser indiados outros exemplos, mas estes devem ser su�ientes para

mostrar que, muito antes de 1928 (quando publia seu primeiro livro de �loso�a

da iênia e seu primeiro artigo sobre o álulo das onstantes adimensionais),

Eddington já havia formulado e apliado seu método epistemológio.

Assim, pode-se ver que a epistemologia de Eddington não é uma tentativa de

justi�ar seus trabalhos não-ortodoxos sobre o álulo das onstantes da natureza.

Suas idéias sobre a natureza do método ientí�o já haviam surgido muitos anos

antes, omo resultado de seus estudos sobre a teoria da relatividade, e ele já havia

apliado esse método em outros trabalhos (omo sua proposta de uma alternativa

à teoria de Weyl, ou sua interpretação da onstante osmológia omo um padrão

de medidas). A própria exposição que Eddington fazia da lei da gravitação de

Einstein na presença de matéria omo onsistindo em uma mera identi�ação de

grandezas abstratas om objetos da experiênia, seguia esse método. Podemos,

assim, aeitar a a�rmação que Eddington fez em 1939: �Nem os avanços ientí�os

da última déada nem esses anos de re�exão alteraram a tendênia geral de minha

�loso�a� (EDDINGTON, The philosophy of physial siene, p. viii).

Houve, portanto, uma grande ontinuidade e oerênia no trabalho de Edding-

ton. Iniialmente, seus ontemporâneos aparentemente não pereberam quão ra-

diais eram suas idéias, porque ele pareia estar apenas desrevendo os resultados

aeitos, da teoria da relatividade.
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Kilmister, por exemplo, omentou que, quando jovem, estudou o livro The ma-

thematial theory of relativity sem pereber que tal obra ontinha muitas idéias

�losó�as pouo ortodoxas. No entanto, a obra que Eddington publiou em 1936

- Relativity theory of protons and eletrons - hamou a atenção laramente para

a posição ímpar de Eddington, em relação à sua metodologia (KILMISTER,

Eddington's searh for a fundamental theory, p. ix).

Pode-se dizer que os ontemporâneos de Eddington só se deram onta do

aráter revoluionário do seu método quando ele omeçou a apliá-lo ao álulo

das onstantes da natureza. A reação negativa, nessa époa, deve ter sido inespe-

rada para Eddington, que não estava fazendo (em sua opinião) nada de estranho.

Ele estava apenas apliando aquilo que havia aprendido om o desenvolvimento

da teoria da relatividade (e, depois, da meânia quântia).
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Capítulo 6

Considerações �nais

O autor entral estudado nesta pesquisa é Sir Arthur Eddington. Não obstante,

ao seguir o perurso histório do desenvolvimento das osmologias relativístias

passamos pelas ontribuições que outros autores, ente eles Albert Einstein, Wil-

lhem De Sitter, Aleksander Friedmann, Georges Lemaître e Henry Robertson,

�zeram ao tema.

Motivado pelas anomalias presentes na interpretação newtoniana do universo,

Einstein propõe o primeiro modelo osmológio relativístio em 1917. Sobre a

visão de Einstein, o espaço tinha uma urvatura positiva e onstante equivalente

a uma hiper-esfera. Para analisar o ampo gravitaional do universo, Einstein

faz várias hipóteses simpli�adoras, mas ao querer expliar seu modelo a partir

das suas equações de ampo originais, G�� = ��(T��� 1
2
Tg��), enontra que elas

não são satisfeitas.

Em seguida Einstein admite que suas equações de ampo admitem uma ex-

tensão natural, oniliável om o postulado da relatividade, e introduze, no lado

esquerdo das suas equações, um termo que lhe permite argumentar sua hipótese

de um universo estátio. Este termo proporional ao tensor métrio (o termo

osmológio), ontém uma onstante �, que não é determinada pela teoria (a

onstante osmológia), que permite determinar a densidade da matéria, o raio,

o volume e a massa do universo.

Na sua análise do universo Einstein hega à onlusão de que um universo sem

matéria era impensável, mas menos de dois meses depois de Einstein ter publi-

ado seu modelo, De Sitter apresenta um novo modelo osmológio desprovido de

materia. De Sitter onsiderou seu modelo omo sendo estátio, mesmo que mais

tarde o universo de De Sitter foi visto omo o �pioneiro� dos modelos de expansão.

Em 1922 Friedmann apresentou o primeiro modelo osmológio relativístio em
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expansão. O trabalho de Friedmann teve poua reperusão.

Foi só em 1927, om Lemaître, que o papel da pressão não nula foi onsiderado

na onstrução dos modelos osmológios. Lemaître assoiou a pressão da radiação

à expansão do universo mas posteriormente, em 1930, Eddington mostrou que,

ontrário à interpretação de Lemaître, o efeito da pressão da radiação era o de

uma ontração e não de uma expansão.

Em 1930 Eddington onentra seu trabalho osmológio na análise do ar-

tigo de Lemaître e propõe o que hoje é onheido omo o modelo de �Lemaître-

Eddington�. A partiularidade deste modelo está na transição entre o universo

de Einstein, em equilíbrio, e o universo de De Sitter, de densidade nula. Partindo

do fato que o estado iniial do universo é o universo de Einstein, Eddington ino-

porou omo inquestionável a existênia da onstante osmológia onsiderando-a

omo uma grandeza físia fundamental ujo papel predominante, além de deter-

minar o raio de urvatura do universo de Einstein, era o de servir de base para o

próprio oneito de omprimento.

Eddington, trabalhando om a generalização do oneito de urvatura gaus-

siana e om as equações de ampo de Einstein para o espaço vazio, enontra uma

expressão que lhe permite alular a urvatura em qualquer direção e, a partir

dela, enontra a relação �ds2 = 3
�
que interpreta omo uma indiação da ons-

tânia da urvatura em todas as direções. Ou seja, sob esta expressão em todos

os pontos, no espaço vazio, o raio de urvatura tem um valor onstante.

Este resultado leva Eddington a ofereer uma nova interpretação para a ons-

tante osmológia. O primeiro que ele faz é eslareer o que que signi�a fazer

uma medida de urvatura do espaço-tempo em alguma direção, hegando à on-

lusão de que para fazer uma medida desta urvatura seria preiso omparar as

propriedades do espaço om algum padrão de omprimento, oloado na mesma

direção, no mesmo ponto do espaço onde a medida seria efutuada. Da mesma

forma, o omprimento de uma estrutura material espeí�a deveria manter uma

razão onstante em relação à urvatura do mundo no lugar e na direção que for

oloada. Ou seja, quando uma estrutura material qualquer é desloada no es-

paço (vazio) e oloada em qualquer outro ponto, em qualquer direção, ela deve

ajustar seu omprimento de tal forma a manter uma proporção ontante om a

urvatura do espaço.

Baseado neste resultado Eddington passa a onsiderar a onstante osmológia

omo o padrão de omprimento em relação ao qual todos os outros omprimentos

deveriam ser omparados.

O raioínio de Eddington, mesmo que pareça estranho, tem uma boa funda-
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mentação. Ele está generalizando a idéia que fundamneta a teoria da relatividade.

As medidas físias devem ser relações ou omparações. Não há sentido em falar

sobre tamanho absoluto, todos os tamanhos são relações entre tamanhos.

Na proura da relação entre o mundo mirosópio e marosópio Edding-

ton, baseado na onsideração da onstante osmológia omo o parâmetro de

omparação, aredita que a teoria de Dira do elétron deve onter uma relação

entre entre o elétron e o universo. Mas na teoria do elétron todas as onstantes são

onheidas, enquanto na teoria osmológia havia uma onstante desonheida, a

onstante osmológia. Portanto omparando a equação do elétron om a teoria

osmológia, Eddington enontra o valor da onstante osmológia.

As onsiderações anteriores o levaram a olhar para o que ele hamou de �ons-

tantes da natureza�. Convenido de que era possível obter um onheimento a

priori analisando as onseqüênias dos proessos das observações de modo a pre-

ver algumas (mas não todas) das propriedades daquilo que poderá vir a ser obser-

vado, Eddington se prop�s obter por métodos puramente teórios o valor destas

onstantes adimensionais, as quais estavam relaionadas direta ou indiretamente

om a onstante osmológia.

Uma das onstantes adimensionais era a onstante de estrutura �na, h
2�e2

. O

modo pelo qual Eddington tentou alular o valor da onstante de estrutura �na

variou ao longo dos anos. O primeiro valor que Eddington enontra é o de 136,

atribuíndo estes 136 aos graus de liberdade de um espaço de 16 dimesões mas,

Eddington não dá nenhum signi�ado físio para este espaço. O oneito de grau

de liberdade utilizado por Eddington é abstrato e não orresponde ao da físia

lássia que nós onheemos. Logo após, iente de que este valor não onordava

om o valor obtido observaionalmente, obteve o valor de 137, argumentando que

este grau de liberdade 137 estaria assoiado à possibilidade de troa dos elétrons.

Outra das onstantes fundamentais, adimensionais, é a razão entre a massa

do elétron e a do próton. Para enontrar este valor Eddington parte do fato de

que a equação de Dira para o elétron envolve a massa do elétron, mas a massa

de uma partíula isolada não tem sentido. Portanto Eddington argumenta que

no aso da equação de um únio elétron, sua massa deveria ser a razão entre

a massa do elétron e alguma massa assoiada ao universo omo um todo, e a

equação do elétron deveria ser uma equação que relaionasse o elétron om o

universo. Eddington proura por isso determinar em que ondições uma equação

de onda desrevendo dois orpos (o universo e um elétron) pode se transformar

na equação do elétron (uma únia onda) e enontra desta maneira a expressão

quadrátia 10m2 � 136mm0 +m
2
0 = 0 e, ao alular a razão entre os dois valores
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enontrados, obtém um valor que está perto do valor onheido para a razão entre

as massas do próton e do elétron.

Esta fase do trabalho de Eddington, mesmo que interessante no seu omeço,

não foi aeita pela omunidade ientí�a da époa. Um dos motivos prinipais foi

que, na proura dos seus interesses, Eddington baseava seu método de pesquisa

na onstrução de formalismos matemátios abstratos que, mesmo que rigorosos e

interessantes, não mantinham uma relação �uida e lara om as apliações físias.

Podemos ver o trabalho de Eddington omo uma tentativa de quebrar o

paradigma da iênia de teorizar os fen�menos a partir das observações. A pro-

posta de Eddington vai no sentido da análise das estruturas e a forma omo estas

estruturas podem ser utilizadas para hegar-se a generalizações.
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Anexo

�� �� � �Æ �� �� � �Æ � �  Æ Æ� Æ� Æ ÆÆ

�� + - - + - + + - - + + - + - - +

�� - + - + + - + - + - + - - + - +

� - - + + + + - - + + - - - - + +

�Æ + + + + - - - - - - - - + + + +

�� - + + - + - - + - + + - + - - +

�� + - + - - + - + + - + - - + - +

� + + - - - - + + + + - - - - + +

�Æ - - - - + + + + - - - - + + + +

� - + + - - + + - + - - + + - - +

� + - + - + - + - - + - + - + - +

 + + - - + + - - - - + + - - + +

Æ - - - - - - - - + + + + + + + +

Æ� + - - + + - - + + - - + + - - +

Æ� - + - + - + - + - + - + - + - +

Æ - - + + - - + + - - + + - - + +

ÆÆ + + + + + + + + + + + + + + + +
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