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Resumo

Admitimos a métrica de Kerr como sendo a solugdo (externa) das equagdes de campo de
Einstein para uma estrela em rotacio. Partindo desta solugfio, e impondo as condigdes
para a superficie estelar se mostrar em equilfbrio, obtemos uma equagio de quarto graun
(implicita em @) para seu contorno.

Para abordar o processo de formacdo da imagem de uma fonte distante, traba-
thamos com as equagdes de movimento no campo de Kerr (geodésicas de Kerr), obtidas
pelo método de Hamilton-Jacobi. Para fétons temos geodésicas nulas, em relagéo as quais
determinamos retas assintéticas que estabelecem a direcdo através da qual o observador
enxerga cada um dos f6tons de interesse. Desta forma relacionamos o ‘dragging effect’
(efeito de arrastamento) da luz a um desvio geométrico em relagfio 4 posicio real da fonte
No espago.

Considerando que os fétons deixam a superficie da fonte sob condigdes iniciais di-
versas, obtemos para alguns deles (que se mostrem de interesse) os desvios correspondentes.
Observando que fétons que partem tangencialmente conduzem a pontos extremais da ima-
gem, conseguimos estabelecer limites para as extensdes visuais de uma fonte de radiagio e
determinar as'condigﬁes especiais para as quais os desvios conduzem a, grandes deformagdes.
Com o conhecimento destes desvios podemos entdo obter um esbogo da imagem da fonte
parar um observador distante.

Para fontes de radiagio que nio proporcionam a nenhum dos seus fétons emitidos
a condig¢io especial de larga deformagio, os desvios dpticos avaliados sao todos despresfveis,
configurando a imagem estelar convencional: um ponto de huz.

Algumas fontes, entretanto; para as quais massa e raio equatorial de Boyer-Lindquist
obedecem uma relagio especffica, apresentam deflexio e deformagio de imagem bastante
elevadas, proporcionando um aspecto visual alongado, como um risco no céu com um ponto

de luminosidade muito intensa em uma de suas extremidades.
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Capitulo 1

Aspectos Geralis

1.1 Motivagao

Nos dltimos trinta anos, com o advento de modernas técnicas de observagio as-
trondmica, novos objetos celestes, que antes existiam apenas como fruto de conjecturas de
modelos tedricos, comegaram a ser de fato descobertos . Entre estes situam-se as estre-
les de néutrons e as ands brancas, por exemplo. As evidéncias experimentais que confir-
maram a existéncia destes novos corpos celestes vieram a reforgar os modelos tedricos que
propunham-lhes uma explicagio. Entre estes estd a maioria dos modelos propostos para
analisar estrutura, evolugéo e morte de estrelas, As estrelas de néutrons e anés brancas
adquirem, dentro deste cendrio, realidade ffsica. Ao mesmo tempo que & existéncia de enti-
dades previsfveis foi sendo confirmada, estruturas astronémicas totalmente desconheciadas
foram surgindo e excitando a imaginaciio dos astroffsicos. Dentre as mais curiosas cita-se
os chamados ‘jatos de matéria’, detectados como jatos luminosos (ou riscos de luz) por
sensfveis técnicas de interferometria astrondmica. A explicagio dos ‘jatos de matéria’ para
tais fenémenos enfrenta dificuldades tedricas que se mostram insuperdveis. A polémica le-
vantada pelas obsevagdes destes riscos luminosos sliada ac fracasso dos sucessivos modelos
tedricos apresentados, levam a suposigéio de que a explicagiio do fenédmeno jaz sobre outros
fundamentos. Néo nos cabe aqui discutir nem descrever os aspectos observacionais destas
estruturas astronGmicas, que se encontram descritos em farta literatura. A referéncia [7)
pode ser tomada como guia, pois cita diversos outros trabalthos sobre o tema.

Motivados ndo s6 por esta controvérsia, mas também pela possibilidade de obtengso

de resultados novos e inesperados, desponta o interesse acerca da investigacio do processo



de constitui¢io da imagem de corpos celestes condensados em rotagio (incluindo aqui estre-
las, buracos negros, niicleos de galéxias} a fim de saber se as imagens destas estruturas (em
relagio a um observador distante) no se apresentam distintas da pontual sob quaisquer
hipéteses. Pois a presenga de deformagdes acentuadas nestas imagens poderia ser o primeiro
indicativo de que fendmenos astrondmicos ainda inexplicados {como os ‘riscos de luz’) tém
origem basicamente éptica, ou seja, na maneira como a luz que parte da fonte de radicio
impressiona o observador distante. Ao longo dests dissertacio desenvolveremos o estudo
de formacfo de imagem para uma estrela em rotagéo rdpida emissors. de intensa radiagéo,
enquadrando-se nesta descrigio temos as estrelas de néutrons.

Para melhor entendimento do que é, e de como se forma uma estrela de néutrons,
torna-se necessdrio apresenter um breve resumo qualitativo do ciclo de evolucgéo de estrelar.
Suponhamos assim uma estrela comum, como por exemplo o Sol, cuja atividade interna
é responsdvel pela manutengic do seu estado de equilibrio. Na verdade esta atividade se
constitui de um processo de reagdes nucleares através das quais elementos qufmicos leves
vio sendo gradativamente transformados em outros de mimero atémico mais pesado. Como
o hidrogénio é o elemento mais leve e abundante numa estrela ‘jovem’, o processo se inicia
com & sua transformagio em hélio, proporcionando liberagio de enormes quantidades de
energia em forma de fétons, que por sua vez exercem uma pressio (de safda) suficiente para.
contrabalangar a tendéncia gravitacional de contracio da massa estelar sobre si mesma. Ao
mesmo tempo esies fotons geram a luminosidade das estrelas que se encontram neste estigio
de evolugdo. Desta maneira a estrela consegue se manter numa configuracfio estdtica carac-
terizada por grandezss fisicas (temperatura, densidade de energia e densidade de pressio)
bem definidas ao longo da sua extensdo radial. Na verdade, esta reacfio de conversio de

hidrogénio em hélio ocorre através de uma série de outras reagdes intermedisrias:
H' +H' - H et v
H' 4 H? — Hed +
He® + He* — He* + H + H!

Porém com o decorrer do tempo, a reserva de hidrogénio vai se esvaindo; enquanto
isto & pressdio gravitacional se conserva praticamente inalterada, requerendo o mesmo fluxo
contrario de energia para ndo haver quebra do equiltbrio. Como consegiiéncia o carogo

estelar (parte mais interna, quente, e densa da estela) comeca a se contrair elevando a
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sua presséo e temperatura até um nivel em que a fusio de elementos quimicos de nicleos
mais pesados se torne possfvel. Desta maneira hélio se converte em carbono e oxigénio
liberando energia suficiente para estimular uma, grande expansio estelar. Nesta fase a estrela
aumenta virias vezes seu raio, transformando-se numa ‘gigante vermelha’. E novamente,
quando o hélio se extingue, um nova reaciio deve ser estabelecida parsa preservar o equilibrio,
levando & conversdo de carbono em silicio € de silfcio em ferro. Esta fase é denominada de
‘seqiiéncia principal’ da vida da estrela, cujo ponto extremo é ocupado pelo ferro (e alguns
dos seus vizinhos na tabela perfodica), por este ser o elemento conhecido de niicleo mais
estdvel. Como conseqiiéncia, gualquer reagio que busque obter sua conversio em outro
elemento qualquer, tem ganho de energia negativo, Fica também implicito que diversas sdo
as reagoes intermedidrias que constituem o caminho do carbono ao ferro, havendo, portanto,
a formago dos elementos que se localizam entre eles dois na tabela periddica.

Légico que aqui se trata a questio de uma forma meramente qualitativa, sem se
considerar sua riqueza de detalhes e os virios pardmetros que sfo relevantes ao estudo da
seqiiéncia principal de uma dada estrela. FEntre estes destacam-se, por exemplo, a massa e
o momento angular, por estabelecerem limites de estabilidade apés o término da mesma.

Extinto todo combustfvel nuclear, néo resta outra alternativa 3 estrela a ndo ser
se contrair até o bonto em que os seus 4tomos constituintes estejam tdo préximos, que a
pressdo de degenerescéncia dos elétrons, avaliada pela estatistica de Fermi-Dirac, suba a um
patamar que obstrua o colapso gravitacional. Ao contririo do anterior, este é um colapso que
ocorre a ‘frio’, pela inexisténcia de de outras fontes de energia. A estas estrelas, originadas
~a partir do resfriamento de gigantes vermelhas, deu-se o nome de ‘anfis-brancas’. Porém
nem sempre as coisas acontecem desta maneira, uma gigante-vermelha s6 evolui para uma
and-branca quando sua massa nfio excede o patamar de 1.4 My, conhecido como ‘limite de
Chandrasekhar’. Em caso contrario a sua evolugfio se torna muito mais conturbada, havendo
a posgibilidade de perda de massa por explosdes, entre outras instabilidades internas. A
explosfo de gigantes-vermelhas é que origina as chamadas supernovas, a partir das quais
se formam as estrelas de néutrons. Nestas a pressio gravitacional é suficientemente grande
para superar a pressdo de degenerescéncia de elétrons, fazendo a estrela comprimir-se maijs
ainda até que a energia cinética dos elétrons seja tal que proporcione obtengéo de energia a
partir da reagéo de fusio de um elétron com um préton, que produz um néutron. Deste modo
pode-se concluir que estas estrelas sfo de fato constituidas apenas, ou quase totalmente, de

néutrons, sendo a pressio de degenerescéncia deles, e a forga nuclear forte, as responsdveis



pelo equilfbrio estelar. N&o ¢ de se estranhar, portanto, que a desidade destas estrelas seja
realmente estupenda: da ordem da densidade do nicleo atémico(10%3kg/cm?).

E ainda existe um outro limite, pois caso a massa de uma estrela de néutrons seja
maior que 2.5 M, entfo se encadeia uma nova contragéo, agora sem retorno, ji que todos os
obstaculos fisicos impostos pelas interagbes do tipo matéria-matéria j4 foram vencidos. Esta.
contragdo avanca além do limite de Schwarzschild, R = 2M, originando-se, desta forma, os
famosos buracos negros.

As estrelas de néutrons observadas, destacam-se por apresentarem uma. répida
rotagfo em torno do préprio eixo de simetria, que pode se originar em conseqiiéncia da
conservagio do momento angular da estrela original (a partir da qual a estrela de néutrons
se formou por um processo de contragdo das suas dimensdes). Além do mais observou-se
que algumas destas estrelas super-condensadas se caracterizavam pela emissfio altamente
regular de ondas de ridio, ou seja emitiam radiacio em pulsos regularmente separados por
intervalos de tempo fixos que variavam de 0.033 até alguns segundos, sendo por isso estas

estrelas chamadas de pulsares.

1.2 Exposicao de objetivos

Esta dissertagéo se destaca por abordar um assunto até entio obscuro na literatura;
os aspectos visuais de corpos celestes em rotagdo. Credita-se este desinteresse pelo tema &
crenga generalizada de que estrelas ou fontes de radiagdo sempre se apresentam visualmente
como pontos. No entanto quando abondonado este cardter pontual ao longe do estudo do
processo de formagio da imagem de uma estrela (para um observador distante) observa-
se que, para o caso onde existe rotagdo, a luz que parte de diferentes pontos da estrela
sofre também diferentes deflexdes, podendo proporcionar formac¢io de um aspectos visuais
inusitados. Iremos, portanto, tratar estas fontes como sendo corpos extensos com formato
de superficie conhecido e entfo analisar os desvios (relativos & posicio real da fonte no
espago} sofridos por cada feixe de fétons de interesse.

A partir da descoberta da métrica de Kerr em 1963, deu-se infcio a uma enorme
quantidade de publicagSes envolvendo estrelas em rotagio e principalmente buracos negros,
entre estas pode-se citar varios trabalhos que se envolveram na aplicagdo das equagGes de

movimento no campo de Kerr, descobertas por Brandon Carter no seu famoso artigo ‘Global



Structure of the Kerr Family of Gravitational Fields'!. Entre estes, alguns ([11], {12}, [13],
{14], (18], [19D) se destacaram por apresentarem célculos detalhados de érbitas de fétons no
campo de buraco negros. Alguns outros artigos (ver por exemplo referéncia, [16]) chegaram
mais perto dos nossos objetivos, aplicando as equagdes de movimento de fétons para corpos
em rotagdo.

Apesar de todas esta citagdes, ndo foi encontrado nenhum trabalho que tenha se
proposto a analisar as equagdes de movimento de fétons no campo uma estrela em rotagdo
e suas implicagBes na formagéo da imagem estelar para um observador distante.

Desde a sua descoberta, a métrica de Kerr acabou sendo identificada como a
solugio para as equagbes de campo de Einstein para o vicuo, axialmente simétrica e assin-
toticamente chata. Sabia-se também que esta solucfio podia ser interpretada como aquela
correspondente a um objeto de simetria axial em rotacio. No entanto esta correspondéncia
56 estava definida para o vicuo, ou seja, sabia-se que Kerr era a solugio para o campo externo
de uma estrela em rotagfio, mas para a regido estelar interna nenhuma solugdo algébrica
havia ainda sido encontrada como decorréncia da complexidade das equagoes diferenciais
nfo-homogeneas resultantes. Desta maneira qualquer descricio referente & estrutura es-
telar, envolvendo grandezas como densidade de energia e pressdio interna, ficava a cargo
de métodos numéricos. Esta dificuldade para encontrar uma resolucio interna algébrica
permanece até os dias de hoje, 0 que mantém Kerr apenas como uma solugfio externa.

Levando em conta esta restrigdo, iremos tecer consideracdes acerca da superficie
de uma estrela em rotagéo, sendo possfvel impor algumas condices relacionadas ao campo
gracitacional correspondente nas proximidades limite da superficie estelar. Por meio destas
conjecturas se conclui que o campo gravitacional deve ser ortogonal & superficie da es-
trela para que se estabeleca equilfbrio em cada ponto da mesma, ou seja, nio ocorram
deslocamentos superficiais. Sabendo que cada ponto desta superficie estd submetido a
uma 4-aceleragéo (determinada pela velocidade angular da estrela), esta deve se manifes-
tar também ortogonalmente para ndo quebrar o estado de equilfbrio. Estabelecendo esta
condicéio para a superficie estelar, consegue-se obter para ela uma equagdo algébrica de
quart.o grau (implicita em 8} que relaciona suas grandezas de interesse.

A partir desta equacdo chega-se 3 conclusio que a forma destas estrelas corres-

ponde a uma aproximagiio de um elipséide de dois eixos iguais (z,y) - devido & simetria

1Carter, B., Phys. Review, 174, 1559 (1968)



em ¢ - diferindo em extensdo apenas na direcio 2. A funcéo r(), explicita em 4, para esta
superficie pode ser otimamente aproximada por uma elipse de eixos polar e radial conheci-
dos, mais uma dorregﬁo em Sin?(26). Estes procedimentos serdo tratados com detalhes no
capitulo 4. Por enquanto permaneceremos apenas apresentando a questio.

Conhecida a fungfio explicita r(¢) podemos finalmente nos ater nos objetivos da
dissertagdo propriamente ditos: determinar o aspecto visual de uma estrela ou outra fonte
de radiagio em rotagio para um observador distante a partir dos desvios sofridos pelos
feixes de fétons emitidos de sua superficie sob diversas condigbes iniciais. De cada ponto
da superficie estelar partem f6tons em todas as diregBes, cada uma destas correspondendo
a ume condigdo inicial (de saida) distinta, em termos da qual se determina as constantes
das equagBes de movimento no campo de Kerr, que serfo introduzidas no capitulo 3. Feliz-
mente, a major parte destes f6tons néio se mostram relevantes para nossos propésitos, por
determinarem, em relagio ao observador distante, pontos intermedidrios da configuracio
dptica da imagem. Os pontos verdadeiramente importantes séo aqueles que estabelecem
0s extremos da configuragiio observada. E em cima destas familias de f6tons que traba-
lharemos, pois a partir do conhecimento destes pontos extremais torna-se possivel avaliar a
extensdo da imagem e as conseqiientes deformagdes relativas ao formato geométrico original
da fonte. Veremos que em alguns casos estes desvios podem ser bem expressivos, levando &
possibilidade de ocorrer deslocamentos e {principalmente) deformacdes da imagem estelar
bastente acentuados, que por sua vez conduzem s um aspecto visual totalrhente distinto do

pontual.



Capitulo 2

Meétrica de Kerr: Deducao e

Propriedades

No presente capftulo apresentamos uma breve introducéo 20 conceito de tétrada:
conjunto de quatro 4-vetores, que por satisfazerem entre si determinadas relagdes de ‘nor-
malizagéio’, torna possfvel simplificar a representacfic de uma dada métrica. Primeira-
mente tomamos a tétrada nula que corresponde 4 solucdo de Schwarzchild nas coordenadas
avancadas de Eddington-Finkelstein. Em cima desta efetua-se um ‘truque’ para nos con-
duzir a outra tétrada nula que represente a métrica de Kerr nestas mesmas coordenadas.
Logo em seguida aplicamos uma transformagiio de coordenadas, obtendo entdo a métrica
de Kerr nas coordenadas de Boyer-Lindquist, forma. esta que serd a adotada durante este
trabalho. Tendo estudado estas novas coordenadas, e suas relagdes com as coordenadss
geométricas usuais de Schwarzschild, parte-se para o estudo das principais propriedades
desta métrica, cujo conhecimento mostrar-se-4 1itil nos capftulos posteriores. E através do
estudo destas propridades que ocorre o reconhecimento da métrica de Kerr como solucéo
externa de uma estrela em rotagio, o que nos indica que historicamente primeiro aconteceu

a descoberta da métrica !, e s6 depois observou-se tal correspondéncia.
) P

2.1 Dedugao da solugao de Kerr

A métrica de Kerr corresponde & solugio das equaces de campo de Einstein para

0 vicuo com simetria axial e assintoticamente chato. Virias séio as solugies axialmente

'Kerz, R.P., Phys. Rev.Letters 11, 237 (1963)
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simétricas que satisfazem as equagbes de campo, no entanto a unicidade de Kerr estd asse-

gurada. pelo fato de proporcionar espago-tempo assintético Minkowskiano:
naﬁ = (1, ""1, _1, _1)

A obtengfio da métrica de kerr a partir das equagdes de campo tem se revelado
tarefa extremamente drdua e trabalhosa. Outros caminhos, todavia, conduzem & solucio
procurada. Entre eles pode-se citar, por exemplo, a resolugiio da equagio de Ernest?, que
envolve o formalismo de teoria de campos, ou a utilizago de tétradas, que por se tratarem de
uma ferramenta mais acessfvel, serfio exploradas logo de infcio. Um estudo mais detalhado
e profundo sobre o formalismo de tétradas e seu uso na dedugéio da métrica de Kerr pode
¢ encontrado na referéncia [2]. Na verdade apresentaremos agui uma espécie de artiffcio
bem-sucedido descoberto por Newman and Janis® baseado na idéia de tétradas. Necessério
se faz, portanto, que uma introdugio ao assunto seja apresentada?.

Seja assim um conjunto de guatro 4-vetores linearmente independentes e,{“) satis-
fazendo a seguinte relagéo :

e ey = ms ' (2-1)
Onde 75 corresponde & matriz da métrica de Minkowski.

A cada um destes vetores associamos o seu recfproco ou inverso efa) , de tal modo

que : _
efyel” = 5 (2.2)

Multiplicando esta equagio por e?b) , obtém-se :

b) i
e?b) eg )e(a) = efa)

Que por sua vez nos mostra que:
O =gk (2.3)

i

e?b) e
Multiplicando 2.1 por 7, e sabendo que ;7% = 6% | temos :
el egqy; = 6F (2.4)
Comparando 2.4 com a equagio abaixo:

e?a) egu) = 61&

2Carmeli, M. Classical Fields : General Relativity and Gauge Theory, p.373, Wiley, N.Y. (1993)
*Newman, E.T. and Janis, A.I, J. Math. Phys. 6, 915, (1965)
4d’Inverno, R. Introducing Einstein Relativity, p.139, Claredon, Oxford (1992)
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Conclufmos que :
e =1 ey (2.5)
E de maneira andlogs. :
( )= Ty €V (2.6)

Percebemos assim que as matrizes 77% e Nk assumem o mesmo papel em relaciio
aos fndices de ‘rétulo’ (a,b = 0,1, 2, 3) da tétrada que o tensor métrico desempenha perante
os fndices de coordenadas (i,4,%,! = 0,1,2,3) . Portanto se torna possivel expressar este
tltimo em termos dos novos vetores da tétrada . E daf que surge a utilidade e relevincia
deste formalismo, pois geralmente estes vetores sio escolhidos de maneira & simplificar o
problema . Vejamos agora como relacionar o tensor métrico 4s matrizes de base das tétradas.

Dado que:

e(a)j = Gab € (2.7)

Multiplicando esta equagio por e£ 2} _ mie(® obtemos:

e e = s = Gab €} Ts

E portanto:
Thkj = Gab G,E} eﬁ"’ (2.8)
Por analogia também temos:
Gab = Thkj €l € (2.9)
A matriz dos vetores da tétrada pode ser escolhida arbritariamente de maneira que
mais simplifique um dado problema. No caso da matriz diagonal Minkowskiana. (1,-1,-1,-1)
0s vetores eE“} sio todos ortogonais entre si . Neste ponto é interessante observar que o
objetivo desta abordagem ¢ tomar um conjunto de 4-vetores tal que eles gerem o espago
de Minkowski, ou seja, dada uma certa métrica (guv) arbritariamente complicada, sempre
é possfvel escolher em um ponto do espago uma tétrada que nos proporcione a geometria
de espago chato. Porém ndo hd motivo para esta ser sempre a escolha mais apropriada,
pois em algumas situagdes o uso de uma tétrada ngo ortogonal pode ser mais interessante.
Tendo em vista este novo formalismo, podemos expressar as componentes de tétrada de um

4-vetor como sendo:
A® = e 4 = AF = &, A (2.10)

A(a} = E%G)Ai = A; = EEG)A(G) (2.]_]_)
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Estas expressGes acima evidenciam uma outra interpretacdo das tétradas ainda
néo citada; como matriz transformagio de base. Um tratamento mais rigoroso do assunto
leva & concluséio que tétradas fazem a transformacio de uma base coordenada de vetores
para cutra base de vetores ndo-coordenada®. Na verdade podemos dizer mais: quando
tomamos uma tétrada cuja matriz de métrica é equivalente 4 matriz de Minkowski, estamos
adotando um novo sistema de coordenadas localmente inercial. Desta forma deixamos de
tratar o problema dentro de um sistema de coordenadas onde a complexidade tensorial &
meior, para abordé-lo num outro sistema de coordenadas no qual a geometria inicial cede
Ingar a simplicidade de um espaco chato.

Finalmente para iniciarmos a dedugéio da métrica de Kerr, vamos introduzir o
conceito de tétrada nulas®: aquelas compostas por 4-vetores nulos.

Dada a tétrada e/ = (2,4, j9, k®) que conduz & métrica de Minkowski
Nij = e§°>e(a)}. =(1,-1,-1,-1)
Definimos uma segunda tétrada cujos 4-vetores sejam nulos :
(%, n% m®,m*?) (2.12)

Onde estes vetores estejam definidos da maneira abaixo:

1% = —12-(11“ +1%)
I T
me = (i - ik?)
= L

Pelas duas 1iltimas expressdes acima percebe-se que os 4-vetores m*® e m® sio
ambos complexos, sendo um o complexo conjugado do outro. A partir da tétrada inicial
eEG} = (v%4%,5% k) verifica-se que os estes tiltimos vetores obedecem as seguintes relagdes
de normalizacao:

I%ne =1 (2.13)

®Carmeli, M. Classical Fields : General Relativity and Gauge Theory, p. 557, Wiley, N.Y. (1993)
Sd'Inverno, R. Introducing Einstien Relativity, p.249, Claredon, Oxford (1992)
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mimg = —1 (2.14)

E que ainda sio todos nulos, ou seja :
%l =nng, = mmg = m*m; =0 {(2.15)

Com estes vetores chega-se & matriz de métrica (gi; = ega)e(a)j) abaixo :

(01 o0 ]

4 = 10 0 © (210
00 0 -1
(00 -1 0]

De posse desta matiz, podemos agora obter o tensor métrico gq4 , dado pela relacio:
Gob = Gij {0yl (2.17)
Portanto temos:
Gab = lamp + lyrig — mamy —mpm, (2.18)
Ou ainda em sua forma contravariante:
g% = ®n® 4+ I’n® — m®*m*® — mdm*® (2.19)

Antes de continuarmos, precisamos apresentar a métrica de Schwarzschild, que é
a solugio das equages de campo de Einstein para o vacuo com simetria esférica e assin-
toticamente chato. Facamo-lo inicialmente em termos das coordenadas geométricas usuais

(t,R,8,¢) , com as quais a esta solugéo se apresenta na forma abaixo:

-1
de? = (1 _ .2_}""2_‘) i — (1 _ %) dr? — R2d9® — R?sin20d¢?

Pelo fato desta métrica ser diagonal, as componentes contravariantes do tensor
métrico (¢*") correspondem exatamente 20 inverso das componentes covariantes (g, ), de

tal modo que:
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I
T R%sin2¢

Sejam agora as coordenadas avangadas de Eddington-Finkelstein (v,R,0,¢)

g

(v,R,8,¢)
Onde ;
v=1I+R
E=t4+2M In(R — 2M)

Enquanto as outras trés coordenadas (R, 6, ¢) continuam as mesmas e preservam

seu sentido geométrico préprio usual.

A solugfio de Schwarzschild nestas coordenadas é dada pelas seguintes componentes
nic-nulas do tensor métrico contravariante:

rr 2M
1 _ = ] -2
g g (1 R)

1
g2 = g = -
1
33 = P = oemema—
g =9 R¥sin 26

Por inspegio podemos verificar que a métrica acima pode ser perfeitamente re-
presentada pela tétrada nula abaixo:

I* = (0,1,0,0) = &

1 2M 1 2M
el —_— ———— — a _ Z ——— O
1 H 1 i
2 o— —— ) =[G .
™= w0y T R a®

1 ' —i 1 i
o = & — G
me= RV2 0,01, sinﬂ) RvV2 (62 sin 963)

Come foi dito anteriormente apresentaremos um truque para alcangar o resultado
desejado. A artimanha comega tornando a coordenada R complexa, sendo R* o seu com-
plexo conjugado. Embora R agora pertenca ao plano complexo, I* e n® devem continuar

reais e m**, m* complexos conjugados. Deta maneira esta tétrada é reescrita como:

1° =&



15

a P | M M,
n "—"—50—5(1—“1?“"&:)51
m® = 1 (63 + z.éi”‘)
T R*2'? " sing ®

1 1
*a a _ o
m - R\/§(62 Sln963)

Facamos agora a seguinte transformagfo de coordenadas:
v =+ v =v+igcosd

R—- R =R+iacos8
[
$— ¢

Ja que R foi estendido a0 plano complexo, podemos exigir que R’ e v/ sejam reais,
0 gue nos levs a:

I =68
2Mr’

R'2 4 a2 cos 9)61

1
!az_é‘u___ -
n ] 2(1

fa _ 1
"~ V2R +iacos)

Usando-se a equagdo 2.18 para g°, obtemos finalmente o tensor métrico da, solugdo
ag

;e a a i
(—iasing (6 + &7) + 65 + még)

de Kerr nas coordenadas reais (', R',¢',¢’) . Podemos retirar o fndice superior () destas
coordenadas, j4 que a extensio ao plano complexo nada mais é que um truque, e ao mesmo
tempo trocar B por r, uma vez que o sentido geométrico desta j4 se extraviou, nio faz

sentido manter a representagfio antiga. Tomando suas componentes covariantes, temos:

2Mr
Qo0 = Gwy = (1 - P2 )
gn = Gor = —1
2Mrasin 29
908 = Gug = —"'52——

913 = grg = asinf

922 = ggg = —p°
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. 2M: .
g‘¢¢ = 33 = — ((?"2 + 112) Sin 29 + pzrﬂz 5111 49)
Onde :
p% =7r%+a%cos?s

De tal modo que :

ds? = (1 - 21:;""') dv? — 2 dudr + Qﬁfh sin 20 dvde + 2asin 26 drdg — p?de%+

- ((';“2 + a%)sin 20 + 2{)@&2 sin 49) do®

Esta é conhecida como a forma avangada de Eddington-Finkelstein para a solugio
de Kerr. Existem, porém, diversas outras coordenadas através das quais se pode expressar
esta métrica. Dentre estas, trés formas ganharam especial destaque por apresentarem van-
tagens operacionais em relagio as demais. A primeira j& foi apresentada acima. A segunda
é tida como o anélogo de Kerr & Schwarzschild, pois quando tomamos o limite de um de
seus termos (que serd indicado mais adiante) tendendo a zero, recai-se na forma cléssica de
Schwarzschild, com as suas coordenadas geométricas usuais . Por 1ltimo citaremos a forma
original como Roy P. Kerr pioneiramente obteve esta solugéo.

Considere as coordenadas avangadas de E-Finkelstein para Kerr: (v,r,8,¢); onde
¢ foi chamada de ¢ para evitar confusdes posteriores advindas da préxima transformagao
de coordenadas.

Podemos definir uma transformagao de coordenadas que nos leve da primeira forma
da solugio de Kerr para a segunda, que esté sendo procurada. Esta transformacao estd dada

em sua forma diferencial por:

dv=_d§+dr=dt+g-—m-{%i-—édr

ﬂ=w+%m
Onde:
A =12 —2Mr +a?

Substituindo estas equagdes nos termos do tensor métrico da solugdo de Eddington-

Finkelstein, obtemos ¢ que se chama de solugo de Boyer-Lindquist para Xerr:

A - a?sin?8
g = T (2.20)



17

2

g = P

Grr A (2.21)
2 L 0?32 _ o2 A sin 2
QM=_('!‘ + a*)* — a*Asin esinze (2.22)
2
988 = —p* (2.23)
2Mr sin?

Gtp = a—:;iﬁ (2.24)

Observando estes termos percebe-se que ao fazer a = 0 recsi-se no tensor métrico
de Schwarzschild.

Finalmente temos a forma como Kerr descobriu inicialmente esta solu¢io em 1963
empregando o conceito de tétradas nulas e complexas’. Neste seu trabalho ele chega ao

seguinte resultado (considerando o eixo OZ como o eixo de simetria de rotagio):

2mrs

2
o b (2.25)

ds? = dE* - dx? — dy? — d2® -

Onde k e r estdo definidos pelas expressées abaixo:

_ r*(zdx + ydy) + ar (zdy — ydz) + (r? + a?)(2dz + rdi)

k r (r2+a?)

- (R?—a¥) 12 —a?2 =0 oudainda R®=r?+a’sing (2.26)

E onde as coordenades cartesianas estdo relacionadas com 7,8 e ¢, que sfio as mesmas

coordenadas de Boyer-Lindquist, através das equagBes seguintes:
T =rsin@cos¢ + asinfsin ¢

y =rsinfsing — asinfcos ¢
z=rcosf

E ainda:

t=v—r

Portanto fica evidente que as coordenadas (t,r,8, ¢) de Boyer-Lindquist n#o cor-
respondem diretamente &s coordenadas geométricas (t, R, 8, ¢) de Schwarzschild, a ndo ser

quando ¢ = 0 ou R se torna muito grande. Isto pode ser visto facilmente considerando que

"R.P. Kerr, Phys.Rev.Letters 11, 237 (1963)
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no limite em R tende ao infinito, r também se apresenta muito maior que o pardmetro finito
‘a’. Este fato justifica a expanséo:
a’sin2¢ 1 (a2 sin 29) 2 +

Bert——*5{

Que por sua vez deixa claro a coincidéncia de R e r neste limite.

2.2 Propriedades da solucao de Kerr

Até aqui nos limitamos em apresentar a solugio de Kerr sem discutir em deta-
lhes suas caracterfsticas. Fagamos agora um estudo mais minuncioso de suas propriedades
tomando como ponto de partida a métrica de Kerr em coordendas de Boyer-Lindquist com

a nova convengdo de sinais (-1, 1, 1, 1) que serd utilizada daqui em frente.

 a2ain 2 2 2 1 N2 _ a2A ain 2
ds? = _9_“;2;@.fdt2+%dr2+p2d92+ (" +a) pza 25070 in20dg?+
« 3 .
—2@%—”&@ (2.27)

Esta escolha de coordenadas € a mais adequada para realizar anglises de pro-
priedades, pois embora niio tenham o mesmo significado geométrico das coordenadas usuais
de Schwarzschild, séo as que carregam consigo uma clarividéncia geométrica maior, j4 que
as relagfes de correspondéncia entre um sistema de coordenadas e o outro foram dadas
acima e sio de interpretaciio mais acessfvel.

Além da escolha adequada do sistema de coordenadas, devemos esclarecer gual
sistema de unidades tem sido utilizado na deducio das métricas acima. Em todos os desen-
volvimentos algébricos feitos foi usado o sistema de unidades geometrizadas8, caracterizado

pelas relagdes abaixo:

c=1

G=1

Que implicam nas seguintes equagBes relacionando as grandezas de comprimento,
tempo, e massa:
1s=310m
*Ver:Schultz, B.F., A First Course in General Relativity, p.199, Cambridge University, Cambridge (1985)
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6.673 107 'm? = ’Kg

Neste. sistema de unidades todas as grandezas fisicas, em decorréncia das duas
relages acima, sio convertidas & dimensfo de comprimento. A massa do Sol e a constante

de Planck, por exemplo, valem:
M, = 1477 10°m

b= 2612 10" "%n?2

Este sistermna de unidades ser4 utilizado ao longo de toda dissertacio.
Até o momento tem-se considerado Kerr como a solugio das equagdes de campo de
Einstein para vicuo com simetria axial e assintoticamente chato. Um espago-tempo dotado

de uma métrica é assintoticamente chato quando:
Guv = v para R— oo

Pelas relacfes anteriores sabemos que quando R — oo , temos: 7 — oo _
Tomando este limite para a terceira solugiio de Kerr apresentada (equagdo 2.25),

facilmente percebe-se que:
Guv = Tpp = dt® — dz? — dy2 — dz?

Tratando-se de fato de uma solucio chata neste limite.
Observando-se a equagio 2.27 vemos que o tensor métrico ndo depende das coor-

denadas ¢ e ¢. Este fato indica a existéncia de dois vetores de Killing :

E)

34 (2.28)
8

= (2.29)

O primeiro refere-se a uma invariéncia de rotagéio em relagio a um dado eixo fixo,
ou seja, a soluglio ndo se altera enquanto se percorre as érbitas descritas pelo vetor 2.28 .
Neste caso estas curvas sfio cfrculos sxiais, pois sendio estaria desfeita a simetria de rotacfo.
Isto indica que qualquer 6rbita no campo de Kerr com r = cte.,f = cte.,t = cte. deve ser
um cfreulo. Veremos mais tarde que esta é uma propriedade de vital importancia quando se
deseja obter as equagGes de movimento de objetos inseridos neste campo. J4 o segundo vetor
de Killing estabelece o cardter estdtico desta solugiio por evidenciar simetria em relagio a

coordenada tempo.
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O fato do tensor métrico ndio depender nem de ¢ nem de ¢ implica no estabeleci-

mento de duas constantes de movimento. Isto pode ser deduzido a partir da equagio:

dP, 1
— b
g = g P P

Que nos indica que as duas componentes covariantes do 4-momento, como visto abaixo, sfo

constantes:

B = cte.
P,f, = cte.

Conhecidas estas propriedades de simetria, pode-se agora buscar a identificagio
dos pardmetros da equagdo 2.27. Foi dito na se¢fio passada que esta equagio recai na solugio
de Schwarzschild quando a — 0. Desta forma M é reconhecida como a massa geométrica
do campo. Quanto ao parfimetro a, a sua identificagdo ocorre de maneira mais indireta,
embora existam vérias formas de fazé-lo. Uma destas consiste em comparar a solugio de
Kerr com o campo gravitacional exterior gerado por uma esfera em rotacéo no limite de
campo fraco. Neste caso a surge relacionada com a velocidade angular, de tal modo que o

momento angular do corpo em rotagio é dado por:
J =ma

Portanto, a identificacdo mais precisa para a, ¢ momento angular por unidade de massa.
Outro ponto relevante refere-se ao fato da solu¢io apresentar simetria discreta
perante ¢ e ¢ apenas simultaneamente, ou seja, as inversdes nestas coordenadas se tomadas

isoladamente, alteram a solugio. No entanto, se tomamos em conjunto
t— -t ¢ -9

néo hd alteracio alguma na equacso 2.27.

Uma outra propriedade interessante trata da simetria de reflexdo em relagio ao
plano equatorial, como decorréncia da dependéncia do tensor métrico com o dngulo azimutal
se dar somente com termo sinf, que obviamente é fungio par referente ao plano @ = w/2.

Analisaremos agora as singularidades e os horizontes de eventos desta solugdo,
Sabemos que existem dois tipos basicos de singularidades: removiveis e essenciais. As
primeiras ocorrem quando a explosdo do tensor métrico € eliminada por uma mudanga de

varidveis, ou seja, através de uma transformagéo de coordenadas pode-se sumir com o ponto



21

singular problemético. Isto é, por exemplo, o que acontece quando se define as coordenadas
avangadas de E-Finkelstein na resolucfio de Schwarzschild. J4 uma singularidade essencial
ou intrinseca ndo admite estas sutilezas mateméticas: ela existe e nio pode ser removida.,

E estd dada pela contragio do tensor de Riemann consigo mesmo:

ROBYS Ropys

Quando o valor deste escalar explode, temos uma singularidade essencial.
Para Schwarzschild exite uma sigularidade essencial para R = 0. Para o caso de

Kerr isto se verifica quando p = 0, ou seja:
PP =r’+a%cos?0=0

Cuja solughio é:

Ou equivalentemente:

z? 442 = o? e 2z=0

Esta equagfio acima significa que a singularidade essencial se estende por todo um
anel de raio a localizado sobre o plano equatorial.

Uma outra particularidade desta solugéo & a existéncia do chamado ‘limite est4tico’.
Trata-se de uma superficie (axialmente simétrica) no interior da qual nada pode permanecer
fixo em relagio & coordenada ¢. Para demonstrar melhor este fato, tomemos como exemplo
um féton que parte com movimento inicialmente tangencial a um circulo de raio » = cte.
no plano equatorial. Suponhamos duas direces de safda opostas :+¢.

Neste caso, onde dr = dff = 0, a equagiio 2.27 se reduz a:

0 = gesdt? + 2gy4dtd + gppdd?

' 2
d_ _gw g_@) _ g
dt 9o 96 9o
Se g = 0, as solugdes acima se reduzem a:

d¢ 0 dp _ 2g4
—— e —_ = T
dt dat [ 7%

Cuja solugdo é :
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Pela expresséo de g;4 (equagio 2.24), temos que a solugio nio-nula possui o mesmo
sinal que a. Isto indica que o féton que parte com movimento tangencial A superficie Gt =0
(com sentido +¢, favordvel & rotagiio) tem seu movimento estabelecido & razdo descrita
acima. Por outro lado, o féton que parte em sentido contrério ao momento angular da
fonte (com sentido —¢) tem seu movimento anulado. J4 que nada se move mais rapida-
mente que a luz, conclui-se que qualquer partfeula que esteja sobre a superficie gt = 0
ou no interior da mesma é arrastada no mesmo sentido de rotagio da fonte. Este efeito é
denominado de arrastamento de referenciais inerciais (frame dragging ou dragging effect), e
pela equagdo acima pode ser demonstrado que sua influéncia decai com 1 /3, tornando este
efeito relevante apenas nas proximidades da fonte do campo. Nas discussdes precedentes

ficou estabelecido que o limite estdtico est4 determinado pela seguinte equagao:
g =0=A—-aZsin%0=0

Cuja solugo
r=M:=:+M2-qa2cos28

determina explicitamente a forma da superficie que delimita o limite estdtico, também
denominada de superficie de red-shift infinito. Como j4 sabemos, a intensidade deste efeito
diminui com o aumento da coordenada r. Este fato reduz a importancia da superficie mais
interna (de sinal negativo), visto que a externa é que de fato acaba delimitando o inicio
da zona néo-estitica, sendo a ela, por isso, atribufdo o nome de ‘limite est4tico’. Portanto
temos:

Tstatic = M + vV M2 — a2 cos 26

A regiio compreendida entre este limite e o horizonte de eventos mais externo é conhecida.
como ‘ergoregio’.

Vejamos agora como determinar os horizontes de eventos da métrica de Kerr.
Antes disto, porém, é interessante analisar primeiramente o horizonte de eventos da métrica
de Schwarzschild. Neste caso observamos que a superficie de infinito red-shift (g = 0)
corresponde exatamente dquela onde g, = co. Portanto, em Schwarzschild o horizonte de
eventos também ¢ a superficie de infinito red-shift. J4 no caso de Kerr estas deixam de ser

degeneradas, pois as superficies do horizonte de eventos estio dadas por:

Orr =00 =7 =M+ /M2 — g2
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Constituindo de fato dois horizontes, um mais externo:

ry =M+ VM2 - g2
E outro interno :

r—=M— VM2 _qg2

A porgdo do espago compreendida entre ry € 74400 é que constitui a ergoregidio citada acima.
Desta maneira podemos dividir o espago em trés regides onde a métrica de Kerr &

regular:
. O<r<r_

2. r_<r<ry
3. rp<r<oo

Vale ainda ressaltar que estes limites foram obtidos para o caso em que: M2 > a2,

O caso em que M2 < a? n3o possui sentido fisico.
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Capitulo 3

Obtencao de Geodésicas no Campo
de Kerr

Neste capitulo trataremos da dedugdo das equagdes de movimento para particulas
de teste submersas no campo de Kerr. Inicialmente é apresentado um exemplo simplificado
de como estas equagOes podem ser determinadas para f6tons em condigtes especiais. Em
seguida adentra-se no formalismo de Hamilton-Jacobi em busca de uma quarta constante
de movimento que nos leve as equagdes desejadas em condi¢des diversas e para particulss de
teste quaisquer. Ressalta-se que, embora a solugdo obtida seja para o caso geral, no decorrer
deste trabalho sé ha.vefé. interesse por geodésicas nulas: aquelas descritas por f6tons. A
redugdio a este caso particular de interesse se da fazendo a massa da partifcula-teste igual a

Zero.

3.1 Equagao de movimento de fé6tons que partem radialmente
do plano estelar equatorial : um exemplo trivial das

geodésicas de Kerr.

Antes de langarmos méo de métodos mais poderosos, vamos ilustrar para um caso
extremamente simples, como se pode chegar & equagio de movimento de fétons utilizando
apenas as relagdes que conhecemos até agora. Buscamos com isso também ter uma idéia
das limitagGes deste processo referentemente aos casos mais gerais com condigbes iniciais

arbritdrias.
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Seja a métrica de Kerr em coordenadas de Boyer-Lindquist :

2 i 2 i 2 2 N2 _ 24 a2
ds? = —A—-%z-m——”dtz—za-m—;%ﬁfdtdqb+ (r> +a?) - a?Asin gsin29d¢2+
p?
+ Zdr"’ + pPdg? (3.1)

Onde :
A=1r®—2Mr+a?

02 =r? 4 a?cos 20
Considerando a equagio da geodésica que conhecemos

dU® | . dotdz”

ar PG =
podemos deduzir a seguinte equagiio que relaciona componentes co e contravariantes do
4-momento:
dP, i .
m—-d;-_‘i = Egp,,,aPpP, (3.2)

Por esta equagdio é ficil perceber que a métrica de Kerr apresenta duas constantes
de movimento, pois como os termos do tensor métrico 9uv nao dependem nem da coordenada.
¢ nem da coordenda ¢, Py ¢ P, sio elevados & condigo de constantes de movimento. Além
destas duas, hd uma terceira constante de movimento que néo depende das propriedades
da métrica : a massa de repouso da particula em questdo. Para fétons esta massa é nula,

valendo, portanto, a seguinte equagio dindmica:
PEp, =0

Para o caso de um féton que parte radialmente do plano estelar equatorial, a
equagdo 3.2 nos mostra que uma vez estabelecido & = 7/2 no inicio, o0 movimento per-
manecerd. para sempre confinado neste plano. Portanto temos que Py = P? =0 ao longo

de todo movimento. Em vista disto podemos escrever:
PP+ P'P, 4+ P?Py = 0 (3.3)

Sabendo que :
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No caso de Kerr temos :

P! =g"P, 4 g* P, (3.4)
P? =g%p, 4 g*P, (3.5)

Onde: Py=L; P,=—-E

E as componentes contravariantes do tensor métrico sdo dadas por:

(r? +a?)? — a?sin 28
gtt = — p2A (3,6)
A —a?sing
g% = p2A sin 20 (3.7)
2Mr
% = Py (3.8)
Verificam-se também as relagdes seguintes para as componentes do 4-momento;
dr
Lp— —
P=%
d¢
P=a
dt
t = w—
P=%
dé
9 —_—
P = dX

Como estamos supondo o movimento do féton inicialmente radial, devemos impor
a condig¢do inicial abaixo:

PHR) = 2(m) =0 (3.9)

Onde R designa o raio equatorial estelar.

Impondo esta condigiio & equacio 3.5, obtemos:

L _ -2Ma
E R-2M

Partindo agora da equagio 3.3, chegamos a:

=0

(P24 L ((r—2M)L—2MaE) _E (('r3+a.2r+2Ma2)E— 2MaL)

r(r¢ — 2Mr + a?) r(r2 — 2Mr + a?)

Rearranjando os termos e isolando PT, temos:

dry?_ 1 2 3, .2 2
(ﬁ) = 5 (~(—2M)L? — AMFL + (+* + ar + 2Ma) E?)
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Sabendo ainda que:

dx 1 _ ((r—2M)L+2MaT\"!
pé ( r(r2 — 2Mr + a?) )
Podemos fazer:
dr  drdx
d — didg
0O que finalmente nos conduz a seguinte equagdo diferencial:

dep L2+ or? + Br

dr = \/(r2 = 2Mr +a?)2(E%r3 + yr 4+ ¢) (3.10)
Onde os coeficientes estfio dados por:
o= —4ML(L —aE) (3.11)
B = 4M?*(L — Ea)? (3.12)
e=2M(L- dE)2 (3.13)
v=a’E? - L? _ (3.14)
Portanto estariam as equacdes de movimento dadas por:
0=mn/2

o=t / \/(r2 — 211;:42);)62!;:2;;‘5: Y+ g) ar | (3.15)

Vemos desta maneira que através de célculos algébricos simples alcancamos as
equagdes desejadas do féton. No entanto esta simplicidade s6 existe porque estas érbitas
estdo confinadas no plano equatorial, o que de fato torna o problema trivial. Pois além das
trés constantes de movimento antes citadas (P, P;,m?), surge uma quarta: Fy, que neste
caso € nula.

Para um féton que nio parta do plano equatorial, ou mesmo que parta dele, mas
nio radialmente, isto nio mais ocorre, pois nesta nova situagio Py varia, e ficamos com

apenas trés constantes de movimento para solucionar s equagio;
PP, 4 PP, + P*Py + PPPy =0

Tarefa bastante complicada se néio for antes estabelecida uma quarts constante de movi-
mento. Aplicaremos o método de Hamilton-Jacobi na determinagfo desta quarta constante,

que nos possibilitard obter as equacgSes gerais de movimento no campo de Kerr,
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3.2 Dedugao das Geodésicas de Kerr segundo o Método de
Hamilton-Jacobi

Antes de entrarmos diretamente na etapa de obtencio das equagoes de movimento
no campo de Kerr, apresentaremos uma introducio 3 formulagio lagrangeana da mecénica
relativistical.

Dado um sistema mecinico descrito por n coordenadas generslizadas z°® e por
n velocidades generalizadas 2° (¢ = 1,2,3,...,n), proponhamos a seguinte funcio energia
cinética, :

T = -;-ga,, &z

E uma fungiio pontencial que s6 dependa das coordenadas generalizadas z¢
V=V

de tal modo que suas derivadas em relagfio as coordenadas originem forgas generalizadas:

oV

F, =%

Portanto temos a seguinte Lagrangeana, :

L= «;.ga,, i 2t — V(z%) | (3.16)

Pelo Princfpio Variacional, sabemos que a agéio deve ser extremizada entre os dois

eventos limites da integral, o que nos leva a:

55 =6 [,, ? L (2%(r), 5 (r)) dr

8L d (8L .
63= f[ama—&';(w)]&r dr

Dada a arbritariedade de 6z%, surge 4 equagio de Euler-Lagrange:

6L d (8L
o 4 (55°) = (347
A partir da Lagrangeana definida acima poderemos agora obter as equacdes de

movimento para uma particula imersa numa métrica gap, € entdo saber se a definigio de T

foi adequada. Substituindo a expresséo 3.16 na equagdo 3.17, temos:

!A.0.Barut, Electrodynamics and Classical Theory of Fields and Particles, p.60. Dover, N.Y. (1980)
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8L 1 .., V(@9
Jzp — 29r T T =5

oL 1 3 .. 1 } b
3—:&9 = Egabg';;(m mb) = E(gap &* “+gpb T )

Como a e & séio fndices mudos na equagiio acima, ela se reduz a:

oL a

Ly = Gap & (3.18)
Tomando agora a derivada deste termo em relagio a 7, temos:
d ( dL .o a b
ar\gzt) T 9 ® +Gapp T T
De modo que a equagéo de Euler-Lagrange assume agorsa a forma:
X oV (z®) . .
a b a a
59ubp 7 2" = 5 5 — gap 8% —gapp ° 2* = 0 (319)
Dada. a identidade abaixo:
Qabp = nggdb -+ nggad (320)
Substituindo-a na eq. 3.19, e depois multiplicando tudo por :
g
Chegamos a seguinte equagdo:
i? +T% &% 2? = F, (3.21)

Que é a equagio da geodésica para uma particula submetida & agiio de um potencial. No

caso deste potencial ser nulo recafmos na equagéo de geodésica para particula livre:
i 419 2% 2P =0 (3.22)

Concluimos desta forma que a energia cinética foi convenientemente definida.
Sendo assim partiremos agora em busca da hamiltoniana que nos abrird as portas
para a formulagio de Hamilton-Jacobi?, que por sua vez nos simplificard substancialmente

'a obtengdo das geodésicas de Kerr.,

2Carter, B. Phys. Rev. 174, 1559 (1968)
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Seja Fy uma componente do momento generalizado, tal que :

8L
iy
Podemos entéio escrever a hamiltoniana H do problema como sendo:
H=hi" -L
Para a lagrangeana definida, ji calcnlamos Py (eq.3.18):
B, = g "
De tal modo que a hamiltoniana acaba definida como:
H = g™ ByP, + V()
No caso de auséncia de potencial (particula livre), temos:

H= %gwppp,, (3.23)

Sendo esta fungio também denominada de Super-hamiltoniana.

Sejam agora as equagdes candnicas:

dz* OH

ar = oF, (3:24)
dp,  OH
dr ~ Ox* (3:25)

Procuraremos entdo encontrar a fungéo agio § = S (A, z#) que satisfaca a equagao

de Hamilton-Jacobi: s
a
——— 0
H+ 3x
Onde : A = 7/m (no caso de particulas)
As parciais desta fungdo estdo relacionadas com as componentes do momento ge-

neralizado através da equagio:
_os
BT gan

Desta maneira podemos reescrever a equagdo 3.23 toda em termos de S:

=05 _1 ., (085)(0S
ar 29 (6:1:") (6:1:”) (3.27)

(3.26)
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Tomando apenas as componentes nio-nulas de g#¥, obtemos:

=88 1| .. (88\? 4 (BS\% L, (8S\? . [O8\? 16 (05 (08
3 "5[9 (&) +o(3) +(%) + (&) +=* (%) (5)
Como jd vimos antes, em decorréncia do tensor métrico no depender de fpedet,

existem duas componentes do momento generalizado que sio constantes de movimento:
FPy=L=cte.

P = ~F = cte.

Tentaremos agora escrever a fungfo agdo S (A, z*) de Hamilton-Jacobi em termos

separdveis, ou seja:
§=8(\t,n6,6) = 8(A) + S(t) + S(r) + S(8) + S(¢)

Vejamos agora como determinar alguns destes termos usando a relagio 3.26:

1 1 a8
pr— = — 2 _- ——
H= 39" PPy = —5m” = -5
Logo temos:
_1 9
S(A) = 5 A
Da mesma forma. 59
qu =L = B_QS
Leva a:
S(¢)=L¢
E finalmente:
P=-E
Implica em:
S(t) = ~Et

Substituindo estes resultados na equacio 3.27, encontramos:

2 2 2 2 ;2
BS) (68) B e 0 i + (aEsin8)%+

2,02 _ (22 _ Y B @
—p‘m® = (r 2M?‘+a)( 3 A

or
+ L2 _ a’r? + dMraFEL
sin?¢ A A
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Rearranjando os termos em r para um lado, e os termos com dependéncia em 6

para o outro lado da equagéo, obtemos:

2 2 L a2V F2 4 o272 _
A(@) +r2m2-——(r +a®)*E? + oL 4MMEZ+2&LE=
Or TAY
--|(% 2+( 8)? + (aEsin 8)° —2aLE
= (59— am cos afsinb)” + ——- —2a

Onde o termo —2aEL foi adicionado dos dois lados da equacido para promover
simplificagGes futuras.

Inusitadamente foi possivel alcangar uma segregacdo completa das coordenadas r
e 8, colocando a equagio acima exatamente na forma como desejdvamos.

Para solucionar esta equagfio separével, devemos igualar os dois lados dela a uma
mesma constante: —$

Deste modo temos:

X = (Py)? + (emcos)? + (aE'sin 0)? +

35 — 2aFL (3.28)

+2LE (3.29)

2 3 oa2V2E2 o o272 _
—S‘=A(P,)2+r2m2—(r +a‘)°FE +ZL dMraFL

Resolvendo a eq.3.29 para F,, resulta em:

‘/ ~SA — r2m2A + [(r? + a?)E - oL]?

P = ~
p _ VP AW 1Y)
T A
b VP = Am T+ {3 (L~ aB)]]
T A
- _ VR
=5

Onde:
P= E(‘rz +a2) —La

R=P?~ A(m*r? +9)

¥=(+(L—-eaE)? (3.30)
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Rearranjando agora a ordem dos termos da eq. 3.28, obtemos:

2
= (Py)? + (amcos6)® + (aE sind — —L-)

sin @

Resolvendo-a para P :

FPo = \/8‘ — (@mcos#)? — (aEsmH — %)

QQue pode ser posta sob a forma:
Py =8 (3.31)

Onde:

8 =9 — (amcos#)? — (aEsinG - ——-Ii-)
sin f

Ou equivalentemente (fazendo uso da eq.3.30):

I2?
= — o028 | 0202 _ 2
0 = ( — cos 0[0, (m E)+sin29]

Finalmente depois de todas estas etapas, podemos agora escrever a acdo da seguinte

formas:

S(Mt,7,6,0) = %m2A-Et+L¢+f8\/§d9+/r (%) dr

A partir desta equagfio a obtengdio das equagdes de movimento se torna trivial, j4
que as parciais da fungfio de Hamilton-Jacobi com respeito a constantes de movimento sio
também constantes.

Diferenciando em relagio a 9, temos:
a8 /9 de + T —Qdr cte
N} V6 2VRA '
/ v d.r
b [ e, [ oo
N = /9 a?cos 29 f

Que nos leva a;

Em relacio a m? :

Que implica em:
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Em relagdo a Py nos conduz a:

b= / —(aE \/%/Sln%)de f ( )dr

E importante notar que os sinais das rafzes podem ser tomados independentemente,

no entanto deve ser mantido o mesmo para todas as equacdes.

Para fins operacionais estas equagBes podem ser colocadas na forma abaixo:

P o=v6 (3.32)
P r=vVR (3.33)
; L a
p2 ¢= —(aFE - m) + ZP (3.34)
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Capitulo 4

Solugao Algébrica para Superficie

de uma Estrela em Rotacao

Considerando as condicBes que asseguram o equilfbrio dinfmico da superficie de
uma estrela em rotagio, e estabelecendo-as dentro do formalismo da relatividade geral,
encontra-se como solugéo para esta superficie uma equacio algébrica (implicita em 8) de
quarto grau. Em seguida s&o explorados os seus limites de estabilidade, ou seja, determina-
se a regifio em que esta esta equagiio proporciona como solugiic uma raiz real e monétons.
Verifica-se, ent&o, que a raiz de quarto grau se mostra, dentro destes limites de estabilidade,
em boa concordéncia com resultados provenientes de modelos puramente numéricos. Esta
rajz pode sinda ser bem aproximada por uma elipse, & menos de umsa, funcéo de correcéo
determinada. Sendo assim obtida uma expressio algébrica (explicita em #) para a superficie

estelar.

4.1 Introdugao ao problema

A solugéio exata de Kerr para as equagdes de campo de Einstein é vélida para
qualquer corpo em rotagdo que apresente simetria axial. No entanto sua validade se verifica
apenas como uma solugio externa, ou seja, além da superficie que delimita a transicdo
massa-vécuo. Para a regidio interna néo se determinou ainda solugo exata, a exemplo do
que acontece para o caso de estrelas estdticas que geram campo de Schwarzschild. Para
estas estrelas é possivel obter uma solugio interna que seja contfnua ao campo externo,

formando-se, desta maneira, uma tnica solugdo (solugio de Schwarzschild), vélida em todo
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espago além da origem. Apesar de vérias tentativas neste sentido terem sido feitas, algo
similar ndo existe ainda para métrica de Kerr, o que deixa toda a descri¢cdo da estrutura
interna de estrelas em rotagio exclusivamente a cargo de célculos numéricos. Neste fnterim
pode-se citar véirios modelos numéricos que procuram descrever a estrutura interna desta
estrelas de maneiras diferentes.

Como ponto de partida vamos admitir que a validade da solugéo de Kerr se inicia
para pontos infinitesimalmente préximos da superficie estelar. Por este argumento podemos
imaginar uma camada da ‘atmosfera’ estelar que esteja tio perto da prépria superficie
quanto queiramos, e de tal modo que ela j4 esteja imersa no campo de Kerr. Como tomamos
esta camada por uma superposicio limite (extremamente préxima) & superficie estelar em
questdo, concluimos que sua forma deve ser a mesma desta iiltima. E em conseqliéncia,
agora se torna possivel tratar a superficie de uma estrela em rotagio usando-se a métrica
de Kerr, sem se preocupar com esta questio da nfio existéncia de solugio interna.

O objetivo agora é determinar a forma algébrica, se possivel, da superficie de
uma. estrela em rotagio cuja solugéo externa seja a de Kerr. E importante lembrar que
estamos interessados apenas em estrelas em equilibrio, ou seja, aquelas cujo valor das suas
grandezas fisicas néo mude com o tempo, de tal modo que a sua superficie também possa ser
considerada em equilfbrio. De uma maneira geral pode-se afirmar que para haver equilfbrio
dinfimico em uma superficie estelar, o vetor aceleragfio gravitacional deve ser ortogonal a
mesma, pois caso contrério este induziria deslocamentos em diregSes diferentes da radial
como manifestagiio de ‘forgas gravitacionais’ (falando-se em termos Newtonianos). Em re-
latividade geral ndo se define forga gravitacional nestes termos, no entanto podemos aplicar
a mesma idéia de equilfbrio, se em vez de vetor gravitacional, nos referirmos a 4-acerelacio
de um ponto da superficie estelar, que deve também ser ortogonal a mesma pars que haja

equilibrio. Caso contrario suas componentes nio-radiais induziriam deslocamentos.

4.2 Desenvolvimento da equagio algébrica

Tomemos um ponto desta superficie em equilfbrio que gira com velocidade angular
w (em relagéio a um observador no infinito). Recorrendo A simetria axial da métrica, pode-se

ver que este ponto descreverd uma trajetdria circular caracterizada por coordenadas r e 8
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constantes. Baseado nesta restrigio temos a 4-velocidade desta particula dada por :
U* = (U%,0,U%,0)

Pois : U =dr/dr = 0;U® = df/dr =0
Sendo w a velocidade angular, vale a relagio: w = d¢/dt

Sabendo ainda que: U* = dt/d7 = A, podemos escrever :
U? =wA
Dada a condigdo de normalizagio da 4-velocidade:
UPUg = ~1 ou UPU%gg, = —1
Obtemos a seguinte equacio para A :
(U %gy + (U¢)2g¢¢ + 2U‘U¢gg¢ =1

Ou zinda:

A% = ai
get + wlgps + 2w
Como o objetivo primeiro é calcular as componentes da 4-aceleracio, usaremos
diretamente a equaciio da geodésica, ji que esta relaciona cada ums. destas componentes

aquelas da 4-velocidade, como podemos ver abaixo:

dU*
—_ B —
- +hUUP =0

De acordo com a eq. acima, temos as seguintes relagdes para as 4-aceleragdes:

B = TH(UY? - T U2 - 2T, U"U
B —TY(UY) - Ty ¥R - 20,0
%;—8 =-T% v ) — Ts(U?)? - LU
WY L T U9 - 2T

Os sfrmbolos de Christoffel acima se relacionam com o tensor métrico e suss

derivadas através da equagéo abaixo:

1
TG, = §9M (9480 + Gy,8 — 9Bv.y)
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Como o tensor métrico ndo depende explicitamente nem de ¢ nem de ¢, é f4cil
perceber que:

I‘§£=I‘$¢=F§¢=0
T4 =T0%,=T% =
Calculando os termos remanescentes de interesse, obtemos :

1 1
Th=-59"0nr Th= —§g“'gu,o

1 1
I = —39" Ga,r iy = "59989:45,9

1 1
Too==39"980r  Tos=—59"0ss

Em vista destes 1iltimos resultados as equacSes para as componentes da. 4-aceleracio
sfo reescritas da seguinte maneira :

%r = %QWAz(gu,r‘ +wgpg,r + 2Gsg,r)
%—:9 = %QGGJ‘F (9er.0 + wgges + 2"”9*‘#»9)'
t
o
%

Ay

Portanto vemos que apenas duas componentes da 4-aceleraciio nio se anulam. E
pelos argumentos anteriores sabemos que, para satisfagio das condiges de equilfbrio, a
4-aceleragBo deve se apresentar ortogonalmente & superficie estelar, de tal modo que a sua
contragio com um vetor tangente a mesma superficie se anule. Deste produto escalar surge

a seguinte equagio diferencial:

aur du?
dx,( = ) + drg (‘&}‘) =0 1)

Onde as componentes covariantes de deslocamento sobre a superficie estio dadas

por :
dz, = Grr dr

dxg = geg dO
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De maneira que a eq. diferencial acima assume a forma;

gAY Gty + Wigpsr + 20Gis )G dr + g% A2(gre g + WP Gsp.0 + 2wGis,0) 00 8 =0

Deve-se aqui ressaltar o fato que A é uma fun¢fo de r e 8, de forma que ndo
¢ possivel simplesmente cancelé-la dos dois membros da equagéio acima, pois em caso de
integragdo em relagio & varidveis distintas (r e @), resultados também distintos seriam
obtidos. Embora nio admita ser cancelada, esta fungao pode ser eliminada recorrendo-se
ao uso de um fator integrante adequado que a transforme numa equagéoc diferencial exata.
Este fator é:

A—2
Aplicando-o & equacgho diferencial anterior, obtemos:
(Get,r + W Gpgr + 2WGte,r) dr + (Gero + wgps0 + 2wGrg,0) A6 =0
Que de fato é uma equagéo diferencial exata, j& que pode ser escrita na seguinte forma:

f(r,8) dr+h(r,6) d8d =0

Enquanto as functes f(r,8) e h(r,8) satifazem a relagio parcial:
of(r,6) Oh(r,8)
9~ or

O fato da relagiio anterior ser vélida indica a existéncia de uma espécie de funcio

‘potencial’ F(r,8) cujas derivadas parciais sfo dadas pelas seguintes relagdes:

OF(r,8)

67‘ - f(r‘l 9)
OF(r,0) _
g~ Mnf)

A superficie estelar que procuramos corresponde exatamente A fungio ‘potencial’
F(r,0) a menos de uma constante de integragio k. Procedendo-se como usualmente se faz

neste tipo de problema, chega-se & solugéo :
F(?‘, 9) =gu + wzgw, + 2wg¢¢, + k&

A partir das expressdes dos termos do tensor métrico presentes acima, dados pelas
equagoes 2.20,2.22 e 2.24 do capitulo 2, obtemos a eq. abaixo:
 —A+a?sin28 2, (12 +a?)? — a?Asin?g 2Mar sin %0
—_— .t w?sin 20 — 2w =
r2 4+ a? cos %0 72 4 a2 cos 20 72 4 a? cos 24
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Rearranjando os termos acima e agrupando-os segundo as poténcias de r, chega-se

a seguinte equagio :
a1r4+a2r2+a3r+a4=0 (4.2)
Onde os coeficientes oy , a3 , a3 , a4 séo fungdes que dependem de M, w, q,8 e que

se mostram na forma abaixo:

oy = w?sin %9 (4.3)

o = —1 — k — (awsin %0)% + 2(awsin §)? (4.4)
ag = 2M(1 — wasin 29)? | (4.5)

as = —(1 + k)a? cos 20 + a*w?(sin 20 — sin *6) ' (4.6)

Chegamos desta maneira a um resultado surpreendente: uma equagio de quarto
grau para a superficie estelar, implicita em r e @ , a partir da qual diversas anélises podem
ser feitas. Pode-se comegar, por exemplo, derivando as expressGes correspondentes ao raio
estelar polar e equatorial fazendo 8 = 0 e @ = /2 respectivamente nas equagfes precedentes.

Para o rajo polar temos:
o =0; og=—1—k; az = 2M; a3 = —(1+ k)a®
Este resultado conduz 3 equagio de segundo grau a seguir :
s 'rg+a:3 rp+oy =0

Cujas solugdes séo:

- M+ /M2 -1+ k)‘a?
L (1+k)
Embora haja duas solugbes, apenas uma carrega sentido fisico: a de sinal negativo

deve ser eliminada por proporcionar raio polar nulo, no limite em que a tende a zero. Neste
limite a velocidade angular se torna zero e a estrela tende a uma esfera com raio constante
(solugéio do caso estético). Como nio faz sentido ter uma estrela de raio nulo, admite-se
apenas a solugdo de sinal positivo. Portanto para o raio polar vale:
rp = M+ /M2 - (1+k)%a?
(1+ k)

O mesmo procedimento deve ser repetido para resolver o raio equatorial (R);

(4.7)

fazendo @ = w/2 temos para os coeficientes:

Q‘I.‘¢1=‘t-'.l2
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az = —1 ~ k — (aw)? + 2(aw)?
a3 = 2M(1 - wa)?
g =1{)

Com estes resultados surge uma equagdo de terceiro grau, pois R = 0 nio se

constitui solugdo admissivel . Conseqiientemente temos:
R+ mR+ag =0

Desenvolvendo a equagfio anterior e tratando R como um parametro, chega-se a

uma expresséo para o termo da constante de integracio (1+k):
' 2 2, 2M 2
(1 + k) = (wR)? + (wa)® + —j—i—(l — wa) (4.8)

Neste ponto é interessante observar que o conhecimento das varidveis M, w,a, R
proporciona a determinagéo do raio polar independentemente da constante de integracio, ja
que esta tiltima também se encontra estabelecida em fungio destas grandezas. Fisicamente
este é um resultado esperado, pois nfo haveria sentido em admitir uma estrela com raios
polares aleatérios (dependentes da escolha de k) uma vez que as suas outras grandezas jé
se encontram fixadas.

Cabe agui uma observaciio importante acerca da coordenada radial (R) que estd
sendo usada para designar o raio equatorial estelar. Ela representa o valor deste raio nas
coordenadas de Boyer-Lindquist, o que nfo corresponde ao valor geométrico (R,), real, do
raio equatorial estelar. No capitulo 2 foi estalecida a relagfio 2.26 entre a coordenada radial

geométrica e a coordenada radial de Boyer-Lindquist, aqui reescrita na formas

73 =12+ a’sin%9 (4.9)

Por meio desta percebemos que o raio polar geométrico e de Boyer-Lindquist tém o mesmo
valor, o mesmo n#o ocorrendo para o raio equatorial, que nestas duas coordenadadas se
encontra relacionado por:
2 2 2
R;=R°+a (4.10)

E embora o raio equatorial de Boyer nio corresponda ao valor real desta grandeza
estelar, continuaremos utilizando este sistema de coordenadss por ser o de uso mais mais
simples para nossos propésitos. Quando houver necessidade de alguma aplicagio numérica

na superficie estelar, adota-se o raioc geométrico usando a equagio 4.9,
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No capitulo 2 o fator ‘a’ foi identificado como o momento angular por unidade
de massa. Considerando que estamos esperando que nossa superficie apresente um achata-
| mento razosével decorrente da rotagio, vamos adotar para este parimetro a mesma expressio
correspondente a0 momento angular de um elipséide de revoluggo:
2

a= g’lURg

4.3 Limites de estabilidade da equagao algébrica

Antes de prosseguirmos na busca de uma solugéo algébrica para a equagio 4.2,
trataremos primeiramente de saber dentro de quais limites esta equaciio se mostra bem
comportada, ou seja, proporciona ums raiz real e monétona. A existéncia desta raiz so
longo apenas desta regifio limitada indica que existe uma zona de ‘estabilida.de’, pois fora
deste intervalo a equag8o em questdo nio apresenta solugio indentificdvel com um contorno
geométrico. Estamos, portanto, tratando de limites de estabilidade para a equagio 4.2.
Este estudo pode ser feito de vérias maneiras e sob diversas condigBes. No entanto, nos
restringiremos & andlise que se mostra algebricamente mais simpfes e apropriada aos nossos
propdsitos: anédlise do intevalo de estabilidade para a massa estelar, tomando as suas outras
grandezas (R, w,a) como pardémetro. Iniciaremos impondo algumas condigGes a grandezas
Jjé previamente definidas,

Através da equagdo 4.8 torna-se notéria a condigio primordial;
1+k>0 (4.11)

Por outro lado devemos impor que o raio polar estelar seja maior que o horizonte
de eventos externo da métrica. Isto assegurard que toda superficie estelar esteja além
deste 1iltimo horizonte, o que restringe a solugio de Kerr aos nossos propésitos, ou melhor,
reafirma a sua condigdo de solugio externa de uma estrela em rotagéo; e no de um buraco
negro, como se verificaria caso o horizonte se localizasse além das fronteiras de matéria.

Portanto fica clarc que é fundamental estabelecer:
Tp > T4

(Que em termos explicitos se mostra como:

M+ VMT (1 + k)2
1+k)

>M+ VM2 -a?
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Nao hd dificuldades para perceber que esta inequacfo acima ¢ satisfeita pela.
seguinte condigio:

l+k<1 (4.12)

De acordo com as equagbes 4.11 e 4.12 podemos, entdo, escrever:
-1<k<0

0<l+k<l1 (4.13)

Pelas expresses que foram obtidas para os horizontes de eventos, sabemos que,

em se tratando de Kerr, para assegurar-lhes valores reais, a seguinte condigio deve ser
respeitada: '

M? > o? (4.14)
Por outro lado para o raio polar ser sempre real, deve valer:

M2 > a?(1 +k)?

Tendo em vista a condi¢io 4.13, a equagdo acima se mostra automaticamente
valida.
Aplicando agora esta mesma condigdo & equagio 4.8, obtemos a sequinte inequagdo:

0 < (wR)? + (wa)® + %(1 ~wa)? < 1

Para a qual apenas uma solugdo possui sentido fisico:

R [1— (aw)? - (wR)?
M< 2 { (1~ wa)?

Este resultado nos mostra que a massa apresenta um limite superior; todavia,
sabemos por intermédio da equagio 4.14, que M também est4 limitada inferiormente. Deste
modo seu intervalo de valores permitidos se apresenta definido por:

— (aw)? — (wR)?
a<M<§[1 ((1—)wa)(2 B ]

Portanto conclu{mos que para determinados valores do raio equatorial (R), ve-
locidade angular (w), e do momento angular {a) correspondente, existe um certo intervalo
admissfvel para os valores da massa estelar. Este intervalo define os limites de estabilidade

estelar em termos desta grandeza, dado que R, M, a estdo fixos como parimetros.
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4.4 Confrontagao com modelos numéricos

Feito estas consideragdes acerca dos limites de estabilidade, iremos agora tecer com-
paragbes entre a solugio fornecida pela equagio 4.2 e valores obtidos a partir dos modelos
numéricos conhecidos. Como base desta comparagiio citaremos o artigo ‘Rapdly Rotating
Neutrons Stars in General Relativity: Realistic Equation of State’, onde modelos mimericos
foram extensamente utilizados proporcionando obtengio de diversas tabelas contendo as
principais grandezas estelares. Claro que no nosso caso nio interessa dados de estrutura
interna, estamos investigando apenas a geometria da superficie estelar; desta forma nos
preocuparemos somente com os dados relevantes a este propésito. Um bom parémetro para

efetuar a comparagio entre nosso modelo e os numéricos é o achatamento estelar, definido

2
e=4|1- (Fg) (4.15)

Antes de apresentarmos as tabelas contendo os valores das grandezas estelares, vale

no artigo' citado acima como:

esclarecer o seu contetido. Novamente siio escolhidos, para cada estrela, alguns pardmetros
de entrada: Ry,w,M, que sdo retirados das tabelas do artigo.citado acima. Em seguida
estes dados sdio jogados nas equagdes 4.8 e 4.7, sendo desta forma calculado o raio polar
correspondente. A equagio 4.15 se encarrega do resultado final procurado. A seguir temos
alguns esclarecimentos referentes as tabelas abaixo: _

e: achatamento dado pelos modelos numéricos do artigo citado

e*: achatamento obtido a partir das equagdes algébricas desenvolvidas

R, : raio equatorial estelar geométrico

M : massa estelar

w :velocidade angular ( x 107°)

OBS.: As trés tiltimas grandezas acima estio dadas em unidades geometrizadas.
Vale ainda lembrar que entre o raio equatorial geométrico e o de Boyer-Lindiquist (1) estéo

dados pela relagio 4.10.

1Cook, G.B., Shapiro,S.L., Teukoski, S.A., ApJ, 424, 823 (1994)
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w(l/m) | M(m) | Rg(m) | e e*
3.2834 3385.0 | 10120 | 0.51 1 0.43
3.2482 3386.9 | 10280 | 0.52 | 0.44
3.2536 3380.7 | 10380 | 0.53 | 0.45
3.3228 3415.3 | 10670 | 0.57 | 0.47
3.4430 3420.3 | 11070 | 0.62 | 0.52
3.5480 3436.3 1 11460 | 0.66 | 0.56
3.6236 3456.2 | 11910 | 0.70 | 0.60
3.6873 3475.2 | 12540 | 0.75 | 0.65
3.7130 3485.7 | 13470 ([ 0.80 | 0.70

TABELA 11
w(l/m) | M(m) | R,(m) | e e*
0.0000 3151.2 | 9411 0.00 | 0.00
1.2615 3163.3 | 9744 0.21 | 0.16
1.9423 3182.5 | 10050 | 0.34 | 0.25
2.4604 3205.5 | 10400 | 0.44 | 0.34
2.8359 3229.2 | 10780 {0.53 | 0.43
3.1029 3252.0 | 11200 | 0.60 | 0.50
3.2848 3272.6 | 11640 | 0.66 | 0.55
3.4036 3200.5 | 12100 | 0.70 | 0.60
3.4753 3304.5 | 12570 | 0.74 | 0.63
3.5290 3318.8 | 13667 | 0.80 | 0.70
TABELA III

w(l/m) | M(m) | R;(m) | e e*
3.2692 2610.9 | 9060 0.51 | 0.41
3.2099 2612.0 | 9243 0.52 | 0.44
3.2047 2613.5 | 9351 0.53 | 045
3.2128 2615.6 | 9469 0.54 | 0.46
3.2756 2632.6 { 9820 0.58 | 0.49
3.4333 2641.7 | 10630 { 0.66 | 0.57
3.5040 2653.7 | 11240 | 0.71 | 0.62
3.5430 2663.4 | 11980 1 0.76 | 0.67
3.5b36 2667.0 | 12272 | 0.80 { 0.72

TABELA IV
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w(l/m) | M(m) | Bg(m) [e | e*

0.0000 2067.8 | 16750 | 0.00 | 0.00
(0.4867 2070.0 | 17140 | 0.27 | 0.23
0.7164 2073.0 | 17700 | 0.40{ 0.33
0.86563 2075.9 | 18310 | 0.49 ] 0.41
0.9736 2078.7 | 18980 | 0.56 | 0.48
1.0466 2081.1 | 19650 | 0.62 | 0.53
1.1048 2083.6 | 20430 | 0.66 | 0.58
1.1452 2085.5 | 21250 | 0.70 | 0.62
1.1785 2087.6 | 22420 | 0.74 | 0.67
1.1974 2089.9 | 24610 | 0.80 | 0.74

Por estas tabelas acima percebe-se que a discrepéncia dos nossos resultados em
relagdo aos valores provenientes dos modelos numéricos gira em torno de 20%. Considerando-
se o fato de que entre os resultados de modelos numéricos diferentes se verifica uma margem
de discorddncia de mais ou menos 10%, podemos considerar a concordancia observada bas-
tante razodvel.

A equagio 4.2 de quarto grau encontrada para a superficie estelar, muito embora
um tanto estranha, dentro dos limites de estabilidade estudados apresenta uma solugéo real
positiva, cujo comportamento em fungiio da varidvel angular ¢ se mostra muito parecido
com o de uma elipse.

Como esta solugio algébrica é muito complicada, por tratar-se de uma raiz de
quarto grau, desejamos encontrar uma outra equagio r(#) (explicita em 8) que seja mais
simples e que se ajuste da melhor maneira possivel a solugio anterior. Procederemos desta,
forma a uma confrontagiio numérica envolvendo a raiz de quarto gran da equagio 4.2 e os
valores de uma fungéio algébrica tomados para vérios 0. Esta func¢io é dada por uma elipse
que possui R e 1, como eixos maior e menor respectivamente, ou seja, ajusta-se uma elipse
por estes pontos e observa-se qual a concordéncia obtida para angulos entre 0 e 7/2.

A tabela abaixo contém estes valores para duas estrelas especificadas pelas grandezas
M,w,a, R, como esté dado a seguir:

Estrela I : M = 3000m, w =4 10~5m~1, R =10000m, a = 1.6 10°m

Estrela II: M = 4080m, w = 1.49 10~5m~!, R = 15240m, a = 1.39 103m

Onde;

S(m): raiz da equagdo de quarto grau

E(m): valor da equagéo da elipse ajustada
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TABFLA V
' ESTRELA I ESTRELA 11

tetha(rad) | tetha(grau) | S(m) E(m) | S(m) E(m)

0 0 8393.8 8393.8 | 14294.6 14294.6
0.17453 10 8414.9 8431.4 | 14316.2 14320.6
0.34906 20 8479.1 8542.7 | 14380.3 14396.2
0.52360 30 8589.2 8722.7 | 14483.8 14450.1
0.69813 40 8749.6 8958.3 | 14620.8 14663.4
0.87266 50 8965.0 9232.1 | 14780.7 14827.2
1.04720 60 9237.6 9513.7 | 14947.0 14986.2
1.22173 70 9565.0 9763.4 | 15096.3 15119.6
1.39626 80 | 9859.0 9937.4 | 15201.7 15208.7
1.57080 90 100000.0 10000.0 | 15240.0 15240.0

Tomando esta tabela como referéncia, observamos que a maior diferenca ocorre
no intervalo entre 30 e 60 graus, ou seja, a curva 7(f) que procuramos, corresponde &
elipse ajustada, menos uma corre¢do, j4 que os dados da elipse se mostram sempre maiores,
Alguns cuidados especiais devem ser levados em consideragio na’ escolha desta fungio de
correcio:

Deve ser nula em 8 = 0 e § = 7/2, pois desta forma néo altera os pontos de ajuste
da elipse (R e rp) em que ela concorda com a curva real.

Deve crescer com ¢ até um certo pontoe e depois decrescer até se anular novamente
em 8 =u/2.

Deve ser simétrica em relagéo ao plano equatorial e se comportar da mesma forma
nos quatro quadrantes.

Uma fungfo simples que satisfaz estas trés exigéncias, estd dada por;
Sin*26

A elipse que estamos considerando tem no seu centro a origem do nosso sistema

de coordenadas, portanto a sua equacgio estd dada por:

Elipse(f) = ——br (4.16)

V1 —¢sin?g

As constantes p e g sfo calculadas da seguinte forma:
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E portanto:

Tendo determinado p e ¢ a partir dos pontos de ajuste (raios polar e equatorial},

podemos escrever entdo a nossa fungdo aproximada r(f) :

P )
() = ——== + 6 (Sin°20 4,17
0) = =iy + 8 (Sin"20) (41
Onde § corresponde a uma constante de ajuste, pequena em relagéio a ry, a ser determinada
pars cada caso especffico. Para calcular esta constante, substituiremos a equagao 417 na

equagio 4.2, obtendo:

4 2
4 2 P . 2
—t 4 §(Sin20 8+ | ———== + 6(5in“20
[\/1-qsin§9+ (Sin )] w’sin -i-[\/l—g-siniﬂ+ .( o )} axt

P .2
———— + §(Sin"20) | & =90 4.18
[m (Sin )] st (*18)
Onde os coeficientes az, a3, oy sio funcdes de & dadas pelas equagSes 4.4,4.5 e 4.6. De-
senvolvendo as poténcias acima e desprezando termos em poténcia igual ou maior que 82,

temos;

4p3w? Sin20 sin %6 2pSin?2¢

1 20 _ 2,2 i 4 2|
] T = qsin26)°72 \/l—qsinnﬂ( 1 — k + 2a%w? sin 20 - a*w? sin 9)+a3 (sm 9)] =
p? (1+k — 20%w?sin?0 + a®w?sin®g)  plw’sin28  2Mp(1 + a’w?sind — 2wasin®f
(1 — gsin26) (1 — gsin 26)* /1 — gsin4f
_2Mp (1 + a’w?sin ‘6 — 2wasin?f)
— 4

Vv1-— qsmrﬂ

Portanto obtemos uma equagido do tipo:

5 AW)

~ B(9)

Como 6 é uma constante por definigéo, deve apresentar um tnico valor, independentemente
de 8, embora isto néo se mostre evidente a partir da equagdo acima. A questo é que o
ajuste efetuado nfo é completamente exato, de modo a dependéncia em & ndo desaparece
ao longo das substituigdes. Em vista deste fato, em vez de escolher um valor de & qualquer,

optamos por efetuar um processo de limite em que ¢ tende a zero. Temos assim:

5“ﬁﬂﬁ£]
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Aplicando L’Hospital duas vezes, somem as indefini¢es, e chegamos ao seguinte resultado:
(p%q — a?)(1 + k) — p'w? — 2p*wa?® + dMpwa — Mpq ~ a*w?
8[M — p(1+ k)]
Efetuando o célculo desta constante para a Estrela I da Tabela V, o valor obtido
foi § = —211.5, valor este dentro do esperado (pela anélise dos dados de tabela).

6=
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Capitulo 5

Calculo de Desvios e Deformacoes
da Imagem de uma Estrela |

Distante em Rotacao

Partindo das equagGes de movimento para fétons no can;po de Kerr (estudadas
no capitule 3), da equagéic explicita em @ para a forma da superficie estelar (estabelecida
no capitulo 4), e das condigbes iniciais (a serem determinadas) com as quais os fétons
deixam a superficie estelar, iremos calcular os desvios e deformagdes sofridos pela imagem.
Desenvolveremos, para este objetivo, as equagdes de retas assintSticas as trajetérias dos

fétons analisados.

5.1 Equacgoes de Movimento para Fétons no Campo de Kerr

No capitulo 3 estudamos as equagdes de movimento para particulas-teste quaisquer
no campo de kerr. Para aplicd-las a fétons, basta fazer m = 0 em todas aquelas equagdes,

de modo que obtemos:

df
2 —
PN = ve (5.1)
dr
22—/
P R | (5.2)

do L a
Pl =B~ ) + (E) P (5.3)



Onde estéo definidas as funcdes abaixo:

L2
- 29( _ 22
O =(~Cos 6‘( a*E* 4 Sz’nzﬂ) (5.4)
R=P-A((L-aB) +) (5.5)
2 2 2 2 L?
3= Fy + Cos*0 (—a E* + szg) (5.6)
P=E(r?+a?)~La (5.7)
P* =12+ a’cos?p (5.8)
S =(+ (L ~aFE)? (5.9)
Estas equagGes 5.1, 5.2 e 5.3, também podern ser expressas em sua forma integral:
? de T odr
— = 2= 5.10
[ %=1 (510
¢ (—aF + L/sin 20)ds f a ( Py
= — <~ l—=d a.11
o= w ] a(F) G-4)

3.2 Andlise visual para um observador distante situado no

plano equatorial da estrela

5.2.1 Fétons Equatoriais

Como ponto inicial, vamos abordar os fétons que partem do plano equatorial estelar
com componente de momento nula na diregio de 4, e que portanto permanecem para sempre
confinados no mesmo plano de partida (§ = m/2). Isto é possfvel porque Py neste caso assume
a condi¢éo de constante de movimento nula, como j4 foi demonstrado na primeira se¢io do
capftulo 3. Levando em consideragio estas restrigoes, chegamos s seguintes simplificagoes

para as expressdes 5.4, 5.5, 5.6, e 5.8 da secio anterior:
Pp=P° =0

B=(=0

P2 =2
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R=P'—A(L-aE)? (5.12)

Desenvolvendo a equagio 5.12 e isolando as poténcias de r, obtemos:
R=E**+12(2E%? — L? — 0> E?) + r(2ML? — dMaLE + 2Ma’E?) (5.13)

Substituindo esta expressfo na equacio 5.2, temos:

2dr

PP =/ B?rt + 12(E%a? — [2) + r(2ML? - AMaLE + 2Ma?E?) (5.14)

Da tnesma maneira, podemos aplicar o mesmo procedimento para a equacio 5.3,
alcangando o resultado abaixo:

2d¢ _ Lr?+r(2MaE — 2ML) ‘15
d\ = T (= 2Mr +d?) (5.15)

Usando a regra diferencial

s _ dba
dr ~ d\dr

para as equagdes 5.15 e 5.14, chegamos ao seguinte resultado:

dp _ Lr? + v (2MaE — 2ML) /(r? — 2Mr + a?)

e A L G CT A i e 16
dr  /E¥WT+ri(E%? - L7) + r(2ML? - 4MoLE + 2MalE?) (5.16)

Através desta equaciio torna-se trivial a obtengiio da variagio da coordenada ¢

em relagio a um deslocamento radial, pois temos uma equacio diferencial j4 separada em
termos de utna fungéo de e em ¢. Porém o Ag resultante fica na dependéncia de uma
integra¢io numérica, visto que ums forma algébrica para a integral desta fungéo ndo foi
encontrada e tdo pouco acredita-se possivel fazé-lo,

Estamos interessados na busca de um meio que nos indique o ‘desvio’ destes ftons
para um observador distante. Contudo néo podemos nos restringir 4 prética de resolugoes
numéricas, uma vez que estas subtendem a necessidade de um novo célculo para cada
mudanga de pardmetro adotada. Desta forma se tomarmos uma nova massa estelar (M)
ou desejarmos analisar uma outra estrela de raio equatorisal (R) diferente, todos os cdleulos
devem ser realizados novamente, Além da inconveniéncia decorrente, existe uma grande
possibilidade de que intervalos de variagio destes parametros, para os quais correspondam
resultados nao convencionais, passem totalmente despercebidos, acarretando numea andlise

incompleta de cada caso em si.
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Exige-se aqui que uma descrigao mais especffica seja feita acerca do que realmente
interessa. Em primelro lugar é da major relevincia ressaltar que o resultade final que
procuramos nao é o A¢ referente a0 desvio sofrido por um féton que parte do equador
estelar e se deixa levar pelas equagtes de campo, O que este fator nos diz é o quanto ¢
variou a partir de dado ¢, inicial, ou seja, estabelece posico angular final para um dada
posigio radial terminal. No entanto esta informagéio se mostra incapaz de conduzir-nos
diretamente 20 que queremos: o deslocamento do ponto da imagem transmitida por este
féton para um observador distante. Isto é que de fato convém calcular, e que obviamente
estd relacionado com o desvio A¢ dado pela equagio 5.16. A maneira pela qual podemos
chegar a este desvio de imagem ¢ através da obtenciio da diregio da reta assintética para a
qual tende a geodésica deste féton quando o afastamento da fonte do campo se acentua. A
inclingéio desta reta assintética é que indica diretamente, ao observador distante, o desvio
do ponto-imagem em relagfio & posigio real da estrela. A conclusio de que estas trajetdrias
se manifestam assintoticamente como retas é uma conseqiiéncia direta da dependéncia do
‘dragging effect’ com a distancia radial ser em r=3, o que evidencia que praticamente toda
deflex@o ¢ sofrida antes da luz se afastar consideravelmente da estrela.

Agora que deixamos mais claro nosso objetivo, mostraremos como caleular a de-
fex@o lateral, sofrida pela imagem de uma estrela, a partir de fétons radiais equatoriais que

partem paralelamente ao plano equatorial, Considere entdo a figura a seguir:

e
.-."--

PLANO EQUATORIAL -

‘‘‘‘‘
a"‘-
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Onde ilustramos o plano equatorial de uma estrela, a possivel trajetiria de um
féton que satisfaca as exigéncias citadas acima, ¢ a sua correspondente reta assintotica. Por

esta figura vemos que a equagio desta reta é dada por:
—
D =1 cos(B) (5.17)
Onde o dngulo G estd dado pela seguinte relagio:
f3=%+a—¢5’ (5.18)
De modo que vale:
cos(f) = sin(—a + ¢')
D =r'sin(—a + ¢')
' D

T Scatd) (5.19)
Tomando a derivada da coordenada ' em relagao A coordenada ¢/, temos:
dr'  Decos(—a+¢) (5.20)

d¢ ~ sin?(—a+¢)

Substituindo agora 5.19 em 5.20, temos:

£ -o(5)' - ()

Esta equagio acima nos proporciona & inclinagio da reta assintStica cmn cada ponto
r'. Para grandes distincias devemos impor que esta derivada acima seja igual & derivada
da prépria geodésica. Sem imposigio desta condicdo nada nos garante que esta reta seja

propriamente assintética & trajetéria da luz. Portanto devemos ter:

dr' [ dr ]
_—— | Para r — o0 (5.22
d¢’ d¢’ geoddaica )
A condigio acima € equivalente 3 equagao a seguir:
. dr' d¢ .
lim (Wﬂ?) =1 (5.23)

Usando agora a equacido 5.21 no limite acima, temos:

) 2 D\%dg
rlﬂ‘éu(ﬁ\/l’(?) ar | =1
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Passando D) para o outro lado e tomando o limite, obtemos entio:

D= T]HIJD (rzg%) (5.24)
Que ¢ exatamente o que desejamos obter, ou seja, este fator D equivale A distdncia ao
centro da estrela com a qual um observador longinquo pensa enxergar de onde partin o
féton equatorial. Uma outra observagio interessante se refere ao fato desta dedugéo acima
permanecer vilida para qualquer dngulo de inclina¢do com o qual o féton deixe o equador
estelar, ou seja, passando desde o caso radial até tangencial, a equacfio 5.24 se mantém
vilida. O mesmo pode ser dito referentemente & posicio de safda do féton do circulo
equatorial: ndo altera absolutamente nada, uma vez que existe simetria em ¢.
Agora que estabelecemos o que deve ser calculado, voltemos & equagio 5.16,

elevando-a a0 quadrado e em seguida extraindo sua raiz, o que a conduz a sua forma

ahaixo:

dp L2r3 4+ AML(aE — L)r? + AM2%(L — aE)?r
V¥ (r? = 2Mr + a?)2(E23 + ¢(E2a? - L2) + 2M(L — aE)?
Por maior comodidade escreveremos a equagio acima compactamente:
d¢ L33+ or? + pr
YV (r? = 2Mr + a?)2(E2r3 + g7 )
Onde a8 constantes estio dadas pelas equagbes 3.11, 3,12, 3.13 e 3.14 da segfio 3.1:

(5.25)

a=4AML(aE — L)
B =dM?*(L - aE)?
£ =2M(L — oE)*
y = (E2a2 _ Lz) -

Demonstrando assim total equivaléncia & equagio obtida anteriormente para este

caso na primeira segido do capftulo 3.

Vamos agora substituir a equag8o 5.25 na equagiio 5.24 pars finalmente determinar
a deflexiio procurada para este caso:

- lim L2r3 + ar? 4 Gr
=) (r? = 2Mr + a2)2(E2r3 + 41 +€)

Calculando este limite obtemos simplesmente:

L
D=2 5.26
E (5.26)




A razdo L/E depende apenas dos parimetros estelares (M, R, a) e da condi¢io ini-
cial de partida do foton da superficie estelar. Faremos agora um estudo para cada condigio

inicial que se mostrar relevante.

Caso 1: Fétons de saida radial

A importincia desta familia de fétons estd relacionada mo fato deles terem sua
deflex@o associada ao desvio lateral com o qual a imagem do anel central estelar se desloca,
ou seja, conduz & obtengio da distdncia entre o centro da imagern anelar formada e o centro
geométrico da estrela no espago. O foton equatorial radial que atinge o observador distante
transmite para este a posigio central da imagem do anel equatorial da estrela.

Dado um movimento inicialmente radial na superficie estelar, podemos transmitir

esta condigio & equagio de interesse, impondo que:
dqb]
£l =0 (5.27)
dr Rag
Aplicando a condigdo 5.27 A equacio 5.25, resulta em:
L*RY, + aR%, + fReq =0

QQue é uma equagio de segundo grau em L/E. A sua resolucio leva a seguinte razdo:

L —2Ma
E- Rey-2M (5.28)
O que nos leva a:
—2Ma
D= Re—zm (&%)

Esta relagao acima relaciona parametros estelares com as constantes de movimento
do féton, o que inicialmente pode parecer estranho, uma vez que se tratam de duas entidades
aparentemente desconexas. No entanto, embora a priori independentes, elas acabamn sendo
‘atadas’ pelo fato da safda do foton ser radial a uma superficie em rotagdo, pois para isto
ser possfvel deve existir uma relagio compensatéria entre L e E gue aniquile movimento
angular no instante de partida.

Uma observacio interessantfssima acerca deste primeiro caso, concerne ao fato de
quc:, e_s.ta.belecida a condig8o 5.28, nfo nos importa em absoluto saber de qual posigdo angular
o foton radial tem que partir para atingir nosso observador equatorial situado em algum

angulo ®.,. Isto vem do fato da equagio 5.28 nio depender da posigio inicial, assumindo o
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mesmo valor para todos os fétons radiais possiveis. Esta é uma conseqiiéncia da existéncin
de simetria em relagfio & coordenada ¢. Deste modo, a questdo da determinacio exata da
posigio inicial adequada para que féton radial evolua conforme a equagio 5.25 e atinja
nosso observador, perde todo sentido, pois qualquer que seja esta posigio, o féton terd
comunicado a mesma deflexdo. E finalmente, considerando nosso observador como sendo
de cardter pontual, ele serd atingido por apenas um féton radial, uma vez que a condigio de
intersecén esté, assegurada para apenas o féton que saia da posicdo angular aproptiada para
tal. E cabe a este foton & missio de formar o ponto central da imagem do anel equatorial
estelar,

A equagido 5.28 abre uma possibilidade instigante, caso estejamos tratando com
uma estrela cujo raio equatorial de Boyer-Lindquist tenda ao dobro da sua massa (R — 2M ),
entdo teremos um caso de desvio extremamente elevado da imagem do plano equatorial

estelar em relagio sua posigio real.

Caso 2: Féton de saida tangencial

|
Esta familia de fétons se mostra importante por ser responsdvel pela determinagio

da extensido do plano equatorial da imagem, j& que extremos de imagens 580 sempre deter-
minados por feixes de luz que partem tangencialmente da superficie emissora de luz.

A condigio de partida tangencial estd dada por:
d¢l  _
[dr Req -

A imposigéo desta condigio & equagfio 5.25 nos leva simplesmente a:
(EzRec;ll3 + YReg+€) =0

Uma vez que
(7'2 - 2Mr 4+ az) =0

nao proporciona condigéo alguma relacionando L/E. A solugiio para a equagio resultante
(de segundo grau em L/F) é dada por:

; —2Maz \/4M'2a3 + (Ryq — 2M)(R3, + 2R, + 2Ma2)

E Req — 2M

(5.30)

A dualidade de sinal na equagio acima evidencia uma propriedade da métrica de

Kerr: a manifestagiio do ‘draggin effect’ no sentido de rotagio definido pela fonte, de modo



que indica que dois fétons tangenciais ao circulo equatorial e que partem do mesmo ponto,
mas em sentidos contrarios, irdo sofrer degvios diferentes, traduzidos pelas suas duas rafzes:
L L
Ew E-)

Este fato pode ser facilmente entendido em termos do ‘dragging effect’, que por e
xistir num sentido defindo, atua acentuando a variagio geométrica da coordenada ¢ do f&ton
tangencial que parte favoravelmente ao sentido de rotagao da fonte. Ao mesmo tempo este
efeito se encarrega de amortecer a variagio angular A¢ do féton que inicia seu movimento
em sentido contrério. E ainda interessante observar que a média das duas rafzes acima
equivale ao mesmo valor encontrado para o caso radial. O que de fato vem a confirmar a
idéta que fotons tangenciais conduzem a extremos.

Ao contrdrio do caso radial, onde apenas um féton pode atingir o observador
equatorial, no caso tangencial esta intersecfo se mostra possivel para dois fétons de sentido
oposto e que partam de posigdes angulares diferentes. Isto em decorréncia da desigualdade
de desvio observada acima. Se esta néo existisse, os dois fotons deveriam partir de posigoes
angulares simétricas em relagio & reta que une o centro estelar a0 observador. No entantao,
na realidade os dois se mostram assimétricos em relagao esta reta, como ilustrado na figura
abaixo:

PLANO EQUATORIAL
Folon 1
Dbearvador

—
mq“mmﬁmﬂﬂmm

w {Sentide de Giro)

(Como dissemos no infcio desta se¢fo, o fator D proveniente destes fétons nos leva

aos limites da imagem do equador estelar. Portanto tomando a diferenca entre as duas



rafzes da equagfio 5.28, obtemos a extensfio espacial equatorial da imagem estelar, dada
por:

I L , \/4M?a? + (Roq — 2M)(R3, + 0?Req + 2Ma?)

=z __Z = 5.31

Ew B Reg— oM (5:31)
QOutra andlise interessante € obtida quando o fator R, — 2M tende a zero, levando

a equagdo acima ao seguinte valor:
4dMa

R, —2M
Que equivale a duas vezes o fator radial dado pela equagdo 5.29.

(5.32)

E novamente surge um efeito interessante: para o raio equatorial tendendo ao dobro
do valor da massa, a extensio da imagem do anel equatorial cresce ao infinito, tornando-se
tanto maior quanto mais préximo o valor do raio estiver do dobro da massa. Portanto
quando a massa da estrela coincide de ser igual & metade do raio equatorial, a sua imagem
equatorial se apresenta como uma longa faixa de luz. Lembrando-se do fato do resultado
5.32 ser equivalente a duss vezes o desvio sofrido por f6tons radiais, e destes f6tons serem
responsiveis pelo estabelecimento do ponto central da imagem do anel, entao se conclui que

a estrela em sua posigao real ocupa uma das extremidades da faixa visual enxergada pelo

observador.

Caso 3: Fotons com angulo de safda qualquer

Este 1ltimo caso asseguraria a generalizagio dos nossos procedimentos para qual-
quer féton cujo dngulo de partida estivesse entre 0 e 7/2 em relacdo & diregao radial. No
entanto j& sabemos que para determinar a extensdo da imagem e o seu deslocamento em
relagio & posigdo real da estrela, ndo precisamos de fétons além dos radiais e tangenciais.
Portanto conclufmos que fétons que partem em condigbes iniciais generalizadsa nfo acres-
centam A imagem nada mais que pontos intermedidrios entre os extremos ja conhecidos.

Desta forma nao nos ocuparemos deste caso,

5.2.2 Fodtons naoc-equatoriais

Até o presente momento estivemos limitados ao estudo de fétons cujas geodésicas
estejam totalmente confinadas ao plano equatorial estelar, um caso relativamente simples

por esta restrigao ao movimento. No entanto diversos séo os fétons oriundos de outras
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regiGes estelares que se mostram em condigles apropriadas para interceptarem nosso ob-
servador equatorial, Para o caso de uma estrela estética, sem rotagio em torno do préprio
eixo, todo o lado de sua superficie voltado para o observador pode ser enxergado. Além
disto uma pequens. parte do lado ‘escuro’ também se tornaria visivel, pois o8 fétons que

partem das proximidades dos pélos sao deflexionados pelo campo da estrela no sentido do
observador. Vide figura a seguir:

" PLANG DELCORTR DE UMA ESTRELA BSTATICA
l.'luul-llnﬂTn

w

'/ Folon 1
\ Anal da cona
da mparficis astaler
J :nll“l.m-th

\l’ﬂhﬂ

W

No caso de uma estrela em rotagio esta descricio se torna mais complexa, ji que se
abre a possibilidade de fétons oriundoes de qualquer ponto do lado diametralmente oposto
ac observador conseguirem alcangé-lo. Isto em decorréncia da deflexdo da coordenada 6
estar regida agora pela equacio 5.10, nio se resumindo mais apenas ao efeito geométrico
observado em Schwarzschild. Sendo desta maneira admissfvel que fétons que partam do
lado geometricamente oposto, sofram uma desvio A maior que /2 se tornando visfveis ao
observador. Sem ddvida nos defrontamos com uma situagio mals complicada, onde uma
enorme gama de possibilidades se coloca digna de interesse.

A exemplo do que foi feito no caso equatorial, precisamos tratar a questdo de uma
forma que traga simplificagGes operacionais, Primeiramente devemos nos restringir 4 busca
de extremos, pois se conhecermos o8 extremos da imagem, torna-se sem sentido a procura
por pontos intermedidrios. No caso equatorial toda regido de relevincia se resumiu a um
cireulo, motivacio esta que nos leva a estabelecer um plano de corte (com ¢ = cte.) que
passe pelo eixo de simetria axial da estrela. A intersegio da superficie estelar com este plano

de corte equivale & uma curva aproximadamente elipsoidal, mostrada pela figura a seguir:



PLANO DE CORTE CONTENDO EIXO DE BIMETRIA

Ansl de corte do
superficie sstalar

Como visto anteriormente, a cquagio desta curva é dada por:

r{8) = ——te—— + & 5in?20

v1— g 810 26
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(5.33)

Tomemos agora o8 f6tons que partem deste anel com movimento inicialmente pa-

ralelo ao plano de corte, ou seja, aqueles que néo apresentam qualquer componente na

dire¢do ¢ na posigio inicial. Esta condigio pode ser expressa do modo:
P$=0
Levando-se em consideragio a seguinte relagio para P? :

P¢=g¢"’L—g¢‘E

Obtemos esta condi¢io para L/E em termos da posicio angular de saida 6; :

L _ —2Mar(6;) sin26;
E r”(ei) — 2MT(9.‘) + a2 cos 26,

Que se mostrara itil nos clculos subsequentes.

As equagdes 5.5 e 5.4 para ¢ genérico estéo dadas na forma abaixo:

R=P?— (+? = 2Mr + a?) [C + (L —aE)z]

(5.34)
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1.2
6 =_-cos28|-a’E? + -
gin 20
Desenvolvendo-as, e depois agrupando os termos segundo as poténcias de r
R=E% 4+ (y=Or® + (e +2M()r — a’¢
O =(+a’E%cos?0 - L*cot?0

Substituindo estas expressoes acima na equacio 5.10, temos finalmente a equacio

integral que estabelece a variagio em ¢ com um deslocamento em 7

f df dr (5.35)
/¢ + aZEZ con 20 — L cot Teot20 \/Ezr“ +(y=CQr?t+(e+2 TMO)r — 6% ‘
Que na sua forma diferencial estd dada por:
dr _ (Bt (y-Qrit(e+2MQr —a¥ (5.36)
dg ¢ +a?E%cos?6 — L2cot?0 |

5.2.3 Fétons tangenciais

Dentre os fétons que partem do anel estelar com P?% =0, vamos considerar aqueles
que sdo inicialmente tangenciais, ou seja, na posigio angular de partida (6;) apresentam
inclinacio igual a da reta tangente & superficie 5.33 no mesmo ponto. Denominando a
derivada desta funcio de f(#), temos:

£(8) = % - 5 qus;nnzfe)w + 26sin 40 (5.37)
Para impor a condigio tangencial, na posigiio angular (6;) de safda deve ser satis-
feita a igualdade:
169 = \/Eﬂﬁ(e.-) + (7 = O)r(8:) + (€ + 2MQ)r(6:) — a?¢
¢ + a2F? cos28; — L% cot 26;
Chamando & fungiio #(6;) de F(#;), elevando ao quadrado e isolando o termo ¢,

temos:

2(6;) [L2 cot 20; — a?E? cos 26, ;] + E2FA6;) + YF2(6;) + eF(8;)
£2(6;) + [F2(8:) — 2M F(8:) + a?)
Obtermos, portanto, uma expressao para ¢ cuja dependéncia est4 unicamente em &,

(=

(5.38)

uma vez que a equagio 5.34 também se encontra expressa apenas em termos desta varidvel,
Tendo determinado esta constante de acorde com a condigdo imicial tangencial,
precisamos agora utilizar estes resultados na obtengio do fator de deflex@o D, a exemplo do

que foi feito no caso equatorial. Disto trataremos na segao seguinte,
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5.3 Analise visual para um observador distante fora do plano

equatorial

De uma certa forma este tratamento parece mais complicado que no caso prece-
dente, pois agora nada mais fica confinado a0 mesmo plano e todss as coordenadas mudam
80 mesmo tempo. Portanto um féton inicialmente tangencial e paralelo a0 anel considerado,
mudaré de plano de érbita em que ¢ = cte. a cada instante, pois sua coordenada ¢ evolui
segtindo & equagio 5.11. Temos assim uma situagiio em que é necessdrio urma vigualizagio
tridimensional para haver percepciio completa do acontece. Neste caso, para determinar-
mos os fatores de desvio de interesse, precisamos trabalhar com a reta assintética (em trés
dimens&es) & trajetéria do féton. Conside entdio a figura abaixo, que mostra o plano que

contém a origem do sistema de coordenadas e a reta assintdtica:

PLano qua oonveEm iwia Aikitketias & origam dot mixns de ecordanade

Vator paralaio & nda assintolion pisando pals ongam ..
25 b

—F
O vetor r' que percorre a reta assintética pode ser considerado como a soma

vetorial de dois vetores: um constante e outro varidvel. Vale a relagao :

Y=D+7F



Onde:
D = (D,8,, ¢,) = cte.

? = (51 90&3,¢abs)
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Onde § & definido como o vetor paralelo & reta assintética, ou seja, na diregio do ob-

servador. Por isso suas coordenadas angulares sao as mesmas do observador. Enquanto

- + " . . .
que D é um vetor perpendicular & esta reta, interseccionando-a no ponto definido pelas

coordenadas angulares (8,, ¢,). Dado qucﬁ e § sfo também ortogonais entre si, temos:

7"2 — D2 + 32
Em coordenadas retangulares podemaos escrever:
D, = Dcosé,

Sy = 808 Ophy

E conseqiientemente:

rl, = Dcosf, + scos 0o,

Mas também sabemos que:
r. =r'cosd
0O que nos leva a:

Dcosf, + scosfop, = 1’ cos 8

Sabemos ainda da equagdo 5.39 que:
a=+r?2-D?
Substituindo este resultado em 5.40, temos:

Decosl, + V1?2 — D?cosfg, =1 cosd

Isolando agora € em termos de ', temos:

Decos8, + 12 — D¥cosf Dcos8
cosf = - bt = — ? 4+ /1 - D?/r2co50,,,

r

Diferenciando e simplificando obtemos df/dr’. Tomando sen inverso:

2
dr’ (r')2 \/('ir")2 - [D cosl, + V% — D2 cos 9.,;,,]

dd 2D cos
D | cosd, — T—-—-ﬂl—
[r ¢ 1—(D/f')’]

(5.39)

(5.40)

(5.41)



65

Para ' muito maior que D, caso observado no limite assintotico, a expressdo se
redus & dr'  (r)2sinfy
@~ Dcos 8, 8 (5:42)
A exemplo do caso equatorial, a condigio de que a rets seja assintdtica a trajétoria
do féton é imposta através do limite abaixo:

lim [d’"'] [de] =1
r—oo [dB |, Ldr trajet. féton

Substituindo no limite acima a equacio 5.42, obtemos:

D= 5000 o [d—g-

cosfl, r—oo dr] féton
Onde o valor de 8, serd determinado através de outras condigdes. Contudo é facil perceber
que este Angulo nao pode assumir o valor 7/2, pois isto indicaria umna reta assintética no
plano equatorial, 0 que sé acontece quando o foton também parte deste plano, e paralela-
mente ao mesmo; como foi visto na segio primeira deste capftulo. Por enquanto podemos
tomar o valor minimo desta deflexdo D, que corresponde aquele em que cosd, = 1.

Diin = 5in 8, lim r? (Elg)

r—oo dr

Como este fator ¢ determinado através da derivada da coardenada 6 em relagio &
coordenada radial, chamaremo-no, daqui em diante, de D6) win-

Tomando o limite acima para a equagfio 5.36, obtemos:

\/C + a‘E?cos20 — LZcot 20
E

Digymun = lim [sin Bops]

No limite assintético em que efetuamos este limite, a coordenada @ deve tender &

posigdo angular do observador, ou seja:
9 —_— gob.!

Q que nos leva a:

2 T . — 2 cot 28 ‘
Digymin = V¢t a’E" cos = L c0t "Bots ity o] (5.43)

Para o caso do nosso observador equatorial, a expressio anterior se reduz a Apenas:

D(ﬂ) min — 'g (544)
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No caso tangencial equatorial vimos que este fator D), dado pelas duas rafzes L/ £,
e L/E_ , conduziu-nos & extensio da imagem do plano equatorial, como estd demonstrado
pela equagio 5.31. Em analogia com este caso, podemos concluir que a equagio 5.44 nos
fornece & metade da extensio do didmetro polar da imagem estelar,

Vale aqui tecer algumas observagdes acerca deste fator ) em termos da simetria
de reflexdio da métrica de Kerr em relagio ao plano equatorial. Esta é uma propriedade
que existe como decorréncia da dependéncia do tensor métrico, em 8, se dar apenas em
fungdes quadrdticas. Da mesma forma acontece para a equagho de movimento 5.35 que
rege estas trajetérias. Portanto fica estabelecido que os dois fotons tangenciais - um de
cacla hemisfério - que determinam os limites polares da imagem devem partir de posictes
simétricas em relagio ao plano refletor, pois se isto néo ocorrer, as constantes iniciais dadas
pela relagbes 5.30 e 5.24 assumirdo valores distintos, fato este que levard os dois fotons
a destinos também diferentes. Para que og dois se interceptem na posi¢o equatorial do
observador, as condigdes iniciais devem ser absolutamente idénticas, o que 36 é satisfeito

para fétons inteiramente simétricos em relagio ao plano equétorial. A figura a seguir ilustra

este fato,
PLANO DE CORTE PASSANDO PELO EIX0Q DE SIMETRIA
Elxo de Slietifin
Folont o6 Paret A e 0 equstotil
Foton 1
Anel de corte
da supetficie estelar
Elxo Sobre o Plano Equatorial
=
Foton 2

Dito isto ji se torna possfvel saber como surgird a imagem da estrela para este
observador, visto que conhecemos a extensiio dos didmetros equatorial e polar da mesma.

No entanto para poder calcular Dy com exatido, ainda resta determinar qual é a posigao
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inicial adequada ¢; para garantir intersecso do féton com o observador equatorial, j4 que a
constante { depende da posicio de safda.

Abaixo apresentamos o gréifico de ¢ x 6;, para os dados da Estrela [ da Tabela V,

através dos quais podemos egtudar a variacio desta constante ao longo de todas as posictes
de safda sobre o anel de corte,

ctae

, a-

2.5 108
2.45 10
2.4 10
2,35 10
2.3 10

3
3

2.25 10

.
st

\ l'

. ] +— tatha
R Ve Y a¥ 10

-

Observando-o, percebemos que & relevéncia da determinagio exata desta constante

8e esvai, pois a sua variaghio é pouco significativa, podendo perfeitamente ser tratada como
um valor médio extrafdo do préprio grifico acima, por exemplo.

Antes de iniciarmos um novo caso, devemos também obter o desvio D Correspon-

dente & deflexdo em ¢ do mesmo féton acima. Para isto devemos retomar as equagdes da reta

assintética definidas acima, Tomemos assim as suas outras dues componentes cartesianas:
ty = Dy + 8; = Dsinb,cos g, + 85in 6,4, cos s,
ry = Dy + 8y = Dsinfy8in do + 35in O, 5int doss
Para a reta assintGtica valem as segnintes relagoes:

!

T;'ﬂ
CORp = ——
¢ r!gin @

r

sin ¢ = —=

r! 8in @
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E conseqiientemente:

Dsin f, 8in ¢ + 2 8i0 Oy, 8i0 Bops
D sin 8, cos ¢, + 88in B, CO8 Popy
Em virtude da equagic 5.41, temos:

Dsinf,sin ¢, + V2 — D2 gin B, sin dyg,
Dsin 8, co8 ¢g + V2 — D?5in Oop. cO8 Pobe

Diferenciando esta equagao em relagao a 7/, simplificando-a e calculando-a para v 3 D,

tan¢ =

tan ¢ =

temos;
dL" - ()2 8in O,
d¢  Dsinf,sin(@obs — ¢o)

Da mesma maneira, impondo a condigiao para a reta assintotica coincidir com a trajetoria

do féton a grandes distincias da origem, temos:

. dr' de
lim ( —_ ) (-- ) =1
e d@" reta dr fdton

Que por sua vez nos conduz a:

+2 ai
D4 = lim v sin Bops ) (dqb)fdtm (5.45)

r—oo gin 8, sin(gops —

A exemplo do caso anterior, néo conhecemos nem 8, nem ¢,, ficando estes dngulos
a seremn determinados. Da mesma forma como 8, nio pode assumir o valor de 7/2, surge
uma restrigio parecida pars ¢,, que ndo pode se igualar a posi¢io angular do observador
tobs. Além do mais 6, também ndo pode ser nulo, pois como decorréncia da deflexao na
direcio de ¢, nunca haverd conincidéncia do vetor D com o eixo de simetria. E assim
novamente torna-se possivel estabelecer um minimo para esta expressio:

dep
— Tirt r25in 6 (_) 5.46
D4y min r1*191 resin fopg | = o (5.46)

Das equacoes 5.2, 5.3 e 5.5, podemos o obter a seguinte expressdo para d¢/dr no
caso em que @ é genérico:
dp _ [r’L/sin?0 + 2Mr(aE - L/sin?§) — a®L cot *f]
dr (r2=2Mr + @) VEMA T+ (7 = Ot + (5 + 2MQ)r — a2

Substituindo-a na equagao 5.45 e efetuando o limite, obtermos:

Dy = 8in Bype L
@) = 5in 8, sin(Pabs — ¢o) B
Onde o termo L/E estd dado pela equagio 5.34, que 56 depende da posi¢do @;. Sendo que

(5.47)

o valor minimo para esta expressao € dado por:

) L
D(g) min = 8in GD,,,E



69

Fétons Radiais

Da mesma forma como foi feito para o caso tangencial, precisamos impor a condicio

inicial radial para fdtons que partem do plano do anel estelar. Devemos, portanto, esta-

belecer que:
d@)
—r— = 0
(dr inicial

Em virtude da equagio 5.36 esta condigio nos leva a:
¢+a2E%cos?0; — L?cot 26, = 0 (5.48)
De onde chegamos a seguinte expressio para ¢:
L2
¢ =E* [—E‘E cot 28; — a® cos 29,-]

Substituindo acima a equaggo 5.30, obtida a partir de P? = 0, temos:

= g ( ~2Mar(8;) sin 20, )2

r2(6;) — 2Mr(6;) + a? cos %6;

Fl

cot 20; — a? cos 29,-]
De forma que o fator D) para este caso acaba dado por:

_ ——QMa.r(Bi)sinE?,' 2 - 2 2m
b= \/(rﬂ(ﬂ.-) — 2M7(6;) + a2 cos 29‘.) cos “0; — a* cos 20; (5.49)

Pela equacio acima percebe-se imediatamente que o féton radial que parte do

equador (6 = /2), proporciona desvio nulo, o que significa que ele néo sofre mudanca em
@, como j4 havia sido estabelecido no caso radial equatorial, estudado na secio 4.2 .

Outro féton que também ndo sofrerd desvio € aquele radial que sai dos pélos este-
lares, se locomovendo sobre o eixo de simetria. Impondo 8 = 0 na eqnacéo 5.49 vemos, no
entanto, que I nio se amla, indicando uma deflexio para este foton. Por argumentos fisicos
sabemos, entretanto, que algo que inicia seu movimento ao longo de um eixo de simetria,
sobre ele deve permancer confinado. Como entiio explicar esta aparente discrepincia? A
solugdo ¢ encontrada lembrando que estamos fazendo tudo para um observador equatorial,
e € obvio que este fGton nunca o alcangard. Usando a expressiio 5.43, calculada para o caso
geral de um observador numa 5.43pasigido qualquer, chegamos a:

b= \/(q~2(¢9r,:)__2 gln;:((ii)) T:f o 29.-)2 (cot26s = 00t 2op) — (a7 cos 26y — 0% con 2oy

Por esta equagio percebe-se que o mesmo foton anterior, visto por um observador situado

sobre o eixo de simetria , apresenta deflexfo nula, como era esperado.
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Capitulo 6

Conclusao

Conseguimos obter a visualizagio de uma, estrela em rotagio para um observador
situado sobre o plano equatorial. Vimos que no caso em que a massa estelar tende & metade
do raio equatorial de Boyer-Lindquist, um desvio bastante elevado da imagern do disco
equatorial estelar pode ocorrer em relacido & posigiio real da estrels. Ao mesmo tempo a
extensao equatorial da imagem deste disco se alarga, podendo ser tio grande a ponto de
ser enxergada como uma faixa de luz, ou melhor, um risco. O fato da maioria dos fotons
emitidos pela fonte da radiagio nio satisfazer a condigio especial de alongamento visual, ou
methor, néo partir tangencialmente ao cfculo equatorial de R = 2M , indica que a imagem
do cfrculo estelar estd situada praticamente sobre a posigio real da estrela, pois o desvio
correspondente a estes fétons ‘normais’ acaba sendo muito pequeno. Como a posigdo real da
estrela jaz sobre uma das extremidades da sua faixs visual equatorial, temos entéo a seguinte
configuragiio 6ptica: um risco de luz com ponto huninoso maior e muito mais intenso na
ponta. A baixa intensidade luminosa do risco em relagio a da sua extremidade pontual,
é explicada pela reduzida quantidade de fétons (em relago & radiagfio total emitida pela
fonte) que partem da regio adequada com a condigio inicial acertads, para lhes proporcionar
desvio divergente.

Vale observar que nada impede que ao longo deste risco luminoso sejam observa-
dos nédulos de luz, pars isto basta que sejam encontradas condigdes de desvio divergente
para fétons nilo-equatoriais em geral. Desta forma feixes de radiagio provenicntes de toda
estrela, mas obedientes a uma mesma condigio inicial, podem sofrer desvios muito grandes
e proximos entre si, garantindo a transposicio da imagem do cfreulo como um todo ao longo

da faixa visual equatorial.
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Contudo nio desenvolvemos totalmente ainda o caso geral em que o observador
esta fora do plano equatorial, pois falta determinar quals f6tons tangenciais, e sob quaisa
condighes, transmitern ao observador os extremos da imagem ‘equatorial ¥ (central) da estela.
Lembremos que o didmetro polar j4 toi determinado para o observador em qualquer posicio,
e estd dado pela equagho 5.43. Falta, desta maneira, encontrar para este caso o difmetro
equatorial da imagem, para assim constatar se um cfcito andlogo ao existente para o caso
do observador equatorial, também se verifica para o observador numma posigao qualquer.

Certamente ficon claro que para estrelas ou fontes de luz que ndo proporcionam
aos fotons emitidos condicio de desvio divergente, a imagem correspondente serd a conven-
cionalmente conhecida: um ponto de luz. PPois sabemos que os efeitos de distorgio ¢ desvios
530 praticamente despresiveis nestes casos.

Vale também ressaltar que os efeitos de distorgdo padem ocorrer tanto no caso de
estrelas como no caso geral de qualquer corpo condensado em rotagao, como por exemplo os
nicleos de galaxias e buracos negros. Dara estes 1iltimos o efeito provém radiagio cmnitida
pela matéria que ¢é continuamente atraida para seu interior. () efeito de estiramento visial
estaria sempre presente & imagem daguilo que se passa além do horizonte de eventos de um
buraco negro de Kerr, pois nada impede que a matéria incidente emita radiagio tangencial
ao circulo cujo raio valha duas vezes o valor da massa por ele delimitada.

Finalmente podemos afitmar que as condigoes altamente restritivas em que sc
verifica o fendmeno nao invalidam a hipdtese da sua observagdo, dada a quase infinila
disponibilidade de astros. Podemos, portanto, finalizar com a certeza de que estudos mais
detalhados (buscando generalizagoes de resultados), acerca do processo de formagio da
imagem de corpos celestes distantes cm rotagio, venha abrir perspectivas concretas para

explicacdo de novos fendmenos astrofisicos.
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