ﬁiﬁ% st o, 9ama'ﬁé& Ry | |
. panBI £ OWqu Comitifop m% o .
| | O$A k%éwm&ﬁ&] 2Mh/gu %.'.

a

- DISSERTACAO DE MESTRADO

"As equaco€s fundamentais
da dinamica dos meios

elasticos vrelativisticos" -

ORIENTADOR

Roberto de Andrade Martins

ALUNO

. “Bartholomeu M{N. Amarél



AGRADECTIMENTOS

ao

wr

or

ao

o

Prof. Robertoc de Andfade Martins
pela proposicao do problema e pela
sua orientacao neste trabalho

Prof, Carola Dobrigkeit Chinellato
por seu apoio e amizade nestes dois
anos

Marilena por seu cuidado e boa von-
tade na datilografia desta disserta
cao

CNPq pelo suporte financeiro

Meus agradecimentos



' RESUMO -

Sao estabelecidas as equagdes de movimento e continuidi
de para meios eldsticos relativisticos continuos e s3o tratados os
algoritmos que definem as diversas grandezas mecanicas que descre-
vem o0 meio. As componentes da densidade de momento transversais a
velocidade de um ponto no meio elastico tensionado sao obtidas a
partir da conservagéo do momento de sistemas isolados e surgem co
mo consequéncia da relatividade da simultaneidade para dois obser
vadores que deScrevam O tensionamento de uma mesma porgéb de um

meio.

~ ABSTRACT.

We establish the equations of motion and continuity
for continuous relativistic elastic media and treat the algorithms
defining all mechanical guantities which describe the medium. The
components of the momentum density normal to the velocity of a
point in the stressed elastic medium are obtained from the conser
vation of linear momentum of isolated systems and appear 4as a con
sequence of the relativity of simultaneity for two observers that

describe the stressing of the portion of the medium.



INTRODUGAO

Procurou;sé nesta monografia, abordar alguns aspectos
da dinamica dos meios elastlcos re¢at1v1stlcos continuos que se
apresentam como importantes para a Compreensao das controver31as
'fex1stentes nos fundamenfos da termodinamlca relativ1st1ca.

Inicialmente, estabeleceu -se alguns resultados da dlna
mica relat1v1stlca de partlculas (consideradas sempre classica-
meﬁte) gue sao utilizados nos parégrafos subseqﬁentes.

A densidade de momento e 6 tensor (tri—dimensional) de
ﬁensao, grandezas fisicas utilizadas na descraigao do comportémen~ 
to dds sistemas em anallse, sao definidos nos pargégrafos 2 e'S_-
a partlr de grandezas geométricas e dlnamlcas. Tambem s20 estabe
:ie01das as equagoes de mov1ﬁento em termos destas grandezas.

No § 4 obtém ée as leis de traﬁsformagao das componen-
tes da tensao e no § 5 e reallzada uma analise de validade das
equagoes obtidas, onde, sao consilderados fundamentalmente certos
_broblemas relacionados a relatividade'da simultaneidade qge sur-
gem muito naturalmente se se procura manter uma 1nterpretagao
geoﬁetrlca para as equagoes de mov1mentolde meios elastlcos. Os
resultados dessa anallse condlclonam fortemente as equagoes de
.trénsformagao para as den51dades de momento e massa que sao esta
belecxdas no §7 R - " |

0 §6.trata da equagao da contlnuldade que juntaménte
com as equagées de mov1mento con51déradas nq §3, sao-expressas

de'maneira simples e compacta no §8 (onde é definido o tensor



quadridimensional=de_tenséo-energia).

0 estabe1901mento das equagoes de mov1mento dos meios
.3elastlcos contlnuos, uma vez que o problema é de. natureza pura-
'_menfe_mecanica;.pode ser reailzadé_sem apelo a analogias com o-
'eletromagnetlsmo, sendo as discussoes que surgem naturalmente
numa llnha dedutlva puramente mecanlca e geometrlca a preocupa—

 gao pr1n01pal desse trabalho.



§1. ALGUMAS DEFINICOES (DINAMICA RELATIVISTICA)

Neste paragrafo apresentamos uma reconstrugao ligeira de
resultados basicos da dindmica relativistica tomada essencialmente
de [SYNGE, 1972] . Os conceitos e definig¢Bes aqui somente apresen-
tados ou referidos sdo de fundamental importancia guando nos inte-
ressamos pela construcgao de uma dinf@mica de corpos extensos, ainda
que referindo~se principalmente & dinamica de sistemas de particu
las. Enunciamos agui definigbes de referencial inercial, forgca e
alguns teoremas envolvendo esses conceitos como o principio de
conservagdo de energia e momento.

Em primeiro lugar; definamos "evento" e "particula"
Qualquer coisa que ocorra assinala um evénto, mas (analogamente co
no fazemos em geometria com o conceito de ponto) um evento & uma
ocorrenc1a que nao tem duragao ou outras dlmensoes. A totalidade
de todos :0s posSIveis eventos forma o espago-tempo: um continuo
quadrimensional com o que queremos dizer que um evento & identifi
17 .27 3 4

cado por gquatro nimeros (x ,x°,x”,x ) a que chamamos coordenadas

.do evento. A particula material & definida como um ponto mdével a

que se associa um numero (massa). 0s conceitos de evento e parti-

cula se ligam pela afirmagae de que a historia de uma particula &
uma sequéncia continua de eventos: sua trajetdria no espaco-tempo.
Se tomarmos a liberdade de reduzir um ser humano a um
ponto mdvel, nOs o chamamos um "observador” (idealizado) ,"sendo
gue um obséféador pode ordenar 0s eventos que ocorrem em sua tra
jetéria no espago-tempo. Considerando apenas estes eventos, ele
possul passado, presente, futuro; o presente consistindo de um a

nico evento apds o passado e antes do futuro. Consideremos dois

eventos B e A. Se & possivel ao observador se mover de maneira



-

que ambos 0s eventos ocorram em sua trajetdbria e, por exemplo, B
ocorre antes de A; a diferenca de leitura de um reldgioc gue o ob-
servador carregue consigo entre B e A & chamada "separacio" entre,
estes eventos ao longo da trajetdbria escolhida no espago—teﬁpo.
Quando os eventos B e A ndo podem pertencer & trajetdria de um ob
servador a "separagao” pode ainda ser definida em termos do reld-

gio e f8tons [SYNGE, pag. 25] .

o passado B, o presente P e o
futuro A. (A 3- superficie
gue separa essas regioes & o

cone de luz)

O éespago-tempo da relatividade restrita € um continuo
gquadridimensional de eventos aos quais coordenadas podem ser as-—
sinaladas em uma grande variedade de maneiras, mas existem coorde

O . - n " .
nadas x" tals que a separagao "ds" entre qualquer par de eventos

adjacentes & dada por

as® = (+ @xh? + @x%1? + @x? - @hH? (1.1)

Neste trabalho, a partir deste ponto, consideramos apenas os siste
mas coordenados onde & valida a expressao (1.l1) e tdo somente as
transformagoes de coordenadas que deixam essa expressao invariante.
. 1 .2 .3 . 4 - . PR
(ou x7,x",x”, ix onde a quarta coordenada & imaginaria).

Os aspectos de dinamica de particulas ou sistemas de par

ticulas (que sd interagem por colisdo) que sdo utilizados podem ser

colocados da maneira seguinte. O vetor quadri-velocidade de uma



particula & definida por

(1.2)
dxa '
Au = {e=1,2,3,4)
ds :
(xl Xy X X4) = (x,y,2, ict)
e o momento como
M, = mAx, (1.3)
onde m € a massa prOpria da particula.
A equagao de movimento & escrita como:
dx
4 m—2 = X, (1.4)
ds ds

onde X, & a 4-forga. No caso de massa prOpria constante, as equa

¢bes de movimento sadao equivalentes &

d

P e (i =1,2,3) (1.3)
2,
T m vy c¢7] = Py ou; (1.6)
onde: R
5 9 ~1/2 :
vy = (1 - u“/c”) (1.7)

.Y



Para sistemas de particulas, utilizamos a lei de conser

vagao do 4-momento.

LM, =LM (0 = 1,2,3,4) (1.9)

| X

onde Ma & o 4-momento de uma particula antes da colisao, e Ma o]

4-momento de uma particula apds a colisdao, a somatdria se exten-
dendo a todas as particulas envolvidas. A equacao (1.9) pode tam~

bém ser escrita como:

Im' y' u'i_= Imy u, (1.10)

Im' y'= Imy ' (1.11)

(i =1,2,3)



| §2.;00N5ERVAQK0 DO_MOMENTO E COMPONENTES DA TENSAO

_ Os p#rémetros ﬁtilizaﬁos~na deﬂcrigao de um mcio elauti-“
ifCO em.um dado 1nstante sao fundamentalmente um éampo escular para_'
': ;epre§enLar é den51dade de ma*sa‘ﬁ) .um campo trivetorial para a

H ive1o§1dadc em cada Donto do meio outro para é:densidude de mom@n—_

.’

';fpo  (surgirao adiante), e ainda um ¢ tensor t J (ondc i, j 1,2,3)

7.'contravariante de segunda ordem para trangformaooes de coordenadas
que so envolvam os eixos eupa01ais. Conaideremos as componentes do”

f_tensor de tensao t j

Tomando os eixos cartesianos XY z. de um referenc1al iner

--ﬁcial;“def nimos as componentes do tensor de tensao como*'

XX Xy .xz |

Cgrdog tyx  tYY tY?
tz§.'£zy  t'..:z.-l B
nohde t;j, em qualquer ponto do melo, representa a componente da ten

- sho na- dlrcgao do eixo "i"'exercida em uma guperflcie unitaria nor- o

.f:mal a: direoao do eixo. "J"'pelo materlal do lado dessa superficie af{f

'Qque corresoondem menores valores da coordenada XJ. tulamog a i- L

wfgualdade da agao e reagao chamando —tij'a tonvao na direggo do ci.'

f , .
. i

;Tko xi exercida em uma superficie infinitesimal normal ua diregao
jpelo material do lado dessa superficie a que corre pondem maioéfﬁﬁ

3?res3 valores da coordenada X (o quefe equlvalente a tomar a conwjfm;

fjservagac 10Cul do momento como postulado, uma vez que adm*timos ouef'

a5 diversas pongoes do melo so 1nteraaem por contato mecgﬂlco)




Define-se um meio elautico quando nao ex1ste dlfusao en-—

,tre os pontos pertencentes ao melo. Em outros termog.

ue, ao olid1 .

<f1car—se um bloco de borracha azul fos“e colocado um pequcno cubo’

-_de borracha amarela em seu 1nterior, quando se deformasse 0 bloco,

:se deformarla tambem O cubo amare‘o no intcrior mas as borbachas

nao se mlstu“ rlam formando sempre- dois solidos. um azul e outro
arelo.

B ek s .

Ca



©§3. AS EQUACOES DE MOVIMENTO EM TERMOS DAS TENSOES e

. As equaqoes de movimento para meios. elasticos continuos-'?

-

i:estéo.formuladas em termos dé propriedades de grandez _fisicas co -
"muns a dinamica rclqtivistica e newtoniana, ja que utillza—ge é.ré 
-;Eflagao F = _ dP/dt , € 550 validas portanto no.éaﬁb classico e reléti"
:;;vistlco..“. . : | 4. |
ot . Por.ﬁﬁ lado, calcula—sé é foroa.resﬁitahte.nuh éubo iéf1~  
,, n1£es1mal do méio considerando se é difefen§a &é.tensaq ehﬁre as ﬁg'
'ﬁf ces paralelaglque dclimitam 0 §ubo. Se,”por_exemblo,'considera—se a
 06ﬁponente.da.foroa na direoao X e fixa—se”a éféngao ng.ﬁar de QU*:f
*ffnerflcies perpendlculares ao eixo y, toma se t Y comé é tensdo exerJ 
';Qldé ﬁa superfléle de ﬁénor coordenada e, conférge a ig;aldadé da.n
"3ia§go e feggaolsfomé—se - (t y'+ S y E)t y/ay) _como a ténsao exer-
T:'cida aObPG 0 cubd na superficie de maior coordenada y.-Acontribui

'gao dess o8 superf1c1cs para a forga na direcao x e ( at y/ay)SxSJSZ

e, para os trcs*pares de superf1c1e° paralelau, tem-se

’Dq: _"Qa - 0% €3.1)
_ bhde3fii e a den51dade de forga na dlregao i= éf:- _f ;.gf5'" 3';_:fa
:fPortanto podcmos escrever-

Dor outro 1ado, 1gualando a fo"oa cxerczda pelo meio uo—-,ﬁ-

_bre o voluwe 1nfin1te51mal a taxa de variaoao de momento deste volu i



me obtemos:

stﬁb’: é: gév (3.3)
resg

!

. i . - .
~onde g e a densidade de momento na diregao "i" no ponto em ques

tho.
Escreﬁe-se a equagao de movimento péra © volume ‘como:
—D‘té S“CT OL(%L«jL) = _g{_-_%i'.sb' + %é Q}-__(élf) (3.4) .
O xc dt dt
Entretantb,

' Ci%l’ = Z)'ﬁ}L 4 U 88, + 09 8% + U 3% (3.‘5)

di ot ox ‘3% 3
onde 0' ='(Ux, Uy; Uz) é a velocidade no ponto em questio. Escre-
‘ve-se também N

c:U:,. " @:L 2y . 29y |

Substltulndo—se (3.6) e (3.5) em (3 4) obtemwse

ol _ 09t | v ogt e ort (3.7)
oxd Ot oxi - T o .
oxd Dt ol | . |

'

N que e a equagao de movimento para meios elésticos continuos,



§4. AS LEIS DE TRANSFORMAGCAO PARA AS TENSOES

o

No parégrafo 5, apresentamos um algoritmo a ser utlllza—

do pelo observador que deseja calcular as componentes da tensao em

um~dado ponto de meio. Este algoritmo, e uma deasuas etapas, exi

ge que o observador se transfira de referencial inercial a modo de

ter, no - ingtante em que se requeira,.o ponto em que tao imovel, NE' |
cesoitamog, portanto das leis de transformagao de ten.éo.do re;e-
:renéial proprio.para um referncial nao proprio. Para ePeltos deste
calculo, deve-se Observar que as componentes da tensao estao defi-
nidas em fermos de forgas e areas sobre  :‘§ue atuam, logo, utl?l—
_zando se a lei. do transformagao de forgas de um para outro referen
'  §1&1 e a lei da trangformagao das arcas (quc e consequencia da tran"
:::formaoao de Lorentz) pode-se determinar as 1eis de transformugao
para as cgmponentes da tensao. |

Péf éiﬁpliéiéade; assumiﬁos que o sistema original de‘co«
ordenadas S esteja.orientado de maneira que o material do ponto de
interessc do meio S¢ mova com velocidade "u",_paralela a0 eixo x.
-Toma-se um scgundo refcren01al chamado de "coordenadas proprlae S'"
qué se move na dircoao X com respeito aA S com velpcidade Hyt
1gua1-a "u" de maneira.a ter-se © material.do'meio em repouso'em.S'
no.ponto em questao; A; forgas se trangformam de um para outro re;

_ferenc1a1 inercial de_acordo com;

J

o= F;_. . Fia':-FLé, 1—1??/62‘ y F—;;F;\Ji-b'z'/cz (4.1)
_L- L : . . S . . .

¢ as areas de acordo com:



A = AL

A, A(a.—_ /-\\(d\li" e ) /\3—:}\‘3\““1"/0‘7’ (4.2)
X

- Uma vez que a tensao ¢ definida como a razao da forca a— |

plicada pela area -sobre que atua, obtém-se as equagaes de trans

- formagao:

{:x;a,= tox tag = Lay teg= {\1;3,

w72 Jeoya

tya = E%x\]i_b"f& tg‘g = y‘é_% Y3- T3

féagat‘g,a;\lbbz‘/cz ‘t53= t\a% {33-: {‘3%

(3.3)



. %
§5. UMA QUESTAQ

Para.se medir a componénte da tensao,tij em um determiné
do evento de coordenada E (X,t) em um rcferencial inercial S, em
primeiro lugar, localiza-se o Unico ponto P do meioc elastico cuja
trajetoria no espago tempo contém o evento E(%,t). Determina-se a
velocidade ¥ do ponto no evento em questao. A esta altura, trang
fere-se o observador para um novo referencial S' que tambeéem pos$ui
velocidade © em relagég a S, de maneira que o ponto P tenha ve-
locidade nula em S' no evento em questéo.Nesée novo referencial, &
claro, (X',t')as coordenadas do evento, posigao e ocasilio em que se
 estuda 0 ponto do meio elastico, sao ditadas por tranuformaoao de
Lorentz das coérdenadas do cvento-no referencial’inicial para o no

vo referencial S'. No referencial préprio S' (para o ponto do meio

qQue ocupa o evento em questao), = ‘escava-se entdo, um cubo de mate

rial elastico em torno do ponto P, mede-ze t‘ij'em cada uma dac fa
_ _ : L

ces do cubo perpendlculares ao eixo j e toma-se para t', J(x' st

por exemplo, a media dos valores anontadou em cada par de faces ]
postas. Nem antes, nem depois, apenas no instante t' ¢ necessaria a

escavagao e a medida. O procedimento envolve trés medidas de forga

e uma de érealpara cada uma das seis faces do cubo, todas simulta
! ; '

neas no referencial proprio S'. O observador em S toma os valores

encontrados para tgj pelo observador em S', substitui-os em (4.3)1

e obiem assim os valores de tij no anto do meio que ocupa'o even-

o4

_ i o
¥ neste paragrafo escrevemos ti em lugar de¢ € J para facilitar



to (x t) (admitamos, por 51mp1101dgdeg, que V = vx.i de maneira a
podermos aplicar (4.3) sem nos preocuparmos com rotagoes dos eixos
espaciais de'S);

Admitamos agora'que, no reférencial S', em cada uma das
oite (trincas) coordenadas e¢spacials que determinam o cubo infini-
'tesimal em torno do pontb P, seja colocada uma lampa&a, e que se
acendessem simuitaﬁeamente (S') no instante t'. No referencial ppé
prio S', ligando as oito lampadas quando brilhassem, formar-se-iz
um cubo qu deixaria de existir para §? imediatamente depolis, qﬁag
do as lﬁmpadas 5e apagassem. Para o refgrencialis, nao privilegia-

do (v = 0, para S), as lampadas nio serio vistas a piscarem simul-

taneamente, O Observador em S". pode, dessa forma, questlonar as-

N 1

rclagoes (4.3) uma vez que asuumem que o cubo cm s' tcré, visto por
S',-suas arestas contraidas € 0 observador em S nao constata a e—. -
xist@ncia de qualquer cubo. A questéo é_essencial pols, o observador

‘em S assume que~tij e a componente da  forca por unidade de area

exercida na diregﬁo.do eixo "i" em uma su@erficie normal da diregao
do eixo "j" pelo material do lado da superficie a que correspondem
menores valorés da coordenada xj e, como o algoritmo gque define
tij em fungao dctJ ;;n 20 admite, ate onde havemou investigado, es-
ta 1nterpretagao, Q ogservadoe em S pode duvidar das equagaés de
movimento (3.7) estabgleéidaé'sob esta intérpretagéo. De fato, al-
teraremos ligclramente o} algoritmo quc define t', j de maneira a
mantermos o oignlflcado de t.J (deflnldo no paragrafo 2) e nao ne--
c3351tarm0u de modificagoes quer da; equacoco demovimento (3 7) quer
das relagoes de transformagao (4.3). Esta ul..uragao no aloorlumo

condicionara fortemente as relaooes de v1nculo e a equagao de conti



nuidade que encontraremos em paragrafos subsegquentes.
No algoritmo que realmente adotaremos, ¢ observador do re
ferencial proprio S' nio s6 acende simultancamente as ocito ldmpadas

como deixa que brilhem durante um intervalo § t' antes de Se apaga-

rem simultaneamente. Em. outras palavras: o observador préprio escava
no instante t' o cubo e inicia neste mesmo Instante as medidas de'é—'
rea e forca que serazo efetuadas em cada instante entre t' e t' +§t*,
No instante t', o cubo & formado por todos os pontos no meio elésti
Co que estéo'contidos_em um dado volume no esﬁago. Entre t' e t'+ 5t
cada um desses pornitos do meio se desloca ¢ o cubo se deforma
bem como os valores de t'j_‘j s¢ alteram alcada instante. Estamos nos
‘propondo a demonstrar que é possivel escolher Sx', sy!, sz', St

de maneira que:

a) entre t' e t! +3t', o valor de t'ij (bem como ﬁ‘, 2', e outras
fungoes continuas que descrevem o meio) tam variagao tdo diminu

ta quanto se desejar (analogamente para tij,/a ;IE, G ,» ete).

b) A qualquer instante de um intervalo © t* © observador.em S, yg'
rificard a éxisténcia de um cubo imovel em S', que se lhe apre-
senta com a argsta contraida pelo fator de Lorentz, nao tendo
.motivos portanto para duvidar das relagoes de transformagao

(4.3). }_i

Comecemos por b)., 0 observador em S' acende simultaneamen

te, no instante t', oito_lampadas_inc;ustadas no:meio elastico e
. . . 4.“,1 ) ’

"qQue assinalam os vertices de um cubo de materialelastico que se for
n2 ligando-as por rotas no espago. Apaga-as Simultancamente em

t' +5t' e faz durante todo esse intervalo sucessivas_medigﬁes das



componentes de-t‘ij(Os observadores do referencial S nao as verao
novamente, se¢ acenderem ou se apagarem simultaneamente, mas demong
traremou que ¢ semprc possivel eacolher , ozt, &t infini~ . .

teulmals, um quadrlvolume infinlte51ma1 do espago-tempo contendo o

"evento.x', y's z', t', de maneira as lampadas-brilharem simil tanea-

mente em S durahte um intefvaloi@t. Para_tanto,_suponha—sg“que 0s
referénciaig S e S sofram rotaqSes ﬁe-mabeira a termos em S a velg
' cidade Vv o= vX para.o ponfo do méio eléstico que.ocupa'o:eventb‘P
€ ou.eixos espaciais de S e St paralelos, a palavra "paralelo® nao
'eéta aqﬁl sendo ufillzada.para quallflcar 08 vetoreg no espago tem
bo que caraetcrizam oS eixos espacials de S e S'“mas comoe indicado

‘na Tigura abaixo:

_ﬁy o AY

X . , : o _
Cada lampada brilha Por 5 t' em 5' e por St = ¥(v)3t!

para um observador em S As lampadas que se acenden (apagam) nas
féces do cubo dé coordenadas x;'+-5 /2 e X' - 5x! /2 sao observa
:dau a se acenderém (apagarem) com ‘uma dlferenga de simultane*dgde
:At para observador em S dada (pelgs'transformaqaes de Lorentz):

por:



At = 5x ¥(v) v /et (5.1}

A figura abaixo apresenta a situagso em S' e S

)

S | s
. £t
St 9
t \ g
«S’t 5t B ét t

]

.:’5)(_‘ '

BT

0 intervalo Gﬁ em que as lampadas coexistem acesas em S é dado por:
0r = Ot-at >0

que, em termos da descrigao do cubo em S'(Sx', dyt,da', St)

fornece

ot

5’(13’)5{\ -~ BCU)SX'T)’/CZ >0 = (Si‘ > leb'/c Z (5.3)

O :b’(lﬁtﬁt‘«éx'v/cz] >-O (5.4)

Assim, a relagéo (5.3) determina uma'duragao temporal
minima® 5t' para o cubo em termos de sua extensso espacial (Jx!',

5y’ y Szv). Evidentemente, _r‘eescrelvcndo (5.4) temos



ox' ¢ SY(w/cY) - (5.5)

ou seja, existe um valor maximo para as dimensoes espaciais diferen
ciais 5x', dy', 52' de um cgbo‘dcextgnsaotemporal St dado por
(5.5), de maneira a podermos manter a interpretagao geométrica de
um sélido necbicoM para ambos os refernciais pelo menos por alguns
instantes. |
Para analisarmeos o item (a), consideremos um observador
em S!' interessado' em medir, por exemplo, a componente t'ij da ten
S80 NoO meio no évento (;;)%')f ] observador 5¢ move entﬁo, entre
t' e t' +5t', junto com o ponto do meio em questaoc e escolhe St!

de maneira que:

/.k(tt_j) St OL(JU-J) &  (5.6)
S, Jﬁ‘

onde é ‘é tao pequenoe quanto deseje. Sé 0 observador em S! preten
.de que scus dados sejam utilizados por um observador cm.S para cal
- cular t, atraves de (4.3.3), deve escolher um cubo no meio elas-
tico em torno de x' com d;mensaes éspaciais infinitesimais que sa
tisfégam a desigualdadé (5.5). Uma vez que isso ¢ sempre possivel,
podemos manier a 1nturpreta9ao dinamlca—geomctrlca para as compo-
f_nentcs da tenuao e, consequentementé, as relaoocs de transformagao

(4. 3) e as cquagoeu de movimento (3 7)



36. A EQUACAO DA CONTINUIDADE

Dclimitemou, no instante t, centrado no ponto P do espa-
6o (na regizo ocupada peloameio eléstico), um cubo de dimencoes in
finitesimais 5 X, 2y¥,5 2. O observador que utiliza um referencial
S atribui.ao ponto do meio eléstico‘que ocupa o ponto P do cspago
no instante t uma velocidade v e componentes tij para a tenséq.
Da mesma maneira, atribui a cada ponto da superficic do cubo velo-~
cidade t(r) e tensao tij(r) onde * & o tri-vetor de componentes
infinitesimais que vai do ponto P até o ponto em questﬁd da super-
fiice do cubo, Esse observador podo portanto, calcular a potcncia
transmltlda go cubo pelo meio elastlco externo pelo argumento que

se segue. ‘ ' ' : -

dw _ [ s

Ao
S

A velocidade e componentes da tensdo na superficie do cu
bo infinitesimal, em primeira ordem nas componentes do vetor r, se

cscrevem:



E;(f?) = i;P +[§§%'©ﬁ).ﬁf];£¢ = i§.+[(vtr).r~ '

-

() a2 = e '
) =ty a Fovpty -ty e P Tty (6.2)

(onde v, tlj, e derivadas parciails sao tomados no ponto P). O obser
vaddér em S escreve, portanto, para o fluxo de poténcia em um pon-
to nas superficies do cubo perpendiculares ao elxo xj :
, ) , < ' . b N ~ .a .
UG R) = (0 4 r TG L LT )
| (6.3)
> ‘_ S . 1. oA C .
- 'ZJ"'{CJ 4 (V‘ov{tj)+ éﬂ:j(V‘VU‘) A Oz(r‘j

tonde.o (r) e fermo da forma Aéx <5yk’ azj"fal que 1 + j + k > ny
- Orflﬁxo de potenéla n§ ponto deturmlnado por 'r wé définido na ex—'
pressao ac1ma.pela potencia fornecxda pela porgao do melo dc Qgggg
coérdenadalxa- a de maior_coordenadafxJ se toﬁamos uma superficié
infini#esimal dS em torno do ponto em qucstao.

Para calcularmos a - potcn01a forneclda ac cubo no instan
te t pelo meilo elastico exterior, tomemos, por exemplo, o par de
faces perpendiculares ao eixo x ¢ chamemos Sl e 82 as faces de me

nor ¢ maior coordenada x e normais a esse ¢ixo. Definindo os vcpg

res F e ' por:

%8G8 | s ay Sy
| (6.4)

| 2830 5
vi;(—-ék/zlg%,ix}) .5/2,5 b3 {23/,
observamos que, vériando~se£&y e Az dentrc dos limites permiti-

] ' a g A,
dos, a extremidade de r varre Sz-e & extremidade de T' varre,



de maneira simetrica em relagao ao plano YZ, a superficie Sl' Escre
vemos entﬁo, para a poténcia transferida ao cubo pelas faces consi-

deradas:

(6.5)

24, 9%
ol Wy = [b"' JCCac](‘éx/z,z‘&:%) —[b’b‘ ﬁdx] (é’% 1%1%) d(a dg

dt
54,75,

Mas considerando (6.3) e (6.4) podemos escrever:

[b’t‘{cac](?l)' [Ugtoc](v"&) = - (U’-é Otux + tix DUC) S +0,)
| ox ox

0 que levado em (6.5) fornece:

d Wx = -2 (@'d“gdoc) 525453+ 04(7) ,
o Geg + O (6.6)

ot

fazendo o raciocinio analogo para as demais faces do cubo, encontra
mos, para a poténcia total fornecida ao cubo elastico pelo meio e-

lastico exterior no instante t , & expressao:

QL.W = Q(bfég)5x5%2:§ o+ OA/(I’.‘)) v (6.7)
ot Cor |

~Por outro lado:

oAl ew) o



Assumindo a conservagao de energia e substituindo na ex-

pressao acima a equacgio (3.6) obtemos:

C-

dopw 1 (dw).pTE | (6.9)
c:LJc(A c'v( g

Substituindo na expressao acima o resultado (6.7) e to-

mando o limite X, ¥, 2z O -obtemos a equagao da continuidade:

c[ - | ch"—'._v ;:A
TR NC L

Como S

i

d +’L§»Vj€’ L C(6.11)
b T Bt

¢ definindo o vetor § por

i 4 oy G, ¢
S /acz U4 % ORURTS (6.12)

podemos reescrever a equacao da continuidade como

i

i
I

7.5 = - 2P o o (6.13)
ot | ,



§7. EQUAGOES DE TRANSFORMACAQ PARA DENSIDADES DO

'MOMENTO E MASSA (VINCULOS).

Para a associagao de um meio elastico relativistico e uma

o~ ~ S, B N 13, . .
descrigao por fungdes (r,t), vir,t), g(r,t), t J(r,t) e nccescario
que esses campos continuos ndo s6 satisfacam as equagdes de movimen
to mas também a uma "condigdo de vinculo" que advém dos algoritmos
de "medida" que definimos no §5. Da mesma forma, no caso newtonia
no, so admitimos (para descrigao de meios elasticos continuos iso-
‘ ¢ — - D - )
tropos) campos continuos (r,t), vir,t), g(r,t) tais que seja vali

da a "relagao de vinculo":

Z=p (7.1)

~<l

Para estabelecermos o vinculo no caso relativistico; note
mos iniciaimente que a densidade de momento em S', g', ¢ nula para
éAponto P em questao uma vez que, tomando cubos cuficientemente di-
minutos, as velocidades em todo ponto vizinho de P, contido no cubo,
diferem de zero tao pouco quanto se descje (eq.(7.4)). Também & na
tural chamar a densidade avaliada em P por Sf a "densidade propria'.
Nota-se que, para umycubo.do material eléstico, as forgas em pares
de superficies paraleias tendem a se tornarem iguais em modulo e
opostas em sentido, t;nto menor seja feito o cubo (por exemplo, o
par de su§erficies p%rpendiqular¢s aoeixo y e diétantes‘em Sy em
Quequ médgl¢§ das.£ens5es na'diregéé se diferém enl'éyWQt%y/GDy);

Foou

As equagoes de transformacao para as densidades do momen



to e massa do referencial S' (onde o ponto P do meio esta imdvel
noinstante em questao) e o referencial S (orientado em relacio a
S!' como no § 5) onde P tem velocidade v na diregdo x, se escrevem

como:

/a = Bz(lﬂ{ /0\ + 't\acx: 192/(;’*} , (7.2)

%&zXZVU){/SU'+ Exa:ubzﬂ} v - | (7;é)
33-; Y(v) ’E%)(,?J*/CZ | o (7.4)
g% = ‘((V)}t‘}% b/ 2 | e (7.5)

Antes de procedermos aos argumentos que nos sugerem estas transfor
magoes, notemos que para v/c —» O as relacdes acima  se tornam

as relagoes newtonianas:

/9:/_;‘ | (7.6)
g)“c;/'v’:/zr - | (7.7)

%y, %«:}ozy};sgé . e (7.8)

fObservamos;que as equagoes (7.2) a (7.5) de transformagao

'/ para densidades de momento e massa'gao contrario das equagoes (7.6)
“a (7.8)) envolvem as tensoes tij no ponto P sendo que os termos com.
tal origem aparecem de mancira critica nas equagdes (7.4) e (7.5)

pois, de acordo com essas equacoes, devemos atribuir uma densidade -



de momento transversal a diregao do movimento para melos tensiona

dos. As equagoes de transformagao (7.2) a (7.5) surgem de forma ng
tural quando consideramos a relatividade da simultaneidade como mos -
tramos é seguir, inicialmente a partir de um modelo simples e depois
de forma mais geral.

Em primeiro lugar, consideremos a configuragao de particg
las representada na figura (a) abaixo. Na situagdo que consideramos,
as particulas sé interagem atravésvde colisao e povoam difcreﬁciadg

mente os sistemas S S ( e o sistema global S). Definimos os

l’ 278

sistemas S., S_, S atraves de fronteiras espacials de posicao

1’ 72 73

fixa no tempo para o referncial S ( o referencial S tem velocidade
-V em‘relagaobao referencial‘S'). De acordo com a figura (a), o
\bsiStema Sl é povoado pclas particulas que se enfileiram no circulo

Al, 82 pelas partlculas do circulo B2 e S3 por aquelas dos circulos

B, e A

3 3°
s, S2
_ = — sz _ 1, =~

A - \¢/ \\ P \‘\J{ \

T { oooc>~~~t~--oooo } { o000m~n%-n-oqoo !

N s o ! o '»//"\‘__”//

“4‘!—' A‘ l _____ , _____ __]

\ > ’ l



As papticulas”de Al ¢ de B3 chocam-se sucessivamen?e ém_um.ponto
.sobbe a fronteira entre Sl e S3 e tomam conseéutivamentc apos cada
" colisfio a dirégéo_dada nos uentldos 0postos indicados na figura,de
- -maneJra que as particulas contidas em A ( e portanto em Sl).sao_as_
.mesmas a cada 1nstante (da mesma forma para B.j. As colicoes se dao
enprg particu;ag dos circulos ASIeIB2 ocorrcm do forma analoga.

A questao que se Iormula sobre esse modelo e: de que  ma-

neira dlforem as descrlgoes por S! e_S das componentes do momento

'-para cada sistema Sl’ 82 ou SB? Tanto para S'_quanto'para 5, 0 mo

mento para o par de circulos Al'e BS_(ou o par Aé eB2)'é constante
no tempo uma vez que os choques de particulas ﬁfanémitém,momento
opbsto por unldade de tempo de um 01rculo 20 outro; ambos os obsser
.vadores (cada um uaando‘sua proprla 31hultancidadc) concordam com a

'1nvarﬂanra no tempo do momento do 81stema global Admltamos agora

:que, para S", 03 sistemas Sl e-SS, 52 e 53 comecem a trocar movi-

g_..

- mento 1mu1taneamente. No referencial S', a variagao, desde um ins

tante anterior aoc inicio dos choques, do momente de Al"é igual e

oposta a do B, a cada momento ¢ é nula a variagao de momento atri-
buido a S5. Por outro lado, o observador en S verlflca que a troca

‘de momento entre 0 par de 01rculos Al e B3 iniciawse adiantada por

AX‘Q"E()/b em rolagao aquela que ocorre entrc o par Aa e B2.
Se as "fileiras” de partlculas forem longas o suflclente para que

'?as collsOtt envolvendo cada par de circulos con81derados durem por

' /

'_umlntervalo de tempo malor que A t, o, observador em S constatara
L /Jf . . .
.que as componentes (em modulo ) do’ momento de Sa'crescem a uma taxa

constante no tempo durante o intervalo A t apés iniciadas as coli-



s0es no par_AlB Apés o intervalo Zkt_,_o_momento que 3. transmite

3° 1

o

a S3 por unidade de tempo & igual ao momento gque S3 fornece a S2
por.unidéde de tempo e, portanto, o momento de Sé'permanece cong-

. . tante no tempo enquanto se mantiver esta situagao. De pasgagem, no-
ta-se que, se assumirmos a situagao representada na figura (b) ao

inves daquela representada na figura (a), os observadores em S e

S' concordarao que o momento de S, nao depende do tempo.
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.A ahélise que thivemos para a situagéo com particulas
representada ﬁa'figgré (a)\é_essencialmente anéloga aos arguméntos_
QQé sugerem aé equégSeé de transfdfmagao para densidades de momento
:' 6 massa (7.2) a (7 5) em. mcios elasticos continuég. Como vcrlflcare ”

mos adl ante, um cubo de material elastlco corm arectas paraielas ao0s -

.t/,’

- eixos coordenados de um rezerenc1al proprlo St oe que passa de um es

ftado de nao tensionamento para um estado e5ta010nério_de_tensiona—



"mento éssumindo‘dimehSSGS bx', by’, éz', induz as mesmas leis de.
;.p:ansfgrmagao de 8' a S para as densidades de momento qﬁe ag suge- -
fidés'pelo sistéma de particulas representado na figura (a). Da mes
ma maneira qué na analise do momento do sistema SS,'O obsdrvador
no referencial S verifica que, do estado de nao tensionamento para
0 estado de tensionameonto estaclonario (énde forgas opostas atuam
em facés opostas ¢ iﬁdefinidamente), o momento do éubo se altera na
- diferenga de simultaneidade entre S e S' (fungao de px') multiplica

da pela forga qué apgc sobre a face do cubo de menor coordenada x.
Para tanto,_conﬁideremos o diagrama apresentado.na figura (c) abai
X0, Estao representados os-dois sistemas de éoordenadas‘s_e S' s0-
 .bré.o espago-tempo. As éuas linhas l e é represeﬁtam és ﬁrajetérias
né_espagp-tempo dos pontos centfais:das_faces perpendiéﬁlareé a0

eixo x' do referencial S'. Nestas faces estao aplicadas as. forcas -

F3l(vt') e F‘E([t') tais que

T,

F'l‘( ') = = F' (&) = Fr( t) (7.9)
onde

F'(t' =0) =0 e

Fretes t'p) = F' = cte - _ | (7.10)

0 observadbr'ém S descreve a mesma aplicacgao das forgas
atraves das fungoes Fl( t) e Fecw;);conforme ilustrado' . a seguir.
IR ‘ Co L / o : ' :
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No refcrencialls as foroas F ( -t) e F (/1 t) nao "saem" do

kvalor nulo s:multaneamente bem como nao atingem s1multaneamente a

condigao:

(t) =F =cte , (7.11)

portanto podemos integrar o impulso transmitido por cada uma das
forgas ao cubo desde o estado nao tensionado até 0 estado estacio-
nario (segundo S) onde vale:

FUD =F(1D) =F e 7y ¢ C(7.12)

"para éncontrarmo um valor nao nulo. Chamando I(T) o 1mpulso liqui—"

N /‘

do transmltldo ‘a0 cubo temos /.

1(T) :S [ﬁ(ﬂ - Q’t)]cljc



Em outras palavras, o cubo elastico conaiste em um tri-

‘,;Avolume 1nf1nitesimal qua exiotcncia tcmporal vai do estado nao-

teh51onado ao estado tensionado constituindo portanto um “filamen
to qgadri~dimensional” no espago—tempo. O observador em S seccio-
na o fllamento por dois hiperplanos (tr1~plan0°) ortogonais ao ve-
tor tlpo tempo da base de S para o) espago-tempo}(simulﬁaneidade em
‘S). A prlmeiraesecgao define‘um tri-volume nao ten51onado e a se-

kgunda secgao (num instante T de S) determina um tri- volume em con-
dlgoes eg£acionariag de tPQQQO" Aipotencia liquida trocada entre

6} 5quadri—filamento" e o restante do espago tempo entre as duas
secgoes men01onedas e expressa na equagao (7. l7)(para um arranjo

convenlente dos eixos) dependcndo apenaa da tcnuao no estado esta-

1

~cionario e da dlferenga de simultaneldade em S se 1mag1namo la a-

pllcada abruptamente por um observador que usa a imultaneidade

e

de S', .

Sk

Seja, portanto, o cubo elastico representado na figura (c¢).
O obscervador em S vé aplicadas nao simultaneamente as tensdes

tix(i = 1,2,3) nas faces de coordenadas xoi:‘ﬁx/2. Chamando de Sl

o) tri-espago exterior ao cubo (x,y,z) tal que x‘< xo‘e 82 para

X >:xo, temos que, durante ° intervaloékt-*éncX (v) V/c Siced@

momento na diregao i para ) cubo a taxa t Sy Sz ‘Da mesma ma-

: nelra;eessa e a taxa em que o) cubo cede momento para 3 apos um'in

S : 2

gl
7

f;tervalo”At de 1nlclada sua. troca de momento com. Sl Admitlndo quey{e
o cubo eotega ‘em um ostado esta01onario de ten31onamento, O momen-
to do cubo nas»dlregoes y e z,~1nlclalmente'nu105,em S'(e 8), passa

as




T {-z={1+3t1._' T

% | _ |
-~ 1(T)= J FLH:)d-‘t +J R dtY, - JFz(t)"U: + E{(-\:)J.‘t (7.14)
| . | : . {'. | L . ) '

| t 4, 42
1 0 que reescrevehés - '
) @ T - .{Z,«_{Héti r
10)- J tht)dfc{ﬁ(ﬁ)ott .. fa(t—é’w)a.tﬁjctt s
B T R S D

"Con31derando balxas compressocu (5t n:St ) e fazendo a mudanoa de

Var‘lavels b=t - 5t em uma das J.nt‘egr‘ais de (7.15) temos:

E({,)d){,s}- E(t)d.t N Jﬁ[\))du +fF(U)CI,U ;7.16) .. -
th /.y . ty | tzi | L

Uma vez que F(t)_ﬁ_F =fcté ‘para t > tl_escreéemos:

. _tl.' . . | o
1) =1 [ Fe a vt E_J,(r ~42JE( Jp(t di+(r {z)F )

’H

Lbﬁo, nas - condigoes de- compressao que admitlmoo, 0 observador em 3

atr1bu1 ao cubo ten51onado um momento que advem da relatlvidade da
31multaneidadc e que pode ser calculado pela expres a0 (7 17), um
Sy _ ,

resultado analogo aquole encontrado para o alutema de partlculao

SS representudo na flgura (a)



P3=f%L V?“)%éxéagg | (7.18)

Py =ty ¥(v) - 5”53 53 (7.19)
(R :

~ s »
€ 0 momento na diregao X sofre um acrescimo

BPe=tex Vlv) 2 §xbysy (7.20)
, >

As componentes da tensao nos dchaisvpares de faces do cubo nao trans

mitem-lhe mo&ento liquido (e nao execﬁfam trébalholliquido) em ana-

6;1ogiakcom 6 procésso‘aprgsentadovna figura.(b). .

| | FPor out}b ladof;as'fbrgas t '3y'§z iev- 3y 52 que

fépllcamos nas faces do cubo perpendlculares ao eixo X, apesar de

iexecutarem trabalho ataxas que se cancélam sobre o cubo,“isso S0

passa a ocorferuaggs At = 5x ¥ (v) v/cz, quando ambas as forgas ja

estao étuando. Tcﬁ;sc
_F.dr
Aud ‘Cz:c(é‘éjée’))‘”‘t

AQ:-&@X (V)%Z 5x23§3 ' (7».21)

Define-se a massa prépria em termos da densidade propria:

M= ot Sxt Syt Ba

s
I

, ; 7
‘Antes de se aplicar as tensoes, o cubd;apresenta (em S) massa Mi’

volume V, densidade de masua/o e momento p na diregao X:




Mi__: Y(V) M

V= 8§x8y %z = (v) bx' dy! 4z
P =80
Pig = MV

(7.22)

(7.23)

(7.24)

(7.25)

Aoos apllcadas ambas as foroas o} cubo sofre um acr0"01mo de encr-~

gla AE -zﬁw ou,_ €quivalentemente; . acréscimo de massa einste

'nlana_ AM = Aw/cz;f Escreve-se:

=¥ (v) M & Aw/e?

ou, substituindo (7.21) e (7.24) em (7.26):

= _Xzfv)[(o' ftex \”%q] :

ﬂ<7.36)_

(7.27)

e,das'eqﬁagaes (7.20) e (7.25) temos para o cubo tensionado:

= fiv Sxdyly **W‘f)—;"-‘i 4%

’drtanto, as leis de transformagaobuscadas sao:

/o M)[/o+tuzr/d,}

f o
s

2:.: dz(t/ /0_} v’+. fjm; b’/cf}

(7.28)

:<7,3)




32 - J(v) If“jx, v/, 2 (7.4)L

(7'.5)

93 = X(DO t)g?b vz

No caso em que as componentes da tenszo t,, sio nulas, as

iJ

equagoes de transformacao acima coincidem com aquelas para particu-

las. E um fato notavel que o momento de uma porgao tensionada do

- meio nao seja necessariamente paralelo a velocidade.



§8. O TENSOR DE TENSAO-FENERGTA*

Para ébtermos um aparato gue nos permita tratar a mecani-
ca de um melo continuo em uma 1inguﬁgem quadri-dimensional, cons-
fruiremos, a partir das grandezas fisicas jé considaeradas, uma quan
- tldade tensorial contravariante de segunda ordem, quadridimensional
e.que chamaremos tensor de tenséo-energia e,'em termos do qual, es-
creveremos de uma maneira simples as equagoes de movimento (§3) e
a equagao da continuidade (§6).

Definamos a matriz de'tehséo energlia e expressemos em.teg
mos de séus elementos as equggaes dqs §§3 e SJantes de analisarmos
‘seu carater tensoriall.Assim, seja a matriz::

XX Xy _Xz X
p -p° P ce

X vz
py pyy py cgy

78 B - . N (8.1)
zZX L zy zzZ A . :
p p o cy
s*/c 8¥/¢c s%/¢ pcz
onde
le =+ glVJ
1 ~ (8.2)
sv =‘[?CEVJ +HtlJV;- (21)

~algumas vezes neste § escrevemos t!ij ao inves de (t')"J ou p'ij :

» » " ;
por (pf)lJ, etc para maior facilidade de notagzo



" As equagoes de movimento (3.7) e de continuidade (6.13) tornam-se

simplesmente:

o1
*E)JZ&

2

= 0 (onde (xl,x ,xs,x4) = (x,y,z,ct)) (8.3)

 Os elementos da matriz de tensdo-cnergia estio definidos co
md fungoes das grandezas fisicas que -utilizamos para déécrever 0
Cooomedo, portanéo;fa partir das equagaes de transformagéo para as
grandezas densidade de mémento e massa (§7) e para as componentes
~da tensao (§4), pode-se deduzir a lei de transfdrmégéo de um'refe—
rencial para outro da matriz. ‘Seja entao Qm‘refernciai préprio st
(para O ponto P em queéﬁéo, em um instante t).‘A matrié‘tensao-e-

e

~“nergia é escrita:

] ! t ]

} : Plxx P xy Poxz °
. 1 1 ]
« Plyx Plyy Plyg O |
(r™éyr = | , . (8.4)

P'yx p'zy- p'za °

0 0 o} (yc?

- =

Da mesma maneira forma, um observador no referncial S (deveixos pa
. SRS | .
ralelos a S') onde o ponto P do meio tem velocidade v = vx , €5-

-~ Creve para a matriz de tenséo—engrgia;

E,
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podendo (8.5) ser obtida substituindo nas equagaes (8.1) e (8.2)
as equacdes de transformagao (4 3) e (7.2) a (7.5 Por outro la-
do, verlflca—se, por oomparagao com (8 5) e (8. 4) que é valida a

" expressao

o ;v e

rPeo 2.20 2xP (T ) o o (s.6)
29X Dx,”t | |

‘~ondé, os éoeficientes'diferenciais em (8.6) (que s3o obtidos da

‘transformagao de Lorentz Que liga S' e S) sao diferentes de Zero

" apenas em

' = 92X = ¥(v)
Q)C'L D)C'l'
(8.7)
22tz x4 = ¥(») vy,
ax)t/ DL)!.

Dessa maneira, o arranjo matrlclal (8 l) (dc componenteg que tcm o
~ mesmo 51gn1flcado fisico em todo referen01al) se transforma como

um tensor e define o tensor de tensao—energla.



§9 - VINCULOS EM REFERENCIAIS ARBITRARIOS

As relacoes de vinculo encontradas no §7 (equagao (7.2)
a (7.5)) sao obtidas por um observador inercial qgue estende uma ma
lha~coordenada pelo espago-tempo tal que o tensor métrico tenha a
forma diagonal em todo evento (consideramos espago-tempo plano).
Entretanto as relagoes de vinculo encontradas pressupaem uma malha
coordenada tal que o pbnto do meio em estudo tenha velocidade na
diregdo, digamos, do eixo espacial x. O problema considerado e a
obtengao das condigoes de vinculo para um observador inercial gque
estende um sistema de coordenadas da classe que consideramos, e
onde a velocidade do ponto do meio tem diregao arbitraria.

Assim, tomemos os referenciais S (onde a velocidade do
ponto tem diregao genérica) e 8" (onde a velocidade tem a diregao
do eixo x"). As quatro equacgoes (7.2) & (7.5) relacionam as grande
zas p"‘t'ij erb", t"ij
meio no evento considerado nos referenciais S'(ﬁréprio) e S". Subs

que descrevem as condigdes do ponto do

tituindo p' (7.2) em (7.3) e substituindo t'ij por t“ij atraves
das equagdes (4.3) obtém-se as trés eguagoes abaixo que sO envol-

vem grandezas em S" :

2

9, = P"v + ¢ %x v/c (9.1)
.
gy = Yz(v) t“&rx v/c2 (9.2)
14 _ 2 " 2
gz =YY" (v) t 2% v/c (9.3)



Atravég.de uma rotagdo arbitrlria, rigida e ndo envolven
do o tempo, obtém—se; a partir de S“; uﬁ sistema de coordenadas on
de a velocidade do ponto do meio tem diregao arbitraria e a qué de
nomina-se S. Seja entao o referencial S gue obtém-se de S" girando
S" no angulo ex em torno-do eixo x", ey em torno do novo eixo y"

e Gz em torno do novo eixo z“. Essas trés rotagoes R . Ry’ Rz com
poem uma rotagdo arbitriria que liga S" e S e cuja representagdo na

linguagem matricial e:

- A - A" - A_.
X X b4 W

A = |R_R R A" = |Rr A . 9.4
Y IR, yx' | Ty IR| y (9.4)
A A" A,

P L % L % 3

A relacao inversa expressa as componentes S de um vetor em S" .em

termos das componentes deste vetor em S :

Axf- -Ax

- A . = g1 |a (9.5)
Yyr _ y
. Az". Az

A matriz [R] & dada por:
(9.6}

& = [R] R [R] =
i c,‘o.s@% c.oség SWGyS(;U'Gy CCLO 3 +cosBysen 93 ~%N ex‘SéU@&C,OSGS;‘.s,ng*S@J%,

€088y Cos Oy ~senoySenBy sew O3 teosOcosO3 co&ﬁgseQ@yScN%-t seﬁg(coseé,

Sen (9% | ~SenN G0 Oy COSOx (OSEy



e & tal que

(R )ij = Rji -(9.7)

Verifica-se, através de (9.4), que o vetor velocidade, gue tem S*"

as componentes (v, 0, 0), apresenta em S as componentes:

cos ey cos ez - “Rll ]
> (em 8S)
CcOoSs v sen Bz R21
(9.8)
sen ey | R31

Uma ﬁltimalobsérVagéo antes de se abordar o problema proposto nes-
se.parégrafo: da mesma maneira que a lei de transformagao das comp
ponentes de um tri-vetor entre dois referenciais S" e § & expressa
na notagao matricial em (9.5), a lei de transformacao para tenso-

res de 29 ordem se escreve:

£" " £ 3 r £ t +
XX Xy Xz XX Xy Xz
:I tu tn t" — !Rl-l : t t t IRI (9.9)
Yy YY yz ¥X YY Yz
' thx ¢ zy © zz B | tax tzy t2 J
9
< Se, agora, escreve-se as equagoes (9.1),(9.2)e (9.3) subs

tituindo cada componente de vetor ou tensor em S" por seu valor em
termes das suas componentes no referencial S de acordo com as equa
goes (9.5) e (9.9), obtdm-se as equagdes abaixo que s envolvem

a 8 8 6
grandezas em S e os angulos x' Oy 1 Yz ¢



. 2 '
RSl g = pv +_(Ril le tij1V/C, . {9.10)
R - v2 () (R, Ry, t..) v/c2 (9.11)
s2 9g — Y VP W32 By1 Tty :
R = y2(v) (R, R, t,.) v/c? (9.12)
s3 9g Y W/ Wy3 Byy Fy47 Ve - :
Multiplicando cada uma das equagdes por v e usando a relacgao

(9.8) obtem-se:

2

2

Vg 9g T PV o+ Vivj tij / c (9.13)

Ro, [ vos = y2(v) vs t.. v/c2 ] =0 (9.14)
s2 L V9 ~ 7 i °s3 ]

Rey [ Ve, = v2(¥) v, to. v/c2 ] =0 | (9.15)
s3 s Y j 83 .

A equagao (9.13) & a primeira das relagdes gue buscamos. Chamando

0 termo que ocorre entre colchetes em (9.14) e (9.15) de aS ’

reescreve—se essas equagaes como

2

sen 8 [ a, sen 6, COS 8, -~ a 3

sen 6§ sen 6§ -~a., cos 6. | v +
Y z Y-

+ cos 8 [@l sen 6, + o, cos 6, 1v =0 «{9.16)
.cos GX [&l sen BZ + a, cos Bz J v+ (9.17)

+ sen o [ - a; sen ey cos 8, + a, sen ey sen 8, + a; COS ey Jv =

0



Os termos entre colchetes nas equagSes (9.16) e (9;17) sao nulos
.uma vez gue essas equagdes devem ser vatidas para todo Bx_(a e-

quagao (9.8) nao envolve‘Qxl. Logo temos:

{9.18)
c2 -V - 2( )] t‘ -v.v,t .7 =0
[ Vx 9y 7 Vy 9x 1 = ¥ (O] vVt 7 VeVt T
2 .2 2,
c [ gx Vx vy + gyvyvz - gz(_vX + vy)] - (9.19)

2 2 2
-y v. Lt . v v +t . v v -t (v +v)] =20
(v) J[ xj "x 'y TyiVy 'z 23 x y ]

As equacgoes (9.13) (2.18) e (9.19) foram obtidas a partir de (9.1)
(9.2) e (9.3) de maneira tal gue, se o0 observador em S" permuta
ciclicamente o nome de seus eixos coordenados cada uma das equa-
¢coes (9.18) e (9.19) 43 origem a duas' outras por permutagac cicli
ca de Indices: Temos portanto 7 eguagoes (entre as quais a equa-
cao (9.13) simétrica nos indices x,y,z) e gue podem ser considera
. das como um sistema linear nas variéveis_a r P tij' Se chama-

* 0os a equagao (9.13) de "E", a eqﬁagéo (9.19) de E(x,y,2), e as
permutacoes ciclicas nos iIndices da equagaoc (9.19) de E(z x y) e
de E(y z x), podemos combinar essas guatro eguagoes em trés equa

goes:
(1) c2Vz E 4+ E(x vy 2)

(2) czvy E + Ely z x)

(3) c'.2vX E + E(z x y)

ou equivalentemente



YZEV) VY5
g, = ——~_ v t, -] vo t + v.p (9.20)
J 2 r Jjr 2 5 rSs J
c c

O sistema de 7 equagdes lineares & portanto equivalente 3s équagaes
(9.20) uma vez que as demais equa§5es tornam-se identicamente nulas
se se substitui nelas diretamente as expressoes (9.20). Desta forma
(9.20) expressa a condigdo de vinculo em um referencial inercial on
de a velocidade do ponto do meio em consideragao tem diregao arbi-

trdria.



§10. OBSERVACOES FINAIS

A obtengio das equagdes de movimento, continuidade e das
condi¢des de vinculos que procuramos através do estabelecimento de
algoritmos que definam os campos tri—vetoriais gue descrevem O
meio, nao seguiu o argumento.mais geral possivel uma vez que duas
hipdteses restritivas facilitaram nosso trabalho.

Em primeiro lugar; no paridgrafo 7, admitimos "baixas com
pressdes", o que nos permitiu definir rélagaes de vinculo nac to-
talmente gerais, mas independentes de parametros que descrevessem
as caracterfsticas compressivas do meio.

Em segundo lugar, consideramos no paragrafo 1 a massa
propria invaridvel nas equagoes de movimento de uma particula o

que provavelmeﬁte significa uma nova restrigdo & descrigao do
meio.

Assim, o tratamente considerado compreeﬁde os meios e-
18sticos relativisticos de propriedades puramente mecanicas sob

as restrigbes acima especificadas.
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