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Resumo

No Capitulo 1 apresentamos uma introdugéo sobre os campos elétricos dentro e fora de condutores
resistivos com corrente constante. Discutimos também a distribuicdo de cargas superficiais que
mantém a corrente fluindo e sua relagdo com estes campos elétricos. Sdo apresentados alguns
experimentos relacionados com estes campos elétricos fora de condutores com corrente constante.

A Parte I deste trabalho trata de condutores retos e compridos. No Capitulo 2 apresentamos o
tratamento de um fio cilindrico longo de se¢do reta circular conduzindo uma corrente estacionaria,
ja conhecido na literatura. Sao apresentados alguns dos métodos que seguimos nos tratamentos
dos problemas apresentados a seguir. O Capitulo 3 trata da forca entre uma casca cilindrica
condutora infinita sem corrente e uma carga pontual préxima (dentro ou fora da casca), cuja
solugdo ¢ inédita na literatura. Esta forca de ordem zero (eletrostdtica) complementa a anslise
da forca de primeira ordem (ou seja, proporcional & corrente ou & velocidade dos elétrons de
condugdo) no caso do fio cilindrico longo com corrente constante. No Capitulo 4 tratamos o
problema inédito de um fio cilindrico longo, ainda conduzindo uma corrente estacionria, mas
agora com uma bateria colocada no centro. Nosso objetivo aqui é estudar o comportamento dos
campos e das cargas superficiais préximas & bateria. O Capitulo 5 apresenta o problema conhe-
cido na literatura de placas retas conduzindo correntes estacionarias. Este problema foi tratado
por este mesmo autor durante sua dissertacdo de mestrado. O comportamento dos campos e
das cargas superficiais préximas a uma bateria no problema de condutores em forma de placas é
abordado no Capitulo 6. Este também é um problema inédito na literatura, anslogo ao problema
tratado no Capitulo 4. No Capitulo 7 generalizamos o problema das placas com corrente cons-
tante utilizando agora uma fita de largura finita. Para resolver este problema inédito utilizamos
coordenadas eliptico-cilindricas. Com este caso encerramos nosso tratamento de problemas onde
os condutores sdo retos e compridos, conduzindo correntes na direcio longitudinal.

Na Parte II tratamos de condutores curvos conduzindo correntes constantes na direcdo azi-
mutal. Estes problemas sdo importantes porque representam uma classe de circuitos elétricos em
que a corrente percorre um caminho fechado finito. O Capitulo 8 apresenta o problema conhecido
na literatura de uma casca cilindrica condutora de comprimento infinito conduzindo uma, corrente
estacionaria na direcdo azimutal. H4 uma bateria em forma de linha, paralela ao eixo da casca.
Esta geometria tem solugdo bastante simples com forma analitica fechada para o potencial, para
0 campo elétrico e para as cargas superficiais, embora o cilindro tenha comprimento infinito.
O Capitulo 9 apresenta o tratamento inédito para uma casca esférica resistiva conduzindo uma
corrente estaciondria. Neste caso, a bateria tem a forma de um segmento de linha (um meridi-
ano da esfera). O problema mais complexo de um toréide condutor conduzindo uma corrente
constante na direcdo azimutal, também novo na literatura, é apresentado no Capitulo 10. Estes
dois problemas, da casca esférica e do tordide, representam duas situagdes onde nio h4 infinitos
na geometria nem na condutividade, sendo que a corrente estd confinada em um espaco finito.
Mesmo a bateria est4 incluida no sistema, de modo que se obtém naturalmente o comportamento
esperado dos campos e das cargas superficiais préximas a ela.

Na, Parte III fazemos uma discussdo sobre os problemas tratados. Demonstramos que para
todos os casos analisados existe um campo elétrico fora dos condutores com corrente constante
e obtemos sua expressdo analitica. Os comportamentos em todos os casos em que a bateria

vii



estd presente foram encontrados de acordo com o esperado. As comparagdes que fizemos com
experimentos da literatura mostraram que nossos resultados tedricos sdo razoaveis e coerentes.
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Abstract

In Chapter 1 we present an introduction about the electric field inside and outside resistive
conductors carrying steady currents. We also discuss the distribution of surface charges that
maintains the current flow and its relation with these electric fields. We present some experiments
related with these electric fields outside conductors with steady current.

Part I of this work deals with long straight conductors. In Chapter 2 we present the treatment
of a long cylindrical wire of circular cross section conducting a steady current, already known
in the literature. We present some of the methods that we employ in the problems that follow.
Chapter 3 deals with the force between an infinite cylindrical conducting shell without current
and a point charge close by (inside or outside the shell). This solution is new in the literature.
This force of zeroth order (electrostatics) complements the analysis of the first order force (i.e.,
proportional to the current or to the drifting velocity of the conduction electrons) in the case of
the long cylindrical wire with steady current. Chapter 4 deals with the new problem of a long
straight wire, still with a steady current, but now with a battery in the middle. Our objective
here is to study the behaviour of the fields and of the surface charges near the battery. Chapter 5
presents the known problem of straight plates conducting steady currents. This problem was
dealt with by the present author during his Master’s Degree. The behaviour of the fields and
of the surface charges near the battery in the problem of conductors in the shape of plates is
approached in Chapter 6. This is also a new problem in the literature, analogous to the problem
treated in Chapter 4. In Chapter 7 we generalize the problem of plates with steady currents
utilizing now a strip of finite width. To solve this new problem we utilize elliptic-cylindrical
coordinates. With this case we finish our treatment of problems of long and straight conductors,
carrying currents in the longitudinal direction.

In Part IT we treat curved conductors with steady currents in the azimuthal direction. These
problems are important because they represent a class of electric circuits in which the current
flows over a closed finite path. Chapter 8 presents the known problem of a conducting cylindrical
shell of infinite length carrying a steady current in the azimuthal direction. There is a battery in
the shape of a line, parallel to the axis of the shell. This geometry yields a very simple solution
with a closed analytical form for the potential, electric field and surface charges, although the
cylinder has an infinite length. Chapter 9 presents the new treatment of a resistive spherical shell
with a steady current. In this case, the battery has the shape of a segment of line (a meridian
of the sphere). The more complex problem of a conducting toroid with a steady current in the
azimuthal direction, also new in the literature, is presented in Chapter 10. These two problems,
about the spherical shell and the toroid, represent two situations where there are no infinities
in the geometry nor in the conductivity, while the current is confined in a finite space. Even
the battery is included in the system, so that we obtain naturally the expected behaviour of the
fields and of the surface charges near the battery.

In Part III we present a discussion of the problems treated here. We demonstrate that for all
the analysed cases there is an electric field outside the conductors with steady currents and we
obtain their expressions analytically. The behaviours of all cases in which the battery was present
were found according to our expectations. The comparisons that we made with experiments of
the literature showed that our theoretical results are reasonable and coherent.

ix
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Capitulo 1

Introducao (eral

1.1 Introducao

Neste trabalho abordamos o problema de condutores resistivos conduzindo correntes constan-
tes. Mais especificamente, abordamos o campo elétrico que existe fora destes condutores de-
vido & corrente. Este campo elétrico é proporcional a corrente no condutor. Portanto, é de
primeira ordem em vy/c, onde vy é a velocidade de deriva dos elétrons que participam da
corrente (velocidade média de deslocamento dos portadores de carga) e ¢ é a velocidade da
luz no vécuo. Recentemente tem havido interesse renovado no estudo deste campo elétrico,
[Hea84, AHR92, Sin93, Jac96, AM99, AC00, Pre00, FAF03].

No nosso mestrado estudamos o problema de placas condutoras sem espessura conduzindo
correntes constantes [AH99, AHLO1, Her01]. Iniciamos o estudo de uma placa, com uma dis-
tribui¢do de cargas superficiais (linear com a dire¢o da corrente). Por integragéo, encontramos o
potencial fora da placa, préximo ao seu centro. Este procedimento estd descrito em mais detalhes
no Capitulo 2. Fizemos um estudo do comportamento do potencial a partir da contribuicio de
duas placas paralelas, separadas por uma disténcia a, conduzindo correntes na mesma diregio e
na direcao oposta. Quando as placas conduzem corrente na mesma direcdo, elas se comportam,
para a solugio do potencial, como se fossem uma unica placa grossa (de espessura a) conduzindo
uma corrente constante. Tanto esta placa grossa quanto a composi¢do de quatro placas sem
espessura (ou, analogamente, duas placas grossas), conduzindo uma corrente estacioniria em
direcGes opostas, permitiram fazer comparacdes com experimentos na literatura. Os resultados
deste trabalho estdo apresentados no Capitulo 5.

Apresentamos a seguir algumas consideractes sobre a natureza do campo elétrico fora de
condutores com correntes constantes.

Considere a Fig. 1.1. Entendemos que se colocarmos uma carga teste livre parada préxima
a um condutor inicialmente neutro, essa carga induzird neste uma distribui¢ao de carga em sua
superficie. Este fendmeno é conhecido como inducao eletrostatica. O aparecimento destas cargas
faz com que surja uma forga de atragao entre a carga livre e o condutor. Esta forca ndo depende
da velocidade ou aceleracdo entre a carga e o condutor, apenas de sua disténcia, do valor absoluto
da carga e da geometria do condutor. Por este motivo este tipo de forca é conhecido como de
ordem zero em vg/c. Se, além disso, houver uma corrente fluindo no condutor, havera outras
forcas agindo nesta carga livre? Se a carga teste estd parada, o campo magnético ndo exerce
forcas. Neste trabalho mostramos que existe outra forca, de natureza elétrica e proporcional a
corrente no condutor, que age na carga livre parada.

Livros-textos atuais apresentam declaracoes no sentido de que n3o existe este campo elétrico
de primeira ordem fora de condutores com corrente constante, além de afirmar que o interior
deste fio é neutro em todos os pontos. Podemos citar como exemplo [RMC82, pag. 142-143]:

Consideremos uma amostra condutora que obecede & lei de Ohm, na forma de um fio reto de



Figura 1.1: Uma bateria suprindo uma tensdo V entre os terminais de um fio gera uma corrente
estaciondria I. Existe forca entre o circuito e uma carga estaciondria q localizada fora do fio?

se¢do reta uniforme cujas extremidades s8o mantidas a uma diferenga de potencial constante
A¢. Supde-se que o fio seja homogéneo e caracterizado pela constante de condutividade g.
Nestas condi¢Ges, existird um campo elétrico no fio, relacionado com A¢ através da relacio:

A¢=/E-dZ

E claro que nao pode haver componente, em estado estaciondrio de campo elétrico, perpen-
dicular ao eixo do fio j& que, pela Eq. (7-10) [J = gE], isto produziria uma carga continua
da superficie do fio. Dessa forma, o campo elétrico é puramente longitudinal.

Aqui mostramos que existe uma distribuicdo de cargas ao longo da superficie do condutor e sio
estas cargas que geram o campo elétrico que mantém a corrente fluindo. Sdo estas cargas que
geram também um campo elétrico ndo nulo fora do condutor. Além disso deve haver no interior
do fio um campo elétrico perpendicular ao seu eixo, E., de modo que haverd uma forca elétrica
qE 1 atuando sobre os elétrons de condugdo que cancelard a forga magnética qiy x B devida ao
campo magnético azimutal gerado pela corrente, como discutiremos na Se¢do 2.2.

Outro exemplo é [EKL76], onde até mesmo o efeito de ordem zero é suposto nulo:

H3 muito se sabe que as forcas de ordem zero e de primeira ordem em um objeto carregado,
préximo a um condutor neutro com corrente constante, parado no laboratério, sio nulas
em magnitude.

Independentemente de haver ou ndo corrente no condutor, se houver a presenca de uma carga
teste préxima ao condutor, hd indugdo eletrostitica (forga de ordem zero). Neste trabalho
mostramos que existe também a forca de primeira ordem.

Existe também a idéia de que um fio com corrente ndo gera campo elétrico em seu exterior
porque assumem que 0 magnetismo é um efeito relativistico. Um exemplo é o livro do Feynman,
de onde podemos citar:

Em um condutor normal, como cobre, as correntes elétricas vém do movimento de alguns
de seus elétrons negativos — chamados elétrons de condugdo ~ enquanto as cargas positivas
nucleares e o resto dos elétrons ficam fixos no corpo do material. Denominamos a densidade
dos elétrons de conducdo de p- e sua velocidade em S [referencial fixo com relagdo ao fio]



de vp. A densidade de cargas paradas em S é py, que tem de ser igual ao negativo de p_, j4
que estamos considerando um fio descarregado. Nio hd portanto campo elétrico fora do fio,
e a forca na particula em movimento é somente F' = gt x B, [FLS64, vol. 2, pag. 13-7].

Apesar do condutor ter carga total nula, ela ndo esta distribuida de maneira uniforme ao longo do
condutor, de modo que ha uma resultante de primeira ordem, como vamos mostrar nos capitulos
seguintes.

Veremos que as afirmacdes de Reitz, Edwards, Feynman e outros estdo erradas. Mesmo que
desconsideremos o efeito de ordem zero, ainda temos um efeito de primeira ordem em v;/c. Este
efeito deriva da presenca de uma distribuicdo de cargas na superficie dos condutores resistivos
quando por estes flui uma corrente. Vamos calcular as cargas superficiais em condutores resistivos
com corrente constante e o campo elétrico fora destes condutores. Vamos comparar nossos
calculos com resultados experimentais e tedricos presentes na literatura.

Utilizamos g para a condutividade, ao invés da notagdo padrao o, para evitar confusio com
a densidade superficial de carga, que representamos por o.

1.2 Cargas superficiais e correntes constantes

Considere um fio resistivo de condutividade finita g conectado a uma bateria e conduzindo uma
corrente estaciondria /, como no lado esquerdo da Fig. 1.2. Uma bateria ideal gera uma diferenca
de potencial constante entre seus terminais.

A densidade de corrente J ¢ dada essencialmente por J = (I/A)4, onde A é a drea da segdo
reta do fio e o vetor unitario & aponta na direcdo da corrente em cada ponto no interior do fio. A
lei de Ohm na forma diferencial estabelece que J= gE, onde E é o campo elétrico conduzindo a
corrente. Por esta relagdo vemos que E também aponta na direcdao da corrente em cada ponto.
Pode-se imaginar que este campo elétrico seja devido somente & bateria (ou devido somente as
cargas localizadas na bateria), mas esta resposta nio estaria completa.

Para perceber que a bateria ndo gera o campo elétrico em todos os pontos ao longo do fio,
considere a Fig. 1.2. Sabemos que o campo elétrico conduzindo a corrente constante segue em
geral a geometria do fio. Em um ponto C especifico dentro do fio o campo elétrico dentro do
fio na Fig. 1.2, & esquerda, aponta na diregdo positiva do eixo z. Quando entortamos uma parte
do fio, o campo elétrico muda, apontando ao longo da nova geometria. No circuito & direita da
Fig. 1.2 pode ser visto que no mesmo ponto C o campo elétrico agora aponta na diregdo positiva
do eixo y.

Figura 1.2: O campo elétrico no ponto C aponta ao longo da direco z na figura & esquerda. Entortando
o fio como na figura & direita, o campo elétrico em C passa a apontar na direcdo y. Entretanto, as
diregdes e intensidades dos campos elétricos em A, B, D e E ndo mudam.

O campo elétrico muda seu caminho e sua dire¢do somente na porgdo em que foi entortado e

nas regioes préximas a ela, mantendo os valores e dire¢Ges anteriores em todos os outros pontos
(como A, B, D e F na Fig. 1.2). Como o campo elétrico dentro do fio mudou apenas na
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porcao alterada do fio, deve ser algo local que cria esta mudanga na dire¢do do campo elétrico.
A geometria do fio obviamente mudou, mas a geometria ndo cria campo elétrico. Chegamos
entdo 3 idéia de Kirchhoff e Weber de que o campo elétrico dentro de um fio conduzindo uma
corrente constante é devido a uma distribuigio de cargas livres espalhadas ao longo da superficie
do fio: [Kir49], [Kir57c], [Kir57b] (com tradugbes para o inglés em [Kir50], [Kir57a] e [GA94],
respectivamente) e [Web52]. O papel da bateria é o de manter esta distribuicdo de cargas livres
ao longo da superficie do fio. Havera entdo um gradiente continuo de cargas superficiais ao longo
do comprimento do fio. No caso de um fio com carga total nula, estas cargas sao mais positivas
em direcdo ao terminal positivo da bateria, decrescendo em magnitude até alcancar zero em um
ponto intermediério, e tornando-se mais negativa em dire¢cdo ao terminal negativo da bateria,
veja a Fig. 1.3.

Se nao existisse bateria, a densidade de cargas seria nula em todos os pontos ao longo da
superficie do fio. E esta distribuicio de cargas superficiais que cria o campo elétrico dentro do fio
conduzindo a corrente. Quando entortamos uma porcdo do fio, as cargas livres se redistribuem
no espaco ao longo da superficie do fio, criando o novo campo elétrico que entao segue a trajetéria
alterada do fio. Isto pode ser visto qualitativamente no lado direito da Fig. 1.3. Vemos claramente
que o fio ndo pode ser neutro em todos os pontos ao longo do circuito. E estas cargas ao longo
da superficie do fio criam nio apenas o campo elétrico dentro do fio, mas também um campo
elétrico no espaco ao redor do fio.

Figura 1.3: Distribui¢do qualitativa de cargas ao longo da superficie de um fio resistivo conduzindo
uma corrente estaciondria em duas geometrias.

Uma representacio qualitativa das cargas superficiais em um anel resistivo conduzindo uma
corrente estacionaria I quando o anel esta conectado a uma bateria que gera uma tensao V entre
seus terminais estd representada no lado esquerdo da Fig. 1.4. Uma representacdo do campo
elétrico interno e externo devido a estas cargas superficiais estd mostrada no lado direito da
Fig. 1.4.

Uma outra maneira de concluir que tem de haver um campo elétrico fora de um condutor
resistivo conduzindo uma corrente constante ¢ utilizando a lei de Faraday. A equagdo de Fara-
day para correntes estacionarias pode ser escrita como fc E - df = 0. Selecionando um pequeno
circuito fechado retangular C' em que uma parte percorre o interior do fio e a parte oposta do
circuito estd imediatamente fora do circuito, paralela & parte interna, podemos obter a con-
tinuidade da componente longitudinal do campo elétrico dentro e fora do condutor. Ou seja, a
partir desta andlise simples é possivel mostrar que existe pelo menos uma componente longitudi-
nal do campo elétrico fora do condutor. Mas partindo apenas desta andlise néo se pode encontrar
o comportamento desta componente com a distancia do condutor, nem obter informagGes sobre
a componente radial do campo elétrico.

Uma discussdo qualitativa desta redistribuicdo de cargas superficiais quando entortamos um
fio j4 foi dada por Parker, [Par70], e por Chabay e Sherwood, {CS95, Cap. 6]. Um célculo da
ordem de magnitude das cargas necessérias para mudar a direcdo da corrente I em 90 graus foi
dada por Rosser, [Ros70].



Figura 1.4: Representagio qualitativa das cargas superficiais (3 esquerda) e do campo elétrico interno
e externo (& direita) no caso de um anel resistivo conduzindo uma corrente estaciondria.

1.3 Resultados experimentais

Bergmann e Schaefer mapearam experimentalmente as linhas de campo elétrico fora de condu-
tores resistivos transportando correntes constantes em geometrias simples, [BS50, pags. 164-167]

e [BS87, pdgs. 197-199]. Eles comentam que, devido & grande condutividade dos metais, ¢ dificil
utilizd-los porque ndo podem sustentar uma grande diferenca de potencial entre suas extremi-
dades, de modo que eles produzem apenas um campo elétrico externo muito pequeno. Por isto,
utilizaram fitas de papel grafitado de alta resistividade e aplicaram de 20.000 a 40.000 V entre
suas extremidades para produzir uma corrente estaciondria ao longo da fita. Eles aterraram o
centro da fita, mantendo-o a um potencial nulo, de modo que as linhas de campo elétrico estdo
localizadas simetricamente em torno deste centro.-Eles espalharam semolina em 6leo castor em
torno da fita e obtiveram o resultado mostrado na Figura 1.5. A linha central preta é a fita
de papel conduzindo uma corrente constante. As particulas de semolina se polarizam devido ao
campo elétrico externo e se alinham com ele, de maneira ané,loga ao que acontece 3 hmalha de
ferro mapeando o campo magnético de um ima.

Eles observaram que este campo elétrico é diferente do campo eletrostatico usual devido a
condutores carregados sem corrente, ji que possui uma componente paralela ao condutor (no
caso de condutores carregados em eqnih’brio eletrostatico, E é sempre normal & superficie).

Obtiveram também as linhas de E fora de uma linha de transmissao, Flgura 1 6. A corrente
constante vai num sentido e volta em outro.

Experiéncias demonstrando a existéncia de campos elétricos fora de condutores também foram
realizadas por Jefimenko, [Jef62] e [Jef89, Placas 6 a 9]. Ele utilizou tinta condutora transparente
para fazer circuitos impressos bidimensionais em placas de vidro de 25 cm x 30 cm. Nas figu-
ras seguintes, as partes em cinza representam uma tinta de baixa condutividade (representando
secbes do circuito onde existe resistividade), enquanto que as partes em preto representam uma
tinta de alta condutividade (representando secBes do circuito em que quase ndo haveria resistivi-
dade). O circuito foi ligado a um gerador de tensdo da ordem de 10.000 V. Jefimenko espalhou
sobre a placa de vidro pequenas sementes de grama, que agem como particulas-teste. Estas se-
mentes, neutras no estado natural, polarizam-se na presenca de um campo elétrico, alinhando-se
ao longo das linhas de campo elétrico.:




Figura 1.5: Mapeamento experimental das linhas de campo elétrico fora de um condutor resistivo
retilineo transportando uma corrente constante (faixa preta central). A semolina espalhada em éleo se
polariza na presenga do campo elétrico e se alinha com ele.

Figura 1.6: A esquerda: Experiéncia similar & mostrada na Figura 1.5, agora para uma linha de
transmissdo. A direita: Linhas de campo elétrico num plano perpendicular aos fios e ao plano formado
pela linha de transmissio.

Nas Figuras 1.7 e 1.8 temos situagdes andlogas as Figuras 1.5 e 1.6 de Bergmann e Schaefer.
Na Figura 1.9 o condutor de retorno tem uma resistividade bem menor do que o condutor de ida,
tal que possa ser considerado na pratica quase como um supercondutor. Na Figura 1.10 temos
um condutor na forma de um anel bidimensional.
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Figura 1.7: Placa experimental de Jefimenko mostrando linhas de campo elétrico no circuito formado
por uma fita condutora reta, [Jef62]. A corrente flui horizontalmente. As partes em cinza mostram
a tinta condutora resistiva e as partes em preto mostram a tinta sem resisténcia (na verdade, com

resisténcia muito menor que a tinta em cor cinza). As sementes de grama se polarizam na presenca do
campo elétrico e se alinham com ele.

Figura 1.8: Placa experimental de Jefimenko mostrando linhas de campo elétrico nas duas fitas bidi-
mensionais conduzindo correntes em direcGes opostas, [Jef62] e [Jef89, Placa 6].

As linhas equipotenciais também foram medidas diretamente por Jefimenko, Barnett e Kelly,
[JBK62]. Neste caso foi utilizada uma camara retangular oca com eletrodos (folhas de aluminio)
como extremidades e paredes semi-condutoras (fita de papel de grafite) conduzindo uma corrente
uniforme, Figura 1.11. Oitenta volts foram aplicados aos eletrodos e as linhas equipotenciais
foram mapeadas utilizando uma fonte de radiagdo alfa para ionizar o ar nos pontos em que o
potencial seria medido. A fonte de radiagéo alfa adquiria o mesmo potencial que o campo naqueles
pontos e o potencial era medido em relacdo a um ponto de referéncia utilizando um eletrémetro
eletronico conectado a fonte alfa. As equipotenciais obtidas experimentalmente na Figura 1.11
representam a contrapartida das linhas de E obtidas experimentalmente nas Figuras 1.5 e 1.7.



Figura 1.9: Neste experimento de Jefimenko, o condutor inferior (na cor preta) tem uma resistividade

muito menor do que o condutor superior (na cor cinza claro), [Jef62].

Figura 1.10: Placa experimental de Jefimenko mostrando linhas de campo elétrico dentro e em volta

do circuito circular conduzindo corrente constante, [Jef62].
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Figura 1.11: Linhas equipotenciais obtidas experimentalmente em uma cimara retangular oca con-

duzindo uma corrente uniforme, [JBK62].



Também existe um experimento feito por Sansbury no qual ele detectou diretamente a forca
entre uma chapa metélica carregada parada e um condutor conduzindo uma corrente por meio de
uma balanca de torsdo, [San85]. Ele colocou uma chapa de prata descarregada de 2 cm x 2 cm,
que estava na extremidade de uma balanca de torsdo, a 3,5 cm de um condutor neutro em forma
de U (condutor de cobre com didmetro de 0,95 ¢cm, comprimento de 50 cm, separacdo entre os
fios de 10 cm) sem corrente, Figura 1.12. Quando ele carregou a chapa com uma carga estimada
em aproximadamente 5 x 1071% C (conectando-a a um gerador de tensio de 3 kV), observou
(mas ndo mediu quantitativamente) uma atracdo entre a chapa e o fio. Isto foi provavelmente
devido a forca de inducdo eletrostédtica no fio devido a presenca da folha carregada préxima.
A corrente entdo [nossa tradugdo entre aspas] “foi aumentada até 900 A” no fio e ele observou
uma atragdo ou repulsido extra entre a chapa carregada e o fio, dependendo do sinal da carga
na chapa, Figura 1.13. Devido as flutuacdes devidas a vibragbes no chdo, Sansbury afirmou
que “forgas menores que 1,7x10~7 N ndo puderam ser detectadas”. Outra fonte de erro foi que
“qualquer desvio da placa da posicdo de equilibrio (b) da Fig. 2 [nossa figura 1.13] mudaréd a
forca eletrostatica entre os eletrodos capacitores. Em ambos os casos, a atragao e a repulsao da
placa produzida pela corrente, a mudanga na forga eletrostética se adiciona ao efeito da corrente
e, portanto, leva a instabilidade”. Apesar disto, ele afirma que “pode ser dito com certeza que
esta forca devida & corrente era maior que 1,7x10~7 N”. Mais tarde discutiremos se esta forca
(adicional & forga eletrostdtica) é devida ao campo elétrico externo sendo discutido aqui. Isto &,
se é devida ao campo elétrico proporcional & corrente no fio.

\\__'

Figura 1.12: Geometria do experimento de Sansbury. A chapa metdlica 5 est4 na extremidade da
balanca de torgdo 2 e é carregada com o gerador de tensdo 4. O condutor 6 transporta uma corrente
constante ao ser ligado & fonte de corrente 9.

A forca entre a chapa de metal carregada de Sansbury e o fio conduzindo uma corrente
parece ser similar & forca entre a pequena esfera carregada de Parker e um circuito conduzindo
uma corrente, [Par70]. Parker realizou diversas experiéncias indicando a existéncia de campos
elétricos externos a condutores resistivos transportando correntes constantes. N3o utilizaremos
estas experiéncias aqui pois ele ndo realizou medidas quantitativas que pudéssemos utilizar como
comparagao.
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Figura 1.13: No inicio no existe corrente no condutor e a chapa de prata descarregada permanece
em a. Depois de carregada, a chapa de prata se move de @ para b. Entdo uma corrente estaciondria I
passa através do condutor. Neste caso aparece uma forga extra de atragio ou repulsdo entre a chapa
carregada e o condutor em forma de U.

Bartlett ¢ Maglic consideraram a forga detectada por Sansbury um “efeito eletromagnético
andémalo,” como aparece no titulo de seu trabalho, [BM90]. Eles fizeram um experimento similar,
veja as Figs. 1.14 e 1.15. Eles utilizaram uma bobina retangular com 16 voltas (4 x 4), de lados
60 cm e 30 cm, feita de um tubo de cobre com 1/8 de polegada de didmetro (ou 0,3175 cm).
Em comunicagio particular, eles informaram que dentro do tubo fluia 4gua para resfriamento,
ocupando aproximadamente a metade da drea de secio reta do fio. Uma fonte de corrente
ligada a bobina mantinha uma corrente constante de 50 A. Eles detectaram uma forca sobre
uma placa carregada de 2,54 cm x 2,54 cm colocada parada a 3,5 cm da bobina com corrente
constante. Isto era similar ao resultado obtido por Sansbury. Mas quando envolveram com uma
gaiola de Faraday a metade superior do circuito (contendo a corrente e a chapa carregada) o
efeito desapareceu. A conclusio deles foi que ndo puderam encontrar esta interagio “anémala”,
implicando que ela ndo existe.

Entretanto, eles parecem nio estar cientes de um importante aspecto relacionado a gaiolas
de Faraday. Elas sdo usualmente utilizadas para blindar influéncias externas sobre o sistema em
consideracdo. Mas elas afetam a forca total em cada carga teste interna. Assim, se tivermos duas
cargas q; e g2 separadas por uma distancia d, a forca coulombiana entre elas tem uma magnitude
de q1¢2/4me,d? e estd direcionada ao longo da linha que as une, Figura 1.16.

Porém, quando envolvemos ambas por uma casca metélica, elas induzem uma distribuicio
de cargas ao longo da superficie da casca. Como resultado destas cargas induzidas, a casca
exerce forga sobre g; e sobre go. Isto resulta, em geral, em uma forca total em cada uma delas
diferentes do valor anterior de q;g2/47me,d®>. Com uma casca esférica esta forca exercida pelas
cargas induzidas ao longo da parede sobre as cargas teste internas pode ser facilmente calculada
pelo método das imagens. Cada carga g; localizada a uma disancia a; do centro da casca de
raio ro > a;, com j = 1 ou 2, induz cargas equivalentes a uma carga imagem ¢;; = —g;ro/a; a
uma distincia a;; = r§/a; > ro do centro da casca ao longo da linha reta conectando o centro da
casca a gj. A for(;a resultante sobre ¢;, por exemplo, ser4 dada por F21 + Fu 1+ F,g 1 a0 invés
de simplesmente F;. Aqui F,m n € a forga exercida pela carga imagem m sobre a carga n. Se a
linha reta conectando as duas cargas q; e g ndo passa pelo centro da casca, a forca resultante
em cada uma delas mudaréd sua magnitude e também sua dire¢io em comparacdo com o valor
anterior sem a casca, Figura 1.17.
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Figura 1.14: Geometria do experimento de Bartlett. A chapa metélica esta na extremidade da balanca
de torgdo (fio que entra por cima da lata de aluminio) e é carregada com o gerador de alta tensdo HV.

A bateria no canto inferior esquerdo mantém uma corrente de 50 A que flui pela bobina retangular que
esta dentro da lata de aluminio.
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Figura 1.15: Vista superior do esquema experimental. Flui uma corrente de 50 A pelas 16 voltas da

bobina retangular (na figura acima sdo visiveis apenas 4 voltas da bobina). A chapa carregada. gira a
balanca de tor¢do de um dngulo § quando circula uma corrente constante na bobina.

Se existem N cargas internas, a forga resultante sobre ¢; serd dada pela soma das forcas
devidas as outras N — 1 cargas sobre ¢;, mais as NV forcas das cargas imagem sobre ¢;. Se a
gaiola de Faraday ndo for esférica, serd bastante dificil calcular a forca resultante nas cargas
teste. No caso de Bartlett e Maglic a gaiola de Faraday era cilindrica com lados metéalicos e
extremidade dielétrica. Isto torna muito dificil estimar o efeito da blindagem sobre a chapa
carregada interna. Além disto, ndo temos apenas duas cargas ¢; e ¢ como discutido acima,
mas uma chapa carregada e uma quantidade de cargas distribuidas ao longo da superficie de um
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Figura 1.17: Forgas eletrostéticas sobre ¢, devido a g2, devido A carga imagem g;; e devido & carga
imagem g;o.

fio resistivo conduzindo uma corrente. Como o fio é feito de um material condutor, as cargas
induzidas sobre a gaiola de Faraday mudam a distribuicdo de cargas espalhadas ao longo da
superficie do fio (comparadas com a distribuigéo superficial de cargas sem a gaiola de Faraday),
de modo que mesmo esta nova distribui¢do ndo é ainda conhecida até que possamos calculé-la a
partir da equagdo de Laplace e as condigGes de contorno apropriadas. Isto complica enormemente
a andlise teérica de qual forca resultante esperariamos sobre a carga teste quando blindamos o
fio com corrente e a carga teste. Por esta razdo, parece-nos que é melhor realizar este tipo de
experimento sem blindagem metélica.

O resultado que Bartlett e Maglic relatam em seu trabalho foi que [nossa tradugio] “fazendo
a média dos resultados com e sem a blindagem (...) obtivemos uma forca de (0,270, 27) x 10~7
N”. A impressdo que tivemos ao ler o artigo foi que a forca medida sem a blindagem era de
0,27 x 107 N. J4 com a blindagem a for¢a medida foi nula (dai viria o sinal & acima). Nossa
opinido é que a blindagem muda a distribuicdo de cargas sobre a casca metélica. E isto altera a
forga resultante sobre cada carga teste interna, como mostramos acima. Logo fica praticamente
impossivel comparar os casos com e sem a blindagem. O ideal seria fazer medidas apenas sem
a blindagem de Faraday nestes casos. Infelizmente nio foi este o procedimento adotado por
Bartlett.

Mais discussoes sobre o experimento de Sansbury com diferentes abordagens podem ser en-
contradas em [Whi88], [Hay90], [Wes90] e [Wes91, Secdo 6.10], [BC91a], [BCI1b], [Ivedi], [RGI3],
e [ARM99].

Em conclusdo podemos dizer que os experimentos de Bergmann, Schaefer, Jefimenko, Barnett,
Kelly, Sansbury e Parker demonstram qualitativamente a existéncia de um campo elétrico externo
a um circuito resistivo conduzindo uma corrente constante. Este campo elétrico é proporcional
a corrente fluindo no circuito (portanto, de primeira ordem em vq/c).

Nesta tese fazemos um esfor¢o consciente de comparar nossos resultados tedricos com estes
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dados experimentais. Fazemos isto principalmente sobrepondo as figuras experimentais as nos-
sas figuras tedricas de linhas equipotenciais e linhas de campo elétrico adequadas 3 geometria
experimental. Este tipo de comparagao é essencialmente qualitativo. Fazemos também algumas
comparagoes numéricas com os experimentos de Sansbury, Bartlett e Maglic. Nestes casos foram
medidas forcas experimentalmente. Apesar disto, estas comparagdes devem ser apreciadas como
comparagoes essencialmente qualitativas pois os dados experimentais quantitativos de que dispo-
mos sdo em nimero bem reduzido. Seguimos esta abordagem essencialmente pela falta de mais
dados experimentais. Esperamos que o amplo tratamento tedrico apresentado neste trabalho
sirva como motivacio para a realizacao de novos experimentos.

Podemos dizer que este trabalho tem dois enfoques principais. O primeiro é o carater
pedagégico. Queremos mostrar que existe um campo elétrico ndo nulo fora de condutores com
correntes constantes através do estudo de védrias geometrias. A solucdo obedece as equagdes de
Maxwell e as condigdes de contorno do problema especifico. Este campo elétrico ests intrinse-
camente ligado ao campo elétrico no interior do fio que mantém a corrente fluindo. Também
existe uma relacdo muito forte entre as cargas espalhadas ao longo da superficie do condutor e o
campo elétrico dentro e fora do condutor. Ou seja, procuramos mostrar que a eletrostética e a
magnetostatica (estudo das correntes constantes) sio assuntos solidamente ligados. O segundo
enfoque se refere ao aspecto fisico. Ou seja, uma carga parada, colocada préxima a um condutor
com corrente constante, sofre a acdo de uma forca? Um fio com corrente é neutro em todos
os pontos? Como mostramos na Se¢do 1.1, ha varios autores que supdem que ndo hé forga, ou
que ndo haja cargas distribuidas ao longo do condutor com corrente. Neste trabalho mostramos
que estas suposigdes de Edwards, Reitz, Feynman (que apresentamos na Se¢do 1.1) e outros sao
falsas. Tentamos sempre enfatizar os motivos fisicos da existéncia do campo elétrico externo ao
condutor, sua origem e suas principais propriedades. Neste aspecto este enfoque é mais ligado
aos fundamentos da fisica bésica.
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Parte 1

Condutores Retos
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Nesta parte apresentamos problemas com condutores resistivos longos e retos conduzindo
correntes estaciondrias. O sistema de referéncia é sempre o laboratério (nas experiéncias e calculos
descritos aqui o laboratério pode ser considerado inercial), em relacio ao qual os condutores, a
carga teste e o observador estdo parados. Consideramos que os condutores tenham resistividade
uniforme e que o0 meio em torno dos condutores seja ar ou vécuo.
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Capitulo 2

Fio Reto Longo de Secao Reta Circular

2.1 Resultados conhecidos na literatura

O caso do fio reto macigo de secdo reta circular foi detalhadamente tratado em [ARM99]. Neste
artigo também hd uma extensa discussao a respeito dos motivos que levaram cientistas a negarem
erroneamente a existéncia de campos elétricos fora de condutores com corrente constante e a
ignorarem a abordagem de cargas superficiais que exploramos neste trabalho. Alguns destes
motivos e discussdo concernente foram apresentados neste trabalho no Capitulo 1.

A situacdo considerada aqui é a de um circuito fechado de forma retangular ABCDA,
Figura 2.1. Uma bateria gera uma diferenga de potencial V' entre seus terminais e quando é
fechado o circuito resistivo ABCDA, flui uma corrente elétrica constante J. Queremos saber a
forga resultante exercida sobre uma carga teste ¢ parada em relacdo ao circuito no caso esta-
ciondrio em que flui a corrente constante I. Cada segmento AB, BC e CD do condutor resistivo
é um fio retilineo macico de se¢do reta com formato circular.

B "4 C

A D
vV

Figura 2.1: Um circuito quadrado fechado composto por um fio resistivo de secio reta com formato
circular. H4 uma carga g préxima do centro de um de seus lados. Uma bateria mantém uma diferenca
de potencial V, fazendo fluir uma corrente estaciondria, I.

Em [ARM99] foi calculada a for¢a de primeira ordem agindo sobre g (proporcional & corrente
I ou proporcional & velocidade de deriva — ou seja, & velocidade média de deslocamento dos
portadores de carga — vq dos elétrons de condugéo no fio), quando g est4 fora do fio mas préxima
do centro de AB, de BC ou de CD. Os célculos que vao a seguir ndo sdo vélidos para ¢ préxima
do centro de DA, caso este tratado no Capitulo 4.
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A geometria considerada neste problema é a de um fio de comprimento £ e raio ¢ < ¥,
homogéneo e com condutividade finita constante. O fio transporta uma corrente I constante
no tempo e na se¢do reta, veja a Figura 2.2. Este fio representa os lados AB, BC ou CD da
Figura 2.1. Utilizando coordenadas cilindricas (p, ¢, 2), supde-se uma densidade superficial de
carga linear com o eixo z do fio, [Rus68]:

z -
os(a,p,z) =04 + o8 (2.1)

onde 04 e op s@o constantes. A partir desta densidade de carga, é calculado o potencial elétrico
dentro e fora do fio por integracdo direta, resultando:

aaA+qu/€1 )\(z)

¢
< = -= .
d(p < a,9,2) . p 27r€0 a, (2.2)
o4+ aBz/E Z )\(z) ‘

onde go = 8,85 x 1072 F/m é a permissividade elétrica do vicuo. No lado direito das equagdes
escrevemos o potencial em funcdo da densidade linear de carga A(2) = a foz" o(a, @, z)dp.
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Figura 2.2: Fio reto de comprimento £ e raio a < £ conduzindo uma corrente estaciondria I ao longo
do eixo z. Uma carga teste g colocada em (p, z) mapeia a for¢ca ém torno do condutor.

Supondo que o fio esteja submetido a potenciais ¢; e ¢r nos seus lados esquerdo e dlrelto,
respectivamente, podemos reescrever este potencial como:

so<a)= e Y

¢ +¢ In(¢/p) In(¢/p) 2z
Hoz )= sz “RE/a) T O R e

(2.5)

onde podemos encontrar as relagoes oa = eo(dn — ¢L)/a In(¢/a) e op = o(dr + ¢L)/ 2a ln(l/a)
O campo elétrico E, dado por —V¢, resulta

,E@<@=ﬁ7i% (26)

Na Figura 2.3 temos as hnhas equlpotenmals encontradas pelos autores, enquanto que na
Figura 2.4 temos as correspondentes linhas de campo elétrico.

Note que esta abordagem segue o caminho inverso aquela em que, a partir da equagdo de
Laplace, é encontrado o potencial, dai o campo elétrico, e entdo as cargas superficiais. Estas duas
maneiras independentes se completam se foremi utilizadas para venﬁcar 0s resulta.dos encontrados :
em cada um dos métodos. : : SR

17




2 [ \/////
x

]
N\
i \

- 212 0 212

._’-"f

Figura 2.3: Linhas equipotenciais encontradas por Assis, Rodrigues ¢ Mania para o problema do fio
reto, [ARM99]. A figura representa um plano que corta o fio em duas metades longitudinalmente.
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Figura 2.4: Linhas de campo elétrico encontradas por Assis, Rodrigues ¢ Mania para o problema do
fio reto, [ARM99).

2.2 Efeito Hall radial

Uma questdo importante que pode aparecer é a seguinte: um fio resistivo conduzindo uma
corrente constante é eletricamente neutro em seu interior?

Alguns autores quotados na Secdo 1.1 responderam positivamente a esta questdo, j4 que esta
era uma de suas razoes para acreditar que este fio ndo poderia gerar um campo elétrico fora dele.
Entretanto, j4 mostramos que no fio, quando conduzindo uma corrente constante, aparece uma
distribui¢ao de cargas superficiais que dio origem ao campo elétrico dentro do fio e também a um
campo elétrico fora dele. Aqui mostramos que existe também um campo elétrico radial dentro
do fio devido ao fato de que o interior do fio estd carregado negativamente.

Em nosso conhecimento, os primeiros a considerar este efeito e a apresentar célculos quanti-
tativos foram Matzek, Russell e Rosser, [MR68] e [Ros70]. Smythe também discutiu este assunto
brevemente, [Smy68, Secdo 6.04, pags. 250-252].

Aqui consideramos o efeito Hall radial devido ao campo magnético azimutal dentro do fio.
Assim como é comumente considerado, [Whi73, pag. 90], supde-se que a corrente total I flui
uniformemente em um longo cilindro de comprimento £ e raio a, ao longo da diregio positiva
de z que coincide com o eixo deste cilindro. Esta corrente gera um campo magnético azimutal
dado por (a uma distincia p < a do eixo) B = polpp/2ra?, onde po = 41 x 10~7 kgm C™?2
¢ a permeabilidade magnética do vdcuo e ¢ é o versor unitdrio azimutal. A forca magnética
que age em um elétron de carga ¢ = —e, movendo-se com velocidade de deriva 7y = —|4|2 em
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relagdio ao fio, é dada por ¢y x B = —|upevy] p/2na?|p. Esta forca radial direcionada ao eixo
do fio leva a uma acumulacao de cargas negativas no interior do fio, que cria um campo elétrico
radial E apontando para o centro. No estado estaciondrio, as forcas radiais elétrica e magnética
se equilibram, qE = gi; x B, gerando E,, = —|uovalp/2ma?|p. Esta forca elétrica aumenta
linearmente dentro do fio. Seu valor maximo perto de p = a é dado por ]Ef,néx| = |poval /2mal. O
campo elétrico longitudinal que d4 origem & corrente pode ser obtido pela lei de Ohm, V = RI,
onde V é a forca eletromotriz ao longo do fio de resisténcia R. Para um fio de comprimento
£ sob a agdo de um campo elétrico longitudinal |F,| que aponta ao longo da diregdo z, esta
voltagem é dada por V = ¢|E,|, de tal modo que |E,| = RI/{. A razio entre os campos elétricos
radial maximo e longitudinal é dada por |Ef,né‘x/Eg| = |uovgl/2waR| = |puovaga/2|, onde g é a
condutividade do fio e estd relacionado & sua resisténcia por R = £/gmwa?.

Para encontrar a ordem de magnitude, suponha um fio de cobre (¢ = 5,7 x 10" Qm e
Vg~ 4x1073 m/s) de 1 mm de didmetro (e = 5 x 107 m). Com estes valores na equagéo acima
obtemos ]E;na'x/ E,| = 4 x 107%, o que justifica desprezarmos a componente radial do campo
elétrico. Conceitualmente, desprezarmos a componente radial pode ser explicada pelo fato de
que o campo elétrico Hall é pequeno porque ele é devido a um campo magnético produzido
pela corrente no fio, e ndo por um campo magnético externo grande que seja aplicado sobre o
condutor.

Da lei de Gauss V- E = p/€o vem que a densidade de carga no interior do fio no estado
estaciondrio em que a forga elétrica radial ja equilibrou a forca magnética é dada por p_ =
—|Tvg]/ma®c?, constante para todo p < a. A carga negativa total dentro do fio é compensada por
uma carga positiva espalhada sobre a superficie do fio com uma densidade superficial de carga
oy = |p-a/2| = |Iv4|/2mac?. Isto é, a carga negativa dentro do fio em um pequeno segmento de
comprimento dz, p_ma®dz, é igual e oposta A carga negativa ao longo da superficie, o, 27a dz.
Isto significa que o efeito Hall radial ndo gera qualquer campo elétrico fora do fio, apenas dentro
dele. Este o, independente de z que vem do efeito Hall radial néo deve ser confundido com o o
da Eq. (2.1) que é linear em z e que gera E fora do fio.

Apesar de podermos desprezar esta componente radial do campo elétrico dentro do fio com
corrente constante (comparada com a componente longitudinal do campo elétrico que mantém a
corrente, por exemplo), esta componente radial de fato existe. Também existe uma distribuicio
uniforme de cargas negativas dentro do fio. Estas conclusbes contrariam afirmacgdes como as de
Reitz, Milford e Christy, apresentadas na Se¢ao 1.1.

2.3 Comparacao com os resultados experimentais

As solucdes apresentadas aqui permanecem vélidas no caso de uma casca cilindrica oca de raio
interno a; e raio externo a. A densidade interna de cargas superficiais em p = a; serd zero dentro
das aproximacbes consideradas aqui, enquanto que a densidade externa de cargas superficiais
serd a mesma obtida acima. A principal diferenca é que o campo elétrico na regido p < a; ndo
produz nenhuma corrente, ja que ndo hd condutor nesta regido.

As linhas de campo elétrico e as equipotenciais dentro e fora de condutores resistivos com cor-
rentes constantes ji foram observadas em laboratério, como vimos no Capitulo 1. Consideramos
a corrente fluindo na parte superior de um circuito como aquele da Figura 2.1, com potenciais
simétricos: ¢r = —¢. Para comparar estes resultados tedricos com os experimentos, precisamos
obter as linhas de campo elétrico. Para obter estas linhas seguimos a abordagem apresentada
no livro de Sommerfeld, [Som64, pags. 125-130] (original em alemao de 1948 baseado em aulas
dadas em 1933-1934). Obtemos as linhas no plano y = 0. Todo plano contendo o eixo z darj
uma solugdo similar. Estamos procurando por uma funcao £(p, z) tal que:

VE(p,2) - V(p,2) =0. | (28)
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Para p < a temos ¢ como uma funcio linear em z, tal que £ pode ser encontrada proporcional
a p. Escrevemos {(p < a,z) = —Alp, onde A é uma constante. As linhas equipotenciais,
#(p, z) = constante, podem ser escritas como 2;(p) = K1, onde K; é uma constante (para cada
constante temos uma linha equipotencial diferente). Analogamente, as linhas de campo elétrico
serdo dadas por 23(p) = K>, onde K, é outra constante (para cada K, temos uma linha de campo
elétrico diferente). Da Eq. (2.8) obtemos dzo/dp = —1/(d21/dp) = (8¢/02)/(0¢/0p). Integrando
esta equagdo obtemos £(p, 2). Com a Eq. (2.5) isto d4 a solucdo para p > a. Encontramos entao:

6(:0 < a,z) = (¢R - ¢L) ) (29)

RS

_ PP p 5
§(P>a72)—(¢R+¢L)z+(¢x—¢L) <'2ﬁ+z§-22‘ nz)- (2.10)
Destas equagdes podemos facilmente verificar a Eq. (2.8).

Para comparar estes resultados com os experimentos de Bergmann, Schaefer, Jefimenko,
Barnett e Kelly precisamos essencialmente do valor de £/a. Da Figura 1.5 temos £/a ~ 33, da
Figura 1.7 temos £/a = 13, enquanto que da Figura 1.11 temos £/a ~ 4. Na Figura 2.5 sobrepuse-
mos o resultado tedrico dados pelas Egs. (2.4) e (2.5) com o resultado experimental de Jefimenko,
Barnett e Kelly, Figura 1.11. J4 nas Figuras 2.6 e 2.7 sobrepusemos o resultado teérico com os
resultados experimentais de Bergmann, Schaefer e Jefimenko, Figuras 1.5 e 1.7, respectivamente.
H4 uma boa concorddncia em todos estes casos. Fazemos também uma comparacdo numérica
com a experiéncia de Sansbury na Secdo 3.6. :

Os gréficos das linhas de campo entre z = —£/2 e ¢/2 dadas pelas Eqgs. (2.9) e (2.10) com
os valores correspondentes de £/a sio dadas nas Figuras 2.8, 2.9 e 2.10 (com os resultados
experimentais de Bergmann, Schaefer, Jefimenko, Barnett e Kelly sobrepostos a elas). Novamente
hé uma concordincia muito boa entre nossos grificos tedricos e os resultados experimentais
obtidos por estes autores.
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Figura 2.5: Linhas equipotenciais tedricas sobrepostas 3 figura experimental obtida por Jefimenko,
Barnett e Kelly, Figura 1.11.

Figura 2.6: Linhas equipotenciais tedricas sobrepostas as linhas de campo elétrico obtidas por
Bergmann e Schaefer.

Figura 2.7: Linhas equipotenciais tedricas sobrepostas as linhas de campo elétrico experimentais obtidas
por Jefimenko.
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Figura 2.8: Linhas de campo elétrico tedricas sobrepostas as linhas equipotenciais experimentais obtidas

por Jefimenko, Barnett e Kelly.

Figura 2.9: Linhas de campo elétrico tebricas sobrepostas as linhas de campo elétrico experimentais

obtidas por Bergmann e Schaefer.

Figura 2.10: Linhas de campo elétrico tedricas sobrepostas as linhas de campo elétrico experimentais

obtidas por Jefimenko.
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Capitulo 3

Carga Puntual Préxima de um
Condutor Cilindrico Sem Corrente

3.1 Introducao

Para complementar o célculo do Capitulo 2 e analisar a experiéncia de Sansbury precisamos da
forca eletrostatica entre uma carga e um fio condutor sem corrente.

Neste capitulo calculamos a forga eletrostatica entre um condutor cilindrico infinito de raio a
mantido a um potencial constante e uma carga puntual externa ¢. Em nosso conhecimento, isto
nunca foi feito antes. Nao encontramos a solu¢do deste problema em livros nem em artigos da
literatura. Também perguntamos aos Drs. Mark A. Heald e John David Jackson se conheciam
a solucdo e as respostas foram negativas. Por sugestdo do Dr. Jackson resolvemos abordar este
problema utilizando o método da funcio de Green, [Jac99, Caps. 1 a 3]. Iniciamos revisando uma
solugdo conhecida do potencial dentro de uma caixa cilindrica finita oca, fechada e aterrada, com
uma carga puntual dentro dela, [Jac99, pig. 143]. Analisamos o limite de um cilindro infinito e
exploramos a forga exercida sobre a carga puntual. Entdo realizamos uma anilise similar para
0 caso de uma carga puntual externa. Consideramos em detalhe a situacio particular de um fio
fino, isto é, com uma carga puntual muitos raios longe do eixo do cilindro.

Com a solugdo deste problema, temos a forga de indugdo eletrostitica que age sobre uma
carga colocada préxima a um cilindro condutor infinito de raio arbitréario. Esta forca, de ordem
zero em vg/c, pode entdo ser comparada com a forga proporcional & corrente, de primeira ordem
em vy/c, apresentada no Capitulo 2.

3.2 Cilindro condutor finito com carga puntual dentro
dele

Antes de tratar do caso que nos interessa, desenvolvemos inicialmente a solugio de um problema
resolvido por Jackson, [Jac99, pig. 143].

Considere uma caixa cilindrica condutora de raio a e comprimento £, com z sendo seu eixo de
simetria, veja a Figura 3.1. Em coordenadas cilindricas (p, ¢, 2) o centro da caixa estd em (p, z) =
(0,£/2). Consideramos também uma carga puntual g localizada em 7 = (¢’ < a,¢’, 2’) dentro
da caixa. Queremos calcular o potencial elétrico do sistema, o campo elétrico, a distribuicio de
carga superficial induzida por g sobre a superficie do cilindro e a forca resultante entre o cilindro
eq.

O potencial eletrostético ¢ obedece & equagdo de Poisson:

=_F
Vip = P | (3.1)
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Figura 3.1: Casca cilindrica oca, condutora e finita, de comprimento £ e raio a centrada em z = £/2,
com z sendo seu eixo de simetria. A casca é tampada em 2z = 0 e em z = £ por condutores. Existe uma
carga puntual ¢ localizada em (p,p,2) = (p' < a,¢',0 < 2’ < £).

Pelo método da fun¢do de Green padrao, a solugio da equagio de Poisson para este caso, com
condi¢des de contorno de Dirichlet (potencial especificado em uma superficie fechada) é dada por:

60 = goas [[| e - - s 2odar, (32)

onde V' ¢é o volume da caixa cilindrica, S é sua superficie e 3/9n" é a derivada normal & superficie
S da caixa direcionada para fora. Aqui G(7,7") ¢ a fun¢do de Green que satisfaz a equacdo:

vznG('F, F”) = “47T6(F_ 7—""). (3.3)
Como a superficie do cilindro, em equilibrio eletrostatico, estd em um potencial constante oo,

impomos que G(7,7") = 0 nesta superficie.
Podemos expandir a fungio delta de Dirac em coordenadas cilindricas, dada por:

6W—Fﬁ=a@—pﬁﬁ£§fﬁaz—f» (3.4

As fungdes delta para ¢ e z podem ser escritas em termos de fun¢des ortonormais:

-2 = [Z sen 2% sen nzz"} , (3.5)

S(p— ") = [ Z eim(o— w”)} (3.6)

m=—o0

Note nossa escolha particular de expansio para z, Eq. (3.5). Esta escolha satisfaz a condicdo
G(7,7") = 0 nas tampas da caixa cilindrica localizadas em z = 0 ¢ z = £. A funcio de Green
pode ser expandida em uma maneira similar:

- 1 N imlomo | e nwz nrz” ,
G(r, ") = — { Z efm(e—¢") [Z sen —;—sen Tgm(k,p, o )} } , (3.7)

m=-—0o0 n=1

onde k = nw/l e gn(k,p,p") é a funcio radial de Green a ser determinada. Substituindo esta
expressao na Eq. (3.3) e usando (3.4) a (3.6) obtemos:

p(Z, ( dj:) - <k2 + %23) 9m = *%é(p— ") (3.8)
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Para p # p" o lado direito da Eq. (3.8) ¢ igual a zero. Isto significa que g,, é uma combinacgo
linear de fungbes de Bessel modificadas, I,,(kp) e K,,(kp). Suponha que 9;(kp) satisfaz as
condigGes de contorno para p < p” e que ¢,(kp) satisfaz as condigdes de contorno para p > p:

Y1(kp<) = Alm(kp<) + BKm(kp<), (3.9)
Y2(kps) = Cln(kps) + DKp(kps). (3.10)

Aqui 4, B, C e D sao coeficientes a serem determinados. A simetria da fungio de Green em p
e p" requer que:
gm(k, p, ") = p1(kp<)ba(kps), (3.11)

onde ps e p. sdo, respectivamente, o maior e o menor valor de p e p”. O potencial nio deve
divergir para p — 0, de modo que devemos ter B = 0. A funcdo de Green deve se anular em
p = a, isto é, yo(ka) = 0. Disto resulta que C = —DK,,(ka)/I,(ka). A funcdo g, pode entdo
ser escrita como:

(3.12)

gm(k, p,p") = Hln(kp<) [Km(kp>) = Im(kp>) Km(ka)]

In(ka)

O coeficiente de normalizagdo H = AC ¢ determinado pela descontinuidade implicada pela
funcao delta de Dirac na Eq. (3.8):

= —‘;—7{ = EW[ur, o), (3.13)

dgm
dp

_ 44m
dp

+

onde os sinais + significam que devemos calcular p = p” + € e tomar o limite ¢ — 0. Na
tltima igualdade, Wi, ;] é o wronskiano de 9, e 9. Substituindo g,, na Eq. (3.13) e usando
que W{l,(kp"), Km(kp")] = —1/(kp"), encontramos que H = 4x. A funcio de Green para o
problema de um cilindro condutor finito com uma carga puntual dentro dele pode ser finalmente
escrita como:

G(F,7") = %{ Z eim(¢—¢”){ Z sen (kz) sen (kz") I, (kp<)x

m=—00 n=1

X [Km(kp>) —Im(kp>)%)l] }} (3.14)

3.2.1 Cilindro finito (com carga dentro) mantido a um potencial nulo

Considere que o cilindro esteja mantido a um potencial nulo, ou seja, ¢(7") = 0:

#(a,0,0<z2< ) =d(p< a,0,0) = d(p < a,p,0) = 0. (3.15)

Substituindo as Egs. (3.14) e (3.15) na Eq. (3.2) obtém-se o potencial dentro do cilindro como
dado por {com p(7") = ¢é(F' — 7")):

¢(7—3’ 7—3/) —_ ;go_e{ i eim(w—‘P,) {i sen (-nz—z) sen (TL7221> X

e (79 [ () - () SR} - oo

Aqui ps (p<) é o maior (menor) valor de p e p.
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3.3 Cilindro condutor infinito com carga puntual dentro
dele

Expandimos agora a solu¢do de Jackson para o caso de uma casca cilindrica de comprimento
infinito.

A solucdo para um cilindro infinito difere da solugdo para o cilindro finito mudando essen-
cialmente a expansao da func¢do de delta na Eq. (3.5). No cilindro infinito ndo existe restricao
de escolha para n (ou para k):

(o <]
5z~ 2") = o / Mg = / cos[k(z — 2")]dk. (3.17)
0

A funcio de Green pode ser escrita como:

G(7, 7" { D emle=e) / cos[k(z — 2")]Im(kp<) X

m=-00

JLACSEACS {%ﬂk}(M&

Note que podemos passar da Eq. (3.5) para a Eq. (3.17) transformando a série de Fourier
em uma transformada de Fourier. Ou seja, fazendo ¢ — oo, tomando nn/f = k, dk = 7/¥,
z—2+L/2, 2" — 2" + £/2 e substituindo a soma infinita pela integral sobre k.

3.3.1 Cilindro infinito (com carga dentro) mantido a um potencial
nulo

Considere que o cilindro esteja mantido a potencial nulo, ou seja, ¢(a, ¥, 2) = 0. Substituindo
a Eq. (3.18) na Eq. (3.2), o potencial dentro do cilindro pode ser escrito como (com p(7") =

a7~ 7))
(7)) = 27!'280{ Z efme= "’)/ cos[k(z — 2)]Im(kp<) %

< [A;Akp>>-zm(kp>)?Z;g:?] dk}. (3.19)

Novamente ps. (p<) é o maior (menor) valor de p e g'.
O campo elétrico é dado por E = —V¢, com componentes:

’ 9 q - im(p—¢' *
Ep(p<p)=-—-a-§=—-27r2eo{ Z eimly ‘P)/O kcos[k(z — 2')]x

Xf%m[(M) (ﬁn@fh* (3.20)

0 - im(p—y¢’ = !
E,,(p>p')—-—a—i 2:250{ Z emle (p)/o kcos[k(z — 2')]x

xmwﬂmmmdummﬁﬂ%}wm)

In(ka)
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10
E,= - pai 7r2€op{sten m(p — cp]/ coslk(z — 2')]Im(kp<) %

y [Km(kp>) - Im(kp>)lfn’j((,f;)] dk}, (3.22)

_ a¢ q im(p~ Lp)/ o
E,=— Fw _271’260{ Z e ksen[k(z — 2')|In(kp<)x

‘ [Km(kp>) - m(@»%] dk}. (3.23)

A forga F = gE(F") agindo sobre a carga ¢ é dada pela Eq. (3.20) em 7 = 7 sem o primeiro
termo entre colchetes (que é o campo gerado pela prépria carga ¢). Existe apenas uma compo-
nente radial quando o cilindro tem comprimento infinito:

P = 27r250{ / kI (ko) ) ( ) } p

- 47r280p,2{ / I12( z)—[ —T’:"gg——//p,’ﬂ dx} p- (3.24)

Na tltima passagem da equagdo acima integramos por partes. Graficamos na Figura 3.2 a forca
da Eq. (3.24), normalizada por Fy = ¢%/47ega?, como fungdo de p'/a. Esta forga se anula quando
¢'/a = 0 e diverge quando o' — a, como esperado.

F/F,

40"

Olz‘.,.. .0:4. : .O-b . .0:8.. . [.() .p/a

Figura 3.2: Forga F entre um cilindro condutor infinito e aterrado, de raio a com eixo de simetria ao
longo do eixo z e uma carga puntual g a uma distancia ¢’ < a do eixo 2, normalizada por Fp = q?/4mega®.

As cargas superficiais podem ser calculadas usando a lei de Gauss, resultando:

a(a,p,2) = €oEp(a ¢, 2)

im(o—¢') S (kp,)
5% Lg_:me / coslk(z — )| 7= iy k- (3.25)
A carga por unidade de comprimento A(a, z) é dada por:
2 =)
" g mo(kP)
AMa, z =/ ola,p,z)ad ———/ coslk(z — 2 dk. 3.26
@)= [ olapzado=~1 [ eoslh(z - 2N 53 (3.26)
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A carga total induzida pelo cilindro supondo 2’ = 0 pode ser obtida integrando a Eq. (3.26)
de z = —00 até co. Utilizando

(k) = 5- /_ " cos(kz)dz = 2 /0 "~ cos(kz)dz, (3.27)

obtém-se:

Q= /—oo Aa, z)dz = —q. (3.28)

3.4 Cilindro condutor infinito com carga puntual fora
dele

Estamos agora capacitados a explorar um terreno novo. Consideramos aqui o caso de uma carga

puntual fora de uma casca cilindrica condutora de comprimento infinito e sem corrente.
Suponha que a carga puntual ¢ esteja localizada em 7' = (¢’ > q, ¢/, z'), fora do cilindro. A

fungéo de Green pode ser escrita analogamente neste caso como:

L | S gimtome) [

= A im(p—yp" i 11

G(r,7") = 53 Z e /0 cos[k(z — 2")lgm(k, p, 0")dk | . (3.29)

m=—0co

A fungdo gm pode ser escrita como o produto de ¥4(p < p")4(p > p"). As funcdes v e o)
satisfazem & equagdo modificada de Bessel. Elas podem ser escritas como combinagdes lineares
das solugdes possiveis:

P (kp<) = A'Ln(kp<) + B'Km(kpo), (3.30)
Uy(kps) = C'Ln(kps) + D' Ko kps). (3.31)
Para p — oo a fungéo de Green deve permanecer finita. Isto significa que C' = 0. Adicional-

mente, a fungao de Green deve se anular na superficie de contorno. Isto é, G = 0 na superficie
do cilindro p = a. Disto resulta:

I (ka)
/ — A ! B = AT .
¥i(a) = A'Iy(ka) + B Kpn(ka) =0 — B =—4 ) (3.32)
Para obter a func¢io g,, ainda devemos encontrar a constante H':
I, (ka)
AN 2 ¢4 _
gm(k,p,0") = H [Im(kp<) Km(kp<)-——Km( ka)] K (kps), (3.33)
onde p5 (p<) é o maior (menor) valor de p e p".
Da Eq. (3.13) temos que H' = 4x:
I (ka)
mn — MmN
gm(k, p, p") = 4n [Im(k/k) Km(kp<) Kol G)J Kn(kps). (3.34)
A funcgéo de Green é dada por:
G(F,7") = 2 i efm(e—¢") /00 cos[k(z — 2")]x
T, - K m=—0o0 0
In(ka)
X [Im(k/k) - Km(kP<)m] Km(kP>)dk}' (3.35)
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3.4.1 Cilindro infinito (com carga fora) mantido a um potencial nulo
Suponha que a superficie do cilindro esteja mantida a potencial nulo, ou seja:

é(a, v, z) = 0. (3.36)
Aplicando as Egs. (3.35) e (3.36) na Eq. (3.2) com p(F") = q6(F' — ") resulta:

B(F, ) = —% { Z eim(e—¢) /Ooo coslk(z — 2')]x

2m2e 0
m=—00

x [zm(kp<> - Km<kp<>1—'"(ﬂ} Km(kp>)dk}. (337)

Km(ka)
Aqui ps (p<) é 0 maior (menor) valor de pe p'.

Longe da origem, p > p/, podemos aproximar a Eq. (3.37). O primeiro termo que aparece
entre colchetes € I, (kp<) Km(kps>), com po = p' e p, = p. Note a presenca do termo Kn(kp),
com p > o, que decai rapidamente quando k aumenta. Isto implica que a principal contribuicio
do integrando estd na regido 0 < k < 1/p. Entdo podemos aproximar I.(kp') para pequenos
argumentos, I, (ko') = (kp'/2)™/m!. Disto podemos ver que o termo mais relevante é o primeiro,
m = 0. A integral do primeiro termo entre colchetes da Eq. (3.37) é ent3o dada por:

$1(p>p) = /Ooo cos[k(z — 2')|Ko(kp)dk = Z (3.38)

dreg/(z — 2')2 + p2

onde usamos na tltima equagdo a identidade: (2/7) Jo7 cos(zt) Ko (yt)dt = 1/+/7% + 32, [AW95,
Prob. 11.5.11]. O segundo termo que aparece entre colchetes na Eq. (3.37) pode ser tratado de
maneira similar. A principal contribuigdo do integrando est4 na regiio 0 < k < 1 /p- Novamente,
0 termo mais relevante é o primeiro, m = 0. Nesse sentido, aproximamos a funcao Ko(kp') para
pequenos .argumentos: Ko(kp') ~ —In(kp’). A integral do segundo termo entre colchetes da
Eq. (3.37) resulta em:

oo > o)~ [ ooslk(z — )

q
2w 250

In(ko')
In(ka)

Podemos obter da Eq. (3.37) o campo elétrico dado por E = —V¢, com componentes:

Z g'mle=¢) / kcos[k(z — 2)]x
0

Ko(kp)dk. (3.39)

q
E,(p<p) = “m{

. [zm'(kp) - K:,.<kp>—,§'":((’%] Km<kp')dk}, (3.40)
E(p>p)= —Zr%-é—{ i e'mle—¢') /oo kcos[k(z — 2')]x
x [Im<kp'> - Km(kp')%%] Km'<kp>dk}, (3.41)

__4q
7 m20p

{ i msen [m(p — ¢')] /ooo cos[k(z — 2')] x

x [Im(kp<) — Kn(kpo) é";((’jc‘;))J Km(kp>>dk}, (3.42)
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= ﬁ{ m;w e‘m(“"f) /0 onéfen [k(Z— z't)]ix N
(ko) - n(hp) el m(kp;)dk}. (3.43)

A forca F = gE (') agindo sobre a carga g é dada pela Eq. (3.40) em 7= 7' sem o primeiro
termo entre colchetes (que é o campo gerado pela prépria carga ¢). Existe apenas uma compo-
nente radial:

F(7"

__' 2 [ / (ka)
sl | & [enncfigals

I o
4,,250‘0,2 {mz_:w f Kfn(w) [————-——-K ((m //’Z,))] }p : (3.44)

Na dltima passagem da equacgdo acima integramos por partes. Graﬁcamos a forga da Eq (3.44)
na Figura 3.3, normalizada por Fy = ¢*/4n¢¢a?, como fungao de p’ /a. Esta forca se anula para
¢ /a — oo e diverge para p' — a, como esperado.

F/F,
4 0

20

“40-

Figura 3.3: Forca F entre um cilindro condutor infinito e aterrado, de raio a cujo eixo de simetria est4
ao longo do eixo z e uma carga puntual g a uma distincia p’ do eixo z, normalizada por Fp = ¢2/4negal.
Para o’ < a a forga vem da Eq. (3.24), enquanto que para p' > a ela é dada pela Eq. (3.44).
As cargas superficiais podem ser calculadas usando a lei de Gauss, resultando:
a(a, v, Z) = EOEﬁ;'(ava ¢7 Z)’

- L [ 5 e [l dk} 49

A carga por unidade de comprimento A(a, z) é dada pdr:

| )\‘(‘a, z) = /0‘ 7 a(d; qo,‘z)adgo = —% /; ” cos[k(z — )]II?((ZPI)) ———=dk. (3.46)

E interessante obter o comportamento de A para um ﬁo fino, longe de 2’ (|z — 2/ l >0 > a).
Utilizando a Eq. (3.150) de [Jac99] obtemos:

D PP SO S | (3.47)

2Ma(21/a) /7 5 2
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A carga total induzida no cilindro pode ser obtida integrando a Eq. (3.46) de z = —o0 a oo.
Utilizando a Eq. (3.27) obtém-se:

Q= /_oo Ma, 2)dz = —q. (3.48)

Um gréfico de A(a, z) como fun¢do de z, com 2z’ = 0 e normalizado por ¢/g', é dado na
Figura 3.4. O valor maximo de A(a, z) é encontrado em z = 2/, como esperado. Na Figura 3.5
graficamos A4, como funcdo de p'/a, normalizada por ¢/p’. Desta Figura podemos ver que

Amix — 0 para p'/a — oo, isto é, para um cilindro condutor de raio nulo, uma simples linha
reta condutora.

c Zla

1™

0.4

)
t 4/

Figura 3.4: Densidade linear de carga induzida no cilindro condutor infinito, A, com uma carga
puntual fora dele, Eq. (3.46), como funcdo de z/a. Utilizamos 2’ = 0, p//a = 2 e normalizamos
por ¢/p'.

20!
/*umx

. q—/;',
Figura 3.5: Densidade linear de carga induzida méxima, A4, (z = 2), no cilindro condutor

infinito com uma carga puntual fora dele, Eq. (3.46), como funcdo de p'/a. Normalizamos o
grafico por ¢/p'.
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3.4.2 Cilindro infinito fino (com carga fora) mantido a um potencial
nulo

Considere que o cilindro condutor aterrado seja muito fino, isto é, a < p'. As funcdes modificadas
de Bessel podem ser aproximadas para pequenos argumentos por, [GR63, Secio 8.44]:

1 y™
In(y<1) =~ —om (3.49)
Koly < 1)~ — ln% — 1, (3.50)
m — 1)12m-1
Knly<1) =~ —(—yl——, m > 0. (3.51)

Aqui v = 0.577 é a constante de Euler-Mascheroni.
O termo entre colchetes na Eq. (3.44) para m = 0 e para m > 0 pode ser aproximado por,
respectivamente:

d 1 1
dz {x—lngf:, - 'y} = In(a/p)’ (3:52)

d [x_l_(aw/p’)"‘ (az/p')™ ]z (2m + 1)a>™(a/p')*™
dz { m! 2™ (m-—1)12m-1 ml(m — 1)122m-1

(3.53)

O termo mais relevante para p' >> a é, portanto, m = 0. Usando a identidade I K§(z)dz = n?/4
temos a forca agindo sobre a carga g como sendo dada por:

2 o0 , _
q / Kg(x)ln(Qp Jza) — v+ ld:c .
0

F(p'>a) =~ T Inte? [y — In(2¢'/za)]?

2
7 5. (3.54)

o0
q
- Ki(z)dz p = ——F—p.
4ne0p” In(g/[a) /o o) = e aTa)
Alternativamente, outra expressio para a forga pode ser encontrada integrando a forca exer-

cida pela densidade linear de carga de um cilindro fino, A(a, 2) da Eq. (3.46), agindo sobre a carga
puntual ¢. Utilizando que [% o cos[k(z — 2')}dz/[0® + (z — 2')?]*/? = 2k K, (kp') obtemos:

2

(7 =~ g /oo 4 Ma,2) Zp
4meg —oo\/p’2+z2l"2+22

___ 7 * Ko(z)Ki(z)
2n%e00” Jo ~ Ko(za/p')

Para comparar as Eqgs. (3.54) e (3.55) podemos expandir o dltimo termo no integrando da

Eq. (3.55) usando a aproximagéo p' > a. Utilizando que K;(z) = —dK,/dz, integramos por
partes e usando que Ko(za/p') = —In(za/2p') — v = In(¢'/a), obtemos:

F

dz p. (3.55)

2 [ Kolz)(dKo/do)

5o q -
F= 2r2e0p'% Jy Ko(za/p') a4
Y [P (In(2p/za) —y 41
i Jy O TG ©F
o ' )
= 16600 In(p /a) P (3:56)

que ¢ exatamente a Eq. (3.54).
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3.4.3 Cilindro infinito mantido a um potencial constante qualquer

Suponha que o cilindro condutor est4 mantido a um potencial constante qualquer, ¢(a, ¢, z) = ¢.
Da Eq. (3.35) obtemos (com n" = p. e ps = p):

_aanﬁ" p'=a {m—z—oo e ’ / g COS[k(z - )] QZEZZ;
X (I’ (kp") Km(ka) — Im(ka) Ky (kp")] dk} (3.57)
{ —Z gimle—¢' )/ cos[k(z — )]g:g:pi dk} (3.58)

Na dltima igualdade usamos o wronskiano W{In,(kp"), Km(kp")] = —1/(kp").
O segundo termo dado pela Eq. (3.2) pode ser escrito como um termo adicional ¢* dado por:

1 11 oG "
S gt

=52, / adz"/wdgo”{ Z e""(‘”_")/o cos[k(z—z)]gzgkpidk}

/ dz" / cos[k ]IK{OEZQ dk |
_ 2% / dz" / coslk ]g‘ggllzgdk (3.59)

Na dltima igualdade mudamos os limites da integral sobre 2”.
Para calcular a iltima integral, utilizamos a Eq. (3.17). Mudando varidveis, temos:

/ ” coslk(z — #))dz’ = n6(k).

A aproximagdo para pequenos argumentos de Ko(y), dada por Ky(y) ~ —Iny, é neste caso
inapropriada, porque o termo limy_,o Ko(kp)/Ko(ka) — 1 para qualquer p. Isto é vélido para
um cilindro infinito, mas ndo d4 nenhuma idéia fisica sobre o comportamento do potencial como
funcgéo de p. Devemos usar a aproximagdo k < 1/p < 1/a, resultando:

In(kp)

In(ka)’
O potencial fora de um cilindro condutor infinito com uma carga fora, mantido a um potencial
constante ¢y, € entdo dado pela soma das Egs. (3.37) e (3.60).

Podemos encontrar o potencial de um cilindro mantido a um potencial constante ¢, por
um método distinto. Suponha uma linha reta e longa, de comprimento £ ao longo do eixo z,
uniformemente carregada com uma densidade linear de carga A. O potencial a uma distancia p
do eixo z, para £ > p, é dado por:

¢" ~ dog para k< 1/p<1/a. (3.60)

A 4

Plinha ~ Ires 1n; (3.61)

A uma distincia p = a do eixo z, temos um potencial constante ¢y = 2AIn(¢/a), que é a mesma
condigao de contorno de antes. Isto implica que a solugdo é a mesma. Substituindo A, obtemos
o potencial como sendo dado por:

In(¢/p)

¢1inha. = ¢0 ln(é/a) . (362)
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Note que a Eq. (3.60) com k£ < 1/p < 1/a ¢ a Eq. (3.62) com £ >> a > p séo essencialmente as
mesmas. Utilizamos de agora em diante a Eq. (3.62) como a solugdo para um cilindro comprido
mantido a um potencial constante.

A solugdo final para o potencial do problema de um cilindro condutor comprido mantido a
um potencial constante ¢y com uma carga g fora é dada por:

o(7, 7' { > eimle=s) / coslk(z — 2')| Km(kps) x

271’260 M=o
Y [Im(kp<) - f{—j‘}(’%xm(m)] dk} + %}2%} (3.63)

O campo elétrico, a for¢a exercida sobre ¢, a densidade superficial de carga e a densidade linear
de carga sdo dados por, respectivamente:

im(p—¢') _
7r2€0{ Z e / k cos[k(z — 2')]x

m=—0o0

Efp<p)=

x [Im'(km— K, (kp)] (ks >dk} (3.69

m=--Cc0

Eyp>p)= 27r2s { Z efm(e= ‘p)/ kcos[k(z — 2)] x

y [Im(kp') - é’fn(&f) Km(kp'>] Km'(kp)dk} + ;1—1%—/;5 (3.65)

E,= szop{ mzzlmsen [m(e — ¢)] /Ooo coslk(z — 2')]x
o [Inllnc) = 2 Ko Km(kp>)dk}, (3.66)
= 27:1260 { m;m gtml#=¢') /0 " ksen [k(z — 2/)]x

[ (k) = iy Kok Km(kp>>dk}, (367)

Fr=h m(a:z:/p) ~ Q¢0 ~
A= =gt { [ meg e d””} Srmem” %
o(a,¢,7) = ——L {m;w gmip—p )/ kcos[k(z — z,)]lj?,;((];cfz’))dk} + alio(?;a)’ (3.69)

_ 49 °°c 5 — oy Kolkd) 2meo o :

Aa,z) = 7"/0 os[k( )] Rolka) dk + n(/a)’ (3.70)
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Da Eq. (3.70) podemos calcular a carga total no cilindro:

Q= /_: Aa, z)dz = _% /—: dz A°° cosli(z z,)] Ky(kp') s ol oo

Ky(ka) In(¢/a)
. In(kp') | 2mleopy 2mlego
=79 1161_1)1(1) In(ka) + In(¢/a) — et In(¢/a) (371)

Para um cilindro neutro, isto é, com carga total Q = 0, podemos relacionar o potencial constante
¢o com a carga g por:
In(¢

Pg = ———~

2meod

3.5 Discussao

Podemos expressar a forga exercida pelo cilindro condutor infinito e aterrado, de raio a, sobre a
carga puntual externa g a uma distancia p’ > a do eixo do cilindro como sendo dada por:

2

F=-a——
aL47T€0p’2

P, (3.73)
onde oy é um parametro adimensional. Neste trabalho obtivemos trés diferentes expressoes para
esta forga, dadas pelas Eqs. (3.44), (3.54) e (3.55). O parametro o, para estes trés casos é dado
por, respectivamente:

ap = -71; {m;w /Ooo Kfn(x)% [x——é?n(&z//i,))] dx} , (3.74)
L1 2xln(2p’/xa)—'y+l N iy
wn g ), B e oy )

_ 2 [* Ky(z)Ki(z)
== x——mdx. (3.76)

Graficamos estes trés valores de oy, como fungio de a/p’ nas Figuras 3.6 e 3.7. Vemos que
estes trés valores de oy convergem entre si conforme a/p’ — 0. Isto era esperado porque a
Eq. (3.44) é vélida para um cilindro de raio finito com valor arbitrario de a/p’, enquanto que as
Egs. (3.54) e (3.55) sdo validas apenas para um cilindro fino, isto &, para a < p'.

q,
1.0:

0.8

Y ’
0.2 0.4 05 0.8 1.0 a/p

Figura 3.6: Parametro adimensional oy, dado pela Eq. (3.73) como funcdo de a/p’. A linha continua
representa o pardmetro advindo da Eq. (3.74); a linha com tragos juntos representa o parimetro da
Eg. (3.75); e a linha com tragos espagados representa o parametro da Eq. (3.76).
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ap

1
4]

'10 o , A.“.;z.. Rt ..E) ...,.-: .A:;r.. “.:3_ ».logloa/pl

0.08 -
0.06 -

0.04

Figura 3.7: Parametro adimensional oz dado pela Eq. (3.73) como fungio de a/p’, para a regiso
a/p’ < 1. A linha continua representa o pardmetro advindo da Eq. (3.74); a linha com tragos juntos
representa o pardmetro da Eq. (3.75); e a linha com tragos espagados (que neste intervalo de a/p’ esté
sobreposta & linha continua) representa o pardmetro da Eq. (3.76).

Da Eq. (3.75) vemos que para a/p’ < 1, o pardmetro oy se comporta como 7/[41In(p'/a)).
Isto é, anula-se para a/p’ — 0. De acordo com estes cdlculos concluimos que nfo existe forca
entre uma carga puntual e uma linha condutora aterrada ideal (de raio nulo). J4 foi suposto
que 0 < o < 1, [ARM99], néo especificamente para uma linha condutora aterrada, mas para
uma linha condutora com carga total nula. Em particular, se esperava que 0,1 < oy < 0,9,
conjecturando o resultado com base na andlise dimensional e em analogia com o caso de uma
carga puntual ¢ a uma distancia p’ de um plano condutor infinito. Neste dltimo caso, a forca
resultante sobre a carga teste ¢ dada por apg®/4regp?, com ap = 1/4 = 0,25. Os resultados
do calculo apresentado aqui, por outro lado, indicam que a; = 0 para a/p’ = 0 (no caso de
uma linha infinita aterrada). Este é um resultado interessante que indica que a existéncia de
uma forga sobre uma carga teste externa a um condutor requer ndo apenas que ela esteja a uma
distancia finita do condutor, mas também a existéncia de uma superficie ndo nula no condutor
com o qual ela interage.

Podemos comparar nosso resultado com a indugio eletrostitica em uma esfera condutora
inicialmente descarregada (carga total @ nula). Suponha uma carga g colocada a uma distancia
¢’ do centro da esfera de raio a. A forca eletrostética entre a esfera condutora e a carga externa

pode ser escrita como:
2

F=—ap———p. 3.77
1475 47r50p'2p ( )
O pardmetro ag da forga sobre a carga é dado por, [Jac75, pag. 59]:
a 1

A Figura 3.8 mostra este pardmetro em funcdo de a/p’ comparado ao oy do cilindro condutor
com carga perto dele.
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0.8 1.0 -a/p'

Figura 3.8: Parimetro adimensional ag dado pela Eq. (3.78) como fungdo de a/¢’ (linha grossa
continua). Este grifico estd sobreposto & Figura 3.6.

3.6 Comparacao com as experiéncias de Sansbury, Bartlett
e Maglic

Podemos agora comparar o resultado tedrico que encontramos com a experiéncia de Sansbury,
[San85], discutida na Se¢do 1.3. Sansbury ndo mediu especificamente o valor da forca eletros-
tatica (que move a chapa metélica de a para b na Figura 1.13). Ainda assim, é importante
que tenhamos uma idéia da ordem de grandeza desta forga, comparada com a forca de primeira
ordem (proporcional & corrente) que ele obteve.

A chapa metélica se encontrava a uma distancia de aproximadamente p' = 3,5 cm do condutor
metélico em forma de U, enquanto o fio tinha um raio de @ = 4,25 mm. Isto fornece a/p' = 0,121.
O fator oy, calculado a partir da Eq. (3.74) fornece oy =~ 0,247. A carga que ele estimou na
chapa metslica é de 5 x 1071° C, de modo que a forca eletrostética resulta de acordo com as
Egs. (3.73) ¢ (3.74) em Fsansbury = 4,5 1077 N. Para comparagio, calculamos também a mesma,
forga sobre um elétron (e = 1,6 x 107** C) e sobre uma carga de friccdo (Qfriceso = 107° ©),
respectivamente: F, = 4,6x107%° C e Fgjccs, = 1,8 N. Note a diferenga nas ordens de grandeza
pois a forga (3.73) depende do quadrado da carga teste.

Podemos concluir que a forga eletrostatica presente na experiéncia de Sansbury é da mesma
ordem de grandeza que a forca de primeira ordem que ele mediu (maior que 1,7 x 1077 N).
Porém, devemos lembrar que o efeito de inducdo eletrostatica ndo deve ter interferido na medida
da forga de primeira ordem, pois Sansbury eliminou este efeito deixando o sistema entrar em
equilibrio estatico antes de ligar a corrente.

Para comparar com a forga de primeira ordem tedrica que apresentamos no Capitulo 2, usamos
o campo elétrico fora do cilindro, Eq. (2.7). Suponha que o fio tenha um comprimento total
£ = 1,20 m, formado por dois bragos de 50 cm e dois segmentos de 10 cm, veja a Figura 1.12.
Estamos supondo, simplificadamente, que o fio esteja todo esticado e ndo em forma de U. O
fio de Sansbury era de cobre com um didmetro de 0,95 cm. O cobre tem condutividade de
5,7 x 107 Q~'m™!, resistividade de 1,8 x 10~ Qm e nimero de particulas livres portadoras de
carga por unidade de volume dado por 8,5 x 102 m~3. Logo estimamos a resisténcia total de seu
fio como sendo de 3,0 x 107* 2. Com uma corrente de 900 A a diferenca de potencial entre as
extremidades do fio é de 0, 27 V. A componente longitudinal do campo elétrico, E,, independente
de z, obtida da Eq. (2.7) com ¢y —¢r =0,27V, £ =1,20m, a = 4,75 mme p= 3,9 cm (a
distancia da placa metélica & superficie do fio era de 3,5 cm, e adicionamos o valor de um raio)
tem valor |E,| = 0,14 V/m. A forca sobre ¢ = 5x 1071 C é de |F,| = 7,1 x 10711 N. A
componente radial, E,, depende da soma e da diferenca dos potenciais nas extremidades, e da
posicdo z, veja a Eq. (2.7). Podemos supor inicialmente que os potenciais sejam simétricos, ou
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seja, ¢p = —¢p. Assim, em z = 0 temos E,(p,z = 0) = 0 V/m. O valor maximo de E, serd
em z = *£/2, ou seja: |E,(p,z = +£/2)] = 0,69 V/m. A componente radial da forca para
g =>5x107"% C é de |F,| = 3,5 x 1071° N. Note que, neste caso da componente de primeira
ordem, a forca que age sobre a carga teste ¢ diretamente proporcional & magnitude desta carga.
Nestes exemplos numéricos encontramos uma forca tedrica trés ordens de grandeza inferior 3
medida por Sansbury.

Sansbury ndo especificou se os potenciais eram de fato simétricos (¢ = —¢r). Podemos
supor, por exemplo, que ¢, = 0,27 V e ¢r = 0 V. Neste caso, |E,(p,z = 0)| = 1,2 V/m
(|Fp| = 5,8 x1071° N). A forca em z = 0 é proporcional 4 soma dos potenciais nas extremidades.
Entretanto, este efeito vem do fato do fio ndo ser neutro (e ndo por causa de indugao eletrostatica)
e nao depende da corrente. Note que nos célculos teéricos nio consideramos quaisquer efeitos
que aparecam devido as dobras em 4dngulo reto no fio. As cargas que se acumulam nestas dobras,
[Ros70], podem contribuir significativamente nesta experiéncia. Apesar disto, ndo nos parece, a
partir de nossa comparagao tedrica, que a forga medida por Sansbury seja esta forca de primeira
ordem discutida aqui, Eq. (2.7), nem devido ao fato do fio estar carregado (ou seja, com potenciais
assimétricos nas extremidades).

Bartlett e Maglic, [BM90], realizaram uma experiéncia semelhante & de Sansbury. Entretanto,
enquanto Sansbury usou um tnico fio de cobre, eles utilizaram uma bobina retangular de cobre,
com didmetro de 1/8 de polegada (raio de cada fio = 1,6 x 1073 m), com 30 cm de lado e
60 cm de comprimento para cada volta, com um total de 16 voltas. Em cada volta fluia uma
corrente de 50 A, dando um total de 800 A. O comprimento total da bobina esticada era de
28,8 m. Os potenciais nas extremidades da bobina eram de —8,65 V e ~3,35 V, com um
valor médio de —6,0 V no meio da bobina. Desconsiderando a blindagem, a forca que eles
mediram foi de (0,27 £ 0,27) x 10~7 N. A geometria da placa carregada era semelhante 3 de
Sansbury. Aqui vamos considerar, simplificadamente, que cada volta da bobina corresponde a
um pedago de fio reto com £ = 1,8 m, com uma diferenga de potencial de 6/16 = 0,375 V
entre as extremidades. Com estes valores, cada volta da bobina gera um campo elétrico radial
eletrostatico de |E,(p, 2 = 0)| = 0,85 V/m. A forca total das 16 voltas sobre a placa (com uma
carga ¢ = 5 x 107'% C) seria de |F,| = 6,8 x 10~ N, atrativa. Esta forga é pelo menos uma
ordem de grandeza menor do que a que eles mediram.

Mas como mencionamos na Se¢do 1.3, a blindagem metélica que colocaram ao redor do
circuito altera as forcas internas em relagio ao caso sem blindagem. Como é muito dificil estimar
o efeito causado pela blindagem que utilizaram, fica praticamente invigvel comparar suas medidas
com nossos calculos tedricos.
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Capitulo 4

Fio Cilindrico com Bateria

4.1 Introducao

O problema apresentado no Capitulo 2 trata de um fio cilindrico longo conduzindo uma corrente
constante. No entanto, ndo se menciona onde deve se localizar a fonte de tenséo constante (por
exemplo, uma bateria) que alimenta o sistema.

Queremos estender o tratamento e analisar o comportamento do potencial, campo elétrico e
cargas superficiais proximas & bateria. Ou seja, para completar a andlise do caso representado
pela Figura 2.1 queremos calcular a forga de primeira ordem, proporcional & corrente, atuando
sobre a carga g externa ao circuito mas préxima do centro do segmento DA contendo a bateria.
Com este objetivo, analisamos o problema de uma casca cilindrica longa, oca e resistiva, con-
duzindo uma corrente estaciondria, mas colocamos a bateria no centro do cilindro. Existe agora
uma descontinuidade no potencial no centro do cilindro. Supomos que a bateria seja ideal. Ela
é considerada um circulo, de raio igual ao da casca, sem espessura e mantendo uma diferenga de
potencial constante entre as duas metades do cilindro que ela separa.

Os resultados deste Capitulo encontram-se em um artigo aceito para publicacdo (2004),
[HOAO04a)

Supomos que a casca cilindrica vazia tenha raio a e comprimento £ com £ > a. A casca
tem uma resistividade uniforme e transporta uma corrente estaciondria I ao longo da dire¢ao
positiva de z, que coincide também com seu eixo. Supomos que a bateria idealizada esteja
em (p,¢,2) = (a,,0), veja a Figura 4.1. Isto é uma analogia com o tratamento de Heald,
que considerou uma linha de bateria em (p, ¢, z) = (a, 7, 2) fazendo com que a casca cilindrica
transportasse uma corrente na direcdo azimutal, [Hea84]. Supomos vicuo dentro e fora da casca.

-bateria

a

Figura 4.1: Uma casca cilindrica resistiva de raio a e comprimento £ 3> a conduzindo uma corrente
estaciondria ao longo do eixo z. Existe uma bateria em forma de circulo centrada em z = 0 mantendo
uma, diferenga de potencial de 2¢p em z = 0.

A lei de Ohm pode ser escrita como J = gE, onde J = (I/27at)# ¢ a densidade volumétrica
de corrente (t < a é a espessura da casca), g a condutividade do fio ¢ E' o campo elétrico.
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Supomos g e J constantes. Ou seja, independentes de ¢, de z e do tempo. Assim, 0 mesmo deve
se aplicar para E. Como E = —V¢, onde ¢ é o potencial, isto implica que ¢ ao longo da casca
(o = a) deve ser uma funcdo linear de 2. Supondo que a bateria gera uma diferenca de potencial
de 2¢, entre seus dois terminais localizados em z — 0~ e 2z — 0%, o potencial linear em p=a
pode ser escrito como (Figura 4.2):

¢R+¢L

¢(a7 P, < O) (¢R ¢ ) + — - ¢07 (41)
8(a,0,2 > 0) = (6 - 61) 5 + 22 ; %L + 4o (42
¢
(¢L+¢R)/2+¢O
Pxdp
~ 19.-9, .
472 0 2
(B+6/2- ¢,

Figura 4.2: Potencial ao longo da casca cilindrica.

Nosso objetivo é encontrar o potencial e o campo elétrico em p < a e em p > a dadas
as condigdes de contorno acima. Ent3o podemos obter as densidades superficiais de carga nas
superficies interna e externa da casca cilindrica.

Este problema pode ser separado em duas partes: a) o problema eletrostatico de uma. casca
cilindrica separada em z = 0 por uma fina barreira isolante mantida em —¢@o para z < 0 e
em ¢o para z > 0; e b) um potencial linear continuo ¢(a,¢,z) = (¢r — ¢1)2/€ + (¢r + ¢1)/2
para —£/2 < z < £/2, veja a Figura 4.3. A primeira parte j4 foi parcialmente resolvida em
[But68, pég. 403] e a segunda parte em [ARM99]. Nosso intento é aprofundar estes estudos para
conseguir entender o comportamento préximo 3 bateria.
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Figura 4.3: O potencial da Figura 4.2 pode ser decomposto em duas partes: a casca mantida em
potenciais constantes mas descontinuos (linhas tracejadas) e a casca com um potencial continuo variando
linearmente com a coordenada longitudinal (linha continua).

4.2 Solucao eletrostatica da casca cilindrica com suas duas
metades mantidas em potenciais constantes e opostos

Suponha duas cascas cilindricas semi-infinitas, localizadas em z < 0 e z > 0, veja a Figura 4.1.
A casca em z < 0 é mantida no potencial constante —g, para todo z, enquanto que a casca em
z > 0 ¢ mantida em ¢ para todo z, [But68, pig. 403]. Podemos resolver a equacio de Laplace,
V2¢ = 0, em coordenadas cilindricas usando separacdo de varidveis na forma ¢;x(p, ¢, 2) =
R (p)®;() Zk(2), onde as fungdes Rjx, ®; ¢ Z;, obedecem as equagdes:

d2Rjk 1 dek 2 j2
a7 +; dp - (k + F) Rjk =0, (4.3)
20,
dgp; - 7?®; =0, (4.4)
d’Z,
k +k2Z, = 0. (4.5)

A solugdo final ¢(p, ¢, z) € uma combinagio linear de todas as solugdes possiveis ¢jx(p, v, z).

Devido & simetria rotational do sistema, a solu¢go ndo dependerd da varidvel . Isto significa
que j = 0 e ®; é constante.

Nesta situagdo, as condi¢des de contorno em p = a sdo antissimétricas na coordenada z,
&(a, ¢, —2) = —¢(a, p, z), de modo que a solucio deve também ser antissimétrica em todos os
pontos: ¢(p,p,—z) = —d(p,¢,2) e ¢(p,¢,0) = 0. Adicionalmente, devemos ter uma solugio
limitada nas coordenadas p e 2, |¢(p, @, |2| = )| < ¢ < 00 e |¢(|p| = o0, ¢, 2)| = 0. Isto leva
a solugdo para Z; na forma: Zx(z) = sen (kz). A equagdo para Rj; é a equagio modificada de
Bessel, cujas solugdes sdo I;(kp) (regular para p — 0 e irregular para p — o) e K;(kp) (regular
para p — oo e irregular para p — 0), [AW95, Capitulo 11].

A solucao geral tem entdo a forma:

dp<La,p,2) = /Ooo Arly(kp) sen (kz)dk, (4.6)
o(p>a,0,2) = /Ooo By Ko (kp) sen (kz)dk, (4.7)

onde os coeficientes Ay e By, devem ser determinados pelas condigées de contorno. As Egs. (4.6)
e (4.7) podem ser vistas como uma transformada em seno de Fourier de uma funcio ®, [But68,
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pag. 278]:
2 (> o)
®(p<a,pk)= \/;/0 o(p, v, 2) sen (kz)dz = \/7/2AIo(kp), (4.8)
®(p>a,p k)= \/%/000 é(p, ¢, z) sen (kz)dz = \/mBkKo(kp). (4.9)

Calculando as Egs. (4.8) e (4.9) em p = a e aplicando as condigdes de contorno ¢(a, ¢,z < 0) =
—¢o e ¢(a, p,z > 0) = ¢y obtém-se os coeficientes Ay e By:

__2¢ _ 200
A = 7kIo(ka)’ By = TkKo(ka)’ (4.10)

A solugéo final pode ser escrita como (veja o Apéndice A):

dp<a,pz2)= 27(‘?-50 /0‘00 ;ZE:Z% senk(kz) dk (4.11)
_ Jo(znp/a) e=2nizl/e

2 { Z W) o | 412

dlp>a,p,2)= %o [* Kolkp) sen (k2) dk. (4.13)

Y 0 Ko(ka) k

Na Eq. (4.12), z,, sdo os zeros da funcéo de Bessel de ordem zero, Jy(z,) =0, comn=1,2,...

4.3 Solucao para a casca cilindrica com corrente esta-
cionaria e bateria

As Egs. (2.4) e (2.5) ddo a solugdo para o fio condutor com raio a, comprimento £ > a e
conduzindo uma corrente estaciondria:

¢R + ¢L
2
In(E/p) z  ¢r+¢rIn(¢/p)
In(¢/a) ¢ 2 In(¢/a)’

$(p < a,0,2) = (o — ¢R) (4.14)

¢(P 2 a, ¥, Z) = (¢L e ¢R)

(4.15)

A solugéo do problema com a bateria é a soma das Egs. (4.11) e (4.14) para a regiso dentro
da casca, assim como a soma das Eqs. (4.13) e (4.15) para a regido fora da casca. Ou seja:

®r + oL

2¢0 [ Io(kp) sen (k2) z
< — - .
¢(,0 a, g, Z) . /0 Io(ka) k dk + (¢L ¢R) / -+ ) (4 16)
2¢0 [ Ko(kp) sen (kz) In(¢/p) 2z _ ¢r+ ¢r1n(¢/p)
> — Z . .
dpzap2)==" | Faa %k Wt (0L ¢r) m/@et 2 mEe *1
A Figura 4.4 mostra as equ1potenc1als com ¢r, = ¢, dr = —¢o € £/a = 10.
O campo elétrico E pode ser obtido do potencial utilizando a relagdo E = —V¢. Disto
resulta;

. 2 ® I (k ~ [T Dok . 5
E(p<a,p,z)= —% [ A I;Eksg sen (kz)d/cp-l—/0 IgEkZ; cos(kz)dk z] + oL — ¢R , (4.18)
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p/a

z/a

Figura 4.4: Equipotenciais de uma casca cilindrica oca e resistiva préximas a z = 0. Este é um grafico
das Egs. (4.16) e (4.17) com ¢ = —dr = ¢p € £/a = 10. Existe uma corrente estacionsria fluindo ao
longo da dire¢io positiva do eixo z, sendo a bateria idealizada como um anel de raio a localizada em
z2=0.

~ 2 * Ki(k * Ko(k
E(p>a,p,2) = 2o [ A K;EkZ; sen (kz)dk p — A K—ﬁ;ﬁ%cos(kz)dk 2]

~1 _ i\ _@L+¢r| P ¢L—¢R1H(Z/P)2
+{ln(€/a) [(¢L ¢R)£ — ]p-!— 7 (/) } (4.19)

A distribuicdo superficial de carga o(q, ¢, 2) pode ser encontrada aplicando a lei de Gauss e
escolhendo uma superficie gaussiana envolvendo uma pequena parte da superficie condutora. No
limite de uma superficie infinitesimal resultam as densidades de carga interna e externa dadas
por, respectivamente:

Oint(a™, 9, 2) = — /1)1_13‘11 goE,(p < a,p,2)

_2¢060 b Il(ka)
= /0 To(ka) sen (kz)dk (4.20)
20080 2 N ~aulel/a
=000 2 3™ gmenbel/a, 421
a |z & 7 (4.21)

Uext (a’+y 907 Z) = hm 8O'Ep(p > a, Q07 Z)
p—a

_2¢0g0 * Ki(ka)

eo(¢r — ¢r) | €o(dr + 1)
7 Jo Ko(ka) z

ey ° T 2amiga) - %

sen (kz)dk —

A Figura 4.5 mostra estas densidades superficiais de carga normalizadas como uma func¢io
de z/a. Ambas divergem quando |z|/a < 1. Para |z|/a > 1 a densidade superficial de carga
interna se anula mais rapido do que a externa.
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Figura 4.5: Densidades superficiais de carga como fun¢io da coordenada longitudinal z para uma
casca cilindrica resistiva e oca conduzindo uma corrente estacioniria. A linha tracejada (continua) é a
densidade superficial de carga interna (externa) normalizada. Ambas as densidades estio normalizadas
pela densidade interna (p =a~) em z = a.

4.4 Discussao

Jefimenko, Heald e Griffiths consideraram uma geometria similar (casca cilindrica resistiva de
raio a, coaxial com o eixo z), mas conduzindo uma corrente azimutal estacionaria, [Jef66, Pro-
blema 9.33 e Figura 14.7], [Hea84], [Jef89, pags. 509-511] e [Gri89, pag. 279]. Uma bateria
em forma de linha localizada (p, ¢, z) = (a, 7, z) tinha seus terminais nos potenciais +¢,. Eles
encontraram densidades superficiais de carga dadas por (discutimos este caso na Secdo 8.1):

€0 4
Oint = Jext = ,”ao tan 7 (4.23)

Para dngulos préximos & bateria, ¢ = (7 £ ) rad, com 0 < § < , 0 se reduz a oy =
Oext ~ £2e09/mad. Isto indica que o diverge inversamente proporcional & distancia d = aé até
a bateria.

Um ajuste numérico da Eq. (4.20) com a fungéo:

o1t (I2] < a) = 28092 (4.24)
T2
na regido 107° < |z|/a < 1073 d4 o valor da constante adimensional & = 0,999975. Isto indica
que a deve ser exatamente igual a 1, como esperado.

Podemos também aproximar a somatéria da Eq. (4.20) supondo que os zeros z, da funcao de
Bessel de ordem zero, Jo(z,) = 0, estdo igualmente espagados. Isto é, supondo z, ~ nzy, onde
o= 3,12988 e n = 1,2... Usando a série conhecida:

had T
D an= —  lal<y, (4.25)
n=1
obtemos:
-anzl/a’ ~ -—n:co|z|/a, — e_zolzl/a' n = ~ 4.2
2 2 2 ) G S g 4

onde na tltima aproximagéo utilizamos que o ponto de observagéo est4 préximo & bateria, Iz]/a <
1. A Eq. (4.20) pode ser escrita nesta aproximacao como:

- 2g000
oing(a™, ¢, [2| € a) = paval | (4.27)
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As Eqgs. (4.24) e (4.27) diferem percentualmente em 0, 6%.

Um resultado similar pode ser obtido aproximando as integrais que aparecem nas Egs. (4.20)
e (4.22) na regido |z|/a < 1. Para a Eq. (4.20), dividimos a integral em duas partes, 0 < k < 1/a
e 1/a < k < o0. Definindo ka = z e utilizando. sen o & a para a < 1 rad resulta:

*I(ka) _ 1 [*Ii(x) zz
/0 sen (kz)dk = = 22 sen (7) dr

Iy(ka) alty, Ip(z)
= —CI; 01 2%2 sen (:132) dz + %[w 28; sen (iz> dz
17
~ %/o Io(ar; Za+ I(z x) (%) e (428)
As fungdes I,(z < 1) e I,(z > 1) podem ser aproximadas por, [AW95, pigs. 664-671):
Lz < 1)~ (g)" [fﬁ—) + (;)2 W,,l:;)] , (4.29)
Lz>1)= \/% (1 +1 "8;1”2) . (4.30)

Com estes resultados, podemos desprezar a primeira integral da Eq. (4.28) e aproximar o
resultado como:

* I,(ka) N 1/°° zz 1/°° zz 1
Io(ka) sen (kz)dk ~ : sen (a ) dz ~ al sen ( - ) dz = o (4.31)

0 a

onde na ultima aproximagao estendemos a integral de 0 a 0o, porque a integral de 0 a 1 também

é desprezivel na aproximacdo |2|/a <« 1. Para chegar no valor final de 1/z utilizamos que a

seqiiéncia fON sen (kz)dz = (1 —cos(kN))/k diverge para N — oo, mas é fracamente convergente

para um conjunto apropriado de fungdes-teste g(k) definidas por 0 < k < oo, [But68, pag. 312].
Analogamente para a Eq. (4.22), a aproximagdo da integral resulta em:

o Kl (ka)
o Ko(ka)

sen (kz)dk ~ é (4.32)

As Egs. (4.20) e (4.22) podem ser escritas nesta aproximagdo como:

_ 2¢0e
oint(a™, ¥, 2] € a) = —7%:—9 (4.33)

2¢oc0 _ €o(PL — ¢R)z &o(¢r + &1)
2afIn(¢/a) 2aln(¢/a)

gext(a®, ¢, |2| € @) = (4.34)

Para um cilindro condutor comprido (¢ > a), as Egs. (4.33) e (4.34) mostram que as cargas
superficiais divergem na vizinhanca da bateria da forma a/z quando z — 0. Adicionalmente,
na vizinhanga da bateria a contribuicdo eletrostdtica é maior que a contribuicdo dos termos
que mantém a corrente fluindo. Isto implica que as situagbes com e sem corrente tém pequena
diferenca na distribuicao superficial de cargas, embora elas correspondam a diferentes fenémenos,
como j3 foi observado por Jackson, [Jac96].

As cargas superficiais totais do caso simétrico ¢; = —dr = @y podem ser escritas como:

a(a, Z) = Uint(“: Z) + Uext(aa z)

2¢QE & Il(ka) Kl(ka) 2¢ £
= 72/0 [Io(ka) + Ko(ka)] sen (k2)dk — 1nge/0a) “

(4.35)
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Queremos encontrar a posigdo zp onde a distribuigdo superficial de carga é nula, o(a,2) =
0. No intervalo 1 < ¢/a < 100, igualando a Eq. (4.35) a zero obtém-se zy/a = 0,0890 +
0,5068¢/a, ou 2y ~ 0,507¢ para {/a > 1. Embora nossa solugdo seja valida apenas para
z K £/2 (negligenciamos efeitos de borda), encontramos que as cargas superficiais sio nulas nas
extremidades da casca cilindrica. Isto pode ser interpretado da seguinte forma: se dobrarmos o
fio, de modo que as extremidades em z = +//2 se toquem, as cargas superficiais naquela posi¢ao
devem ser nulas. Isto é bastante razoavel.

As Eqgs. (4.14) a (4.22) fornecem ent3o a solugio completa para uma regido préxima ao centro
do segmento AD na Figura 2.1. Elas complementam as Egs. (2.1) a (2.7), vdlidas nas regides
préximas aos centros de AB, BC e CD. Juntando tudo isto, os resultados do Capitulo 3 (forga
sobre uma carga préxima a um longo cilindro condutor sem corrente) completam essencialmente
a analise tedrica representada pela Figura 2.1.
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Capitulo 5

Placas Condutoras

5.1 Solucao conhecida na literatura

Em [Her01, Capitulo 7] e [AHLO1] foi tratado o caso de placas condutoras conduzindo correntes
constantes. O trabalho citado foi um dos resultados da dissertagio de mestrado deste mesmo
autor.

Consideramos uma placa retangular condutora bidimensional (ou seja, sem espessura) de
dimensdes £, e £, nos eixos y e z, respectivamente, localizada em z = 0. Consideramos uma
densidade superficial de carga linear com o eixo z, [Rus68]. Com isto obtinha-se uma corrente
constante fluindo sobre a placa resistiva, veja a Figura 5.1.

A partir desta densidade,

o(z) =04+ UBZz', (5.1)
E4
calculamos o potencial elétrico por integragdo direta. Na aproximacdo £, > £, > /y%+ 22
obtivemos o potencial:

Loz (&, ¢ o4ty
#(,0,2) ~ o <7r lng lz] ) + oo (5.2)
A partir do potencial, pudemos encontrar o campo elétrico:
— 1[o(z), oB (&, 20, |z|\.
E Nd— | —tf— = | Eln 2 - D i .
(2,0,2) = [ 5% 7 (ﬂ_ln 5, 2 z (5.3)

Usando a lei de Gauss, obtivemos novamente a densidade superficial de cargas, o(z) = 04 +
opz/{,, comprovando a coeréncia de nosso procedimento. A Figura 5.2 mostra as linhas de
campo elétrico no plano y = 0.

Pela combinacao de duas e quatro destas placas, pudemos esbogar as Figuras 5.3 a 5.5. Estas
figuras mostram o plano y = 0.

Nosso objetivo neste trabalho das placas foi encontrar um primeiro modelo simples que
pudesse ser comparado com o0s resultados experimentais de Jefimenko. Assim, obtivemos uma
primeira aproximagcao teérica mostrada na Figura 5.3 que podia ser comparada com um dos
resultados experimentais de Jefimenko, Figura 1.7, [Jef62] e [Jef89, Placa 6]. O mesmo pode ser
dito de nosso resultado tedrico mostrado na Figura 5.4, que foi comparado com outro resultado
experimental de Jefimenko apresentado na Figura 1.8, [Jef62] e [Jef89, Placa 6]. O mesmo para
nossa Figura 5.5 comparada com a Figura 1.9 de [Jef62].
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Figura 5.1: Uma placa resistiva no plano z = 0 com uma densidade superficial de corrente constante
e uniforme K ao longo da diregio positiva de z.

N

Figura 5.2: Linhas de campo elétrico no plano y = 0 para uma placa condutora com corrente constante.

Figura 5.3: A esquerda: Linhas de campo elétrico no plano y = 0 para duas placas paralelas ortogonais
ao plano desta figura conduzindo corrente na mesma diregéo z. As placas estdo localizadas em y/¢, =
+1/12 = £0,0833. A direita: Reproducio da Figura 1.7.
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Figura 5.4: A esquerda: Linhas de campo elétrico no plano y = 0 para quatro placas paralelas or-
togonais ao plano desta figura conduzindo correntes em diregdes opostas. As duas placas superiores
(inferiores) transportam correntes na diregdo +z (—z). As placas com mesma resistividade estio local-
izadas em y/¢, = £1/6 = £0,167 e y/£, = £1/3 = £0,333. A direita: Reproducio da Figura 1.8.

Figura 5.5: A esquerda: Linhas de campo elétrico no plano y = 0 para quatro placas paralelas ortogo-
nais a0 plano desta figura conduzindo correntes em diregdes opostas. Foi feita uma modelagem teérica
na qual as placas inferiores foram tratadas como supercondutoras. As duas placas superiores (inferiores)

transportam correntes na direcio +z (—z). As placas estdo localizadas em y/f, = £1/6 = +0,167 e
y/€, = £1/3 = £0,333. A direita: Reproducao da Figura 1.9.
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Capitulo 6

Placas com Bateria

6.1 Introducao

Apresentamos no Capitulo 5 o problema de uma ou duas placas resistivas conduzindo uma
corrente estaciondria na mesma direcdo. A solugdo apresentada era véalida longe da bateria. Em
analogia com o que fizemos no caso de um fio reto de se¢do reta circular, Capitulo 4, consideramos
agora a regifo préxima i bateria, veja a Figura 6.1. Consideramos uma bateria linear ortogonal
3 direcdo da corrente no meio das placas. Estudamos o comportamento das cargas superficiais
préximas 3 bateria. Calculamos o potencial e o campo elétrico no espaco fora das placas. Também
consideramos o caso de uma tnica placa resistiva conduzindo uma corrente estacionaria.

Yy
ty/ 27!
‘fz/Q/""> _Z-'— —T /
[ —= fF —1I [tz/2
7ty]2

VA

Figura 6.1: Uma placa conduz uma corrente constante uniforme I na diregéo z. Existe uma bateria
em forma de linha ao longo de 2 = 0.

Nosso objetivo é analisar o potencial, campo elétrico e cargas superficiais préximo & bateria
em uma geometria simples. Neste sentido nosso trabalho é algo similar ao tratamento feito por
Jefimenko, Heald, Griffiths e Jackson em outras geometrias, [Jef66, Prob. 9.33 e Figura 14.7],
[Jef89, pag. 318], [Hea84], [Gri89, pag. 279] e [Jac96]. Os resultados deste Capitulo encontram-se
em um artigo aceito para publicagio (2004), [HOAO04b).

6.2 Descricao do problema

Consideramos dois planos paralelos, separados por uma distancia 2a, localizados em z = a e
z = —a, conduzindo uma corrente estacioniria na mesma direcdo ao longo do eixo z, veja a
Figura 6.2. As placas tém dimensdes £, e £, nos eixos y e z, respectivamente, com £, >ae
£, > a. Supomos ar ou vicuo entre as placas e também fora delas. Existem duas baterias lineares
idénticas localizadas em z = 0 em ambas as placas, suprindo uma diferenca de potencial entre
seus terminais em z — 01 e z — 0~ de 2¢. As placas tém potenciais ¢(z = —£,/2) = ¢ — ¢
e ¢(z = £,/2) = ¢r + ¢o nas extremidades esquerda e direita, respectivamente. O potencial ao
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longo das placas é descrito por, veja a Figura 6.3:

Bz,y =0,z <0) = (ba—du) o+ BT g, (6.1)
B,y =%a,2 > 0) = (br—du) i + B 4 g, (62

Ou seja, existe uma descontinuidade em z = 0 devida & presenca da bateria.

x/a
1,0—
05 . .
: > batena
"""" N R 2 3 ~z/a
-0,5:
-1,0=
Figura 6.2: Duas grandes placas paralelas resistivas localizadas nos planos £ = @ e £ = —a. As

duas transportam correntes constantes na mesma diregdo, +2. H4 uma bateria linear em cada placa,
localizada em z = 0, fornecendo uma diferenca de potencial 2¢g entre z — 0~ e z = 0%,

Em seguida, consideramos o caso de uma placa simples. Isto é andlogo ao nosso presente caso
com a distincia entre as placas indo a zero (a — 0). Consideramos inicialmente o caso de duas
placas porque ele é mais geral que o caso da placa simples, sendo que a dificuldade matematica
é essencialmente a mesma em ambos 0s casos.

Este problema pode ser claramente separado em duas partes: (a) o problema eletrostético
de placas mantidas a potenciais constantes (—¢@o para a regido z < 0 e ¢ para z > 0); e (b) o
problema de uma corrente estaciondria sem a descontinuidade (com potenciais ¢(z = —£,/2) =
é1 e ¢(z = £,/2) = ¢r nas extremidades e ¢(z = 0) = (¢1 + dr)/2, veja a Figura 6.4. Isto
é, d(z,y = *a,2) = (¢r — ¢1)2/L, + (dr + ¢1)/2. Ambos os problemas j4 foram resolvidos
separadamente na literatura. Parte do problema (a) estd tratado em [But68, pigs. 309-313]. O
problema (b) é tratado por [AHLOQ1]. Discutimos em mais detalhes cada solu¢io e principalmente
a combinacdo de ambos 0s casos nas se¢Ges seguintes.
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Figura 6.3: Potencial ao longo das placas. A descontinuidade do potencial e, z = 0 se deve & presenca
da bateria. ‘

¢

1

-4

- — — — — -

P8R/ 2

Figura 6.4: O potencial da Figura 6.3 pode ser decomposto em duas partes. (a) As placas mantidas
a potenciais constantes —¢p para z < 0 e +¢p para z > 0, linhas tracejadas. (b) As placas com um
potencial continuo variando linearmente com a coordenada longitudinal z, linha continua.

6.3 Solucao eletrostatica de placas mantidas a potenciais
constantes

Suponha quatro placas paralelas semi-infinitas, localizadas em (z = a,z < 0), (z = @,z > 0),
(z = —a,2 < 0) e (zx = —a,z > 0), veja a Figura 6.2. Existe uma fina barreira isolante em
(z,2) = (%a,0). As placas em z < 0 estdo mantidas no potencial constante —¢,, enquanto
que as placas em z > 0 estdo mantidas em ¢, [But68, pags. 309-313]. Podemos resolver a
equacdo de Laplace, V2¢ = 0, em coordenadas cartesianas usando separagido de varidveis na
forma ¢p(z,2) = Xi(x)Zr(z), onde as fungdes Xi e Z; obedecem as equagdes (k sendo uma
constante arbitréria):
d*Xy d*Z;
dx? dz?
As solucdes destas equagdes sao Xi(y) = cxe?® + dre™* e Zi(2) = ai sen (kz) + by cos(kz), com
ax, be, cx e dy sendo constantes. A solugdo final ¢(z,z) é uma combinacdo linear de todas as
possiveis soluces ¢x(z, 2)-
Como as condigdes de contorno sio antissimétricas em torno da coordenada z, ¢(+a, —z) =
—¢(=£a, z), a solugdo também deve ser antissimétrica em todos os pontos: ¢(z,—z) = —¢(z, 2)

= K2 X,,

= —k*Z;. (6.3)
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e ¢(z,0) = 0. O mesmo raciocinio se aplica & coordenada Z, mas neste caso as condicdes de
contorno (e também a solugdo) sdo simétricas: ¢(—z, z) = ¢(z,z). Adicionalmente, devemos
ter uma solugdo limitada tanto na coordenada z quanto em z, |¢(z, [2] = o0)| < ¢y < 0
e |¢(Jz] = oo,z)] — 0. Isto significa que nossas solucdes possiveis se reduzem a X(z) =
ck(e*® + e7*7) = ¢, cosh(kx) e Zi(2) = ay sen (k2)na regiio entre as placas, com e;, = 2¢;. Para
z > a (z < —a) devemos ter ¢ = 0 (dz = 0). Como ¢(—z,2) = ¢(z, z), isto implica que na
regido fora das placas nossas solugdes se reduzem a Xy (z) = fre =l e Zy(z) = agsen (kz), com
fx e ai sendo constantes. As solucdes particulares sio entio dadas por (com A e B; sendo
constantes):

¢r(|z| < @, z) = Ay cosh(kz) sen (kz), - (6.4)
¢x(|z] > a, z) = Bie ¥ sen (k2). (6.5)

A solugdo geral que é uma combinagcio de todas as possiveis solugdes particulares. Tem entdo
a forma:

$(z| < a,2) = /0 " Ay cosh(ks) sen (kz)dk, (6.6)

o(lz] > a,2) = ./:o Bre ¥l sen (kz)dE, ’ (6.7)

onde os coeficientes A; e By devem ser determinados pelas condigdes de contorno. As Eqgs. (6.6)
e (6.7) podem ser interpretadas como transformadas em seno de Fourier de uma funcdo :

_ 2 _ | \/7]2Ax cosh(kz), |z| < a,
O(k,z) = \/%/0 ¢(z, ) sen (kz)dz = {\/77531&"""', 2] > a. (6.8)

Calculando a Eq. (6.8) em z = a e aplicando as condi¢des de contorno ¢(+a,z > 0) = ¢ e

#(+a, z < 0) = ~¢@y obtém-se os seguintes valores para os coeficientes Ay e By:
k= ;%5, By = 2?;:“- (6.9)
A solugdo final pode ser escrita como (veja o Apéndice B):
olisl sa.2) = 20 [T B < Mgreeor [ BB ] (o
el 2 0,5) =22 [ e kg 220 arctan [ oE a] . (e1)

6.4 Solucao de placas com corrente estaciondria e bateria

A Eq. (5) de [AHLO1] d4 a solugdo de placas paralelas separadas por uma distdncia 2a, com
dimensdes £, e £y, com £, > £, >> a e conduzindo uma corrente estaciondria na direcdo +2:

l, - L, 24, '
d(z,2) = ::% [(az+ﬁ) <;r_ _lz=d ; |x+a|) + %—r—ln 7}] , (6.12)

onde as constantes o e # devem ser determinadas pelas condigdes de contorno. Neste caso:

_ €o(or— é1) o(dr + A1)

Chii-a PTG mmenn e

(6.13)
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A solugdo do problema com a bateria é a soma das Egs. (6.10) e (6.12) para a regio entre
as placas, assim como a soma das Egs. (6.11) e (6.12) para a regido fora das placas:

2¢o cos(rz/2a) Sr—0¢L SRt OL
é(lz| < a,2) =—_—arcco ot [senh (7rz/2a)} + 7 z -+ 5 (6.14)
#(l21 2 a,2) =3§j£arctan (o) + 5t e,
L/m+ (6:/7)In(26,/8,) — |z|  dr+ oL
i @ mmE e —a 3 (6.15)

Quando z = *a os potenciais se reduzem &s condicdes de contorno dadas pelas Egs. (6.1) e (6.1),
como esperado. . .

O campo elétrico F pode ser obtido do potencial utilizando a relagdo E = —V¢. Isto resulta
em:

s _ 2¢p sen (wx/2a)senh (72/2a) .
E(el <a,2) = " "a cos(rz/a) + cosh(rz/a) z
2¢¢ cos(mz/2a) cosh(nz/2a) ér— L] .
B [_a—ocos(wx/a) + cosh(7z/a) Re, L] z (6.16)
= _ T [2¢0 z $r— L Pr+ 1L R
Bzl > a,2) = [ T 2 (el= 08 Lllr—a) | 3]+ (€/m (2 E) - a)] :

{24’0 |z| —a 4 L7 — |z| pr — ¢L] 5 (617)

7 22+ (|lz| —a)?2  L/r—a

Podemos ver que este campo elétrico satisfaz as equagbes de Maxwell para correntes constantes
pois V- E =0e V x E =0 entre as placas (Jz| < a) e fora delas (|z| > a), como esperado.

As linhas de campo elétrico podem ser obtidas por um procedimento similar aquele dado por
Sommerfeld, [Som64, pg. 128]. Isto é, procuramos por uma funcéo &(z, 2) tal que VE- V¢ = 0.
Isto resulta em:

_ sen (7z/2a) T ¢ — ¢r
f(lxl <a, y) = arctanh (W) it TZ 2¢0 y (618)
1 22+ (Jz| — a)? 22—z ¢ — Pr lz] &L —¢r
&(lz| > a, 2) --Eln (4WZ§ ) -7 7 %0 - Tr—a 2%
z T ort é1L (6.19)

LAl /) —a2 26

A Figura 6.5 mostra as equipotenciais e linhas de campo elétrico utilizando as Egs. (6.14), (6.15),
(618) € (619) com ¢L = ¢o, ¢R = —¢o e Ey/lz = éz/2a = 10.

A distribuicdo de cargas superficias o(z = +a, z) pode ser encontrada aplicando a lei de Gauss
e escolhendo um volume gaussiano envolvendo uma pequena parte da superficie condutora. No
limite de uma superficie infinitesimal temos as densidades interna e externa de cargas superficiais
nas placas superiores dadas por, respectivamente:

o(a™,z)=— ii_g‘llaoEz(O <zr<az)= a_seﬁro—z/&z)’ (6.20)
e _ 2e0¢0 | €o(¢r — ¢1) go(¢r + 41)
o(a%,2) = fmeoBale > 0,2) = =27 + o 2 S A+ meg, ey < &2
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Figura 6.5: Equipotenciais (linhas continuas) e linhas de campo elétrico (linhas tracejadas) para duas
placas resistivas paralelas localizadas nos planos z = -q e transportando correntes constantes na direcio
+%. H4 uma bateria linear em z = 0 nas duas placas. Este é um grifico das Egs. (6.14), (6.15), (6.18)
and (6.19) com ¢; = —¢r = ¢p € £y /L, = {,/2a = 10.

E similarmente para as placas inferiores:

o{—a",z) = zl_’in_za-soEz(——a <z<0,2)=0c(a",z2), (6.22)
o(—-at,2) = zl-i-ﬂzeoEx(x < —a,z) = o(a",2). (6.23)

Quando |z|/a > 1 os termos proporcionais a ¢y podem ser desprezados e recuperamos o
comportamento linear encontrado antes, [AHLO1]. Para |z|/a < 1 os termos proporcionais a ¢
sdo os dommantes e as densxdades superficiais de carga, se reduzem a:

2e0¢0

o(‘ia*,z)z —

(6.24)

A Figura 6.6 mostra as densidades superﬁmars de carga normalizadas dadas pelas Eqgs. (6:20)
a (6.23) como fungoes de z/a. A Flgura 6.7 mostra as Egs. (6.20) e (6.21) normalizadas por
(6.21).

‘Podemos ver destas expressoes que para |z| < 2,, a solucdo eletrostatica é a principal
contribui¢do no valor do potencial, campo elétrico e cargas superficiais. J4 foi apontado antes
[Jac96] que a diferenca nas cargas superficiais é pequena entre a situagéo eletrostatica e seu
equivalente com corrente estaciondria.. Mesmo assim, estas s1tuagoes f1s1cas sao completamente
diferentes.

Quando a — 0 estas solugdes se reduzem a de uma placa resxstlva sunples no plano z = 0
conduzindo uma corrente esta,monana ao longo da diregdo positiva 2, dada por:

_ 26 2\ | /7 |o| ¢r - ¢L
#(z,2) = == axctan (H)+ T

£/m + (£:/m)In(24,/L,) — |z| o + @1
Tin+ GmmEG /) 2

, (6:25)
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Figura 6.6: Distribuicdes de carga superficiais normalizadas, como funcio da coordenada longitudinal
z para duas placas resistivas transportando correntes constantes na mesma direcio +3. As distribuicGes
de carga superficiais internas dadas pelas Egs. (6.20) e (6.22) sio representadas pelas linhas continuas.
J4 as distribuicbes externas dadas pelas Egs. (6.21) e (6.23) sio representadas pelas linhas tracejadas.
A densidade de carga superficial interna (externa) estd normalizada pela densidade de carga superficial
interna (externa) em z = a. Utilizamos ¢;, = —¢r = ¢ e £,/2a = 10.

c(z,a‘)[o(a,a’)
s
2- .
-2 -1 : 1 2 z/a
T _2 .
_45

Figura 6.7: Distribuicbes de carga superficial externa (z — a¥, linhas continuas) e interna (z — a™,
linhas tracejadas). As duas distribui¢des foram normalizadas pela densidade de carga superficial interna
(z = a7) em z = a. Utilizamos ¢y, = —dp = ¢y e £,/2a = 10.

. _ 2¢0z  m(¢r — BL) m(¢r + P1) -
E(z,z) = 2] [w(z2 +122) I Z+ £,(1+ ln(ZZy/fz))] !
2¢oly| bfm—|z|dr— L] ,
+ [7{'(22 +£L'2) - ez/ﬂ, Z 2, (626)

£ .\ _ 2e000 | €om(dr — @L) €om(dr + HL)
=t T B Y Laemeg ) (6.27)

As linhas de campo elétrico sdo dadas por:

1 22 + 1?2 22— 227% (¢ — dr |z| o — dr
f(x,z)—51n<4 7 )+ z 7( %0 )_WZ_2¢0

i -z 72 Or+ &L
R TSI ( 596 ) (6.28)

o(

A Figura 6.8 é um gréfico das Eqs. (6.25) e (6.28) com ¢ = —¢r = ¢.
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Figura 6.8: Equipotenciais (linhas continuas) e linhas de campo elétrico (linhas tracejadas) de uma
Unica placa resistiva localizada no plano z = 0 e transportando uma, corrente constante na diregio +3.
H4 uma linha de bateria em 2 = 0 mantendo uma diferenca de potencial 2¢p em 2z — 0~ "¢ z — 0.
Utilizamos ¢; = ~¢r = ¢p.

6.5 Discussao

Jefimenko, [Jef66, Problema 9.33 e Figura 14.7] e [Jef89, pags. 509-511], Heald, [Hea84], e
Griffiths, [Gri89, p4g. 279), estudaram o problema de uma casca cilindrica infinita e resistiva, de
raio R, centrada no eixo z e conduzindo uma corrente azimutal estacionédria. Discutimos este
caso na Secao 8.1. Eles supuseram uma bateria linear infinita, localizada em ¢ = £ rad, em
coordenadas cilindricas. Supondo que os terminais da bateria estivessem com potenciais +¢, eles
encontraram que o potencial em todos os pontos no espago era dado por (com p = /2 + 22):

- 2¢o . T
o(z,2) = - arctan (R T z) , para P<R, (6.29)

o(z,2) = —2—5:—0 arctan ( para p > R. (6.30)

z2+Rz+x2) ’

Quando tomamos R > v/zZ + 22 nas Eqgs. (6.29) e (6.30), obtemos o mesmo resultado que nas
Egs. (6.14) e (6.15) com a — 0 e £, > a, |z|, |2|. Algo similar ocorre com a distribui¢do superficial
de carga préximo a bateria, dada por Heald como:

Eodo Y
0(<p) = Tﬂ'—ﬁ tan —2— (631)
Para angulos préximos a bateria, ¢ = (7 4 §) rad com 0 < § < =, temos 0 & +2¢¢do/7RI. O
mesmo ocorre com a Eq. (6.24) préximo & bateria, observando que R§ é andlogo a z em nosso
caso linear. '

Estes resultados provam que a descontinuidade no potencial devido & bateria cria uma di-
vergéncia ndo linear nas densidades superficiais de carga proimo & bateria. Isto ocorre mesmo
em condutores retos muito longos, como vimos aqui.

As Egs. (6.10) e (6.11) sdo vélidas para placas semi-infinitas. A Eq. (6.12), por outro lado,
é vélida para pontos (z,y, z) tais que y/z%2 +y? + 22 < £, < £, [AHLO1]. Isto significa que
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a combinacdo de ambas as solugdes dada pelas Eqgs. (6.14) e (6.15) é vélida apenas préximo &
bateria, mas néo perto das extremidades z = +¢,/2.

Para placas compridas e largas (£, > £, > a), as Eqgs. (6.14) a (6.23) mostram que préximo
a bateria a contribuigdo da solugdo eletrost4tica é maior que a contribuigio vinda dos termos que
mantém a corrente fluindo. Isto significa que existe pequena diferenca entre as situagdes com e
sem corrente, o que ja foi apontado por Jackson, [Jac96]. Apesar deste fato, estas duas situacdes
sdo completamente diferentes: placas mantidas a potenciais constantes e placas transportando
uma, corrente estaciondaria.
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Capitulo 7

Fita Reta

7.1 Introducao

A desvantagem da abordagem do Capitulo 5 é que as placas condutoras no lado esquerdo da
Figura 5.3 sdo normais ao plano da Figura. J4 os resultados experimentais no lado direito desta
Figura sdo devidos a fitas de corrente bidimensionais fluindo neste mesmo plano y = 0. Neste
Capitulo apresentamos uma modelagem teérica mais apropriada para a situago da Figura 5.3.
Nosso trabalho foi discutido em [HA02b] e publicado em [HAO03D)].

Podemos considerar o que apresentamos aqui como uma continuagio do trabalho envolvendo
placas condutoras, resultante do mestrado deste mesmo autor, apresentado no Capitulo 5. Por
um lado, no caso das placas, abordamos o problema supondo uma densidade linear de cargas
ao longo da coordenada longitudinal 2, e integramos para obter o potencial e campo elétrico
em todo o espago & volta das placas. Por outro lado, no caso da fita tratada neste capitulo,
encontramos a solucdo da equacdo de Laplace, em um sistema de coordenadas conveniente e a
partir dai obtivemos o campo elétrico e a distribuigdo superficial de cargas.

7.2 Descricao do problema

Consideramos um caso que n3o foi tratado na literatura: uma corrente constante fluindo uni-
formemente sobre a superficie de uma fita reta estaciondria e resistiva. Nosso objetivo ¢ calcular
o potencial elétrico ¢ e o campo elétrico E em todo o espaco e também a distribuicdo superficial
de cargas o ao longo da fita. Estas cargas superficiais criam os campos elétricos em volta e
dentro do condutor, mantendo a corrente fluindo. Esta distribui¢io de cargas sé pode existir e
se manter constante no tempo devido & presenca de uma bateria que gera uma corrente elétrica
estaciondria fluindo pelo condutor.

Seja uma fita no plano z = 0, localizada na regido —a < y < a e —£/2 < z < £/2, tal que
£>> a > 0. O meio em volta da fita é tomado como sendo ar ou vicuo. A corrente constante I flui
umformemente ao longo da direcdo positiva de z com uma densidade de corrente superficial dada
por E=1I Z/2a (veja a Figura 7.1). Pela lei de Ohm esta distribuicio de corrente uniforme est
relacionada a um campo elétrico constante na superficie da fita, E(z, 2) = Fy% para —a <z < a
e —£/2 < z < £/2. No equilibrio, este campo elétrico pode ser relacionado ao potencial por
E= —V¢. Esta relagao significa que, ao longo da fita, o potencial é uma funcao linear de z e
independente de y. O problema pode entdo ser resolvido encontrando a solucdo para a equacéio
de Laplace, V2¢ = 0, no espago vazio e aplicando as condicdes de contorno.
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Figura 7.1: Uma corrente constante I flui ao longo da dire¢io z de uma fita reta e longa de comprimento
2 e largura 2a localizada no plano z = 0, com uma densidade superficial de corrente K = I 2/2a.

7.3 Solucgao

Devido & simetria do problema, é conveniente utilizar coordenadas eliptico-cilindricas (¢, 9, z),

[MS88, pag. 17}, veja a Figura 7.2.

Z -const

x .
Jas ’z

i !
H

291

g~ =onst
R B

e e b

&¢I

Figura 7.2: Coordenadas eliptico-cilindricas (¢ »9, ), [MS88, pég. 17].

Estas varidveis podem tomar os seguintes valores: 0 < ( < 00,0< # <27 rad, e ~0 < 2 <
0o. As relagOes entre as coordenadas cartesianas (z,y, z) e as coordenadas eliptico-cilindricas sdo
dadas por (com senh( = (e¢ — e7¢)/2 e cosh{ = (¢ +e7¢)/2):

z = asenh(send,
y = acosh ( cos ¥,

z=2z,
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onde a constante g ¢é a semi-largura da fita. As relagdes inversas sdo dadas por:

—_ 2 __ 42
¢ = tanh™! \/ Cahs y2y2 @t (7.4)
2 2 92
9 = tan™! \/ gz 2y2y +8e (7.5)
z =z, (7.6)

onde & = /(22 + y? + a?)2 — 4a2y2.
‘A equagdo de Laplace neste sistema de coordenadas é dada por:

g, 1 8%¢ P9\ ¢ _
" a?(cosh® ¢ — cos? ) ( t ) 822 0 (7.7)

Uma solugdo da Eq. (7.7) pode ser obtida utilizando separacdo de variveis na forma (¢, 0, 2) =
H(()®(9)Z(z), tal que as fungdes H, ® e Z obedecam 3s equagdes: .

H"” — (02 + aza® cosh? ()H = 0, (7.8)

9" + (a2 + a3a® cos® ¥)® = 0, (7.9)
Z" + O!3Z‘= 0, - : (710)

onde as e a3 sdo constantes. ; ,

Para a fita comprida que estudamos, é possivel desprezar efeitos de borda perto de z = +£/2.
Jé foi provado que neste caso o potencial deve ser uma funcio linear em 2, nio apenas na
fita, mas também em todo o espaco, [Rus68]. Esta condi¢do implica que a3 = 0. Existem
entao duas solugdes possiveis para ®(9). Se a; = 0, entdo ® = C; + C,0; se ap # 0, entdo
® = Czsen(/a9) + Cycos(y/az9), onde C; a Cy sio constantes. Ao longo da fita temos que
z = 0ey® < a® Isto significa que Q@ = a®> —y% ( = 0 e ¥ = tan~! \/(a® — ¥2)/32. Como
o potencial nio depende de y ao longo da fita, isto significa que o potencial também ndo deve
depender de 9. Assim, uma solugio ndo trivial para ® existe apenas se ap = 0, C, = 0, e
® = constante para todo . A solucéo para H({) com a; = a3 = 0 ser4 entdo uma funcdo linear
de ¢. A solugdo geral do problema é, portanto, dada por: ‘

¢ = (A1 — As)(Asz — Ay)

Y BT
= [Al ta,nh‘l\/ d f’y2y2 a8 Ag} (Asz — Ad), - (7.11)
onde A;,..., A4 sdo constantes. ;
O campo elétrico £ = —V¢ toma a forma:
7 zlylv2 . V-2t +yi-a?+Q,
I(Q\/—-$2+y2-02+9 ) V20 y (a7 = 4y)
' ' [ avi—a
— Ay [ Aytanht TRV R )5 (r12)
” 2y2
Ao longo da fita (x =0, ly| < a e |z| < £) estas expressdes se reduzem a:
¢ = —Azx(A3z — Ay), , (7.13)
E = AyAsz. s (7.14)
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Para encontrar a densidade superficial de carga, utilizamos a aproximacdo préxima a fita
(lz] € ae |yl <a):

2. 3 ley
Ex '—Al lem— 3/2y] (A3Z - A4)

2l _
A densidade superficial de carga o(z, z) pode ser obtida pelo procedimento padrdo utilizando a
lei de Gauss fs E.dg = Q/eg, onde &y é a permissividade elétrica do vécuo, d@ é o elemento
infinitesimal de 4rea com dire¢do normal & superficie em cada ponto e Q é a carga total dentro
da superficie fechada S. A densidade superficial de carga é entdo obtida considerando o limite
em que |z| — 0 na Eq. (7.15) e um volume cilindrico pequeno com sua altura muito menor que
seu didmetro. Isto resulta em o = go[E(z > 0) - # — E(z < 0) - (—£)]. Utilizando a Eq. (7.15), a
densidade superficial de carga é obtida como: o :

o= —2ofi(Aez - 4) (7.16)

7.4 Fita carregada mas sem corrente

— Az [Altanh‘l Ayl 2. (7.15)

Quando ndo hé corrente na fita, o potencial ao longo de seu comprimento € constante para todo
z. Da Eq. (7.13) esta condigdo implica que A3 = 0. Com isto as Eqgs. (7.11), (7.12) e (7.16) se
reduzem a, respectivamente: ‘ '

¢(z,y,2) = —A1 A4 + A Ay

2 2 2
= A A arctanh\/ T y2y2 @+D L A, (7.17)
E(z ’y z) = A1Aq ___i‘y[\/z' &+ [yl\/-:ﬁ Ty -dt Qy (7.18)
7 Q-2 +1y?-a®+Q V20 ’
2e0di s (7.19)

0,lyl <a,2) = SL=E
0'( Iyl <a z) \/Ef—:—y-f

Estes j4 eram resultados conhecidos na literatura, ver [Smy89, Secdo 4.22] e [GL96].
No plano da fita, z = 0, vem que o potencial e o campo elétrico sdo dados por:

¢(0 ) {A2A4) para Iyl S a, (7 20)
Y,z)= T g2 - :
ApAq — ArA, arctanh /5=, para Jy| 2 o,
0, para |y| < a,
E(0,y,2) = yz =y, paray>a, (7.21)
1—- yz_azg, para y < —a.
A carga por unidade de comprimento na fita € dada por:
£/2 ra £/2
Q_ —f / o(ly] < @,0,2)dydz = 2€°A1A4/ _dydz
e 8/2 -Q . e/z —-a A /az . y2
= 27T€0A1A4. _ (722)
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Consideramos o potencial a uma distincia £/2 do eixo da fita como sendo nulo. Isto é,
#(0,¢/2,z) = 0. Com isto vem da Eq. (7.20) que:
Az

2 402 ’
arctanh 4/ £

A1=

(7.23)

A capacitancia do condutor por unidade de comprimento é dada por C/¢ = (Q/£)/¢e, onde
¢o = Az A, € o potencial na fita. Com os resultados anteriores vem:

e T . (7.2
2 arctanh %
Com £ > a vem ento: C 0
TED
ATOD) (7.25)

A auto-indutédncia por unidade de comprimento desta fita é dada por, [BA95], [Ass97, Eq. (22)],
[BA98, pigs. 52~-53]:

L Mo £
Vemos entdo que é valida neste caso a rela¢éo:
LCc 1
7T @ (7.27)

onde ¢ = 3 x 108m/s é a velocidade da luz no vécuo. Esta relacdo é vilida para condutores
retilineos de se¢do reta arbitréria, ver [Jac75, pag. 262].
Com (7.22) a (7.25) vem que:

Q¢ (7.28)

Sllel <a,0,2) = -l

Isto mostra que mesmo mantendo a densidade linear de carga Q/f constante vem que o
potencial sobre a fita diverge logaritmicamente no limite em que £/a — co.

7.5 Andlise da fita com corrente estacionaria

No plano z = 0 a corrente na fita cria um campo magnético B que aponta ao longo da direcao
z positiva (negativa) para y > 0 (y < 0). Este campo magnético age nos elétrons de condugio
que estdo se movendo com velocidade de deriva ¥; com uma forga dada por ¢y x B (veja a
Figura 7.3).

Esta forga causa uma redistribuicdo de cargas ao longo da direcdo y, com cargas negativas
se concentrando ao longo do centro da fita e cargas positivas nas extremidades y = +a. No
equilibrio esta redistribuicdo de cargas cria um campo elétrico ao longo da fita (z = 0, |y| < a,
|z| < €) na dire¢do y, Fy, que equilibra a for¢a magnética. Ou seja, |¢E,| = |qusB|.

Desprezamos este campo elétrico do efeito Hall porque ele é geralmente muito menor que o
campo elétrico que mantém a corrente fluindo, como vimos na Secao 2.2.

Agora, analisamos alguns casos particulares. Primeiramente, supomos dois limites ao com-
pararmos a com a distancia do ponto de observagdo até o eixo z, p = /22 + y2. Se a® > p?,
temos que Q = a? + % — y% + 22%y%/a® e { = |z|/a, tal que:

||

¢~ ( = 2> (Asz — Ag). | (7.29)
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OB #~%®p BO ]
®B #%.aF B®

Figura 7.3: A forca magnética F= iy x B direcionada ao centro da fita, agindo sobre um eletron
de conducdo que se desloca com velocidade de deriva v4. Esta forca é devida ao campo magnético B
gerado pela corrente elétrica J fluindo ao longo da direcio z.

Combinando isto com a Eq. (7.16) quando a? > y? vem que:
~ (aAs — |z|) ( ) (7.30)

Como esperado, este resultado coincide com a Eq (5. 2), com aA; = ({y/m) x In(2¢,/¢,).
Por outro lado, se a® < p?, temos que Q = p? + a? — 2a%y?/p? e ¢ ~ In(p/a), tal que:

¢~ (Al 1n§ - Az) (Asz — Ay). (7.31)

Este resultado coincide com a Eq. (2.5), [ARM99, Eq. (8)] com A;/A; = In(2¢/a), onde £ é o
comprimento tipico de um fio ou fita, com £ > a. Esta coincidéncia é razodvel porque a Eq. (2.5)
corresponde ao potencial fora de um fio cilindrico longo e reto conduzindo uma corrente constante.
Em um ponto longe do eixo da fita, ambos resultados coincidem, como deveriam.

7.6 Comparacao com os resultados experimentais

A Eq. (7.12) indica que existe um campo elétrico ndo apenas ao longo do fio resistivo conduzindo
uma corrente constante, mas também no espago & sua volta. Jefimenko realizou alguns experi-
mentos que mostram a existéncia de um campo elétrico externo, [Jef62] e [Jefg9, Placa 6]. A
geometria de seu primeiro experimento, reproduzida em nossa Figura 1.7, é equivalente ao que
foi proposto aqui. Ou seja, uma fita bidimensional condutora pintada sobre uma placa de vidro,
usando tinta transparente condutora. Para comparar nossos cilculos com seus resultados expe-
rimentais, necessitamos dos valores de Ay/A; e Ay/A;. Tomamos Ay/A; = 3,6 e Ay J/As = 0.
A condigdo A4/A3 = 0 corresponde ao caso simétrico proposto por Jefimenko em que 0 campo
elétrico é paralelo ao condutor imediatamente fora dele em z = 0 (densidade de cargas superficiais
nula em z = 0).
Primeiro supomos o plano ortogonal 4 fita, y = 0. Neste caso o potencial se reduz a:

x2
z2 + a?

¢ = (Al ta,nh_l - A2) (A3Z - A4) (732)

As linhas de campo elétrico ortogonais as equipotenciais podem ser obtidas pelo procedimento
apresentado por Sommerfeld, [Som64, pags. 125-133]. Estas linhas sdo representadas pela fungao
§ tal que V&- V¢ = 0. Esta equagéo, junto com o valor de ¢ obtido acima, resulta no valor de 3
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dado por:
72 4 a?
a2

A
&= A1A322 —2A A4z + 12A3$C2 - A1A3|$IV 72 + a2 cosh™!

al

2
AA 2 4+ q? V2 + g2
— —12——3a2 (cosh‘1 rta ) - AZA?' (|x|\/a:2 +aZ+d’In Eb——f———_—*—i) . (7.33)

As equipotenciais e linhas de campo elétrico obtidas das Egs. (7.32) e (7.33) estdo na Figura 7.4.

x/a

,.?

Figura 7.4: Linhas equipotenciais (tracejadas) e linhas de campo elétrico (continuas) no plano y = 0.
A linbha horizontal grossa. representa a intersecéo com o plano da fita. Usamos os valores As/A; = 3,6

e Ay/As = 0.

Agora supomos o plano da fita, z = 0. O potencial se reduz a:

¢(07 ly] S a, Z) = "'A2(A3z - A4)7 (734.)
y2 — a2

¢(0,ly] > a,2) = | Aitanh™ 7 Az | (Asz — A4)
= (A1 cosh™? % - A2) (Azz — Ay). (7.35)
Por um procedimento similar ao anterior, as linhas de campo elétrico no plano z = 0 sio

dadas por:
E(Ov |y| S a,z) = A2A3a'y’ (736)
A
€0, y] 2 0,2) = ArAgz? — 24, Aga + S22

2
— A1 Asly| /47 — o cosh™? % + At (Cosh_l b )

/0% — G2
AZAE’ (Iyly/y2 —a2—a’ln ﬁ—au) . (7.37)
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As equipotenciais e linhas de campo elétrico obtidas das Eqgs. (7.34) até (7.37) estdo representadas
na Figura 7.5.

Ya

Figura 7.5: Linhas equipotenciais (tracejadas) e linhas de campo elétrico (continuas) no plano z = 0.
As linhas horizontais grossas representam as extremidades da fita em y/a = 1 e y/a = —1. Usamos
A2/A1 = 3,6 e A4/A4 =0.

Na Figura 7.6 as linhas de campo elétrico da Figura 7.5 estio sobrepostas aos resultados expe-
rimentais de Jefimenko. Deve ser mencionado que as sementes de grama, sio corpos dielétricos e
elas mesmas mudam o campo elétrico em sua vizinhanga, de modo que o mapeamento de campo
experimental ndo pode ser exato. Apesar disto, a correspondéncia encontrada aqui é muito boa.

Figura 7.6: Linhas de campo elétrico da Figura 7.5 sobrepostas na Figura 1.7.

Na Figura 7.7 o resultado experimental de [JBK62], Figura 1.11, est4 sobreposto as linhas
equipotenciais calculadas utilizando as Eqgs. (7.34) e (7.35) com Ax/A; = 3,0 e A;/A3 = 0. A
concordédncia ndo € tdo boa quanto em nossa figura anterior 7.6 por duas razdes. A primeira
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razao é que nossos calculos sdo para uma geometria bidimensional, enquanto o experimento em
[JBK62] foi realizado em uma camara retangular oca tridimensional. A segunda razio é que
no experimento das sementes de grama, [Jef62], a razdo entre o comprimento e a largura do
condutor era de 7, enquanto que no segundo experimento, [JBK62], esta razdo era apenas de
2,3. Isto significa que efeitos de borda perto de z = £/2 e de z = —£/2 sdo mais importantes
neste segundo caso. Estes efeitos de borda ndo foram considerados em nossos cédlculos.

> *
e o
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- |
N \ 2
A 3\
3 \ x
\ \
i AN
» "
o ~|
~ L] o
el ie

/20'.

J4 B

.A\:\\ ] -
Oy fe—

30,

Figura 7.7: Linhas equipotenciais no plano z = 0 sobrepostas & Figura 1.11. Usamos Az/4; = 3,0 ¢

Ag/A3 =0.
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Parte 11

Condutores Curvos
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Nesta parte tratamos problemas onde a corrente estacionéria percorre trajetérias curvas. O
sistema de referéncia é sempre o laboratério, em relacdo ao qual os condutores, a carga teste e o
observador estdo parados. Consideramos que os condutores tenham resistividade uniforme e que
o meio em torno dos condutores seja ar ou vécuo.
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Capitulo 8

Circuito Azimutal

8.1 Solucao conhecida na literatura

O problema de uma casca cilindrica condutora resistiva de comprimento infinito e raio a, sem
espessura, com uma corrente superficial azimutal constante foi tratado por Jefimenko, [Jef66, Pro-
blema 9.33 e Figura 14.7] e [Jef89, pags. 509-511], Heald, [Hea84], e Griffiths, [Gri89, pag. 279)].
A geometria considerada aqui é apresentada na Figura 8.1. Heald supds que a bateria fosse uma
linha paralela ao eixo do cilindro, alimentando o circuito com uma diferenca de potencial ¢,
(¢0/2 e —¢po/2 em cada extremidade da bateria). Fazendo uma expansio de Fourier do potencial
na superficie do condutor em termos da coordenada ¢ em coordenadas cilindricas (p, ¢, z) temos:

8(a,0,2) = doz = % [i (=2 )k—lksen (k‘”)} : (8.1)
k=1
DV
42 |58 .
v

-4,/ 2 2
Z

Figura 8.1: Geometria do problema considerado por Heald. H4 uma densidade de corrente superficial
K fluindo uniformemente na dire¢do azimutal sobre a superficie do cilindro.

A partir da equagdo de Laplace V2¢ = 0 em coordenadas polares, ele encontrou o potencial
em todo o espago (dentro e fora do cilindro), assim como o campo elétrico e as cargas superficiais,
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dados por, respectivamente:

dlp<a,pz)= % tan™? ;—% = %9 tan™! - _':/_ - = %9@[1, (8.2)
¢lp>a,p,2) = % tan™! p;:—sa% = ?;-rg tan™! m—gz—:;i = %@b, (8.3)
Blo<aps)=-RIRPLL 000 _ o), 4
Bl oy, - B0 o bons *

Oint (@, @, 2) = oextla, p,2) = 5929 tan LA % tan 1, (8.6)

2ma 2 27a

onde 9 é o dngulo azimutal medido a partir da bateria e p' o raio medido a partir da bateria.
Pela Eq. (8.6) vemos que Heald encontrou a mesma densidade superficial de carga tanto na
superficie interna da casca, p — a~, quanto na superficie externa, p — a*. A carga total o, é
dada por:
Eodo, P _ Eodo

oi(a, 0, 2) = Oint(@, @, 2) + Oext(a, ¥, 2) = g tans = -———tany. (8.7)

Podemos aproximar as expressdes de o para longe (¢ < 1 rad) e perto da bateria (¢ =
(r+6) rad, onde 0 < 6 K 1):

EoPop _ €0f
O'int(QD <1 rad) = Uext((ﬁ <1 rad) ~ —47—1_‘21— = —2%1—, (88)
Oint{¢ = 7 £ 6 rad) = ogxi(p = 7 £ 6 rad) z;% _ :F€0¢0 (8.9)
i e Tad ws ’

onde s = ad é a distancia a bateria em forma de linha. Como vimos nos Capitulos 4 e 6, este
é um comportamento que também aparece nas cargas superficiais de condutores longos, com
correntes estaciondrias.

Na Figuras 8.2 e 8.3 apresentamos as figuras encontradas por Heald para as equipotenciais
e linhas de campo elétrico, respectivamente, num plano perpendicular ao eixo do cilindro. A
bateria estd representada pelo disquinho preto. Analiticamente, as linhas de campo elétrico
dentro e fora do cilindro sdo circulos.

Figura 8.2: Resultado tedrico encontrado por Heald para as linhas equipotenciais no circuito azimutal.
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Figura 8.3: Resultado tedrico encontrado por Heald para as linhas de campo elétrico no circuito
azimutal.

Na Figura 8.4 apresentamos distribui¢ao superficial de carga ao longo do cilindro em fungio do
angulo ¢. Note que ela tem um comportamento aproximadamente linear préximo de ¢ = 0 rad,
no ponto mais distante da bateria, e explode conforme se aproxima da bateria, em ¢ = %= rad.

\O-t

Figura 8.4: Resultado tedrico encontrado por Heald para a distribuicio superficial de carga total.
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Capitulo 9

Casca Esférica Resistiva Transportando
Corrente Azimutal Constante

9.1 Introducgao

Aqui consideramos uma corrente azimutal estacionéria fluindo em uma casca resistiva esférica. A
dificuldade matematica estd em um grau intermedidrio entre a casca cilindrica infinita, tratada
no Capitulo 8, e o condutor toroidal tratado no Capitulo 10. Este caso é importante porque
podemos obter solugdes analiticas para o potencial elétrico, para o campo elétrico e para as
distribui¢oes de cargas superficiais, tanto dentro quanto fora da casca esférica. Estas solucoes
nao sdo tao complicadas como no caso do toréide condutor. Apesar disto elas mostram claramente
a existéncia de um campo elétrico fora de um condutor resistivo de volume finito. Nao temos
conhecimento de ninguém que tenha tratado deste caso antes.

9.2 Descricao do problema

Suponha uma casca esférica resistiva de raio a, centrada na origem. Supomos uma bateria ideal
em forma de linha localizada ao longo de um meridiano da casca (como o Meridiano de Green-
wich) e mantendo uma diferenga de potencial constante entre os seus lados esquerdo e direito,
Figura 9.1. Isto é, a bateria é uma semi-circunferéncia no plano y = 0 com suas extremidades
em (z,y,2) = (0,0, +a) e seu centro em (z,y, z2) = (—a,0,0). Utilizando coordenadas esféricas
(r,8, ) a bateria linear estd entdo localizada em (a, 6, 7). Supomos que a diferenca de potencial
gerada pela bateria ndo dependa do angulo polar #. A bateria gera uma corrente estacionaria
fluindo ao longo da casca na direcdo azimutal, veja as Figuras 9.1 e 9.2. O meio dentro e fora da
casca, esférica é suposto como sendo ar ou vacuo. De acordo com a lei de Ohm, o potencial ¢ ao
longo da superficie é dado por:

#(a,0,p) = da+ ¢B§(€F~ (9.1)

Nosso objetivo é encontrar solucdes para a equacdo de Laplace, V2¢ = 0, dentro e fora da
casca esférica utilizando a Eq. (9.1) como uma condi¢éo de contorno. Adicionalmente, o potencial
deve ter valor finito no centro da casca e a uma distancia infinita (ndo ha cargas nestas posigoes).
O campo elétrico é entao encontrado por E= —V¢. Por dltimo, a densidade superficial de carga
o é obtida pelo procedimento padrao de tomar as componentes radiais do campo elétrico externo
e interno para r — a.
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Figura 9.1: Uma casca esférica resistiva de raio a est4 centrada na origem. Uma bateria linear ideali-
zada, localizada em (r, 8, ) = (a, 6, ) mantém uma corrente estacionaria I fluindo ao longo da superficie
da casca na direcdo azimutal. A linha escura representa a bateria semi-circular.

y

Bateria

Figura 9.2: Geometria da casca esférica resistiva com raio a projetada no plano z = 0. Note que a
bateria, representada pela linha escura, é vista como uma linha reta para —a < z < 0.

9.3 Solucgao geral

A equacdo de Laplace em coordenadas esféricas pode ser escrita como:
v2¢_62¢+28¢ 18% cotfdg 1 9

T o2 ror  r2oge r2 80  r2sen200p?

O potencial elétrico ¢ pode ser resolvido utilizando o método de separacio de varidveis,

#(r,8,0) = R(r)©(8)®(¢). Isto resulta nas seguintes equacdes para as funcdes R, © e &, [MS88,
pégs. 24-27]:

0. (9.2)

R+ iR - %2Ry, 9.3)
T T
" ! _ Q) _
0"+ cot + (0 sen29) ©=0, (9.4)
"+ 0,8 =0, (9.5)

onde oy e o sdo constantes. A fungdo ®(p) deve ser periédica em ¢, isto é, ®(p) = &(p + 27).
Isto implica que oy = ¢%, onde ¢ = 0,1,2,... As solugdes da Eq. (9.5) séo entdo <I>,(,1) = sen (qp)
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e <1>.§2) = cos(gqp). A Eq. (9.4) € a equagdo de Legendre associada, [AW95, Secdo 12.5]. Para que
a solugéo seja finita em 6§ = 0 rad e em @ = 7 rad a constante . deve ter a forma ap = p(p+1),
com p =0,1,2,... As solugdes da Eq. (9.4) sdo as fungoes assoc1adas de Legendre de primeira
e segunda espécie, respectivamente, OF) = Pi(cosb) e 0 = = Qi(cosf). Para g = 0 elas se
reduzem aos polinémios de Legendre, P,(cos#), e as funcdes de Legendre de segunda espe01e

Qp(cos ), respectivamente. As solugdes da Eq. (9.3) com oy = p(p + 1) sdo dadas por RS = r?
e R,(,2) = r~P-1,

O potencial deve permanecer finito em todo ponto do espago. A solu¢ao R,(,l) = rP diverge para
T — 0o com p > 1. Por esta razdo ela ndo participa da solucdo fora da casca. Se impusermos que
o potencial se anula para r — 00, podemos também eliminar a funcdo com p = 0. Analogamente,
eliminamos a solugdo Rp = 7"""1 dentro da casca porque ela diverge para r — 0. A funcéo
PJ(cos ) ¢é finita para 0 rad < 6 < 7 rad. Por outro lado, QZ(cosf) diverge em § = 0 rad e em
0 = w rad. Portanto, ela também ndo participa da solugdo tanto dentro quanto fora da casca.
As solugles finitas para o potencial fora e dentro da casca sdo assim dados pela combinagdes de
todos os possiveis valores de R,(7), ©pe(6) € @,4(¢), respectivamente:

dext(r > a,0,9) Zr"(p“) {A Pp(cos ) + Z [Bpg sen (g) + Cpq cos(qp)] P (cos 0)}, (9.6)

p=0 g=1

Gint(r < a,0,¢) = i P { DpPy(cosf) + i [Epqsen (gp) + Fpq cos(qep)] P (cos 6)}. (9.7)

p=0 g=1
Para obter os coeficientes Ay, Bpg, Cpq, Dp, Epq € Fp, aplicamos as condigdes de contorno na
superficie da casca, em r = a. Expandindo a Eq. (9.1) em série de Fourier, [Hea84]:

© (_1y¢-1
¢(a,0,¢) = da+ ¢B2i:; =¢a+ %’2 [Z L“}E)i— sen (QSD)J . (9.8)
g=1

Como néo existem termos de cos(gy) na Eq. (9.8) obtemos imediatamente que Cpy = Fpy = 0.
Em primeiro lugar, encontramos os coeficientes A, e B,, para esta regido fora da casca (r > a).
A Eq. (9.6), calculada em 7 = @, combinada com a Eq. (9.8) resulta nas seguintes equacdes:

A= Z a~®*D 4, P,(cos ), (9.9)
p=0
¢p (1) _ <~ -
—75(——3— =Y o ®*B, PY(cos ). (9.10)
p=0

Para obter os coeficientes A, e By, multiplicamos ambos os lados da Eq. (9.9) por Py(cos 8) sen 6 d,
ambos os lados da Eq. (9.10) por P/(cos 8) sen 8 df e integramos de 0 rad até = rad. Usamos entdo
a relagdo de ortogonalidade das funcGes associadas de Legendre, [AW95, Eq. (12.104)]:

" 2 (+q)!
q q —
/0 Pi(cos ) P/(cosf)senfdf = il q)lé,,g, (9.11)

onde d,¢ é o delta de Kronecker, que vale 1 para p = ¢ e 0 para p # £. Isto resulta em:

Ap = 0/¢A5p0, (912)

¢8 p (=) 20 +1(p—g)!
m q 2 (p+o!""
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onde definimos .
Iy = / Pl(cosd) sen 0 db. (9.14)
0

Note que I, = 0 para p + ¢ impar devido & propriedade de paridade das func¢des de Legendre
associadas, [AW95, pag. 725].

Podemos mudar o limite superior da somatéria sobre ¢ na Eq. (9.6) de oo para p, pois
Pg(cos 6) = 0 para ¢ > p. A solugdo final para o potencial fora de uma casca esférica conduzindo
uma corrente estaciondria azimutal é dada por:

© p 1 _
boatr 2 0.0) = 0%+ 22 ST gy ) 00,

p=1 g=1

X IpqPl(cosf)sen (gp)|. (9.15)

Repare que a ordem das somatérias pode ser invertida, de Zp_l > P _, para Eq_l Zp_
Para a regido longe da origem, 7 >> a, os dois termos mais relevantes da Eq. (9.15) sio:

3 2
dext(r > a,0,¢p) = ¢A§ + ¢38_‘:2 sen @ sen . (9.16)

Isto pode ser entendido como o potencial de uma carga pontual gegfers = 4m€0P4a nO centro
de uma casca, adicionado ao potencial de um dipolo elétrico de momento Pygfer, localizado na
origem, cOm Pygfers = (3me0dpa®/2)7, ou seja:

Gesfer Degfera " T
0, ) = Jesfera | Pesfora T 9.17
Pext(r > a,0,¢) dneor + e, (9.17)

A solugdo para o potencial dentro da esfera (r < a), @5, pode ser encontrada substituindo
(a/r)P*! — (r/a)?, [Jac?5, pag. 91):

P ( 1 —q)!
$int(r < a,6,¢) = ZZ l)q 1) Ep_'_Z;;X

p=1 ¢=1

X IpgPi(cosf)sen (gp)|, (9.18)

onde I, é dado pela Eq. (9.14).

Como pode ser visto multiplicando ambos os lados da Eq. (9.19) por Pj(cos ) sen 6 df, inte-
grando de # = 0 rad até § = 7 rad e finalmente aplicando as Egs. (9.14), (9.13) e (9.8), podemos
utilizar que:

Z Z (_lq)q—l (2p+1) Ep T q; Iy Pi(cos 6) sen (gp) = o, (9.19)

e obtemos das Egs. (9.15) e (9.18), no limite r — a, que @ext(a,8,¢) = dint(a,0,9) = d4 +
$¢pp/2m, como esperado.

9.4 Campo elétrico e cargas superficiais

O campo elétrico em coordenadas esféricas é dado por:

gy 08, 106, 1 0
=-Vo= ar r89 rsen93<p90"

(9.20)
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Isto resulta nas seguintes componentes fora e dentro da casca, respectivamente:

x P
aP+ 1

E,ext = ¢A2 1:2274&2 p+1)( +1)Ep Z;!x

p=1 g=1

X IpgPJ(cos 0) sen (q<p):| , (9.21)

Egext = %}% {i i z:—:g——l)—q:—( )(p 9) X IpqPJ'(cos 6) sen 6 sen (qgo)] (9.22)

=1 g=1 7 (p+4q)!
e[ && et (p—g)! _, Pflcosh)
E<p,ext - 5;_' [; q_; ’I"p+2( 1) (2p + 1) (p + q)| X IPQ sen 9 COS(Q(,D) » (923)

E,,int=—¢—3{§:zp:f;(‘1;q'1 (2p+1) Ep qi, x LyP3(cos 0) sen (qcp):l, (9.24)

Egint = ‘(5—71: Z Z il (2p+1) (p—9) X IpgPJ'(cos §) sen fsen (qgo)} , (9.25)

e S (p+q)
08 | e TP (p-gq)! . Pjlcosh)
E(p,int = __:_' {Z; qX_; a? ( l)q (2p + 1) (p + Q)’ X IP‘I psen 0 cos(qgo)] : (926)

Nas Egs. (9.22) e (9.25), P{'(cos§) é a derivada da fungio de Legendre associada Bf(cosf) em
relagdo ao seu argumento cos 6.
Das Egs. (9.22), (9.25) e (9.19) obtemos, no limite r — a, que:

Ee,ext(a 8, ‘P) = Ee int(a, 0, )

=5 l:Z Z 1) _1 p + 1) Ep ;,Iqu"’(cos 6) sen @ sen (Q(p):l

p=1 ¢g=

27ra a0 {Z Z (2 +1) E ;' IpyPj(cos 0) sen (qcp)}

p=1 g=1
_¢8 d
= 2radd” (9.27)
Das Egs. (9.23), (9.26) e (9.19) obtemos, no limite r = a, que:
Ecp,ext (a’ 97 (P) = Enp int(a 0 SO)
98 3 z”: (-1 '(2p + 1)(p 2) I, P}(cos 8) cos(qyp)
2rasend | (p+q)'™
= _95 d f:i: (2 +1)( )I Pl(cos6)sen (gyp)
" " 2rasenfdy s q=1 P p+g!™ 7w
d
——— B _
" 2rasend dgo 27ra 2rasend’ (9:28)

A Eq. (9.27) indica que o campo elétrico e a densidade superficial de corrente na superficie
da casca estdo apenas na direcdo azimutal, como esperado da Eq. (9.1). O comprimento de
um circulo azimutal no dngulo polar # ao longo da superficie da casca é dado por 2wasenf. A
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Eq. (9.28) indica que E,(a, 6, ¢) para cada angulo polar # é dado pela diferenca de potencial total
#(a, 7, ) — ¢(a, -7, p) = ¢p, dividida pelo comprimento do circuito correspondente no angulo
polar 6, como esperado. Pela lei de Ohm, a mesma proporcionalidade inversa com sen# serd
vélida para a densidade superficial de corrente. Ou seja, K deve ser proporcional a ¢g/sen6.
Isto €, a corrente diverge nos pélos (em @ = 0 rad e em 6 = 7 rad). Esta é uma limitacio do
modelo tedrico que utilizamos. Ela surge do fato de utilizarmos uma casca esférica condutora
com uma bateria ideal na forma de um meridiano. Em um experimento real esta divergéncia
ndo deve acontecer, de modo que nossa solucdo analitica ndo deve ser valida préximo a estes
dois pélos. O motivo de utilizarmos o modelo tedrico de uma bateria linear na forma de um
meridiano € que ele permite a obtengdo de uma solucdo analitica para este importante problema
de uma corrente fechada fluindo em um volume finito.

As distribuicdes superficiais de carga fora e dentro da casca estdo relacionadas ao campo
elétrico através da lei de Gauss:

(0,6, ) = lim o, (r, 6, o) {¢A ¢5 [ii (—1)9-1
Oext\G, U, @) = UM EgLp\T, U, P '72250 —_t — —_—X
r~a a 27a =1 g=1 q

x(p+1)(2p+1) Ep " q; IpqPj(cos §) sen (qcp)} }, (9.29)

Oint (a, 9, (P) = - 71‘1_13; Eoﬁi(T, 0, QO) . F

= 6029- Iii i %ﬁj (2p + 1)Ep ; Iy Pi(cos 6) sen (q<p)] (9-30)

A densidade superficial de carga total é a soma destas duas expressdes, ou seja, 0y = Text + Oint-

Na Figura 9.3 graficamos as equipotenciais no plano z = 0 da casca esférica com ¢4 =
(com carga total nula na casca). A corrente est4 na direcdo anti-horaria e a cicunferéncia escura
representa a intersecao com a casca. As linhas de campo elétrico, que sdo perpendiculares a estas
equipotenciais, também estdo contidas no plano z = 0. Isto pode ser visto se notarmos que para
§ = m/2 rad temos que P¥'(cosf) = 0 quando p + ¢ for par (veja [AW95, pag. 733], combinado
com a relagdo de recorréncia (12.87) de [AW95]). Usando a propriedade I, = 0 para p+ ¢ impar,
temos que Ey = 0 para r < a e para r > a.

Na Figura 9.4 graficamos as equipotenciais no plano z = 0. A corrente estd entrando no plano
do papel a esquerda da cicunferéncia escura e saindo do plano do papel & direita. Utilizamos
¢4 = 0. Neste caso as linhas de campo elétrico ndo estdo contidas neste plano (E, ou E, ndo
sdo nulas em todo o plano).
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Figura 9.3: Equipotenciais no plano z = 0. A casca esférica resistiva conduz uma corrente estacionaria,
no sentido hordrio. A cicunferéncia escura representa a casca. A projecio da bateria é representada
pela linha reta escura que vai de £ = —a para z = 0. O campo elétrico ndo tem componente 2, de modo
que as linhas de campo elétrico sdo ortogonais as equipotenciais neste plano.

VA

Figura 9.4: Equipotenciais no plano z = 0 da casca esférica com ¢4 = 0. A cicunferéncia escura
representa a casca. A corrente entra no plano do papel no lado esquerdo da cicunferéncia e sai do papel
no lado direito.

Na Figura 9.5 graficamos a densidade superficial total de carga o; no plano equatorial como
uma funcdo do &ngulo azimutal ¢, normalizado pelo valor de oy em ¢ = 7/4 rad. A presenca do
termo (—1)?sen (gp) nas Egs. (9.29) e (9.30) causa uma variacio rapida no cilculo de o,. Isto
pode ser visto na oscilacdo da Figura 9.5.

O mesmo efeito pode ser observado na andlise de Heald de uma casca cilindrica resistiva
infinita, de raio a, conduzindo uma corrente azimutal estaciondria, [Hea84]. Comegando com
um potencial na superficie da casca dado pela Eq. (9.1) com ¢4 = 0, ele obteve a densidade
superficial total de carga ao longo da casca dada pela Eq. (8.7):

olilindro(g o 2) = 6—:23 tan —;i (9.31)
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Figura 9.5: Densidade superficial total de carga o:(p) como funcdo do angulo azimutal ¢ no plano
equatorial z = 0 de uma casca esférica resistiva conduzindo uma corrente azimutal estacioniria, nor-
malizada pelo seu valor em ¢ = 7 /4 rad. Utilizamos as Egs. (9.29) e (9.30) com a somatéria em p indo
dep=1ap=100.

Esta solucao pode ser expandida em série de Fourier, dada por:

peilindro o, 2E°¢B Z( 1)9 ! sen (gip). (9.32)

Na Figura 9.6 graficamos estas duas expressdes. A linha escura é dada pela Eq. (9.31), enquanto
que a curva oscilante é um grifico da Eq. (9.32), incluindo 100 termos na somatéria. Aumen-
tando o nlimero de termos ndo melhora significativamente o gréfico, nem diminui a amplitude de
oscilacdo em torno de cada valor de . Uma maneira de suavizar esta oscilagdo é calcular para
cada angulo ¢; o valor médio de o3, 04(p;), ou seja:

1 pitDp/2
o / L, o) (9.33)
Pi—ag

Ot (Saz

A Figura 9.7 é um gréfico da Eq. (9.31) sobreposta a um grafico de o.(y;) obtido das Egs. (9.32)
e (9.33). Neste caso consideramos um ndimero inteiro de oscilagbes de o,(¢;) em torno de cada
angulo ¢;. Ambos os gréficos coincidem entre si (as duas curvas so indistinguiveis na Figura 9.7),
indicando que este procedimento estd correto.

N3o conseguimos colocar as solugdes em série dadas pelas Egs. (9.29) e (9.30) em forma
analitica fechada. Mas utilizando o procedimento de média acima obtivemos a Figura 9.8. As
oscilagbes perto de ¢ = £7/2 rad devem ser devidas a aproximagbes numéricas sem significado
fisico. A curva real deve ser suave como a Figura 9.8. A Figura 9.8 indica que o4(y) é linear com
¢ longe da bateria (isto é, perto de ¢ = 0 rad), divergindo perto dela (onde ¢ — +x rad). Este
¢ o resultado fisico significativo.
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Figura 9.6: Densidade superficial total de carga o} de uma casca cilindrica resistiva e infinita conduzindo
uma corrente azimutal estaciondria, como fungio do angulo ¢, Eq. (8.7). A linha escura é um gréfico
da forma fechada da solugdo de o:(y), Eq. (9.31), enquanto que a linha oscilatéria é um grafico de o:(¢p)
expresso na forma de série de Fourier, Eq. (9.32).

o,

Figura 9.7: Densidade superficial total de carga dada pela Eq. (8.7). A somatéria que aparece como
uma oscilacdo na Figura 9.6, dada pela Eq. (9.32), estd suavizada tomando o valor médio de cada ponto
em suas vizinhancas (neste caso, utilizamos uma oscilagdo inteira em torno de cada ponto), utilizando
a Eq. (9.33). A forma analitica fechada, Eq. (9.31), esta sobreposta a ela. Os graficos coincidem entre
si, indicando que este procedimento de tomar a média estd correto.

HPYo(m/4)

Figura 9.8: Gréfico suavizado da Figura 9.5.
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9.5 Conclusao

Obtivemos a densidade superficial de carga, o, o potencial, ¢, e o campo elétrico, E, fora e dentro
de uma casca esférica resistiva conduzindo uma corrente azimutal estacionéria. Graficamos a
densidade superficial total de carga ¢; como uma fung¢do do angulo azimutal ¢. Obtivemos que
ot é linear com ¢ longe da bateria, divergindo ao infinito perto dela. A grandes distancias da casca
esférica o potencial é o mesmo que o potencial de uma carga pontual adicionado ao potencial
de um dipolo elétrico, Eq. (9.17). A carga total ¢ e 0 momento de dipolo 7 deste sistema sio
dados pela Eq. (9.17). Alternativamente, eles também podem ser encontrados por g=[foida
e = [ [ 0y7da, onde da é um elemento de 4rea e a integracdo se d4 em toda a superfpicie do
sistema. Ambas as abordagens concordam entre si, como esperado.
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Capitulo 10

Condutor Toroidal

10.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos o tratamento teérico com uma geometria apropriada para a mod-
elagem de outra experiéncia de Jefimenko, [Jef62, Figura 3], reproduzida aqui na Figura 1.10.
Também ndo temos conhecimento de nenhuma autor que tenha trabalhado com esta geometria
especifica. Nosso trabalho foi discutido em [HA02a] e publicado em [HA03a).

Aqui supomos o caso de um condutor toroidal resistivo conduzindo uma corrente constante
na diregao azimutal. Calculamos o potencial elétrico no espago a volta do condutor, utilizando
para isso o sistema de coordenadas toroidais. Embora pouco usual, este sistema leva a uma
solugdo da equacdo de Laplace no caso de um condutor toroidal. A partir do potencial elétrico,
calculamos o campo elétrico & volta e dentro do condutor e a distribui¢io de cargas na superficie
do condutor. Estas cargas superficiais geram néo apenas o campo elétrico dentro do condutor
que mantém a corrente fluindo, mas também um campo elétrico fora do condutor. A bateria
ligada ao condutor e gerando a corrente elétrica mantém esta distribuicio de cargas superficiais
constante no tempo.

Embora existam varios casos que estudam este campo elétrico (veja, por exemplo, o Capitulo
7), todos os trabalhos em nosso conhecimento apresentam algum tipo de limitacdo: consideram
condutores de comprimento infinito ou entdo condutores de retorno (no caso de cabos coaxiais)
com resistividade nula. A conseqiiéncia de se considerar cabos coaxiais conduzindo corrente
constante mas com resistividade nula no condutor de retorno, é que o campo elétrico vai a zero
fora do cabo coaxial. Nosso objetivo principal aqui ¢ estudar um problema com geometria finita
que apresenta uma regiao fora do condutor com um campo elétrico nio nulo.

10.2 Descricao do problema

Supomos um condutor toroidal estacionario conduzindo uma corrente constante ao longo da segéo
reta do condutor (raio maior Ry e raio menor rq). O condutor est4 centrado no plano z = 0, sendo
z 0 eixo de simetria do toréide. Existe uma bateria localizada em ¢ = 7 rad mantendo potenciais
constantes em suas extremidades, veja a Figura 10.1. Idealizamos inicialmente a bateria como
sendo de espessura desprezivel. Consideramos que o meio fora do condutor é ar ou vécuo.

Nosso objetivo é encontrar o potencial elétrico ¢ em todo o espaco usando o potencial na
superficie do condutor como uma condigdo de contorno. O problema tratado aqui pode ser
aplicado a dois casos distintos: (a) o condutor é um sélido homogéneo e cheio e a bateria é
um disco, veja a Figura 10.2a; (b) o condutor é oco e a bateria é uma circunferéncia, veja
a Figura 10.2b. A simetria de nosso problema sugere a abordagem de coordenadas toroidais
(n,x,¢) [MS88, pag. 112], [Fen75] e [LKT94], veja a Figura 10.3.
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Figura 10.1: Um condutor toroidal uniformemente resistivo com eixo de simetria em z, raio menor
ro e raio maior Ry. Uma bateria fina estd localizada em ¢ = 7 rad mantendo potenciais constantes
(representados pelos sinais “+” e “-”) em suas extremidades.

Figura 10.2: Os dois casos considerados aqui: (a) um condutor sélido cheio, com uma densidade
de corrente volumétrica J em sua se¢do reta; (b) um condutor oco, com uma densidade de
corrente superficial K fluindo através do perimetro 27y de sua segdo reta.

As coordenadas toroidais sdo definidas por:

senh 77cos @ —a senh 77sen ¢ —a sen x

=4d— - ’ 2=,
coshn — cos x coshn — cos x

10.1
cosh — cosx’ (10.1)

onde a é uma constante que dé o raio da circunferéncia no plano z = 0 descrito por n — oo (ou
seja, quando 1 — oo temos que £ = acosp, y = aseny e z = 0). Os valores possiveis que as
coordenadas toroidais podem abranger sdo: 0 < n< oo, —rrad < x <7rade —mrad < ¢ <
7 rad. As transformacdes inversas sdo dadas por:

2a+/x% + y? 2
nzarctanh( GvE Y ), x=arctan< e ),

22+ y?2+22+a? 7?2 +y? + 22 — a?

@ = arctan % (10.2)
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Figura 10.3: Coordenadas toroidais (7, x, ¢), [MS88, pag. 113].

Para o presente trabalho, é conveniente apresentar também as expressdes para senh, cosh7 e
Cos X:

2a+/2% + y? (10.3)
V(@® +y2+ 22 —a?)2 + 40222 '
coshy = rryt+ata (10.4)
V(@ +y2 + 22 — a?)2 + 44222’
cosy = vHy 42 —a? . (10.5)
V(@? +y?2 + 22 — a?)? + 44222

senhn =

A superficie do condutor é descrita por uma constante 7. A regido interna (externa) do
toréide é caracterizada por 77 > 1 (7 < 7). O raio maior Ry e o raio menor rq estio relacionados
com 7p e com a pelas relagdes Ry = acoshny/senh g e 7o = a/ senh 79, veja a Figura 10.1.

A equacdo de Laplace para o potencial elétrico ¢, V3¢ = 0, em coordenadas toroidais tem a
forma:

V2 = (cosh 1 — cos x)? [ 0 ( senh 8¢)

a?senhn 8n \ coshn — cos x 0n

1 6¢)} + (coshn — cos x)? 8%¢

hp—— | ——m88—-= . (10.
+sen n@x (coshn—-cosx@x ‘a?senh?p  9y? (10.6)

85



Ela pode ser resolvida nestas coordenadas pelo método de separacdo de varidveis (por um pro-
cedimento conhecido como separagéo-R), o que leva a uma solucéo da forma, [MS88, pag. 112]:

é(n, X, ¢) = v/cosh ) — cos xH (n) X (x)@(¢p), (10.7)

onde as fungdes H, X e ® satisfazem as seguintes equacdes ordindrias (com T = coshn, sendo p
e ¢ constantes):

(T2 —1)H" + 2TH' - [(p* ~ 1/4) + ¢*/(T? — 1)]H = 0, (10.8)
X"+ p?X =0, (10.9)
& + ¢*® = 0. (10.10)

10.3 Solucao geral

As solugdes das Egs. (10.9) e (10.10) parap # 0 e g # 0 sdo combinagoes lineares das formas gerais
Xp(X) = Cpy cos(px) + Dy sen(px) e B4(p) = Cy, cos(gp) + Dy, sen(gy), respectivamente, onde
Cpxs Dpy, Cyyp € Dy, 580 constantes. Quando p = g = 0 as solugdes se reduzem a, respectivamente,
Xo(x) = Cox+Doxx € Po(p) = Cop+Doyep. A Eq. (10.8) é a equacio associada de Legendre, cujas
solugdes sdo fungdes de Legendre associadas P:_l('r) e Q;_l(T), conhecidas como polinémions
2 2

toroidais de Legendre, [Bat53, pig. 173].

A solugdo tem de ser periédica em ¢, ¢(n, x, ¢ +27) = ¢(n, x, ¥), e em X, d(1, x + 27, @) =
#(n, X, ). Isto implica que Dy, =0, Dy, =0,¢=1,2,3,...ep=1,2,3,....

As fungoes Q;’)_ 1(T) séo irregulares em 7 = 0 (o que corresponde ao plano z, ou para grandes

2

distancias do condutor). Por esta razio ndo as incluimos entre as solucdes fisicas para este
problema na regido fora do toréide (ou seja, 7 < mp). Nossa solucdio geral consiste de uma
combinagao linear de todas as solugdes regulares possiveis de P:_%(cosh n), Xp(x) e D4(p):

é(n < Mo, X, ) = \/coshn — cos x {}:[qu cos(gp) + Dy, sen(qp)]
q=0

Z[C’px cos(px) + Dpy sen(px)]P:_ : (cosh n)} } . (10.11)

p=0

X

Utilizamos o fato de que sen0 = 0 e cos0 = 1 para podermos comegar as somatorias em p e ¢
do valor p = ¢ = 0, indo até oco. Aqui P,_ 1 (coshn) = PI?_ (cosh ) sdo as fungdes de Legendre,

1
[AW95, pag. 724]. ’

10.4 Solucao particular para corrente constante

A superficie do condutor € descrita por uma constante 79. Aqui estudamos o caso de uma corrente
constante fluindo na direcdo ¢ ao longo do condutor. Por esta razio supomos que o potencial
a0 longo da superficie do condutor seja linear em ¢, ¢(mo, X, ¢) = ¢4 + ¢pp/27. Este potencial
pode ser expandido em série de Fourier na varigvel ¢:

T
=1

® (191
Bo, X, 9) = b4 + b5 e = ga+ 22 [Z ( lq)" sen(qso)} . (10.12)

A Figura 10.4 mostra a expansio de Fourier do potencial ao longo da superficie condutora
como fungéo de ¢ com ¢4 = 0 e pp = ¢y. As oscilagdes préximas a ¢ = +7 rad sdo devidas a uma
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série de Fourier com um niimero finito de termos. O fato da representacao em série de Fourier
ultrapassar o valor da fungéo ¢ = +¢/2 em ¢ = +x rad é conhecido como fenémeno de Gibbs,
uma peculiaridade da série de Fourier em uma descontinuidade simples, [AW95, pags. 783-7].

o/0,
A

Figura 10.4: Expansdo de Fourier do potencial ao longo da superficie condutora como funcgio do angulo
azimutal ¢ expresso em radianos.

Supomos que o potencial dentro do condutor toroidal resistivo sélido cheio (isto é, para
n > no) também é dado pela Eq. (10.12), isto é:

(1> M0, X, p) = ¢a+ ¢B%. (10.13)

O campo elétrico dentro do toréide sélido pode ser expresso em coordenadas cilindricas (p,,2)
simplesmente como:

= ¢B .

E(n > n, =-V¢=-—-0¢. 10.14

(7> m0, X, ) s (10.14)

Este campo elétrico ndo leva a qualquer acumulacio de cargas dentro de um condutor sélido
cheio pois V - E' = 0. Estes resultados sdo razodveis. O potencial satisfaz a equacgao de Laplace,
V2¢ = 0, como esperado. O campo elétrico é inversamente proporcional & distdncia p = /z2 + y?
ao eixo z. Isto era esperado pois estamos supondo um condutor com resistividade uniforme. A
diferenca de potencial A¢ gerada pela bateria em ¢ = 7 rad pode ser relacionada ao campo
elétrico azimutal por uma integral de linha:

Ap=-[ E.dl=-E,2np. (10.15)

o=

Aqui p € o raio de uma trajetéria circular centrada no eixo z e passando dentro ou ao longo da
superficie do tordide. Isto mostra que E, deve ser inversamente proporcional a p, como obtido
em (10.14). Comparando as Egs. (10.14) e (10.15) obtém-se:

¢p = A¢. (10.16)

Pela lei de Ohm, J = gE, onde g é a condutividade uniforme do fio, pode-se ver que também J
serd inversamente proporcional & distancia p até o eixo z no caso de um condutor toroidal cheio
e homogéneo.

Consideramos agora a solugao fora do condutor.

Calculamos a Eq. (10.11) para n = 7 e usamos a Eq. (10.12) como uma condigéo de contorno
para nosso problema. Como néo temos termos em cos(qy) na Eq. (10.12), isto significa que
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Cqo = 0 para ¢ = 1,2,3,... Comparando a Eq. (10.11) calculada em 1 = 7y com a Eq. (10.12)
resultam duas equacgdes conectando ¢4 e ¢p aos C’s e D’s, ou seja:

$4 = Copr/coshmg — cos x {Z[C’px cos(px) + Dpy sen(px)] P, -1 (cosh no)} , (10.17)
p=0

ép = (iqll)):fl \/cosh 7 — cos x { Z[Cpx cos(px) + Dy sen(px)]P2_ (cosh 170)} (10.18)

p=0

Agora isolamos o termo 1/+/cosh 7y — cos x nas Eqgs. (10.17) e (10.18), expandindo-o em série
de Fourier, ou seja:

1 1 o T cos(px’)dx’ ]
= —— 2 —
Jcoshmy —cosx 27 {Z( dop) [ /_ Jeothre —cosx’ cos(px)

- g {2(2 — G0p)@p- 1 (cosh 7o) COS(px)} : (10.19)
p=0

Aqui d,p é o delta de Kronecker, que é nulo para w # p e igual & unidade para w = p. Na
iltima passagem utilizamos a representacdo das fungdes Qp_% (coshmp) na forma integral, [Bat53,

pag. 156, Eq. (10)]:

T

cos(px’)dx’
. 10.20
2v/2 J_, v/coshmy — cos Y’ ( )

Como na Eq. (10.19) ndo temos os termos de sen(px), isto significa que Dp, = 0 nas
Egs. (10.17) e (10.18). Usando a Eq. (10.19) com (10.17) temos (para p =0,1,2,...):

Pa(2—0b0p) [T cos(px')dx
27er__ 1(coshn) J_, v/coshn — cos X’

— \/§¢A(2 - (Sop) p——(COSh 770)

Qp-1(cosh o) =

Ap = CopCpy =

T F,_1(coshmo) (10.21)
Usando a Eq. (10.19) com (10.18) temos (para ¢ =1,2,3,...ep=10,1,2,...):
B =D.C _ ¢p(-1)"H2—00y) [ cos(px')dX
Pe = Haetpx T 2q7r2P:__(cosh M) J_n v/coshny — cos X’
—1)9-1(9 —_ Q. _1(cosh
qm? P:_ 1 (cosh )
2

A solugao final é dada por:

#(n,x,¢) = v/coshn — cos x {ZA cos(px)F,_1{cosh )

p=0

+Z sen(gep) EBM cos(px)Pq 5 (cosh n)} } , (10.23)

g=1 p=0

onde os coeficientes A, e By, sdo dados pelas Eqgs. (10.21) e (10.22), respectivamente.
Para a regido dentro do toré6ide oco (ou seja, n > 1), Figura 10.2b, temos que P;__ ;(coshn —
2

oc0) — 00, enquanto que Q;_ 1(coshn — o0) — 0. Por esta razido, eliminamos as funcdes
2
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P:_ 1 (coshn) como solugdes fisicas para a regido dentro do tordide oco e o potencial pode ser
2
dado por:

o0
é(n > 10, X, ) = ¢4 + \/coshn — cos x {Z sen(gp) X
q=1

Z 50 C0s(PX) @ %(cosh n)] } , (10.24)

p=0
onde os coeficientes B, sao definidos por:
, _ 9B(=1)71(2—0d0) [T cos(px)dX
Pa 2q7r"’62;”~ 1 (coshng) J_r v/coshny — cos X’
2

_ V2p(=1)7"1(2 = &) @p-1(cosh o)
B gn? P?_,(coshmp)’

(10.25)

Note que o potencial dentro do toréide sélido, Eq. (10.13), e o potencial dentro do tordide oco,
Eq. (10.24), sdo diferentes. Isto acontece porque a condigdo de contorno descontinua, Eq. (10.12),
aplica-se para qualquer n > 79 dentro do tordide sélido, particularmente para ¢ — 7 (¢ —
ba+dp/2) e p— —7 (¢ — da — ¢5/2), onde a bateria em forma de disco esta localizada, veja
a Figura 10.2a. O mesmo ndo acontece para o toréide oco, onde a bateria ¢ uma circunferéncia
e o potencial deve ser continuo em todo o interior do condutor, veja a Figura 10.2b.

Apresentamos as equipotenciais de um condutor toroidal sélido cheio no plano z = 0 na
Figura 10.5 com ¢4 = 0 e ¢p = ¢o. Tomamos uma superficie toroidal descrita por 1, = 2,187
para comparar com valores experimentais, veja a Segdo 10.10.

A Figura 10.6 mostra as equipotenciais do toréide no plano z = 0 (perpendicular & corrente),
também com ¢4 = 0 e ¢p = ¢p.

w/a

x/a

Figura 10.5: Equipotenciais no plano z = 0 para um condutor toroidal cheio. A bateria estd localizada
A esquerda (¢ = 7 rad). Usamos Ry =1 e np = 2, 187.
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Figura 10.6: Equipotenciais no plano z = 0 de um condutor toroidal cheio com corrente. As linhas
tracejadas representam a superficie do condutor. Usamos By =1 e np = 2, 187.

10.5 Casos particulares do potencial

Analisamos agora o potencial fora do toréide, Eq. (10.23), em trés situagdes: (a) para regides
distantes do condutor, (b) perto da origem e (c) no eixo z.

Para grandes distancias do tor6ide (ou seja, para r = \/z2 + y2 + 22 > a), as Egs. (10.2) a
(10.5) fornecem:

0~ 2a+/7% + y?

S <1, (10.26)
962(22 + 12
coshnp~ 1+ M —1, (10.27)
20222
cosy~1-— il 1, (10.28)
2az
X~ <1, (10.29)

2
v/coshn — cos x = 97\/—_ < 1 (10.30)

Para coshn &~ 1 +¢, onde 0 < € < 1, temos a expanséo, [Bat53, pigs. 163 e 173]:

27/’T(p+q+3) -1 g
P? (1+¢ =~ 26‘1/2{1-;-6[ 4 ——]}, 10.31
p-3(1 7€) qT(p—q+3) 2(1+q9) 4 (10.31)
de modo que, para g =0 e para ¢ = 1,2, 3,.. ., temos, respectivamente:
P aasarmire(Z 1) o1 10.32
-1(l+e)m1l+e 27g) 7" (10.32)
27T (p+q+3)
P! (146 = 2212 & 1. 10.33
531+ €) To-qg+) = (10.33)

Assim, os termos que aparecem no potencial para < 1, até a ordem €!/2, sio aqueles que

tém os polinémios com ¢ = 0 e com ¢ = 1, ou seja, F,_; (coshn=1+¢)=1le Ppl_l(coshn ~
2

14+¢€) = (p? — 1/4)1/€/2. O potencial ¢, Eq. (10.23), a grandes distancias da origem, é dado em
coordenadas esféricas (r, 8, ¢) por (onde € = 2a?sen 24/r?):

V2 | & 2a cos 0 , 1\a
o(r>a,0,p)~ — {Zcos <p - ) [A,,+ B, (p - Z) ;sengosen&] }, (10.34)

=0
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de tal modo que ¢(r — 00) — 0, como esperado.
O potencial préximo & origem, ou seja, para r < a, pode ser calculado da mesma forma.
Nesta aproximagio temos que:

N Y
n —-—””—aiy— <1, (10.35)
2,2
coshn ~ 1+ M -1, (10.36)
a
222
cosxy~ —1+ - -1, (10.37)
2
x~m—2 5o, (10.38)
a
2.2 2
\/coshn —cos x =~ V2 + THy 2z — V2. (10.39)
V2a?

O potencial (10.23) pode ser expresso como (com € = 2r? sen ?6/a?):

o(r < a,0,0) ~ V2 {Z(——l)” cos (p2r(;039> [Ap + By (p2 - i) —gsengosen 0] } . (10.40)

p=0

Ao longo do eixo z temos z? + y* = 0. Das Eqgs. (10.2) a (10.5) vem que:

n=0, (10.41)
coshnp =1, (10.42)
22 _ g2
CoOs Y = m, (1043)
Veoshn — cosx = ay/ 2—2—3—_—05. (10.44)

Logo o potencial (10.23) ao longo do eixo z fica:

$(r=VEFETE = 121,0,0) =0y oy

22 4+ a?

= 22 —a?
,;0 A, cos (p arccos m) . (10.45)

Na circunferéncia descrita por z2 + y? = a? em z = 0 temos 7 — co. As funcdes de Legendre
associadas, P;’_l(cosh n) e QZ_ 1(coshn), para 7 > 1 (e, portanto, coshn > 1), podem ser
2 2

aproximadas utilizando [Bat53, pag. 164]:

(=1l (p+g+3)

a h 1) =~ 1 4
Qp__;_(cos n>1) il coshr S — para qualquer p, (10.46)
2P=3(p — 1)! cosh?~2 n
P? (coshnp > 1) = , ara p > 0, 10.47

onde I é a funcdo gama, [AW95, pag. 591]. O potencial dentro do toréide oco, Eq. (10.24), nesta
circunferéncia fica na forma:

é . sen(gp)T (g + 1)
¢(n — 00, X, p) = da — W—;,%Q_%(cosh o) q=21 o l(cogh 770)2 - (10.48)
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10.6 Campo elétrico e cargas superficiais

Em coordenadas toroidais o gradiente é escrito como:

1 ¢, 00 ¢ 9¢
V== h7n — — 10.49
) a(cos 7 — oS x) (77 B + X 3X e (10.49)
O campo elétrico pode ent3o ser calculado por E = —V¢, cujas componentes para a regido

fora do toréide (n < 1) séo dadas por (com Y = cosh7):

B =— senhn\/i—cos {
y =

> dpcos(px) |35,y (1)+ (X - 08Py (1)

p=0

+Z sen(gep) {Z Bypq cos(px) [ p__( )+ (T — cosx)P:_'%(T)] }} , (10.50)

p=0

B, = - YI— X {ZA Py (1) | Z2X G (s sen()|
p=0
+ Z sen(gy) Z By F,_1(T) [w%s(w p(T - cosx) Sen(px)] } , (10.51)
g=1 p=0
(T —cos x)?
E, = " asemhn {chos(qcp) ZOqu cos(px)P? , (T)} } (10.52)

onde P: "1 (T) sdo as derivadas de P:—l (T) relativas ao argumento Y. O campo elétrico dentro
2 2
do toréide sélido (1 > ) é dado simplesmente por:

E,=0, E,=0, E,=-L1-%X%s___ ¢35 (10.53)

asenhn 27 2m/22 + 42

Repare que a componente ¢ do campo elétrico tem a mesma forma que a Eq. (10.14), como
esperado.

A distribuigdo superficial de carga que gera o campo elétrico dentro (e fora) do condutor, man-
tendo a corrente fluindo, pode ser obtida pela lei de Gauss (escolhendo uma superficie gaussiana
que envolva uma pequena porgdo da superficie condutora) para o toréide sélido:

o (no, X, ) = €0 [E(n <o) - (=) + E(n > o) -ﬁ]m

2 xX
_ %o Se;lh o { $a+ ¢2380/ il + (cosh 7y — cos x)3/2{ Z cos(px) x

p=0

A,,P;_%(cosh o) + Z sen(qp)ByeP)_,'(cosh 770)] }} . (10.54)

g=1

10.7 Aproximacao de tordide fino

Suponha que o condutor toroidal seja muito fino, com seus raios descritos por um raio maior
Rq = acoshng/senhny ~ a e um raio menor rq = a/senh g, tal que ry < Ry, veja a Figura 10.1.
A superficie do anel é descrita por 79 >> 1 e, conseqiientemente, cosh 7y > 1.
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Nesta aproximacdo, o potencial dentro dos tordides finos sélido e oco é dado pela mesma

expressao, Eq. (10.13).
As funcoes de Legendre da segunda espécie, calculadas em 7 = n, Qp- %(cosh 7o), aparecem

nos coeficientes A, e B, do potencial fora do toréide, Egs. (10.21) e (10.22), respectivamente.

Como a Eq. (10.46), calculada em 7 = 79 e para ¢ = 0, tem um fator de cosh™®"% n < 1,
podemos desprezar todos os termos com p > 0 na Eq. (10.23) comparados com o termo de p = 0.
O potencial fora do tordide fino (7, > 1) pode entéo ser escrito como:

cosh 7 — cos x P_1(coshn)
< = :
¢(n < 10, X, ¥) m {¢A P_y(cosh )

0 1yg-1 P?, (coshn)

T cosh 1)

E interessante encontrar as expressOes para o potencial e campo elétrico fora mas na vizi-
nhanga do condutor (ou seja, 7o > 7 > 1). Os termos mais relevantes das fungdes P?,(Y) e
2

P% (T) quando T — oo sdo dados por, [Bat53, pag. 173}:
2

4 In(2Y) -4 (3 —q) —
Pl (1)~ 12/ r @1 -v(5—q) 8 (10.56)
2 r (5 - Q) vT
2/r 1 In(2Y) - (3 —q) — v
q1 ~ _ 2
PLD~ plh 7 [1 - , (10.57)
onde ¥(z) = I'(2)/I'(2) é a fungéo digama e v & 0,577216 é a constante de Euler, [AW95,
Segdo 10.2].
O potencial nas proximidades do anel pode ser reescrito nesta aproximacdo como:
_ . In(8coshn)
ol >n>1,x¢) = ¢Aln(8 cosh o)
¢8 |~ (-1)2! In(2coshn) =9 (3 —q) =
+ — ———sen (qp , (10.58
™ {; q ( In(2coshmo) — % (3 —q) — (10.58)

véalido para qualquer ¢ no intervalo (—m, 7). Se estivermos longe da bateria o potencial pode
ser ajustado numericamente por uma fungio com dependéncia linear em ¢, (para 9 < my < 12 e
-7/2 < ¢ < 7/2) dada por:

In(8 cosh n) ¢ In(1, 70 coshn)

+ p— (10.59)

S =2n>1,x0) =¢

“In(8 cosh ) 27 In(1, 70 cosh )
O potencial dentro do toréide oco, Eq. (10.24), pode ser escrito nesta aproximacdo como:
o(n>no>1,x0) =da+ dw% (10.60)
O campo elétrico préximo & superficie do tordide fino, obtido da Eq. (10.58), é dado por:
senhn $a ¢5 | o= (-1 sen (gyp)
E =— + = , (10.61
! a {ln(8 coshmg) 7 LZ___; g In(2coshm) — v (3 —¢q) — 7 ( )
E, =0, (10.62)
¢5 | — . In(2coshn) — ¢ (3 —¢q) =7
E,=—— —1)7"" cos . 10.63
¢ Ta q___zl( ) (a¢) In(2coshno) — ¢ (3 —q) — 7 ( )
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Note que E,(1m0) = —(¢5/7a) [Z;f’__l(—l)q'l cos(qcp)] = —¢p/2ma. Ou seja, coincide exatamente

com o campo elétrico dentro de um toréide sélido, Eq. (10.14). O campo elétrico longe da bateria
obtido da Eq. (10.59) é dado por:

senh A ] ®
By =- a ’ [ln(S(i)sh 7o) * In(1, 70 cosh ) %} ’ (10.64)
E, =0, (10.65)
¢p In(1, 70 cosh n)
® = T 2raln(1, 70 cosh )’

A partir da Eq. (10.61) vem que a distribui¢do de cargas nesta aproximacao de toréide fino
¢é dada por:

(10.66)

€gsenh
oo > 1,x,9) = —eoEy(no) = — 770{ =

a In(8 cosh )
¢5 |3 (Z1)7 sen (¢v)
T l:; ¢ In(2coshne) — 9y (L —g) — 7} } (10.67)

Na Figura 10.7 apresentamos a densidade de cargas superficiais ¢ em funcdo do 4ngulo azimutal
¢ dado pela Eq. (10.67). Vemos que o é linear com ¢ longe da bateria (isto é, para ¢ pequeno)
mas que o diverge perto da bateria (¢ — 7 rad).

ANO

=TT

P
pa

¥
|
|
%
l
)

Figura 10.7: Densidade de cargas o como funcio do angulo azimutal ¢ no caso de um tordide resistivo
fino conduzindo uma corrente estacionsria dado pela Eq. (10.67). Utilizamos ng = 10.

Longe da bateria (ou seja, para |o| < 1 rad) a Eq. (10.67) pode ser ajustada numericamente
por uma fun¢do com dependéncia linear em ¢ dada por:

_ €osenhmy Pa ®B @
oo, X ¢0) = a {ln(S cosh 1) N In(1, 70 cosh ng) 27r]
_¢% oz + ¢B ¢
7o [In(8coshng) * In(1,70 coshng) 27
=04 +0'B%- (10.68)

Definimos 04 e op por esta tltima equagio. Obtivemos entdo que a densidade superficial de
carga longe da bateria é linear no 4ngulo azimutal ¢ no caso de um toréide fino.

Podemos calcular a quantidade total de carga g4 no anel fino em funcdo da constante ¢4.
Para isso, integramos a densidade de carga em x e em ¢ (lembrando que estamos na, aproximacio
cosh g 3> 1). Para isto usamos o4 (o, X, ) dado pela Eq. (10.68):

4 i 47r260¢,4a 47r250¢,4a
CIA - [” hde[" hchA(TIO; X’ (,D)dgﬁ - ln(8 COSh 770) ~ 1n(8a/ro) y (10'69)
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onde h, = h, = a/(coshn — cosx) e h, = asenhn/(coshn — cos x) sdo os fatores de escala nas
coordenadas toroidais, [LKT94]. Repare que da Eq. (10.69) podemos imediatamente obter o
valor da capacitincia do anel fino:

4m2eha 4r2e0a

_da_ _
¢= ¢A ln(8 cosh 770) In(sa/ro) ’ (1070)

Podemos também calcular a partir da Eq. (10.68) a carga advinda da densidade linear de carga
opyp/2m na regido 0 < ¢ < 7 rad, g, em fungdo de ¢p:

i i @ m’eoppa  _ mleodpa
5= /_,, hde/O P08 (0, X ) 200 = 21In(1, 70 coshne) ~ 21In(1,70a/ro)’ (1071)
Repare que na regido —7 rad < ¢ < 0 rad existe uma carga —¢p.
O momento de dipolo elétrico gerado por esta distribuicso de carga, p = [[ o7da, pode ser
calculado e o resultado é:
. 4qpa
= v
Nesta aproximacdo de anel fino, o potencial longe da origem, Eq. (10.34), e o potencial
préximo a origem, Eq. (10.40), sdo, respectivamente (em coordenadas esféricas (r, 0, ¢)):

am { b4 ¢5 a

¢(r>a,6,p0) = r 1n(8cosh o) + 27[In(8 cosh 1) — 2] 7
1

dmegr

¢(r<<a,9,<p)%7f{

1
47I'an

(10.72)

sen  sen 0}

4 1 .
[qA 2982 sen @ sen 0] = (qA -+ g_r) , (10.73)
T T 4dmegr T

P4 + ¢5 r
In(8 coshne)  2m[In(8coshng) — 2] a

<QA + ET—T> : (10.74)

onde escrevemos as constantes ¢4 e ¢p em termos das cargas g4 e gp para evidenciar os termos
de monopolo e dipolo elétrico nas equagdes acima. Das Egs. (10.73) e (10.74) vem que 0 momento
de dipolo obtido das expanstes do potencial coincide com a expressio vindo da integracdo das
cargas, Eq. (10.72), como esperado.

O potencial ao longo do eixo z, Eq. (10.45), na aproximacédo de tordide fino é dado por:

g4 1
=R+ +22=2,0,0) = =2~ 10.75
¢(r = Vz® +y* + 22 = z,6,0) Ty T (10.75)
que coincide com o resultado coulombiano de um toréide fino de raio maior a (circunferéncia de
raio a) carregado com carga total g4 no plano z = 0.
Podemos definir uma densidade linear de carga Ap, dada por (a partir da Eq. (10.68)):

sen  sen 9}

4gp r
kLA 0l =
[qA + P sen ¢ sen ] Areor

T

_ _ 27TE()¢B
Ap = o hxopdx = In(1,70 coshng)

(10.76)

Com isto uma quantidade de carga dg contida no dngulo dy ao longo do toréide fino pode ser
escrita como:

dp ®
dg = Qa5 + /\357;0 de. (10.77)

A componente longitudinal do campo elétrico E,, que mantém a corrente fluindo, para um toréide
fino e longe da bateria, Eq. (10.66) calculada em 71 = 7o, pode ser escrita em termos de Ag como:

AB
4m2ga

Eo(mo, x, ) = — In(1, 70 cosh 7). (10.78)
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10.8 Comparacao do tordide fino com fio cilindrico com
corrente

E atil definir um novo sistema de coordenadas:

s' = ap, p = \/(\/av2 +y2 - a)2 + 22. (10.79)

Podemos interpretar s’ como uma distancia ao longo da superficie do anel na direcdo ¢ e o
como a menor distancia até a circunferéncia 22 + y?> = R2 = a? em 2 = 0. Quando 7y > > 1
(ou seja, o < ¢ K a), as Egs. (10.79) e (10.4) resultam em cosh#n = a/p’ e coshny =~ a/ry, de
tal modo que o potencial logo fora do torédide fino, Eq. (10.59), pode ser expresso como:

In(8a/p’) | ¢8s'In(1,70a/p’)
In(8a/re)  2ma In(1,70a/ro)"

(o >n>1,0)=¢a (10.80)

A Eq. (10.80) pode ser reescrita numa forma ligeiramente diferente. Consideramos uma
secdo do anel entre os dngulos ¢y e —¢g, com potenciais nestas extremidades dados por ¢ =
s+ Oppo/2m € ¢ = ¢4 — dppo/2w, respectivamente. Este pedago tem um comprimento
£ = 2apy. O potencial pode entdo ser escrito como:

In(¢/p') — In(¢/8a) wos' In(£/p") — In(€/1,70a)

¢ = PAt/re) —n(¢/8a) T °F xl n(t/re) — In(¢/1,70a)
< [S20 s (0 g3 22 (1081

sendo que na dltima aproximagdo acima desprezamos os termos In(¢/8a) e In(¢/1, 70a) em com-
paragdo com os termos In(¢/p’) e In(¢/ry) utilizando a aproximagdo ry < p/ < a (tal que
L/ro > £/p' > £/a). O campo elétrico pode ser expresso nesta aproximagio como:

_s;] 7 _¢r—rln(l/p)
¢| oIn(¢/ro) ¢ In(l/ry)"

As Egs. (10.81) e (10.82) podem ser comparadas com as Egs. (2.5) e (2.7) reproduzidas
abaixo como (10.83) e (10.84), respectivamente, do caso de um condutor cilindrico reto de raio rgy
conduzindo uma corrente constante, em coordenadas cilindricas (', ¢, z) (note que as conversdes
dos versores unitarios das coordenadas toroidais para as cilindricas nesta aproximagio sdo 7 =
~p e ¢ = 2). O cilindro reto tem comprimento £ e raio ro < ¢, com potenciais ¢, e ¢r nas
extremidades do condutor, e RI = ¢ — @g:

+ (¢r — 1)

E=- [¢R + oL (10.82)

2

$(r>a) = [¢R ; L 4 (¢n - ¢L)%] ;;‘ng; ; (10.83)
E(r>a) = [d)R ;— o + (¢r — ¢L)§;] p’ln,(aé/ro) _%r ; o 111111((5//::;)) z. (10.84)

Nosso resultado do potencial na regido préxima ao anel fino concorda com a solugao cilindrica,
como esperado.

10.9 Condutor carregado sem corrente

Suponha um condutor toroidal (sélido cheio ou oco) descrito por 7y, sem corrente mas carregado
até um potencial constante ¢,. Usando ¢4 = ¢ € ¢ = 0 nas Egs. (10.12) e (10.23) temos o
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potencial eletrostatico dentro e fora do condutor, respectivamente:
o(n = M0, X, P) = Po, (10.85)

¢(n < Mo, X, ) = /coshn — cos x [Z Ap cos(px) F,_ 1 (cosh n)} (10.86)

p=0
onde Pp__(cosh 7n) sdo as fungdes de Legendre e os coeficientes A, sdo dados pela Eq. (10.21).
Esta solugdo ja era conhecida na literatura, [Smy89, pdg. 239] e [MF53, pag. 1304].
E possivel obter a capacitancia exata do toréide ao comparar o potencial eletrostitico a
uma grande distincia da origem, componente em monopolo de 4, da Eq. (10.34) junto com a
Eq. (10.21), com o potencial dado por uma carga pontual g, a saber, ¢ = g/4meor:

_aVZ | V284(2 — o) Qp-3 (cosh )
o(r>a,0,0) = r [Z T : P, %(COSh o)

p=0
q

dmegr

(10.87)

A capacitancia do toréide mantido a um potencial constante ¢4 pode ser escrito como C =
q/¢a. Com a Eq. (10.87) obtém-se, [Smy89, pag. 239], [Gra72, pigs. 5-13], [Sno54, pig. 9] e
[MS61, pag. 375]):

= Q-1 (coshmp
C = 8cpa [20(2 - 50,,)73;__((;)——%%] (10.88)

Utilizando a aproximagcdo de toréide fino, 19 > 1 e coshmy > 1, obtém-se a capacitiancia de um
anel circular, Eq. (10.70).

E interessante fazer, para este toréide carregado mas sem corrente, a mesma aproximacao
de tordide fino como na Secdo 10.7, ou seja, cosh7y > 1 (tal que Ry = a). Obtemos entdo o
potencial eletrostdtico de um anel fino:

coshn — cos x P-1(cosh7)
< = 2 . .
$(n < Mo, X, ¢) = boy | ——- T Py (comhm) (10.89)

Podemos expressar o potencial eletrostdtico do anel fino, Eq. (10.89), em termos da carga total
ga, Eq. (10.69):

&(n, X, ¥) coshn — cos xP_: coshn 10.90
(1 .9) = g/ (100)

Ou, em termos das coordenadas esféricas (r, 8, ):

r24q?
w (\/(Tz—a2)2+4027'2 cos? 9)
ameg [rt + 2a272(2 cos? 6 — 1) + a¥]1/4

o(r,0,9) = (10.91)

Das Egs. (10.85) e (10.69) podemos obter que o potencial eletrostatico constante ao longo do
tordide fino expresso em termos de sua carga total g4 é dado por:

ga/2ma . 8a
— 10.92
27eg In To (10.92)

¢(770 > 1a07 QO) =

Mesmo quando a densidade linear de carga ¢ga/2ma permanece constante podemos perceber
desta expressdo que o potencial diverge logaritmicamente quando a/r¢ — co. O mesmo havia
acontecido com a Eq. (7.28).
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Apresentamos por conveniéncia uma expansdo da Eq. (10.91) em termos de r./rs, onde r
(r>) é o menor (maior) valor de a e r (onde r = /22 + y2 + 22 é a distincia até a origem):

1 1+3cos(20)r2 3

4
- -0t < :
o(r,0,0) = 47r50 { 5 = + 513 [9 + 20 cos(26) + 35 cos(46)] = } . (10.93)

No eixo z, ou seja, para /22 + y2 = 0, o potencial (10.91) é dado por:

94 1
o(r,0,p) = 471'50 T (10.94)

Este é o mesmo resultado que se obtém integrando diretamente o potencial eletrostitico de
Coulomb, ou seja, uma carga g4 distribuida num anel filiforme de raio a no plano z = 0, centrada
no eixo z, [AW95, Exemplo 12.3.3].

As Egs. (10.89) ou (10.90) a (10.93) podem ser comparadas com aquela dada por Jackson,
[Jac75, pag. 93]. Jackson apresenta a solucdo eletrostitica exata do problema de um fio circular
carregado (ou seja, um anel com raio menor ro = 0), em coordenadas esféricas (r, 8, ¢):

®© 2n
_ 4a (=1)*(2n — 1)
¢(7', 01 SO) - 47['60 — rin-*—l 2nn!

- Pop(cosf) |, (10.95)

onde ¢ (r5) é o menor (maior) valor de r e a, a é o raio da circunferéncia e g4 sua carga
total. A Eq. (10.95) expandida até n = 2 fornece exatamente a Eq. (10.93). Verificamos que as
Egs. (10.91) e (10.95) coincidem até pelo menos n = 30.

Graficamos ambas as Egs. (10.90) e (10.95) na Figura 10.8. Elas ddo o mesmo resultado,
como esperado. E também vélido notar que em coordenadas esféricas temos uma soma infinita,
Eq. (10.95), enquanto que em coordenadas toroidais a solugdo é dada por um tnico termo,
Eq. (10.90). A concordéncia mostra que as Egs. (10.90) e (10.95) sdo solugdes idénticas da
equacdo de Laplace V?¢ = 0 apenas expressas em formas diferentes.

z/a

... Y/a

Figura 10.8: Linhas equipotenciais no plano z = 0 (perpendicular ao toréide) para um anel fino
carregado e sem corrente. As Eqgs. (10.90) e (10.95) coincidem entre si. Utilizamos 19 = 38 (coshny =
1,6 x 10'%). Perceba a diferenca entre esta Figura e a Figura 10.6: os lados 3 esquerda e & direita do
condutor tém o mesmo sinal de cargas, enquanto que na Figura 10.6 eles tém sinais opostos.

A Figura 10.9 mostra o potencial como fun¢do de r (das coordenadas cilindricas) no plano
z=0. As Egs. (10.90) e (10.95) ddo novamente o mesmo resultado.

98



ur

Figura 10.9: O potencial normalizado como fungio de p = /7% + 42 (distancia do eixo 2) no
plano z = 0. As Eqgs. (10.89) e (10.95) ddo o mesmo resultado. Utilizamos ny = 38 (coshmg =
1,6 x 106).

10.10 Comparagao com os resultados experimentais

A Figura 10.5 pode ser comparada com o resultado experimental encontrado por Jefimenko,
[Jef62, Figura 3], nossa Figura 1.10. Ela est4 reproduzida aqui na Figura 10.10 com a Figura 10.5
sobreposta a ela. Existe uma 6tima concordancia entre nosso resultado teérico e o experimental.

Figura 10.10: Experimento de Jefimenko [Jef62] no qual linhas de campo elétrico foram mapeadas
usando sementes de grama espalhadas sobre uma placa de vidro. Existe uma fita circular condutora
conduzindo uma corrente constante. A Figura 10.5 foi sobreposta. a ela — as linhas equipotenciais sdo
normais as linhas de campo elétrico.

Para obter um resultado ainda mais coerente com o problema de Jefimenko, supomos o
potencial ao longo do anel como dado pela Eq. (10.96):

(~dp2te), para -7 < ¢ < —¢;,

2n(r—ip;)°
—~¢pEt, para —p; < ¢ < —;,
¢ =1 dp, para —; < ¢ < @;, (10.96)
Ppa:, para ¢; < ¢ < ;,
(rfsgy  paraw Se<m
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Agora o potencial nao é mais descontinuo. A bateria ocupa neste caso um volume finito. O
potencial cresce linearmente entre ¢ = —y; e ¢ = +¢;, é constante para ¢; < ¢ < @; e para
—p; < ¢ < —;, variando novamente linearmente de ¢; < ¢ < 7 rad e de —7 rad < ¢ < —g;.
Este perfil de potencial representa melhor a situagdo experimental de Jefimenko, Figura 1.10
[Jef62, Figura 3], do que o potencial descontinuo anterior. Os valores de ¢; e ¢; correspondendo
a experiéncia de Jefimenko sdo ¢; = 97/10 rad = 2,83 rad e ¢; = 177/18 rad = 2,97 rad. Na
Figura 10.11 temos a representacao em série de Fourier deste potencial. O fendmeno de Gibbs
que ocorreu na Figura 10.4 deixa de ocorrer aqui pois o potencial agora é continuo.

/8,

Figura 10.11: Representacio em série de Fourier do potencial dado pelas Eqgs. (10.96) e (10.97). Este
potencial representa mais fielmente a experiéncia de Jefimenko, [Jef62, Figura 3], do que o potencial
descontinuo da Eq. (10.12). Usamos ¢; = 97/10 rad = 2,83 rad e ¢; = 177/18 rad = 2,97 rad.

A expansio em série de Fourier da Eq. (10.96) é dada por:

sm0) = 22 {fﬁ sen(gy) [sen(qsojusen(q«pi)]} (1097

m? | ¢ T — @ @i

Com este potencial, substituindo a condigdo de contorno, Eq. (10.97), obtivemos as equipo-
tenciais apresentadas na Figura 10.12. Na Figura 10.13 temos as equipotenciais da Figura 10.12
sobrepostas 3 figura experimental de Jefimenko, Figura 1.10. H4 uma concordancia muito boa
entre nossas curvas tedricas e os resultados experimentais de Jefimenko.

O campo elétrico e as distribuicdes de carga provenientes do efeito Hall radial também foram
desprezadas neste problema do anel, veja a Se¢do 7.5. Basicamente, este campo elétrico € muito
menor (107%) que o campo elétrico que mantém a corrente fluindo, em um condutor tipico de
cobre com 1 mm de didmetro e 4 x 1072 m/s de velocidade de deriva, veja a Secdo 2.2. Por este
motivo este campo elétrico foi desprezado no presente trabalho.

Nossa solucdo dentro e ao longo da superficie do tordide tem apenas um campo elétrico
azimutal, a saber, E, = A¢/2mp. Mas mesmo no caso de corrente constante tem de haver uma
componente de E se afastando do eixo z, E,, devido & curvatura do fio. E esta componente que
vai gerar a forga centripeta sobre os eletrons que os permitem realizar uma trajetéria circular
com médulo da velocidade de migracdo ou de deriva constantes. Estamos desprezando esta
componente por seu valor ser extremamente pequeno comparado com E,. Para ver isto considere
um elétron de conducio com carga —e e massa m com uma velocidade de migragio azimutal
vq 20 longo de uma circunferéncia de raio p ao redor do eixo z. Numa situagao estaciondria vai
ocorrer uma redistribuicdo de cargas ao longo da se¢do reta do condutor toroidal que vai gerar
uma componente E, do campo elétrico. Esta componente vai exercer uma forga centripeta sobre
os elétrons de condugao Pela segunda lei do movimento de Newton a forga eE, vai resultar

J
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Figura 10.12: Linhas equipotenciais tedricas obtidas quando a condigdo de contorno é dada pela
Eq. (10.96).

Figura 10.13: Figura experimental de Jefimenko para uma fita circular bidimensional, Figura 1.10,
conduzindo uma corrente constante, com a Figura 10.12 sobresposta a ela. As equipotenciais sao
normais as linhas de campo elétrico.

numa aceleragdo centripeta tal que eE, = mv3/p. Para obter ordens de grandeza para E, e E,
supomos um fio de cobre de calibre 14 (ry = 8,14 x 10~* m) com 1 metro de comprimento, curvo
na forma de uma circunferéncia de raio Ry = p = (1/27) m = 1,59 x 10~! m, com uma corrente
constante de 1 A. A velocidade de migracdo é de vy = 3,55 x 10™° m/s, a resisténcia do fio é de
8,13 x 1073Q2 e a diferenca de potencial gerada pela bateria é A¢ = 8,13 x 10~3 V. Isto fornece
E,=8,13x103V/me E, =4,5x 1072 V/m. Isto é, E, < E,, o que justifica desprezarmos
a componente E, do campo elétrico.

Este capitulo representa o principal trabalho da tese e suas partes principais foram publicadas
no Physical Review E, [HA03a]. Em muitos casos anteriores tinhamos condutores de compri-
mento infinito: fios retos, cabos coaxiais, linhas de transmissdo, placas, fitas e solendides. J4
neste caso temos um condutor resistivo ocupando uma regido finita de espaco. Esta geometria é
muito importante na pratica pois um condutor toroidal ou anel transportando uma corrente azi-
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mutal se encontra muito freqilentemente em situagdes comuns. Apesar da dificuldade matemética
do problema conseguimos resolvé-lo analiticamente de forma completa, obtendo também repre-
sentagdes graficas de todas as grandezas envolvidas. E ainda por cima pudemos comparar nossos
calculos com uma experiéncia de Jefimenko encontrando uma concordancia muito boa entre os
dois resultados, como pode ser observado pela Figura 10.13.
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Parte II1

Conclusao
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Conclusoes Gerais

Tratamos aqui de vérias geometrias de circuitos resistivos conduzindo correntes estacionarias:
fio cilindrico reto (Capitulos 2 e 4), placa (Capitulos 5 e 6), fita (Capitulo 7), casca cilindrica
com corrente azimutal (Capitulo 8), casca esférica (Capitulo 9) e toréide com corrente azimutal
(Capitulo 10). Demonstramos que para todos estes casos existe um campo elétrico fora do
condutor, proporcional & corrente. Analisamos também o comportamento das cargas superficiais.

Para condutores retos e longos, longe da bateria, as cargas superficiais sdo lineares com a
coordenada longitudinal 2. Isto justifica a abordagem em alguns problemas em que supode-se
inicialmente a densidade de cargas linear ao longo do condutor e integra-se para encontrar o
potencial, Capitulos 2 e 5. Com uma bateria colocada no centro de condutores retos e longos,
encontramos que a distribuicdo das cargas diverge com um comportamento do tipo 1/z, préximo
a bateria situada em z = 0, devido a descontinuidade do potencial. Este é o resultado advindo
dos modelos matemadticos que utilizamos para descrever os problemas. Em situacGes reais, esta
divergéncia ndo deve acontecer (antes disso ocorreria o efeito corona, por exemplo). Mas espera-
se que haja um crescimento ndo linear da distribuicdo de cargas conforme nos aproximamos da
bateria. A divergéncia que encontramos vem do fato de lidarmos com baterias ideais sem espes-
sura, na forma de linhas ou de discos. Utilizamos estes modelos para conseguir encontrar solugdes
analiticas para os problemas que tratamos. Modelos mais aprimorados e realisticos podem ser
desenvolvidos no futuro por outros pesquisadores tais que cheguem a resultados mais confidveis
para a distribuicdo de cargas superficiais préximas a baterias. Seguimos aqui o procedimento
adotado por Jefimenko e Heald para o caso da casca cilindrica, aplicando-o a outras geometrias
(fio reto e placa no caso de condutores retos; casca esférica e toréide no caso de condutores cur-
vos). Dentro desta limitacdo apontada aqui podemos dizer que concluimos com sucesso o estudo
do comportamento dos campos, potenciais e cargas préximas as baterias nestas geometrias.

Para condutores curvos, longe da bateria, também temos um comportamento aproximada-
mente linear com o dngulo azimutal para a densidade de carga superficial. Entretanto, de maneira
geral, a distribuicdo de cargas cresce em dire¢do & bateria de maneira mais rapida do que um
crescimento linear. Além disso, ela também diverge pr6ximo & bateria (pelo mesmo motivo apon-
tado acima). Junto com os resultados para condutores retos (com e sem a andlise da bateria),
podemos concluir que este é o0 comportamento esperado para circuitos fechados.

O problema de inducéo eletrostitica de um cilindro condutor sem corrente, com uma carga
préoxima, tratado no Capitulo 3, nunca foi publicado na literatura. O resultado mais préximo
é o de Jackson, [Jac99, pag. 143], que resolveu o problema de uma casca cilindrica condutora
finito com uma carga pontual dentro da casca. Aqui estendemos seu tratamento para uma casca
cilindrica infinita com carga pontual dentro e fora da casca, assim com calculamos analiticamente
a forca de atragdo entre a casca e a carga em todos os casos. Uma conclusdo importante que
obtivemos deste trabalho foi que um condutor filiforme infinito ndo exerce forga sobre uma carga
pontual parada préxima ao fio unidimensional ideal.

Um dos aspectos mais importantes do trabalho da fita condutora, Capitulo 7, é que con-
seguimos encontrar um modelo tedérico que fornece resultados razodveis que puderam ser com-
parados com dois experimentos diferentes ja publicados na literatura, [Jef62] e [JBK62]. Uma
das experiéncias de Jefimenko é caracterizada exatamente pela geometria considerada aqui: uma
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longa fita retangular condutora transportando uma corrente elétrica estaciondria. Como discu-
tido acima, estes experimentos mapearam as linhas de campo elétrico e as linhas equipotenciais
dentro e fora das regiGes com corrente estacioniria nos condutores. A geometria considerada
aqui nunca foi trabalhada antes neste tipo de problema. Para obter este resultado foi necessirio
utilizar coordenadas eliptico-cilindricas (¢,9,2). A solucio geral para o potencial em termos
destas varidveis é razoavelmente simples, dado por ¢ = (A1 — A2)(A43z — A;). Quando expresso
em termos das coordenadas cartesianas usuais (z,y, z) a solu¢do toma a forma complicada da
Eq. (7.11). Seria dificil obter esta solugdo trabalhando somente com coordenadas cartesianas. As
coordenadas cilindricas usuais (p, ¢, z) também nio sdo muito dteis para obter a solucdo deste
problema. A situagdo descrita aqui mostra um exemplo importante da utilidade das coordenadas
eliptico-cilindricas para tratar com problemas razoavelmente simples da fisica. '

O problema da casca esférica conduzindo uma corrente estaciondria azimutal, Capitulo 9, é
novo e nao tem publicacGes na literatura. Utilizamos coordenadas esféricas (r,6, ). A solucdo
da equacdo de Laplace faz uso das fungbes associadas de Legendre, que sdo bastante conhecidas
e estudadas em vérios livros-texto de fungdes especiais. A solugdo para o potencial em termos
destas fungdes, dentro e fora da casca esférica, Egs. (9.15) e (9.18), respectivamente, é bastante
complicado e dificil de trabalhar. Apesar disto, podemos comparar a figura das equipotenciais no
plano z = 0, Figura 9.3, com aquela encontrada por Heald no caso de um cilindro com corrente
azimutal, Figura 8.2, e com aquela encontrada por Jefimenko experimentalmente, Figura 1.10.
Disto concluimos que nosso resultado é consistente. Entretanto, estas comparagdes sdo qualita-
tivas, informando-nos que nossas soluges tém um comportamento correto. Comparando-se as
Figs. 8.2, 9.3 e 10.5, tedricas, com a placa experimental correspondente, Fig. 1.10, percebemos
que todas elas sdo semelhantes visualmente. Apesar disto, a geometria de cada uma delas é
diferente: uma casca cilindrica, uma casca esférica, um toréide e um anel bidimensional pintado
sobre uma placa de vidro, respectivamente. O mesmo tipo de comparacio qualitativa é feito
com o problema das placas condutoras, Fig. 5.3, o fio cilindrico, Fig. 2.4, a fita, Fig. 7.5, e as
placas experimentais correspondentes, Figs. 1.5 € 1.7. Apesar da geometria da fita e das placas
experimentais ser essencialmente a mesma (desprezando-se os efeitos de borda nas extremidades
longitudinais do circuito), a comparagdo ainda deve ser considerada qualitativa. Isto porque
apenas mostra a semelhanca de comportamento entre as linhas de campo elétrico calculadas
teoricamente e medidas experimentalmente (ou entre as linhas equipotenciais tedricas e experi-
mentais, por exemplo, entre as Figs. 7.5 e 1.11). N&o pudemos fazer comparacdes quantitativas
conclusivas porque ndo hé na literatura experimentos suficientes medindo a forga entre uma carga
e um condutor com corrente constante mostrando, por exemplo, que a forca é de fato linear com
a corrente etc.

O problema de um condutor toroidal com corrente estaciondria, Capitulo 10, também nunca
havia sido resolvido na literatura. Portanto, esta é a primeira vez que o potencial elétrico, o
campo elétrico e as cargas superficiais, Egs. (10.23) e (10.50) a (10.54), respectivamente, foram
obtidas. O importante resultado experimental de Jefimenko mostrando o campo elétrico fora de
condutores curvos é complementado pelo presente trabalho tedrico, com concordancia excelente,
veja as Figuras 10.10 e 10.13. O potencial elétrico e o campo elétrico perto do condutor na
aproximagao de um anel fino com corrente estacionéria, Egs. (10.81) e (10.82), respectivamente,
concordam com o caso conhecido de um condutor cilindrico longo e reto conduzindo uma corrente
estaciondaria. O potencial elétrico na aproximacio de anel fino sem corrente concorda com o
resultado conhecido de um fio circular carregado, [Jac75, pag. 93].

As outras solugoes tedricas conhecidas na literatura consideram usualmente alguma dimens3o
infinita (um condutor muito comprido com corrente longitudinal ou entdo um longo cabo coaxial),
[Som64, pags. 125-33], [Gri89, pags. 336-7], [ARM99], [AC00], [AHLO1]. O tnico caso de solu¢io
analitica de condutor curvo na literatura é o do solendide com corrente azimutal, Capitulo 8.
Neste caso também temos um condutor de comprimento infinito, {Hea84]. O iinico caso conhecido
de potencial devido a uma corrente estacionéria fluindo em um condutor fechado ocupando um
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volume finito é do Jackson, [Jac96], que considerou um cabo coaxial de comprimento finito.
Entretanto, como ele considerou o condutor externo de retorno como tendo resistividade nula, o
campo elétrico fora de seu cabo coaxial foi encontrado como sendo nulo. Aqui, por outro lado,
obtivemos uma solugdo tedrica para o potencial devido a uma corrente fluindo em um condutor
resistivo toroidal que fornece um campo elétrico ndo apenas dentro do condutor mas também
no espaco a sua volta. Nossa solugdo mostra uma concordéncia razoavel com o experimento de
Jefimenko que prova a existéncia deste campo elétrico externo devido a uma corrente resistiva
estaciondria. :
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Apéndice A
Calculo da Integral da Eq. (4.11)

Nesta. secdo apresentamos o cdlculo da integral da Eq. (4.11). Como esta integral é uma funcao
par de k, ela pode ser escrita como:

® Io(kp) sen (kz2) ., l/“’ Io(kp) sen(kz) . 1 [ Io(kp) e
/0 Iyka) k k=3 —oo To(ka) & k=3 —oo lo(ka) k dk. (A-1)

A integral acima é parte de uma integral de contorno sobre a varidvel complexa k:

_ Io(kp) eikz
I= ?{C T ok (A.2)

com um contorno apropriado C. O integrando tem um pélo simples em ky = 0 e infinitos pélos
simples em k,,, tal que:

Iy(kpa) =0 —  Jo(z,) =0, (A.3)
onde z, = —ik,a sao os zeros da fungido de Bessel Jy(z): z1 = 2,4048, z, = 5,5201, ... e
n=1,2,... Como e** = e®*~#? para k = a +i8 (a e B sendo nimeros reais), a integral

converge para z3 > 0. Escolhemos um contorno do tipo mostrado na Figura A.1 para z > 0. A
integral de contorno pode, portanto, ser dividida em trés partes: ao longo do eixo real de k, ao
longo do caminho menor C; e ao longo do caminho maior Cg. A integral ao longo do caminho
menor C, é dada por:

, Iy(kp) &% /° Io(re*p) exp(ikre®) . .~ .
bim /C Iy(ka) k dk = iy . lo(rea)  rew tredp = —ir. (A4)

Im( k)
iR

O

-l.‘;. e e o e e as .-.’,'..6,. ,r.....,. et e s e e ,.,.}é,,, - R(.(k)

Figura A.1: Contorno no qual se calcula a integral da Eq. (4.11) para z > 0. Para z < 0 escolhemos
um contorno simetricamente refletida no eixo horizontal (eixo real de k).
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A integral ao longo do caminho Cg é limitada e tende a zero quando R — oo:

Io(kp) e
Cr I() (ka)

tkz
lim

R—o0

dk‘ < lim

R—o0 Cr

dk = 0. (A.5)

Usando o teorema de Cauchy, a integral I é dada por:

Io(kp) etkz _ 0o Io(kp) etkz L ) g
i $ Tohe) & T ) Toha) & TS 2mi ) Res(kn)

n=1
o np) giknz
, (A6)
Zl I (kna) aky,

onde Res(k,) é o residuo do integrando em k¥ = k, = iz,/a. Na equagio acima utilizamos
a relagdo Ij(z) = I(z) envolvendo fungbes de Bessel modificadas, onde Ij(z) = dly(z)/dz.
Portanto, a integral da Eq. (4.11) para z > 0 é dada por:

T (k’p) sen (kz) o o Jo(:l?np/a) e—-znz/a
/0 IZ(ka) P ™ T(zn)  zm (A.7)

n=1

Analogamente, a integral da Eq. (4.11) para z < 0 é dada por:

* Io(kp) sen (kz) Jo(znp/a) e¥n/®
/0 To(ka) % o Z T(@n)  @m (A8)

Aqui foi usada a relagdo J,(iz) = i“I,(z), e z, sdo os zeros da funcdo de Bessel de ordem
zero, Jo(z,) = 0.
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Apéndice B

Calculo da integral da Eq. (6.10)

Aqui apresentamos o cdlculo da integral que aparece na Eq. (6.10). Neste apéndice utilizamos a
varidvel real s em vez da varidvel real longitudinal z na Eq. (6.10) para evitar confusGes com a
varidvel complexa z = z+iy. Como a integral é uma funcdo par de &, ela pode ser escrita como:

® cosh(ky) sen (ks) ,, 1 / ® cosh(ky) sen (ks) . 1 [* cosh(ky)e**
/0 cosh(ka) & dk = 2 J_o cosh(ka) k& dk = 2i J_o cosh(ka) Tdk' (B-1)
A integral acima é parte de uma integral de contorno I sobre a varidvel complexa z:
_ [ cosh(yz) e
- 7{; cosh(az) z 4z, (B2)

com um contorno apropriado C. O integrando tem um pélo simples em z; = O e infinitos pélos
simples em z, de modo que:

2n+1
h n} = —_ =
cosh(az,) =0 Zn 5

para n inteiro. Como temos o termo e¥** = e***~%% para z = a +1if (« e § sendo nimeros reais),
a integral converge para s > 0. Escolhemos um contorno do tipo mostrado na Figura B.1 para
s > 0. A integral I pode entdo ser dividida em trés termos: ao longo do eixo real de z, ao longo
do caminho C, e ao longo do caminho Cg. A integral ao longo do caminho C, é dada por:

izs 0 h 60 s tl .
lim / cosh(zy) €, _ lim / o8 (re.ay) exp(ire™s) ;i dp = —ir. (B.4)
r—0 /¢, cosh(za) 2 r—0 J, cosh(re®q)  re¥

i, (B.3)

A integral ao longo do caminho Cp ¢é limitada e se anula para R — co:

/ cosh(zy) " iz

cr Cosh(za) 2

1z8

z

lim
R—00

< lim dz =0, (B.5)

R—o0 Cr

Usando o teorema de Cauchy, a integral I é dada por:

oo iks ©
lim I =/ cosh(ky) e dk — i = 2m'ZRes(zn)

r—0,R-00 —oo Cosh(ka) k et
o i 2(—1)m+1 e—ms(2n+1)/2a o [E(Zn + 1)] (B.6)
L m(2n+1) 2a ’

onde Res(z,) ¢ o residuo do integrando em z = 2,. Portanto, temos a integral da Eq. (6.10) para
s > 0 como:

* cosh(ky) sen (ks) T = (=1 —ns(2n+1)/2e Ty
-7 =) ) . :
/0 cosh(ka) dk 5+ 2; e gos [20, (2n+ )] (B.7)




Im( 2)

Cr

gon

T T e e Re(z)

Figura B.1: Contorno para calcular a integral da Eq. (6.10), para s > 0. Aqui usamos s real em vez
da varidvel longitudinal z real para evitar confusGes com a varidvel complexa z = z + iy. Para s < 0
escolhemos um contorno simétrico refletido no eixo horizontal (s real).

Usando a série:

arctan z = Z 2n+)1 P 2ian (B.8)

podemos escrever a integral acima como:

* cosh(ky) sen (ks =T - e—Ts(2n+1)/20 [ Ty
z " 2 +1)]
/0 cosh(ka) &k T2 E:o n+1 5 2a (2n+1)
_"I i ( ]- —7r(s—iy)(2n+1)/2a _ i (_1)n e—?r(s+iy)(2n+l)/2a.
2 e 2n 2n+1

- o . 7r cos(my/2a)
_rT _ t w(s—iy)/2a] __ t n(s+iy)/2a = — - AT Y
5 — arctan [e | — arctan [e ] 5 Tarctan | == (rs/2a)

cos(my/2a)

= arccot [W] . (B.9

Para s < 0, a integral da Eq. (6.10) é analogamente dada por:

® cosh(ky) sen(ks) .,  w ( 1)+ m(znﬂ)/% Ty
/0 cosh(ka) % dk = 2 2; on + 1 cos [%(2n+1)]

cos(my/2a)

= arccot [W] . (BlO)
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