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RESUMO

Neste trabalho o problema da supercondutividade em se
micondutores multivales & tratado em um modelo de duas bandas.
0 mecanismo dominante vem da intceracac atrativa elétron-elétron
intervale. Os emparelhamentos intravales sao desprezados pois

a blindagem ¢ muito forte.

As propriedades destes materiais no estado supercondu
tor foram obtidas através do meétodo das fungdes de Green, on
de podemos destacar: o espectro de excitacoes, a densidade de
estados de particula tnica e as temperaturas de transicao supercondu

tora.

A condutividade dinamica foi obtida através da teoria
geral da resposta linear. No caso do calcogeneto PbTe:T1 leva
mos em conta o efeito da impureza do Tl nas corre¢des a conduti

vidade.

Os resultados obtidos pafa as temperaturas de transi
géo (Tc) em fungac da concentracao de portadores foram compara
das com o035 resultados experimentais, enguanto que a condutivi
dade foi comparada aos resultados tedricos encontrados na lite

ratura.



ABSTRACT

The problem of superconducting transition in many
valley semiconductors is considered, within a two band model.
The dominant mechanism comes from the attractive interaction

between electrons of different valleys. The intravalley pairing

is neglected since the shielding is very strong.

Using the Green's function method, properties of the
superconducting state are obtained, such as: quasiparticle

spectrum, density of state and transition temperature.

The a.c. - conductivity is calculed using the general
theory of linear response. For the particular case the éhalcg
genide PbTe:T1 the effect of random impurities on the conduc-

tivity is considered.

The results obtained for the transition temperature
as a function of the carrier concentration are compared with
the experimental results. The conductivity is checked against

know theoretical results.
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CAPTTULO I
INTRODUCAC

A pesguisa da supercondutividade entre os elementos
e compostos semicondutores € relativamente antigal. Porém com
os trabalhos de GUREVICH et al®? em 1962 e de COHEN® em 1964 &
gque passaram a incluir a supercondutividade em semicondutores
altamente dopados. Uma das razées principais para se estudar um
semicondutor degenérado com propriedades supercondutoras & sua
utilizagao como ferramenta para investigar as interacgdes elée
tron-elétron e elétron-fonon. Para semicondutores deste tipo o
conhecimento das pr0priedades do estadc normal fornece informa
¢oes a respeito da estrutura de banda, engquanto que o estudo da
fase supercondutora & Util na informacdo concernente a concen
tragac de portadores e consequentemente a densidade de estados

i

pelos efeitos que a estrutura de bandas tem nesta nova fase.

CHAPNIK", em 1962, publicou uma correlacio empirica en
tre a ocorréncia de supercondutividade e o numero de buracos
por cm3 € notou gue a maioria dos elementos supercondutores ti

nham p > 1019/cm3.

Ao contrario dos metais, & possivel variar acentuada
mente as propriedades do estado normal de semicondutores extrin
secos e explorar a dependéncia das propriedades supercondutoras
no sistema em estado normal. Na supercondutividade os efeitos
de estruturas de bandas podem ser explorados tendo em vista a
possibilidade de variar a estrutura de banda de varios semicon
dutores por ligas ou por aplicacac de tensao. Para um semicondu

tor dopado, a variacao da concentracido de portadores em ordens



de grandeza mais a influéncia desta variac¢ido na supercondutivi
dade, pode ser medida e este estudo® propiciou informagdes a

respeito do mecanismo da supercondutividade.

As pfimeiras pesquisas experimentais da superconduti
vidade em semicondutores foram estimuladas por previsdes tedri
cas de COHEN. Elas revelaram que ©s primeiros semicondutores a
apresentarem propriedades supercondutoras foram GeTe®, SrTi037

e SnTe?®, todos eles apresentando temperaturas de transicao (Tc)

abaixo de 0,5 K.

Posteriormente, em 1977, SMITH e STILES® mediram pro
priedades supercondutoras no GeTe e apresentaram a dependéncia
da temperatura de transicao supercondutcra em termos da concen
tracao de portadores. Seus resultados revelaram que o "gap" de
energia aumenta em funcaoc da concentracao de portadores, visto

gue ha um aumento na densidade de estados.

Em pesquisas mais recentes'®’'!'r1%s13 5 gyperconduti
vidade em semicondutores multivales ganhou nova vida ao ser ob
servada nos volumes das amostras PbTe dopado com Tl. Estes auto
res encontraram valores de temperaturas de transicao até 1.4 K

019

para concentracao de portadores da ordem de 1 1020/cm3.

As vantagens dos sistemas multivales prende-se ao
fato de se obter densidade de estados e interacgac efetiva elé
tron-elétron maiores’". Os fatores que contribuem para uma den
sidade de estados grande vém da distribuicao dos elétrons entre
muitos vales e, tambem, devido as massas para as bandas distan
tes de k = 0 na zona de Brilloiun serem geralmente maiores do
gue as massas em k = 0. Temos de ressaltar gue a interacgao atra

tiva elétron-elétron via fonon intervale pode ser maior, devido



ac espalhamento intervale envolver transferéncia de momento
grande e, com isso, a blindagem sera menor do gue nos processos

intravales para densidade de portadores baixas.

Em resumo, como resultado das investigag¢oes experimen
tais e das previsdes de COHEN'®/*¢:17 pode-se estabelecer os
sequintes requisitos para a supercondutividade: constante de in
teracao elétron-fonon grande, alta densidade de elétrons (bura
cos) na banda de Condugéo (valéncia), estrutura de banda multi-
vales, densidade de estados e massa efetiva dos portadores gran

des.

O nosso objetivo consiste em estudar a supercondutivi
dade nos calcogenetos GeTe e PbTe:Tl. Neste trabalho usaremos o
metodo das fungoes de Green e o problema sera tratado num mode

1o de duas bandas.

No capitulo II descreveremos as propriedades supercon
dutoras observadas nestes materiais. No capitule III apresenta
remos os calculos do espectro de excitacdes, da densidade de
particulas, da equacéo do "gap” (Az) e das temperaturasde tran
sicao (TC). Os resultados obtidos para Tq sao conparados aos re
sultados experimentais e as demais propriedades sao comparadas
aos resultados encontrados na literatura. No capitulo IV sera
descrito o calculo da condutividade através da teoria da res
posta linear e também a correcéo na condutividade devido as im

purezas do Tl no PbTe:Tl.



CAPTTULO 11

AS PROPRIEDADES SUPERCONDUTORAS DO GeTe E PO PbhTe:TE

As previsoes de COHEN indicadas na introdugdo sugerem
que a supercondutividade torna-se possivel em semicondutores mul

tivales altamente dopados.

Para se aplicar teorias a determinadcs materiais tor
na-se necessario o conhecimento das propriedades do estado nor
mal. Os materiais referidos acima tem propriedades conhecidas,
tais como, a energia de Fermi, a densidade de estades no nivel

de Fermi, a energia de Debye, a concentracac de portadores,etc.

Como foi observado o aparecimento de supercondutivida

de nestes materiais?

Os experimentos no GeTe foram efetuados contendo um
grande numero de portadores® , onde foram testados o Ge e o Te
originais, bem como as amostras de GeTe abaixo de 0,04 K. A tran
sicao supercondutora foi observada apenas no composto. Este procedi
mento excluiu possiveis efeitos de qualquer impureza supercon-
dutora estranha. Para excluir a possibilidade de gque uma outra
fase (formada na propria fabricacao do composto} fosse responsa
vel pelas propriedades supercondutoras cbservadas, as amostras

foram reduzidas a po e testadas magneticamente.

As medidas de resiténcia nao deveriam ser conclusi
vas, pois dependendo da corrente uma transicao poderia ser ob
servada, caso houvesse um uUnico filamento supercondutor na amos
tra. As medidas de susceptibilidade magnética em amostras volu

metricas seriam questionadas, uma vez que uma colecdo de fila



mentos supercondutores, blindando o interior, dariam o apareci
mento de supercondutividade no volume do material. Estas eram
as razoOes para que as medidas fossem efetuadas em amostras em
po. Embora os resultados positivos para os cristais em po pudes
sem ter sido considerados conclusivos, foram realizadas medidas
de capacidade térmica’®, as quais confirmaram que a supercondu
tividade no GeTe era uma propriedade volumétrica na maior parte

da amostra.

O GeTe tem as propriedades do estado normal deseja
vels e 0s requisitos principais para a supercondutividade. Este
material & supercondutor do tipo II, segundo as medidas do cam
po magnéticol® (ch). No estado normal este material & um semi
condutor do tipo p. Sua estrutura cristalina é citbica em torno

'de 400°C e para temperaturas mais baixas & romboédrica®.

Os experimentos no PbTe:T1 '°' foram efetuadas em amos
tras policristalinas, as quais foram preparadas pelo método da
metalurgia do po. Inicialmente, os materiais na sintese eram o
Pb, Te e Tl puros. As amostras foram recozidas a vacuo em ampo

las de quartzo a uma temperatura de 650°C durante 100 horas.

Ao tomarem um lote de amostras de PbTe:Tl, foi obser
vado que algumas delas apresentaram supercondutividade com tem
peraturas de transicao (Tc} superiores a 1 K e o maior valor de
T, para essas amostras foi de 1.4 K. As medidas de calor especi
fico com 0 £ H £ 2.5 koe mostraram que um aumento do campo
magnético, deslocou o salto do calor especifico em direcio a re
giao de temperaturas mais.baixas. O salto no calor especifico
melar a campo zero tem um intervalo de 0.1 K proxime a T =1.4K,

tipico de uma transigdo de fase de sequnda ordem.



As medidas de resistividade elétrica (p) em termos da
temperatura indicaram que p caiu acentuadamente para T ? Ter a
um valor cuja medida nao foi possivel de ser efetuada. Os resul
tados. das medidas de calor especifico e de resisténcia foram su
ficientes para evidenciar a supercondutividade no volume da
amostra do PbTe:Tl. Este material & supercondutor do tipo II e

no estado normal ele e um semicondutor do tipo p, cuja estrutu

ra @ cubica semelhante 4 do NaCl para qualguer temperatura?’?’.

As hiplOteses a respeito da supercendutividade no
PbTe:T1 apontadas na Ref. 10, consideram as propriedades espe
ciais deste material como Gnica causa do aparecimento de transi
cao supercondutora. Os trabalhos experimentais!!’!? mostraram
que as propriedades fisicas deste material diferem bastante das
do PbTe:Na. Dentre as propriedades principais podemos citar as
medidas do calor especifico a temperaturas baixas e o coeficien
te Hall'' com objetivo de encontrar a densidade de estados na
banda de valéncia em funcdo da concentracdo de portadores. As
nmedidas de calor especifico revelaram que a presenga da impure
za do Tl nac afetou o espectro de fonon do PbTe, porém com a
presencga do Na ha uma diferenca substancial dada a perturbacao
que ocorre na rede do PbTe com a presencga deste elemento dopan

te.

Na secado 3.3 serd explicada as razdes do nio apareci

mento de supercondutividade no PbTe:Na.



CAPTITULY 111

A APRESENTACAO DO MODELQ E O CALCULO DAS
TEMPERATURAS DE TRANSICAQ

Neste capitulo calcularemos as temperaturas de transi
cao supercondutora. Para isso apresentaremos o modelo, o metodo
utilizado na determinac¢do de Tc, bem como a forma com gue o)

"gap” supercondutor varia com a temperatura.

O problema da supercondutividade em semicondutores mal
tivales sera tratado num modelo de duas bandas, onde a energia

de particula Unica em cada banda medida na superficie de Ferni ,

~tem minimos localizados em ¢ kL no espage dos momentos, como
mostra a Fig. 3.1. A escolha do comportamento parabolico das
duas bandas nas proximidades$ da superficie de Fermi em torno

dos minimos * k;, tem por hipotese o fato de que a superconduti
vidade ocorre para concentragbes de portadores baixa?l. A natu

reza das superficies de Fermi & eliptica, mas para a variagao

Tc(p) tomaremos os vales esféricos nos minimos das bandas, no

modelc de massa efetiva.

Consideramos gue ¢ mecanismo dominante vem da intera
¢ao tipo BCS para os elétrons de vales diferentes, onde despre
Zamos os emparelhamentos intravales, visto que a blindagem &
muito forte. Isto significa que os processos de fonons interva
les dominam os processos intravales e, com isso, levamos em con

ta no termo de interacao do hamiltoniano do sistema, apenas a

parte interbanda.



o
T

Figura 3.1 - Modelo de duas bandas parabdlicas com as superfi

cies de Fermi proximas aos minimos (& kp).



Para os dois vales equivalentes o hamiltoniano do sis

tema @ escrito na forma:

-~ - + > > >
H = Eu(p) WdU(r] Wugtr) adr +
N |
a=1, 2
g
{3.1)
\ ! + 2 + ' v >
+>\> ‘P‘lc(r} ‘1’2 dr') ‘1’20,(r ) ‘1110(r) dr
e}
g, o

O primeiro termo descreve a energia cinética e os 1

=

dices @, 0 e o' sao, respectivamente, os iIndices da banda e do
spin. 0 segundo termo descreve a interagéo interbanda, A & a
constante de interacgac entre os elétrons de bandas equivalentes
e Wa0(§) & o operador de campo do elétron. Neste t:abalho, usa

remos h = ¢ = kB = 1. A estensaoc do problema para n vales equi

valentes & imediata?, bastando multiplicar pelc numero dc paresde

vales. Mostraremos que os resultados nio dependerdo do vale em particular.

Para estudar as propriedades mencionadas no inicio da

segao, utilizaremos o meétodo das fungdes de Green.
3.1. A equacao do "gap" supenconduton a T = 0

Consideraremos o caso T = 0. Para o sistema em ques

tao introduziremos as funcdes de Green, definidas como:
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vy o 4 + '
Gop Xy x') = — 1 <1 (x) ¥y (x'))>
(3.2}
+ 1y _ : + + .'
FGB(X' ®x'} = - i <:T(Wa1_c{x) ?B’O(x )):> .
onde T & o operador de ordem cronolbgica e (x, x') = (?,t;?',tﬂ.
A funcao G,p bPara a = B refere-se a funcao de Green

do elétron e para o # B, descreve a criacgio do par elétron - bura
- ~ + - ~ ~ ~
co, Ja a funcao FGB e a func¢ao de Gorkov ou funcao de Green and

mala que descreve os pares de Cooper.

Os operadores de campo Y e ¥* na Eq. (3.1) estao es
critos na representacao de Schrddinger e satisfazem as seguin

tes relacdes de anticomutacao

- + >0 > >
I PR DY {} = 6g Sggr S(F - F1)

{3.3)

-~ >, _ w T > +. > _
{‘i‘ao(r), ‘PBG.(r )} -{{Jw(r), ‘PBG.(r )} = 0.

Em seguida, passamos a representacao de Heisenberg,on
de os operadores de campo dependem do tempo e obedecem as se—

guintes eguag¢des de movimento

S 3w o tHE | > o -iHt
igg ¥, gW=e | ¥y o (X)), O Je (3.4)
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Loy

[

12yt W=

) ~ N T .
(%), HJe'lHt (3.5)
2t kB

Substituindo a Eg. {3.1) nas expressées (3.4} e (3.5),

resulta em

-1
. d E -
1 g—E \FkB (X) = l Ea(p) 502]( 6018 WO‘.O (X} +

- ; +
+ )\ I [(sk,1 60,8 \P20,|(x) \ljzo.l(x] LPF“O(X) -

g,o’

* 2 3.6
= By 5 Soug ¥l ¥y (x) “’w‘x’] (3.6

a=1, 2
o
—— . i
* A % [}k,Z GU‘B 111'10(1") l}120'()(} W1gtx)
g,c!
+ +
- 5k’1 508 W1U(x) ?20,(x) Wzg.(x{] . (3.7)

No caso presente de um modelo de duas bandas equivalentes, as e

quagoes de movimento para as funcdes de Green normal e andmralas tem a forma
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[i %E - 81(5)] G11(x,x') = §{x-x'} -

- i ,\> T (1) ¥y 0 () ¥, () ¥) (x> (3.8)
I

o'

(1 5% = £, (B)] Gy (x,x") =

= —iAAT-W<@WW+ (%) ¥ (x) ¥, (x)) ¥7 (x'}> (3.9
i / i 1o 10 M 20 % 1057 -2

o]
i3+ e, (B)) FY. (x,x'), =
ot T Fqp P (RIS

1 m =+ r + - |+ ]
=i A > <1(v1’_0{>\) Yogr () ¥, () vw(_x > (3.10)

o ]

d

[1 3 * 52(5)1 FE1(x,X'} =

= i A/ STy, _ ) v, 00 v () Vi D> . (3.11)

| 1o
o

Pode-se observar que as equag¢does (3.8) a (3.11) envol
vem uma media de quatro operadores de campo. No nosso modelo de

interagao fraca os processos de espalhamento envolvendo as co
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lisces de particulas podem ser desprezados?®, porém devemos lem
brar que o estado fundamental do sistema em estudo tem a presen
¢a de pares ligados de elétrons. Estes pares comportam-se como
estruturas de Bose, onde qualquer numero deles podem ficar acu
mulado no nivel com energia mais baixa. Sendo despreziveis 0s
processos de espalhamento, os pares "condensam" no estado onde

cada um deles esteja em repouso? ?,

Com relagaoc a média sobre os guatro operadores de cam
po do termo de interacio, vamos considerar os produtos YV¥ e
¥ y*, Estes produtos correspondem a destruicdo e a criacado de
pares ligados, incluindo os pares situados no nivel com energia
mais baixa. Como h& muitos pares no nivel citado acima, podemos
considerar o produto de operadores Y¥ e ¥*'v* como nimeros, seme

lhante ao que se considera no caso de bdsons.

Ao procedermos & fatorizacdo sobre os quatro operado
res de campo do termo de interacdo das equagoes (3.8) a {3.11),
estaremos wusando uma aproximacdo de campo médio com o objetivo
de desacoplar o sistema de equag¢des. para as funcdes de Green. A
presenga da interagaoc e levada em conta até a fofmacéo dos pa
res ligados de Cooper. No estado supercondutor estes pares es

tao situados num nivel onde o momento total do par & nulo, re

presentando uma excitagdo de Bose com spin zero.

Feitas as observacgbes acima e apds efetuarmos as me

dias sobre os gquatro operadores de campo de cada uma das quatro

ultimas equagdes, obtemos



14

.9 * , i '
Ll—a—f - [;",1 (p} - )\n] G.l,.[(}.,xl) — lRG,IZ{X;X) Gz] (er ) +

+ AT, (%, x) F51(x,x‘) = §{(X - X'} 8(t — t') (3.12)
3 > r . 1
{1ﬁ - €,(p) - An:l- Gyq(x,x") - 1?\(321(:»(,}:) Gpqlx,x') +

+ 1MF, . (x,x) qu(x,x') = 0 (3.13)

]_El > + 1 : + 1
L}Bt + eT(p) + An F11(x,x ) o+ 1AF12(x,x) qu(x,x ) o+

+ 130Gy, (x,x) F51(x,x') =0 _ (3.14)

2L e B) ¢ an| FL(x,x') & iapt ) Gy (x,x")
Tt f2P) ow An) Fo dxxt) 4+ dAT,, 06,X) Gy (x,x") s

7 > + ' — [
+ 1AG12(x,k) F11(x,x ) =0 . (3.15)
onde n refere-se a densidade de particulas dada pela expressao

\ y+ '
n =/_-;<iao(x) Wao(x}:>. (3.16)

9
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Neste problema estamos considerando os dois vales equi
valentes com os minimos das bandas separados por uma barreira
muito alta. Estamos admitindo gque a energia de Fermi & muito me
nor do que a altura da barreira’®®'?", Os elétrons que formam os
pares sa0 aqueles proximos a superficie de Fermi com momentos p

-+ . 3
€ -p, respectivamente. Sob esta hipotese, podemos escrever

> > N 2 2
e(*)—(p_kl) B - N
P = 2 m* = Eai-Pl = 2

onde m* & a massa efetiva eletrdnica. Na sequéncia dos calculos

a energia sera escrita como & = £4 + An.

0 fato de estarmos considerando as duas bandas equiva
lentes, equidistantes da origem e com 51(5) = 82(—5), nos possi
bilitou encontrar as guatro fungoes de Green dadas pelas Eqg.
(3.12) a -{(3.13). Se tivdsscwos as energias de particula—funica em
cada banda com € % €4, teriamos que levar em conta as seguintes
fungées de Green: 622, G12, F;z e qu. Conseguentemente o proble

ma tornar-se-ia muito dificil de se resolver, dada a estrutura

analitica das oito funcdes de Green gque teriamos a calcular.

Voltando as funcgdes de Green dadas pelas Eq. (3.12) a
(3.15), passaremos ao estudo das propriedades citadas no inicio

deste capltulo.

Para determinar o espectro de excitacgoes, a densidade
de estados e a equacao do "gap" supercondutor, precisamos escre

ver as fung¢des de Green no cspag¢o dos momentos. Para este fim
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basta tomarmos a transformada de Fourier do sistema formado pe

las Eg. (3.12) a (3.15) eécrevendo—as gob a forma

¥ -+ >
' 3 > AP T=T') = iwlt-t'
Cop rx") = ; ‘g dw dp etP- {r—T') — lw({t-t") GQB@L§>
(2m)
e
~ > APAT-T') - dw{t=t') -
Y o(x,x') = 1 dw dp e Pt~ - - E;BWan
af 7 (2H)4

Deste modo, o sistema de equag¢des para as funcdes de

Green para a ser escrito como

(w-¢) G11(w,g) - i&d G21(w,5) - iAz F;1(w,§) = 1

(3.18)

I
o

> ., ¥ -+ . + >
(w-¢e) Goq (w,p) - ihy Gyq {w,p) + 1ib, Fuq(w,p)

(3.19)

* *
(w+e) F;1(w,§) - ih, G21(w,5) + by F£1(w,§} = 0

(3.20)

+

* -
(wie) Fo. (w,p) i, G11(w,§) + id4 F} w,p) = 0

(3.21)

onde
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>
|

AG,4 (0) ' (3.22)

o>
Hi

+
5 AF21(0). (3.23)

Por definicgao,

1

FL (0) = lim FE,I(X,J{') =
(2m)

r+r'
t'>t+0

> .+ +
i de dp F21(w,p).

- + + - .
As funngs de Green G11, G21, F11 e F21 sao obtidas,
resolvendo o sistema formado pelas Egq. (3.18}) a (3.21) e resul

tam em

Gyq (0, B) = [(WZ_gz) (Wee) + Ag (weg) - Ag(mg)] p~?

(3.24)
> 2 3 % 27 g
Gyq (w,B) = {Ad(w+€) + A2 4 b Az] D (3.25)
* p) =~A. [A AL p~! 26
FH(w,p) ==, [2(W+€) - z(w-e:)] (3.26)
] > * 72 2 2 2y -1
F3, (w,B) = - Ay (0 + €% 4 85 + 85) D (3.27)
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onde

D = (w2—52)2+2A§(w2+52) —ZAS(WZ-—EZ) + (A§+A§)2 .

(3.28)

Os polos das fungdes de Green fornecem o espectro de

quas€-particula, sendo dado por

___'_‘__-‘_'_" ",
w = i(/g;2+A2 iiAd) .

5 (3.29)
‘ O espectro de quase-particula w também & denominado
de energia de excitagdo do supercondutor. O “gap” 4, no espec

tro de energia refere-se ao zero absoluto. Na teoria BCS a fun-
¢ao "gap" nao depende do momento, sendo tratada como uma consg
tante para cada temperatura, conforme mostraremos em nossos cal
cules a temperaturas finitas na seg¢ao 3.2. Esta fungao depende
da temperatura e se anula na temperatura de transicac ao esta

do supercondutor. Para uma temperatura fixa, podemos tratar By

como uma consgtante.

Ja o parametro Ad conhecido como o "gap dielétrico”??,
e interpretado como o inverso do tempo de vida de quase-particu
la, produzido pela competigao entre a formacgao de um par ele
tron-elétron ou de um par elétron -buraco?f. Este parametro,
proporcional a func¢doc andmala G,, dado pela Eq. (3.22), sera es
tudado na seg¢ao 3.2. Porém podemos adiantar que o mesmo & cons
tante para cada temperatura®®, 0 resultado dado pela Eg. (3.29)

se reduz ao obtido por BARDEEN, COOPER e SCHRIEFFER?’ no limi
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te Ad+0. Entéo a energia de excitacao w dependera apenas de
£?>0 e a energia minima necessaria para criar uma nova excita
cao & A,. De acordo com a teoria BCS, as particulas est&o empa
relhadas, nao sendo possivel excitar apenas uma quase — particu-

la. Ao invés disso, precisamos quebrar um par de particulas e

excita-las par a banda de excitacdes.

Portanto, a energia minima para criar excitacoes do

estado fundamental &

W o= 2A2 . (3.30)

Assim o "gap” de energia do supercondutor & w = 2A2,
sendo observad© em experimentos de absorcidc a temperaturas bai
xas. A funcao de Green também & util na obtencaoc da densidade

de estados de particula Gnica para todos os momentos na vizi

nhanc¢a da energia de excitacgao w.

Da definig¢do da densidade de particulas®®, podemos es

crever
1 ap >
niw) = - — Im G,. (p,w + i8) , (3.31)
i 3 11
{2)
com &+0%,
As contribuigOes para a Eg. (3.31) vem de p > Pp e

P < pp. No entanto, com relagac a escala da densidade de esta

dos normais, os momentos estdo bem proximos do momenteo de Fer
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mi pp-
Efetuando a integracao da fungido de Green do elétron,
obtemos
n(w) = 2N(0) Re -——%%:::ﬁ;\\ : (3.32)
/W —AZ |
2 )
w=w+ 18
0 resultado obtido na Eq. (3.32) & idéntico aos ja
obtidos na literatura para os metais, a menos do fator 2, que
surge devido ao nosso modelo de duas bandas. Podemos observar
que a func¢ao / wl - A% tem uma ramificacio acima do eixo real e
(Im v w2 - A%)-é real e positivo para [w[ > &,, sendo um imagina

rio puro para |w[ < &2. Deste modo, podemos escrever

0 para 0<<w-<A2

W
2
Y w2 - Ag

Tnw) = 2N(0) ﬁ . (3.33)
' 1
i
|

A expressao da densidade de estados dada pela Eq.
{3.33) nao depende do parametro L4 A mesma esta associada com

L4
tunelamento ¢ o primeiro a testa-la experimentalmente foi GIAE

VER? ?,

0 "gap” A2 no espectro de energia pode serx determina

do, partindo da Eg. (3.23), cujo resultado é -
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1 = 2| 1n A— f (3.34)

onde a energia de corte Wy, aparece devido ac fato de os elétrons
que participam da interacac estarem numa camada de energia da or
dem de 2wy proximo a superficie de Fermi. A Eg. (3.34) fornece o
"gop" no espectro de energia no zero absoluto. O nosso resultado
e idéntico ao da Ref. 27, onde o fator (A p§/2ﬂ2|vF - A$n|) e da or
dem de N(0)A, uma vez gue a variacaoc da densidade de estados ¢

muito pequena. Podemos notar gue o resultado fornecido pela

Eg. (3.34) também ndo depende de Ay (explicagbes na secgdo 3.2).
3.2. A equacac do "gap" Aupehconduon a T = 0

Nesta secao temos por objetivo determinar a temperatu
ra de transigao supercondutora, a forma com que varia o "gap” su

percendutor com a temperatura e finalmente o parametro A conhe

d
cido como "gap dieletrico®??®,

Para determinar estas propriedades, passaremos as tem
peraturas finitas. Neste caso, ao determinarmos os parametros de
ordem Az(T) e Ad(T), podemos associar as integrais de contorno
com as somas sobre as frequencias de MATSUBARA®*?, As freqguéncias
w nas fung¢oes de Green s&o trocadas por iw e como as excita
¢oes do supercondutor sio férmions, wn = (2n + 1)7T. Podemos en

tao escrever

Qw ... + iT ..
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A fungao "gap"” (A;) na teoria BCS desempenha o pa
pel central no estudo das propriedades do estado supercondutor.
Para determinarmos o comportamento do “gap” (AE) com a tempera

tura, temcs gue usar a condigdo autoconsistente

D n + > _
x _ T4
Az - B/ e F2-| (errwn) r (3-3:))
o
n
onde R = 1/kBT e a convergéncia de F£1 para |n| grande nos per
mite colocar n = 0. Substituindo a funcdo andmala F;q(wn,ﬁ) na

Eg. (3.25) obtemos

(3.36)

A expressao acima fornece uma relacdo entre os parame
tros Az, Ad e T. Para encontrarmos a temperatura de transicao e
o comportamento do "gap” supercondutor com a temperatura, preci
samos determinar o parametro Ad. Os valores da energia de Debye
e da constante de interacao sac fornecidos por medidas de calor

18

especifico®rt®, enquanto que para o valor da densidade de esta



23

dos no nivel de Fermi usamos a sua relacio de proporcionalidade

com a ralz cubica da concentracio de portadores.

Passemos agora a determina¢ido do parametro Ad. Da Eq.

(3.22), podemos escrever
,,,,, - .
bg = - 7 > G p 3.37
a7 F leu L 21 (v /P) (3.37)
p

Podemos obs?rvar que este parametro é proporcicnal a
funcao que descreve o par elétron-buraco. A existéncia do emnpa
relhamento elétron-buraco sem levar em conta o emparelhamento
:elétron—elétron € determinado sob a hipdtese de que o "gap"” su
percondutor & muito menor do que o "gap dieletrico"”. Isto nos

leva a escrever

L U |
1 .
1 = — At L > . (3.35)
, L3 (dw - 5]2 - IA 2

Para resolvermos a Eg. (3.38), convertemos a soma S0
bre as frequéncias numa integral de contorno31, Para verificar
a possibilidade de uma fase excitdnica, tomamos Ad = 0 com o

objetivo de encontrar a temperatura de transicao (TD) para esta

fase.

. Nossos calculos levam ao resultado
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N(O)A = 1 = =N{(0)» 4 1_2 , (3.39)
\EF

onde e € a energia de Fermi..

Para que haja fase excitonica, N(0})) tem que ser mui
to maior do que um. Esta condigao nao ocorre no casce presente,
pois o0s materiais em estudo sao supercondutores com acoplamento
fraco, como revelam os resultados de medidas do calor especifi

co melar'®, as quais mostraram que N(0)|Al<1.

No caso de um gemicondutor dopado, ndo hd formacio do
"gap dieletrico" Ad no nivel de Fermi®?, o que vem a corroborar
¢ nao aparecimento deste parametro nas Bg. (3.32) e (3.34). Po
demos entao tomar 4, = 0 em nossos calculos, o gque faz com que

a Eg. (3.36) se reduza ao limite BCS?7,

Voltemos agora a Eg. (3.36). Esta expressdo nos da a
informacac de gue o parametro 4, depende fortemente da tempera
tura e se anula na temperatura de tran51gao ac estado supercon
dutor. A grandeza Az refere-se ao parametro de ordem, o qual
descreve a condensac¢do e também desempenha o papel de um "gap"
de energia diante das exitagdes de particula Gnica. Fisicamente
o parametro de ordem e o "gap" de energia sdo diferentes. Em si
tuacées mais complicadas a simples igualdade entre eles nao de
vem ser mais validas?®. No entanto, o "gap” de energia reflete

a natureza emparelhada do estado condensado.

Para encontrarmos o comportamento do "gap” supercondu
tor com a temperatura, resolvemos numericamente a Eq. (3.36).
Para isso, temos que colocd-la numa forma adimensional onde fi

Zemos X = E/th. As Fig. 3.2 e 3.3 mostram o comportamento do
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"gap" supercondutor A, em termos da temperatura para o PbTe:Tl

e para GeTe, respectivamente,

Os resultados das temperaturas de transicao T, e do

"gap" e T = 0 em funcao da concentracadac de portadores (p) para

estes materiais s3o mostrados nas tabelas 1 e 2.

240 i ] T T T T

160+

DaipeV)
I

;

80

I
0.4 0.8 1.2 1.6
T (K}

Figura 3.2 - Dependéncia do "gap” supercondutor (Az) com a tem

peratura (T} para o PbTe:Tl. As curvas 1, 2 e 3

19 3

referem-se a: 7.6x10

/cm”, 8.6x1019/cm3 e

9.6x1019/cm3, respectivamente.
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GeTe _

48
32
16
T (K)
‘Figura 3.3 - Dependéncia do "gap”'supercondutof (Az) com a te@

peratura (T) para GeTe. As curvas 1 e 2 referem -
se a: 1.45x1021/cm3 e_1.52x1021/cm3, respectiva

mente.



TABELA 1 - Resultados de T, (K) e 8,(0){u e V).
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3 Resultado Experimental Nossos Resultados
Material| p/cm o o
de TC (TK)* Tc( K) Az[O}(u e V)
7-6x1019 1.17 1.15 175
PbTe:T1 |3.6x10 ° 1.35 1.33 202
9.6x10"° 1.4 1.395 213

* Resultado de CHERNTK e LYROV®®.

TABELA 2 - Resultados de TC(K) e Az(ol(y e vV}

Resultado” Experimental

3 Nossos Resultados
Material| p/cm ° o
de TC (K} TC( K} AZ(O)(U e V)
21
1.45x10 0,29* ¢.33 51.6
GeTe
¥ 1.52x102" 0.345%% 0.442 67.2

* Resultado de HEIN et alb

** Resultado de SMITH e STILES®.
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3.3, Piscussac dos nesultados

Os resultados deste trabalho foram devidos em grande
parte aoc estimulo proporcionado pelas idéias de Cohen, que pre
viu gue semicondutores altamente dopados, poderiam tornar-se su
percondutores a temperaturas acessiveis pelo processo do resfria

mento magnético.,

Os trabalhos experimentais mais recentes de CHERNICK
e LYROV*®r1trl2/13% gobre a supercondutividade no PbTe:T1, nos
quais obtiveram tempcraturas de transicdo supercondutoras altas
para um semicondutor, nos deram maior motivacdc para estudar a

supercendutividade em semicondutores multi-vales,

Antes de discutirmos os nossos resultados mostrados
nas tabela 1 e 2, vamos voltar as principais éxpressées obtidas
neste capitulo. O problema tratado no modelo de duas bandas a
través do método das fungées de Green nos conduziu ao apareci
mento do parametro Ad’ referido como o "gap dieletrico” no con
juntoc das fungées de Green dadas pelas Eg. (3.18) a (3.21). Es
te mesmo paradmetro aparece no espectro de excitacdes (Eq. (3.29))
@ na equacgao do "gap” A, a temperaturas finitas (Eg. (3.36)),po
rém o mesmo néo aparece na equacéo do "gap” Ay, a T= 0 (Eq.
(3.34)) e nem na expressac da densidade de estados de particula

unica (Eq. (3.33)). Ora o aparecimento, ora © ndc aparecimento

deste fator nos preocupou por um tempo consideravel por encon

trarmos dificuldades em sua interpretagdo. Primeiranente, pude
mos verificar que esta quantidade era real, possibilitando in
terpreta-la como o inverso do tempo de vida da quase - particu-

la?’. Depois verificamos que nao ha possibilidade da existéncia

do emparelhamento elétron~-buraco, por estarmos trabalhando com
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materiais que sao supercondutores com acoplamento fraco.

Deste modo, os resultados fornecidos pelas Eq. (3.29})e
(3.36) se reduziram ao limite BCS?7. Podemos também observar
gue a forma usual da funcao de Green normal e recuperada, se 0O

"gap” de energia A2 for tomado igual a zero, ou seja:

. 1
(G‘I‘l(lwn'p) S Tw I F
I n
by =0 <
F
+ +
t F21(0) = F11{0) .
Observando-se as Tabelas 1 e 2, podemos notar que o
"gap"” de energia (A2(0)) e também a temperatura de transicio su

percondutora (TC) aumentam em funcao da concentracao de portado
res (p), pois ha um aumento na densidade de estados, j& previs

tos em experimentos.

Pelos dados da Tabela 1, podemos notar uma boa concor
dédncia de nossos resultados com o experimento. As propriedades
especiais do PbTe:Tl pode ser a causa principal da superconduti
vidade neste material, levando a crer que a natureza do mate
rial dopante exerca um papel essencial. A atribuicdo de que a
dopagem com impurezas tenha desempenhado este papel, vem da ten
tativa de observar a supercondutividade no PbTe:Na. Ao usar o Na co
mo elemento dopante, nao foi obtido sucesso em amostras conm densi
dades de portadores até 5x1020/cm3 mesmo a temperaturas infe

ricres a 0.0009 K 3,

Qual seria a razao da existéncia de um estado super
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conduter no PbTe:T1 em parametros criticos extremamente altos
para um nao metal e com valores extremamente baixos da concen
tracao p? Por gue nido ccorre supercondutividade no PbTe:Na nes
mo a concentragéo de portadores muitoc maiores e para temperatu

ras muito mais baixas do gque a do PbTe:T17?

Uma hipotese do ndo aparecimento de supercondutivida-
de no PbTe:Na, esta associada com o fato de gue o Na poderia
agir talvez parcialmente como uma impureza paramagnética, o que

favorece a destruigao do condensado supercondutor e reduz

T 11’3‘*'35

c . Os fundamentos desta hipotese est3o associados com

o tamanho do atomo de Na, gue & pequenc, podendo ocupar VArios
sitios da rede do PbTe, tanto substitucional como intersticiai
mente e dal mostrar diferentes atividades elétricas., Uma outra
hipotese a respeito da dopagem com o Na é que ele produziu mu
dancas desfavoraveis na estrutura de banda do PbTe (por exemplo
no espetro de fonon), sendc observadas através de um estudo das
densidades de estados na banda de valéncia do PbTe:T1 o do

PbTe:Na ém funcac da concentracdo de portadores’?.

Os diferentes efeitos produzidos pela dopagem com o

Na e o Tl na rede do PbTe nac sao tdo surpreendentes, se for
notado que ambas sdoc impurezas substitucionais. Por exemplo,
quando se troca o atomo de Pb pelo atomo de Na, devera produ

zir mudancas desfavoraveis na rede, enguanto que no caso do Tl
(elemento de peso atémico 204.4 e portanto vizinho do Pb (peso
atémico 207.4) na tabela periddica), pode-se supor que naoc have
ra uma perturbagdoc muito grande na rede ao efetuar a troca en-

tre esses elementos.

As medidas de calor especifico do PbTe:T1 revelaram

que naoc houve alteracac significativa no espectro de fonon do
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PhTe.

Com relagac aos resultados obtides, mostrados nas Ta

belas 1 e 2, observa-se que para o GeTe ha uma concordancia ra
zoavel com os experimentas, em face dos bons resultados obtidos
para o PbTe:T1l. O resultado de nossos calculos para o GeTe gue
mais se aproxima ao obtido experimentalmente, proporcionou um
valor de Tc de 0.33 K. Isto pode ser atribuido pelo fato das
amostras do trabalho de IHEIN et al® serem volumétricas, enguan

te que as amostiras do trabalho de SMITH e STILES? eram filmes

finos.

Comparando-se os dados na Tabelas 1 e 2, observa-se
gue a concentragéo de portadores e consequentemente a densidade
de estados sao maiores no GeTe do que no PbTe:Tl. No entanto, a
constante de interagéo do GeTe e menor do que'a do PhTe:T1, o}
que leva a obter temperaturas de transi¢3o mais altas para este
Oltimo. Nao podemos também deixar de levar em conta as proprie
dades especificas dos materiais bem como a natureza dos dopan

tes.
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CAPITULC TV
A CONDUTIVIDADE DINAMICA
4.1. A fungao nesposta Linearn

Uma das propriedades importantes da teoria microscopi
ca da supercondutividade & a resposta diamagnética perfeita a
um campo externo fraco. Objetivamente, faremos um estudo do com
portamento eletrodinamico de um supercondutor “"volumétrico", a
través da teoria geral da resposta linear. Neste capitulo calcu
laremos a condutividade din&mica e em particular precisamos de

terminar a corrente transversal, induzida por um campo magneti

co aplicado.

A agao de um campo magnético produz uma corrente no
supercondutor. A equag¢ao de Maxwell que relaciona a distribui

gao do campo no supercondutor com a densidade de corrente é

V2R(E,t) = - 47 T(,6) . (4.1)

Como se observa, a densidade de corrente é devida a
presenc¢a do campo, sendo proporcional ac potencial vetor ﬁ(?,t)
numa aproximagao gue & linear no campo. Em nossos calculos esco
lhemos o calibre de Londdn para o potencial vetor®®. Embora se
ja possivel manter a invarianga de calibre completa no decorrer

dos calculos®?+3%8+ 3%, %0 gependendo da escolha deste, os deta

lhes tornam-se bem complicados e tendem a ocultar resultados fi
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sicos simples. A escolha do calibre de London & tal que

.A(ﬁ,w)

*y

ﬁ.i(;,t) = 0 ou

I
o

(4.2)

Na presenca de um potencial vetor, o hamiltoniano to

é

tal Ht

juslt]
1l
)
+
jund]

A (4.3)

onde H & o hamiltoniano na auséncia do campo dado pela Eqg. (3.1)

e H, & a perturbacdo

- ’ I K
> e +,>r, > > > v
Hy = | dr opg 1 ¥2(D) qu(r) (V¥ (X)) ¥ (r) .A(x)
- . L i
+ e’ [ZE 12 v @) v (D) (4.4}
2m g o ) :
Para qualquer operador $(§,t), a resposta linear a

média estatistica <a(;,t)> A Da presenca de um potencial vetor

é dada por"!?

t
P _ P ; v H (e o 1 5
<cIJ(r,t)>A = <¢H(r,t)> - i ( dt <[@H{r,t),HA(t Y11= .

o=

(4.5)
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As médias estatisticas & direita da Eq. (4.5) sao efe
tuadas sobre o "ensemble” ﬁao perturbado, mas tém a presenca da
interacao. Como estamos tratando com ocperadores gue conservam
o numero de particulas, podemos escrever os operadores de Hei

senberg em termos do hamiltoniano gran-candnico®! K = H-uN, de

modo que

(T, t) = e Rt 3y 1Kt (4.6)

Passamos entao a determinacao da densidade de corren

te, onde podemos escrever a equacdao da continuidade

=¥
[N
Q2
ol

(4.7)

al—
@
+

Nesta expressdo o é o operador densidade de carga, es

crito na forma

- + > -

p = ¥, () Wafr] . (4.8)

A equacao de movimento para o operador densidade de
carga &

30 - oo

la—t' = [D,HA] . {(4.9)

Substituindo a Eq. (4.4) na Eq. {4.9) e usando as
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Eq. (4.7) e (4.8), obtemos:

4}
©

+
oo " (4.10)

0 segundo termo na Eg. (4.10) ¢é importante para ga
rantir a conservacao da corrente. Usando as Eg: (4.10) e (4.5),

podemos escrever para o operador densidade de corrente

- - rt -
GE D, = Fer,ed>-i \ at <[y (x,6) i, (£1) D>

3 (4.11)

-

. ~ . <+ -~ > - .

A variacao linear de <j>A em funcao de A ¢ co¢btida ex
pandindo até a primeira ordem no potencial vetor. Como o valor espe

rado do operador densidade de corrente se anula na auséncia do

campo, obtemos

e = <JE ),
- ezix.*t@* (T,t) ¥, (F,tD>
- - i"n_'_ (r ) KCI. rr Ku(r!
t ) .
£ i at ! g ar" <B"§(§,t),§§(Z'¢').£(§,tﬂ >,
—_0 J - -

(4.12)

onde
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";O -+ B e + > -> _
Ig(re®) = = o {“’m‘r't’ oy, (2 e)
> > 3
-+ >
- [V?’Ka(r,t):! ¥y, (F,E) 3 (4.13)
€& o operador densidade de corrente para A = 0. Para nossa con

veniéncia podemos reescrever a Eq. (4.12) na forma de uma rela

cao integral entre o potencial vetor e a superccorrente induzida

.

2

<+ > B E@ﬁ_+ -+ 17, ot R - .—rl . T,
jk(l,t] = - h %Jr,t)-r dr' dt Pkl(rt,r t )Alur,tL

(4.14)

onde introduzimos a fungao

R = = ., _ o > o >, ., e
Pl (r et e) = —1<[3Kk(r,t), Jrpfr’»t" ) > et -t').

{4.15)

A relacao entre a densidade de corrente e o campo tem

a forma geral

J(E,t) = - \olx - x') Ax") a'x (4.16)

ou em componentes de Fourier
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(.rw} = - Q(ﬁrw) ﬁ(kyrw) - (4.17}

As propriedades especificas do meio estdo contidas no
nacleo Q(ﬁ,w} da relagao integral (4.16). Com isso, podemos es

crever

2 _ Ne™ - PR B .
Qpq (Kow) = =6, Py (ko) (4.18)

A relacao entre o nucleo Q(K,w) e a condutividade o

sera mostrada neste capitulo apds obtermeos a expressio completa

de 0O(k,w).

Para obter a condutividade em funcao da temperatura,

introduzimos a técnica de temperaturas finitas. Para isso in

troduzimos a funcao

-

_<TT[§§k(;’T)’ ggl(;l;Tl)]>, (4.19]

it

- -—)-' '
Pkl(r,r,r ;T Y)

definida em termos da representacaoc de "Heisenberg"”

@K(r,T) = efT B(g) 7K (4.20)

Considerande formalmente o campo especificado pelo
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. + o>
potencial vetor K{?,T) e a densidade de corrente j(r,t) como
funcdes do parametro do "tempo” 1, dado por T = -if, teremos a

seguinte relacgdo

+ _ Ne2 A (% }
Jp (r,1) = - o A (et} o+
8
A 1 > LT ] -y T ]
+ dr art Pkl{r,l,r , T Al(r ,T ') , (4.21)
0

ac invés da Eq. (4.14).

Toemando a transformada de Fourier das quantidades de

pendentes da témperatura, obtemos

> >
Oy kW) = == 8y = Py w) (4.22)

Na Eq. (4.22) o nacleo Q(k,w ) representa a fungao
resposta linear; ou seja, a resposta da corrente elétrica a um
campo magnético variavel especificado pelo potencial vetor

>+
o - ikr - inT
Alr,t) = A(k,wo) e . onde wO percorre 0s valores dig

cretos wo = 2nnT.

A funcio P,y dada pela Eq. (4.19) pode ser reescrita
como um operador diferencial espacial sobre um produto de operé

dores de ordenacgao "temporal”
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(4.23)

! + ! + 1 \ 1 —?
x<w Ty (2) ¥ (1) ¥E.(20) Frp (1 )J.>}21=1'+

onde no lado direito da Eq. (4.23), 1 = (%1,11).

Embora a Eg. (4.23) seja a funcdo resposta linear e
xata, & necessario introduzir aproximacdes. De um modo analcgo
ao que foi feito nas Eg. (3.12) a (3.15), efetuaremos a fatori

zagao auto-consistente na média dos gquatro operaderes de campo

da Eq. (4.23).

Apos o procedimento da fatorizacao, podemos escrever

a Eq. (4.21) em componentes de Fourier da densidade de corrente

na forma
2 Lo
T 2 e . el IV 11
<J> = = 2 = p[p.A(k,w VG (p,) Goodp )+
(2ﬁ)3m2 Z__ y o', T11 4 11
w
It
2
+ + Ne o
+ Foalp,) F21(p_)} dp - — K(k,wo) ’ (4.24)
& %
onde p, = (Ei,wi) = (p ¢ %, Wt 59).
A Eg. (4.24) permite encontrar a funcéo resposta

Q(K,wo), a qual determina a relacao entre a densidade de corren

te e o campo eletromagnético variavel.
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A contribuicao principal para a integral na Eq. (4.24)

vem principalmente dos valores do momento proximos a superficie
- -+ . ' - .

de Fermi. A variavel p é expressa em coordenadas esfericas ten

do k como eixo polar. A média sobre os dngulos & tomada no pla

no azimutal. De modo gue a fungdao resposta sera

']'[ (&)
T
> 3T 3 [
Q(k’wo) = 1 4 7 J sen~ 6 dé6 dE:LGH(p__) G1.|(p+) +
— o Jy ®
"n
; +
£ F12(p+] F21(p_)J . (4.25)
Podemos observar que a integral na énergia e a soma
nas frequéncias da Eq. (4.25) divergem formalmente. 0. integran

) -2
do comporta como W para w_>>e e como e para e>>w , com w,
e ¢ grandes. Os calculos nesta expressdo tém que ser efetuados
com muita cautela até que a divergéncia seja removida. 0 resul

tado pode depender da ordem da integracao e da soma.

Para resoclver esta situacgao, vamos considerar as sin
gularidades da Eg. (4.25) para os materiais no estado normal,
onde AZ e Ad sao nulos. A funcao resposta Q & nula neste esta
do, uma vez que nac ha supercorrentes?. Portanto o resultado
nao € alterado se subtrairmos a Eg. (4.25) com a funcio respos

ta com AZ e Ad nulos, conforme sera mostrado no Apéndice mn.

- —~
Os valores relevantes de k sdo pequenos comparados ao
monmento de Fermi Pp isto &, k<<pF. Esta desigualdade expressa

que as distancias caracteristicas sobre as quais o campo e a
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corrente variam no supercondutor, sao grandes quando comparadas
com as distancias entre particulas, isto &, com aproximadamen

te 1/pF.

~ -+ >
Entao para k pequeno, ¢, = e(p) + 5 .

+

Feitas as observacdes acima e substituindo as funcdes

de Green encontradas no capitulo III, obtemos

- 2, .+ - + -
2 AS(BY + By + ¥7)
olk,w ) = _éﬂ_g_ ,f1 + %”ré — _

Y
W Ad W+ Ad w+ - Ad W+ Ad
- | — + . ) ( - + " Yo,
Y Y B 33 i
(4.26}
onde
Bi=v/(w+iﬂd]2+A§
(4.27)
Yi=r/(w__iﬁd)2+ﬁg :
A soma nas frequéncias w, na Egq. (4.26) percorre 0s
valores w, o= (2n + 1)17T., A funcao resposta Q(ﬁ,wo) pode ser ex

pressa na forma de uma integral de contorno“?
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! f_\.g(8+ +BTY YT 4y
dw' {1l + — ' -
4 B¥ B— y* vy~

onde o contorno C consiste de duas partes C+ e C_, mostrados na

Fig. B.1 do Apcndice B. O integrando da Eg. (4.28) apresenta in

1
finitos polos no eixo real fornecidos pela funcgao tg % Temos

- s = ~ = +
tambem  que levar em conta as ramificacdes das funcoes R~ e vy

-

A sequéncia dos calculos da fungdo resposta & nos

trada no Apéndice B, cujo resultado &

w'+:'|.Ad N w'+w+ iAd\

L\.Z-}W
w'ew- by ] _ w'uigh
- tgh | ———— + dw' f,l (w'w) tgh| ———l+

2T /

w'+ i&d\

]
+ f; (w',w) tgh <‘--2-T |

(4.29)

4
P

/]
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Como o parametro Ay € nulo em nosso problema, teremos

f; = f; e f; = f;* © que faz com que a fungao resposta se redu
za ao resultado
(*32+W ,
w'w' — w) + A
Q(E:WO) = ——EE:*' \ dw’ 2 N
1 1
4VFIkI //w'-Az //Az—v(w'-wlz
J ' 2 2
B
[ o >
w' \ . w'w' + w) + A . W'
xtgh-—ﬁ;+1 dw . j(tghz—,l,-—
/4ﬂ2—A2/4w’+m2—A2
2 2
82
w' oW
- tgh 3T /| (4.34)

Uma vez obtida a expressao analitica da funcao respos

ta, podemos determinar a condutividade para o sistema em estudo.

A densidade de corrente para frequéncias suficientemente

pequenas e na presenca de um campo elétrico homogéneo é dada

por

{4.35)

Como o campo elétrico em termos do potencial vetor &
+
expresso por E

»aifat, podemos escrever
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= 1wohA . (4.306)

Comparando as equagoes (4.17) e (4.36), obtemos

. b=

o = iRk,wW) (4.37)
W

Para T < TC e no limite de w - 0, a condutividade G

vai ao infinito.

Para o PbTe:Tl a condutividade nao & descrita apenas
pela BEqg. (4.37). Para este material a presenca da impureza do
Tl desempenha um papel muito impoftante na supercondutivida
del®,1i,12,13

e devemos levar em conta as suas contribuicoes no

calculo da condutividade.
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4.2. As connecces da condutividade devido a presenca de Ampure

Zas

Conforme as discussoOes apresentadas na secdo 3.3, o
PbTe gue tem transic¢do supercondutcra é aquele dopado com T1.
Nao podemos descartar a possibilidade de gque sistema de elé

trons esteja desordenado. Levando-se em conta esta possibilida-

de, estudaremos ¢ efeito de impurezas desordenadas em semicondu

tores multivales.

Para um sistema "Ilimpo" o efeito de cada vale é multi
licativoe®., No caso presente tornaremeos a investigar um sistema
P P g
de dolis vales equivalentes e pressupor que © efeito dos demais

é multiplicar pelo nimero de pares menos um.

Nesta sec¢do consideraremnos o efeito das impurezas no
calculo da condutividade para o PbTe:Tl e faremos uma analise

dos diagramas.

O hamiltoniano de interac¢do que inclui a contribuicao

dos processos de espalhamento intra e intervale & EXpresso por

Na Eq. (4.38) 1 e 2 referem-se aos indices dos vales,
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- . - . - -+ -+ -
C'e C sdo operadores de criacido e destruicio, u{g) e v(qg) sao
05 potenciais de espalhamento intra e intervale, respectivamen

te.

Devido a grande separacdo dos deois vales no espacgo

dos momentos'* suporemos que a média scbre as impurezas é

-+ + _ -1 . o
< u(g) ul(g') > = [27 N{0) To] 6q+q. , (4.39)
> -+ -]
! = 2 ! (S% > . . 0
< wvigq) vig') > 27 N(O} '] qeg! (4.40)
< ufg) vigy > =0, (4.41)

onde N(0) é .a densidade de estados per vale, T, © T' sa0 os tem
pos de vida devido ao espalhamento elastico intra e intervales,

respectivamente.

Neste trabalho nao pretendemos entrar nos detalhes
dos calculos dos tempos de vida média. As contribuigdes para as

fungbes de Green estdo mostradas na Fig. 4.1.

Em nossos calculos suguiremos o tratamento de ABRIKOQ
SOV-GORKOV e DZYALOSHINSKI'®. Os diagramas referentes a conduti
vidade mais as corregoes por impurezas estdo mostrados na Fig.

4. 2.



49

//--\ /-—-.\
e N Fd ~
/ \ / \
- S >k
au a uaq a v b v a
(a) (b)

Figura 4.1 - Contribuicdes para as funcdes de Green devido ao
espalhamento por impurezas intravale (a) e inter

vale (b).

Figura 4.2 - Correcgdes da condutividade.

O primeiro tipo de diagrama & conhecido como diagra
ma escada ou difuzor. Sua Gnica contribuicio é na corregao da
energia de gquase-particula com o aparecimento do tempo de vida.

O segqundo tipo de diagrama & desprezivel®®. O terceire & conhe
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cido como diagrama tipo leque e da lugar a correcdes quanticas
na condutividade"®. Este @ltimo tipo de diagrama sera levado

em conta nos nossos calculos.

Dentro desta aproximacao a condutividade pode ser ex

pressa diagramaticamente (Fig. 4.3) por*8r47r48

"Figura 4.3 -~ Os diagramas do tipo difusor sdo levados em conta
com a inclusao do tempo de vida média na funcio de

Green.

A contribuicdo do primeiro diagrama para a Vcondutivi
dade foi calculada na secio 4.1.. No segundo diagrama o retangu
lo hachurado representa o vertex I'(g} que e devido ao espalha

mento intra e intervale e pode ter diferentes casos:

N\

N\
NN
DN

oY
(=]
O
°
oy
o
oV

Figura 4.4 - Possiveis vertex devido ao espalhamento por impurezas.

oV
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O segundo e o guarto diagrama ndo contribuem no nosso

caso pols no vértice eletromagnético a particula nio pode ter

transicao intervale.

Ndo entraremos nos detalhes dos calculos do vartox

l'{g) ja conhecidos na literatura®®r*7/%8,4%3% oo

’ procuraremcs

explicita-los em forma de diagramas. Usando o procedimento de
LANGER e NEAL'® pode~se observar que os diagramas tipo leque ou
maximamente cruzados particula-buraco sdao equivalentes aos dia

gramas tipo escada particula-particula mostrados na Fig. 4.5.

(a)

A | / = T T - l

A, Lo

- N/ = | ]

Mq) = M = l

28 L |

5/ AN | o 1 |
(b)

Figura 4.5 - Diagramas representando: (a) condutividade e {b}

o vertex T {g) ou cooperon.

No caso em questao devemos considerar dois tipos de

processos: intra e intervale. No processo intravale a correcaoc

da condutividade sera dada pelo diagrama mostrado na Fig. 4.6,
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Figura 4.6

Nesta figura i corresponde a particulas do mesmo va

le, A funcao de CGreen neste diagrama é proporcional a u2 e o
- - . + ] . ~

verter sera dominado por Fo(q], Pele qualguer processo interme

s . ~ 2 - . = :
diario proporcional a v® terd g # 0. Nesta situacio o vertex se

r&d muito menor que Fo(q), pois o mesmo & inversamente proporcio

nal ao quadrado. do momento®*®s%%,50,51

Para o processo intervale a correcio da condutividade

& dada pelo diagrama mostrado na Fig. 4.7.

Figura 4.7

O vertex do processo intervale serada denotado por Pﬁjji

B

€ sua representag¢ao diagramatica é dada na Fig. 4.8.
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ijji—

N\

Figura 4.8

Para esclarecer os processos mencionados acima vamos

considerar um sistema de quatro vales equivalentes mostrados na

Fig. 4.9.

©
@ -4
®

Figura 4.9 - Representacgao dos quatro vales equivalentes

Vamos considerar para os vales da Fig. 4.9 a 'transi

¢do entre os vales 1 e 3, representadas pelos diagramas da

Fig. 4.10.
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o
- N
-1

ot

DA
=
AN

Figura 4.10

Podemos notar pelos diagramas da figura acima que, pa
. ra resolver as equactes de forma consistente, aparecem dois ti

pos de diagramas: um para a funcao normal G e outro

—
.

para a fﬁngéo andmala F, mostradas na Fig. 4.1

Y.

DI

(a) | ‘ (b)

Figura 4.11 - Diagramas representando: (a) funcio G e

(b} funcaoc andmala F.
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Devido a simetria do problema

DN

para i # j e neste caso (i,k) e (j,1} formam pares de vales com

momentos opostos.

Os diagramas da Fig. 4.10 correspondem a eQuagéo para

a fungdo andmala F gue, na forma analitica, & expressa por

F=n, vo + (n~ 2) YF + XF + YG , (4.42)

onde ng e a média da densidade de impurezas, n & o namero de va
les e X e Y sao definidos usando. as funcoes de Green avancada e

retardada‘®, G

Cr e GA:

— _ |

2 0~ : > > >

X w0 G, (k+ag,e.) G,(k,e ) (4.43a)
S , R F' VA F

1l
=
o

-

_ 2 | > > > -
Y = n;, v g Gg [k-eq,eF) GA(k,aF)- | (4.43b)

Os diagramas da equagdo para a funcdo G sio
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representados pela Fig. 4.12.

b — ¢ —— ]
NIA > > Ar

-+

T

) d T

A

III*II'I

=5 3 Ar

+

M/

A\

PRV
= >
AT

-+

_

e e 3 e ]
= =
h ™

Figura 4.12

~

iy

orma- anal

£
A

gque na

itica saoc exXpressos por
(n - 1) YF + XG.

(4.44)

+

Por outro lado, os diagramas para X e Y sio
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0 veriex total que contribul para a condutividade e

- , - -
F'(g) 2 ¥ F. . +n Po(q), peis as fungoes de Green G(p,w) e
i, o
F(E,w) nao dependem do vale em questdo. Os diagramas correspon
dentes as corregdes da condutividade estdo répresentados na
Fig. 4.13.

= G » > G .F .

K

“““< E%% >J3~-+ Vﬁ,< [222 Ptmfa-
G G G Ft

riq} Maq)
> F G = > F +
k -
+W@>J\, LY
- FT G Fr F
Ma) ™(q)
Figura 4.13 - Diagramas correspondentes &s correcdes na conduti
vidade.
O vertez T(q,K) tem um mAximo em k = 0"4r48,45,50,51,52

A correcao da condutividade correspondente & Fig. 4.13 é expres

sa por
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m {2TT)

2 z ( 24
> 25T d g dp
o'{g,w_ )= == F(q) pP. P. x
"o 2§ Z 717
o
J

W -
n

x|

+ > -+ > >
LG'H (Wn'p) G‘H {wn—wo,p) G‘l‘l {wn,q—p) GH (wn—WO’ ap) +
+ ZG11 (wn,_ﬁ) Gy, (wn—wo,gl F12(wn,a—-5) F;1 (wn—wO,Ei—El +

2(W rp) F 1(wn W ;P} r 2(wn;q P) F21 (W W q—p)jjl R (4.45)

onde z ¢ a dimensionalidade do sistema.

" As corregoes da condutividade o' & determinada nas

L] » > - = . »
proximidades de q e Wo 7 0. Para calcula-la integramos primeiro

em f;, onde escrevemos dzp = dQE n{e) de. Na variavel da ener

gia, a integral é efetuada por residuos. De modo que

2
o' (W) _efr 1 Fp MO E 1 d’q ')
© m2 8112 Yo (2w -w ) (27r)2 (3.%]
w n o
n

{ (w JW ,vq)[(w + /w +L\.2)(w ~-W + /w +A

> / 2, ,2
X 92(w My ,v q] J+g3(wn,wo,v.q) [(wn+/(wn—wob +A2 )x

(w ~W +/(w —w, ) +Ag )g4(w LA q}} é} . (4.46)



59

s TR e, 2
9, W, W, v.q} = {/‘;n + A, (vog + 21 /wn + 1_\.2 ) X

2 2 > 2 2n\1271 -1 (4.47)
x[(wn_wo) +A2+ (\T?.q+’/zdn+£\2):}} ;
T 4
g, (wn,wo,?z.a) = [v.g + :L(wn + '/wrz1 + A%)_lx

—
x Vg + ifw —w_+ fwl e a2 o2 (4.48)
n 0 n 2/ 2
I T ;
g3(wn,wo,3.§) = {/(wn—wo) +£\§ \$.q+ 2i '/(wn—wo)2+A§ \x

- -1
2 2 > 2 2 e
-x wn+A2+ (_\;.q+ i /(WH_WO) +A2,) (4.49)

H
s
o
+
'—I
o
Z
+
N
o
[ ]
+
>
SIS
~_
—
»

&+ >

gy W W ,v.q)
l—)- -+ . T 72 . .2I 2

X {v.q+ 1wn—wo+'/(wn—wo} +A2}h’ +2A2. {(4.50}

Na Eq. (4.46} efetuamos e integracioc angular e obte

mos
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' 2
o' {g,w.) = 1 szN(O) § _i““‘i x
© 4m2 wW_ Vv (2w - w_ )

—=
: 2 2 /2 2 2.2
[(wn+/wn + Az )(wn--wo VAN A2 ) — Az]

X

L il
_ [(wn+ /(wn-wolz»fﬂ:z)‘ )(wnnwo-r //(w—n—wo}z—ag ) —Ag]2

X
2 2
(Wn - WD) + A2

L\ Ta) (4.51)

A condutividade total para o PbTe:T1 seri

— a e ’
O, = o(k,wo] + 0 (q,wO], (4.52)

onde © (—}Z,WO] € dado pela Eg. (4.37). Para o', tomamos o limite
de g, T 0. Verificamos gue o sistema em estudo, ndo apresenta

correcgdes significativas, inclusive em duas dimensdes.
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4.3, Ddscusrao dos nesultados

Neste capitulo, onde determinamos a condutividade di
namica para o GeTe e para o PbTc:T1l, podemos destacar: 19} para

0 primeiro material, a Eqg. (4.37) & suficiente para determinar

a condutividade, onde podemcs verificar gque o vai ao infinito
guando w + 0 noc intervalo T < TC; 29) para o PbTe:T1l alem da
BEg. (4.37), precisamos levar em conta as corregdes da condutivi

dade devido ao efeito de impurczas.

Na segao 4.1, usamos a teoria geral da resposta 1i
near com o objetivo de encontrar a condutividade. Embora nio ha
ja resultados experimentais na literatura para podermos compa
rar com os nosscs calculos, pudemos observar que a eXPressaoc

analitica da fun¢do resposta Q(ﬁ,wo) dada pela Eg. (4.28) reduz

a resultados ceonhecidos??, ja que Aq & nulo em nosso problema.

Na segao 4.2, encontramos a expressao das correcdes da
condutividade o' (Eq. 4.51), onde o efeito das impurezas e dos
vales esltao contidos nas Eqg. (4.42) a (4.44) e no vertexr total
I'(q). No calculo da condutividade o', procuramo§ observar qual
seria o efeito das impurezas do Tl para a condutividade total
do PbTe:T1 nas proximidades de Tc' Pudemos observar que para es

te material as correc¢ces ndo sao significativas.



62

CAPTTULO V
CONCLUSAQ

Neste trabalho foram estudadas as propriedades super
condutoras nos calcogenetos GeTe e PbTe:T1. Para estes materi
ais o problema foi tratado utilizando-se um modelo de duas ban

das.

No capitulo III, obtivemos através do método das fun
coes de Green: o espectro de quase-particula, a densidade de es
tados de particula unica e a equagao do "gap" supercondutor.Com
relagéo a estas trés propriedades, podemos notar pelas Eq.
(3.29), (3.33) e (3.36}) gue suas estruturas se reduzem a resul
tados conhecidos®’, uma vez que o parametro A; se anula em nos

sos calculos mostrado na secao 3.2.

A equacéo do "gap” (Eg. 3.36) foi resolvida numerica
mente para obtermos o compertamento deste em termos da
temperatura (T), mostrados nas fig, 3.2 e 3.3. As temperaturas
de transicéo foram obtidas, fazendo A2 = 0, cujoé resultados es
tac mostrados nas Tabelas 1 e 2. Observando-se os resultados ob
tidos nestas tabelas, nota-se uma boakconcordéncia de nossos
resultados com aqueles obtidos experimentalmente. Os melhores
resultados em comparacao com os experimentos foram para o}
PbTe:Tl. Para este material encontramos temperaturas de transi
cao (TC) maiores do que a do GeTe. Embora este Gltimo tenha con
centracaoc de portadores maiores, a constante de interacgao do

PbTe:T] e maior.

Com relacao aos bons resultados obtidos para o Phle:T1

r

levamos também a crer que a dopagem com as impurezas do T1 tem
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10,11,13

um papel muito importante para obter temperaturas de

transicdo altas comparadas com a maioria dos semicondutores.

No capitulo IV obtivemos a condutividade dinamica,
usando a teoria da resposta linear. Para o GeTe a Eq. (4.37) for
nece a expressao completa da condutividade. Para o PbTe:Tl alénm
desta equacao, levamos em conta as corregoes da condutividade

{Egq. 4.47) devido ao efeito das impurezas.

Embora ndo encontramos resultados experimentais para
a condutividade dinamica, o resultado obtido para a funcao res
posta (Eg. 4.48) reduz a resultados tedricos conhecidos??. As

correcoes da condutividade para o PbTe:T1 nido sio significati

vas,
Finalmente, podemos afirmar que o nosso modelo propi
ciou bons resultados para as propriedades supercondutoras que
propusemo-nos a estudar. Nao poderiamos deixar de apontar que
as idéias de COHEN?s1"/15,26,:17 4 yogneito do mecanismo da  su

percondutividade, deu um ponto de partida muito importante na
realizacao deste trabalho. A aprpximagéo do po¢o quadrado utili
zada em seus trabalhos®’'*’!®* embora sujeita a uma certa esti
mativa de erro, mostrou que apenas 0s processos intervales e
que contribuem para a supercondutividade e principalmente quan

do se trata em compostos com baixa concentracdo de portadores.

Neste sentido procuramos efetuar um estudo completo
das propriedades supercondutoras mostradas neste trabalho e a
partir de agora estamos estudandc o efeito de localizacgao devi

do a presenca de impurezas desordenadas.
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APENDICE A

A obtengao da equacao do "gap” de energia A

Usandoc a Eq.

2

(3.35), podemos escrever

'f"
A
)\T \\ ."\ - + -r
AZ = ““‘—'_"3‘/ dP F21 (Wan) ' (A-1)
{2n) - — i
onde
2 2 2 2
_— +) -—&ZQNH + £° 4 Ad + Az)
21 WnP (wz w2 N (w2 _ w2 N !
: n 0/ \'n no/
com
] _ 2
2 ( 2 2 J
w = £ + A -_— iA
n1 1Y 2 d
e
2
2 2 .
wn2 = m[;e + A2 + lAd_] .
. . + >
Substituindo F21(wn,p) na Eg. (A.1), podemos escrever

¢ integrando na forma de fracdes

parciais e usando a relacio®’




A2

Obtemos a Eqg. {3.36):

“RPS‘ de I’_ }//52 + AL+ iAd\
1 = _:“-—1 !tgh ;o
(ZW)ZIVF—}\'\?H: 82 + A2 | T /
2 L
0
e 4 A% - iAd\\—! (A.2)
+ tgh ) .
2T J
Fazendo T = 0-, obtemos a Eq. (3.34):
~Apa 2w,
1 = 5 ~ 1n = " (A.3)
2" VF—)\Vn 2

Uma outra forma de obter a Eq. {A.3) & partir da Eq.

+

(3.23) e usar a funcao F,y @a T = 0. A integracao é efetuada nos

seguintes intervalos: -» < w: «, usando-se o método dos resi

duocs  —W.. S £ £ wW..
r €& ~Wh D
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APENDICE B

A funcao resposta Q(ﬁ,wo} obtida na Eg. (4.25) &

i [5e)
> aT 3 F
Q(k,w0)=‘1+7T/ sen” 8 de de 1G11(p_) G11(p+) +
FAR
W ~, 0 - 00
n
F ¥ |

Vamos considerar as singularidades desta expressac pa
. ¥a o caso em que A, e Ad sdao nulos. © seqgundo termo do lado di

reito da Eq. (B.1) neste caso &

oo )

3 1
(iw+——£+)(iw_-c_)

. (B.2)

Nesta expressdc € muito importante a ordem da soma SO
bre as frequéncias e a integracao sobre a energia. Se efetuar
mos primeiro a integracao em €, os polos do integrando estario no
mesmo semiplanc para gqualquer sinal de W, e com isso o resulta
do final & nulo. Por outro lado, se primeiro somarmos sobre as

frequéncias W, o= (2n + 1)7T, teremos



B.2

m re
Voo £ €
E/ sens as\ (= ot N, (B.3)
4 v.k \WW + ¢ W'+ e
A - - + +
] 0 —c
n
onde v.k & a largura da regiao proxima & superficie de Fermi.
Nesta regidoc a integral com respeito i energia converge rapida
mente,
A0 somarmos a série, obtemos
'ﬁ [+4]
3 sen3 5 dg LY tgh E: - tgh E;) = = (B.4)
8 o> 27 2T )
v.k
0 —00
De modo que a funcgao resposta da fase normal é nula.
A diferenca entre a Eq. (B.1) e a funcao resposta da
fase normal fornece a funcdo resposta para a supercondutivida

de. Primeiro integramos em €, onde os polos sao

<4
gt
+
-+

I+

com g% e Y~ dados pela Eqg. (4.27).

(B.5)

(B.6)



O caminho de integra¢ao encerrara os polos contidos
no semiplanc superior. Em seguida integramos em 8, onde fazemos

- -
B = cos 6, porém temos que levar em conta o tamanho de v k[.No

pl

- > A .
nosso caso, vF|k|>>TC e VF|kl>>wO, de modo que a maior contri
buicao para a fungidc resposta vem dos intervalos B~ TC/VFIKI e

B ~ wn/vFlﬁl, fazendo com que possamos desprezar 82 comparado a

unidade,

-
k]-rw,

Efetuando-se a integracao e tomando o limite VF

obtemos a Eq. (4.26), que na forma de uma integral de contorno &

dada pela Eq. (4.28}:

onde o contorno C consiste de duas partes C+ e C como mostra a

Fig. B.1.
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Figura B.1 - Contorno de integracgdo da Eq. B.7.

B.4
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Na Fig. B.1 as linhas pontilhadas representam os po

L]
los da funcao tg%T e 03 segmentos de retas paralelos ao eixa

T, v' e vy~ dadas pela

» 1 - . fod ~ +
ilmaglnario sao os ramos das fungoes B, B
Eg. (4.27). Levando-se em conta os poles e as ramificacdes do

integrando da Egq. (B.7), transformames a integral ao longo dos

contornos C+ e C_ numa integral ao longc de olto contornos
2 3 4 2 .
Cf1’ =8 g Ci1' ’3'4}mostrados na Fig. RB.2.
{4)
cy c@ cty c
—AgtIA, Agtids, wo-Byt+it, wWotdg+id,
L L] ® . . L] . ° ) ) e ©
R T Bg-if, wo—Ag-iby wetdg-id,
dn ) i3 ol

Figura B.2
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A integragdo ao longo dos oito contornos da Fig. B.2

sera efetuada na direcao do eixo imaginario. Faremos as seguin

1y (2)

tes mudancas de variaveis: em C

; W - Ad'* iy, em C+ w' =
AL+ i enm C(3) w' = w_ - A, + 1v e em C(4) w' = w_ o+ A i
ad Y + o d Y + B a‘*t ¥

o
onde a wvariavel y esta contida no intervalo b, =y s ». Para os

demais contorno usamos © mesmo procedimento  porém o intervalo da  va
(1,2,3,4)

riavel y & simétrico aos dos contornos c/ , O que faz
com gue as integrais ao longo dos contornos Cl1) @ C£4) sejam
iguais e analogamente para sz) e C{3), Cf3) & C(2), C(4) e
- - +
et
Urna vez feiltas estas observagdes o novo caminho de

integracac passa a incluir apenas os contornos Cf1), Ciz), C(1)

: , ‘
e Cf ), conforme mostra a Fig. B.3, onde escrevemos W, = iw.

1} i+ 12} i+
C+ v C+

=) +)

. [ {52 (=34}
—AgFIL
g 2 A _ k A _
Gz 4 in, Bg+i{by—w)

"'Ad“iaz Ad-—iAZ
—A\ =i FNRETIN
(-fﬁd A+ B4 HFAVEYRY!

+) [

ct! ¢
4 = ) )=}

.Figura B.3

Integrando segundo o contorno da Fig. B.3, obtemos

"Eqg. (4.29).

a



