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Resumo

No trabalho faz-se um estudo do comportamento de jun¢ées Josephson
sob acao de fontes de corrente externas. Este estudo é feito tendo em vista
a possibilidade de comportamento caético da jungao, quando as fontes de
corrente simulam pulsos de rapida duracao. O tratamento, quantico e sem
aproximagoes semiclassicas, incorpora elementos da Teoria de Informacao
e 0 uso de um algoritmo para tratar problemas envolvendo férmions, que
se baseia no fechamento de uma &algebra de operadores sob a operagao
comuta¢ao com o hamiltoniano. A evolugdo temporal dos observiveis de
interesse do problema (fase de Josephson ¢ e sua derivada #, corrente de Jo-
sephson / e sua derivada I ) parece nao apresentar comportamento caético,
na forma como este se mostra classicamente para o sistema juncao Joseph-
S01.
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Capitulo 1

Caos quantico?

A existéncia de sistemas cldssicos cadticos, fartamente documentada,
induz naturalmente a procura de sistemas quinticos cadticos'. Mais do
que uma atitude induzida pela histéria ou pela suposta estrutura da teoria
quéintica, a procura por caos em sistemas quanticos tem seu interesse asse-
gurado, por estar relacionada aos seguintes aspectos da mecénica quantica.

¢ Fundamentacdo. A existéncia de caos cldssico, os métodos usados
para caracterizéd-lo e a procura de caos quintico, onde os métodos
para tratar os problemas sdo outros, tocam diretamente a questio do
principio de correspondéncia e sua realizagao prética.

s Generalidade da questdo. A existéncia de sistemas hamiltonianos re-
gulares (ditos integrdveis no vocabuldrio da mecanica classica) é antes
excecao do que regra. Realislicamente os silemas :rregulares, de com-
portamento complexo, sao suficientemente freqlientes para merecerem
atengao.

s Aplicagdes. O entendimento do comportamento de sistemas cadticos
encontra um sem nimero de aplicagoes, dentre as quais pode-se citar:
descricio de estados excitados de dtomos e moléculas poliatomicas
em campos externos, sobretudo do 4tomo de hidrogénio em campos

10 usc do adjetivo cadtico para sistemas quinticos serd algo livre, por enquanto. Mais
adiante serio feitas observagdes e restrigbes a esse respeito.



com fregiiéncia de radio, elétrons sobre a superficie de um metal num
campo magnélico, momento magnético num campo magnético osci-
lante, etc..

Antes de abordarmos a questao de sisternas quanticos cadticos, vejamos
rapidamente como o problema é tratado na mecénica cldssica. Passaremos,
entdo, aos sistemas quinticos de posse de alguns resultados e indicadores
para futuras comparagoes.

1.1 Caos em sistemas classicos

Sistemas cldssicos dividem-se, a grosso modo, em dois grandes blocos:
sisternas hamiltonianos e sistemas dissipativos. Essa divisao, que se esien-
deu ao tratamento de sistemas cadticos e também 2 literatura que os aborda,
deve-se aos conceitos e instrumental matematico utilizados, proprios de
cada bloco.

1.1.1 Sistemas hamiltonianos

Os sistemas hamiltonianos|l] podem ser descritos pelas equagdes de
movimento, de Hamilton:

oH . oH

o7 = 1<i<N), 1.1
o o G=a (si<N) (1.1

pi =
onde H(q,p) é 2 hamiltoniana do sistema e N, seu ntimero de graus de li-
berdade. Para um dado sistema, a quantidade F(q, p), fun¢io das varidveis
dinamicas, ¢ dita constante de movimento (4 = 0), se {F, H} = 0, onde {, }
540 parénteses de Poisson. Se o sistema possui NV constantes de movimento
independentes F; tais que {F;, F;} = 0 para quaisquer ¢,j € {1,2,...,N},
entio o sistema é dito integrdvel. Neste caso a hamiltoniana do sistema
pode ser escrita como fungido das varidveis conjugadas agao-angulo (1:,6:),
na forma:

H(q,p) = H(D, I, .., In}), (1.2)



onde w; = %‘ = %—E sao as freqiéncias caracteristicas do movimento quasi-
periédico? executado pelo sistema. O que determina a diferenga entre movi-
mento regular e irregular {cadtico) é o nimero de constantes de movimento
além da energia E: movimento completamente regular (quasiperiédico e
estdvel) é préprio de sistemas integriveis. Em geral, os sistemnas sao nao-
integraveis e podem executar movimento regular (quasiperiédico) em de-
terminadas regides do espago de fase, e cadtico em outras regioes. Uma
maneira de se distinguir o movimento caético do regular baseia-se no fato
de que aquele é extremamente sensivel as condi¢oes inicials; trajetorias ini-

cialmente préximas, X; e X3, divergem exponencialmenie no tempo:
Aft) =| x1(t) — x2(t) i = eMA{t =0), (1.3)

independentemente de quao pequeno seja At == (). O expoente de Lya-
punov A, marca desse lipo de instabilidade, torna-se assim um indicador:
sistemas cadticos satisfazem a relagdo A > 0 nas regioes onde se observa
caos.

De forma geral, os sistemas hamiltonianos conservativos nao-integraveis
tém apenas a energia E como constante de movimento. Assim, as tra-
jetérias no espago de Tase estao restritas a superficie H{q,p) = E de di-
mensao 2N — 1. Como sao possiveis regides de movimento regular e regioes
de movimento cadtico, pode ser interessante caracterizar o sistema segundo
a fragao u(FE) da superficie H(q,p) = E que é ocupada por movimento
cadtico. Se u{E) = 1, o sistema ¢ dito ergédico e uma trajetdria tipica
preenche densamente a superficie de energia £.

1.1.2 Sistemas dissipativos

Ao contrario dos sistemas conservativos, os sistemas dissipativos|2] nao
tém a energia como constante de movimento. Além disso, as equagoes
diferenciais que os descrevem nao tém, em geral, a forma das equagoes de
Hamilton.

Uma das caracteristicas dos sistemas dissipativos é que, de uma forma
genérica, eles ndo sao descritos por hamiltonianas independentes do tempo;

ZPara uma defini¢do simples de fungio quasiperiddica, ver, por exemplo, a se¢do 1I1.3.2
da ref. |2}.



com isso, a evolugao temporal desses sistemas nao é reversivel, como acon-
tece com os sistemas hamiltonianos conservativos. Entretanto a carac-
teristica principal é a contracao de 4reas no espago de fase. Assim é que,
dada uma energia inicial, a regido do espago de fase acessivel as trajetdrias
do sistema dissipativo contrai-se até uma regiao final, que pode ser um
ponto, um ciclo limite ou mesmo uma regiao finita desse espago. Isto cria
a nocao de atratores para os sistemnas dissipativos: dada uma energia ini-
cial, as trajetdrias no espago de fase sdo atraidas para uma certa regido que
define o atrator.

Assim como os sistemas hamiltonianos, os sistemas dissipativos cadticos
também sao caracterizados por extrema sensibilidade as condigoes inicials,
o que se manifesta na divergéncia exponencial de trajetérias inicialmente
proximas. Por conseguinte vale também para estes a definigao de expoentes
de Lyapunov.

A divergéncia de trajetérias, aliada & contracéo de dreas no espago de
fase, cria uma situagio incomoda: as trajeidrias divergem e a0 mesmo
tempo permanecem confinadas numa regiao finita. Apesar de ser aparente-
mente paradoxal, esta situagio é possivel, o que justifica 0 nome atratores
estranhos para as correspondentes regides no espago de fase.

Dadas as caracteristicas especiais dos sistemas dissipativos, foram clas-
sificadas seqiiéncias especials de fenémenos ou caminhos que levam ao caos
nesses sistemas. Sao elas:

7} transicao para o caos a partir de movimento quasiperiddico;
11) cascata subarménica de duplicagio de periodos;
711) intermiténcia.

Finalmente vale dizer que, assim como podem coexistir regioes de movi-
mento quasiperiédico e cadtico no espago de fase de sistemas hamiltonianos,
os sistemas dissipativos podem apresentar janelas de periodicidade dentro
de regioes cadticas. A distingao aqui é que nao sao regioes no espago de
fase que definem essas janelas, mas intervalos dos valores dos parametros
gue comparecem as equagoes de movimento do sistema.

1.1.3 Métodos de anailise

A evolugao temporal de sistemas cldssicos, hamiltonianos ou dissipa-
tivos, pode ser descrita pelo conjunto de equagdes que definem o sistema
dindmico em questao,



dx

dt
um sistema de 2N equagdes em R*", cuja solugao x(x¢,t} satisfaz (1.4) e
as condigbes iniclais x(xg,t = 0) = X3. De modo geral, sistemas do tipo
(1.4) nao sao inlegraveis analiticamente . Entretanto integracao numérica
deve ser sempre possivel, em principio; sendo a maneira mais comum de se
conhecer as solugdes para o movimento. Este modo de alaque ao problema
fornece solugdes x(xg,¢) em forma de mapas do tipo

=f(x,t), (1.4)

Xnt+t1 = g(xn), 7 (15)

onde X(t) é conhecido em tempos espacados de algum intervalo At, esco-
thido para se fazer a integracao. O resultado é que a descricio se faz na
forma de uma série temporal {x,} que caracteriza o movimento.

Dentro desse contexto, alguns métodos de analise da evolugao tempo-
ral de sistemas dindmicos classicos tornaram-se suficientemente poderosos
para merecerem atengdo especial, quando se procura a caracterizacao de
sistemas cadticos|2].

Anidlise de Fourier. As técnicas de anilise de séries temporais {Xn},
usando componentes de Fourier, sio bastante conhecidas e fornecem um
critério para identificacdo de sistemas cadticos, que é suficientemente sim-
ples para tornar interessante sua utilizagao: sistemas (quasi)periddicos
apresentam espectro de Fourier com picos bem definidos para suas freqiéncias
caracteristicas e combinagbes delas, enquanto sistemas aperiddicos apre-
sentam espectro de Fourier com bandas continuas; além disso, as autocor-
relagoes de sistemas cadticos tendem a zero para tempos suficientemente
grandes.A limitagdo desse método esta no falo de que a andlise de Fou-
rier nao distingue se a aperiodicidade provém de caos ou de ruido, sendo
necessario um passo a mais no tratamento dos resultados. Neste caso o
calculo do expoente de correlagdo permite fazer a distingio que a andlise
de Fourier nao consegue. Para tanto, pode-se usar o método descrito por
P. Grassberger e 1. Procaccia[3], aplicado as séries aperiédicas {x,} previ-
amente selecionadas através do uso do critério esbogado acima.

Mapas e Secdes de Poincaré|2,i]. Como foi apresentado nas segoes
1.1.1 e 1.1.2, as trajetérias no espaco de fase descritas pelas solugoes dos



Figura 1.1: Segao de Poincaré em R*

sistemas hamillonianos e dissipativos - de forma mais geral, solugoes do
sistema dinamico (1.4) — podem ser bastante complexas. Primeiramentce
pela possivel coexisténcia de regioes em que ha movimento (quasi)periédico’
e regioes densamente preenchidas por trajetérias caoticas, no caso dos siste-
mas hamiltonianos; e pela presencga de estruturas como atratores estranhos
no caso dos sistemas dissipativos. Em segundo lugar, pela impossibilidade
de visualizacao dessas trajeldrias no caso em que o sisterna tem muitos
graus de liberdade. Uma maneira bastante eficiente de se reduzir o grau
de complexidade das solugdes é concentrar a atencao em subespagos do
espaco RV, onde evolue o sistema dinamico. Isto é feito em duas etapas.
Inicialmente toma-se uma superficie S de R*V | esccthida convenientermente
de modo que seja sempre transversal ao fluxo associado ao campo vetorial
t{x,t) do sistema (1.4) e do qual a solugdo x{Xg,!: faz parte; desta forma
S tem dimensao 2N — 1.

Sobre esta superficie, chamada superficie de Poincaré, considera-se ape-
nas os pontos definidos pela intersecgao da solugao x(xg,1) com S, quando
a intersecgao se da numa direcao previamente escohida. Assim tem-se um
conjunto de pontos Py, Pi, s, ..., constituindo uma secao da superficie .5,
a secao de Poincaré associada a solugao x(xg,¢) do sistema dinédmico (1.4).
A figura 1.1 mostra uma secdo no espago R*.

Devido & unicidade da solugdo x(xg,t) do sistema dindmice, uma vez
dada a condigdo inicial Xg, tem-se gue Py deterixina completamente Pj.
Este por sua vez determina completamente F; e assimm por diante. Com



isso define-se um mapa T': S — S pela regra
T(Pk] — P},;Jr] (16)

que € conhecido como mapa de Poincaré.

Estes dois objetos, o mapa e a segao de Poincaré, sao bastante tuteis na
andlise de sistemas dinAmicos hamiltonianos ou dissipativos. Uma das van-
tagens provém do fato de estarmos trabalhando num espago de dimensao
menor do que a do original, o que simplifica as representagoes graficas do
movimento, por exemplo. Qutra baseia-se na prépria construgao da segao e
mapa de Poincaré: eles conservam propriedades gerais da topologia do fluxo
a partir do qual sao construidos. Por exemplo, conservagao ou contragao de
volumes no espago de fase de sistemas conservativos e dissipativos respec-
tivamente sao reproduzidas na segao. As estruturus de eventuais atratores
de sistemas dissipativos também continuam presentes.

Assim, apesar de nao descreverem continuamente o movimento, estas
secoes e mapas guardam informagao suficiente sobre o sistema para permi-
tirem, em muitos casos, a visualizacao da estrutura das regioes do espago
de fase ocupadas pelas solugtes do sistema dinidmico em questao.

1.2 Caos em sistemas quéanticos

Ao se tratar de sistemas quinticos, perde-se a nocao de trajetéria no
espaco de fase. Com isso, a principal caracteristica de sistemas cldssicos
cabticos, sensibilidade as condigdes iniciais, deixa de ser vélida e, por ex-
tensao, o uso de indicadores como o expoente de Lyapunov A e a medida
u{E). Se estamos nos guiando pelo principic de correspondéncia e tencio-
namos verificar, dentro da mecinica quintica, a manifestacao de algo que ja
temos classicamente, trata-se, entao, de: primeiramente encontrar resulta-
dos que nos permitam afirmar a existéncia de caos (ou alguma manifestagao
correlata) em sistemas quénticos; em segundo lugar, de estabelecer critérios
substitutivos que nos permitam distinguir um sistema quintico caético de
um sistema quéntico regular.

Os resultados, obtidos em sua grande maioria de cdlculos numéricos
envolvendo simulacdes de sistemas din&dmicos, indicam a inexisténcia de
caos em sisternas quanticos. A sugestdo dos resultados € tao forte, que
tem sido tomada como sendo de natureza fundamental, A razao para a



auséncia de caos em sistemas quanticos deve provir da idéia de que, usando
a descri¢ao da mecanica quantica, nao ha sentido em se falar de valores
menores do que f. Tais cdlculos numéricos revelam, entretanto, uma rica
variedade de caracteristicas comuns aos sistemas quanticos cujos analogos
classicos sao cadticos. A situagao é algo curiosa:“um assunto que nao
existe, inspirando a descoberta de novos aspectos da mecanica quantica”[5].
Observa-se assim, que os objetivos esbogados no final do parigrafo ante-
rior tém suas realizagoes frustradas ja de inicio. Dentro desse contexto,
a maioria dos pesquisadores da &rea passou a se referir a expressao es-
tudo de caos gqudntico como sendo o estudo das manifestacoes de natureza
guéntica (ou semicldssica), caracteristicas de sistemas cujos corresponden-
tes cldssicos exibem caos[1,5,6]. Ora, a aceitagdo da auséncia de caos em
sistemas quénticos e mesmo de uma razio que a fundamente — £ finito e
nao nulo — néo encerra o assunto, pois coloca a “irritante questao sobre a
razdo pela qual a teoria geral {mecénica quantica) prediz estabilidade, en-
quanto a sub-teoria (mecénica cldssica) mostra movimento estocdstico” [7}.
Ou, tentando tornar um pouco mais precisa a questao: Levando-se em conta
as descrigoes cldssica e quéntica, qual o mecanismo de supressao de caos
na passagem mecanica cldssica+—mecanica quantica? Alguns modelos tém
sido propostos na tentativa de responder esta questdo, mas nao ha, ainda,
uma teoria analitica geral sobre o assunto.

Nas segdes seguintes, veremos alguns aspectos e resultados do que tem
sido pesquisado com relacao a caos quéantico.

1.2.1 Sistemas quinticos hamiltonianos

Como conseqiiéncia da perda de utilidade dos indicadores usados para
sistemas cldssicos (A e u(E)) e da supressdo de caos em sistemas quénticos,
surgiu uma variedade de critérios aplicdveis segundo o sistema e a proprie-
dade estudada.

Sistemas conservativos.Sisiemas quanticos com hamiltoniano indepen-
dente do tempo e limitados espacialmente tém espectro de energia discreto
e, para escalas de tempo bastante grandes, tém movimento quasiperiddico
{regular). Por outro lado, seus andlogos classicos podem exibir caos. As-
sim é “natural” que a atencao seja voltada para o meio termo, o que se
faz utilizando-se escalas de tempo suficientemente pequenas e/ou energias

10



suficientemente grandes para que o espectro parega continuo. Em outras
palavras, deve-se observar o sistema quantico, com analogo cldssico caético,
no limite semiclassico. Em termos de alguma quantidade caracteristica, isto
significa tomar o limite A — 0, mas k # 0. De fato, a natureza do sistema no
regime classico afeta fortemente suas propriedades no regime semicléssico.
Sobre essas propriedades de sistemas quanticos no limite semiclassico é que
se estabeleceram critérios para distingao entre sistemas cadticos® e regula-
res.

Espectro de energial1,6,8]. Dentre outras propriedades (repulsao de niveis,
rigidez espectraletc.) destaca-se aquela que se refere 4 distribuicao do
espagamento S entre niveis vizinhos. A probabilidade P(S) de se encon-
trar dois niveis vizinhos, com diferenca de energia S entre os niveis, parece
obedecer ao seguinte critério:
t) se o sistema cldssico for regular, P(S) obedecerd a distribuicao de Pois-
son;
1) se o sistema classico for caético, P{S) obedecerd a distribuicao GOE
(ou GUE) da teoria das matrizes aleatérias. A dislingao entre GOE (en-
semble de matrizes gaussianas ortogonais) e GUE (ensemble de matrizes
gaussianas unitarias) faz-se conforme o sistema seja invariante sob reversio
temporal (GOE}) ou nio (GUE).

As curvas da figura 1.2 mostram como se distribuem os niveis na regiao
semicldssica|6]. Note-se que, nos casos GOE e GUE, P(S) vai a zero quando
S val a zero, indicando repulsao entre niveis adjacentes.

Fungdo de onda de estados estaciondrios[1,6]. O estudo das fungodes
de onda de estados estacionarios de sistemas quénticos proporcionou um
critério que, de modo superficial e sem rigor, poderia ser apresentado como:
fungoes de onda de sistemas cujos correspondentes clissicos sao cadticos,
quando expandidas em termos das autofun¢oes do hamiltoniano, tendem a
apresentar contribuigoes apreciaveis de grande nimero destas autofungoes;
para sistemas regulares, ao contrario, as fun¢oes de onda tendem a se “loca-
lizar” sobre um conjunto finito de autofun¢des com contribuicio aprecidvel
para a expansao.

3Segundo a redefinigio de caos gudntico apresentada anteriormente

11
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Figura 1.2: Distribuigdes do espagamento S entre niveis de energia adja-
centes no Hmite semicldssico.

Problemas com os critérios|1,6]. Os critérios esbocados apresentam, todos,
problemas gerais e também relativos aos conceitos e métodos utilizados em
cada caso. De forma geral, hd as seguintes dificuldades, entre outras:

i) os critérios sdao aplicdveis apenas a regiao semiclassica;

i) tem se difundido a impressio de que, apesar de estarem fortemente li-
gadas aos sistemas caéticos, as propriedades usadas para fazer a distingao
regular # caético ndo servem para tanto. De maneira geral, elas parecem
ser caracteristicas necessirias de sistemas cadticos, mas nao sio suficientes
para defini-los como tais|9];

i11) ha sempre os incdmodos contra-exemplos para cada critério que se
apresenta[l].

Sistemas dependentes do tempo|10]. Os sistemas quinticos com ha-
miltoniano dependente do tempo serio abordados com algum detalhe no
capitulo 2. Entretanto como este tipo de sistema tem propiciado com van-
tagem a proposicio de um mecanismo de supressac de caos em sistemas
quanticos, vamos adiantar algumas de suas caracterisiicas. Grande parte
do estudo de sisternas dependentes do tempo refere-se a sistemas forqados
periodicamente, cujo hamiltoniano escreve-se como:

H=H,+ Vf(t), (1.7)

onde Hy é a parte conservativa, V nao depende do tempo e f(t) é periddica:
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f{t+T) = f(t). A atengdo sobre sistemas do tipo descrito pela eq. (1.7)
deve-se, em grande parte, ao {ato de que os sistemas for¢ados periodica-
mente sao tradicionalmente boas fontes de estudo de caos classico. Para
hamiltonianos do tipo (1.7), estuda-se o espectro de quasienergias, em vista
de sua periodicidade; desse estudo resulta que este espectro também é dis-
creto e 0 movimento, quasiperiddico, como no caso de sistemas conserva-
tivos. Ha, todavia, algumas indicagoes de possibilidade de ocorréncia de
movimento aperiodico; situacao que somente serd resolvida estendendo-se
as investigacdes a respeito. Até aqui, nada de novo com relagao a ine-
xisténcia de caocs em sistemas quanticos. Ocorre que hamilionianos como
(1.7) permitem a derivagdo de um mecanismo de supressao de caos que
atuaria de forma analoga a localizagdo de Anderson de elétrons em sélidos
desordenados. lsto — além da possibilidade de movimento aperiédico —
torna interessante o estudo de sistemas dependentes do tempo e em especial
dos sistemas forgados periodicamente.

1.2.2 Sistemas quanticos dissipativos

Rigorosamente falando, os sisiemas dissipativos s3o dependentes do
tempo, j4 que a energia nio se conserva nestes casos. Evidentemente, para
que o movimento nio se extinga?, hd que se ter uma forga externa agindo so-
bre o sistema para lhe fornecer energia. Esta combinagao de dissipagao com
termo for¢ante pode unir o estudo de sistemas dissipativos ao de sistemas
hamiltonianos descritos por (1.7)[11. Como um tratamento deste tipo estd
fora dos objetivos deste texto, daremos nesta se¢ao uma idéia geral de como
se pode tratar o problema da dissipa¢do, e 0 que resulta desse tratamento.
Uma das maneiras mais utilizadas para tratar sistemas dissipativos é tomar
o mesmo sistema sem dissipacao e escrever um hamiltoniano para a pa:te
conservativa. A seguir a dissipagdo é introduzida acoplando-se o sistema a
um reservatério de osciladores que absorvera energia do sistema, de forma
a reproduzir os efeitos dissipativos. Esse modo de atacar o problemal12]
pode ser resumido escrevendo-se um hamiltoniano do tipo

H=H,+R+V, (1.8)

4(Classicamente o atrator seria um ponto no espago de fase, significando que o sistema
estaria em estado de repouso.
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onde Hy descreve a parte conservativa, R é o hamiltoniano para o reser-
vatdrio e V da conta das interagoes entre sistema e reservatorio. Nesles
casos é 1itil usar o operador densidade para descrever o sistema, o que se
torna interessante, j4 que permite que as coordenadas relativas ao reser-
vatdrio sejam eliminadas do problema, tomando-se médias sobre o reser-
vatdrio somente. O tratamenio desse operador densidade reduzido é feito,
entao, através da analise de sua equagao de movimento.

Aqui Ltambém cabe a pergunta sobre um mecanismo de supressao de caos
em sistermas quanticos e estudos témn sido feitos recentemente que tocam este
ponto de forma a recuperar algumas nogdes dos sistemas classicos cadticos,
especificamente atratores estranhos|11] e coeficientes de Lyapunov|13] de
sistemas quanticos dissipativos.

1.3 Referéncias

Tém sido publicados artigos de revisao mais ou menos completos sobre
assunto caos quantico.

Sistermas hamiltonianos tém pelo menos trés revisoes recentes, por P
V. Elyutin[1], A. Voros|6] e B. Eckhardt|[14]. O artigo de Eckhardt é tido
como bastante completo|6], traz uma extensa bibliografia cobrindo até o ano
de 1987, mas trata apenas de sistemas conservaiivos. A revisao feita por
Elyutin é também bastante extensa, cobrindo a literatura até junho de 1986.
Diferentemente de Eckhardt, Elyutin guia-se pela distingao entre sistemas
auténomos (independentes do tempo) e ndo-auténomos (dependentes do
tempo), cobrindo ambas as partes. E uma revisio bastante ampla e critica,
apresentando muitos critérios para caracterizagao de caos quantico, bem
como suas contradicoes, falhas e também vantagens. De uma forma geral,
antes de apresentarem o seu principal objeto de estudo — caos quéntico —
todos eles fazem uma pequena revisao de sistemas classicos.

No que se refere aos sistemas dissipativos pode-se citar o livro de P. Bergé,
Y. Pomeau ¢ C. Vidal{2] para os sistemas cléssicos. E uma introdugdo
acessivel e mesmo intuitiva dos conceitos basicos utilizados para aqueles sis-
temas, fornecendo descricoes e exemplos dos caminhos que levam ao caos.
Além disso, o livro serve como ferramenta 0til de trabalho no estudo de
sistemas dissipativos. Para sistemas quénticos, ha artigos de revisao por
Ackerhalt et al. e T. Dittrich e R. Graham{11}, além de artigos especificos
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espalhados pela literatura e que serao citados oportunamente.

A propésito, em vista do problema que abordaremos e do que serd visto
mais adiante, as referéncias indicadas nos pardgrafos anteriores cobrem
também boa parte do assunto de que trataremos no proximo capitulo.

Num quadro geral formado a partir da literatura publicada sobre caos
quantico, um aspecto seria notado qualquer que fosse o ponto observado: a
necessidade premente de resultados experimentais. Até pouco tempo atrés,
eles pareciam provir, principalmente, de experimentos com ionizagao de
atomos e moléculas, e estados excitados de dtomos e moléculas em cam-
pos eletromagnéticos. Espera-se que estas fontes se diversifiquem com as
possibilidades oferecidas pela dptica quantica nio-linear (masers e lasers),
eletrénica quintica (jung¢des Josephson), dindmica das reagbes quimicas,
etc.. A quase totalidade da grande massa de dados que se encontra hoje
provém de simulagdes numéricas. Se, por um lado, estas simulagoes sao
completas o bastante para caracterizarem em detalhe os sisternas simula-
dos; por outro, elas nao se fazem acompanhar por modelos tedricos sufi-
cientemente abrangentes para traté-las em conjunto. Os modelos propos-
tos até o momento fornecem resultados apenas gqualitativos — no maximo
semiquantitativos— a respeito das propriedades de sisternas quanticos cujos
correspondentes cldssicos sao caéticos. Dai a importancia do experimento,
descartando proposicoes falhas, fundamentando as acertadas, langando no-
vas questoes.

Portanto no que se refere ao estabelecimento de uma teoria geral so-
bre sistemas quinticos cadticos, o problema continua sem solugao. E neste
contexto que se insere o trabalho que realizamos e que sera descrito nos
préximos capitulos. Os objetivos deste trabalho serao detalhados futura-
mente, mas podemos adiantar sua idéia geral. Superficialmente falando, ire-
mos abordar, a partir de uma formulag¢ao hamiltoniana e sem aproximagoes
semicldssicas, o sistema constituido por uma jungéo Josephson|15|, aco-
plada a um reservatério de elétrons, sobre a qual age um termo forgante
periédico. Juncoes Josephson tém se revelado um interessante objeto de
estudo, ndo apenas pelos resultados que tém fornecido, mas também pela
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possibilidade de implementagao pratica de experimentos envolvendo estes
dispositivos. Espera-se que os resultados a serem apresentados possam con-
tribuir para uma melhor caracterizagdo e compreensao do quadro geral em
que se insere este projeto.
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Capitulo 2

O problema e seu contexto

Neste capitulo iremos especificar o problema de que trataremos e carac-
terizar o contexto em que ele se insere.

2.1 O problema ...

2.1.1 Juncdes Josephson como sistema modelo para
estudar caos

Em um artigo de revisio de 1982, M. R. Beasley ¢ B. A. Huberman|16]
se perguntam se o comportamento cadtico seria lugar comum entre siste-
mas da matéria condensada, dado o crescente nimero de indicagoes a esse
respeito. Apesar da resposta incerta, os autores véem a jungao Josephson
como forte candidato a apresentar comportamento cadtico. Ainda mais:
como sistema a servir de modelo no estudo do caos em geral. De fato,
este sistema apresenta boas caracteristicas para tanto: poucos graus de
liberdade, dissipagao — controlavel — e forte nao-linearidade. Nio bastas-
sem essas caracteristicas, ha o fato de que o efeito Josephson é um efeito
quantico de manifestacio macroscépica, j4 que a fase de Josephson, que
caracteriza cada supercondutor da jungdo, é, ela mesma, um observavel
fisico'!. Somando-se as qualidades descritas, hd também o aspecto pratico
da questao, que é bastante favorivel. Isto devido ao know how adquirido
pelos fisicos experimentais na confec¢do e manipulagao de jungoes Joseph-

'Ver, por exemplo, o artigo de 1. Clarke, ref, [15]
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supercondutor a supercondutor b

reservatoric

Figura 2.1: Modelo para o sistema jungao Josephson sob acdo de forcas
externas.

son; a ponto de se poder fabricar jun¢oes suficientemente pequenas para
deteccao e estudo de flutuacdes quénticas[17). Num aspecto um pouco
mais geral, estas jungdes tém seu estudo intimamente ligado ao estudo de
péndulos forgados periodicamente. A ligagao é imediata se se observa a
eq. (2.3), resultante de um dos modelos mais utilizados para o estudo de
caos em jungdes Josephson, Na secio 2.2.1 faremos uma breve revisio dos
estudos e resultados envolvendo caos em jungdes Josephson e veremos como
a sugestao de Beasley e Huberman tinha sua razio de ser.

2.1.2 Especificacio do problema

O objetivo principal deste trabalho é o estudo do comportamento de
uma jungao Josephson for¢ada periodicamente. O termo forcante externo,
que vai nos interessar, é descrito por uma série de fungbes & e serd escrito
como '

+o0
H =V Y §(t-nT), (2.1)
n=—oo
onde V nao depende explicitamente do tempo. Num arranjo experimental,
este termo poderia simular uma fonte de corrente obiida através de uma
série de pulsos de rdpida duracio?.

A abordagem inicial do problema far-se-4 através do modelo descrito
pela figura 2.1. Tal modelo envolve uma juncao acoplada a um reser-
vatorio de elétrons. O reservatdrio atuard como fornecedor e receptador
de elétrons, podendo simular um termo forgante externo (uma fonte de
corrente ou tensdao). A idéia é estudar a possibilidade de comportamento

2Ver, por exemplo, o artigo de Sobolewski et al. relacionado na ref. {20].
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cadtico da jungio sob agdo de potencials do tipo (2.1). Usaremos para
isso uma formulacio hamiltoniana em que o sistema todo sera descrito pela
soma de um termo conservativo e outro d:pendente do tempo; serd algo do
tipo
+co
H=Hy+V > §(~—nT), (2.2)
n=-—-oo

em que V é independente do tempo. A fcrma especifica do hamiltoniano e
o tratamento desenvolvido serao detalhados ao longo do capitulo 3. Para
o que pretendemos neste capitulo, bastz-nos adiantar que o tratamento
— quéntico — ndo incorporard aproximagoes semiclassicas, e que nosso
interesse estard centrado em observiveis diferentes da energia; observare-
mos sobretudo o comportamento da diferenca de fases ¢ e da corrente de
Josephson através da juncgao.
- Este problema remete-nos nio apenas aos estudos de caos em jungoes
Josephson, mas também ao estudo de cacs em sistemas quanticos for¢ados
periodicamente e em sistemas quanticos dissipativos.

2.2 ...eseu contexto

Dadas as caracteristicas do probleme, vamos rever os resultados que
tém sido obtidos a seu respeito. Esta revisao — rapida — constara de duas
partes: a primeira sobre o estudo de caos em jung¢oes Josephson e a segunda,
sobre os resultados a respeito de sistemas dissipativos e/ou for¢ados peri-
odicamente. Com estas, poderemos estabelecer algumas diferencas entre
nosso problema e o que iem sido feito até o momento. Além disso, dessas
revisoes poderemos obter idéias para o tratamento do nosso problema e su-
gestdes sobre os resultados que deveremos esperar. Nao é demais enfatizar
que nao se tratard de analisar os modelos citados, mas apenas de colher
resultados que fornegam indicagées para nosso caso; dai a superficialidade
da exposic¢ao.

2.2.1 Caos em juncoes Josephson

Juncdes Josephson tém sido objeto de intenso estudo desde a predigao
de seus efeitos por B. D. Josephson[15] em 1962. Durante a década de
60, grande parte desse estudo concentrou-se na proposi¢aoc de modelos que
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pudessem testar as previsoes feitas. Um modelo particularmente simples foi
proposto e estudado por Stewart e McCumber|18] em 1968, onde a jungao
era simulada por um circuito elétrico equivalente, contendo uma resisténcia
R e um capacitor C. Apesar de ser assumidamente fenomenolégico e nao
descrever completamente o comportamento de jungdes Josephson, o modelo
oferecia uma equagio diferencial para a evolugao temporal da diferenca de
fases ¢ através da jungio, que apresentava resultados qualltatwos bastanie

bons: P p
ﬁ—q—5+d—¢—|—sm¢—zo+zlsmﬂr {2.3)
onde § = 35{—"*-5——(1 ﬂ—w(zeIR) T_t(zcl"),i():%'- 1 = ‘; 1 e é a carga do

elétron, I, é a corrente critica da juncdo e Ip e I; sio as componentes dc e
ac da fonte de corrente®.

Em 1980 Huberman et al.[19] usaram o modelo de Stewart-McCumber
para tentar explicar resultados experimentais da época, que envolviam a
presenca de ruido. Estes fendmenos eram usualmente associados a flu-
tuagoes térmicas, mas os autores sugeriram a presencga de solugoes cadticas
na dinamica da jungao. Desse momento em diante foram publicados vérios
estudos(20], confirmando a sugestdo de Huberman et al. e caracterizando
as regides dos parametros da equagao segundo as solugoes. Os resulta-
‘dos mostravam a presencga de regioes em que se observava comportamento
cabtico, notadamente dos tipos intermitente ou precedido por duplicagao
de periodos. Invariavelmente os estudos acima basearam-se no modelo de
Stewart-McCumber, devido & sua simplicidade e adequagdo de resultados.

Ocorre que jun¢des Josephson sdo sistemas quinticos dissipativos e o
tratamento desse tipo de sistema envolve, em geral, seu acoplamento a um
reservatdrio térmico. Este acoplamento traz consigo a idéia de flutuagoes
quinticas, que devem ser levadas em consideragdo. Em artigos publica-
dos em 1986 e 1987, K. Hida[17] argumentou que o modelo de Stewart-
McCumber usado anteriormente descreve classicamente o problema e, se se
quisesse levar em conta os efeitos quénticos das flutuagdes, haveria que
se utilizar de uma outra eguagdo. Hida usou uma equagdo de Lange-
vin quintica, parecida com a eq. (2.3),mas contende um termo de forga
randémico que representa a influéncia de flutuagées quénticas do banho

3Esta equagio aparece em formas variadas nas publicagbes sobre jungdes Josephson,
mas as variagOes sdo feitas, em geral, para adequar os parimetros ao problema tratado.
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térmico e que nao se anula a temperatura zero:

d*¢  do

—— +n— +sin¢d = Asin M + £(t), 2.4
2 ¢ £(t) (2.4)
onde ¢ é o tempo, normalizado pela freqiiéncia de plasma w,; da jungao; n
€ a constante de amortecimento; A é a amplitude da corrente, normalizada

pela correnta critica I,; 1, a freqiéncia da corrente externa normalizada

POr Wpi; Wy = %%‘ en = Rolw,.,' Hida estudou o problema em regime

semicldssico e os resultados indicaram que o comportamento cadtico, antes
presente, é suprimido sensivelmente pela agao das flutuagoes quanticas.

2.2.2 Sistemas quinticos dependentes do tempo

A malor parte dos estudos envolvendo sistemas quanticos dependentes
do tempo trata de sistemas hamiltonianos com interag¢oes periédicas, tendo
um exemplo jé bastante conhecido no rotor quintico for¢ado periodica-
mente. Aqui também, vamos nos ater a esse tipo de problema, ja que, de
fato, é o que vai nos interessar. Sobre hamiltonianos periédicos no tempo,
h4 dois tipos de estudos particularmente interessantes para o nosso caso.

O teorema de Hogg-Huberman|21] que prevé a recorréncia da autofuncao e
da energia para sistemas de espectro de energia discreto e com interagoes
periédicas. A prova do teorema foge do escopo deste texto e pode ser en-
contrada em detalhe na ref. [21]. O que nos interessa aqui é o resultado
sobre a energia. A limitagao e recorréncia da energia a seus valores iniciais
prevé auséncia de caos em sistemas quénticos (de espectro discreto) com
interagoes periédicas, o que contrasta com a situagao de sistemas cldssicos
cadticos do mesmo tipo, onde a energia apresenta crescimento difusivo|22].
Apesar de nao satisfazerem rigorosamente as condigoes do teorema, polen-
ciais expressados como séries de fun¢oes é foram estudados pelos autores e
os resultados sugerem que o teorema pode ter validade mais geral e aplicar-
se também a estes casos. Se for assim, sistemas quénticos com interagoes
do tipo
+oo
H =V Y §t-nT), (2.5)
n=-00

com V independente do tempo, nao deverao apresentar comportamento
cabtico.
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Relagdo com o modelo de localizagdo, de Anderson|22]. O estudo da dindmica
de sistemas quanticos com interagac periddica permitiu uma interessante
ligacao do problema da supressiao de caos com um dos modelos usados para
descrever o comportamento de elétrons em sélidos desordenados. Para sis-
temas com interagdes periddicas este modelo propiciaria um mecanismo
para a supressao de caos; como no caso do teorema de Hogg-Huberman,
nao haveria caos nestes sistemas.

2.2.3 Sistemas quinticos dissipativos

No que se refere a comportamento cadtico, os sistemas quanticos dissi-
pativos nio proporcionam situagao mais clara que a anterior. Os estudos de
R. Graham e seus colaboradores[11,23] tém como ponto de partida, sistemas
que no limite cldssico apresentam comportamento cadtico. Esses sistemas
sao quantizados e a dissipagdo é tratada via reservatdrio, como foi descrito
no no capitulo 1. J4 o trabalho de Cerdeira et al.[13] tenta a defini¢do de
coeficientes de Lyapunov para uma classe de sistemas quénticos dissipativos
fazendo uso de “suspensoes” do mapa de Hénon. Nao vamos detalhar os
trabalhos citados; eles sdo apresentados aqui para constar como sugestoes
de métodos alternativos para atacar o problema que estudaremos.

A descrigio do problema e a pequena revisao feitas neste capitulo per-
mitem algumas comparac¢des e o estabelecimento de diferengas entre nossa
abordagem do problema e os estudos feitos anteriormente. Essas diferengas
referem-se, sobretudo, ao modo de tratar o problema e podem ser simboli-
zadas pelos binémios que seguem.

Cldssico-qudntico. Como argumentou Hida[17|, os trabalhos baseados no
modelo de Stewart-McCumber fornecem uma descrigdo (fenomenolégica)
cldssica das jungoes Josephson. O préprio autor adverte que usa uma
equacio que incorpora efeitos quinticos, mas é estudada em regime se-
miclassico. No nosso caso tentaremos um tratamento quantico sem fazer-
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mos uso de aproximagoes sermicldssicas.

Energia-outros observdvers. Vamos usar uma formulagao hamiltoniana para
o problema, mas diferentemente dos estudos com sistemas hamiltonianos,
concentraremos nossa atencao em outros observaveis que nao a energia.
Isto serd feito com o uso de procedimentos da Teoria de Informagao, con-
forme detalharemos no capitulo 3. Observaremos principalmente o compor-
tamento da diferenga de fases de Josephson através da jungao, o que nos
aproxima dos trabalhos que fazem uso do modelo de Stewart-McCumber.

Apesar de diferirem nos pontos acima, os trabalhos revisados neste
capitulo podem servir de indicadores para o tratamento e resultados es-
perados no nosso caso. H& uma grande variedade de resultados “positi-
vos” sobre caos em jun¢des Josephson, obtidos tratando-se o problema sob
‘as mais variadas condicdes. Nestes casos, porém, é invaridavel o uso de
um modelo clissico e, quando aspectos quanticos sdo considerados, o com-
portamento cadtico parece ser suprimido. O problema de que trataremos
compreende interagdes periédicas descritas por séries de fungdes §. Com a
sugestdo advinda do teorema de Hogg-Huberman, este caso pareceria estar
entre os que nao apresentam comportamento cadtico. Em contraposigao,
nosso hamiltoniano parece pertencer a classe de hamiltonianos estudados
por Cerdeira et alji3], sob cujo tratamento, coeficientes de Lyapunov de
valor positivo talvez possam ser obtidos. Nestas condi¢oes — contrastantes
— somente o prosseguimento das investigagbes pode esclarecer um pouco
a situagio. Além destes aspectos, os resultados e métodos de Graham|23]
e Cerdeira et al.[13] poderiam ser usados num tratamento diverso do que
faremos, podendo servir de teste uns aos oulros.
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Capitulo 3

Tratamento do problema

Neste capitulo vamos estudar a dindmica do sistema através da obtengao
e caracterizagdo dos mapas gerados para os observaveis de nosso interesse.
Os mapas, que serdo gerados pelo modelo que adotaremos, apresentam-se
na forma geral
Xnt+l1 = g(xﬂ) (3-1)
e, uma vez obtidos, podem ser vistos e analizados segundo os valores dos
pariémetros envolvidos, de maneira idéntica & que se faz com mapas como
os de Hénon, Loreng, etc.. O tratamento serd feito em védrias passagens,
que serao esbogadas a seguir. Dessa forma teremos um pequeno roteiro
para nos guiarmos, sem perdermos de vista o objetivo final. SZo elas:

i) proposi¢io’ de um hamiltonieno para sistema jungdo- reservatdrio. Es-
creveremos o hamiltoniano do sistema como

H=H,+R+H, (3.2)

onde H; é o hamiltoniano para a jungdo, R, para o reservatério ¢ H' dé
conta das interagoes da juncao com o reservatorio. Este ullimo é justamente
o correspondente ao termo forgante externo, conforme foi apresentado no
capitulo 2. H; serd escrito como

HJ = Z Cioia (33)
i=1

em que os coeficientes ¢; serdo reais, e os O, s@o operadores a serem defini-
dos;
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i1) eliminagdo dos operadores de H referentes aos elétrons normais do re-
servatério. Usando procedimentos da teoria de peturbagoes, iremos estudar
o efeito das interagoes, com H' escriio como funcao dos O, somente. Ve-
remos que uma expansao do hamiltoniano conterda combinagoes dos Q; de
todos os tipos, lineares e nao lineares:

111) estudo da influéncia de uma fungao g(Q) arbitréria, Como aparecerao
diferentes combinagoes dos operadores de H;, vamos tomar o caso em que
o efeito das interagoes é descrito por

Ho = ug(0) 3o 6(t-nT), (3.4)

onde ¢ é uma fungao até certo ponto arbitraria do conjunto O = {O;}I_,
dos operadores de H;. Iiste estudo serd baseado na relagao para o valor
médio de um operador, dada por

< O(t) >= Tr(p(te)O(1)), (3.5)

onde p é o operador densidade do sisterna. Para isso necessitaremos de
111.1) edlculo de p(to);
111.2) cdlculo de evolugdo temporal do operador O.

Com os passos esbocados em ©)-11¢.2) teremos a evolugédo dos valores
meédios de cada O; presente em H;. De posse desses valores poderemos
escrever expressdes para a diferenca de fases ¢(t) através da jungao e para
a corrente de pares de elétrons I(t), ou seja, teremos expressoes para a
evolugio temporal dos observéveis de interesse do problema e que sao usu-
almente medidos e/ou simulados nos trabalhos citados na revisao feita no
capitulo 2.

3.1 Um hamiltoniano para o sistema
Para o sistema descrito pela figura (2.1), usaremos um hamiltoniano

proposto anteriormente por Eckmann e Guenin|24], e estudado por Aliaga
et al{25]. E um hamiltoniano simplificado, que leva em conta apenas um
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momento eletronico k, mas que conserva as caracterisiicas principais da
jungdo Josephson, como se pode ver nas refs. |24,25]. Como ji dissemos,
escreveremos o hamiltoniano H do sistemna como

H=H,;+R+H. (3.6)
Tomemos
H, = N, + 0,818, + &Ny + 0,818, + p(sls, + s/s,). (3.7)

Na expressao para Hy, N descreve o nimero de elétrons normais em
cada supercondutor (a e b), STS, os pares de Cooper, ¢ o termo p(SISb +

SESG) representa o tunelamento de pares através da jungdo. ¢, € €, sao as
energias das quasiparticulas, medidas a partir da correspondente superficie
de Fermi; 8, e 8, sao constantes de acoplamento dos pares e os operadores
N e STS sio escritos em temos dos operadores cria¢ao e aniquilagao de
particulas de spin o (o = 1,]):

N a;(aT + 3T31 (3.8)
s’s = a;(aTalaT (3.9)

O hamiltoniano R para o reservatério contém apenas operadores para

elétrons, do tipo ajgaw. Para o que faremos nao serd necessdrio escrevé-lio
explicitamente, ji que as coordenadas referentes ao reservatério podem ser
eliminadas, como veremos mais adiante.

Ja foi antevista a forma de H':

B=Vv +§ 6(t — nT). (3.10)

n=—=o0

A intera¢dc V entre os supercondutores da jungao e o reservatorio
escreve-se COmo

V = fu(Slana. - a:rTaLSa) + B(Sanan + ajTa:rle), (3.11)

onde S, e {3 sao reais. Os operadores ai e a, satisfazem as regras de
anticomutagao usuais para férmions:

ol -
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[aT!al]-i- =0

a;r,al = 0

L :+

aT,alT = 0 (312)
i -F

a}l-,aT = 1

: -

a-ll.,al = 1. (3.13)
L 1+

Reescrevemos H; na forma (3.3), fazendo as seguintes associagdes:

0, = N, (3.14)
0, = N, (3.15)
0s = S.8, (3.16)
0, = S/s, (3.17)
0, = sis,+s/s, (3.18)

Caracteristicas do hamiltoniano H; podem ser encontradas nas refs, [24,25].
Para o estudo a que nos propusemos, notamos entre elas que H; nao for-
nece expressoes para a corrente dc, de Josephson. Embora diga respeito a
um dos observéveis a serem estudados, esta caracteristica tem importancia
desprezivel no nosso caso, ja que estaremos interessados na evolugao das
componentes de corrente dependentes do tempo.

3.2 Eliminando operadores do reservatorio

Dividiremos esta se¢cao em duas partes. Na primeira, subsegao 3.2.1,
exibiremos os elementos necessdrios para uma expansao em série de um

hamilloniano do tipo
H=H,+H. (3.19)

Na segunda parte aplicaremos os resultados obtidos na subsecao 3.2.1 ao
hamiltoniano proposto anteriormente para o nosso problema.
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3.2.1 Elementos para uma expansido de H

O procedimento a ser seguido nesta subse¢do provém da teoria de per-
turbacGes|26]. Para um hamiltoniano do tipo

+o0
H=Hy+V > 6t —nT), (3.20)

uma transformacao 8 que diagonaliza H, pode ser empregada para obter-
mos um segundo hamiltoniano H, dado por

H=SHy+V f 5(t — nT))S (3.21)

I — 00

tal que, se | 9, > ¢é autoestado de Hy, entao | ), > ¢ auloestado de H.
Supomos que a transformacgaoc S possa ser escrita como

) +00 W)n
S =W o5 WS 3.22
‘ TE n! ( )

onde W é um operador a ser conhecido.
Substituindo a série para a exponencial {3.22) em (3.21), temos:

+ oo " +co
H= Z (adW)" | Ho +V > 8t —nT)|, (3.23)

n=-—00

em que (adW)A = [A, W|, para operadores W ¢ A.
Escolhemos W de forma que satisfaca

v f 6(t — nT) + 1[Ho, W] =0, (3.24)

n=-—oo

resultando que H pode ser reescrito como

~ 1
H = H0+{§—![V,W] [[V W, W]+ }n_z_:w&t—nT
. X yr

n=1 n==-o0o
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Resta saber como conhecer W. Isto pode ser feito, ao menos em
principio, usando-se a relagao (3.24). Tomamos os autoestados | ¥, >
de Hy, que supomos conhecidos, e calculamos os elementos de matriz

+oo
<Y |V | > D 6t —nT)+i <t ||Ho, W||9, >=0, (3.26)

n=-—0oo

onde a igualdade decorre de (3.24).
Como Hy | ¥, >= &, | ¥ >, temos a relagio definidora de W (portanto
de S) em termos de V

+ 0o
Hel V12 32 56~ am) (3.27)

n=—o

< Y | W | o >

Na préxima secao aplicaremos os resultados dados pelas egs. (3.25) e
(3.27) ao hamiltoniano do nosso problema. Antes, porém, cabem duas ob-
servagoes a respeito destes resultados,

i) A série (3.25) é normalmente utilizada em teoria de perturbagoes, para
tratar interagdoes H' que possam ser consideradas de efeito desprezivel frente
a Hgy. Nestes casos, trunca-se a série e calcula-se o efeito dos primeiros ter-
mos da expansao . No nosso caso, existem as fungoes §, e seria dificil
argumentar que estas tém efeito desprezivel. Por esta razao, nao trun-
caremos a série (3.25) para o nosso caso, mas tentaremos estabelecer uin
procedimento que nos permita averiguar o efeito de um termo qualquer da
expansao, que podera ser escolhido arbitrariamente.

11) A técnica mostrada nesta subsegdo pode ser vantajosa, quando se quer
diagonalizar parte do hamiltoniano, eliminando algum tipo de seus opera-
dores. No nosso caso o hamltoniano apresenta operadores do tipo al (a) e
sf (S). Vamos utilizar (3.27) para eliminar os operadores de elétrons nor-
mais at e a, em favor do conhecimento de H como fungao dos operadores

para pares de Cooper stes.

3.2.2 Expansio do hamiltoniano para o sistema juncao
Josephson— reservatoério

Os operadores aa (aTa’r) sao operadores aniquilagdo (criagdo) agindo
sobre estados | n > de elétrons disponiveis para a formacdo (destruigéo)
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de % pares de Cooper, onde a formagao (destruigao) do par aparece no

hamiltoniano através dos operadores SI e SI (S, e Sy). Deve-se notar
que, contrariamente aos operadores do tipo a e aT, os operadores S e st
agem sobre estados de pares de elétrons. Se escrevemos os autoestados de
Hy=H; + R como

|45 >=|pyymy >, (3.28)
onde | p;, > sao estados de p pares de Cooper e | n; > estados de elétrons
normais disponiveis para a formac¢éo ou destruicao de pares, o calculo de

elementos de matriz < n; | | ny > resulta, ndo em nlmeros, mas em
operadores que agem apenas sobre os estados | p; >. A acdo dos operadores
dTaIr eaja; sobre os estados | n > ocorre da seguinte maneira:
aa;rln> = Aln-2> (3.29)
aiaf|n> = A |n+2>, (3.30)

onde A é constante, pois estamos lidando com apenas um dUnico mormento
eletrénico; e das observagoes anteriores conclui-se que n pode ser somente
inteiro par. Para eliminacao dos operadores ale a, avaliamos os elementos
de matriz < 0 | | 0 > dos termos de ordem superior da série (3.25) para
H([26). Como estamos interessados nos operadores que permanecerao apds
eliminacao de a e aT, deixaremos de lado os coeficientes dos termos resul-
tantes, em favor do conhecimento de H como funcaode S e st ou, de outra
forma, dos operadores O; presentes em H ;.

Cdlculo do sequndo termo de H
t 1 :
:—)»!<0|[V,W]|O> = E!En:{<0|V\n>z<n|W|0>—

—1<0|Win><n|V]|0>}. (3.31)

Usando (3.29) e (3.30}, vemos que a dnica possibilidade é n = 2. Os fatores
<0|V |2>&<0|W}|2 > envolvidos na expressao acima podem
ser calculados usando-se a expressao (3.11) para V e a relagdo (3.27) para
<n| W |m> Os célculos sdo tediosos e nao serdo reproduzidos aqui.
Escreveremos apenas os resultados em termos dos operadores resultantes.

= 0| [V, W]|0>= s8I0+ eSS, + es(S]Ss + 8/8.).  (3.32)
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Portanto
;
E <0 | [V,W] | 0>=c303 +¢,04 + 6505, (333)
onde cada ¢; é um coeficiente apropriado para cada parcela de (3.32).

Cdleulo do tercetro termo de H. Para o terceiro termo, a inserg¢ao da relagao
. | n >< n | resulta sempre em algum fator do tipo < n |{aa | n > ou

<n| ataf | n >, que sdo nulos. Logo
2¢*

S <OV, WL, W] jo>=0. (3.34)

Cdlculo do quarto termo de H.

3‘3 3'3
B0V, W], W], W] [0 5=
4! 4!

(S14 Sp+ S5 +8),  (3.35)

onde S; sao as somatérias obtidas com a relacdo 3, | n >< n |. Nestas
somas ja se observa o aparecimento de iermos nao lineares nos O dados
pelas egs. (3.14)-(3.18). A soma Sy, por exemplo, apresenta produtos como
0,05, 0,03,0,04, 0,0, além de termos lineares como 03,04 e O;. Da
mesina rmaneira ocorre com Sz, S e Sy.

Termos de ordem superior, Com os termos de ordem superior a 4 na
expansdo, os operadores resultantes vao se complicando mais e mais, for-
mando produtos do tipo O;0; : - - Oy, além dos termos lineares j& presentes
eI HJ .

Além de V, R também contém os operadores a e al. Ocorre que R nao
apresenta outros operadores e, com isso, o ¢dlculo dos elementos de matriz
< 0| R | 0 > resulta apenas numa constante a ser adicionada a energia.

Neste ponto faremos uma mudanga no tratamento do problema. Ao
invés de avaliarmos a influéncia de cada termo que resulta da expansao
(3.25), como calculado acima, vamos tentar estabelecer um procedimento
que nos permita avaliar o efeito de um termo qualquer da expansao.
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3.3 Juncao Josephson sob acao de uma in-
teragdo g(0) “arbitréria”

Nesta secdo vamos considerar os efeiios de um ou mais termos da ex-
pansdo de H. A fungio ¢(O) é, até certo ponto, arbitriria, podendo re-
presentar qualquer um dos termos de ordem superior da expansdo. Até
certo ponto, porque embora possa tomar a forma de qualquer produto
0,0, --- O, dos operadores de H,, ela tem, necessariamente, apenas os
operadores de O = {O;}I_; como argumento !. Esta limitacio provém da
forma como escrevemos as interagoes V que descrevem as fontes externas.
Se assim nao fosse, isto é, se g(O) fosse completamente arbitréria, nao have-
ria utilidade no tratamento das coordenadas do reservatdrio, e estariamos
novamente no ponto inicial. De fato, o hamiltoniano que consideraremos de
agora em diante é formalmente idéntico ao hamiltoniano de que partimos
(eq. (3.2)}, dando a impressao de que nada foi feito ainda.

Descrevamos o sistema usando

B =H,;+ H;., (3.36)

com H;,, na forma
oo
Hiw = ug(0) ) 6(t~nT). (3.37)
n=—00

O hamiltoniano H; foi estudado por Aliaga et al.{25] através de um
método derivado de um algoritmo proposto por Eckmann e Guenin{27]
e da Teoriz de Informacio[28]. Como entre dois pulsos consecutivos nos
tempos (n — 1)T" e nT~ ?, temos H = H; (H;,, ndo age neste intervalo),
os resultados de Aliaga et al. podem ser aproveitados no nosse problema,
necessitando-se fazer as corregoes nos tempos nT, onde age a funcao 6. A
seguir mostraremos os resultados que sao encontrados para o nosso caso.

3.3.1 Evolucio temporal dos operadores entre pulsos

O método de resolugdo da ref. [25] envolve procedimentos da Teoria de
Informacéo e, para o que nos interessa, pode ser resumido como segue.

10 {ndice superior r, em lugar do niimero 5, é proposital. Como veremos, g poderd
incluir mais 2 noves operadores, além dos 5 presentes em H;.
2Tt = limeo+ (T +€) e T~ = lim,_o+ (T — €)
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Dado um conjunto de valores médios {< O; >,,}L,, a Teoria de In-
formagao prescreve a forma do operador densidade p, que pode ser escrito
como:

: M
p = exp {-—)\01 — Z A,-Oi-} \ (3.38)
i=1
com M > L, devendo satisfazer as condigoes
TT(ﬁ(to)O,(to)) = <O i t = 1,2,...,L (339)
Tr(p) = 1 (3.40)

A pergunta que se pode fazer é: quais sdo os operadores O; necessarios
para que p satisfaca a equacdo de Liouville do sistema? Num contexto
diferente, Cerdeira et al.[29] mostraram que os operadores relevantes sao
tais que fecham uma algebra sob a operagao comutagao com o hamiltoniano,
isto é, tais que

M
[H,O,‘} = ath.‘JOR (34])

i=0
Trata-se, entao, de escolher um operador, O; digamos, calcular {H, O,
e checar se o operador resultante é linearmente independente do conjunto
dos O, j4 existentes; se for, este operador resultante passa a fazer parle
do conjunto O = {O,}]_,; caso contrario, repete-se o procedimento com os
outros operadores de O (O3,0s,...). Fechada a dlgebra, pode-se usar a

relagdo acima em conjunto com a equacao de movimento para O;:
dO;

ih— = |0, H] (3.42)

para se obter o sistema de equagoes lineares

do; M
dt = Z g,-,-(),- (3.43)
j=0

que, em principio, pode ser resolvido®.

30 método esbogado aqui nio é completamente geral; aplica-se a problemas com um
nimero finito de graus de liberdade e com relagdes de comutagio do tipo (3.12) — (3.13).
Ver ref. [27].
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No nosso caso, temos que H,,; = 0 entre pulsos, e o cdlculo dos diferentes
[H, O,] gera

[HJ,O]] = 21p0y (3.44)
[HJ,OQ] = —2?:90(5 (3.45)
|H;, 0351 = ipOs (3.46)
H,,04 = —1p0¢ : (3.47)
[H_},OE.] = iaOG (348)
[HJ,OG} = *1;6105—22.;)07 (349)
[H;, 07 = 2ipO0s (3.50)
com
0s = i(Sls,—8/s.) (3.51)
O, = SISQ(I—N”-{*SIS{,(I*NQ) (3.52)
(s - —[2(Ea—65)+(9a"96” (353)

Com as relagoes acima temos todos os g;; necessarios para o nosso sis-
tema, tendo ganhado dois novos operadores: Og e Oz, que poderao se unir
a0 conjunto O = {O;}}_, para a formagao da funcao g(0O). Os operado-
res Qg e O tém importincia no estudo da dindmica do nosso sistemna por
motivos distintos. Og esta ligado diretamente & corrente I de pares de Co-
oper através da juncgao !. Oy, que fecha consistemente uma subdlgebra com

4De fato, o nimerc de pares de Cooper no supercondutor a, por exemplo, sendo dado

por S:I;S‘1 = 03, temos

i= d< O3>
T dt
—1
I= <%—[03,H]>,
e de (3.46) temos
-p
I=—{0g).
5 (Oc)
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O; e O, aparece como operador necessario para se dirimir inconsisténcias
anteriores no modeio e que apareciam em virtude de se tomar o operador
associado ao balango de cargas do sistema, ao invés deste Oz, para o estudo
da dindmica da juncgao °.

Para os g;; dados pelas eqs. (3.44)-(3.50), o sistema (3.43} fornece a
seguinte solugdo entre os tempos (n — 1)T+ e nT:

O,(nT7) =
O,(nT") =

Os(nT") =
Oy(nT") =
Os(nT") -
Os(nT") =
O:(nT™) =

onde

fn—l (aap)

Oy (as P, T)
(hw)?®

01(("’ - 1)T+) - fn-l(asp) - G‘ﬂml(aapaT) (3'54)

Ox((n — 1)T*) + fu-r(a,p) + @n-1{2,0,T) (3.55)
Os((n ~ 1)T%) = 2 far(@,0) = zan-sle,p,T) (350
Oul(n —~ VT") + 3 faa(esp) + aus(p, T) (357
Os((n = 1)T) = - fea(@,0) = 5 an-s{@, 0 T) (3.58)

h
Og{{n — )T ) coswT -+ —2-u—)fn-.1(a,p,T) sinwT (3.59)
14

07((”’ - 1)T+) - fn—l(a!p) - a‘ﬂ‘*l(a:paT) (360)

= Gy @0s((n = DT*) + 2005((n = 1)T)) (861)
= %06((;1 - DT} sinwT — fo-1(a, p) cos wT (3.62)

= o +4p° (3.63)

Possuimos, entao, um mapa provisdrio

O:i(nT") = m(O;((n— )T*)  4,5=1,2,...,7  (3.64)

que nos permite conhecer os operadores O; no instante imedijatamente an-
terior ao n-ésimo pulso como uma fungdo m dos operadores no instante
imediatamente posterior ao pulso precedente.

5Para maiores detalles sobre a interpretagdo e importincia dos operadores Og ¢ Oy,

ver ref. [25].
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3.3.2 Evolucio temporal dos operadores sob agdo do
pulso em n7T

No intervalo entre nT~ e nT+, o termo H,,; predomina sobre H ;, assim

Oi(nT*) = UT(rT*,nT7)0;(nT")U{nT* ,nT") (3.65)
onde
—i pnT* Too
U(nT",nT7) = exp [-h_-['r— g(Q) > 8(t—4T)dt (3.66)
U{(nT*,nT™) = exp [%g(@)] (3.67)
Portanto
0,(nT7) = exp [%Q(O)} 0;(nT" ) exp [%Q(O)] (3.68)

Substituindo (3.64) em {3.68), podemos escrever um mapa geral para os
operadores, que nos permite acompanhé-los seguindo o nimero de pulsos:

0;(nT*) = m (0;((n - 1)T7)) =121 (3.69)

Como ja temos O;(t), para o calculo dos valores médios, falta-nos cal-
cular p(tg).

3.3.3  p(to)

Para escrevermos p(tg) segundo o procedimento dado pela Teoria de
Informagio e descrito pela eq. (3.38), vamos supor conhecidos os valores
médios iniciais {< O; > }).,. Evidentemente isto nao seria trivial numa
situacio real de laboratério, mas para o nosso objetivo de estudar os mapas
gerados pelo hamiltoniano proposto para o nosso problema, a hipétese é
aceitavel.

Como vimos p(tg), escreve-se como

ﬁ(to) = exp {—/\01 it i )\,‘0,‘(30)} (370)

=1
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sujetto as condigoes

Ti‘[f){to)o,‘(to)) = < 0O >y, 1=1,2,...,7 [3.71)
Tr(p(ts)) = 1 (3.72)

Temos, entdo um sistema de (741} equagdes para as varidveis Ag, Ay, ..., A7
Os sistemas gerados por (3.70)-(3.72) sdo fortemente nao lineares e as
solugdes (numeéricas) nem sempre convergem.

Para os nossos propésitos usaremos o seguinte conjunto de valores médios

<0y >, = 1.0 (3.73)
<0y >, = 1.0 (3.74)
< 03>, = 0.25 (3.75)
<04 >y = 025 (3.76)
< 05>, = 0.0 | (3.77)
<O >y, = 0.0 (3.78)
< 07>, = 0.0 (3.79)

. Esta escolha baseia-se no cédlculo dos elementos de matriz para os ope-
radores O;, usando-se uma base que contém estados dados por

fataibiby >=ja; > ® a2, > @[ by > [ b >, (3.80)

onde a e b tomam valores 0 ou 1. Esta base fornece estados | m >
(1 < m < 16), tendo sido escolhida a ordem dada por

|1 >=(1,1,1,1 >,|2>=| 1,1,1,0 >,
|3 >=|1,1,0,1>,...,! 16 >=/0,0,0,0 > . (3.81)

Os valores médios (3.73)-{3.79) estio normalizados e refletem o fato de
que no instante inicial {; consideramos a interagao V “desligada”.

Calculados p(to) e O;(nT*) = m(0;((rn — 1)T*)), podemos obter um
mapa para os valores médios de O;:

< Oy >p=< Oi(n + 1)T7) >= Tr(p(t0)Oi((n + 1)TT)) (3.82)
Isto nos dd, de forma geral

< 0; >p1= M(< 05 >,) 7=12,...,17, (3.83)
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onde M é a transformagio que leva < O; >, em < Q; >nt1. As iteragoes
(3.83) nos permitiriao acompanhar os valores médios de qualquer um dos 7
operadores O;. E claro que haverd um mapa diferente para cada ¢{O) que
tomarmos, mas o procedimento é bastante geral para escolhermos g{0) 3
nossa vontade entre os termos que aparecem na expansao (3.25) (eliminados
os operadores do reservatério, como foi feito na segio 3.2.2).

Ao longo dos calculos, alguns parametros foram deixados livres: a cons-
tante p de interagao dos supercondutores da juncdo; a constante o, que
depende dos supercondutores que formam a jungio; a constante & gue mul-
tiplica g(O); e o periodo T. A maneira como os valores médios < O;(t) >, a
corrente /(t) e a fase ¢(t) variam com p, a, 1 e T', niio estd determinada; ha
que se fazer um acompanhamento sistemdatico da variagio das quantidades
de interesse (< O; >,I e ¢), conforme variam os valores de p, a,u e T, nio
fixados a priori. Esta varredura sistemitica dos parimetros permitird a
identificacao de regides de valores destes pardmetros que sio interessantes
para nosso trabalho e, possivelmente, estabelecer a presenga ou auséncia de
cacs no mapa gerado pela fungéo g{(O) escolhida.

No nosso caso, o interesse maior estd nos operadores que representam
a corrente I(t) de pares de elétrons através da juncio e a fase ¢{t) de
Josephson, bem como em suas derivadas. Na ref. [25) pode-se ver que a
corrente I e fase ¢ estdo relacionadas de modo simples com alguns dos
operadores O; que temos estudado:

It) = ”% < Os(t) > (3.84)
#(t) = arctan ( ) (3.85)
5%‘) = 2 <04 > —é';« < Os(t) > (3.86)
do(t) 1 d < Ogt) >
dt < Os(t) >% + < Ogt) >2 [< 0s(t) > dt
C < 04(1) > if_%z_(j)j (3.87)

Note-se que estas expressées sao validas para qualquer tempo ¢ entre dois
pulsos, quando H;,; néo age. Logo nao hi problemas para se obter I, % pra%)
e —Q a partir dos resultados fornecidos pelo célculo numérico dos valores
medms < Ot} >, esbogado na segio anterior.
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No préximo capitulo veremos como aplicar o tratamento desenvolvido
aos termos obtidos na expansao (3.25).
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Capitulo 4
Aplicacao

Como foi visto no capiiule 3, os operadores O;, como fungao do tempo,
apresentam a seguinte forma geral:

O;((n+1)T7) = exp ig'(O)} O;((n+ 1)T ) exp [:ig(O)] , (4.1)

k h
onde g é funcao do conjunto de operadores O e nT~ ¢ nT 7 indicam, respec-
tivamente, antes e depois do n-ésimo pulso ocasionado pela agao da fungao
6(t —nT). Dado que O;((n+ 1)T ") pode ser calculado a partir de O;(nT 7},
temos uma relagao de recorréncia que ¢é afetada pela forma especifica ca
funcao g(O) tomada.

Vamos tomar para g{Q) o termo dado por

g(0) = uO¢ (4.2)
A idéia de tomar g(O) proporcional a Og € proposital e aparece por dois
motivos:
1) como vimos no capitulo anterior, o operador Og é justamente aquele que
d4 o termo de corrente (eq. (3.84)) e que nao existia em Hy;
i) o mapa para um operador genérico O; (£ = 1,2,...,7) pode ser escrito
€Omo

< Oy T P(< 0; >n)+

L e a0V S 6(t - 5T)d
< - i) t— t >
+ < 5 oy 099 )]JEW (¢ - J7T)
1
<O;i>pp1 = PO >+ < ;.E[O.-,g(O)] >nals (4.3)
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onde P representa o mapa resultante entre dois pulsos, sendo a mesma
solucao de Aliaga et al[25]. Com ¢(0) = p©Qs, o comutader [0y, g(O)]
acrescenta termos nao lineares as equagoes de movimento {3.42) dos ope-
radores presentes em H.

[Hs, Og] = —1aOs — 21p07, (4.4)
e pela definigao de O7 vemos que
07 = SIS,(1 - Ny) + S, 84(1 - N,) (4.5)

apresenta os produtos O:03 e 0,0,.

4.1 Mapa gerado por ¢g(0) = pOq

A inser¢do de g(0O) = uOg na exponencial que representa o operador
evolugao temporal fornece

exp [%9(0)] = exp [%#06]
= 1+ [cos(%)—l] OGOG:l:i[sin(%)] 0. (4.6)

Com (4.8), as expressoes para O;(nT ") dadas pelas eqs. (3.54)~(3.60}
e a soluglo do sistema para p(tg), 0 mapa

< O >pp1= M(< O >,) 7=1,2,...,7 (4.7)

pode ser caracterizado segundo as regices dos parametros u,a,p,h e T
envolvidos.
No nosso caso usamos as seguintes especificagoes:

< Oy >, = 1.0, (4.8)
<Oy >, = 10, (4.9)
< 03 >, = 0.25, (4.10)
<Oy >y, = 0.25, (4.11)
<05 >, = 0.0, (4.12)
< 0>y, = 0.0, (4.13)
<Oy >, = 0.0, (4.14)
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Figura 4.1: Regiao dos parametros estudada.

kB = 1.0, _ (4.15)
T = 1.0, (4.16)

deixando livres u,a e p, inicialmente. Estes valores estao ligados aos se-
guintes aspectos do problema: g modula o pulso de corrente fornecida ao
sistema, a é interpretado como sendo a voltagem através da jungio|25] e p
representa o tipo de acoplamento (forte ou fraco) dos supercondutores.

Inicialmente foram observados u, a e p, com p e a assumindo os valores
dados pela figura 4.1; em cada um desses pontos foram tomados 4 valores
para u: 0.1,1.0,5.0 e 10.0.

Na figura 4.1 pode-se observar que procuramos varrer regioes que cobris-
sem véarias situagoes de acoplamento e corrente fornecida. Os 40 conjuntos
de valores observados apresentam sempre figuras que identificam ciclos li-
mites, para os quais tende o sistema apés um determinado tempo. As
figuras 4.2-4.4 representam curvas tipicas obtidas para (¢x¢) e (IxI) para
um mesmo conjunto de valores dos parametros.
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Além do aspeclo representativo de mapas em que se observa apenas
contragao de areas, a estrutura deslas curvas nao apresenta qualquer efeito
de autosimilaridade. Veja-se, por exemplo, as liguras 4.5-4.12 para [ase e
4.13-4.14 para corrente, ein que as areas deiimitadas por retangulos sao
ampliadas nos graficos seguintes.

aae
S -

-8, 58

1,08

1.5@ -

-2.09

2. 58

-7.8 .68 . <Lz Ta.5a P YT 4. e Y] [N 1. Lsa

Fig. 4.5: (q;t»xqb) parau = 1.0,a=0.1e p =0.1.
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Comentarios finais

Do que se pode observar nas figuras oblidas, o mapa gerado pelo trata-
mento desenvolvido ao longo deste trabalho parece nao apresentar compor-
tamento cadtico, na forma como este se mostra nos estudos feitos sobre o
modelo de Stewart-McCumber|20]. Em vista dos trabalhos referentes a sis-
temas quanticos, nosso resultado nao chega a surpreeender. A auséncia de
caos ermn sistemas quanticos ja é bastante aceita atualmente e, neste caso,
tratar-se-ia de mais um sistema que, em regime quantico, nao apresenta
comportamento cadtico. E evidente que o estudo de regioes de parametros
como o que fizemos, é passivel da critica de que a varredura nunca é su-
ficientemente “fina” para se poder dizer que foi coberta toda uma regiao;
ainda assim acredita-se que é um bom método de anélise.

Se parecem nao apresentar caos, as curvas exibidas revelam a carac-
teristica da contragio de 4reas nos espacos (IxI} e (¢x¢) dos observdveis
de interesse. Contracao de 4reas é caracteristica de mapas dissipativos,
mas deve-se ter cuidado com o uso dos termos. Se é fato que observa-
mos contragao de areas no espago {¢xa), é fato também que nio estamos
lidando com varidveis canonicamente conjugadas. Falamos apenas de ma-
pas que mostram contragio de dreas no sentido de que tém jacobiano de
médulo menor do que 1. A restrigdo revela, entretanto, uma variedade de
questdes interessantes quanto as ligagoes dos resultados que obtivemos com
os mecanismos microscépicos de fluxos de particulas e de energia e que,
estes sim, podem deixar transparecer processos de natureza dissipativa[30].
Estas questdes ainda ndo tém explicagdo muito clara, mas estao fora do
escopo deste trabalho.
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