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Mas eis o que eun queria dizer: - ji fizeram o elogio da loucura e
ninguém se lembrou ainda de fazer o elogio, muito mais procedente, da
burrice. Vejam vocés: - o Sexo tem o seu Freud, a Economia tem o sen
Marx. E ninguém observou o ébvio, ou seja: - que a burrice influi mais
no comportamento humano do que ¢ fator sexual, ou econémico ou outre
qualquer.

Daf se conclui que ¢ génio & um vencido e um miserando. S¢ o imbecil
decide, s6 ele faz os costumes, as leis, as guerras, a moral e, numa palavra,
as civilizagOes passadas, presentes e futuras. Ao passo que o génio é o
marginal das grandes decistes. Enquanto o génio rosna de impoténcia e
frustracéo, eis o cretino a fazer a Histdria.

Nelson Rodrigues

Retrato de Erasmo de Roterdam

Santidade de escrever,
insanidade de escrever
equivalem-se. O sdbio

equilibra-se no caos.

Carlos Drummond de Andrade
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Resumo

’

Introduzimos a Teoria de Yang & Mills cldssica com um enfoque geométrico.
Vidrios argumentos sdo apresentados em favor da “realidade fisica” dos potenciais,
mesmo no nfvel cldssico. Especializamos para o caso do grupo SU(2) sobre espago-
tempo euclideano. Definimos oz Instantons desta teoria e apresentamos um método
para sua obtengio.

Como subsfdio ao leitor, apresentamos o conceito de Homotopia, incluindo as
seqiléncias exatas de fibragao e alguns resultados da homotopia das esferas.

Apresentamos a construgho de [Rigas] de representantes de S°-fibrados sobre 54,
que mostramos ser o ambiente matemético natural das solugbes instanténicas desta
teoria.

Finalmente, adaptamos tal construgdo e apresentamos um nove método de cons-
truggo do instanton e do anti-instanton fundamentais e apresentamos caminhos que
podem levar 4 generaliza¢ic deste método.



Abstract

g

Classicel Yang & Mills Theory is presented from a geometrical viewpoint. Many
arguments leading to the “physical reality” of Yang & Mills potentials are given. Fur-
ther, we specialize to SU(2) Lie group theory over Euclidean space-time. Instantons
of this theory are defined and a way to compute them is shown.

It is also given an introduction to Homotopy theory, starting from the very basic
concepts and leading to exact sequences of fiber spaces and to some important results
about the homotopy of spheres.

The construction of $3-bundles over §* representants given in [Rigas] is presented.
Such mathematical objects are shown to be the natural place of instanton solutions
of this theory.

We adapt this construction and show how to find the fundamental instanton and
anti-instanton solutions and also we give some possible ways to obtain the general-
izations of this result to find multi-instantons.

vi
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Apresentacao

s

Aqui apresentamos as razdes que nos levaram a este trabalho, justificando sua
escolha de tema. Naturalmente é um texto bastante pessosl, onde o autor nio pode
exigir que o leitor concorde com as convicgdes aqui apresentadas, mas também nao
pode se desculpar com ele por apresentéd-las. Deve ser ressaltado que tal apresentagao
nao é de forma alguma necessdria para a leitura do restante do trabalho.

A dissertagiio que aqui apresentamos é fruto de um projeto Fapesp® na drea de
Geometria e Topologia, realizado por um estudante de Mestrado em Fisica. Este
cardter hibrido caracterizou toda sua formacéo, desde o primeiro semestre do curso
de Fisica, quando, junto com outros colegas, fol selecionado para participar da Turma
Especial de Matemastica.

De 14 até aqui, o caminho foi acidentado, mas, ainda assim, permitiu uma formacio
consistente, com caréncias que se pretende suprir ac longo dos anos, claro.

A escolha do tema comegou quase que por um desses acidentes, Ao estudar os
textos padrées de aplicagtes de Teoria de Grupos 4 Mecinica Quéntica fica patente
ao estudante com algum conhecimento da Teoria de Grupos de Lie que esta deveria
ser utilizada com mais carinho. Nestes textos, usualmente, prefere-se considerar um
grupo de transformactes € um espago de pardmetros. Como em geral interessam
integrais sobre os grupos, identificagtes de conjuntos de medida nula desse espago de
pardmetros sfo feitas de uma maneira descompromissada, sem dar conta em gquanta
topologia hd em tais identificagbes. Fra necessdrio entdo aprofundar conhecimentos
em Grupos e Algebras de Lie, mas também era tempo de se pensar em escrever uma
dissertagao para o Mestrado,

Veio & proposta instigante do orientador: estudar Grupos e Algebras de Lie, um
trabalho profundo do professor Rigas e a Construgao de Instantons e entao procurar
relacionar tudo isso. E o que foi feito, da maneira melhor que foi possivel,

Se hé certo atraso na confecgao deste trabalho - e hd - deve-se a vdrios motivos, se
nio todos louvdveis, ao menos justificiveis. Primeiro a convicgio que o estudo de pds-
graduacdo é muito mais que a producao de uma tese ou dissertacdo, assim, mesmo
longe de quanto gostaria e de quanto seria possfvel, o estudante sempre procurou
manter suas antenas abertas a outras dreas da Fisica, fazendo cursos, assistindo e
promovendo semindrios... muitas vezes {ou quase sempre) sobre assuntos sem gualquer
relacdo direta com sen trabalho de tese. Além disso, a escolha tardia deste tema,
em substituicdo a outro que nao deixou de ser trilhado, sendo tema da monografia
apresentada para o Exame de Qualificagio, bem come a escolha de um tema *fora

2Processo 95/09819-2. Agradecemos também pela prorrogagio.



de moda”, onde o estudante e o orientador tinham como companhia para discussoes
livros e artigos, muito mais que colegas.

Finalmente é necessdrio comentar que a escotha dos capftulos foi feita de maneira
a tornar possivel ao leitor médio (estudantes de Fifsica ou Matemdtica, em fim de
graduagio ou j4 graduados} acessar o capftulo 4. Assim, temas que nao nos pareceram
extremamente necessirios foram retirados, com ¢ leitor sendo referido A literatura
daquela 4rea especifica. Um exemplo é a prépria Teoria de Algebras de Lie.

Por fim, resta torcer pars que esta dissertacio consiga win fim mais nobre do que
o de muitas outras: dar um titulo ao autor e empoeirar nas estantes de bibliotecas...



Introducao
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Tratamos neste trabalho dos Instantons da Teoria de Yang & Mills sobre R* eucli-
deano. Como é de se esperar, apresentamos a Teoria de Yang & Mills, seus Instantons
¢ o porqué da escolha de R? euclideano. Tudo isso é feito no capitulo 1, que apresenta
também a construgio dos Instantons seguindo [Atiyah] . Aproveitamos para apre-
sentar tal teoria sob um ponto de vista geométrico, comegando de uma formulacio
mais préxima aos fisicos, introduzindo a geometria passo a passo, evitando o aproach
arido rnuitas vezes encontrado hos livros que tomam este caminho. Apresentamos
ainda vérios argumentos em favor da realidade fisica dos potenciais, € mesmo de sua
primaczia, sob o ponto de vista geométrico.

O capitulo 2 trata do conceito de Homotopia, cada vez mais presente em édreas
cada vez mais diversas da Fisica. A apresentacio é sucinta, como convém & natureza
deste trabalho, mas inclui problemas interessantes como a homotopia das esferas.
Destinado a leitores que desconhegam o assunto, também deve ser 1itil aqueles que
dele tém um conhecimento difuso, podendo ser saltado pelos que j4 se sintam a vontade
com conceitos como grupos de homotopia e seqfiéncias exatas de fibragbes.

J4 no capftule 3, apresentamos da maneira que nos pareceu mais adequada alguns
dos resultados de {Rigas]. Trata-se da construgio explicita de S3-fibrados sobre S*
(também sobre S7) que no capftulo 1 mostramos ser o chjeto matemstico central no
cdlculo dos Instantons.

Finalmente chegamos ao capftulo 4 que é o desfecho deste trabalho. Embora os
outros capftulos tenham algo de original na maneira de apresentar os assuntos, eles sio
totalmente fruto do aprendizado obtido nas fontes 14 citadas. J4 o capitulo 4 ¢ de total
responsabilidade do autor, fruto de uma cega guiada pelos autores j4 citados e pelo
seu instinto, O resultado desta caga ainda néo foi o esperado. O (anti-)instanton
fundamental foi encontrado, mas as demais classes de solugdes ainda permanecem
escondidas.

Vale esclarecer que tais solugtes ja foram cobtidas nos anos setenta, como é a-
presentado no capftulo 1, e uma interpretagao geométrica lhes foli dada. Mas aqui
buscamos um nove caminho, com uma interpretacio geométrica mais direta.

Tal problema pode ser visto como um excelente exercicio de Hsica-matemsética.
Aqui nao se estd buscando uma teoria fundamental, nem tao pouco o entendimento
de um sistema fisico em particular. Busca-se sim o entendimento formal de uma teoria
que nesta segunda metade de século ganhou status de teoria fundamental, através do
estudo de um caso particular simples, mas extremamente rico.

O trabalho se encerra com algumas conclusGes que resultaram dele e uma lista



de referéncias, que ndo é nem extensiva nem completa. Qualquer omissao deve ser
encarada como esquecimento ou ignordncia do antor, pelo que jé se inclui um pedido
de desculpas.



1. A TEORIA DE YANG & MILLS E SEUS
INSTANTONS

Neste capftulo apresentamos o problema fisico abordado. Trata-se dos instantons
da teoria de gouge cléssica com simetria SU(2) pura (i.e.: sem campos de matéria)
sobre espago-tempo euclideano (uma escolha a primeira vista inusitada, mas que sers,
posteriormente justificada). A apresentacio seguird de perto o enfoque geométrico de
[Atiyah, Chaps 1,2]. Apresentamos a teoria de Yang & Mills pura, com grupo de Lie
(7, mantendo sempre em mente que trata-se da generalizacio do Eletromagnetismo,

1.1. Potenciais e Campos

Comegamos por definir potenciais e campos, o que é feito de vérias maneiras e no-
tagOes para permitir que o leitor reconhega alguma delas, pelo menos, e se familiarize
com as demais. Em seguida, apresentamos uma interpretacio geométrica e defini-
mos transformacbes de gauge neste contexto. A seccio se encerra com uma répida
formalizagio dos conceitos de fibrados principal e vetorial. '

1.1.1. Definicoes

Potenciais € Campos de gauge sio definidos de maneira mmito préxima & encontrada
nos livros padréo de teoria de campos ([Ramond], [[tzykson-Zuber] ...).

O conceito mais fundamental de uma teoria de gauge & o potencial A, (mais
adiante ainda defenderemos esta afirmagéo). E dele que partimos. Os potenciais A,
sio definidos como aplicacées do espago-tempo a valores em g (a dlgebra de Lie do
grupo (). Dado um potencial temos o operador ’

Vu=8,+4, (1.1)

referido como a derivada covariante!. Uma rdpida inspeciio no sentido desta expressao
deixa claro que tal operador age sobre fungbes f = (fi,..., f») do espago-tempo a
valores em um espago de representagéo n-dimensional de g, com & acfio de A,(z)
dada pela representacéio escolhida.

1A construgio de tal operader & chamada prescrigio do zcoplamente mmime.



O campo de gauge F),, & o operador® definido por:
F;w = [vmvvl = (auAu) - (BVA;&) + [Am Av] (1'2)

com o ltimo comutador sendo o comutador de g. No caso do eletromagnetismo, o
grupo de gauge é U (1), um grupo abeliano, logo, o 1iltimo comutador é trivial e o
cempo Fp, depende linearmente do potencial A,. Nesse sentido vemos que a ndo-
comutatividade do grupo de gauge estd diretamente ligada & nao-linearidade de seu
campo. Essa nao-linearidade traz problemas e riqueza s teorias de Yang & Mills.

Dada uma situagao fisica sabemos que seu potencial nao ¢ bem definido; que ezco-
lhide um potencial, transformagoes de gauge levam a outros potenciais que descrevem
tal situacio tdo bem quanto aquele. Nessa formulagio as transformagtes de gauge sho
dadas por uma fungio® g : M — G transformando os potenciais segundo

Ay— g Aug + 97" (Bug) (1.3)

mais claramente escrita como
Vi — 97! Vg
Para entender tais expresses podemos considerar ¢ como um grupo de matrizes. O
primeiro termo de (1.3} faz uma operagio de similaridade em 4,,. O segundo calcula
a derivada de g na diregio x (portanto um vetor do espago tangente a G no ponto
g) e traz seu resultado para a dlgebra de Lie g, vista aqui como o espago tangente &
identidade do grupo G.
Por esta transformagio temos

Fly— g_levg (1.4)

Notamos entéo que F,, trasforma-se linearmente, enquanto A, sofre uma trans-
formagao afim, on seja, Ay néo tem um zero definido.

1.1.2. Interpretacao Geométrica

Vamos interpretar a construcio acima em termos de wna particula-teste com graus
de liberdade internos e externos.

Consideremos G como o espago interno de estados (i.e.: espaco de configuracoes
nao translacionais) de ume partfcula que se move no espago-tempo. Em geral, néo
podemos identificar os espagos internos &z e G, sobre dois pontos distintos = # y do
espago-tempo. Podemos visualizar o espago de configuracdes desta partfcula como um
conjunto de “fibras” G; sobre os pontos x do espago-tempo M, como esquematizado
na figura 1.1.

No caso de nao haver qualquer campo em M, podemos fazer uma identificacao
das fibras, como que definindo linhas horizontais que chamaremos de secgdes (figura
1.2}

2Muito cuidado deve ser tomado com essa notagio de operadores, lembrando que

3;: (Auf) = (33AV)f + Av (6;&.”

3 M aqui denota o espago-tempo. Os exemplos mais comuns aio o R? suclideano ou o espaco de
Minkovski, porém, qualquer variedade (pseudo-)riemanniana & permitida, matematicamente.
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Figura™1.1: Espago de Configuragtes sem gualguer identificagio das fibras.

Mas quando héd campos, podemos visualizé-los como distorcendo o espago interno
da particula diferentemente ponto & ponto. Assim, ndo é mais possivel se escolher
secghes coerentemente. Porém, aindea é possfvel transportar o espaco interno de uma
particula ao longo de seu movimento. E o que chamamos transporte paralelo. Mas
notemos que se dois pontos forem ligados por dois caminhos diferentes, ndao hé qual-
quer razio para que os dois transportes paralelos coincidam. Em geral nao colncidem!

Trabalhemos uma analogia para visualizar esta diferenca: seja uma esfera S2, p
e p' pontos de seu equador, e 4 um de seus pélos; seja v wm vetor tangente 4 esfera
no ponto p, apontando também na diregio equatorial; sejam duas curvas: « que liga
p € p’ através do equador, € 2 que liga p a u € u a p’, sempre por meridianos; o
transporte paralelo de v por estas duas curvas difere pelo &ngulo subentendido pelos
meridianos tragados. Michael Berry, em seu famoso trabalho que originou as fases de
Berry, ilustra este exemple pedindo para se colocar a méo abaixo da orelha, com o
indicador apontando para frente; em seguida, primeiro desloca-se a méo diretamente
em diregio 3 boca: o indicador aponta para o lado; depois desloca-se a mao até o alto
da cabega e em seguida até a boca: o indicador aponta para baixo!

Podemos assumir que os transportes paralelos por dois ceminhos diferentes estéo
relacionados pela multiplicacdo por um elemento g € . Este elemento pode ser
interpretado como um “fator de fase” generalizado. Geometricamente este fator de
fase & visto como resultante da curvatura gerada pelo campo na regiac determinada
pela curva fechada (ou pelas duas curvas, como vinhamos considerando}. O efeito
Aharanov-Bohm pode ser utilizado aqui como argumente em favor da primazia dos
potenciais sobre oz campos: também é possivel haver um tal “fator de fase” sem
curvatura. Para isso precisamos trabalhar em uma regiic nao-simplesmente-conexa
do espago-tempo (ou, mais simplesmente, precisamos que a curva fechada sobre a



Figura™1.2: Fspago de Configuracio com secgdes.

qual transportamos & fibra ndo possa ser deformada a um 1nico ponto). Neste caso,
podermos ter uina curve e uma regiio de campo zero, mas com “fator de fase™ nao
trivial. Em resumo, distorgées por caminhos infinitesimais séo relacionadas a campos,
mas distorgoes por caminhos finitos podem ser de cardter topolégico.

Quando passamos a uma imagem infinitesimal da situagdo acima obtemos um
transporte paralelo infinitesimal A da fibra G, para a fibra vizinha. E o que chamamos
‘conexdo. Além disso, temos a curvatura infinitesimal F, que dependeréd de duas
diregoes?, e pode ser vista como um “fator de fase infinitesimal”. Como sempre, esta
imagem infinitesimal pode ser integrada para dar a anterior; assim, & a integral da
conexdo ao longo de um caminho fechado {(ou de dois caminhos distintos) que d4 o
“fator de fase”.

Podemos agora comparar coin a versac sem campo. Em cada ponto x podemos ver
que a conexao dé, para cada direciao y, um elemento da dlgebra de Lie g, assim temos
A, () e estabelecemos & identificagfio entre potenciais e conexdes. Do mesmo modo
a curvatura, que depende de duas diregoes em cada ponto z, e toma valores em g &
dada na forma F, (z). Essa curvatura pode ser pensada como o efeitc de um campo
externo, ou por outro lado podemos identifics-los, considerando que classicamente®
um campo nao é mais que os efeitos que ele causa. Assim temos a identificacio entre

1Essas duas diregdes definem um paralelogramao infinitesimal e a curvatura infinitesimal calculada
sobra vetores que definem estas diregdes & o “fator de fase” desse paralelogramo. Deve-se notar que
tal paralelogramo pode ser visto como o comutador desses vetores, e assim relacionar o conceito de
curvatura & defini¢ao (1.2).

5E sempre bom reforgar que este trabalho s6 apresenta a teoria de gauge eldssica. No processo
de gquentizegie (ov de segunda quantizacdo) o campo “ganha identidade propria” e esse esquema
precisa ser repensado. Por outro lzdo vale lembrar que o bom eniendimenio da teoria cldssica
revelo-se de grande valor pera o compreensio da gudniica.



campos de gauge e curvaturas, Tal identificacio de campo e curvaturs é s base da
Teoria Geométrica da Gravitacdo de Einstein, ou da Geometrodindmica, como diz
Wheeler; porém, aqui nao se trata da curvatura do préprio espago-tempo, mas da de
uma estrutura criada sobre ele. Tal estrutura é o que chamamos Fibrado Principal:
uma variedade de base M, a fibra G sendo um grupo de Lie compacto que age sobre
um espaco total P - o espago fibrado, propriamente dito - que se projeta sobre M
por uma aplicagio m : P — M. Para mais detalhes pode-se consultar [Bleecker],
[Nakahara] ou [Nash-Sen] ou ainda 1.1.4.

Sejamos um pouco mais cuidadosos com as definigbes do pardgrafo anterior: da
maneira como a obtivemos, a conexo A(z) associa “a cada diregio” um elemento da
lgebra de Lie g. De outra maneira, para p € P com 7(p) = z, A(p) é uma aplicagio
do espago tangente T, P em g, sujeita ainda a algumas restrigies®. Tal aplicacio A(p)
¢ linear e depende diferenciavelmente de p. Mas isso é exatamente o que definimos
como uma l-forma de P a valores em g. Denotamos o conjunto de todas as 1-formas
diferenciais de P a valores em g por A!(P,g). Uma anélise semelhante nos permite
perceber que F é uma 2-forma a valores em g, ou seja, um funcional bi-linear alternado
de T,P X T, P em g. O conjunto destas 2-formas é denotado A%(P,g). Mais adiante
nos aprofundaremos mais neste tépico.

Finalmente, com a identificacdo de potenciais com conexoes e de campos com
curvaturas, temos um novo argumento para a realidade ffsica. dos potenciais, agora de
cardter geométrico: conexdes sfo objetos geométricos mais primitivos que curvatural

1.1.3. Escolha de Gauge

Para se trabalhar com potenciais em ffsica, é essencial se ter uma expressio para eles.
Mas para isso ¢ necessdrio se escolher um gauge. Isso é o que abordamos agora.

Voltamos a comparar as situagbes coin cainpo e sem campo. J4 vimos que sem
campo podemos escolher secgbes. Uma vez escolhidas estas secgdes, podemos escrever
o potencial em cada ponto usando algo parecido com o “fator de fase” j4 discuti-
do.Utilizamos g € & que representa a diferenga entre o transporte infinitesimal feito
pela conexfio A e a identificagao coerente representada pela secgdo. Mas a escolha da
seccdo € realmente uma escolha, e, se outra secgao fosse escolhida, cutra expressao
seria obtida para A. E essa escolha de secgio que chamamos escolha de gauge, e a
mudance de uma escolha a outra é dada pelas transformag¢des de gauge.

Assim podemos perceber que o valor de um potencial realmente nao tem significado
fisico préprio, dependendo da escolha de gauge realizada. Mas de forma alguma isto
pode ser confundido com o potencial néo ter significado fisico préprio. Para isto
podemos comparar com o conceito de relatividade de Galilew: o valor da velocidade
de um corpo néo tem significado préprio, dependendo da escolha do referencial inercial
adotado. J4 a aceleragho ¢ um invariante de Galileu. No casc do eletromagnetismo
temos a mesma relagdo: o valor do potencial depende da escolha de gauge, enquanto
o valor do campo ¢ invariante de gouge. No caso de uma teoria de gauge geral, com

$ A passagem a P permite que se defina globalmente a 1-forma de conexio A. Nem sempre isto &
poasivel em M, como ficard claro mais adiante.



grupo nac-abeliano’, nem mesmo o campo & invariante de gauge, transformando-

se segundo {1.4). Podemos perceber a similaridade entre a escolha de gauge e a
escolha de referencisis para o espago-tempo; a diferenga reside que a escolha de gauge
deve ser encarada como wma escolha de referenciais nas fibras, tendo portanto uma
interpretagdo menos direta para nossa intuicao moldada ao espago-tempo.

1.1.4. Fibrados Principais x Fibrados Vetoriais

Aqui formalizamos o conceito de fibrado prineipal ¢ introduzimos os fibrados vetoriais,
que serdo importantes no célculo de instantons. Apenas apresentaremos a definicio
como encontrada em [Bleecker], relacionando com os itens anteriores. Mais detalhes
podem ser encontrados na bibliegrafia jé citada.

Definicao: Um fibrado principal é dado por m : P — M, P e¢ M variedades
(pseudo-)riemannianas, e umn grupo de Lie G tais que:

1. G age® diferencidvel e livremente em P, pela direita. Denotamos esta agéo por
Ry(p) = pg.

2. A fibra sobre x € M, dada por 7~ 1(z), ¢ difeomorfe a G.

3. Para qualguer x € M, existe um aberto U C M € ume trivializagdo local, dada
por Ty : 7w~ W {U) - U x G, com Ty (p) = (w(p), su(p)), onde sy : 7 H{U) = G
abedece a sy({pg) = sy(plg, para tedo pE P e g€ G.

Tl definigao sistematiza tudo o que jd discutimos sobre o espago de configuragio
de uma particula (no caso do espago interno ser dado por G). O item 3 nos mostra
que as figuras 1.1 e 1.2 devem realmente ser imaginadas localmente. Cada pedago do
fibrado é trivial, € em cada pedago é possivel escolher mna secgio sy. Porém, em
geral ndo h4d seccao global, o que indica a impossibilidade de identificagio coerente
das fibras ao longo de todo o espago tempo. A analogia que pode ser feita aqui é com
a propria definicao de variedades: cada “pedacgo” é como umn aberto de R™, porém,
globalmente, uma variedade &, em geral, bastante diferente de R™.

J4 os fibrados vetoriais tém como fibras espagos vetoriais. A estrutura & a mesma.
temos uma projegao 7 : P — M, a fibra 7~ 1(z)} ¢ isomorfa a E*, um espago vetorial
de dimenséo n. Para cada = € M, existe aberto I/ C M e uma trivislizacao local
dada por Ty : 7~ Y(U) — U x E®, com Ty (p) = (w(p), v(p)).

Podemos notar que hd uma forte ligagao entre fibrados vetoriais e fibrados princi-
pais: grupos de Lie compactos podem sempre ser pensados como grupos de matrizes
agindo sobre espacos vetoriais, e, por outro lado, dado um grupo de Lie, sua 4dlgebra
de Lie & um espaco vetorial. Desse modo, dado um fibrado principal podemos sempre
construir um fibrado vetorial. A recfproca também vale, caso seja dado um fibrado
vetorial e uma métrica em E®. Neste caso podemos obter um fibrado principal com
{ as transformagtes ortogonais de E™. Muito mais sobre vdrios espagos fibrados e
guas inter-relagdes do ponto de vista mateméatico pode ser encontrado em [Steenrod).

7E a comutatividade de U/(1) que trivializa a transformagfo (1.4), fazendo o campo eletromag-
nético invariante de gauge.
8Para definigSes de agio diferencisvel e livre, ver capitulo de Homotopia.



1.2. As Equacgoes de Campo de Yang & Mills

As equagdes de campo sio apresentadas e discutidas. Como de costume, as equagoes

dindmicas sio obtidas de uma lagrangeana®.

1.2.1. As Equacoez de Campo

Apresentamos as equagdes de campo de Yang & Mills, que generalizam as equagdes
de Maxwell. Aproveitamos a grande misceldnia dg notagoes e definigoes encontradas
na literatura especializada, para apresentar vdrios enfoques de certa maneira comple-
mentares.

Comegamos pelo enfoque de operadores, usado em [Atiyah, 1.3]. As equagtes de
campo no vicuo pedem ser dadas por:

[Vis Vo, Vol + 1V [V, Vil + [V [V Vol = 0 (1.5)

(Vi [V, Vil] = 0 (1.6)

Tais equagies, apesar de sua forma muito semelhante, sio bastante diferentes:
enquanto (1.3) s@o identidades automaticamente satisfeitas devido ds deflni¢les de
V, e de F,,, conhecidas em geometria diferencial por identidades de Bianchil®; as
(1.6} sio equagles dinimicas (que restringem as conexbes possiveis). Fisicamente
podemos considerar as (1.5) como uma conseqiléncia do fato de considerarmos os
campos como derivados de potenciais, enquanto as (1.6) relacionam entes potenciais
com & situagio f(sica a ser descrita.

Quando consideramos cargas e correntes, as (1.5) dao as equagbes homogéneas,
enquanto as {1.6) dao as equactes inhomogéneas de campo.

Mais uma vez refor¢amos a importéncia dos potenciais na teoria de Yang & Mills.
A equacio (1.6) s6 pode ser escrita como uma equagio para F,,, (sem gnalquer mengio
ao potencial A,) no caso de grupo de gauge abeliano, como U(1}) do eletromagnetismo.

Lembramos agora que jé interpretamos A como 1-formas em P, assim como F
como 2-formas em P (na 1.1.2). Com efeito, na linguagem de formas (ver [Nash-Sen)
ou [Bleecker]), temos

F=DA=dA+AAA (1.7

D ¢ dito a deriveda exterior covariante (é importante notar a semelhanca dos ope-

radores D e V, definido pela (1.1). O primeiro age em 1-formsas e o segundo em

fungGes, que identificamos com O-formas.). Seguem entio as equagdes homogéneas'!:;

DF =0 N (L.8)
J4 as equaches inhomogéneas sio dadas na forma

DxF=0 (1.9)

9K sempre bom ter em mente a méxima: “Dar uma Teoria de Campos & dar uma Lagrangeana”.
10Em verdade, o segundo grupo das identidades de Bianchi.
lipor definigho do operador D tem-se DF =dF + AAF —F A A,



onde * & o operador estrela de Hodge, que faz & dualidade A¥(M) — A *{M), com
M uma variedade n-dimensional. Expressas dessa maneira as equagoes de campo
(no vécuo)} dizem que F' é uma dois forma coverientemente fechada (DF = 0) e
cofechada'® (D x F =0).

Formas que sao fechadas (i.e.: dw = 0) e cofechadas (d * w = 0) sdo ditas har-
ménicas. As formas harménicas sio o objeto de estudo da teoria de Hodge, um belo
capitulo da matemdtica [Warner]. As teorias de Yang & Mills no vdcuo podem ser
vistas como uma. generalizagio da teoria de Hodge para fibrados principais.

Apresentadas como (1.8) e (1.9) as equagdes de campeo tomam uma forma mais
compacta e, num certo sentido, de mais fécil interpretacao.

1.2.2. A Lagrangeana de Yang & Mills

Apresentamos aqui a lagrangena que gera as equagdes de campo (1.6} ou (1.9). Uma
vez mals apresentamos em mais que um padréo de notagao, procurando aproveitar as
vantagens de cada um deles em particular.

A maneira mais usual de definir a lagrangeana é escrever a agio como'3

§= _Tl f tr(F*F,,)d' (L.10)
M

onde usamos o levantamento de fndices do célculo tensorial e d*z & um elemento de
volume no espago-tempo. Essa acio & invariante por transformagoes de gouge, devido
& propriedade ciclica do traco.

Para obter a equagio de campo devemos ter §5 = 0. Para isso & mais prético
reescrever tal agido por

-1
S(Aug™) = T [ tr(Frss" Fu) o

e fazendo variagbes arbitrdrias de A, obter (1.6).
Mag novamente a notagio de formas se mostra muito interessante, e podemos
reescrever tal acio como

S= :zlftr(FA*F) (L.11)
M

Lembremos que F' é uma 2-forma em M, e #F é também 2-forma; logo FA+F é uma, 4-
forma proporcionsl ao elemento de volume. Mais uma vez devemos realizar variagoes
em A. Realizemos variagies numa “diregio” bem definida, embora arbitrdria: 4 —
A +1B. Temos entdo F' =d(A+tB)+ AA(A+tB). Obtemos

g—tF‘ ltmo=dB+AAB=DB

2Mais precisamente, o operador *Dx & conjugado hermitiano do operador D, por isso chamado
codiferencial exterior covariante [Bleecker, 4.2.8].

13No caso do Eletromagnetismo, eseolhido um referencial e um gauge essa densidade de acio (ie.
o integrando de 1.10) & proporcional a E2 — H2



notemos entao que ir (F A *F) = (F, F) v com ¥ a n-forma de volume. Com isso;

d {1

P (EtT(F/\*F)) ={F,DB}v _

agora fazemos uso do fato de *D=* ser o hermitiano conjugado de D, com respeito ac
produto interno {, ). Com isso

%s= —f(F,DB)v: —/,(*D*F,B)u
M M
devido & arbitrariedade de B obtemos (1.9).

1.3, Instantons

Finalmente apresentamos os instantons da teoria de Yang & Mills, embora a sua
obtencao explicita ainda vi esperar a préxima secgio.

1.3.1. Definicao

Definimos instantons no contexto da teoria de Yang & Mills e apresentameos wmn argu-

mento que impede a obtengdo de instantons assim definidos no espago de Minkowski,

Em resumo, nosso problema em teoria de Yang & Mills no vdcuo & achar potenciais

A, (ou conexdes, como jé foi explicado) tais que as duas equagbes abaixo sejam
cbedecidas:

DF =0 (1.12)

D*F=0 (1.13)

Polyakov entéo sugere {(em [Polyakov]) que procuremos soluges do tipo
F=X+F (1.14)

com A constante, de modo a assegurar que (1.12) e (1.14) impliquemn (1.13}.
Notemos a restrigio a que A estd sujeito: o funcional estrela de Hodge obedece
xx = g, g = det g, entdo temos

F=AxF =X %«F = )gF

assim A? = g™}, No caso de R* euclideano temos A = %1, enquanto no caso do espago
de Minkovski A = +i. Mas notemos que se F' toma valores em g = su({2), iF nao
pode também tomar valores em su{2). Ficamos restritos entéo ao caso euclideano. Tal
restrigio torna diffcil uma interpretacio fisica imediata do significado {ou da utilidade)
de tais instantons. Porém, com alguns “malabarismos teéricos” (passagem a tempo
imaginédrio) podem-se obter resultados interessantes como uma descrigdo do fenémeno
de tunelamento entre dois estados de vicuo degenerados, porém separados por uma
“barreira de potencial”, Este tema estd fora do escopo do presente trabalho, podendo
ser encontrado em [Rajaraman| ou em outros trabalhos da literatura especializada.



1.3.2. Classificacao Topolégica dos Instantons

A topologia do fibrade principal obtido quando calculamos um instanton define o
nimero instantdnice, ou carga topoldgica, ). Vamos entender tal afirmacio.

Uma exigéncia natural de se fazer em teorias de geuge é que as solugoes tenham
agao finita. Para isso precisamos ter F' — 0 em algum limite, por exemplo || — oo, de
modo que possamos calcular as integrais (1.10) ou (1.11). Com isso temos A — g~ 1dg,
neste mesmo limite.

Essa regularidade exigida em F permite que estendamos a conexéo de R* a S,
pelo processo chamado compactificagio!®. Com isso nosso instanton é um S3-fibrado
sobre 5%, Tais fibrados sio classificados por 73(5%) = Z. Podemos apresentar dois
argumentos equivalentes para que haja tal classificagao:

Primeiro consideremos o limite A lzi=ge g~ 'dg. Tal limite |z| — co pode ser visto
como uma esfera S® de raio arbitrariamente grande em R*. Duas aplicages g : 5% —
53 que nao sejam homotéGpicas geram duas conexdes que ndo podem ser levadas uma 3
outra por transformagdes infinitesimais. Isso acontece justamente porque os fibrados
principais nos quais elas “vivem” sao topologicamente distintos.

Outra maneira de ver a nesma coisa & ji considerarmos a teoria feita sobre S*. §4
& coberta por dois abertos triviais (dois hemnisférios), colados ao longo do equador, que
deve ser visualizado como uma esfera $°. Fibrados diferentes sio obtidos por colagens
diferentes. Como cada hemisfério & retritil, a restricio do fibrado a estes & trivial.
Toda a topologia entfo fica dada por uma funcde de transi¢de que a cada ponto do
equador associa um difeomorfismo g(z) : S* — 5. Tal difeomorfismo é dado por um
elemento do grupe SU(2) e dois fibrados assim construfdos sao equivalentes se suas
fungdes de tramsicio g : S° — S? sio homotépicas. A classificacio & feita entéo por
71.3(513) =Z.

(Note que tais argumentos podem ser generalizados para qualquer G-fibrado sobre
57+, com a classificacio dada por m,(G)).

Mas hd uma vantagem a mais, dada pelo primeiro nimero de Pontrjagin. Tal
niimero ¢ um invariante topolégico obtide pela integral da primeira classe de Pon-
trjagin, que é um elemento de H*(M,Z), isto ¢, da quarta classe de homologia com
coeficientes inteiros[Milnor-Stasheff], Tal nimero, no caso de $*-fibrados sobre 54 co-
incide com a classe de homotopia, sendo asgim uma maneira de se conhecer a topologia
(i.e.: a classe de homotopia a que ele estd associado) do fibrado a partir das expressoes

14 Aqui podemos apresentar um novo argumento - agora topolégico - para que nao haja solugdes
como ag aqui deacritas no espago do Minkowski: ndo emisle s de Minkowskif

Tal afirmacio pode ser assim demonstrada; para cada ponto de $% com métrica de asginatura (1,3)
toma-se ¢ vetor tipo tempo unitério e ortogonal & todos vetores tipo espago (eacolha de oriemtagao
subentendida). Como 54 & orientsvel, tal escolha define um campo global nic-nulo em 5% E bem
sabido que nfio sxiste um tal campo (n&o se pode “pentear " §™ com n par - a existéncia de um tal
campo impde que a caracterfatica de Euler-Poincaré x =0, mas 8™ com n par tem x = 2); logo nio
podemos impor uma métrica lorentzinna a §4.

Como vemos ndo & possivel fazer uma compactificacdo do espago de Minkowski maise um ponoto a
8%, Podemoe conjecturar que uma razio flsica para isso seja que os infinitos espaciais e temporais
sejam necessariaments distintos, s sendo permitidas compactificages como S x S5,

Agradecemos ao professor Francesco Mercuri por chamar nossa atencéo a este argumento.
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locais do campo. Ele é dado por 15

Q= —_[tT(FAF) o7 2[” (£#7° Foy Fpo) d'x (1.15)

54

1.3.3. Estabilidade dos Instantons

Mostramos a estabilidade de solugoes instanténicas para qualquer €.

A andlise acima refere-se apenas A inequivaléncia de certas solugdes, porém, ela
nio garante a existéncia de solugoes instantdnicas para todos os fibrados. Usando as
Z-formas G = F £ «F, obtemos

S > 472 |Q| -(1.16)

que mostra que dado um fibrado {topologicamente dado @)}, a acio de qualquer campo
¢ pelo menos igual 4 do instanton dagquele fibrado. Mais que isso, mostramos que tal
designaldade é estrita, ou seja, a acio apenas admite este valor quando F' = £ x F.
Isso mostra que os instantons siio as solugbes de mais baixe agio, portanto as mais
importantes quando se faz quantizagio por integral de trajetérias; e estdveis, no
sentido que a segunda variagio da agho é néo negativa [Lawson Jr].

1.4. Cilculo de Instantons

Apresentamos aqui o0 método desenvolvido no final da década de 1970 para a cons-
trucdo dos instantons. Partimos da construgao do instanton e do anti-instanton fun-
damentais ¢ depois generalizamos tal procedimento para obter os multi-intantons.
Novamente a referéncia principal é [Atiyah, Chap 2].

1.4.1. Nota Histdérica

Embora tal trabalho ndo pretenda ser um trabalho de revisio completa do tema,
apresentamos aqui um pouco da histéria dos instantons.

Tal histéria comega com [Polyakov] que propde a busca de solugdes (anti- Jauto-
duais'®, ou seja, potenciais tais que F' = £ F, que por isso chamamos esta de equagdo
de Polyakov. Nas pédginas seguintes do mesmo periddico o trabalho [Belavin et all]
apresenta a primeira solucéo instantdénica pars as equagtes de Yang & Mills sobre o
espago-tempo euclideano. E curioso notar que j4 neste trabalho Polyakov agradece a
S.P. Novikov por ter-lhe explicado conceitos topoldgicos.

Rapidemente o assunto ganhou o ocidente, Contribuigbes importantes forain
dadas por G. 't Hooft, E. Witten, R. Jackiw, C. Nohl, C. Rebbi, R.S. Ward, M.F.
Atiyah, N.J, Hitchin, I.M. Singer, V.G. Drinfeld e Yu.l. Manin, entre outros, ainda
na década de setenta.

15 Novamente vale a comparagio com o Eletromagnetismo. Neste caso, escolhidos um referencial e
um gauge, este integrando & proporeional a E+- H, Vemoa entdo que aqui faz-se uso da generalizagao
dos dois invariantes do Campo Eletromagnético, um para a agao, ouiro para a carga topoldgica

6 Eate & o termo usual, o qual adotaremos, embora auto-(anti-}dual nos parega mais adequado.
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Logo foram encontradas solugées para qualquer nimero instanténico e o problema
passou a ser saber qual a degenerescéncia de tais solugées. Os cinco graus de liberdade
da solugdo mais simples foram primeiro generalizados a 5 |k| e depois a 8 [k| — 3, com
o teorema do Indice de Atiyah-Hitchin-Singer. O passo seguinte foi mostrar que estas
eram realmente todas as solugbes possfveis, o que foi obtido com a construgéo de
Horrock no twistor space de R. Penrose.

1.4.2. Quatérnios

rd
Numeros e formas quaterninicos mostram-se ferramentas muito 1teis na obtengao de
instantons. Passamos a uma rdpida apresentacio de suas propriedades,

Nimeros Quaternifnicos

Os ntiimeros quaternidnicos foram criados por Hamilton como uma estensic dos ni-
meros complexos. Apresentamos aqui definiges bdsicas e algumas propriedades que
nos serfio muito iiteis.

Ao invés de uma unidade imagindria z, Hamilton propds-se a trabalhar com trés: <,

i, k, tais que i2 = §2 = k% = —1, Para fechar a dlgebra quaterniénica, que denotamos
por H, Hamilton usou as multiplica¢ées cfclicas ij = —ji = k, jk = ~kj = 1,
ki = —ek = j. Segue entao que os quatérnios nio sdo comutatives.

Um ndmero quaterniénico geral g 6 dado por quatro nimeros reais z;:
g =1 + xgt + 235 + 24k
A exemplo dos mimeros complexos, podemos associar um quatérnio conjugade
F=1T1 — 22t — 23] — T4k

E importante notar que {ab) = ba. Também podemos definir uma norma positiva
definida'?, com quadrado dado por:

2 _ __
lo" = g7 =7q
e podemos notar que todo quatérnio néo nulo tem seu inverso dado por
-1_ 9
9 =73
lal

Com tudo isso, 0s quatérnios de norma!® unitdria formam um grupo pela multi-

plicagéo quaternidnica, denotado Sp(1)., Geometricamente este grupo é 5°.

Também a exemplo dos nimeros complexos, z; é dita a parte real de ¢ e g—x; sua
parte imagindria. Por vezes esta parte imagindria também é chamada parte vetorial
e q pode ser denctado =y + ?, identificando 0s mimeros 4, 7, k& com 0s respectivos
versores de RS,

17Que coincide com a norma euclideana ac identificarmos H ¢ R4,
18 Também chamada médulo.
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H pode também ser identificado com €2, o espago dos pares de niimeros complexos.
Fazemos:
g=z+ zgj, com z =T+ Tat e 29 = T3+ 248

e podemos entdo interpretar a multiplicagio quaternidénica como um operador linear
sobre vetores de €%, Com efeito:
(w1 + waF) (21 + 227) = w21 — w2 + (w122 + weF) j

e assim, o produto por ¢ 4 direita pode ser visto ¢como a matriz

5n oz
I

agindo sobre vetores linha, Assim, a dlgebra dos quatérnios H pode ser identificada
com uma subdlgebra das matrizes 2 X 2 complexas, Si(2, C). Em particular temos as

identificagtes:
(i 0 (0 1Y L (0
' 0 —i j'7 -1 0} i 0

Notemos que por esta inclusio a norma dos quatérnios vai no determinante das ma-
trizes. Com isso Sp(1l) fica identificado com SU(2). A Slgebra de Lie deste grupo
pode entao ser identificada com a dlgebra dos quatérnios imaginérios puroes, gerada
por %, 7, k. '

Formas Quaternibnicas

Mostramos como formas (anti-}auto-duais aparecem naturalmente em H. Com isso
passaremos entdo & procurar conexdes em H =2 R%,

Identificamos o espago-tempo euclideano R* com os quatérnios H. Também iden-
tificamos a dlgebra de Lie su(2) com os quatérnios imagindrios puros. Vamos entéo
procurar uma conexao A sobre os quatérnios a valores nos quatérnios imagindrios
purcs. Uma tal conexdo pode ser escrita como

A{g) = Au(g)yda*

com A,(g) quatérnio imagindrio puro.
Mas até af, ndo usamos em nada a dlgebra guaterniénica. Vamos comecar a fazé-lo
agora. Primeiro notemos que podemos definir

dg = da' + da®i + dz®j + datk
bem como
dj = da' — da® — dz®j — dz*k
a exemplo do que fazemos com os complexos. Dada qualquer funcao f(g) a valores

quaterniénicos, temos uma maneira cantnica de obter um potencial de Yang & Mills
SU(2), fazendo:

Alg) = Im {(g)da} = 5 { fla)da — i3T(a) } (L17)
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Podemos notar desde jd que

(dz! A da? + da® A dzt) i+ (da' A da® + dot Ad2®) 5 }

qud@:"z{ + (dat A dat + do? A do®) k

é auto-dual, enquanto dg A dg & auto-anti-dual. Além disso, ambas sio 2-formas
quaterni6nicas imagindrias puras. E exatamente isso que buscamos para os instantons!
Assim, j4 sabemos que qualquer conexéo cuja curvatura se escreva como

F(q) = r(q)dg A dg (ou F(g)= r(g)dg A dq)

sers4 um (anti-)instanton] Notemos que na expressfio acima r(g¢) é wma funcio a
valores reais.
Lembrando entéo da expresséo {1.7):

F=dA+AAA
para A como em (1.17) temos

F =Tm{df Adg+ fdg A fdq}

1.4.3. O (Anti-)Instanton Fundamental

Apresentamos o anti-instanton e o instanton fundamentais e discutimos algumas de
suas propriedades.
Vamos entdo buscer um ansafz baseado na discussio anterior. Seja

qd 1 | Gdg — dg
A(Q)=Im{ qq2}=§ - (1.18)
1+ql 1+ gl
um pouco de manipulagéo algébrica leva a
Ad
Plg) = A0,
(1+1a")

que mostra que F é anti-auto-dual, portanto 4 como em (1.18) & uma conexio anti-
instanténica. Vamos estudé-la melhor,
Primeiro vamos decompor A(g) para melhor compreendé-la:

—iot — x3) — xyk

Ai(g) = T+ |oF
Aslg) = x4 —1 T_l;qu zak
Aslg) = 41 -I]-. ilfql-; zak
Aig) = —xq ;l—frzl;!- ok
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Apgora vamos estudar a condigao assintética de (1.18). Temos

A(q) =% 1 {q;dg} = Im {g~'dq}
lal

Podemos notar que na notagdo de {1.17) temos f{(g) lel oo ¢~ !. Computando direta-
mente o ntimero instantdnico de (1.17) obtemos } = —1. Tornamos assim explicita
a relacio entre a classificagio homotépica dos fibrados, dada por @, e a classe de
homotopia da fungéo f: 5% — S2. .

A distingfio entre dualidade e anti-dualidade vem de uma escolha de orientagso
no espaco-tempo, que define o sinal do funcional *. A transformagdo ¢ — 7 inverte
a orientacio de $°. Assim, basta aplicé-la para obtermos o instanton fundamental,

dado por: .
A(q)=lm{ 9dq } (1.19)

2
1+ |q]

E evidente que a transformagio ¢ — u{g—2b), com u € Re b € H mantém a
(anti-Jauto-dualidade de (1.18) e (1.19}. Tal transformagéo, que deve ser interpretada
como um deslocamento por b e nmna mudanga de escala por p, d4 a degenerescéncia
de dimens8o 5 destas solugdes. Por razées que depois serao entendidas, preferimos
inverter'® a transformagéo acims, usando

g—A(b—g) ! (1.20)

Mas nao haveria outras transformacgOes que também mantivessem a estrutura ins-
tantonica? De fato, qualquer transformagio conforme prépria mantém tal estrutu-
ra. Porém, muitas delas levam o {anti-)instanton em “outro” gauge-equivalente ao
primeiro. Ao desconsiderar tais transformagtes, resta como quociente apenas as aqui
apresentadas (para detalhes, ver [Atiyah, pp. 23-4]}.

1.4.4. Os Multi-Instantons

Mostramos a construcdo de instantons com qualguer mimero instantonico Q.
Passamos agora a HF, o produto cartesiano de k cépias de H. Usamos & conhecida
expressao (1.18) generalizada. para

u* du
A(g) =Tm {m}

com % um vetor coluna de HF, u* seu transposto conjugado e ||u|| a sua norma
euclideana (JJull® = «*u).
Agora consideramos .
W)= [A(B -1

que para ser a generalizacio certa de (1.20) precisa que o vetor linhe A € H* e a
matriz B obedegam as condigdes:

19E trocar o sinal.
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1. B*B 4+ A*)\ & uma matriz real.

2. A matriz ( B ;qI ) tem posto méximo {igual a k).

16

UNICAME
PELIOTECA CHNTRAL




2. HOMOTOPIA

r

Neste capftulo apresentamos o conceito de homotopia e os invariantes topolégicos
diretamente ligados a ele. A primeira secgao é introdutdéria; as demais tratam de temas
um pouco mais avangados., Para os nossos intuitos a apresentacgo aqui fornecida deve
ser suficiente mesmo pare o leitor que desconhega o tema. Muito mais porém pode
ser encontrado em [Hu) ou em [Mercuri, Cap 1], ou ainda em [Nash-Sen, Chap 3,5].

2.1. Homotopia, Grupo Fundamental e outros Grupos de
Homotopia

Nesta secgio discutimos o conceito de homotopia, partindo de homotopie de fungdes,
passando pelo grupoe fundamental de um espace topoldgice e chegando aos diversos
grupos de homotopia,

O primeiro conceito importante é o de homotopia de functes, Dadas duas fungtes
continuas fo, fi : X — Y, X,Y espacos topoldgicos!, estas fungbes sio ditas ho-
motépicas {e denotamos fo ~ f1) se existe H : X x I — Y contfnua tal que
H(z,0) = fo(z) e H{z,1) = fi(z), oude I = [0,1]. H ¢ dita uma homotopia en-
tre fo e f1 e pode ser vista como um caminho ligando as duas fungbes no espago de
fungoes C°(X,Y).

A relacio de ser homotdpica a 6 claramente uma relacio de equival®ncia, induzin-
do um quociente em C°(X,Y). Muitas vezes, porém, tal relacio é muito fraca e o
quociente é trivial (para X ou Y convexo, por exemplo, pois nesse caso toda funcao
f : X = Y é homotdpica a uma funcio constante). Mostra-se necesséric entfo o
conceito de homotopia relativa.

Embora nés seja necessdrio, vamos nos restringir 4 homotopiadecurvasc: I — X.
Aqui o conceito que se mostra mais til é o de homotopia de caminhos, um caso
particular de homotopia relativa: sejam cg,¢; : J — X dois caminhos ligando z e
(ie.: ¢(0) = ¢1(0) = z e (1) = ¢1{1) = ). Tais caminhos sfo dites homotdpicos
relativos a = e y se existe uma homotopia H : I x I — X tal que H(s,0) = (s},
H(s,1) = e1(s), H{0,t) = =z e H(1,t) = y (ver figura 2.1). Nao ¢é diffcil ver que tal
relacio de equivaléncia é muito mais restritiva que a anterior. Seja X, por exemplo,
o “plano furado” R#\{(0,0)}. Dos trés caminhos mostrados na figura 2.2 nio h4 dois
que sejam homotépicos! Percebemos entdo que a homotopia de caminhos é capaz de
“perceber o buraco” do plano, jé que em R? nio apenas estes trés como quaisquer
dois caminhos ligando z a y si&o homotépicos.

1Podem ser variedades diferencidveis ou qualgquer outra categoria também. Neates casos & conve-
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Figura™2.1: Esquema de Homotopia entre os caminhos ¢; e c¢a.

Figura~2.2: Trés caminhos nic homotépicos em R%*\{(0,0)}.
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Figura™2.3; Representacio esquemitica de Homotopia entre (-y; %y, )xvz € vy x{yg%ya).

Passamos agora para a homotopia de lagos. Um lago? é um caminho ligando
um ponto a ele mesmo, ou seja, & o caso ¥y = x. A vantagem de trabalharmos com
lagos & que mantemos toda a riqueza da homotopia de caminhos e ainda ganhamoes a
possibilidade de compor lagos: sejam dois lagos v;,vp : I — X, com+,(0) = v;{1) = =z,
podemos definir o lago v = y; #y, dado por 4

_ v,{2s} seOﬁsS%
OB 1505t

que pode ser pensado como primeiro percorrer v; e depois 75, E fécil ver que com
a definicio dada tal composigio de lagos ndo & associativa, ou seja, 7, * (yg *y3) #
{71 * v3) * v3, porém é muito facil mostrar que 7y, * (7 % ¥3) ~ (7, *vg) * vz (ver
figura 2.3). E fécil verificar ainda que se a1 ~ ay e by ~ by entdo (a3 %by) ~ (ag*by),
ou seja, « induz um produto entre as classes de equivaléncia por homotopia (relativa
a )%, O lago constante «,(s) = x ¢ dito trivial e a sua classe de equivaléncia é um
elemento neutro em relagio ao produto *: {yx~,) ~ (7, *7) ~ 7. Finalmente, se v &
um lago, temos v~ 1(8) = v(1—s) tal que (v 1x7y) ~ (y*y 1} ~ 7,. Assim, as classes
de equivaléncia dos lagos sobre um espago topolégico com o produto induzido por »
formam um grupo chamado grupe fundamental desse espaco ou ainda primeiro grupo
de homotopia, denotado 71(X), ou m (X, ) para enfatizar o ponto base z (porém,
para X conexo por caminhos todos 71(X,y) séo conjugados - logo isomorfos - ¢ que
nos permite falar de 11 (X)).

O esquema da figura 2.3 é uma maneira muito pratica de representar homotopiss
¢ composigoes de lagos. Nele podemos ver na horizontal inferior a composigao {y; *
“¥a) * 7Ya, na horizoutal superior v, * (v * vz} e na vertical a representacio de uma
homotopia. entre estes dois lagos. Vale notar que as linhas verticais sao inteiramente
mapeadas no ponto base x.

niente exigir mais sobre as homotopias, como homotopias diferencidveis...
2E comum também a utilizagio do termo inglés loop.
3E muito comum omitir-se o termo relativa a ... que deve ser subentendido quando necessério.
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Essencial no conceito de homotopia & o seu comportamento com relagae a apli-
cagdes f : X — ¥. Lacos de X sfo levados a lagos de Y, assim como homotopias
entre lacos de X s&o levadas em homotopias entre lagos de Y. Dessa forma, f induz
far : m(X) = m1(Y). E imediato que se f é um homeomorfismo entéio fyg; & isomor-
fismo de grupos. Neste sentido o grupo fundamental & um invariante topolégico do
espaco: espagos com grupos fundamentais nao isomorfos nao podem ser homeomor-
fos! Esse é o papel principal da topologia algébrica: criar invariantes que permitam
classificar os espagos topolégicos,

Se X tem grupo fundamental trivial {ou seja, todos os lacos sao homotépicos ac
lago trivial) - o que denotamos por 71{X) =0 - entdo X é dito simplesmente conexo,
ou I-conexo.

I importante notar que, embora o ponto base seja formalmente importante nas
definigdes?, ele nio desempenha papel importante algum (trabalhamos com X conexo
por caminhos). Com isso, podemos visualizar os lagos como aplicagdes do cfrculo S!
no espaco X. Tal visualizagio permite obter os demais grupos de homeotopia de
maneira. heurfstica.

Podemos entéo definir o segundo grupo de homotopia do espago X, 73(X), como
o grupo formado pelas classes de equivaléncia por homotopia das aplicacdes 8% — X,
Para entendermos o produto neste grupo, porém, precisamos da definicao formal um
pouce meis abstrata.

Denotamos por Q'{X) o espago dos lagos de X. Q!{X) & um espaco topolégico.
Faz sentido entfc falarmos de lagos em !(X). Podemos entdo definir n2(X) =
(@ (X)).

Umn pouco de topologia nos permitird relacionar as duas definigGes apresentadas.
Para visualizarmos os lagos como aplicagdes do cfrculo 5! em verdade fizemos uso
de seguinte construgio: seja o intervalo I = [0,1]. Identifiquemos os pontos da
fronteira (ou seja, consideremos 0 e 1 como o mesmo ponto). O espaco obtido apés
tal identificacdo é homeomeorfo a §!, Podemos visualizar isto se considerarmos um
barbante e unirmos seus extremos. Do mesmo modo fazemos com o quadrado I? =
I x I. Ao identificarmos todos os pontos de sua fronteira como um tnico ponto,
obtemos um espago homecmorfo & esfera S2. Esta construgio também pode ser
visualizada com ajuda da figura 2.4 ou se imaginarmos como possivel unirmos todos os
pontos da extremidade de uma folha de papel. E interessante notar que na visualizacio
nos utilizamos de umna dimensao a mais, na qual imaginamos o “movimentc” para a
identificagao dos pontos da fronteira.

Embora a visualizagio se torne muito mais abstrata, tal construciao pode ser con-
tinuada indefinidamente com I™ tendo todo seu bordo identificado a um tnico ponto
sendo homeomorfo a §™, a esfera n dimensional (que pode ser pensada com a esfera
unitdria de R**+1),

Com esta construgéo em mente, os mapas 52 — X que constituem m3(X) podem
ser vistos como mapas I? — X tais que todo o bordo 81 & mapeado em um 1nico
ponto. Mas tais mapas podem ser vistos como homotopias entre o lago trivial e ele
mesmo, que s&o os lagos de £2'(X) tendo como ponto base o lago trivial. Assim temos

4K a existdncia do ponto base que permite definir o produto .
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Figura™2.4: Visualizacio do Homeomorfismo ™, /01" &£ 8™ paran =1, 2.

a equivaléncis das duas defini¢ées de 72{X) que apresentamos. Todo espago 1-conexo
com Ty trivial é dito Z-conero,

Da mesma forma podemos definir 7,,{X) ou como as classes de equivaléncias dos
mapas 5™ — X ou como T,-1(£21(X)). Se um espago X tem mx(X) =0 para k < n,
X & dito n-conexo. Segue também que dada uma aplicagio f : X — Y temos a
aplicagio fgn : Tp{X) — 7o(Y) induzida por f. 7n(X) também séo invariantes
topolégicos no sentido gue se 7, (X) nao é isomorfo a 7,(Y) entdo X nao pode ser
homeomorfo a Y.

2.2. Fibragoes

Grupos de homotopia ndo sao faceis de calcular. Uma arme muito poderosa sdo as
seqliéncias exatas de fibragbes, largamente usadas em [Rigas]. Descrevemos de forma
simplificada tal conceito e aproveitamos para apresentar dois exemplos importantes:
08 espacos de revestimento e as fibragoes de Hopf.

Existem diversas definigoes de fibragdes, mas como foi notade por J. P. Serre,
o conceito central ¢ o de levantamento de homotopia. Podemos entdo definir uma
fibragio E 5 B exigindo a propriedade de levantamento de homotopias: dadas uma
homotopia H : I* — B e uma fu.thw continua Ho : I™~ 15 FE tal que po Ho{z) =
H(z,0) existe o levantamento H : I™ — E tal que po H = H e H(x,0) = Hy(x).

E & dito espago total, B espago de base € p projecio. Paraz € B, E, = p~1{x) ¢
dita a fibra sobre x. A propriedade de levantamento pode ser entendida como dada
uma homotopia na base ¢ uma condigao inicial no espago total, podemos levantar
toda a homotopia a E.

Com tal definicio temos um conjunto muito grande de fibragdes. K importante
notar mesmo que a fibra pode variar de ponto a ponto. Porém, trabalharemos com
um conjunto muito mais restrito onde as fibragées serdo dadas por quocientes de acoes
diferencidveis livres de grupos de Lie sobre variedades diferencidveis.

Lembremos entdao o conceito de acio de um grupo & sobre um espago topolégico
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Figura™2.5: Esquema de levantamento de homotopia.

X: toda aplicagdo contfnua p : G X X — X tal que ule,z) = = com e o elemento
neutro de G e p{g, u(h,z)) = u(gh,z) é dita uma agio {4 esquerda} de G em X.
Tal nomenclatura vem do fato que para cada elemento de ¢ estamos associando um
automorfismo de X dado por p (x) = p(g,%) (usualmente denotaremos p (x) por
gx).

Deada uma acéo de G'em X podemos definir uma relagéo de equivaléncia dada por
x ~ gz, para todo g € G. Denotamos por X, /G o espago quociente por tal relagio
de equivaléncia®.

No caso G um grupo de Lie e X = M uma variedade diferencidvel a acio é
dita diferencidvel se u for uma aplicacao diferencidvel. A acio é dita livre se gz =
= g = e, ¢ o elemento neutro de . Temos entdo o importante resultado: se G
e M s80 compactos e G age livre e diferenciavelmente sobre M, entao a projecio
p: M — M_/G é uma fibragéo com fibra isomorfe a . Mais adiante veremos alguns
exempios de fibragdes assim.

Vamos agora estudar a relagéo entre grupos de homotopia e fibragtes como as
descritas acima. Para evitar confusao denotemos por F' a fibra, E o espaco total
e B o espago de base. Além disso, consideremos os pontos base f € F, b€ B e
z € p~}(b). Antes de mais nada devemos perceber que hé a inclusio da fibra no
espago total ¢ : ' — E que induz ig4 entre os diversos grupos de homotopia 7, (F) e
#n{E}. Também a projegio p: E — B induz py : mn(E) — wn(B). Nio & diffcil ver
que pg oiy = 0, ou seja, que todo n-lago em F que é imagem de um n-lago em F por
% é projetado sobre um n-lago da classe trivial em B,

Mas além destes dois temos o morfismo 8y : #n(B) — 7n-1(F) que passamos &
descrever. O passo essencial (e a prépria origem da notacio) vem de lembrarmos que
art = §7-1 Um n-lago em B é uma aplicagio J™ — B tal que 8/™ & mapeado no
ponto base b. Podemos levantar esta homotopia para E e teremos 8I™ mapeado em

5E muito importante ter-ae claro qual a agio empregada na definigic do gquociente, Agdea dife-
rentes podem implicar quocientes muito diferentes!
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E;. Mas By & F e finalmente obtemos um (n — 1}-lago S*~ ! — F, Tal construgio
entdo leva ao morfismo de bordo 8y : 1, (B) — T, 1(F).
Temes entao o importante teorema que a segiiéncia

= T (F) B 20 (B) 2 7, (B) & 1 1 (F) —

é exata. Isso significa que kerpy = Imiy, kerdg = Impy e kerigy = Imdg. Tal
teorema permite obter algebricamente muita informagéio sobre os grupos de homo-
topia. Por exemplo, se m,(F) e 7,1 (F) séo triviaig segue que 1,(E) & 7,(8). Tal
teorema é verdadeiro para n 2 2, mas pode ser estendido se considerarmos mo(X)
come o conjunto de componentes conexas por caminho de X e sempre que necessdrio
interpretarmos o8 morfismos como aplicagdes entre conjuntos e nio mais de grupos.

Dadas duas fibragoes F; — E; & B; uma aplicagdo f : By — Ep é dita um
motfismo de fibragdes se ela define o diagrama comutativo abaixo:

P Fy

E, L g
BJ, o |
— B

1 £ 2

em palavras isso quer dizer que ela leva fibra em fibra, ou seje., define uma aplicagio
fiBi—o Baequepyof =fop.

Umna construgio especialmente importante & o pull back: dada uma. fibragio F —
FEy — B4, e uma aplicagio ¢ : By ~— By podemos definir uma nova fibracao F —
Es — By dita o pull back da primeira fibracfio por g. Heuristicamente trata-se de
puxar as fibras por g, ou seja, considerar sobre b € Bz a mesma fibra de g(b).

O primeiro exemplo que podemos trabalhar séo os espagos de revestimento®, Uma
boa maneira de vé-los é considerar o caso G discreto. Por exemplo, para M = 5% e
G =123 = {-1,1} onde —1z = —2. Temos entdo S™Zz = RP™ o espago projetivo
de dimenséo n. Um caso mais comum na fisica é quando consideramos E = SU(2},
B = 80(3) e G = Zj; como podemos identificar SU(2) = 52 segue que SO(3) =

Como a fibra & discreta segue que m,{F) = 0 para n > 1. Logo n,(E) = fr,,,(B)
para n 2 2. Resta ainda a seqliéncia exata:

0— 1 (B} = m(B) = wo(F)—0

que para o exemplo trabalhado implica m; (RP™) & Z, para n > 2,

Outro exemplo muite bonito e essencial no que segue é a chamada fibragéo de Hopf.
Consideremos S como a esfera unitdria do espago C? e usuaimente identifiquemos
S com os complexos unitdrios. Podemos entéo considerar a agio

Slxed  g°
(eié, (z,0)) = (€2, e%w)

S Também ditos espacos de recobrimento on cobertores.
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com a qual faremos o quociente S% /8!, Vamos estudar tal quociente: se w 3 0 entédo
z/w define um elemento neste quociente; para cada valor complexo de z/w temos um
elemento, e ainda o elemento correspondente a w == 0. Portanto tal quociente tem
a topologia do planc mais um ponto, que pela projecéo estereogréfica identificamos
com §%. Acabamos de obter a fibragio de Hopf

Gl 8% s 52

Podemos notar que considerando 57 como a esfera unitéria de H? e S* como
quatérnios unitdrios obtemos outra fibragéo de Hopf:

83 87 — g%

esta iltima estd na base da construcao de [Rigas].

2.3. Homotopia de Esferas

A construgéio de [Rigas| faz uso de alguns resultados de homotopia de esferas. No
que se seglle procuramos tornar estes resultados um pouco mais intuitivos - ou um
pouco menos estranhos. Uma discussio muito mais extensa e profunda. é encontrada.
em [Hu, Chp XI].

Comecamos afirmando que exp : R =81, — e?™ & um revestimento com fibra
sobre e?™* dada por {t + z : z € Z}. Mas R é convexo, logo mx(R) = 0, k > 1.
Da. discusséo sobre revestimento segue que m(S1) 2 Z e (8} =0, k > 2. Assim
obtivemos toda homotopia de S,

Tal problema nio ¢ tio simples” guando tratamos com 5™, Um primeiro resultado
geral vem de um teorema de aproximacgio: toda aplicagdo I* — S™ & hometdpica a
uma aplicagdo diferencisvel. Como para k < n uma tal aplicagéio diferencidvel nao
pode ser sobrejetora, segue que (8™} =0, para k& < n.

A teoria do grau & suficiente para demonstrar que 7,{9") = Z, n > 1. Também
existem demonstragies que sé fazem uso de topologia algébrica, usando as seqfiéncias
exatas de pares (ver [Nash-Sen, Chap 5)).

Agora utilizamos a seqliéncia exata da fibracéo de Hopf $1 — §3 — §2:

m(S") — mr(S) — T (%) — M1 (ST)

Como m(S1) = 0, para k > 2, segue que mx(S?) = 7,(S%) para k& > 3, assim,
7a($2) 2 Z ! E muito interessante nessa construgio que nfio apenas obtemos &
estrutura algébrica de m3(52) como também um gerador dado pela prépria fibragio
de Hopf h : §% — §2.

Outra construgéo importante é a suspensdo, que permite relacionar mx(S™) e
mr41(9™1), Comegamos por considerar S*, n > 2, como equador de S**!, Va-
mos definir um mapa ¢ : §* — (™), o espago de lagos sobre S™+1: para isso

7A razio para isso & que nio hé um revestimenio simples como exp. A generalizagio de exp para
mais dimensdes reveste T™ = §! % ... x 8§ (o toro n-dimensional, produto cartesiano de n cdpias de
81 e néio 5™,



sejam 389 o ponto de base no equador, u € v os pélos de S™*!; definimos i(x) como o
lago® Sgu @i TU x U3y, onde estamos denotando por aba geodésica minimal que liga
o ponto a ao ponto b. Identificando cada ponto z € S™ com sua imagem ¢(z) podemos
considerar a aplicagiio 4 como a incluséio de S* em Q!(S"*!). Tal inclusao induz ho-
momorfismos de grupos iy : mx{S™} — m{21(S"*1)) e o teorema da suspengéo [Hu,
Chap XI, Thm 2.1] garante que iy & isomorfismo se k < 2n — 1. Mas como vimos,
uma das defini¢oes de 75, (X) & 75~1{Q1(X)). Temos portanto um isomorfismo (nas
dimensdes adequadas) ¥ : m{S™)} — 7r+1{S™*!) que & a chamada suspenséo.

Com as fibragoes de Hopf e a suspensio podémos estudar varios grupos de homo-
topia. de esferas. Note que se £ é um gerador de 7(S™) (e k < 2n — 1)} entdo T(£) &
um gerador de Tx4q(S™™!). Para mais detalhes novamente remetemos o leitor a [Hu].

8Tal lago pode ser visto como ligar o ponto base ao pélo u, este ao panto 2, & ao pdlo oposto v e
finalmente v ac ponto base; sempre pot geodésicas minimais.
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3. S5-FIBRADOS

Neste capftulo estudamos $3-Fibrados sobre 57, chamados ‘13,,: € suas projegdes sobre
54, P,. Os P, sio obtidos como subvariedades 10-dimensionais do grupo simplético
Sp(n}). A referéncia fundamental é [Rigas].

3.1. Os Grupos Simpléticos

Comegamos por estudar os grupes simpléticos, que podem ser vistos comno grupos de
matrizes “ortogonais” quaterniénicas. Tais grupos simpléticos servirio de ambiente
para os fibrados P,.

Definicao: O grupo simplético Sp(n) é formado por matrizes n X n com entradas
quaternidnicas tais que AA* = A*A = I, onde [ é a matriz identidade e A* dencta a
transposta conjugada da matriz A.

Sp(n) pode ser visto como a variedade dos referenciais ortonormais de H®, onde o
produto escalar é dado por! (1,7} = u*v, Tal interpretaciio nos permite entender wn
pouco mais de Sp(n): para obter uma matriz A € Sp(n) devemos primeiro escolher
a primeira coluna?, um vetor unitdrio de H", portanto um vetor de .SE_1 o= Sé“_l.
Escolhida a primeira coluna, devemos escolher a segunda, ortogonal & primeira -

logo em H""! - e unijtério - portanto em S§~? = S;(“_U_l. Depois escolhemos
a terceira ... até a n-ésima coluna em S§ = S3. SIp(n) tem portanto dimenséo

real (dn—1) + (4(n—1)—1) + ... + 3 = 2n? + n. E importante notar que para
o0s quatérnios unitdrios temos Sp(1) & 5%, assim como para os complexos unitérios
temos U(1) = 5. Nio deixa de ser instigante o fato deste ser o grupo de gauge do
eletromagnetismo, enquanto aquele o das interagtes fracas.

8.1.1. Acoes de Sp(m) sobre Sp(n)

Vamos definir agbes de Sp{m) sobre Sp(n). Qs fibrados P, serdo posteriormente
obtidos como subvariedades de Sp(n) invariantes por duas agtes de Sp(1).

Seja. A : Sp(1) — Sp(n) a inclusdo A(g) = ¢f. Dessa forma Sp(1l) é um subgrupo
de Sp(n). Para evitar confusdo denotaremos tal subgrupo por Sp"(1), embora muitas
vezes denotemos ¢, ao invés de A(g). Consideremos entdo a agao de Sp"(1) em Sp(n)
dada pela multiplicacio & esquerda em Sp(n):

§p*(1) x Sp(n) — Sp(n)

I Novamente o * denota conjugacio e transposaigia.
2A mesms anslise poderia ser feita linha por linha.
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(. A) = Alg)-4
que nos dé a fbracio:
Sp* (1) = Sp(n) — Sp*(1)\Sp(n)

- denotamos Sp"(1)\ Sp(n) para enfatizar que a aclo & pela esquerda.
Apgora definimos uma a¢do de Sp(n — 1) sobre Sp(n}, pela direita. Também par-
timos de uma inclusdo 2 : Sp{n — 1) — Sp{n) dada por:

1 0
Bl—r(o B)

Spn) x Sp(n—1) — Sp(n)
(A,B) — A-i(B)

para em seguida definir a agao:

que resulta numa nova fibragao:
Sp(n — 1} < Sp(n) — Sp(n)/Sp(n—1} .

Vamos agora estudar este quociente. Podemos ver esta a¢io como B operando nas
(n — 1} dltimas colunas de A. Com efeito, todas as matrizes de Sp(n) que tém a
primeira coluna idéntica 4 de A podem ser escritas na forma A-i(B) e s6 elas. Assim,
cada classe de Sp(n),/Sp(n—1) é definida pela primeira coluna das matrizes de Sp(n),
que sio vetores unitdrios de H®. Tal quociente &, portanto, homeomorfo a Sﬁ'l.

Finalmente devemos perceber que as duss agoes apresentadas comutam, devido &
associatividade de Sp{n).

3.2. Construcao dos Fibrados X,

Agora obtemos o fibrado X,, passo essencial para obtencéo de P, € 13;
Com as duas agdes expostas no pardgrafo anterior, obtemos:

Sp(n — 1) = (Sp" (1)\Sp(n)) — (Sp"(L)\Sp(n)/Sp(n - 1))

Para bem entendermos tal fibragao fazemos uso da comutatividade das agdes, ou seja,
o mesmo quociente & obtido quando fazemos

Sp°(1) = (Sp(r),/Sp(n — 1)) — (Sp"(1L)\Sp(n),/Sp(n — 1))

mas essa lltima pode ser reconhecida como a construgio do espago projetive quater-
niénico de (n — 1)-dimensdes:

Sp(l) = S~ ! — HP™ L,

Devemos notar que no caso n = 2 temos a fibragio de Hopf, donde obtemos HLP! £ 54,
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Lembremos que o espaco projetivo (n — 1)-dimensional quaterniénico HP™~1 é o
espaco das diregbes quaternifnicas em H", e que neste espago podemos usar coorde-
nadas homogéneas dadas por [‘ha 425 +2ey q'n] com [Qh G2y e Q'n.] = [)\fhs )"J21 wany Aq‘:‘l-] para
qualquer A € H\ {0}. Nessas coordenadas temos a inclusio de HP! em HP™ dada
por i ([, 8]} = {a, 5,0, ...,0]. Obtemos entdo X, fazendo o pull back do fibrado acima
por i:

Sp(n—1) Sp(n — 1)

rd
Xn —  Sp"(1)\Sp(n}
! | !
St=HP! HP—1

E importante notar que X, é uma subvariedade de Sp"(1)\.Sp(n), estando entio
associada a uma subvariedade de Sp(n) invariante pela agio de Sp"(l). Tembém
¢ importante notar que a escolha desta inclusio serd importante na construgao das
matrizes que representarao » 08 I, 1., a escolha de outra inclusio geraria matrizes
diferentes, gerando outros P, homeomorfos aos que obteremos.

3.3. Construgao dos Fibrados F,

Agora obtemos os fibrados S% — P, — S4. Fisicamente estes sio os fibrados de nosso
interesse, pois é neles que fazemos a tecria de Yang & Mills purs sobre R* euclideano,
j4 imposta a condigéo do campo tender a zero no infinito (que permite a identificaciio
do infinito com um ponto e a compactificagdo de R* a S*).

Pars obter P, devemos reduzir a fibra sobre §* de Sp{n—1) para Sp(1) na fibragio
que define X,,. Isso é possivel uma vez que o fibrado associado:

Sp(n —1),/5p(1) = X»/Sp(l) — S*

possui seccio, fato este que decorre de sua fibra Sp(n — 1),79p(1) ser (n = 3) pe-
lo menos 3-conexa (ver [Steenrod, 9.4]}). Assim, visualizamos a construcdo com o
diagrama abaixo:

Sp(l) < Sp(n—1)

P, Xn
! l
RN 54

Dessa vez entéo é P, que pode ser viste como uma éubvariedade de X, portanto

de Sp° (1)\Sp(n).

3.4. Construcao dos Fibrados rﬁ:,

Agora vamos obter os ;’; Os F’; si0 S°-fibrados sobre §7. S%.fibrados sobre §7
sio classificados por m{(S?) [Steenrod, 18.5} e mg(S3) & Zyp [Hu, Chap XI, Thm
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16.1]. Come é demonstrado em [Barros, p.17] os }?; apresentadios por Rigas geram
representantes de oito das doze classes de S3-fibrados sobre S7.
Os P, sio obtidos pelo pull back dos P, pela fibragao de Hopf, Esquematicamente

temos o diagrama:
52 52

P

Sahr.ﬁ;--rP,,,
! 2]
$B oo g7 s

Podemos notar entéo que os f’; gdo variedades 10-dimensionsais com dupla estru-
turs. de S3-fibrado: uma agio pela direita com quociente S7 e uma pela esquerda
(usando Sp™(1)) com quociente Fp.

3.5. Classificacao dos 13;

Apresentamos a classificagio dos F,,, feita usando um teorema geral e uma construcio
engenhosa, apresentada em [Rigas| e corrigida em [Barros). ‘

Os $2-fibrados sobre S7 sdo classificados por m5(5®) [Steenrod, 18.5] e mg(S%) =
Z3 [Hu, Chap XI, Thm 16.1}. Podemos entao considerar 12 S-fibrados sobre S7 tais
que néo hé dois homeomorfos {enquanto homeomorfismo de fibrados), dados por §% —
By —+ 57 com E; & Sp(2), E; = {duas vezes Sp(2)), ..., Bz = (doze vezes Sp(2));
onde n vezes Sp(2) significa que hé uma aplicagio En, — Sp(2} de grau n.

Aumentemos o diagrama acima da seguinte forma

3 S8 52

D]

B em P — P, — S
! ! L
$ o g b gt Iy g4 I, ppe

onde HP* = lim,, HP™ pode ser definido pela fibragio S% <« §%° — HP°, onde
53 age como Sp(l) ¢ § & pensado como a esfera unitdria de um espago de Hilbert
quaterniénico M de dimensao infinita®, f, : $* — S* € uma aplicagio de grau » e na
vertical acrescentamos novamente a fibragio de Hopf. O mapa jo f,, o h é um mapa
classificante para F,. Vamos estudar este mapa, comecando por estudar f, o i.
fnoh : 87 — 8% define uma classe de homotopia em 77(S*). Muitas vezes utilizare-
mos fungbes representando suas classes de homotopia, 0 que deve ser subentendido
sempre que necessdrio. [Hu, Chap XI, Thm 16.3] obtém 77(S*) =2 Z ® Z12, com b
sendo um gerador para a parte livre {o fator Z) e (£} (i.e.: a suspenséo X do gerador

3Um tearema notével diz que §° & H,
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de wg(5%), £) um gerador da parte de torsio {Z13). Fazendo uso de um teorema de
Hilton que dd a “regra de distribuigio” da seguinte forma?:

Seg € @p(S™),m<3In—3,e F,F € 7.(X), entéo:
(M+F)og = Fog+Fog+[R, FlH(g)
onde [Fi, F2| denota o produto de Whitehead [Hu, pp 138-9]
de F e Fy, e H(g) o invariente de Hopf do mapa. g[Hu, p 326).

Usamos ainda a segninte expressio para o produto de Whitehead de i : 5% — S* com
ela mesma:

[i, i} = 2k — £2(£)

onde € é um sinal que depende das escolhas de orientagtes das esferas envolvidas e
que H(h) = 1. Segue que {Barros, p.14]:

fick ~ itoh=(1,0)
faoh ~ (i+4)ohm(4,£1)

Frnoh = (nz,:lzep}(n—l)modlz)

com ¢{n—1} = 3-'!-”2;1)-

Agora passamos a estudar j o f, 0 h : §7 — HP®, Tal mapa define uma classe
em m7(HP*). Da seqii®ncia exata da fbragio S® — 5% — HP™ temos que 0
morfismo de bordo 8° : 7,(HP®) — 7,,_;(5%) ¢ um isomorfismo. Desse modo j
pode ser pensado como uma aplicacio de 77(S*) em 74(5%). Do seguinte marfismo

de fibragoes: s
s 53
87 e 8
I O i
st L, mp>

segue o seguinte diagrama comutativo:

— w(®) — ) D () — ma(S) —
1 ¥ O. I

— Ta($®) — M HP®) 5 7 y(8%) — maa(5%) —

do qual obtemos 3% o j = 9.
Basta agora. estudarmos o morfismo de bordo da fibragio de Hopf no casa 82 :
7w7(S*) — m(5%). Mas da prépria exatidio da seqiiéncia da fibragio segue que

4Puncdes aqui denotam suas classes de homotopia s + denota o produto no ;, correspondente.
Tal notagho & usual j4 que o8 & sdo abeliancs para k = 2.
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(h} =0 e 8E(¢)) = x££ Ousejs, j : Z®Z12 — Z;a pode ser pensado como a
projecio sobre a comggnente de torsdo do grupo.

Segue entdo que P, = Ej(;_1),.4,5+ FOr inspecdo Barros obtém que os P, de
Rigas sdo (infinitos) representantes de Ex, para k= 0,1,3,4,6,7,9, 10.

3.6. Obtencao Explicita de Representantes de B,

Apresentamos primeiro E como uma subvarijedade de Sp(3). Discutimos entéo o que
é conseqiéncia direta da construgiio e quais as escolhas ainda feitas (que nos permitem

pensar numa famflia de P, ). Em seguida apresentamos P, para em seguida mostrar
um método recursivo que é ilustrado com a construcio de um representante para Fs.

3.6.1. Representantes de ﬁ;

Lembrando antes de mais nada que obtivemos {(em 3.4) P; como uma subvariedade
10-dimensional em Sp(3) invariante pela agéio de Sp*(1) pela esquerda (cujo quociente
nos dé P;) e de Sp(1) pela direita {com quociente 57).
Seja entdo
a —bbb ¢
Bp={| b B8 @ |cgp3)

0 0,1/1+ib|2 g3

vamos agora mostrar que esta € uma escolha vélida. Antes de mais nada observemos
que a. terceira coluna é restringida pelas anteriores e pela condigao da malriz pertencer
a Sp(3), donde sai que

—ba ab
G=mb; @@= —5me; gy = ———m====mg ; m? = |al* |5 {1 4 [
o 2 :
lal® 4/ 1 + |8}

Observamos que a agio de Sp®(1) equivale a multiplicar pela esquerda t.odos o4 ele-
mentos da matriz pelo mesmo quatérnio unitdrio ¢

a —bbb a ga —gbbb aq
b bab @2 | —| g gbab qq2

0 ay/1+4 b g 0 qoy/1+ 8 g
que & uma matriz do mesmo tipo da anterior com

a — qa
b —+ gb
¢ v qd

¢ importante notar que tal invariéncia resulta da forma especffica como foram escol-
hidos os elementos de matriz (por exemplo, é essencial o ¢ no elemento sz da matriz;
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sem ele - ou b - essa invaridncia seria quebrada). Observamos ainda que a agio pela
direita equivale a

$r— &g
o que mostra a invarifncia também por essa agdo. Podemos inclusive escrever esta
fibragio em termos da parametrizagio aqui apresentada, obtendo g — (a,b,¢) —
{a,b). Por fim, deve-se notar que segue do fato de tal matriz pertencer a Sp(3) que
|a|® + [b]* = 1 e assim verificamos que (a, b) & uma parametrizagio de 57.

Passamos entio a discutir tal escolha. Notemos que a primeira coluna fica definida
pela inclusao i : HP' — HP™ ! conforme comentamos ao final de 3.2, Af j4 temos sete
graus de liberdade, dos dez que sabemos ter F,,. Passamos entao & escolha da segunda
coluna. Devido & forma especffica da primeira, apenas os dois primeiros elementos
de segunda coluna participam do produto escalar. Trabalhamos entdo no bloco 2 x 2
superior. E importante notar que devido & ndo comutatividade dos quatérnios e a
semi-anti-linearidade do produto interno usado, as escolhas que parecem naturais

(G 2)=( %)

néo funcionam. Porém, ligeiramente modificadas levam a

a —bbb
b babh

poderfamos entiio considerar todos os demais vetores ortogonais a (g, b), que dariam

a -bbby
b baby
com 7 quatérnio unitdrio.

Comeo jé utilizamos sete graus de liberdade, sabemos que s6 dispomos de mais
trés. Da interpretacdo geométrica que apresentamos do grupo simplético sabemos
que a terceira coluna s6 & definida pelas demais a menos de uma fase em $3, dada
por outro quatérnio unitério. Assim, devemos escolher a entrada z; da matriz como
fungdo de a e b tal que f(ga, gb} = ¢f(a,b), para obtermos a invaridncia pela agéo de
Sp%(1). No caso apresentado o elemento escolhido aliou essa necessidade de manter
tal invaréncia com a de normalizar a segunda coluna. Num caso geral, porém, deve-se
incluir ainda em toda a coluna um fator real de normalizacao,

Fusas sio as escolhas envolvidas no processo: a incluséo 4, a fase 1 e o elemento
3z dado pela f. Um estudo mais cuidadoso dessas escolhas nes permitiria estudar a
familia de P3 oriundos dessa construgao. Tal estudo pode ser interessante pois cada
elemento dessa familia est4 mergulhado de uma maneira diferente em Sp(3), portanto
tode a parte nao intrinseca de sua geometria pode variar de um elemento a outro,
como por exemplo a conexso.

3.6.2. Representantes de ﬁ;

Agora apresentamos um representante para }3:. Este passo & importante pois é a
partir dele que geramos os demais F,.
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Seja, ﬁ dado por

—bBBL™Y 0 @
tabL™! 0 o
atal™' -b g5
abal™l o ¢

—

Py = € Sp(4)

oo oD

com L = y/|a|* + |b|*. Novamente, as trés primeiras co]unaa foram escolhidas ortonor-

mais (daf o fator de normalizacio L~! na segunda coluna) oa condigdo de pertencer a
Sp(4) define 0s ¢; a menos de um parmetro ¢. A invarifncia pelas duas agdes de Sp(1)
também ¢ triviaimente verificada, mostrando-se novamente resultado (e motivol) da
escolha da dependéncia formal dos elementos de matriz em a, b, G e b.

Naturalmente, como o ambiente para esse fibrado é Sp(4), temos mais escolhas
ainda a fazer. Assim uma famflia ainda maior de representantes de F; pode ser gerada
de forme semelhante, mas mediante outras escolhas.

3.6.3. O Método Recursivo de Rigas

Apresentamos agora ¢ método descrito em [Rigas] para obter };;..-1 ¢ também obtemos
Fs como forma de ilustré-lo. Novamente usando a interpretaciio geométrica j4 apre-
sentada do grupo simplético, trata-se de escolher mais um vetor ortonormal. Fazemos
isso & partir da segunda coluna das matrizes de P, (aqui no exemplo usamos n = 4},
da seguinte maneira:

1. Deixando a normalizagdo momentaneamente de lado, tomamos as n— 2 1ltimas
entradas da segunda coluna
aaa
(%

2. Obtemos um bloco {n — 2} x 2 multiplicando & esquerda cada entrada por ab
abata  ade
(ab)%a aba

3. Incluimos entdoc umsa nova linha dada por =b na segunda coluna e afy na
primeira, onde fr é uma funcéo real de |a,| |b| tal que tais colunas, vistas
como vetores de H"~1, sejam ortogonais.

afr —b
abadia ado

(ab)?a aba
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4. Reintroduzimos as duas primeiras entradas da primeira coluna, completamos
com zeros a segunda e estas se tornam as novas segunde e terceira colunas:

R (]

0 o
@ 0 0 g
aofs  —b 0 @

abaBa aBa —b @
(abY’a aba a g5

o0 o o

5. Basta normalizar cada (nova) coluna, dividindo por seu “comprimento”.
Desta forma obtivemos P; C Sp(5) e temos a receita para obter P, C Sp(n).

|Rigas|apresenta ainda. algumas relagSes entre os fi ¢ 08 Ly, (08 fatores de normalizagéo
dados pelos “comprimentos” de cada coluna).
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4. Novo METODO PARA O CALCULO DE
INSTANTONS

Neste capitule apresentamos nossa contribuigdo ao problema, descrevendo um método
geométrico direto de obtengio do (anti-)instanton e nossas tentativas de generaliza-lo
para a obtencao dos multi-instantons.

4.1. Instantons Fundamentais e Sp(2)

Descrevemos um novo método geométrico para a obtengao do (anti-)instanton funda-
mental,

4.1.1. Sp(2) como (S* x §%)-Fibrado sobre 5*

Apresentamos uma estrutura de spliced bundle para Sp(2).
Comec¢amos definindo duas agtes de % (agindo como Sp(1)) sobre Sp(2). Estas
agbes sdo pela direita e comutam, logo definindo um spliced bundle[Bleecker, 7.1].
Sejam u, d : Sp(2) x Sp(1} — 9p(2) as agdes definidas por:

u(d,q) = A-[g {1}] (4.1)
aad = a-|g 1]
Usando a parametrizagao de Sp(2) por quatérnios a, b, ¢, sujeitos a [a|2 +p*=1
e |¢| = 1, dada por
3t -

¢ imediato que o quociente definido pela agio d é S7. Como as acdes u e d sio
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semelhantes, obtemos o seguinte diagrama de cinco fibrados principais:

g8 53 x 53 93
"N \[: rd
58 p(2) ] 53

S-i

Atengao especial deve ser dada & questao da orientagdo. As duas fibragoes de Hopf
deste diagrama t&m orientagdes opostas!. Isso vai-se manifestar mais adiante quando
obteremos o instanton e o anti-ingtanton por um mesmo procedimento.

4.1.2. A Conexao em Sp(2) — $*

A escolha da conexdo em Sp(2) & um passo central para a obtencdo do instanton.
Descrevemos esta escolha a seguir.

Em Sp(2) temos a matriz de Cartan g 'dg. Podemos interpretar esta 1-forma
da seguinte maneira: escolhida uma base {E;} em sp(2), vista como 7.S5p(2), temos
uma base globalmente definida dada por {L,E;}. A matriz de Cartan pode entéo ser
vista como uma 1-forma de A! (Sp(2),sp(2}}, que para cada ponto g associa L F; a
E;. Formalmente podemos considerar em cada ponto a base de 1-formas {4;}, dual a
{LyE;}, e escrever g~ ldg(X) =3 0:(X)E;.

Vamos trabalhar com algoe que pode ser pensado como “a parte vertical da matriz
de Cartan”. Para isso vamos trabalhar na escolha da base {E;}. Os trés primeiros
E; sio escolhidos tangentes & fibra da agfio d, os trés seguintes tangentes & fibra da
acdo u. Da forma especifica (4.1) destas agSes obtemos

0 0 .
B = [0 6]"‘"=1’2’3
—y
) Q 0 ,
E; S ol i=456

onde FQ’ denota um quatérnio puramente vetorial,
Temos 719, F; = 0 para 1 < ¢ < 6. Portanto estes vetores geram todo o espago
vertical em T,S5p(2). De mesma forma, L, F;, 1 < i < 6, geram o espago vertical em

T,5p(2). Escolher uma conexéo no fibrado (5% x 93} — 5p(2) =¥ 54 & equivalente a

186 assim néo fosse, terfamos Sp(2) = 54 x93 % 83, que sabemos néo ser verdade, visto que todo
pull-back de um fibrado por ele mesmo é trivial
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escolher, para cada ponto, um espago horizontal H, tal que H, ® V, = TSp(2), V, o
espaco vertical. Tal escolha deve ainda depender diferenciavelmente do ponto g e ser
compativel com as agdes u e d, ‘

Nosso método de obtengho do instanton baseis-se em fazer a escolha que nos
parece mais natural para este espaco: o complemento ortogonal do espago vertical,
com respeito 4 métrica de Killing? (ver [Samelson], {Sattinger-Weaver] ou outro texto
de 4lgebras de Lie}. Devido a esta. escolha temos

E;=[ o "] ,i=7,879, 10

Escrevendo como 1-forma temos & conexBo
6
w=) 6;E (4.3)
i=1

4.1.8. A Conexao em 57 -+ §¢

Agora obtemos a conexao instanténica a partir da conexéo w e da estrutura. de spliced
bundie que impusemos a Sp(2).
Notemos que w = m!*w; @ 72*wy onde w; & conexéio de §° — §7 14 54 ¢ cada

pull-back w**w; é conexdo de 2 < Sp(2) = ST , 7 7 4. Se usarmos os isomorfismos
0 0 g o0 =
[ 0 6 ] [T 3 e [ 0 0 ] — G

e denotando por ﬁ,-, i =1, 2, 3, os vetores de sp(1) correspondentes aos E;, temos

3
™Mu = Y 6 B (4.4)
=1
3 Q
‘.'Tg*wg = Eﬂﬂ_s i
i=]

Agora queremos obter expressbes locais para w;, que sao l-formas de abertos de
54 a valores em sp(1). Estas expresses locais sio obtidas pela escolha de secgdes do
fibrado de Hopf 9% «» §7 — 8. Porém, tais secies o podem ser obtidas por secgbes
do fibrade (53 x §3) — Sp(2) — S%. Neste caso, 7° 00 : §* — §7 ¢ secgiio do fibrado
de Hopf, j& que m;0 (mfog) =mp00.

Usando (4.2) podemos escrever @12 : Sp(2) — $* como

( a —bo ) ab
-1 — —
b b abg |a]

2Entendida aqui como & métrica de Killing de sp{2) transportada pela eaquerda a todo Sp(2).

37



e entao escolher o, : H C $4 — Sp(2) dada por

crs ( & ) (4.5)

-1
com |a)® = (1 + ]c|2) .

Agora obtemos o8 potenciais Ay = ('rr" o aa)* wy = o, (Wi*w,'). Pela definigao do
pull back A(X) = 7**w; (04« X). Para o célculo de ¢, X escolhemos® a{c) € Ry e
com isso obtemos;

1 ]+ 1 J-{JO{ _6’_{]
(1+|c|2 : (1+fc|2)2

aplicando L,-1,, com g = o4(c) temos

. __ 1 Im{eX} X
Lg-1,00: X (1+|C|2) [ X Im{cX}]
Agora, usando (4.4), obtemos
Im{cf}
A(X) = ————o
) (1+1c?)
A2 (X) = _Im_{"c_}_{i

(1 +1ef?)

que escritas como 1-formas de H a valores em #p(1) séo dadas por:

A = M (4.6)

(1 + |cf2)

Im {Zdc}

"7 )

estas sdo exatamente as expressées (1.19) e (1.18) para o instanton e o anti-instanton
fundamentais!

E importante notar que da forma que obtivemos (4.6) tanto o denominador {1 + Icfz)
guanto a parte imagindria tornam-se conseqiiéncias da exigéncia da matriz (4.5) per-
tencer a Ip(2).

3Comentaremos tal escolha na secgio 4.1.4,
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4.1.4. Transformagaes de Gauge

Discutimos aqui a escolha de ¢ € R, feita na sec¢io anterior, obtendo transformagdes
de gauge do potencial 14 obtido como solugdes quando tal restri¢iio nio estd presente,
Com a mesma escolha de seccio de (4.5), permitimos a variagio arbitrdria da fase

-1
de a. Seja entéio a = (1 + ]c|2) ¢, com |¢| = 1, obtemos

m.,X=_Tl(a’”f")"**(”l“'z)“"’(x)[1 _E]+,,_ 2 |4 _ﬂ
(1+1e?)

3 0
(1+1)
que leva a
Im{eX X
+ pdp( X
Lg—-lO'm‘X — 14fe] 1+|c}
X
[ T ﬁ{rﬂ}' +9ds (X)
Novamente, usando (4.4) e escrevendo como 1-formas, obtemos
Im {cdc —
A = —--—{*-—-é}- + ¢do 4.7
(l + ¢} )
Ay = Im {¢de}

(1+ |c|2) +dd

onde ¢ : H — S% = SU(2) e desta forma, usande a estrutura de grupo de SU(2) =
Sp(l) temos

Im {cdc} -1
A = —— d )
Ag = I {_ }

——-—-—-—--(1 N [c|2) +g g

o1 seja, obtemos transformagdes de gange dos potenciais (4.6), como era de se esperar.,

4.2, Os Multi-instantons

Descrevemos aqui trés caminhos que comegamos a trilhar, e qué acreditamos pos-
sam levar A solugio geral do problema de um modo complementar aos que pudemos
encontrar na literatura da érea.

4.2.1. Generalizacao a la Rigas

O primeiro caminho que tentamos trilhar segue exatamente a linha que nos levou a
obtengiio do (anti)-instanton (4.6).
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Figura™4.1: Diagrama da Generalizagdc Formal

Primeiro devemos escolher um fibrado? 3 x §% — F — 8%, de uma maneira
andloga aquela feita em [ngas] e aqui j4 apresentada. Em tal escolha j4 subenten-
demos uma parametrizacio de P, por matrizes de Sp(n + 1) e agdes de S° sobre P,
pela direita e que comutem.

Com uma tal estrutura, podemos obter uma conexioc em P — 5% de maneira
andloga A da sec¢io 4.1.2, utilizando af a estrutura algébrica de Sp(rn + 1) e sua
métrica de Killing,

Por fim, a escolha de uma secgao permitiria obter expressoes locals para a conexao
em P, — 5% como 1-formas quaterniénicas, do mesmo modo que obtivemos para o
(anti-)instanton fundamental.

4.2.2. Generalizagao Formal

O segundo caminho que procuramos poderia ser considerado como a fase “cortar
supérfluos” da tentativa anterior. Despe-se grande parte da geometria envolvida,
procurando apenas reproduzir o que hd (ou parece haver) de essencial em cada passo.

Consideramos apenas o diagrama 4.1 ¢ definimos w(X) = Tag@am1, (f ), onde
X denota um levantamento de X para o espaco tangente de Py, & é uma conexéo no
fibrado P, (que agora néo precisa necessariamente da estrutura de spliced bundle) e
Tl € Uma projegéo algébrica m,1; : sp(1} @ sp{1) — sp(1), que faz com que w tome
valores em sp(1).

Se por um lado tal caminho evita problemas como da escolha do fibrado neces-
sariamente com estrutura de spliced bundle, por outro o excesso de liberdade tornam
as escolhas muito vastas. Infelizmente as escolhas que fizemos, guiadas por nossa
intuicao, nfo resultaram efetivas.

4{tilizamos aqui a mesma hotagio ﬁ; & Py de [Rigas] e do capitulo 1, devido 3 semelhanca na
egtrutura da construgio, porém, para os nossos intuitos, aqueles fibrados nao resolvem o problema.
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4.2.3. Generalizacao por Substituicao dos Quatérnios

Aqui tratamos de uma “pista” que pode levar a um caminho algébrico para a obtengao
dos multi-instantons. Trata-se de uma maneira alternativa de ver os mimeros quater-
nidnicos, maneira esta que aponta para generalizagoes desta dlgebra que permeia a
obtengio de (4.6).

H4 um isomorfismo natural H = R @ sp(1}, com o produtc quaternidnico sendo
assim mapeado:

(a+?47) : (b+§')

ab+k (&, B)+aB +04 + 1 [, 5]

= ab-(ﬁ’,_B’>+a_B’+bZ’+Xx_§

onde k (-, -) é a métrica de Killing e [, ] o comutador de sp(1), {-,-} o produto interno
e x o produto vetorial de R®.

Tal isomorfismo permite gue se definam generalizagbes dos quatérnios, dadas por
4lgebras do tipo R @ g € com produto definido pelo segundo membro da expressiao
acima. A pista que tentamos seguir, neste caso, é usar R & sp(n) em substituicio aos
quatérnios na procura do n-instanton.
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Conclusao

Fs

O problema de célculo de instantons da teoria de Yang & Mills sobre R* euclideano
mostrou-se muito rico. Embora ji resolvido desde os anos setenta, ainda & possivel
procurar interpretagdes alternativas - e possivelnente encontréd-las - para tais solugoes
das equacoes de campo.

Mesmo tratando-se de um problema de fisica-matemética, em seu sentido mais
restrito, tal problema ajuda a compreender a estrutura formal das teorias de calibre,
que hoje ganham status de teorias fundamentais. Neste trabalho tivemos ainda &
oportunidade de apresentar algumas formulagdes distintas das teortas de gouge, e
mesmo sem sair do seu ramo cléssico (i.e.. sem quantizaciio) pudemos apresentar
vérios argumentos em favor da realidade ffsica dos potenciais, em oposigio & antiga
idéie da “realidade” dos campos e do “artificio matemético” dos potenciais.

Em relacdo a nosso projeto inicial de usar a construcio de [Rigas] para o célculo de
instantons, fizemos uma adaptacio daquela e obtivemos o instanton e o anti-instanton
fundamentais. Essa é a \nica parte original deste trabalho. N&o pudemos, porém,
obter as demnis classes de solugGes, que enriqueceriam muito este trabalho. Trés
caminhos que tentamos seguir siio apresentados, e acreditamos que eles ainda possam
render frutos, que nés mesmos ou algum leitor podersa colher,
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