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RESUMO

Cadeias qudnticas finitas do tipo Heisenberg-Ising, com spin

5 = 1/2 e condigBes de contorno periddicas, w30 resolvidas por
tétnicas numéricas de uma forma exata, diagonalirzando o
Hamiltoniano com o metodo de Lanczos até tamanhos N = 28 spins.

fuant idades fisicas interessantes, tais como a3 emnergla do estado
fundamental, gap de massa, velocidade da onda de spin e fun¢8es de
torrelacdo s3o computadas. Leis de escala para as corre¢les de
tamanho s3o obtidas e comparadas com predicles analiticas
sugeridas pelo anrat=2 de Bethe e pela invarifncia conforme, Os
resultados da computacio mostram que em toda a regifio anisotrdpica
0 gap de massa fecha-se exponencialmente com o tamanho. ¢ estado
fundamental extrapolado é duplamente degenerada e apresenta ordem
de longao alcance ctom componentes dominantes do tipo Neel .
FlutuacOes quinticas tornam-se mais importantes 4 medida que =
anisotropia e reduzida, levando & um estado fundamental singleto
sem ordem de longo alcance para o sistema infinito no ponto
isotropice. Neste regime, os efeitos de tamanho té&m correcSes
logaritmicas, Uma mudanga no comportamento da veglocidade da onda
de spin € predito para N ~ 50, bem acima dos tamanhos disponiveis
em um tipice calcule de Lanczos. Tabelas e araficos das
quantidades computadas s80 apresentadas Juntamente com valores

extrapolados usando algoritmos padries.



ABSTRACT

Finite Heisenberg-Ising quantum chains, for spin s = 1/2 and
periodic boundary conditions., are exactly solved by numerical
methods diagonalizing the Hamiltonian using the Lanczos method up
to size N = 28 spins. Interesting physical quantities are
computed, including the ground state energy, the mass 9ap, the
spin-wave velocity, and correlation functions. Scaling laws with
s12e¢ are obtained and compared with analytical predictions
suggested by Bethe ansalz and conformal invariance. Computacional
results show that the mass gap closes exponentially with size in
the whole anisotropic region. The extrapolated ground sastate iy
double degenerate, and displays long-range order with dominant
components of the Néel type. Quantum fluctuations are enhanced as
the anisotropy is reduced, leading to a singlet ground state
without long-range order far the infinite system at the isotropic
paint  In this regime, size effects have logarithmic corrections.
A crossover is predicted in the spin-wave velocity behavier at N ~
53¢, well above the available sizes in a typical lLLantzos
calculation. Tables and plots of the computed quantities are

presented alang with extrarpolated values using standard

algorithms.
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INTRODUGAO



0 estudo de sistemas magneticos em baixa dimensionalidade e
um doe mais fascinantes campps de pesquisa na moderna mecanica
estatistica. Investigacdes tedricas de wmodelos em uma ou duas
dimensdes, ndo somente facilitam o entendimento da fisica do nosso
familiar mundo tridimensional, mas sdo interessantes de per se . Hi
sistemas reais cuja prdpria estrutura efetivamente reduz sua
dimens3¢c e para 058 quais a fisica de baixa dimensionalidade & um
pré-reguisito indispensavel L[1].

A motiva¢3o inicial ao estudo de cadeias magnhéticas, era o
grande numero de importantes problemas na fisica de muitos corpos
extremamente dificeis de serem tratados em trés dimensBes, mas que
se tornhavam snluveis em uma dimensHo. FEsta enorme dificuldade
levou ao desenvolvimento de uma variedade de técnicas aproximadas
para resgnlvey problemas em fendmenos cooperativos e um bom teste
eram comparacdes com resultados exatos obtidos para modelos
unidimensionais. Para alguns sistemas, tais tdenicas aprowximadas
mostraram-se imprecisas, quantitativa e mesmo qualitativamente;
suas falhas sendo mais acentuadas para baixa dimensio e baixo
valor de spin L21].

Vdrios desenvoplvimentos experimentais e tedricos nas dltimas
décadas fizeram da “fisica unidimensional’” um assunto mais
interessante e util. Em primeiro lugar, uma consideravel
quantidade de materiais foram descobertos e sintetizados, cujas
propriedades cBo em srande parte dominadas por efeitaos
unidimensionais. Estes espécimes consistem de grandes cadeias

moleculares cujos atomps interagem fortemente ao londo da cadela.



Grupos atbBmicos ou moleéculas intercaladas reduzem a interaclo
intercadeias a2 ordens de magnitude da interaglp intracadeia, desta
forma efetivamente isolando cada cadeia das outras [1]1. Em segundo
lugar, a moderna teoria de transi¢des de fases tem mostrado que a
dimensio espacial € crucial no comportamento de flutuacBes no
equilibrio. 0s fendmenos cooperativos de sistemas com muitos
corpos dependem fortemente do nidmero de coordenagio das particulas
e portantno da dimensionalidade. Em geral, quando a dimensio
espaclal de um sistema fisico diminui, efeitos de flutuacHes
tornam-se relativamente mals importantes, devido ao fato de que o
nimera de caminhos entre dois sitios decresce enormemente. Em  uma
dimensio, ha somente um caminho entre dois Atomos da cadeia e
flutuacfes em qualquer sitio destrodil a ordem entre as duas metades
do si1stema. Assim, n3p ha ordem de longo alcance em uma cadelia com
interactes de primeiros vizinhos, para qualquer temperatura acima

do 2ero abgoluto C31].

Nos sistemas quanticos, a nao comutatividade dos operadores
{(ligada ao Principio da Incerteza) implica na existeéncia de
flutuagbes puramente quidnticas, que a temperatura finita coexistem
com as FlutuascBes tévmicas., Quando a temperatura é suficientemente
baixa cCcomega a aparecer o pPapel dominante das flutuagdes
quanticas. 0 sistema experimenta uma mudangca de um comportamento
tritico classico a temperaturas altas, para um comportamento
critico controlado pelas flutuacBes quinticas & tempevatura nula,
quando fazemos variar algum parametro caracteristico do sistema.

Dentvye os modelos quiinticos, o] Hamiltoniana proposto por



Heisenberg €41 para o magnetismo tem atraido a atengioc de um
grande ndmero de pesquisadores devido a sua importincia tedrica e
experimental [5,61. No entanto, muitas questdes importantes
continuam em aberto e mesmo em sistemas wunidimensionais viarios
problemas carecem de uma resposta definitiva [713.

A descoberta dos supercondutores de alta temperatura critica
(81, trouxe uma nova raz8c & pesquisa em magnetismo de baiwxa
dimensionalidade. Parte deste interesse esta relacionado & idéia
de que o0 mecanismo para supercondutividade € de origem magnética
C?). Experiéncias t&m mostrado que os compostos protdtipos s3o
isolantes antiferromagneéticos, tendo como aspecto comum um arranjo
de planos de oxido de cobre fracamente acoplados, oeg qualis s30 os
unicos exemplos de )| antiferromagneto de Heisenberg
quase-bidimensional com spin s = {/2. ODOs materiais dopados
apresentam buracos ou elétrons adicionais nos planos de dxido de
tobre, e para uma concentra¢do suficiente de dopantes, a ordem
magnetica d4 lugar & supercondutividade £103. O problema bisico o
entender o comportamento de portadores de carga se movendo em  um
meio antiferromagneticamente correlacionado & encontrar fa)
mecanismp e teoria de muitos corpos do estado supercondutor C117.
Aparece ent8o0 como um passo fundamental, uma descric3o detalhada e
confiavel da fase isolante altamente correlacionada destes
materiailis, antes de se considerar efeitos de dopagem. Isto implica
na necessidade de um melhor entendimento do estado fundamental, e
de suas excitacOes, para sistemas de Heisenberg com intevacoes

antiferromagneticas, Apesar de uma aparéncia simples, t



Hamiltoniano de Heisenberg apresenta intrigantes proeriedades,
meemo para baixa dimenslo e baixo valor de spin. Nestes limites,
grandezas fisicas s30 muite suscetiveis as flutuagbes quanticas,

as quais padem em alguns casos suprimir qualquer transigiao de

fases.

Em varios materiais magnéticos quase-unidimensionais, tais
come 08 compostos Cu(NHa)‘SD"HzD (monohidrato sulfato de cobre
tetramina) e CuClzaN'C=H= (dicloro-bi-piridina cobre II), 0s dados
experimentaie podem ser entendidos a partir do medelo de
Heisenberg com spin & = 1/2 [12,13]. Mesmo ignorando este fato,
cadeias de spin quinticas s8o de um ponto de wvista tedrico de
grande interesse, por serem um dos sistemas mails simples que
apresentam efeitos nd3c triviais de wmuitos corpos, onde as
flutuagdes quanticas t&m um papel wvital [14], e por poaderem ser
mapeadas em varios modelos classicos bidimensionais (151 e teorias
de campo em (1+1) dimensdes [147,

& solugao exata de Bethe C17] para a cadeia de Heisenberg
permanece como uma das mais notaveis descobertas da moderna fisica
matematica, & tem inspiradpo um novo campo de pesquisa dentro das
teorias integraveis baseadas no entidio chamado ansats de Bethe
[181. Infelizmente este tratamento e extremamente complicado e
recultados analiticos fechados tem sido obtidos somente para casos
particulares ou dentro de esquemas aproximados L1911, Até mesmo o
calculo da eneraia do estado fundamental n3o e facil, e foi
realizado somente sete anos apds Bethe ter proposto a forma da

fungidn de onda [201].



No contexto da mecdnica estatistica, € de grande interesse o
conhecimento de como o comportamento limite de sistemas 1infinitos
€ aproximado por sistemas finitos. Atualmente, tal compreensio e
particularmente importante, ji3 que 0 advento de computadores com
grande capacidade de memdria e alta wvelocidade de processamento
tornou factivel cdlculos axatos em modelos finitos de muitos tipos
de sistemas fisicos. No que concerne ae cadeias de Heisenberg
finitas, solucBes usando o ansatz de Bethe levam a equactbes
transcendentais acopladas, as quais sio extremamente dificeis de
manusear analiticamente. Algumas estimativas assintdticas de
correcbes de tamanho Fforam obtidas para finitas, mas grandes
cadeias, usando o método do ponto sela [21,P2]. No regime critico,
técnicas do agrupo conforme também podem ser usadas para determinar
efeitos de tamanho F23.24]. Na maioria das vezes a investigacio
numeérica 8 necessaria, seja como método de caleculo direto ou para
testar solucdes analiticas aproximadas. Por sua prdpria natureza,
simulagdes computacionais s3oc realizadas parsa finitas, mas
relativamente pequenas amostras. Np entanto, atraves das técnicas
de finite-sige scaling [25], dados obtidos para sistemas de
tamanho N, podem ser usados para inferir o comportamento dos
sistemas no limite termodindmico (N + m),

0O objetivo deste trabalho @ estudar, wsando metodos
numericos, os efeitos de tamanho em <cadeias de Heisenberg-Ising
com intera¢Oes antiferromagnéticas. Dados novos ¢ muito precisos

foram obtidos para interessantes quantidades fisicas, tais como a

energia do estado fundamental, Qap de masca (mass gap) e



velocidade da onda de spin. Ndis também investigamos a estrutura da
funcdo de onda do estado fundamental e computamos as fungibes de
correlagio. 0 cdlculo foi baseado sobre uma eficiente variac3oc do
metodo de Lanczos [24] elaborada por Paige [27), sendo N = £8 o
maior tamanho computado. Algumas das conclusdes do nosso  estudo
foram comunicadas na literatura [28-321.

Nossos resultados wmostram gque © gap de massa fecha-se
exponencialmente com o tamanho em toda a regifo anisotrdpica, mas
rorrecBes de lei de poténcia tornam-se cada vez mais importantes a
medida que nos aproximamos do limite isotrodpice ([29,31,32), como
predito por argumentos analiticos usando o ansatz de Bethe (217,
No limite termodindmico, o estade fundamental & duplamente
degenerado e o sistema apresenta ordem de longo alcance. Para o

regime fortemente anisotrdpico, a natureza deste estado )
essencialmente tipo Néel, mas flutuagBSes quanticas redurzem o
momento magnetico come funglo da anisotropia [28,321. Na ponto
isotrdpico, o sistema sofre uma transi¢ip de fases a temperatura
nula: o estado fundamental torna-se um singleto sem ordem de longo
alcance, mas com correlacdies que decaem lentamente (quase ordem de
longo alcance). Neste vegime tritico, os efeitos de tamanho
tornam-se logaritmicos [3Q], em concordincia com predigoes obtidas
pelo ansate de Bethe [PP] ¢ por argumentos do arupo conforme
(23,241, fazendo ent3o dificil extrapolacSes baseadas sobre
finite-size scaling. No entanto, mesmo heste iltima caso, uma
combinag3o de aproximagBes analiticas com o tratamento apropriado

dos dados numéricos, pode levar a uma torreta compreensio sobre o



comportamento da cadeia infinita [C307],

Uma etapa muito importante decte trabalho, foi o
desenvolvimento de algoritmos computacionais para calculos exataos
de modelos estatisticos quinticos em redes cristalinas. FEstas
técnicas nfo sdo triviais e constituem uma arte em si mesmas,
envolvendo muitas wvezes a manipulaclo de grandes matrizes e
sofisticados métodos de andlise numérica. Vale salientar, que ista
ndo € apenas um problema de computac3o, rois para uma eficiente
implementacdo, os conceitos fisicos precisam estar emhutidos na
arquitetura do programa, sendo indissociavel um aspect( do outro,

Este texto estd organizado da seguinte maneira. Inicialmente
discutimos no capitulo { aspectos Qeraiﬁ de modelos fisicos em
redes cristalinas, enfatizando particularmente a cadeia de
Heisenberg-Ising. Solu¢8es analiticas obtidas wvia o ansatz de
Bethe <30 apresentadas e técnicas numericas de cdleculo s3o
comparadas. Os métodos de cdlculo especificos empregados em nosso
tratalho s80 examinados em detalhes no capitulo 2. Analise dos
resultados para a energia e gap de massa em toda regifo
anisotrdpica s8o feitas no capitulo 3, juntamente com discussBes
sobre leis de escala. CorregBes de tamanho no ponto critico s3o
estudadas no capitulo 4, para a energia, gap de massa e velocidade
da onda de spin. No capitulo seguinte a estrutura da funcio de
onda e @a ordem de longo alcance do estado fundamental sdo
investigadas. Por fim, um sumarioc dos npossos  resultados g

apresentado nas conclusdes



CAPITULD 1

ASPECTOS GERAIS ©DE MODELOS FiSICOS

EM REDES CRISTALINAS



Muitas Propriedades de varios materiais magneticos
quase-unidimensionais [1] podem ser explicadas pelo Hamiltoniano
de Heisenberg (41, Tratamentos analiticos usando o ansalz de Bethe
L171, Jjuntamente com engenhosos mapeamentos em modelos clissicos
bidimensionais £15] e de tearias de campo em (i+i) dimensSes L1471,
trouxeram grandes progressos ao estudo de cadeias de spin
quianticas. As solucles deste ansalz formam um tonjunto de equacdes
transcendentais acopladas ctujas raizes determinam o©0s autovalores
da teoria. No limite termodindmico © numero de equacies e raizes
tendem ao infinito e as equagbes de Bethe tornam-se equagcoes
integrais lineares para a densidade de raizes e podem ser
resolvidas por transformadas de Fourievr [203.

Atualmente hda um grande interesse no estudo de sistemas
finitas, principalmente devido aoc aparecimento da tecnica de
fintte-size scaling [25]. Esta é um meétodo confiavel de extrair
informacdes acerca do comportamento de sistemas no limite
termodindmico a partir da solug8n de modelos em redes finitas. Um
rasso i1mportante nesta diregao foir dado por de Yega e Woynarovich
(211 ao elaborarem um procedimento para calcular sistematicamente
as correcoes de tamanho, para a energlia do estado fundamental e
dos estados excitados, de qualquer modelo sollvel pelo ansatz de
Bethe. Basicamente eles mostraram que uma equaclo integral também
pode ser escrita para o caso da rede finita de wuma forma muito
similar ao da rede infinita, mas com um termo de correcio. O
comportamento assintdtico deste termo de correc3o quando o tamanho

da rede vazi ao infinito pode ser devivado analiticamente [21,221.

16



Na regido critica, o comportamento universal do sistema
infinito se deve & divergéncia do comprimento de correlacio;
consequentemente, sob uma transig3oc de fases de segunda ordem um
sistema fisico & invariante a transformagBes de escala. Para
interacdes de curto alcance e simetvias de translacloc e rotac3o, o
arupo de transformacles pode ser aumentado e também englobar
mudangas locais de escala. Estas s80 transformacBes que rconservam
dngulos locais e constituem o grupo conforme {331, Neste caso,
correces de tamanho tem um cardter universal e podem ser
calculadas pela invaridncia conforme [23,24,33].

Apesar de sofisticados, estes métodos analiticos tem limites

de aplicabilidade e muitas wvezes nio podem ser usados para

determinar certas grandezas fisicas importantes, tais como fungdes
de correlagd3o. Cdlculos computacionais aparecem ent3o como uma
ferramenta de pesquisa indispensiavel & em alguns ¢casos como a
unica disponivel.

Nas prdximas segaes discutiremos alguns resultados

experimentais e aproxima¢Bes tedricas. Enfocaremns sobretudo a

1}

cadeia de Heisenberg-Ising com spin s i/2, candidata natural

para testar muitas destas ideias.

1.1 - Modelo de Heisenberg-Ising

Em iscolantes antiferromagnéticos quase-unidimensionalis, a
parte magnética do Hamiltoniano e bem representada como um

conjunto de spins ét localizados com interagcies de Primeiros

11



vizinhos [&1., Para alguns sistemas altamente anisotrdpicos, a
energila de acoplamento pode ser aproximada peloc modelo de Ising
[34], enquanto em outros sistemas efeitos de anisotropia &30
despreziveis e o acoplamento de Heisenbera [4] & mais realistico.
SituacOes intermedidrias entre estes extremos sio bem descritas

pelo Hamiltoeniano de Heizenbera-Ising:

xX = | E:{S_(m)ﬁ_(m+1) + G[Su(m)S"(m+1) + 9y(m)8y(m+1)]} (1. 1)
m

onde J » @ & a constante de tvoca antiferromagnetica e Sx(m),

Sy(m), e S_(m) s80 0% operadores de spin pars s = i1/82 no sitio m,
0 pardmetro o leva em conta efeitos de anisotropia no acoplamento
entre spins, sendo @ = @ o limite de lsing e @ = { o 1limite de
Heisenberg. A origem e magnitude desta anisotropia no Hamiltoniano
efetivo ¢ devida a efeitos de campo cristalino [&1.

A relevancia dos modelos magnéticos unidimensionais para
sistemas fisicos reals, foi pela primeira vez apontada por
Griffiths [121 em 1944, Ele mostrou que dados experimentais para =

suscetibilidade magnetica e para o calor especifico do composto

quase~unidimensional Cu(NHB}‘SD"HzG, estavam em excelente
concorddncia com resultados tedricos obtidos para a cadeia de
Heisenberg antiferrvomagnética com spin s = 1/2. Novas estimulos anp
campo da fisica wunidimensional, wvieram de engenhosas solucBes
analiticas e numéricas para uma grande variedade de problemas em

cadeias de spin gQuanticas L[71]. Estes importantes avangos faram

=4



acompanhados de realizactes ewperimentais destes modelos fisicos e

Pelo desenvolvimento de elaboradas técnicas de medigio (17,

1.2 - Anzatz de Bethe

O problema da cadeia de N spins & = 1/2 acoplados com
interacBes efetivas do tipo Heisenberg [4]1 é um dos raros
problemas na figica de muitos corpos que foi resolvido exatamente,
Investigagcoes tedricas sobre este modelo levaram a importantes
tonceitos que foram generalizados para sistemas com dimensfies mais
altas [5]. Um destes conceitos faoi o da onda de spin, introduzido
por Bloch em 193@ [35]. A soluc8oc exata foi dada por Bethe em 1931
171, quando propds uma forma especifica para todos os autovetores
e do seu ansatz derivou um conjunto de equacBes, das quais oOs
autovalores e demais quantidades fisicas podem em principio ser

encontvrados .

K]

0 Hamiltoniano de Heisenberg comuta com a componente §
=

EEZCm) do spin total, portanto existe uma base ortonormal de
autovetores comuns a S, e a ¥ Seja Iml,mz,...ﬁﬁ) um autpestado
de S* ndo qual a componente s, dos spins m ,My, . ..,m esteja virada

em relac8o a do estado ferromagnético (estado de referéncia).

Qualquer autoestado de ¥ com Sz = g - r, pode ser escrito como uma
combinagdo linear dos estados Iml,...,mr>,
lp) = z akm, . mdm L m (1.2)

13



ohde a soma e sobre todas as [?} distintas configuragtes obtidas

de r spins virados em uma cadeia de N spins. Inserindo (1.2) na

equacio de Schrddinger,

XKly> = E|lw) (1.3)
encontramos a seguinte relac8o entre os coeficientes a(ml,___,mr):
Eta(nu,. ..,mr) +' z afm‘, ...,mr) - a(m‘,.. .,mr) = @ (1.4)

m (.7 .4

3
onde,
-1 1

£ = — (20 E - §JN (1.3
e a soma e sobre todas as configuracdes m;,...,m; obt idas da
configuracio m....,m pela inversdo de um par de spins vizinhos

antiparalelos. Para a equacao secular (1 .4) ser também vdalida no
caso de spins virados que sejam vizinhos, & necessario a condicao

subsidiaria:

aim , . _,m.,m., .. .,m) + atm, ,...,m. +L,m+1,. .. ,m)
1 it r i ] ] r
- 2aim_,....,m ,m+1, .. ,m) = & {1.4)
1 1 1 T
Ja que para spins s = 1/2, a(.‘..mjn%,...) e a(‘.‘,mj+1,mj+1,...)

14



nao tém sentido fisico. CondigBes de contorno periddicas implicam

na seguinte relacio entre as amplitudes:

a<m1.mz,...,mr> = alm,, . ..,m_,m +N) {1.7)

Comegando ¢om um estado em que todos o0s &pins estejam

alinhados (estado ferromagnético), e wvirando sucessivamente um
5p1n, dois <spins, etc., uma forma Fara os coeficientes
atm:""”ﬂ)' de uma cadeia com um numero arbitrario r de spins

wirados, emerdge naturalmente. Seguindo este procedimento, Bethe

propds o seguinte ansalz:

_ gy 1
a(mi,...ﬂm) = EHP{I[jilk'ﬂh + ﬁjZLpﬁJw]} (1.2)

-
P=1

onde o somatorio em P e sobre todas as v! permutacbes dos numeros

de onda k;""'kr‘ € Pj e o numero que, depois da permutacio P,
fica no lugar de 3. Inserindo (i 8) na equacio secular (1. 4)
verifica-se que o ansaiz e realmente uma soluclo, cCoOm a energia
dada por:
-
& = z (1 - cogkj) (1.9
i=1

A fase ij e obtida substituindo ¢1.8) na condiglo (1. 4),
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i k, ky
Ecut—e =c0t§~ - cot{=— \ -m =@ =n (1.19)

enquanto os ndmeros de onda kj sao determinados pela condigao de

periodicidade (1.7,

Nk, = Pan. + E e , A o= 0,1,2,. .. ,N-1 (1.11)
J i it J
Lev# o
Para cadeias finitas, €& extremamente dificil manusear

analiticamente o conjunto de equagBes transcendentais acopladas
(1.1@) e (1.41). No limite N =+ & os ij) tornam-ge densos e
varidveis continuas podem ser introduzidas. MNeste caso, Hulthén
[2@] mostroit que as equacoes de Bethe convertem-se em egquacdes
integrais lineares, podendo assim ser resolvidas por transformadas
de Fourier. Desta maneira ele calculou exatamente a energia do
estado fundamental da cadeia antifervomagneética (onde v = HN/2),

tujo valor poy spin e em unidades de J, € dado por:

E, =—lne+%‘- (1.12)
Fostericrmente, Marshall [ 34]1 mostrou que este estado &  um

singleto.
Orbach [37] estendeu os argumentos de Bethe e Hulthén para a

cadeia anisotvrdpica do tipo Heisenberg-lsing e obteve a energia do
estado fundamental resclvendo numericamente uma equag3o integral.

Usando uma expansio de Fourier, Walker [38) encontrou uma soluclo
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analitica em séries de poténcias para a integral de Orbachk, a qual

revela que a energia Ea(a) do antiferromagneto,

[0}

1 11 4

= = = = ——_— {
Eq(u) 5 |3 tanhy [1 + E: T ] (1.13)
e + 1
n=1
cam,
sechy = & . ¥ oy e (1.14)

tem uma singularidade essencial em & = 41, o ponto de Heisenberg.
Em um importante trabalho, des Cloizeaux & Pearson [391
determinaram o primeiro estado excitado para cada nuimerc de onda q
do Hamiltoniano isotropico (@ = 1, simetria continual, e
calcularam exatamente suas energias, ou seja, 0 espectro da onda
de spin. Estes estados s3o triplamente degenerados [40), com uma

energia de excitacio p(m,sz,q), medida em relag8o ao estado

fundamental, dada por;

HOL,1,9) = pdl,-1,9) = uiL,0,q) = lsen(q)| (1.19)

Pal A

onde,

q = k -~ k (1.14)

e ku € 0 valor de k associado com o estado fundamental (kO = 0 ge
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N/2 for par; ko = T se N/28 for impar). Devemos notar que n3o ha
gap [p(i,Sz,@) = @1,

A generalizaclo deste resultado para a tadeia XXZ foi obtida
por des Cloizeaux e Gaudin (411, Eles mostraram que na regilo de
anisotropia planar (o > 1, simetria continua), os estados de spin
de momento q, correspondendo aos trés possiveis valores de §,. séo
degenerados [uia,x1,q) = (e, ®,9Y] @ n3o ha gap EH(m,Sz,G) = 9.
Na regilo de anisotropia axial (@ £ & ¢ 1, simetria discreta), n3o
ha gap para o estado de spin correspondendo a Sz = @ [M(x,0,0) =
), mas wum gap, independente de a, aparece para as outras

excitacOes: [p(a,21,9) = u(a,@,q) + G(x)1. A magnitude de Gla) &-

Gla) = *},_Mf sechl (2n+1)r" /2y ] (1.17)
¥ n%. o

onde ¥ € dado por (1.14), Para & -+ 1, o gap comporta—-se como:

nz 4 172
G{a) == 4 E‘HP{— E—[E[— - 1]] } (1.18)
o
s

A validade das hipdteses de Bethe para o estado fundamental
foram rigorosamente estabelecidas por Yang e Yang C(421]. Eles
também obtiveram uma solucdo detalhada para 3 energia como funcio
da anisotropia e da magnetizaglo, assim generalizando para todo o
o resultado analitice da suscetibilidade encontrado por Griffiths
(43] no caso 1sotrdpico. Outro impartante resultado foi o calculo
do chamado gap escalado NG{(a), onde o gap entre o nivel

fundamental e o primeiro excitado & escalado Pelo tamanho N da
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cadeia. No ponto de Heisenberg ele e dado simplesmente par:
NG(1) = ri/p (1.19)

um valor ja anteriormente conjecturado por Griffiths [431. Em
partacular, Yang & Yang provaram que para N e r finitos, o estado
fundamental @ ndo degenerado para qualquer valor real de &. Neste
caso, a energia do estado fundamentzal € analitica em o,
Finalmente, 42 anus apds Bethe ter sugerido a forma das
autofuncbes, Baxter [441 calculou a magnetizaclo espontanea

alternante (staggered),

o A% 213
Mo(a) = v {nfiexp[“[n - EJ E;]} (1.29)

onde ¥ e definido como em (1.14). Quando & varia de @ ate a = i,
L=}
a magnetizag3o espontinea de subrede Mg(a) decresce do seu wvalor

unitario ateé zero. Perto de o,

e 11:
M () = [F'] EHP[" 3;J (1.24)"
a1
Notemos que ambos, o gap G(&) & a magnetizacio Ho(a), vio a
Zero exponencialmente quando « + 4. De fato, o ponto a = {1 & a
localizac¢do de uma singularidade essencial para estas, e tambem

Para outras quantidades ficicas.

Todos estes resultados foram obtidos no limite de tamanho N =

1



w e a temperatura T = @. 0 calculo de propriedades a temperatura
finita apresenta muitos problemas, & apesar de alguns progressos
terem sido realirados, ainda ndo existe uma formulagion analitica
completa £L7]1. No entanto, o aspectn mais surpreendente destes
estudns, @ que a cadeia de Heisenberg com s = 1/2, um aparente
exercicio matematico comegado por Bloch e Bethe no inicio dos anos
3@, tenha realmente sido testada e elucidada em grande detalhe por
experimentos em materiais reais. Como um exemplo dilustrativo, a
figura 1.1 mostra dados experimentais para a relagcdo de dispersan
da primeira excitagio no composto CuCleN_CuHS £13], comparado com
o vresultado tedrico <(eq. 1.13). E agaratificante obserwvar a
excelente concordincia entre teoria e experiéncia. MNa figura 1.2 o
espectro das excitagBes em fungio do pardmetro de anisotropia a ¢
mostrado (eq. 1.17 e 1.18), Experimentalmente e extremamente
dificil resolver os efeitos devido & anisotropia de outros

relacionados as impurezas, inomogeneidades., etc.

1.2 - Mapeamentos

Um topico de grande interesse em fisica estatistica é o
estudo de mapeamentos ou isomorfismos matematicos entre cadeias de
spin quanticas, incluindo seus wvarios casos limites, e outros
modelos em uma ou mais dimensdes {modelos fermibdnicos [451, oito
vertices [46]1, Potts e Ashkin-Teller [471; modelos de teoria de

campo tais como; Tomonaga-Luttingey C48), cseno-Gordon [4%1, ¢

ndo-linear [5@), etc.). Em particular, McCoy e Wu [S51] mostraram
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Figura 1.1 - Rela¢do de dispers3o energia E(q) versus momento q da
primeiva excita¢3o para a cadeia de Meigsenberg lsotropica. Os
pontos 1ndicam dados experimentais obtidas para o tomposto

quase-unidimensional CuCleN.CﬂHﬂ (tRef. 13), A linha continua & 3
soluc2o analitica para 3 onda de spin do sistema infinito <(Ref
39} Energias s8o dadas em unidades de J,
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Figura 1.2 - Gap de massa G(a)

Heisenberg XXZ. Em toda a fase XY, assim comso no ponto isotrdpico,
o estado fundamental € um singleto.

anisoftropia & n8oc ha gap. No

Fara a cadeia infinita de

Para estes valeres da
regime tipo Ising, o estado
fundamental ¢ duplamente degenerada, estando separado do

continuo
das ewcitagdes par um gap.

(Adartado da referéncia 41).

e



aue dado um modele bidimensional de seis wvértices arbitrdrio,
existe um Hamiltoniano KHZ genevralizado unidimensional
(ndo-Hermitiano), © qual comuta com a matriz de transferéncia do
modelo de seis vertices. Foi investigando um casa especial deste
modelo, o chamado modelo & [S52], que Baxter [44) derivou atraveés
do mapeamento apropriado, a magnetizac3o espont3nea por subrede da
cadeia de Heisenberg-Ising. 0 par3metro de anisotropia « do
Hamiltoniano (1.1) faz o papel da temperatura T. Para @ £ a < o
(T «{ Tc) o sistemz tem ordem de longo alcance e uma transicio de
fases de segunda ordem ocorre para mc = § (T = Tc).

Em geral, a analogia € entre sistemas estatisticos classicos
em d-dimensfOes a temperatura finita e sistemas Hamiltonianos
quanticos em (d-1)-~dimensBes e T = ©; a temperatura sendo
absorvida pelas constantes de actoplamento do Hamiltaniano
quantice. O mapeamento procede via o fato de que a matriz de
transferéncia 7 de uma classse comuta com o operador Hamiltoniang &
da outra classe; de modo que o problema de determinar 0 maior
autovalor Au tenergia livre) de J & similar ao de encontrar )
mencr autovalor E°<energia do estado fundamental) de & [15]

Um sistema cldssico perto do ponto critico de uma transicio
de segunda ordem, tem flutuacBes de origem térmica sobre todas as
escalas de comprimento, até o comprimento de correlaclo £, o unico
comprimento relevante no problema. Exatamente no ponto critico I
diverge e o sistema fica invariante sob transformacBes de escala.

Para sistemas quanticos a temperatura T = @, as flutuacbdes

quanticas jogam um papel analogo ao das flutuagBes teéermicas de

=3



sistemas cldssicns em temperatura finita. Isto sugere a existéncia
de transigBes de fases de segunda ardem, induzidas relas
flutuacdes quanticas, ao se variar algum parametro caracteristico
do sistema (o campo ordenante). Comparando transicdes de fases em
sistemas cldessicos e quianticos, podemos identificar quantidades

que tem um papel semelhante em cada sistema, como indicado no

dicionario abaixo, para algumas destas grandezas:

Classico, T » 0O uantico, T = O

d-Dimensbes espaciais {(d-1)-Dimensles espatiais e

uma temporal

Flutua¢bes termicas Flutuagdes gquinticas
Energia livre Energia do estado fundamental
Inverso do comprimento de Gap de energia

correlagio
Medias sobre ensemble Valores esperados no estado

fundamental

Temperatura Campo ordenante

Esta equivaléntia pode ser também formulada entre a mecianica
estatistica de equilibrio e uma teoria guintica de campo, quando
estivermos tratandoc de um numevro infinito de graus de liberdade.
Isto se deve a formulagidoc da integral de trajetdria de Feunman
L53], a qual pode ser igualmente usada para calcular a funclo de
partigdo de modelos de rede classicos, assim como propagadores
quianticos em teoria de campo. Ambos os problemas a0

matemat icamente equivalentes quando um tempo Euclidiano discreto e

introduzido na evolugio temporal dos estados quinticos. Uma das
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d-dimenstes espaciais da rede & associada ao tempo, e a matriz de
transferéncia da mecanica estatistica, operandp ag longo do mesmo
€ixp, torna-se o operador de evolugdo tempoval de um sistema
guidntico em (d=1)-dimenzfes . A tarefa de encantray 0
correspondente operador Hamiltaniano @ gevalmente complewxa [141].
Uma versdo Hamiltoniana simples pode ser obtida para um
particular, mas singular caso, a qual corresponde a tomar o limite
tontinuo ano longo da direglo temporal (a constante de rede no eixo
do tempo wvai a zero). Para manter a mesma fisica, uma mudan¢a na
escala da rede, deve wvir acompanhada por uma correspondente
renormalizacdo dos parimetros de acoplamento. Para compensar a
total compressio da rede ao longo da direg3oc temporal, o
torrespondente pardmetro de acoplamento deve tender ao infinito.
Acoplamentos ao longo das outras dire¢des sio reduzidas a zero em

um caminhe extremamente anisotropice e delicado. No ¥Ffim do
processn, flutuacdes térmicas em modelos de rede classicos si3o
substituidas pelas flutua¢8es quinticas no modelo Hamilteniano;
advindas da n3o comutatividade dos diferentes operadores aque
aparecem na versSo Hamiltoniana {(Principio de Incerteza) .
Simultaneamente, a dimensio € reduzida de d para (d-1) [S4].

i

Desde que o espagamento da rede e tido como um parametro
irrelevante em qualquer transicl3o de fases, espera-ée que o limite
continuo envolvido na defini¢30 do Hamiltoniano nio afete os
aspectos universais do comportamento ¢ritico e que portanto ambas

as vercbes exibam a mesma estrutura de singularidades criticas. A

transi¢io é manitorada pelo comprimento de correlaclic em sistemas
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cldssicos e pelo gap de massa em suas versoes quanticas. Usando a

linguagem da teoria de campo, most ramos abaixo algumas
equivaleéncias entre quantidades e operadores obtidos a partir de

versfes Hamiltonianas quanticas de modelos estatisticos clissicos:

Hac;nica Estatistita Cléssica Teoria Qu;ntica de Campo
Matriz de transferéncia Operador de evolucdo temporal
Estado de equilibrio Estado do vacuo
Densidade de energia livre Densidade de energia do vacuo
Fungdo de correlagio Propagsador
Inverso do comprimentao de Gap de massa

correlagio

Hamiltonianos quanticos podem ser definidos para muitos
sictemas estatisticos [14]. Com exce¢io de alguns poucos modelos,
estes Hamiltonianos nac sdo diagonalizados exatamente por metodos
analiticos, e estudos de seus diagramas de fases devem ser feitos
por calculos numéricos. Tal procedimento obviamente restringe o
Hamiltoniano a redes finitas, para o gqual uma matriz finita pode
ser construida e explicitamente diagonalizada. Usando as técnicas
de fintte-size scaling, autovalores e demais granderzas fisicas de

interesse sao extrapoladas ao limite da rede infinita.

1.4 - Finite-Size Scaling

Sistemas finitos ndo tem propriamente transicio de fages.
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Istn se deve ao fato de que a fung3o de particido Z(T,H;N) de
qualauer sistema finito & uma funcio analitica da temperatura T e
de campos externos H. Por ewxemplo, no c£aso da rede de Ising

finita, Z(T,H;N} @ mnalitica pordue & simplesmente a saoma de um

himero finito, 2, de termos analiticos do tipo exp(k _T), onde k_
€ a constante de Boltzmann. Consequentemente, nenhuma das
grandezas termodindmicas obtidas diferenciando a energia livre F =
—khT InZ com respeito a T & a H, podem ter qualquer singularidade.
TransicBes de fases somente ocorrem quando o limite termodin@mico

(N + @) ¢ tomade adequadamente ao longo de algumas diregdes do

#spact. A dimensionalidade da transic2o de fases esta associada

tom © numero de dimensfBes infinitas da rede, & cruzamentos
(crosspuer) da dimensionalidade podem ocorrer gquando alguma
dimensao finita ¢ assintoticamente aumentada. S¢ o sistema e

finito em todas as diregdes, ele e essencialmente zero-dimensional
e nip exibe comportamento singular.

Em sistemas de spins com tipicas interacOes de curto alcance,
a unica forma de um dadoe spin perto do centro de umas amostra
finita "sentir” o tamanho e 3 superficie & através da "informacio"
vinda do contorno, propagada passt a passo pelas corvelagbes. Esta
propagacido e descrita pela func3o de correlag3o W(l). No limite
termodindmico e longe do ponto critice T_. a funclo W(l) decai
exponencialmente a Zero quande a distd3ncia ! torna-se grande,

-1-F

Wity ~ Ea;—— , I + w (1.22)
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onde T & um numero arbitrario e F & o comprimento de correlacido. [
pode ser definido como a dist&ncia sobre a gqual as flutuacies
estio correlacionadas. Ele € uma funt3o de H e T, e seu wvalor

torna-se infinito em Tc‘ De fato, esta propriedade de um

comprimento de correlacio infinito pode ser considerada como a

marca de um ponto ecritico. Assim,

E(Ty ~ t ¥ . t = S+ 0 (1.23)

onde ¥ & o expoente critico do comprimento de correlagio.

No ponto critico, a funcS3o de correlacio W(l) existe, mas em

vez de decair ewponencialmente, decai como uma lei de poténcia:

Wiy ~ 9T (1.24)
onde d é a dimensho espacial e 7 € um expoente critico.
Uma maneira pratica de calcular o comprimento de correlagio @

atraves dos autovalores da matriz de transferéncia J [95,563],
£ = Cin(A /A T! (1.2%)

onde £ & dado em unidades da constante de rede e Aa g Al s3o O
maior e o segundo maior autovalores de 7, respectivamente.
Na rede infinitas e abaiwxo da temperatura critica, o sistema

tem uma <«quebra espontinea de s=imetria (fase ordenada). Os

autovalores An e A: da matriz de transferéncia 580 degenerados,
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dando lugar & uma magnetizacao espontdnea a qual engloba todo o
sistema, caracterizando o que ¢ conkecido como ordem de longo
alcance. Neste caso, o comprimento de correlacdo do volume (Bl k)

fm ¢ determinado pelo terceiro maiov autovalor Az [595,361],

£ = antA°<m>/Az<m>33" (1.26)

Em contraste, um aistema finito nRAo tém a simetria

espontanegamente gquebrada, e os dois maioves autovalores de T rnao
sdo degenerados, Eles definem um gap, o qual € chamado de gap de
massa em analogia com a teoria de campo (ver segao 1.3). Este gap

assintuficamente vali a Fero quandp o tamanho do sistema aumenta em
direc3o ao infinito, Como consequéncia, para valores finitos de N
nao ha magnetirzagdo espontinea mesmo a 7 = @. A amostra gquebra-se
em dominios e a ordem de longo alcance € destruida. Neate caso o

comprimento de correlag3o [55,541,
_ -1
EH = {lntAv(N)/A‘(N)]) (1 .27

tem um significado diferente em relag¢lo av seu significado na rede
infinita. Aqui, fN mede o tamanho wmedio dos dominios.
Na formulagBo Hamiltoniana aquiantica, o comprimento de

correlacio da cadeia de Heisenberg-lsing é dado pelo inverse do

gap,

§ x (E - ET (1. 28)

29



entre os niveis do primeiro estado excitado E1 e do estado
fundamental F.o de & [163.

Em um sistema de tamanho N, cada spin & influenciado somente

pelos spins que estioc em sua vizinhanga, ja que EN g Ssempre
finito. No limite termodin@mico e longe do ponto critico, Em e
pequeno, portanto os sgspins da rede infinita estin tambem

correlacipnados somente com seus vizinhos, e ent3o se comportarao
da mesma forma como os spine da rede finita. Logo, numa eprimeira
aprowimacgao, o valor por spin de alduma dquantidade termodinamica
da rede finita & igual ao seu valor por spin na rede infinita
correspondente. Quando o sistema i1nfinito se aproxima da regiao
critica, o comprimento de correlaglo :m aumenta drasticamente,
cada spin se torna correlacionado com outros mais distantes e ndo
mais se compaortar8oc como os spins da rede finita. Exatamente no

ponto critico tm diverge & todos os spins estio correlacionados

entre si.

0 efeito da extensdo finita da rede & limitar o comprimento
de correlagi8oc a um valor maximo possivel. Como resultadeo desta
limitac3o as singularidades de uma transiciao sao arredondadas e a
temperatura '"critica'" efetiva e deslocada em relagdo ao wvalor da
rede infinita. Esta temperatura de transichio pode ser identificada
com a posic3o do maximo de alguma grandeza tervmodindmica do

]

csivtema finito. Assim, os efeitos de tamanho aparecem quando Em e

da ovdem das dimensdes lineares do sistema finito:

FE ~ N =5 efeilos de tamanho (1.29)
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foma aspectos gerais ha arredondamentos e deslocamentos de

singularidades, ou uma mudanca na dimensiopalidade da transiclio. A
teoria de finite-size scaling trata com estes problemas, e
propriedades de um sistema no limite termodinamico, tais como a
temperatura de transi¢io e expoentes criticos, podem ser inferidas
de calculos exatos para geometrias finitas [25]1. A hipdtese bidsica
&€ que nas vizinhangas da temperatura criticsa Tc(m). 0
comportamento de um sistema finito €& determinado pela wvariavel
escalada Em(T)/N.

Ao tratar com redes finitas, devemos considerar a gquestiio das
condi¢bes de contorno. Em cdlculos analiticos e computarionais de
Hamiltonianos com simetria de transla¢S3o, € natural usar condicdes
de contorno periddicas, pois elas reduzem consideravelmente a
complexidade do problema. Outra razio para se preferir condigoes
periodicas, se deve A eliminag3o de superficies e interfaces,
explicitando assim os efeitos de tamanho. Também ha uma
tohvergéncia mais rdpida das grandezas fisicas em direg3o ao
limite termodinfmico.

Longe da regido c¢ritica e enguanto Em(T)/N for pequeno,
esperamos efeitons de tamanho d4e natureza exponencial nos dados PN

da rede finita com condigfies periddicas:

PLATY = P_(T) + OCe ~7N 3 ) N+® , T fixo (1 30)

Quando T -+ Tc, 0 argumento @(T) da exponencial wvai a zero e 3

expansao (1.30) deixa de ser valida.
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Mo regime c¢riticoc a situacBo0 € mais sutil, ja que os dados PN
compoyrtam—se como:

-3, z

PN(T) = Pm(T> + AlN + A_N . r N» @ T = T, 1. 30

onde ﬁ: { Bz, podendo em algune casos ter também corregies

logaritmicas [PR-24,30].

Enquanto formalmente finite-size scaling pertence a um limite
uniforme, no qual a temperatura aprowima-se da temperatura critica
e 0o tamanho do si1stema assintoticamente tende ao infinito, suas
predicdes sfo aplicdveis a sistemas relativamente pequenos; apesar
de ctuidados adicionals serem necessarios quando ha suspeitas da
presenca de singularidades essenciais. A teoria estabeleceu em
bases sdlidas, a validade de extrair informacOes acerca do sistema
infinitc a partir de sua contraparte finita, como assumido pelos

meétodos de extrapolagdo direta (571, Além de sua import3ncia

teorica dbvia, efeitos de tamanho est3oc atualmente, apesar das
complicacoes devidas a gravidade, impurezas e vutras
inomogeneidades, dentro da resolugcio experimental; e testes

quantitativos de finile-sige scaling sfo esperados em importantes
campos coma filmes ultra-fimos, camadas intercaladas e fisica de

particulas muito pequenas [SB8).

1.9 - Metodos Numericos

Resultados analiticos exatos para o limite termodinamico s3o
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disponiveis para poucos modelos estatisticos [541. Em sua maioria
os modelos s80 analiticamente intratdveis e grandezas fisicas
precisam ser determinadas numericamente. Mesmoe no caso de modelos
analiticamente soluveis, algumas quantidades n3oc <s3oc obtidas
facilmente e esquemas alternativos s3ao usados. Estes dltimos
comumente incluem hipoteses, as quais s8p plausiveis porem nlo

provadas, e investigatOes numéricas s30 necessarias para testar
sua validade. No caso de cadeias de spin quinticas, trés técnicas

de s0luc@o computacional s8o geralmente usadas:

a) Ansatz de Bethe - Em principio, as equacBes de Bethe (1 .10) e
(1.11) podem ser resolvidas iterativamente para tamanhos N
arbitrdrios, a energia sendo dada por (1.9) e a funcio de onda por
(1.8). De um ponto de wvista numérico, hd no entanto wvirios

problemas. Primeiro, as equacdes de Bethe s3o nio-lineares e o
numerc de splugBes e desconhecido. Ademais, algumas destas
snlu¢Bes podem corresponder a valores complewxos das fases @,
fazendo do calculo numérico uma tarefa muito dificil. Na pratica,
o N maximo € limitado pela capacidade de cada computador. Para
cadeias de Heisgenberg, valores tipicos no estado fundamental sio N
~ 2000 para a energia (24,591 & N ~ 14 para as fungoes de
torrelagdo [401, No udltimo caso, o baixe valor de N & porgque a
computagine das funcBes de correlagio requer o conhecimento
explicito das amplitudes a(m*,...,mr) para todas as configuracdes
possiveis. A soma sobre todas as permutacdes em (1.8)» torna o

mét odo extremamente caro em termos de tempo de processamento,
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limitando assim o calculo a pequenas tamanhos.

0 ansatz de Bethe aplica-ze somente a modelos com
Hamiltonianos completamente integraveis. Nesta categoria ae
incluem a cadeia de Heisenberg para s = 1/2 e suas generalizagoes.

Na =muséncia de integrabilidade para s ) 1/2 muitos esforcos foram
feitos para se obter modelps semelhantes ao de Helsenberg que
tossem soldveis para apin arbitrario. A obten¢i0 por Takhtajan
L6411 e Babujian Cé2] de um Hamiltoniano para s ) 1/2 solivel pelo

ansalz de Bethe, deuw um grande impulso &s pesquisas neste campo. O

Hamiltoniano Takhtajan-Babuiian tem a forma de uma expansio em

poténcias de (ét'§u1) de grau 25. Para & = {/2¢ ele se reduz, A

parte um termo constante, ap antifervromagneto de Heisenberog.

A conjectura feita por Haldane [5¢], de que cadeias de
Heisenbero para spin inteiro tem comportamento diferente daquelas
de spin semi-inteiro, trouxe uma grande efervescéntia aos estudos
em magnetilemo, devido ds dramaticas implicagfes para a teoria de
ondas de spin e outros principios em meclnica estatistica, tal
tomo o de universalidade. Mos modelos de Heisenberg usuais com s =
1, 3/2, 2, etc., para os quals se aplita a conjectura de Haldane,
a auséncia de um ansatz semelhante ao de Bethe impede a
determina¢®p de grandezas termodindmicas por meio da solucao
analitica ou numerica de equa¢cdes andlogas as expressoes (1.1¢) e

(1.11). Deste modo, métodos de cdlculo como Monte Carlo ou Lanczos

sdn essenciais para estudar estes sistemas (431,

b) Monte Carlo - Ha diversas técnicas computacionais em mecanica
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estatistica associadas a geragdo de numeros randdmicos, as quais
sdo chamadas genericamente de métodos de Monte Carlo [641. No
estudo de sistemas quinticos de muitos corpos, uma particular
implementacio de Monte Carlo baseada sobre a formula de Trotter
[45] esta se tornando padr8o. Sua aplicabilidade & geral e
sistemas de tamanhos vyvazpiaveis podem ser tratadeos. Nesta
formulac3o, a funglo de particio do sistema quantico em
d-dimensBes & transformada na fungio de partic3o de um sistema
classico em (d+1) dimensBes; a dimens3o adicional no modelo
classico jogando o papel dos efeitos quinticos (441 Formalmente,

esta equivalénecia so é vdlida gquando o numero de Trotter n, g

infinito. No entanto, em altas temperaturas valores moderados de

n, Ja podem ser considerados praticamente como infinitos. A medida

que a tempeyratura baixa, valores cada vezr maiores de n, a0

necessarios para se atingir & regilo onde a equival@ncia & valida.
Na investiga¢3o de propriedades dos sistemas quinticos em
temperaturas muito baixas dois limites s3o necessdrios, n =+ ® e T
+ @, o que dificulta a aplicacio do metodo em estudos sobre as
caracteristicas do estado fundamental. O tratamentao destes
processos limites & extremamente delicado e com freguéncia leva a
introducio de erros numéricos.

Alagumas simulactes de Monte Carlo em modelos quinticos, tém a
vantagem de serem diretamente um ¢cdlculo no estado fundamental, de
modo que a extrapolagido T + @ € eliminada. Nestee casos, a
precisao da computac¢ldo € limitada par outros fatores e a aplicag3o

do método fica restrita a modelos especificos. Em cadeias de
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Heisenberg com s = {/P, dados para a energia e funcdes de

correlagdo existem para N ~ 120 {4671, 0 aumento no tamanho dos
sistemas introduz muitas complicacOes caomputacionais, assim como

uma significativa perda de ewxatidio.

t) Riagonalizagcao Direta - Qualquer Hamiltoniano pode ser
diretamente implementado em um computador e resolvido pOr
tecnicas-padrio de diagonalizagl3c de matrizes (48], Este metodo

tem o grande trunfo de ser livre de qualquer aproximagiao,
extrapolaclo ou erro estocastico; e sua precisio € da mesma ordem
que a da maquina. 0 udnico fator limitante & o tamanho do sistema a
ser diagonalizado. Para grandes matrizes, o metode de Lanczos
(246,271 & comumente usado para a determinac¢io de autovalores e
autovetores especificos. Sua exatidao @ tamheém da mesma magnitude
do ervro aritmetico da maquina. Dados para a cadeia de Heisenberg
com & = 1/2, foram obtidos com este método para tamanhos N~ 28

L29-32]1. Este tdpico e tratado em detalhes no prdxime capitulo.

Todas as técnicas de solugdo numérica discutidas acima, devem
sev consideradas mutuamente complementares; as deficiéncias de
umas sendo compensaadas pelas qualidades particulares das outras.
Resolver modelos por diversos métodos permite um teste mais rico
dos préoprios metodos e comparacbes entre Seus resultados;
contribuindo assim para uma maior compreensao das propriedades dos

sicstemas fisicos.
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CAPITULO 2

MeTODOS DE CAaLCULO



No estudo numérico de sistemas finitos dois Pass0ns
fundamentais s30 necessarios. Primeiro: Precisamos de um
procedimento para resolver os sistemas de tamankho N. Segundo:
precisamos de um algoritmo para extrapolar 3 N infinito.

A diagonaliracio ewata (48] @ o método mais confidvel para
ealeular autovalores, autovetores e demais grandezas de interesse
fisico. ExtrapolagGes simples ao limite termodinfmico, podem ser
feitas por meétodos graficos ou esquemas de ajustes (fitlings).
Entretanto, para uma extrapolacio acurada, sofisticadas tecnicas
humericas de aceleragio de sequéncias s3c comumente necessarias.

Comegaremos nosso estudo dos métodos de cdlculo discutindo a
implementagao do Hamiltoniano no computador e os pequenns wvalores
impostos ao tamanho das cadeias pela diagonalizacao direta. Para
valores maiores de N usamos o algoritmo de Lanczos (26,273 na
obtengio de autovalores e autovetores especificos com grande

exatidioc numérica. O problema de armazenagem e procura rapidas dos
estados quinticos & tratado com a ajuda da tecnica de hashing
{49]. Por fim, discutiremos os metodos de extrapolaclo numérica e

a sua aplica¢io em Ffinite-size scaling.

2.1 - ReprBSEntag;0 Computacional do Hamiltoniano

A splugdo no computador da cadeia de Heisenberg-Ising com
spin & = 1/2 e N sitios, envolve a obtengao de uma representagao
M

matricial do Hamiltoniano & (uma matriz EN X 2 ) e ©°o uso de

algoritmos especificos para a diasgomalizagio de matvrizes [&4B]. Uma
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base apropriada para escrever o Hamiltoniano &, s3p0 os autovetores

¢ da componente S: do spin tptal (autoestados de Ising). Para esta
base, a compunente s, = * 1/2 dos spins & representada
computacionalmente pelos bits & ¢ 1, de forma que escrevemas um
estado ¢ como um inteiro, Ja que a combinagio de @ & | aque denota
o estado pade ser considerada um ndmevo binario. Tal representacio
traz a vantagem de se armazenar um estado quidntico em uma Jdnica
palavra, e a conveniéncia dos operadores quinticoe poderem ser
implementados por fungdes ldgicas e de manipulagio de hite (AND,
NEQY, I5HFTY, etc.). Como o operador Sz comuta com o Hamiltoniano,

4

0% estados sBo classificados epelo valor de S. reduzindo deste

mode a matriz ¥ a N+1 blocos de ordem:

N
1.N, N . LWL, . N SN (N par)
2 = 2
2
Em cada um dos blocos a componente S: e rtonservada, sendo dada
ROY :
. N
S, =3 - r (2.1)
onde r = @,1,. .  ,N/2 e o ndmero de spins virados em relaclo ao

estade ferromagnetico usado como referéncia.
Para fadeias com condi¢bes de contorno periddicas outra

reducio pode ser obtida através da simetria de invarifnciza

translacional . Se ¢Z‘¢E""'¢t‘ sd0 invariantes translacionais, 5o

precisamos selecionar um deles como representativo, usando uma



convenc3o arbitraria, e tonhecer sua multiplicidade. No subespago
cam Sl = @, além da simetria de translagac temos simetrias de
inversio temporal, de modo que o numero M de representativeos K
pode ser reduzido a metade. M & aproximadamente dado pelo numero
de estados do bloce dividide epelo numero de termos de cada

representativo:

1 N
Apesar de todas estas redugbes, a2 diagonalizacio diveta

através de subrotinas padronizadas (tipo bibliotecas IMSL, NAG,
gtc.) limita o tamanho das cadeias a N ~ 12 - 14, devido aos
enormes custos de armazenagem e processamento da matriz ¥. Algumas
quantidades fisicas, como a energia, convergem mais Facilmente
para pequenos valores de N; outras no entanto, precisam de wvalores
de N maiores para que extrapalacdes sejam obtidas sem
ambiguidades, o que exige algoritmos que permitam calculos para
radeias maiores sem que aproxima¢Bes que reduzam a precisdoc dos
resultados numéricos estejam presentes. Uma das tecnicas mais
eficientes para a diagonalizagio exata de grandes matvrizes & o
método de Lanczos. Esta tdcnica usa uma base especial na qual uma
representagido tridiagonal X de & ¢ construlda passo a3 PpPasso, de
modo que os autovalores extremos de £ (autovalores mais baixos e
mais altos do espectro) convergem rapidamente aqueles autovalores
correspondentes de ¥, mesmo quando as dimensdes de X s3o muito

menores que as dimensdes de X
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[}
2:.2 - Melodo de Lanczos

Em 1950 Lanczos [B&] propbs um metodo de redugiio de matrizes
simeétricas a forma tridiagonal, e o aplicou a operadores
diferenciais e intearais, mostrando empivricamente que o problema
de encontvrar alguns autovalores e autovetores dos extremos do
espectro destes operadores poderia seyr resolvido muito
acuradamente diagonalizando pequenas matrizes. Para uma dada

matriz simetrica real X de ordem (n x n) e um dado vetor unitdriop

|V1?. este algoritmo produz em n passos uma base ortonormal 7

It

(Ivl},lvz},...;|vh)) e uma matriz tridiagonal & (matriz de

Lanczos) tal que.

Xy o= 7L (2.3)

Todo autovalor de £ & tambeém um autovalor de X, de forma 9que o
eepectro completo de X pode ser encontrado a3 partir da mals
facilmente manejavel matriz X

D primeiro passo é operar com X sobre o vetor unitario Iv’)

para gevar um outro vetor |V’> também unitdrio e ortogonal a lv‘>.

Um novo vetor unitér;o Iva}, ortogonal a |v,> e a v, ¢ gerado
pela agdo de X sobre lvz). € assim sucessivamente ate que o espago
completo de vetores mutuamente independentes tenha sido gerado.
Vale #risar que cada um destes vetores tém a dimensSo da wmatriz

original X  [Estas. operasoes s3p descritas peloc conjunto de

equagcdes abaino:
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fuy = Xy (2.4)
a, = (v, lug? (2.5
e para Jj = .,3.,4,....
< -y _ (2.46)
ij) luj> aJ*ll VJ—1>
: A2
g = (w.fw (2.7)
i i
lv,> = ij>/~.¢j (B
Ju, 2 = Xlvp (2.9
b, = Cvlu,? (2.1
3, = (ﬂluﬁi) (2.1t
Ass1m, na base dos lvi},|v2>,..‘,lvn> a matriz £ terd a forma:
i bB
a b
z F 14 a3
&£ = (2. 121}
bﬂ a:l
0 aspecto mais atraente do algovitmo € que alguns dos
autovalores extremos de 3} (a parte £ »w ¢ da matriz X, s3o
exvcelentes aproximagies a alguns dos autovalores extremos de X
mesmo gquando £ « n. Limites de erro e alguns resultados tedricos
sobre a raz83o0 de convergéncia para o5 autpvalores computados em

cada passo j foram dados por Kaniel (7901 Estes limites

. 8)

mostraram



que autovalores bem 1icolados perto dos extremos do espectro
poderiam ser encontrados depois de um pedgueno nlumero de passos (20
ou 39) independentemente da ordem da matriz X. Uma CONVErgencia
rapida tambhem ocorre para autovalores bem separados do centro do
espectro ou que estejam bem representados no vetor 1inicial \v1>;
no entanto, s 0o autnvalor desejado eativer nos extremos do

espectro, porém pouco saparado ,do resto do espectro, sua

convergeéncia sera lenta. Aproximacbes acuradas aos correspondentes
autovetores também podem ser calculadas. Neste caso e necessirio

reter na memoria ou em algum dispositivo auwxiliar, os wvetores

1V1>.|Vz},...,|vh). A convergencip pode ser monitorada
numericamente diagonalizando a matriz tridiagonal &£ depois de cada

passo € observando a variagc3o dos asutovalores ou autovetores.

Em (2.4) cada vetor gevadp & ortogonalizado pelo método de

Sthmidt ao vetor precedente. Ascim, se IVP » 2 ortogonal a lvkz)
entdo lvj} sera teoricamente ortogonal a ambos os vetores ivrl) €
vaz>' Mo entanto, em calculos computacionais Ervros de

arvedondamento nas operaches aritmeticase basicas levam a4 perda de
ortogonalidade dos vetores |v1>,|vz>,...,|vn>, fazendo com que as
quantidades computadas pelo algoritme divirjsm fortemente dos seus
valores na aritmeéticra ewxata. '"Este comportamento pratico levou
Lanczns a sugevir uma reortogonalizagdo completa. Para cada
iterag3o, o novo vetor lvj> geria ortogonalizado com relag3o a
todps os prévios vetores |v1>,‘..,lvy1> gerados, ¢ ni3oc mais

apenas em relag3o ao seuy precedente; implicande assim em uma maior

demanda em termos de memoria e de tempo de processamento. Uma
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gue autovalores bem isoclados perto dos extremos do espectro
poderiam ser encontrados depols de um pequeno ndmero de passos (2@
ou 30) independentemente da ordem da matriz X. Uma CONvVETgE&ncia
rapida tambem ocorre para autovalores bem separados do centro do
gspectro pu gue estejam bem representados no vetor inicial Iv‘);
no entantao, se © autovalor decejado estiver nos extremos do
espectro, porém pouco separado _do resto do espectro, sua
convergéncia sera lenta. AproximagBes acuradas aos correspondentes
autovetores também podem ser calculadas. Neste caso & necessiario

reter na memoria ou em algum dispositivo =auxiliar, os wvetorves

|Vl>,'vz>J....lvn>. A converaéncip pode ser monitorada
humericamente diagonalizando a matriz tridiagonal £ depois de cada
passo 2 observando a variagao dos autovalores ou autovetores.

Em (2.4) cada vetor gerado € ortogonalizado pelo método de

Y @ ortogonal a |v._»

=2

Schmidt ao vetor precedente. Assim, se |Vj“‘

entdo Ivj} sera teoricamente ortogonal a ambos os vetores Ivr1> e
v, .y Mo entanto, em cidlculos computacionais Eryos de

arredondamento nas operagboes aritmeticas basicas levam & perda de
ortogonalidade dos vetores |v:),|vz),__‘,|vn), fazendo com due as
quantidades computadas pelo algoritmoe divirjam fortemente dog seus
valores na aritmetica ewxata. *Este comportamento pratico levod
Lanhczos @ sugerir uyma reprtogonalizagl3oc completa. Para cada
iteratio, o novo vetor Ivj> seria ortogonalizade com relagdo =
todos os previos vetores |vl),...,|vri) gerados, ¢ nao mais

apenas em relacgao ap seu precedente; implicando assim em uma maior

demanda em termos de memdoria e de tempo de processamento. Uma
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andlise numévrica detalhads do método de Lanczoy foi realizada  povr
Paige 271, O mesmo tambem elaborou uma particular 1implementagao
que otimiza a aplicacho dz técnica.

0 algoritmo de Paige e wuma wvariante computacional do
algoritmo de Lanczos que nao usa reortogonalizacdo. Mesmo em face
da perda total de ortpgonalidade, €& possivel obter autovalores
acurados usando o método de forma iterativa. Isto se deve an fato

de que a perda de ortogonalidade e a convergéncia parcial dos

autovalores de ¥ caminham lade a ladoc e que arPesar da
ortogeonalidade global ser perdida, uma ortogonalidade local dos
vetores de Lanczos persiate enguanto os elementos bj fora da
diagonal de ¥ ni3c forem t30 pequenos. Paige mostrou que 08
autovalores de ft necessariamente convergem quando ¢ aumenta e que
diferem dos autovalores de X por gquantidades <que dependen da

precisiao da maquina. 0 algoritmo & descrito pelas equagdes:

qu) = 3:|v1> (2.13)
a, = (v lu)? (2. 14)
g para j = 2,3.,4, ...,

ij) = luj) - aj_llvj_l} (2.15)

b, = ((wjlen”z (2.16)

Ivj) = |“’j”bj (2.17)

lu,> = Ilvj> - bijH} (2.18)

a, = {vilu, 0 (2.19)
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Este algoritmo € computacionalmente mais eficiente que o
algoritmo de lLanczos convencional. Erros de arredondamento s3o
minimizados e hoa convergeéncia € opbtida mesmo para autovalores
muito proximos., Alem disto, necessita de menos memdoria. De fato,

somente dois vetores ao longo do processo de itevacio precisam ser

armazenados; Iuj) e |vP1> s30 necessarios em (2.13) e (2.14),
ij> pode sobrepor-se a Iuj) em (P 15) e IVJ) pode sobrepor-se @

lw,> em (2.17), finalmente lu,,> Pode sobrepor-se a lv, ., > em
(2.18). Depois de cada iteracdo a matriz £ pode ser diagopnalizada
e um bom criterio para encerrar o processo € a convergéncia dos
autovalores mais baixos de ¥

“. 0 método de \Lanczos aparece entiao comp uma poderocsa
ferramenta para ctalcular o estado fundamental de Hamiltonianos com

grandes dimensBes, com a imensa vantagem de n3o ser preciso uma

diagonalizaclo direta da matriz completa. Sendo em sua hatureza

witerativo, o0 metodo pode swer eficientemente implementado em
computadores de porte meédio com um  ConsSumo de tempo de
rrocessamento dentro de valoeres rvazoavelse. A convergéncia e

acelerada se o estado tentativa |v1>, que 1inicializa o processo de
Lanczos, contém todas as simetrias da soluclo. Por rconvenientes
eacolhas do estado inicial, podemos explorar diferentes regides do
espectro, e congequentemente p método n8o se limita apenas a
“determinacio do estado fundamental [7431.
"' Refinamentos da teécnica oviginal de Lanczos vém sendo
amplamente usada em varios ramos da fisica, tais como calculos em

modelos de camadas na fisica nuclear L[723, determinacio da
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densidade de estados em matéria condensada [733, solugiac de
modelos em teoria de campo [741; além de outras importantes

aplicactes em diversas areas da computaclo cientifica [751.

2.3 -~ Tecnica de Haszhing

Um dos mais sérios problemas para a soluglioc numérica do
Hamiltoniano € o problema da armazenagem e da procura dos estados
auanticos. Uma maneira simples de resolvé-lo é numa primeira etapa

gerarmns todos 05 representativos e armazena-los sequencialmente

em um vetor J(i1), com 1 =2 1 % M; & numa segunda etapa <quando um
dado representativo K for ogerado pela acio dos operadores
quanticos durante o processo de iterag3o, procurida-lo no vetor J(i)
comegando em 1 = 1. Naturalmente esta Fforma ndp € a mais
apropriada, porque o numero de testes cresce linearmente com M,

A técnica de hRashing [49] € um excelente metodo para tratar
auestBes de armazenagem € de procura de numeros 1inteiros em uma
tabela. A idéia principal da técnica @ que nds podemos construir
uma fun¢do i = h(K) (funcgio de hash) que da uma correspondéncla
entre os representatives (K} e uma posi¢30 i1 no wvetor de
armazenamento J. Assim, a posicio ocupada por K em J n3oc e ao
acaso, 0 proprio valor de K de algum modo determina sua posi¢ciao em

J. 8e a correspondéncia for um a um, o problema da armazenagem &

resolvido facilmente porque quandoe um estado for geradnp, nos
somente precisamps avaliar h{K) & armazena-l10 na pocesig¢io i, o
mesmo ocorrendo com a busca dos representativos  em etapas



posteriores. No entanto, & praticamente impossivel construir uma

tal funcgio biunivota; em geral ocorre que diferentes
representativos K K., .., tém o mesmo indice i, 1sto €, hi{K) =
h(Kz), .., . Neste casp dizemos que ha colisfo e precisamos de

um algoritmo que trate com este problema e de uma fungio de hash
que minimize o numero de colisoes.

Foi mostrado [&49] que a funcio,

heK) = MODCK M) + 1§ (2.2¢)

trabalha muito bem na pratica. Aqui, MOD €& a fungio modulo: resto
da divicio do primeiro argumento pelo segundo. Para lidar com o
problema das colisbes precisamos de um novo vetor L(i) de dimensio
M. Este vetor atua como uma espécie de memgria das c¢olisGCes
ocorridas em J(i) 8 por convengao se a positcio i em | estiver
vazia entip L¢i) = —-41. Nds também necessitamos de uma variavel
auxiliar R para ajudar na busca de lugares vazios em 4
Inicialmente, quando o vetor J esta completamente vazio, temos R =
M+1

Suponbhamos que um estado ¢t tenha sido gerado e quUEremos
armaenar o0 seu representativo K. NDs &seguintes passos 530

necessarivs:
Hi) Avaliamos o indice de POSicaAD i correspondente ao

representativo K por meio da funcdo de hash (2 _20).

He) Se L{i) = -1 a posigi0 i em J esta vazia e podemos armazenar o
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representativo K como indicado no passo M4, Se L(i) = -1 g
posicio 4{i) estd ocupada e devemos continuar com o algoritmo
ate encontrarmos um lugar apropriado em J para armazenarmas K.
H3) Se J(i) = K entd@o na posicdao i o inteiro K ja tinka sido
armazenado em um passe anterior {(durante o processo K ja havia

aparecido devide a um outro estado ¢,. de gquem ele também ¢
representativo) @ o algoritmo termina com sucesso. Se J(i) & K

continuamos 3 busca.

H4) Se L(i) # @, entldo fazemos i1 = L(i) & voltamos aoc passo H3, ou
seJa, continuamos 2 procura usando a posicao indicada em L(i).
Se L(i) = @, o0 representativo K n3o havia aparecido
previamente e devemns encontrar um lugar vazio na tabela J(i)
como indicado em HS.

H5) Diminuimos R por uma unidade. Se L(R) = -1 a posic3o0 R em J
estad vazia e entd3o armazenamos K. Se L(R) ®# -1 diminuimos R
malis uma veéz por uma unidade ate encontrarmos um lugar vazio
em J (se R chega ao valor @, a tabela | esta completamente
orupada e devemos recomegar todo o processo com um M maior) .
Entdao fazemos L{(i) = R, redefinimos i como i = R e wvamos ao
rasso Héa,

H&) Marcamos a posig30 1 do vetor L como  um lugar ocupadeo e
guardamos o representativo K em J; com L{(i) = @& e (i) = K,

respectivamente .

Depois de montadas as tabelas L. e J, cada ver que um dado K

Aparecer numa etapa posterior do processo de iteragio poderemos
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localizd~lo facilmente atraves dos passos Hi, H3 e H4. Esta

técnica € da ordem de 19 vezes mais econBmica em termos de tempo
de processamento do que o processo simples de busca descrito

anteriormente.

2.4 — Algoritmos de Extrapola;gn

Numermsos metodos de matematica aplicada SA0 metodos

iterativos: um problema proposto & resolvido gerando uma seduénciz

de ndmeraos 50,51,...,5 i a solugao ewxata, S, do problema ¢ 0

2]

limite desta sequéncia quando n vali ao infinito e cada nudmere da

sgquéncia CSnJ € uma aproximac3c ao limite S,

lim 8§ = g (2. 213
n-+x n
Ng entanto, nenhum processo computacional pode 5evr levado

indefinidamente e em qualquer aplicagBo pratica a sequéncia (s_?
geve ser terminada artificialmente depois de ter sido calculado
algum elementg S.. A diferen¢a entre S, e S E O Eerro, e do

n-~égimo ponto de iteracio:

€ =5 - § (2.22)

0 modo como a sequéncia CSh) converge a S, ou
equivalentemente, ¢como o erro e tende a zerp, € dado epelo limite

da razdo entre dois ervos consecutivos,
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lim - = p (2.23)
1 =00 E1"'|
Se = 1 a convergéncia € logaritmica, se @ ( p ( 1 a convergencia

¢ linear ¢ se @ = @ a convergéncia é de alta ordem (746,771,

Em numerosos casgos a sequéncia CSn) converge "lentamente” e ¢
importante "acelerar’” sua tconveragéncia. D método de aceleragio da
cenvergeéncila consiste em transformar a seauéncia CS“) em uma oufbra

cequeéencia €Tﬁ) que convirja a0 limite 8§ mals rapido que a

sequéncia original CSn). ou seja,

lim Tn = 1im § = § (2.24)
n-+m n-+oo

tom a condigdo que Tn acelera 8  expressa por,

T -8
- 2]
lim a=o—g = 0 (2.25)
avw on” O

Como exemplo, seja uma sequéncia CSH) da forma:

w
11

S(h) = § + xlh“ + E2h4 + Rahd+‘._ , h o= 1/n (2. 26)
Definindo uma nova sequéncia CTHJ por:
T = T(h) = [45¢h) - S(2h)1/3 (2.27)

™
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teremos
T(hy = § - 4x2h4 - E@nahd+... (2 .28)

. 2 . "
Assim, o= termos em h Foram eliminados ¢ 08 erros em  T(h) A0

somente O(h*) .

Ha vdrios algoritmos para acelerar 3 convergencia, cada um
deles trabalhando wmelhor em certas classes especificas de
sequénclas. Apesar da grande quantidade de estudos, numerasas

questoes permanecem abertas, principalmente aguelas concernentes a
teoremas que garantam a existéncia da convergéncia dp algoritmo e
a sua capacidade de acelerac3o. Muite das conclusbes acerca da
eficiéncia destes algoritmos est3oc basesdas mais em evidéncias
empiricas obtidas por testes numéricos, do gque em provas rY19orosas
que ewxlstem apenas para casos particulares [76-791. Surge entdo o
problema de escolher qual método & o mais apropriado, quando pouco
e conhecido acerca dos termps da sequéncia ou de seu eventual
comportamento, sendo a diﬁtihCﬁD entre convergéncia linear e
109ar£tmica das mais importantes na SE]EﬁED entre oS diversos
metodos .

Em finile-size scaling a anilise de dados numéricos de redes
finitas de tamanho N, € essencialmente um problema de extrapolar
uma sequéncia finita de valores PM de uma grandeza fisica para

estimar seu wvalor na rede infinita,

Pm = lim PH (2.29)
N+
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Um dos mais conhecidos @ simples esquemas de extrapolacio é a lei
de escala N_B [57). Geralmente leis de escala, quando existem, nido
530 t30 simples assim e esquemas numéricos sofisticados devem ser
usados se resultados acuradus s3oc desejados. Foi mostrado aque

meétodos de transformaciao de sequéncias 530 uma ferramenta poderosa

para a realizagio de extrapolacles a redes infinitas [80].
Dada uma sequéncia de valores (P 3 = PN‘ a qual converge an
3]

limite Pm = 1lim Pn, uma tabela triangular de aproximantes a P

(25
n-+oo

pode ser gerada aplicando uma sucessip de transformagbes n3o

lineares. bDenotandoc esta tabela por Pla,m) teremos:

P(Q,0)

R(1,0)  P(1,1)

P(2,0)  P(2,1)  P(@,2) (2.30)
P(3,0) P(3.1) '

P(4,®)

onde a primeira coluna € formada pela sequéneia original (P ) e
n

espera~-se que cada nova coluna convirja mals rapidamente que a sua

predecessora.

Longe da regilico critica, dados de redes finitas com
condigcbes de contorno pericdicas aprosximam—se ao seu  limite

expaonencialmente rapido,

Py = Py + Dte ) . N+ (2.31)
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com um comportamento tipico de uma convergencia linegar [(76,77].
Sequénrias deste tipp podem ser convenientemente aceleradas por
Uma wvariedade de algoritmos, dos gquals ©0 mais simples é a
transformac8o de Shanks [£B1])., Cada elemento da tabela <(2.30) @

formado a partir de seus trés elementos predecessores adjacentes:

{m+4) {my _{m) fmy & im)} i{m} <my
P = CPﬁ_lPhH - [Pn ] J/{Pn_‘ + F'"HL - EPn } (2. 32}
Se o0s elementos da sequéncia original estlo exatamente e

prooress3o geometrica,

{0) M
P =P =P + cq , c,q ™ @ (2.33)

vs teoremas de converaéncia ¢ de aceleracioc do algoritmo (771

garantem que uma Unica aplicagio da transformagd3o (2.32) a
- ‘ o . . " N

qualgquer trés elementos consecutivos elimina o "traneiente' cq e

da 0o limite correto:

P = P (2.34)

H

¥ e .

- . (0 . ¢4
Se a zsequencia (Ph ) nao e da forma (2.33), mesmo assim Ph

{0

aproxima=-se do valor Pm mais rapido gue Pn , de maneira que

sucessivas reaplicagfes da equacio (2.32) acelera a convergéncia.
Nas wvizinhangas da regifio critica ou no prdprioc ponto
critico, a situacho € mais delicada ja gque em geral os valores das

quantidades fisicas de redes finitas aprowimam—-se a0 sSeu limite
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g importante que o3 “NHT  em PH sejam consecutivos, por
eremplo, uma sequéncia semelhante a (2,5,3,. . .) ou (3,4,8,...) nio

deve aepy condiderada, enquanto uma sequéncia do tipo (2,4.46,8, . . .)

pode ser usads. Esta familis de transformagfes engloba alguns

[t}

raso0s especiais. Para & ® ela e equivalente ao algoritmo

iterative de Shanks [81] e com & = { ao algoritmo & de Wunn para
gerar os aproximantes a tabela de Pade U[83]1 Por escolhas
apropriadas do parametro &, Vanden Broeck e Schwartz foram capazes
de acelerar = convergeéncis de uma grande variedade de ssequéncias,

apesar de pouca justificativa matematica a estes sucessos ter sido
dada: n30 era claro qual valor de & deveria ser egscolhideo para
otimizar a aceleracdo de qualquer classe particular de sequéncias.

Tal como a transformagio de Shanks, o algoritmo VBS @ exato

Para sequéncias em progressio geométrica do tipo (2.33), no

_ (1) _ L -
sentido que Pn = Pm. sendo portanto muito util na aceleracdio de

sequéncias converadindo linearmente do tipo (2.31). Para sequénclas

com converdéncia logaritmica semelhantes a (2.359), Barber & Hamer
£E843 mostraram analiticamente gque se o parametro & € escolhido com

v valor & = -1, entao,

4 —ar
P = P, + O(N . (2.39)

onde 7 € o minimo de ﬁz e ﬁ1+E. Futuras aceleragdes podem ser

obtidas reaplicando as transformacBes (2.36) e (2.37) a P.7. Ao

}

. : - (%
fazer isto, 0 parimetro & a ser usado em Qn deve ser zerado para

. . 1) - )
compensar efeitos vindos de Qn ) Entao, as suCessivas
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transformacdes sao geradas pelas relagdes:

o™ =6 0™ 4 g™ - Pp'™3 (2.40)
™ m N n+i ™
P(m-‘-l? _ P(m) " 1/[()““} _ Q(rm] (8‘41)
™ ™ ™ e §
onde,
& = - 4 - (-1HY™ /2 (2. 42)

Udrias aplicagfes deste algoritmp ao estudo de modelos em
mecanica estatistica mostraram excelentes recultadaos (B@1. QOutros
algoritmes alternativoe para extrapolacic de sequéncias de redes
finitas tem sido também desenvolvidos e testados com sucesso (851,
Para uma aplicagao eficiente do algoritmo VBS, &80 necessarios
pelo menos cinco termos na sequéncia de dados originais. Os termos
devem ter uma precis3o razoavel (seis digitos decimais no minimo),
para evitar problemas advindos dos erros de arredondamento. Estes
critérios precisam ser levados em consideragdae nos calculos com

sigstemas finitos.
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CAPITULD 3

LEIS DE ESCALA NA REGIAD ANISOTRoPICA
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A radeia de Heisenberg-lsing com spin s = 1/2, apesar de ser

} exatamente soluvel pelp ansatz de Bethe [171, vem sendo muito

estudada por métodos numéricos L[B&1], devido principalmente ao

carater intrincado da soluclo exata.

Neste capitule, apresentamos rezultados numericbs exatos para

@ energla do estado fundamental e para o gap de massa, da cadeia
de Heisenberg XX7 em toda regiioc de anisotropia axial. Nosso
calculo foi baseado no metodo de Lanczus (26,271, sendo N = 28 o

maior tamanho computado. Extrapolacdes dos dados mostram «que o

eatado fundamental na cadeia infinita € duplamente degenerado. Uma
depend@ncia exponencial do gap de massa com o tamanho € obtida,
mas correcoges de lei de poténcia tarnam-se cada vez mais
importantes & medida gque nos afastamos da  regifio de alta

anisotropia [29,31,32]. Este tipo de dependéncia do gap de massa

com o tamanho foi sugerido por de VUega e Woynarovich [21] wusando

predicdes analiticas do ansalz de Bethe., Nosso calculo € a

primeira computacio feita para testar a predi¢So acima.

3.1 - Autovalores e Efeitos de Tamanho

& energia do estado fundamental e do primeiro estado excitado

do Hamiltonianpo de Heisenberg-Ising,

X = ) 2:{5 (miS (m+1) + Q[S (m)S (m+1) + 5§ (m)S (m+1)]} (3.1)
x = » " b4 ¥
m
com condigoes de contorno periodicas, foram computadas como fungao
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do tamanho para valores pares de N, em toda regilo @ ( a = 1. Em

(3.1), a constante de troca J e positiva, e §, (m), Sy(m), e Sz(m>
si0 05 operadores de spin para s = /2 no sitio m. Fara evitar

frustracdo na condicdo de contorno, somente wvalores pares de N
foram computados. Evidentemente, no limite termodinimiceo (N + @),
& magnitude das quantidades fisicas independem da paridade de N,
apesar da convergéncia para N impares ser em geral mais lenta do
que para N pares [37,8731,

A teoria prediz que na regido anisotropica (@ = a (¢ 1), o
estado fundamental do sistema infinito € um dupleto separado do
espectro de excitagles por um gap de energia L[41,42,8B81 e o
slstema tem ordem de longo alcance a temperatura nula C[441 A
natureza deste estado no regime de forte anisotropia € basicamente
do tipo Néel, porém as flutuacdes quanticas induzidas pela parte
transversa do Hamiltoniano reduzem a magnetizac3o a medida que o
parametro o cresce [141. No ponto de Heisenberg (a = 1) e na fase
XY (a0 > 1) ndo ha gap, & 0 estado fundamental torna-se um singleto
£41,42,88) sem ordem de longo alcance, mas com correlagoes gque
decaem lentamente [44,48]1. Este quadro, © 9qual emergiu de um
esforco combinado de solucbes analiticas e numéricas, foi
questionado por Betsuwaku [BP), ap propor a exMisteéncia de uma nova
fase com um estado fundamental singleto e ordem de longo alcance,
entre o limite de Ising e o regime XY, em torno de a4 = @ 49  Suas
conclusdes foram baseadas em cdlculos numeéricps para © calor
especifico € 0 gap de soliton. No entanto, os métodos usados pOYT

Betsuyaku para analisar os dados numéricos foram objeto de critica
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" [?0]. Nossos resultados nd3o mostram evidéncias de tal fase.

Um passo fundamental em nossa computacg3oc € a diagonalizacdo
completa do Hamiltoniano. Este metodo n8o inclui aproximagdes ou
erros estocasticos, porem sua aplicacdo € restrita a pequenas
cadeias. Para grandes matrizes, ©o algoritmo de Lanczos (26,2871
aparece como uma técnica eficliente, cujo aspecto mals atrative ¢
que 05 autovalores mals baixos e o0s correspondentes autovetores
s30 obtidos iterativamente e com uma pre:isﬁo da mesma ordem que a
precisao numevica do computador.

0 estado Ffundamental 2 o primeiro estado excitado do
Hamiltoniano (3.1) estdo contidos no subespaco de S, total igual a
zero. Levando também em conta simetrias de translacio e de
inversfio temporal, uma substancial reducio de memoria e obtida, Ja
que somente um estado representativo de um conjunto de invariantes
e armazenado para computacgBo. Apesar destas reducdes, a dimensio
do Hamiltoniano cresce rapidamente com N, como mostrado na tabela
3.1, No que se refere a tempo de processamento, a Procura e o
armazenamento rapidos dos estados e tratada eficientemente wvia a
téecnica de hashing [49]. Estas consideracoes permitiram estender
resultados numericos exatos para © g9ap de mMasss na regilag
anisotropica obtidos com N = 16 spins £911 para tamanhos maiores,
ate N = PB. Os dados da noscsa computacBo Fforam obtidos wusando
sltandard Foriran double precisieon, com um critério de convergéncia

—14 . . .
de 1@ para a energia. Listagens completas para as energias poOr
spin do estado fundamentzl e do primeiro estado excitado s3o

apresentadas nou apéndice 1.
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M 2 M

4 14 g

& &4 3

8 296 7

19 1e24 13

= 4294 44

i4 146384 128

16 65936 415

18 242144 1367

=1 1048574 446354

z2e 41943904 16080

24 14777214 54450

2& 67108864 290179

£8 248433456 714728

39 1873741824 298585@
Tabela 3.1 - Algumas dimensdes relacionadas a cadeia de
Heisenberg-Ising com spin 5 = 1/2. N indica o tamanho do sistema,

M " § ~r
£ o ndmero total de configuracdes e M oD
obtidos por operagles de simetrias de

temporal npo subespaco de Sz

= Q.

&1

numerao

translacio

de 1invarilantes

e de

. o
inversag



32 - Lei de Escala para o Gap de Massa

Na tabela 2.2 mostramos a energia do estado fundamental em
func3o do tamanho N para alguns valores do parametro de
anisotropia @, 0 resultado analitico de OQOrbach-Walker para a
cadeia infinita C(37,381 & também mostrado para comparacoes. Na
regifio proxima ag limite de Ising, a convergéncia dos dados
puméricos € extremamente rapida, de modo que mesmo para  tamanhos
relativamente pequenos, j3a ubtemos o valor da energia no limite
termodindmico. A medida que nos aproximamos do ponto iseotrdpico, a

convergéncila torna-se cada vez mals lenta, e os efeitos de tamanho
ficam mais evidentes. De acordo com a teoria de finite-siaze
scaling £25], isto ocorre quando o comprimento de correlacio Em do
gistema infinito € da mesma magnitude do tamanho do sistema
finito. Assim, a anadlise dos dados numericos POr S1 SO Sugere um
crescimento sistematico de fm(a) quando nos movemos em diregl3o  ao
regime isotropico, & uma possivel divergéncia em & _(a) no limite

o

de Heisenberg (ponto critico). Esta conjectura € corroborada pela

figura 1.2, onde v gap de massa do sistema infinito e plotado em

funcdo de «. 0 comprimento de correlacio £ _(a) na regifo de

Heisenberg-lsing & inversamente proporcional a este gap.
Extrapolactes das energias computadas ao limite termodindmico

foram feitas usande ¢ algoritmo VBS (821 Ums ilustrac3c do

processo de extrapolagdo € apresentado no apéndice 2 para a

(o

energia do estado fundamental EN {a), cam o = O 99 Uma

concovrdancia excelente @2 encontrada com o resultado analitico de
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M
N a=@ .1 a=Q 4 =0 7 oz=] . @
4 Q. 235490 @.31375 Q. 40226 ©.50000
& Q. 23874 @ 29717 Q. .37637 Q. 4467173
8 . 25282 @.2%2c8 Q.36794 @ . 45639
10 @. 25850 @.29@33 Q. 3564146 9.45154
12 Q.2524%9 0 .28944 @ 36214 ® . A4893
14 Q. 25249 ¢ .28898 9. 34093 @ 44749
14 9.25c49 o 28874 & 34016 ?.4446379
ig 0. .B25249 ®.28849 9. 35943 @. 44571
29 ®. 23249 ¢ 28832 @ 357924 @. 44522
ce %.25249 @ . 280848 9.35879 @.44484
24 @ .25249 % .28845 ¢ . 35878 ¢ .44458
=3 @, 25247 @ 28843 @ .35862 9. 44437
28 @ .25249 @. 28842 0 .35847 Q.44420
a0 Q. 25249 0.28840 @ 35778 ®.443195
Tapbela 3.2 - Energia exata do estado fundamental E;D’(d) FOr spin,
comparada com o resultado analitice para a cadeia infinita

£37,38]. Na regilo de

para o sistema finito converaem rapidamente

Efeitos de tamanho se
isotropico,

Em(ﬂ) em a

sugeri
1.8,

pequenos valores da anisotropia @, 0% dados

ao limite N -+ o,

tornam evidentes nas proxdimidades do poanto

ndo uma divergencia do comprimento de correlagao

Enervias 330 expressas em unidades de J.
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Orbach-Walker para E "'(o) em toda regifo @ ( & < 1, como pade ser
visto na tabela 3.3. 0 gap de massa G_(a) = NLE ' () - E 77 (a1
que aparece no espectro da computacac, e devido ao tamanhg finito
da cadela e esta portanto ligado ao fato de que sistemas finitos
ndo tém quebra espontidnea de simetria [423. Aumentando o
comprimento da cadeia a separacaoc entre os niveis diminue, e
dentro ds precis3c numerica das nossas extrapolacdes o gap val a
zero, sugerindo que o estado fundamental & duplamente degenerado
para N + @. Um teste mais sensivel da estrutura do espectro &
obtida examinando como o gap escala com o tamanho., Se © gap
fecha-se exponencialmente com N, o estado fundamental do sistema
infinito & duplamente degenerado, enquanto umz dependéncia GH ~
1/N e caracteristica de um espectro quase-continuo [357,921. Este
comportamento pode ser visualizado graficande o chamado gap de
massa escalado NGN. Um decaimento de NGN a zerpo significa um
estado degenerado, enquanto um limite finito ¢ nd3o nulo do gap
eccalado @ proprio de um estado singleto.

Nossos resultados para o gap de massa escalado =80 mostrados
na figura 3.1, plotando NBN em funclc do inversc do tamanho, para
varios valores do parametro &. Um decaimento rapido com 1/N @
encontrado na regiao de forte anisotropia. Isto e consistente com
o fato de que o estado fundamental da cadeia do tipo Ising
infinita & um dupleto. Por outro lado, no ponto de Heisenberg, a]
gap de massas escalado converge logaritmicamente [22-24,30] ao

2
valor m /2 £42]. neste caso o estado fundamental € um singleto no

limite de N infinito. Para pequenos tamanhos n3oc € obvio que NG,,
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[
o -E

i)

[+ )

(4

extrap. -E‘ extrap, -E =-C anal.
9 95 Q. 2504246 0.25062446 @.29062446
Q.19 @.2524%938 9 .2524938 9.2524938
®.13 @.2555934 0. 2555734 @. 2555934
@ .29 R.2599900 ? 2599000 @ 2597000
.29 ?.24653807% ®.246530807 0. .2453809
Q.30 2.2719%49 @.2719949 . 2719949
035 2.27945880 9.27%26080 @ 2794880
®. 49 ¢ .cBB4e2%9 @ . 2884028 @. 28849028
9.45 B 2980494 @ 2980494 ® 2980494
9.5@ @.3eBs111 @ 3086110 @.308B6110
@ .35 ©.3197944¢ @, 3192438 ®. 3199438
2. 460 2.33197%46 Q.3319783 9. .3319783
@ 45 0. 344462579 ®.3444215 9, 344421¢
@ 7@ 9 .35778e28 9.3977791 @.3577787
@.75 @.37135484 © 37134601 @, 3713597
9. 89 2. 3B5278¢ ¢ . 3852802 @, 3852803
& .85 9. 374479 @ . 3994485 @ 39944688
@ Ra ©.4138484 9.4138484 ¢.413B4B4
@ .95 @ 4284378 @ 4284378 @.4284378
Tabela 3.3 - Valores extrapolados das energias do gstado
fundamental E° e do primeiro estade ewxcitado E“n comparados
tom o resultado analitico para 3 cadeia infinita [37,38,411
ExtrapolacBes sioc dificieis para valores do parimetro de
anisotvopia & em torno de o = @ .76
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3.0 - v 0.80

,-'"//’_/ 075
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0.65
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Figura 3.1 - Gap de massa escalado NG,, em funcdo do inverso do
tamanho para varios valores da anisotropia . Para pequenos o um
decaimenteo rapido com t1/N € encontrado, sugerinde um limite nulo.
"Em a = 1, NGN converge logaritmicamente ap wvalor n°/2 (Ref.
22-24,3¢.42), Linhas continuas s30 desenhadas para guiar 0% olhos.

O¢ valores plotados s8o0 1/N, onde N esta indicado na escala.
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val & zero em toda a regido anisotrdpica, & uma analise grosseira
poderia predizer a existéncia de um valor critico de o separando
os dois regimes. No entantp, 3 medida que aumentamos o tamanho dz
cadela, o aparente a critico se desloca para valores maiores, am
direc3o a @4 = 1. Este fato @ ilustrado na figura 3 2. onde dados
de NGN 540 apresentados para uma divisioco fina de ol nas
proximidades do ponto isotropico. Nds conjecturamos, que quio

proximos estejamos de & = 1, o tamanho necessario para que ocorra

a mudancda de um comportamento de NGN crescente para decrescente,
se torne cada vez maior. Para testar esta hipoOtese, adotamos um
procedimento que assume explicitamente uma lel de escala.

Calrulos de finite-size scaling para cadeias de Ising
quanticas L[9313, mostram que o gap de massa fecha-se
exponencialmente com o tamanho. Estimativas assintoticas obtidas
por de VYega & Woynarovich [217, baseadas sobre o ansatz de Bethe,
tambem sugerem um comportamento exponencial para o gap de massa da
cadeia de Heisenberg XX7 com anisotropia axial. Ademais, SeuUs
calculos revelam que a dependéncia exponencial & modificada por
correcdes de lei de poténcia, as 4quais tornam-se mais importantes
nas proximidades da regido de Heisenberg, como podemos ver npa

formula abaixo:

knzz 1+k2
2Y Bk- i 3 i 1
G (a) = =——— K(k} senhy —— i + — + 0)|— (3.2
N ﬂafz N:/z 4N 1—k: Nz

onde o modulo elitico k & definido pelas ralzes da equac3o.

g7



4.5

&

0.99
098
097
0.96
095
0.94

0.93
092
0.91

0.90
089
0.88
087
0.86

3.6

3.3

3.0 | LILLALN i b e T
28-16-1210 8 © 4
|/ N

Figura 3.2 - Gap de¢ massa escalado em func3o do inverso do tamanho

para uma divisao fina de @, nas vizinhangas do limite isotrdpico,.

Dois comportamentos podem ser distinguidos: NGN
decrescente,

¢rescente e

A analise para tamanhos sucessivos mostra gque o a

critico, separando ambos os regimes, torna-se maior quando @

tadeia cresce, apontando para um mc = 1.
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y K (k)

T Kik) 3.3
Com,
sechy = o (3. 43
fk‘ = (1-k ")/k (3.3)
k' o= 1-k> (3.6)

Vale salientar gue uma expressio semelhante & (3. 2) € tambem

encantrada para & energia do estado fundamental [213. Como
hipdtese, assumimos uma dependBncia sssintotica do gap de massa

com o tamanho da forma:

B, = A w1 exp (—oN) (3.7

onde o coeficiente ¢ ¢ dependente de &, ¢ = o{a), e A e uma
constante arbitrdria. A lei de escala dada por (3.7) inclui de uma
manelra mista, corregcdes exponencial e de poténcia. Como usual em

calculos de sistemas finitos [25,93], nds escrevemos.

LnG(N) = Ina - BlnN -oN (3.8)
InG(N~-2) = InA - Bln(N-2) - g(N-2) (3.9
assim,
G(NY . N-2 ] _
ln[_ﬁTﬁ:§7] = ﬁln[ N ] Par (3.1
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Definindo quantidades dependentes do tamanho por.

X(N) = ln[i - -%—] (3.11)

G(N)
= P {
Y(N) = Lﬁ[G(NuE.\] (3 .12)

NOs gevamos as S@quencias numericas:

Y(N) - Y(N-2)
XTND = X(N=E) (3.13)

2N

(N} =

[

P?(N)X(N) - Y(N)] (3 .14

as quals coanvergem respectivamente a 2 e a & no limite assintotico
N + ® Como é evidente das expressfes (3.13) e (3.14), um elemento
de 3(N) e o(N) é talculado usando a informac3o correspondente a
trés tamanhos sucessivos.

Extrapplacdes das sequéncias ¢(N,a) ap limite termodinamico
foram feitas pelo algoritmo VYBS. Resultados s3c mostrados ns
figura 3.3, onde os dados ¢ (&) da computacioc s3o comparados com a
predig3o tedrica de de Vega e Woynarovich [21]. Devemos notar que
o coeficiente ¢ estd relacionado ao coeficiente k‘ da formula

(3.2) atraveés da seguinte e=quacio:

trk
o'=——-é-‘« (3.15)
Para pequenos wvalores do parimetro o, ha uma forte
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Fioura 3.3 - Coeficiente o(«) da dependéncia exponencial do gap de
macsa em funcdo de o. Pontos referem-se & nossa extrapolac3c e a
linha continua a predi¢cSo tedrica da Ref. 21. Forte comportamento
gxponencial para © pequenc exige uma computacio extremamente
preciga para tamanhos grandes (o gap € da mesma ordem dos erros
numericos) . Extrapolactes para & = 9. 05 e = @ 10 foram feitas

considerando N = 20 e 24 como o tamanho maximo, respectivamente.
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dependéncia exponencial, de modo que uma computac3o extremamente
precisa B necessaria para se obter uma resoluc8o entre 0os niveis,
particularmente quando se trata de grandes cadeias. Neste casoc, o
gap torna-se da mesma ordem dos erros numéricos. Diferentemente,
para o proximo ao ponto isotrdpico € pequenos ¢, grandes tamanhos
s30 nhecessarios para se resolver o comportamneto exponencial das
torrecbes de lei de poténcia. Todavia, nossos resultados
extrapolados e#stdc em excelente concorddncia com as predicoes
analiticas de de VYega e Woynarovich, indicando que o gap fecha-se
exponencialmente em toda regido anisotropica, e portante o estado
fundamental € duplamente degenerado.

Um fato interessante obtido de nosso calculo, @ a3 existéncia
de um cruzamento {(crossover) das corregies de tamanho de o(a) como
fun¢3o da anisotroepia . Isto € ilustrado na figura 3.4, onde o
o(a) analitico para N assintoticamente drande e graficado
Juntamente com os resultados da computag3o para alguns tamanhos
particulares, Para o <{( @.7, o(N,a) aproxima-se A0 limite
assintdtico por baixo do wvalor analitico de o(@); enquanto o

rontrario acontece para @ ) @ B, ExtrapolacgBes s¥o dificieis na

1]

regific do cruzamento &#m torne de o D.7. Este cruzamento dos
#feitous de tamanho esta relacionado a um cruzamento equivalente

nas corre¢des de lei de poténcia em funcio de a.
A formula analitica (3.2) indica duas correcdes principais do

tipe lei de poté@ncia aoc comportamento exponencial dominante, Com

expoentes 1/2 e 3/2, mas com coeficientes que sdo dependentes de

o, Perto do limite de Ising, o coeficiente da poténcia N =72
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Figura 3.4 - Coeficiente o(N,a) plotado para alguns tamanhkos
particulares em func3o da anisotropia &. A linha continua mostra a
predic3a tedrica da Ref, 21. Um cruzamento na direcio dos efeitos

de tamanht ocorre em torno do valor a = @ 7
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muito pequeno, levando a um expoente liquido da ordem de 1/2. For
outro lado, quande & se aproxima do limite isotropico, este
coeficiente cresce 2 torna-se extraordinariamente grande para o
muito perto de o = 1, resultando em complicadas correcdes coam
termos de pPoténcias combinados & dependentes do tamanho da cadela,
Em nosso caltulo, um expoente (7 efetivo & obtido em funcho de a,
comg mostrado na figura 3.3 para diferentes N, Um cruzamento
dependente do tamanho de um {2 ~ 1/2 (regifio de lsing) para um {3 =~
1 (regido de Heisenberg) opcorre em torno de o = ©.7. Estas
estimativas de @ est3o dentro dos limites predito pela teoria, no
entanto problemas numéricos de convergencia e fortes efeitos de

tamanho tornam extremamente dificieis as extrapolacdes, de modo

que resultados obtidos para # via o algoritmo VBS sfo imprecisos.
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Figura 3.5 - Expoente [?(N,a) da correclio de poténcia

mass3 para alguns tamanhos particulares em fung3o d=

a. 0Os pontos a

pequenol,

Para um 3 ~ | ocorre em torno de o

.05 e a

©.7.

No

limite
a tendeéncia com N aponta para um /3 ~ 1/2

Problemas

Lhm

a0  gap de

anisotropia

2.10 n3o foram calculados para N = P28,
como explicado na legenda da figura 3.3

Iging (o

cruzamento

numericos e

fortes efeitos de tamankho fazem imprecisas as extrarolacdes de f7.
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CAPYITULO 4

LEIS DE ESCALA NO PONTO ISOTROPICO
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Em toda a reyifio critica do modelo de Heisenberg XXZ com spin

s = 1/2, leis de escala no limite assintdtico de grandes cadeias,

podem ey obtidas usando argumentos do ansatz de Bethe [22]. Neste
regime, o Hamiltoniano € invariante frente &g transformacdes do
grupo conforme, de modo que correcdes de tamanho tém um carater
universal e podem ser alternativamente determinadas atraves da
invaridncia conforme (23,24]. No pontoc de Heisenbery (caso
isotropico) ambos os wmetodos acima produzem uma dependéncia com o
tamankho do tipo lei de poténcia, mas com correcoes logaritmicas,

Este comportamento logaritmico tem uma convergeéncia extremamente

lenta, e métodos numéricos de finite-si2e scaling parecem, em uma
primeira analise do problema, inadequados para extrapolacSes ao

limite termodinamico [92,%941].

Face ac cenario descrito acima, Vveremos dque correcoes
logaritmicas podem ser avaliadas para quantidades fisicas
importantes, as quais incluem a energia do estado fundamental, o

gap de mas=a @ a velocidade da onda de spin [381. A Ultimsa
grandeza € a mais interessante, pois o0¢ dados computados mostram
um crescimento monotonico com © tamanho que vai alem do resultado
analitico para a cadeia infinita £391. Uma mudanga dao
comportamento da tendéncia da velocidade da onda de spin com o
Famanho, de modeo a produzir o limite correto, @ esperado bem acima
dog tamanhos disponiveis em nosso calculo numérico. Este tipo de
#feito e sua correspondente lei de escala, n3o tem sido discutido
na literatura, apesar de sua importancia se estender a modelos com

= ?» 1/82 £995]., Atraves de aproximacdes analiticas € do ‘tratamento
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apropriade dos dadoes numéricos, nos fazemos predicdes para o valor

deste tamanho caracteristico.

4.1 - Determina;gu Numérica da VYelocidade da Onda de Spin

Usando o0s metodos descritos nos capitulos anteriores,

. . (=} .
determinamos as energlas do estado fundamental EH 2 do primeiro

; i4) . . . . . .
estado excitado E da cadeia isotropica, disgonalizando

N
exatamente o Hamiltoniano com a teécnica de Lanczos L[26,27]1 ate

tamankos N = 2B spins,
# velocidade ¥ da onda de spin, definida comg a 1inclinacio
inicial da curva de dispersao energia-momento, pode ser avaliada

usando o fato de que para uma relacgio de dispersio do tipo seno

L3921, temos:

(py _ _(0)
y ~ NLE E_2 (4.1)

oy, . . §+H .
onde E e a energia por spin do estado fundamental e Ep e a
menor energla de um estado com momento p + @, Em uma rede finita

com condicBes de contorno periddicas, o menor momento p  diferente
de zerpo &

p = 2n/N (4. 2)

Numericamente, podemos calcular V fazendo o limite N + o de;
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H M

UH = o 4.3

NZ[E(p)_ E(uq

Devido a dificuldades de implementacdo computacional, nds usamos o
} . {p ‘ ‘
metodo de Lanczos para determinar ENP sem especificar a s1metria
completa do estado, limitando assim o nosso calculo a um  tamanhko

maximo de N = 22 para este caso.

~ L4
4.2 - Corregoes Logaritmicas aos Autovalores

Nz tabela 4.4 mostramos os valores numeéricos para a energia

do estado fundamental E;D), gap de massa escalado G;

NGN e
velocidade da onda de spin UN, obtidos epelo processo de Lanczos
. . —14
com uma precisdo de convergé€ncia da ordem de 1@ . Valores
extrapolados usando o algoritmo VYBS L[B82] s30 também mostrados,
Juntamente com o8 resultados analiticos exatos para & cadeia
infinita. & importante mencionar gue o valor extrapolado para =z
energia dn estado fundamental coincide com o wvalor znalitico
dentro de uma precisiv de sete rcasas decimais. As outras
quant idades, devido as fortes correcdes logaritmicas, extrapolam a
valorees ©s quais diferem aproximadamente 5% dos resultados ematos.
Assim, um procedimento diferente deve ser adotado para avaliar o

comportamento no limite de N + @,

Ajustes (filtings) usando o método dos minimos quadrados [ 947
foram feitos para as correcoes logaritmicas como fungdo do

tamanho. Algumas destas 1leis de escala foram sugeridas por
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(o)

N N N
4 ©.0000000 4 0000000 1 2732395
& Q. .446712973 4.10844%94 1 45340214
3] @. 45463847 4. 1813952 1.5181337
19 @ .4510444 4 232390¢ 1.5472%912
12 Q.44894%92 4 2791614 1.5622%953
14 D 4473254 4 2994754 1.5708278
14 Q. 44463935 4.3230208 1 .5759878
iB8 @.443537e83 1.3425072 1.579251%9
29 ©.4452193 4 35389200 1.3813779
3= @.4448582 4, 3729884 1. .58B27948
24 @.444583¢% 4 3852408 -
2b @, 4443707 4. 39460956 -
28 ®.4442017 4 40374464 =
Ext. @ 4431472 4.74537&4 1.585568e8
Ana. ©.4431472 4.9348e22 1 57079463
Tabela 4.1 - Valores exatos para a energia do estado fundamental
por gpin Eso’, gap de massa escalado G; = NHEE;”—ELQ)J g
velocidade d2 onda de spin Vv, = NUEP -6 *3/27, para virios
tamanhos N. Nossas extrapolacbes =30 comparadas com resultados
ansliticos para a cadeia isotropica infinita: E~ = -In2+i/4

(Ref. 20), 5;= n*/2 (Ref. 42) e V= /2 (Ref. 39). Energias sio

expressas em unidades de J.
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solugdes do ansalz de Bethe [RP] e por argumentos da  invariincia

conforme [23,24]. Chamamos a aten¢do para o fato de gue as teorias
dacima diferem ligeiramente em suas predigdes para os termos de
alta ordem. Calculos do ansalz de Bethe resultam em correcfes &

gnerglia do estado fundamental da forma:

4
BT By = - g {1+ S2133 . ginUnRl L gl 1 (4 a)
12N (LnN) {(InN) (Ini)

Enquanto as correcbes ao gap de massa sao dadas pela expressio:

F 5

E;“— E;m . _n _ i - 1 + 0 ln(lnNz) + 0 1 _ (3 %)
&N 2(lnN) (inN) {(InN>

Vale salientar 4que nos resultados obtidos atraves da

invaridncia conforme n3o aparecem os termos OCIn(inN)/(InN)*7 e
OLin(InN)/(InN)® ] das equacBes (4.4) e (4.5), respectivamente
(B3]. Ademais, em vez do coeficiente 0.3433 encontrado em (4. 4) se
tem o coeficiente 3/8 [241].

Us nossos melhores ajustes foram obtidos para as seguintes

expressoes

—1eNT (B T By m” = 1 s a, (InNYT 4 @ Ny (4. 4)
2 {4y {0 4 -1 -2

- o ¢ 7)

en® e M- £ Ty m L+ b (InN) 4 b (LnN) (4 7
z i oy, 2 -2 -2

NP B T ont e TRy o cni (4 81
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Tal como nas formulas anteriores, €y @ 0 valor de Hulthén para a

{aY '

energia do estado fundamental por spin do sistema infinito, EH

a energia do estado fundamental da cadeia finita de tamanbho N,

{4y B i , , Rk {2 .
E 2 3 Energla para o primeiro estado excitado, e ENP e a menor

N

energia para estados de momento p = 2R/N. A forma funcional para
as correcbes de tamanho em (4.4) e (4.7) s3o as mesmas de Cardy
{231 A diferenca entre as energias na expressio (4.8) determina a
velocidade da onda de spin no limite de N grande <(ver eq., 4.3).
NZo hd derivacfo analitica das correges logaritmicas de (4.8)
comynicadas na literatura.

Ot toeficientes que otimizam os ajustes das expresstes (4. &),

(4.7) e (4.8) s30 mostrados na tabela 4.2 Devemos rmotar que as

equacOes analiticas (4.4) e (4.5) sd s¥o validas, rigorosamente
falando, no limite assintdtico de grandes N, enquantoc 0O nNOSSOS
ajustes $3o0 obtidoes para tamanhos razoavelmente pequenos, o que

explica a ligeira discrepincia entre os coeficientes dos ajustes e
0s coeficientes analiticos,
Yalores extrapolados a partir das equacdes de ajustes para

tamanhos ate N = 254 & resultados exatos da nossa computacio s3o

plotados na figura 4.1, 0 aspecto mais notdvel @ a dependéncia com

o tamanhgo da quantidade dada por (4.8), relacionada ao
comportamento da velocidade da onda de spin. Um mdximo aparece
para tzmanhos da ordem de N" = 34, mas devido a correqciao

logaritmica lenta, um platd se desenvelve em uma amela regiio de
tamanhos N, como pode ser visto no inserts da figura. Este NH

marca o comeco do regime, também de convergéncia lenta, de valores
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a Q. 10951 @, 32164
b -9.42340¢ Q. .22073
C 9 5057¢ -1 .724040
Tabela 4.2 - Coeficientes gque otimizam os ajustes por minimos

quadrados das formulas (4 .&4)-(4.8),
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1.0114
1.04 -
- , 1.009}
1.00 s
1.007—4 1
256 - 54 - . . 22
0.96 1/N
0.92
0.88
0.84
I\ it i1 l ] |
256 -28. . . 44142 10 B8 5
1/N
Figura 4.1 - CorrecOes de tamanho na cadeia isotropica. Pontos

refergm-se a valores exatos para as correcdes da eneryia do estado
fundamental, quadrados aoc gap de masta escalado e cruzes a
velocidade da onda de spinm; normalizadas em relac3oc aos seus
comportamentos assintoticos (valem 1 em N « o) | Linhas c¢ontinuas

indicam os nossos ajustes. No inserto , em uma escala diferente, o

comportamento da velocildade da onda de spin prodximo 3o maximo .
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decrescentes em direcdo ao limite termodinamico. Nos cremos que
este tamanho predito para o maximo de (4.8) é uma boa aproximacido,
Ja que nossos ajustes tem uma precisdo até tamanhos N ~ 200, Esta
conclusiao vem de comparagdes com valores da energia do estado
fundamental e do gap de massa, calculados para alguns tamanhos N
isolados via o0 ansatz de Bethe [59]. Para comprimentos muito
grandes da cadeila, nossos ajustes desviam-se do comportamento
assintotico devide a contribuicio dos dados com tamanhos pequenos.

Para a energia do e¢stado fundamental, a lea de escala com
correclo proporcional a (lnN>", produz excelente convergéncia
mesmo para tamanhos pequencos. Isto ilustra um caso tipicoc onde
algoritmos de extrapolacio usuais, como o VBS, funcionam
adequadamente {(ver tabela 4.1). Por outro lade, o termo de
Ccorvregao (taNy™t 30 gap de massa escalado faz extremamente dificit
qualquer extrapolagdo baseada sobre valores obtidos com s=omente
radeias pequenas. Este comportamento contrasta com squele obervado
na regido tipe Ising do modelo XXZ (ver Cap. 3) onde uma
dependéncia exponencial dominante com © tamanho para o gap de

massa © encontrada.
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CAPITULO 5

ESTRUTURA DO ESTADO FUNDAMENTAL E FUNGCSES DE CORRELAGXO
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Em um sistema antifervomagnetico quiantico unidimensional com
simetria continua, o estado fundamental n3o possui ordem de longo

alcance, mesmo a temperatura nula, devido as fortes #§lutuagdes

1]

quidnticas de ponto zero. No entanto, se a simetria dp sistema @
discreta, um estado fundamental ordenado poderd ocorrer a T = @
£33, Um ewemplo tipice deste compartamente & a3 cadeia de
Heisenberg-Ising. Na regifo anisotvapica (simefria discreta), o
estado fundamental é duplamente degenerado e apresenta ordem de
longo alcance. Todavia, flutuacdes quidnticas est3o presentes,
levando a uma redugdo da magnetizaclo espontinea, de modo que no
ponto isotropico (simetria continua) o estado fundamental & um
singleto sem ordem de longo alcance (41,44,48]. Na cadeia finita,
o estado fundamental € nao degenerado para qualquer wvalor do
parametro de anisptropia @. A eneroia deste estado € analitica em
@ e o sistema n3o tem ordem de longo alcance C[(42). Todavia, a

tendéncia do sistema a ordem se manifesta atraveés das fungdes de

correlacao 28,3217,

5.1 - Funcgo de Onda do Estado Fundamental

Além de calcular os autovalores, o método de Lanczos L[2&,8713
pode tambem ser usado Para calcular o5 autovetores do

Hamiltoniano. MNeste caso os vetores da base de Lanczos, geradns

durante o processo de iteraciac, precisam ser guardados na memdria
do computador {(cada um destes wvetores tem a dimensHo do

Hamiltoniano; wver tabela 3.1), Este consumo adicional de memodria
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necessario para se obter a fungio de onda, limita o hnumeroc de
pacsos do processo de Lanczos, com @ consequente redugclo na
precisao dos resultados. O tempo de ewecugao da computa¢cio tambem
aumenta, J3a que a maguina necesslita fazer uJm numero malor de
paginagaes. Em fare disto, os autovetores foram talculados com uma

exatidio de 190 :, para cadeias com tamanho maxime N = 24, Em

particular, no ponto isotrdpico obtemos a fungi3o de onda até N

24 com uma precisip de sete digitos decimalis. Para determinar
comente a energia, apenas gols vetores precisam ser armazenados ao
longo do processo de iteracao (ver secao 2 2), permitindo assim
. . . . n , =14
calculos em cadeias de ate 28 spins com uma convergeéncia de 1@ ‘

0 Hamiltoniano de Heisenberg-Ising comuta com a componente Sz

do spin total. Portanto, o estado fundamental Iw°> pode ser
representado cpmp uma combinaglo linear de componentes |, >
contidas no subespaco de 5z = @ (autoestados de Ising):

lw°> = 7 ct|¢L) (5. 1)

.

Na regido @ £ & ¢ 1, o estado fundamental tem ordem de longo
alcance. Para f{forte =anisotropila, os estados de Neéel sdo as
componentes dominantes na superposi¢ao guantica em (9.1). Estes
sap estados onde a projegao s do spin em cada siti1o ao longo da

cadeia wvale alternadamente 1/2 & -1/2. Ha dois estados de HNeel,

relacionados entre 81 por simetria de inversdo temporal. Seus
peaps diminuem a medida que a anisotvopia e reduzida. Outras
contribui¢cbes a fung2o de onda do estado fundamental, em ordem
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hierarquica, vém de configuracles obtidas dos estados de Neel
Yirandao pares de sping vizinhos (um par, dois pares, etc &m
combina¢des lineares com simetria de translacdo). O peso relativo
destas configura¢bes aumenta quando o sistema sal do regime de
Ising em divegBo ao ponto isotvdpico, sssim vreduzindo o mamento

magneético liquido. Para ilustrar o efeito acima, mostramos na
tabela 5.1, resultados do nosso calculo para o peso das trés mais
importantes componentes do estado fundamental normalizado, de uma

cadeia com 24 spins, em fungao do pardmetro de anisotropia &
il L — )
5.2 - Fungoes de Correlagac @ Magnetizagac Espontanea

As principails caracteristicas do estado fundamentzl podem ser

sintetizadas em termos da funcBo de correlagio:

WIN, 1) = (WD(N)ISZ(M)Sz(m+l)IWO(N)) (3.2

onde 93 € 0 operador de spin no sitiom, e ! denota a distancia
entre os sitios. Para condigB8es de contorno periddicas temos
obviamente W{(N,l) = W(N,N-1}), independentemente do sitic m. Como

mostrado por Bonner e Fischer [571, a fungio de correlagio,

wiN,1) = 4(—1)t WIN, L) (5.3

Para 0% spins mails distantes na cadeia (em um anel a distincia

maxima e L = N/2), extrapola ao quadrado d=a magnetizacio
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a 2 »w P 453E!><P1l ‘JBMF‘z

.1 ¢.94184 Q.05423 0. 00054
Q.2 @ 78741 @.18326 . 00722
@ 3 @ . 58425 @ 30258 9. 22541
.4 9.38799 @. 34443 @ . 04937
. @ 22445 @ 30122 9.06436
.4 @.12105 @ 22030 9. 046334
0.7 @. 0465080 ®. 13255 0. 054079
2.8 @ .e3884 ®.10847 ?.04450
0.9 @.082515 0. 08134 @.03484
1.9 @ 01754 @ 04374 @ @31¢s
Tabela 5.1 -~ Pesos das trés mais importantes componentes da funglo

de nnda do estado fundamental de uma cadeia de P4 spilne, para
alguns valores do par@metro de anisotropia o PH referg—-se aos
#stados de Neel, enquanto P1 e P, referem-ce a configuracBes
obtidas dos estados de Neel com um e dois pares de sping vizinhos
virados, respectivamente. 0= nJdmeros em frente indicam 2

multiplicidade correspondente .
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espontanea HD' noe limite N + @

Tim 1im w(N, 1) = 1im wtw,l)
L+ Mam 1o

l
=z

(3.4)

Na figura 5.1, mostramos nossos resultados para a funcio de
correlacio W(N,N/2) de uma cadeia com 24 spinse em Ffungio da
anlsotropia @ O resultado analitico de Baxter [44] para a
magnetizacao espontdanea alternante do sistema infinite € também
mostrado para comparacdes. Efeitos de tamanho tornam-se evidentes
quando o comprimento de corvelacio Em € da ordem do tamanho do
sistema. Come € visivel na figura, isto acontece perto do ponto
itotropico. De fato, & medida 4gque nos aproximamos da regifo
critica, Em(d) cresce e diverge exatamente no ponto de Helisenberg,
onde ocorre a transi¢lo de fases de segunda ordem a T = . Para
estes valores do parametro o, nossos dados se distanciam da
50lugcdo analitica devido as fortes corrvecBes de tamanho.

Na regido anisotropica, a pequena precisio dos dados e
efeitos de cruzamento para alguns valores da anisotropia,
dificultam extrapolages das fungoes de correlacio aoc limite
termodinamico, de modo que resultados obtidos usando o© algoritmno
YRS [B231 sac incertos. Paras o ponto icotrodpico, em especial,
realizamos uma computacic mals precisa. Nados para todas as

fung@es de corvelacldo s3o apresentados no apéndice 3, para cadeias
com ate 24 spins ¢ @ = 1. Resultados extrapolados sio mostrados na

tatela 5.2, Juntamente com wvalores analiticos para a cadeia

infinita. Pelo fato do zlgoritme VBS requerer sequéncias originais
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Figura 5.1 - Fun¢8o de correlaclio w(N,N/2) para N = 24, em funcio
de @. 0 limite de w(N,N/2), com N + w, carresponde ao auadrado da
magnetizacao alternante Ho‘ Nossos dados s3oc comparados com o
resultado teorico para a cadeia 1nfinita da Ref. 44. Nas
proximidades do ponto isotrdpico, os efeitos de tamanho tornam-se

evidentes devido ao crescimento do comprimento de correlacio
fm(a), Exatamente em & = 1, Em diverge,
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lWwet )|

4 - Extrap, Anal.

1 0.147714 B 147714
= Q. 080473 . 050480
3 0 .050249 -

4 . 0344857 -

5 ¢ 630888 -

& Q. 024444 -

7 & 022494 -

g @.018979 -

? 0. @17757 -

m Q. 010683 . 000000

Tabela 5.2 - Valores extrapolados para as fungoes de corvrelacio

|W(N,l)| de csdeias isotrdpicas. Dados foram obtidos para sistemas
ate N = 26, Aplicagdes do algoritmo VBS requerem no minimo cinco

termos, de modo que extrapolacdes a N + @ sho possiveis ate L = 9.

Resultados analiticos exatos s3o disponiveis apenas eara Wlm,1)
{(Ref. 2@), Wi(m,2) (Ref. ?7) e Wlm,m) (Ref. 44). A extrapolacio dos

nossos dados a 1 + oo & tambem mostrada.
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que tenham no minimo cinco termos, extrapolagdes foram possivels
até I = 9. Infelizmente, vesultados analiticos existem apenas para
as fun¢des de correlacio de primeiros (20) e de segundos wvizinhos
[?7), & para W(o,o) [44] Ha uma concordancia mulito boa entre os
valores analiticos para W(wm,1) e W=, 2) e nossos vrespectivos
resultados extrapolados, assim nos levando a convicgao de dque as
extrapolacBes das outras fungBes de correlacao ao limite N =+ o

também estlo corretas.

Para avaliar a magnetizacio gspontdnea, é Necessario

extrapolar a l + @ as fungBes de correlagio UWlewtrap.,l). HNosso

resultado,

|Wilextrap . ,extrap. )| = ©.010483 (5.5)
concorda com o valor analitico W(w,®») = &, dentro de uma Pprecisao
de aproximadamente 1% . A pequena discrepancia entre os dois

resultados pode seyv devida & propagacio de erros de arredondamento

nos Rrocess0s  de extrapolacao ou a possivels corregoes
logaritmicas [24,98,9%91, de modo que calculos numericos
extramamente acurados SA0 nNecessarios para esclarecer esta
questao.
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Quantidades fisicas importantes foram obtidas numericamente
para a cadeia de Heisenbergy-lsing de spin s = 1/2, tom interagies
antiferromagneticas & condi¢Ses de contorno periddicas, resolvendo
o Hamiltoniane come fungio do tamanho N ¢ do paradmetro de
anisotropia o,

Para a diagonalizacdo de grandes matrizes, o metodo de
Lanczos se revelou uma tecnica muito eficiente. Autovalores e
correspondentes autovetores =30 calculados por este metodo de  uma
forma iterativa e com uma precisdo da ordem do erro aritmético da
maquina, COomDo pPOodemDs COmMprovar pPoOr  COmMParacoes Ccom valores
computados para cadeias muito pequenas usando a diagonalizagio
direta. Em relacdo ao tempo de processamento, uma grande reduclo
foli conseguida via a tecnica de hashing Dados de redes finitas

530 convenientemente analisados por meio de ajustes de curvas ou
POFr ESQuUEMas numéricps mals elaborados. Estee procedimentos,

Juntamente com a teoria de finite-size scaling, permitem inferir o
compertamento do sistema no limite termodinémico, comy ilustrade
por euxtrapolagdes ueando o algoritme VBS, onde osg valores
extrapolados mostraram—se em excelente concovrdincia com resultados
analiticos disponiveis para a cadeia infinita.

Nag regifio de forte anisotropia, dados dos sistemas finitos
convergem rapidamente para aqueles da rede infinita, Em
particular, nds obtemos numericamente uma dEPEndéncia exponencial
com 0 tamanho para o gap de massa em todo regime anisotrodpico,

romo sugerido por predigdes do ansatz de Bethe. Quando nos

aproximamos do ponto i1sotrodpico, o comprimento taracteristico para

g5



se atingir o comportamento exponencial torna-se maior, e correcdes
de lei de poténcia s30 dominantes para tamanhos pequenos da
cadeia. Nossa computacio mostra que no limite assintotico de
grandes N, 0 gap escalado val a zero com O 1nverso do tamanhko para
tode @ = a ( 1, indicando que o estado fundamental para o sistema
infinito @& duplamente degenerado. A funcao de onda deste estado

pode ser representada COMO uma superposicao linear de autoestados

de Ising contidos no subespagco de Bz = @ 0 sistema apresenta
ordem de longo alcance a temperatura nula, com componentes
dominantes do tipo Neel. HNo entanto, as flutuagles quanticas
devidasy a parte transverssa do Hamiltoniano reduzem
gubstancialmente a magnetizacao espontanea por sitio, como tem
sido sistematicamente observado em nosso cdlculo. De fato, no

limite de Ising o estado fundamental € um dos estados de Neégl ¢ a
magnetizacdo tem o valor de saturagio. A inclusdo da parte
transversa pode ser visualizada como um processo de desordem, onde

pares de spins vizinhos s8o wvirados simultaneamente. 0 peso

relativo destas configuracOes aumenta & medida que Nos aproxXimamos

do limite de Heisenberg.

Exatamente np ponto isotropico, as leis de escala mostram uma
dependéncia do tipo lei de pPoténcia, mas com correcobes
logaritmicas, como predito por calculos do ansatz de Bethe e por
argumentos da invaridncia conforme. 0 gap escalado converge muito
lentamente a uma constante diferente de zero, indicando 4ue o

estadeo fundamental no limite termodini3miceo & um singleto.

Extrarolactes das functes de correlac3o sugerem gque o estado

Q7



fundamental ndoc tem ordem de longo alcance, em concordancia com a
solug3o analitica para & rede infinita. Uma interessante mudanca
na tendéncia com o tamanho da velocidade da onda de spin & predita
por nossa computacio para tamankos N~ S50 Foste tipo de
comportamento & a correspondente lei de escala nao tem sido
discutidos na literatura.

Uma analise cem ambiguidades de calculos em sistemas finitos
deve ser geralmente complementada por aproximacdes analiticas,
gspecialmente gquando computacbes numericas sSHo PO%SS1iVEeELS apPENas

para tamanhos pequenos. Este fato precisa ser levado em conta nas
ralculos para outros valores de spin, assim como em duas ou trés
dimensdes. Procedimentos de extrapolacio ingénuos, podem levar a
conclusdes erradas acerca do limite termodinamico, particularmente

quando singularidades essenciais estio presentes.
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APENDICE 1

VALORES EXATOS PARA AS ENERGIAS

DO ESTADOD FUNDAMENTAL E DO PRIMEIRD ESTADO EXCITADD
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-2, 42843851585803
-@.42843837222439
-9 428438146877038
-@.428438030524601
-0 . 48843774328847
-9 .42843788B77346%4
-9 . 42B43785154919
~@ . 42R43782730579

~@. 4284383837 18746
-0 .42843886073413
-@.428437738128864
-0.42843779339147
-2 . 42B4537790461508
-9.428437783825882
-0.42843777820%42

~0 . 42843864209247
-0 .42843778505888
-9 .4284377907181¢
-9 .42843779517215
—-¢.42843773452478

—@.42843779048181
~9.428437811463353
-@.42843779103249

-@.42843780469302



APENDICE 3

FUNCGES DE CORRELACXD NO PONTD ISOTRGPICO
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FUNCSES DE CORRELACAD W(l,N)

N L= 1 ! =2 ! o= 3 L = 4
4 =0 166466467 @. 9833333

b -0 . 1557098 2. 0693375 -9 .@772555

8 -9.1521289 @. 0652593 -9 .04629843 Q.0497077
10 -9.150514% @.0635147 -0.90577928 Q.0432466&7
i2 ~®. 14946498 Q.06246110 -9 .0552739 0. 0402849
14 -8.1491321 . 0420798 -9.0538484 Q. 03846414
14 -@.1487979 ®.0617415 -8 . 90929571 @ 9374331
i8 -9.14854%94 9.0615127 -0 . 93234599 @ Q369476
20 -9.1484045 ? 04613508 -2.0519488 @.9365044
22 -9.1482841 @ 05612319 -9.0516447 0.934616B84
24 -9.1481947 Q. es11421 -9 .051415% 2. .23371468
24 -3 1481234 B 0410725 -0.9512393 9.03572134
N L = 5 L = 4 1 = 7 Il = 8
19 -0.0469513

12 -9.0408035 ®.03564626

14 @ . Q375995 9. 0320057 -&. 9340937

¥ -9.0358842 @, e29928¢ -9 .0304258 9. 2279324
18 -@.0347253 @ 02B&214 -9 . 0285401 @ 025375@
@ ~9 9339338 9. Q277408 -@ @272154 9. 0240484
2a -0.0333479Q @.02711647 ~0.0262847 @ QP30394
24 -9 . 0329472 Q. 02446571 -8 8234108 Q. 9223012
2é -0 . 0326269 2 e243e82 -9.0251056 @ 0217518
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N it = 9 Il = 10 L = 114 L =12
18 -@.9269130
el -0.0244723 @®.9230233
ae -0 . 0231970 @. 0213749 -9, 0223039
24 -0 . 0221694 @.0202377 -¢. 0207312 @ D1956206
26 ~@_ 06214117 @. 0124150 =0 0194235 @. 0184016

N L = 13

2é -0 2190834
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