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Resumo

O estado fundamental de alguns sistemas quéanticos e finitos de spins
1/2, em 1, 2 ¢ 3 dimensdes, descritos pelo hamiltoniano de Heisenberg anti-
ferromagnético, é investigado de maneira algébrica e exata. O subespaco de
spin total S que contém o estado fundametal é determinado através do teo-
rema de ordenamento de energia de Lieb e Mattis, e sua simetria é estudada
fazendo-se uso do teorema de Oguchi e Kitatani. A alta dimensionalidade
uo subespa¢o que contém o estado fundamental é reduzida explorando »s
propriedades de simetria do sistema. Isto é feito de maneira sistematizada
utilizando técnicas de teoria de grupos e operadores de permutagao. Os esta-
dos fundamentais obtidos exatamente sio utilizados em calculos de grandezas
fisicas como energia e correlagdes entre spins.



Abstract

The ground state of spin-1/2 quantum finite systems is investigated
in exact analytical way. The examples included correspond to cases in one,
two and three dimensions, all of them described by the antiferromagnetic
Heisenberg Hamiltonian. The manifold of total spin S, that contains the
ground state, is determined throughout the energy ordering theorem of Lieb
and Mattis, and its symmetry is studied using the theorem of Oguchi and
Kitatani. The high dimensionality of the subspace that contains the ground
state is reduced exploring the symmetry properties of the system. This is
done in a systematic way using group theory techniques and the permutation
operators. The ground states, obtained in exact form, are used to calculate
physical quantities like energy and correlations of spins.
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Capitulo 1

Introducao

O Modelo de Heisenberg Antiferromagnético (AFH), introduzido em 1928 [8],
vem sido estudado intensivamente, por se tratar de um modelo mais simples
para descrever sistemas quénticos altamente correlacionalos e localizados de
spins. Este modelo hamiltoniano emerge de hamiltonianos eletrénicos mais
gerais, escritos em segunda quantizacio na representagio de funcgdes de Wan-
nier para bandas semi-cheias {16], quando consideramos um limite de alta
localidade e apenas termos de ezchange [5] [18].

Varios materias magnéticos guasi-unidimensionais, tais como os com-
postos CuCl;2N.CsHy (dicloro-bi-piridina cobre II) e Cu(N H3)4504.H,0
(monohidrato sulfato de cobre tetramina) [14], e quasi-bidimensionais com
comportamento supercondutor, como os materiais que apresentam planos de
Cu0; [3], sdo descritos com o modelo AFH, com spins 1/2.

Além da descricao experimental direta do comportamento dos materiais
citados acima, o interesse em se estudar o comportamento de correlages de
spins para sistemas finitos esta relacionado de forma intima com propriedades
de magnetizacdo, transigdes de fase [4] e flutuacdes quanticas em sistemas
infinitos. Ha uma forte tendéncia em identificar a magnetizacdo com a ordem
de longo alcance, o, definida da forma,

o= lim lim (s15%),

L, —+ed

onde N é o mimero de spins, S7 é a projecio em z do operador de spin no
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Capitulo 1. Introdugio 6

sitio 4, R; ; é a distdncia entre os sitios ¢ € j na rede e () significa uma média
que pode ser a temperatura finita ou com o estado fundamental.

Para baixas temperaturas ¢ utilizada a aproximacdo de campo molecu-
lar, onde cada spin é visto como sendo estatisticamente independente, i. &,
<Sf S';-‘)O = (S5%), <Sj>0. Nesse caso a magnetizacao, M, e o sao diretamente
relacionadas,

M? =g,

De forma analoga se define a ordem ou correlagio de curto alcance g,
p=limy_0 {5357} .

Os valores n&o nulos de p estio relacionados com destruigio de simetrias por
flutuagdes quanticas [12].

Esses aspectos nos trazem a motivagio em investigar a estrutura exata
de estados fundamentais para sistemas AFH finitos de spins 1/2 em diversas
geometrias de redes com condi¢des de contorno periédicas. Trabalhamos com
o hamiltoniano AFH .sotrépico, que é da forma

M= 37,55, (1.1)
ij
onde J;; > 0 sio constantes de acoplamento antiferromagnético.

Optamos por trabalhar no ponto isotrépico por ser este um limite de
grande interesse e de dificil andlise via outros métodos. A energia do es-
tado fundamental neste ponto possui uma lei logaritmica de escala [10], com
relagao ao niimero de spins na rede.

A maior dificuldade em se estudar analiticamente o estado fundamental
destes tipos de sistemas finitos é a grande dimensionalidade dos hamiltonia-
nos a serem diagonalizados. Temos que o niimero de estados cresce de forma
exponencial com o nimero de spins, 2. Isto nos leva a explorar a principal
propriedade que estes sistemas nos oferecem; a simetria. A maneira mais
sistematizada para se aproveitar esta rica propriedade ¢é utilizar técnicas de
teoria de grupos. Com a redugdo do subespago que contém o estado fun-
damental nas representagdes irredutiveis do grupo que deixa o hamiltoniano
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invariante, obtemos uma grande redugio na dimensionalidade. Isto nos pos-
sibilita obter analiticamente os estados fundamentais de diversos sistemas
inicialmente bastante complexos.

No segundo capitulo revisaremos dois teoremas de grande importancia
para o nosso estudo. O primeiro deles (teorema de Lieb ¢ Mattis) fornece
um ordenamento para os autovalores de energia segundo o subespago de spin
total. O segundo (teorema de Oguchi e Kitatani) descreve a simetria dos au-
toestados do hamiltoniano de Heisenberg. Com os dois teoremas poderemos
encontrar o subespago de spin total que se encontra o estado fundamental,
bem como sua simetria (simétrica ou antissimétrica). Isto nos facilita enor-
memente a investigacio do estado fundamental.

No terceiro capitulo apresentamos um tratamento geral para a sime-
tria do hamiltoniano de Heisenberg em termos de operadores de permutagio
e técnicas em teoria de grupos. Discutimos um exemplo do tratamento
algébrico de forma mais detalhada, para um cluster bidimensional com N = 4
spins, onde extraimos do grupo das permutagdes Sy, um subgrupo, denctado
por T, das permutagdes que deixam o hamiltoniano invariante. Evidenci-
amos algumas vantagens no uso de baixas simetrias para reduzirmos o ha-
miltoniano. Também discutimos neste capitulo um critério de solubilidade
analitica, onde analizamos as possibilidades de obtencio de solu¢des nio-
numeéricas.

Fazemos no quinto capitulo algumas discussées acerca do trabalho e dos-
resultados obtidos. Também esbogamos, através de um esquemna, um possivel
tratamento utilizando métodos algébricos e numéricos de forma acoplada,
para a investigacio de sistemas finitos com nimero maior de spins.

Um resumo dos principais resultados da teoria de grupos utilizada
no trabalho é oferecido nos apéndices. Fazemos uma introducio do grupo
simétrico com suas classes induzidas e ressaltamos, através do teorema de
Cayley, sua importancia na teoria de representagées de grupos finitos. In-
troduzimos também os moldes de Young e os seus projetores associados as
representages irredutiveis.



Capitulo 2

Subespaco e Paridade do
Estado Fundamental

2.1 Teorema de Lieb-Mattis revisado

Tendo estabelecido no capitulo anterior nosso hamiltoniano (ty.(1.1)) de in-
teresse a ser investigado, introduzimos nesta secio o teorema de ordenamento
para as energias segundo o spin total S [11]. Vamos considerar que nosso
sistema finito possui umn nimero par de sitios, que pode ser dividido em duas
subredes, A e B (fig.2.1), sendo que estas possuem o mesmo niimero de sitios
com spin 1/2.

Teorema de Lieb-Mattis: Os autovalores de energia para o Hamiltoni-
ano de Heisenberg antiferromagnético sdo ordenados, segundo os subespagos
de spin total S, da forma

E(S+1) > E(8).

Demonstragdo

A demonstracio deste teorema ¢ feita em duas partes. Na primeira delas se
demonstra que o estado fundamental em cada subespago de projegio de spin
total M é ndo degenerado. Na segunda parte é demonstrado que o estado

8
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Figura 2.1: Exemplos de geometrias com duas subredes para 1, 2 e 3 di-
mensoes ((a),(b) e (¢) respectivamente).

fundamental, para esse mesmo subespago, estd em M = S. A partir dessas
duas etapas obtemos de maneira ébvia a ordenagio desejada.

Tomando a seguinte transformagio candnica sobre o Hamiltoniano de
Heisenberg antiferromagnético,

Star = —Siay
Sf[A) — ;?(A)i (2.2)

na subrede A (deixando a subrede B invariante), temos H escrito na forma

H= 7.‘0 + Hl, (2-3)

onde as partes diagonal (na base representada pela projecio dos spins no
eixo z) e nao diagonal sdo dadas respectivamente por

Ho =3 Ji;SES;
7

Hi = —ZJ,JS;‘-S; + ke

i
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Seja {|ax}} uma base de estados para o espago de projegio de spin total
M. Representando os kets da base com N setas (ex., |T[lT] ... |}), onde a
ordem destas € a mesma que recebe os sitios na rede, podemos verificar
facilmente que os elementos de matriz de H; sdo sempre nio positivos,

(a,l Hy |ak) = Hlsk <0. (24)

Denotando o estado fundamental do presente subespaco através do ket
|GS) 14, temos que este pode ser escrito na base {ja;)} da forma

1GS)y, = ;m, lak) . (2.5)

Denotando os autovalores de Hy por ex podemos escrever a equacio de
Schrodinger como

eLi — z | H,, | a, = Epay. (2.6)

A energia variacional de qualquer outra funcio deve exceder Ejpy, senio
ela seria o estado fundamental. Mas o estado definido por

|GSYy = Zk: lax} ax} , (2.7)

possui energia variacional idéntica a Ep. A prima facie poderiamos pensar
que teriamos um estado fundamental (no subespago M) degenerado. Anali-
sando a equagao de Schrodinger para este estado obtemos

exlar] — E I Hy,, | les| = EMIakl' (2.8)

Utilizando o fato de que ex — Ep > 0, para qualquer &, pois Eu é a
menor energia, temos combinando a eq.(2.6) e 2 eq.(2.8) a seguinte igualdade
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|22 | Hy, [ 6ol =3 | Hyy, | lal- (2.9)

Esta ignaldade se cumpre termo a termo se
a, 2 0, paratodo s. (2.10)

Mas, se para algum s o coeficiente a, = 0, por aplicagbes sucessivas
de H temos que todos 0s demais sio nulos, pois senido o hamiltoniano se

separaria em partes nao interagentes de spin. Isto enfraquece a condicao
(2.10) para

a, >0, paratodo s (2.11)

Temos, portanto, que em geral os coeficientes ay sao todos nao negati-
vos. Isto implica que o estado com energia Ejs é nao-degenerado, pois, para
construirmos um estado ortogonal a ele e com a mesma energia, devemos
fazer alteragdes de sinais que nio sio permitidas pela condigio (2.11).

Consideremos agora um caso especial do Hamiltoniano estudado, onde
as constantes de acoplamento J;; estdo fixadas da seguinte maneira:

Jiitay = Jymyie =0

Jiwim = J,
onde J é uma constante positiva.

Os autovalores de energia para este Hamiltoniano especial podem ser
facilmente calculados. Da seguinte manipulacio algébrica com os operadores
de spin,

—,

— - 1 —+ =+ ]. =
Sicay-Sie) = 5(Sia) + Sim)* — '2‘(5';2(}1) + 87 m))s

obtemos que e em cada subespaco § o menor valor possui a forma.
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E(S) = Z(S(5+41)—Sa(Sa+1)—Sa(Ss+1))

(S(S +1) = 254(S4 +1)) (2.12)

bo| Syt Sy

onde Sy = Zi(A) 1/2 = Sp.

Temos para este hamiltoniano especial que, para cada subespago de
projecdo total M, o estado fundamental deste satisfaz a propriedade (2.11).
E nem todos estados fundamentais sao ortogonais ao estado fundamental de
H. O hamiltoniano especial possui um estado fundamental S = M para cada
subespago M. Portanto, X também possui, e isto conclui a demonstragéo.

2.2 Teorema da Paridade de Oguchi-Kitatani

Na segao anterior vimos que o estado fundamental para o nosso sistema de
inferesse se encontra no subespago com spin total § = 0. Neste subespago
o tinico valor possivel para a projegio do spin total é M = 0. Nesta secio
investigaremos as paridades dos estados com diferentes S no subespago com
M = 0 através do teorema de Oguchi-Kitatani [15] e, consequentemente,
teremos a paridade do estado fundamental.

Teorema da Paridade de Oguchi-Kitatani: As autofuncées com M =0
para um numero par de spins (N) possuem paridades que se alternam entre
pares e impares para os diferentes valores de spin total S (fig. 2.2).

Demonstragdo
Através da teoria formal de adigio de momentum angular {17] podemos escre-
ver para um numero N par de spins (spin total inteiro) as seguintes equacdes
de recorréncia,
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Figura 2.2: Diagrama de paridades: O estados impares, O estados pares.

1.1 _ [s+My1
’S+§’M+2>N+1 -y 25 +1 IS’M)N”)

S M s iy, (1)

a1

1 S—M
IS_"M+2>N+1 - 25+1|S My 1)

S+M+1
e M AN (21

onde adicionamos uma particula de spin 1, representada pelas setas.
Utilizando as relagdes (2.13) e (2.14) duas vezes e fazendo M = 0
obtemos os quatro casos seguintes (fig. 2.3)

1 S+1
|S§ 0)N+2 = [

7 Va5t 1500w (1) = 141)

VZSil(ls Dy It = 1S x L), (215)
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Figura 2.3: Adigdo de 2 spins no sistema de N spins.

15100842 = %[ VQSiIIS 0}y (ITL) = i)
y 2?5‘111 S —Dn 1T = 15515 Ill))] ,  {2.16)

75 Ve 1500 (11) + 1)

\/_
+ %1. (1S5 =15 [T1) + 185 1) lll))‘ » (217)

IS +1;0)py, =

1§ — 1;0)N+2 = \/i.;—, - [ ZS‘S-'F 1 |5 0N (TL +4TH

S+1

Hag 15—l |TT>+I5;1)NIll))}, (2.18)

O termo (|T]) — [11)) da eq.(2.15) é impar. Portanto, se |S;0) for par
(impar), o primeiro termo do membro direito de equagio sers fmpar (par).



Capitulo 2. Subespago e Paridade do Estado Fundamental 15

Afirmamos que, neste caso, também o segundo membro da equacgio é impar
(par). Verificamos isto escrevendo o segundo termo na forma

(1S -1x It — 1S4 L) =

N

> (571850 [11) = SFIS; 004 [L1))  (2.19)

n=l

Se o estado |5;0) 5 é par (impar), este se escreve através da combinagio
linear ¥; ¢i(]¢) £ T'|2)), com

[} =FI11T .. T . 1), (2.20)
b N

onde P; é um operador que gera uma permutagao e T' € o operador de inversao

temporal (T'[T) = |1}, TI)=11)).

Com isto o membro direito da eq.(2.19) é escritos na forma

2 5 (83 1111 7 SET 111D) = (5219 140 % 57706 1) K221)

n=1

Usando a propriedade do operador de inversdo temporal, S}T =TS
57T = TS, reecrevemos (2.21) na forma impar (par)

2 i: (S5 1 ITD F T(STEN 1)) — (S 1) L) £ 7(S5 1 1) )2.22)

Uma mesma anélise se aplica aos outros casos, i.é. egs.(2.16), (2.17) e
(2.18). Quando temos o estado |S;0), par (impar) devemos ter os estados
|55 0) pr4p impar (par) e |S+1;0),,, par (impar). A construgio de todas
as paridades do diagrama da fig. 2.2 pode ser feita a partir do sistema com
N = 2. Como os estados |1;0}), € par e |0;0), é impar, teremos pelo teorema
que os estados |0;0),, |1;0), e |2;0), seréo par, impar e par, respectivamente.
Também teremos a partir destes estado, com N = 4, que os estados, |3;0),,
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|2; 0)¢, |1; 0)4 € |0; 0) 4, serdo, par, impar, par e impar, respectivamente. Assim
sucessivamente, para um numero N qualquer, temos que o teorema se verifica
por indugdo finita.

Sabemos, pelo primeiro teorema demonstrado neste capitulo, que o es-
tado fundamental pertence ao subespago de spin total S = 0, portanto,
o estado fundamental para o Hamiltoniano de Heisenberg (em qualquer di-
mensdo) ¢ impar para N = 2,6,10, ... ¢ par para N = 4,8,12,....

Este é o resultado central deste capitulo, que nos permitira obter ex-
trema simplificacdo na investigacio dos estados fundamentais e suas ener-

glas.



Capitulo 3

Técnicas em Teoria de Grupos

Como estamos interessados em obter solugdes analiticas exatas para o estado
fundamental em diversas geometrias de redes e niimeros de spins N, devemos
explorar de forma bastante sistematizada as propriedades de simetria do Ha-
miltoniano de Heisenberg. Este estudo serd apresentado nesta se¢do através
do uso de técnicas de teoria de grupos e de operadores de permutario, que
nos possibilita uma sensivel redugao da dimensionalidade do subespaco que
contém o estado fundamental.

Sendo nosso sistema quantico de spins localizado e com uma determi-
nada geometria, podemos enumerar de maneira conveniente os N sitios da
rede, com condigGes de contorno periddicas e classificar todas permutacdes
entre sitios que nao modificam o Hamiltoniano.

Seja uma permutacio qualquer

T=(1 2 3 .. N), (3.1)

{y s 3 ... PN

temos que 7 nio modifica o sistema inicialmente enumerado se,

[T’H] =0. (32)

E claro que o conjunto das permutagdes que satisfazem (3.2), o qual
denotaremos por T, estd contido no grupo das permutacdes de N elemen-

17
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tos Sy. Portanto, para mostrarmos que Ty é um subgrupo de Sy, devemos
provar apenas que as permutacoes 7, pertencentes a Ty, satisfazem a propri-
edade de fechamento. Isto se verifica de maneira imediata atraves da relagdo
de comutacio

[7-17-217{] = 71[?—2)7{] + [Tia 7{17—2 =40, (33)

onde 7; e T, pertencem ao Ty.

Uma vez analizada a estrutura de classes do grupo Ty, podemos es-
crever sua tabela de caracteres e reduzir os subespacos de spin total nas
suas representacoes irredutiveis. Esta reducao € feita identificando as repre-
sentagoOes dos subespacos de spin total com as do grupo de permutages Sy.
Utilizando os projetores de Young (B, EE, BE ...) podemos encontrar as
fungoes pertencentes ao subespago S = 0, que contém o estado fundamen-
tal. A reducdo final da simetria do estado fundamental est4 na projecio das
fungbes em S = 0 na representagio irredutivel simétrica (N = 4,8,12,...) ou
anti-siméirica (N = 2,6,10...), em conformidade com o teorema de Oguchi-
Kitatani, visto no capitulo anterior.

Como exemplo do tratamento descrito acima, descreveremos de maneira
detalhada a anilise do sistema bidimensional com N = 4 e constante de
acoplamento J entre primeiros vizinhos (fig. 3.1).

Verificamos inicialmente, por inspegdo, que dentre as 4! = 24 per-
mutagoes possiveis, pertencentes ao Sy, apenas as 8 seguintes satisfazem

(3.2)
1 23 4 123 4 1 23 4 1 2 3 4
1234/ \2341/° \V4123/°\2143)}
123 4 1 23 4 1 23 4 1 2 3 4
4 321/ \1432)"\3214)" \3412)

Estas possuem respectivamente os seguintes diagramas de permutagdes,
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Figura 3.1: Sistema bidimensional com N = 4 e condigdes de contorno
periddicas

T 7 7, 7,
1 2 1 2 1 2 1 2
L4 L4 - ~+ —a
4 3 4 3 4 3 4 3
. L —

Ts Te T Ts
1 2 1 2 1 2 1 2

onde temos numerado as permutagdes por conveniéncia.

Devemos agrupar as permutagdes em classes que deverao ser em niimero
nao superior a 35, pois, sabemos que o grupo S; possue 5 classes. Temos
que 7; é a operacdo identidade e, portanto, esta sozinha em sua classe. As
operacdes 7, e T; sdo ciclicas e pertencem a mesma classe. T; e T estdo na
mesma classe, pois, uma se transforma na outra através das operacoes 7; e
73. Ts e T; também estdo na mesma classe pelo mesmo argumento anterior.
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A operacio T; esta separada da classe de 74 e T, pois, a operagao que leva
(12)(34) em (13)(24), i. é, T, em T3 é (2)(134), que ndo pertence ao grupo
Ty

Temos entao, a estrutura de classes

& = {T} (3.9)
C: = {I,T5}

G = {L,7Ts}

Cy = {75}

cs - {%,7:«'}

que é isomorfa ao grupo Cy,, onde, segundo a notacdo de Hamermesh [7]
recon.hecemos as classes

cli-——-)E Czi—H.'k C3“——"0'u
Cy — ¢y Cs +—— a4

A partir deste isomorfismo escrevemos a tabela de caracteres do grupo
T4 (tab. 3.1) e reduzimos as representacdes '’ dos subespacos de spin total
em representacdes irredutiveis do grupo do quadrado. As dimensdes das
representagdes ['’s sdo obtidas através do nimero de tabelas regulares de
Young para cada subespaco. Assim, temos

EE — @ % dimm =2
B — g F Eﬂ dim =3
o1 [ EED

— dim=1

by 3 Un
i
[ o B e e
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E ¢ o, ¢ oy
Ty Ci C; Cy Cy Cs
| Y 1 1 1 1
I, 1 -1 -1
I's 1 -1 1 -1
Iy 1 -1 -1 1
I's 2 0 0 -2 0O
BIres=| 2 0 2 2 0 I1+47T4
e 3 -1 -1 -1 1 T,+7T%
om[s= | 1 1 1 1 1 Iy

Tabela 3.1: Tabela de caracteres do grupo 7 e as decomposicdes nas repre-
sentacdes irredutiveis

Os demais caracteres das representagdes I'Y sao obtidos a partir da ta-
bela de caracteres do grupo S, [7], através de uma identificagio das operagdes
de simetria.

Segundo o teorema de Oguchi-Kitatani, o estado fundamental é uma
funcdo que pertence ao subespago S = 0 com simetria I'; (representacio
simétrica). Notemos que na decomposigio do subespago § = 0 s6 temos
uma vez a representagao I'y, portanto, nao sera necessirio se fazer qualquer
diagonalizagao.

Utilizando o projetor de Young [7]

Hg = [e —(12)][e — (34)][e + (13)][e + (24)] (3.5)

encontramos uma funcio no subespago 5 = 0 através da aplicagio

Aa [TLT1) = ITLTL) = [TLLT) = 1LTTL) + [L1Lt). (3.6)
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Projetando esta fungao da representacao I'; obtemos, finalmente o es-
tado fundamental |GS) y_,

Pro(Ba)ITLTL) = % (T + WTL) (3.1)
ZITLT) ~ WITL) = LT = IT1LL) = 1GS) .

Calculando a energia do estado fundamental, em unidades da constante
J, obtemos para este sistema o valor E, = —4.

O tratamento de sistemas mais complexos, ou seja, corn nimero maior
de spins, segue a forma prescrita e exemplificada acima. Como mencionado
anteriormente, temos um crescimento exponencial no nimero de fungdes
quando aumentamos N. Isso em nada influencia a técnica prescrita para
redugdo de dimensionalidade via teoria de grupos, porém, gera complexida-
des operacionais. Estas estdo presentes na obtengio do grupo de simetria do
Hamiltoniano (T ), na obtengio das fun¢des projetadas nas representagdes ir-
redutiveis e em diagonolizagdes, caso a rep: esentacio irredutivel que contém o
estado fundamental apareca mais de uma vez na decomposigao do subespaco
de § = 0. Um critério de solubilidade analitica segue de forma direta do
tratamento descrito. Uma vez decomposto o subespago de S = 0 nas re-
presentacoes irredutiveis de T, se 0 nimero de vezes que a representagdo
simétrica (anti-simétrica), para N={,8,12,... (para N=2,6,10...) aparecer
for menor ou igual a 4, o estado fundamental poderd ser investigado ana-
liticamente. Mencionaremos o uso deste critéro em exemplos do préximo
capitulo.

Como parte auxiliar na investiga¢io da simetria do Hamiltoniano temos
os diagramas de conexdes [9]. Nesses cada interacio spin-spin, no sistema de
N spins, é representada por uma linha, como mostra a fig. 3.2. Para cadeias
lineares com N spins os diagramas de conexdes fornecem uma estrutura de
grupo Cy,.

Devido a complexidades de se investigar todas as permutacdes que for-
mam o grupo Ty, podemos trabalhar em baixa simetria, i.é, ndo explorando
todas operacdes de simetria de H. Isto nos possibilita a utilizagio de ta-
belas de caracteres conhecidas ou de ficil construgio. Assim, os diagramas
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1 (2 (3 |« |1 |2 |3 |4
8 |5 |6 N5 |8 |T
1 2 3 4 4 8 & &
3 |4 2 |3 (a1 |2
8 [T |B NS (B 5 |5
1 |2 |3 |4 2 |3 |4
8 i B 1
T 2 T 2
6\/”3 [ 3
+ 4
a b

Figura 3.2: Exemplo de diagramas de conexdes para 8 sitios: (a) cluster
bidimensional e (b) cadeia linear

de conexdes nos sugere, por exemplo, que podemos trabalhar com simetria
Cx ao invés de simetria Cy, para cadeias lineares. Da mesma forma, po-
demos trabalhar com simetria Cy para clusters bidimensionais, tendo como
compromisso uma reduc¢io nao tio eficiente da dimensionalidade.



Capitulo 4

Cadelas Lineares e Clusters

4.1 Cadeias Lineares

Nesta segio aplicaremos as técnicas de teoria de grupos apresentadas nos
capitulos anteriores para calcular analiticamente os estados fundamentais
exatos de algumas cadeias lineares de Heisenberg antiferromagnéticas com
condigdes de contorno periédicas. Estes estados serdo utilizados no célculo
de algumas grandezas fisicas como energia e correlagdes de spin.

As cadeias lineares, com N spins e condigdes de contorno periédicas,
possuem simetria analoga a dos grupos Cy,, como vimos através dos dia-
gramas de conexdes. Vamos, porém, trabalhar apenas com a simetria ciclica
Cx.

Iniciando com o sistema mais simples, N = 2, escrevemos a tabela de
caracteres e os subespagos S decompostos,

O estado fundamental é anti-simétrico e pela tabela de caracteres vemos
que 86 hd uma possibilidade,

GS), = -% (1) — 1)) (4.1)

24
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N=2
C E C
A 1 1
B -1 -1

rsscy 1 -—-1|B
rs=t{ 1 1|4

Tabela 4.1: Tabela de caracteres para o grupo C; e as decomposigdes nas
representagoes irredutiveis

N=4

Cq E 04 Cz Cg

A1 1 1 1

B |1 -1 1 =1

E 1 : =1 —

E 1 — -1 %

=02 0 2 0|A+B
rs=st\3 -1 -1 -1|B+E+E
rstii1 1 1 1A

Tabela 4.2: Tabela de caracteres para o grupo C, e as decomposi¢bes nas
representacdes irredutiveis

Para N = 4 temos a tabela de caracteres e a decomposi¢io dos 3

suBespagos S

O estado fundamental é simétrico e apés a projecio de um estado em
S = 0 na representagao irredutivel A, obtemos

GS), = \/% 2(ITLTL) + |L1L1) (4.2)
S ITTLL) = [LUTT) = [TLLD) = U310,

que possui a mesma forma que para o cluster bidimensional.
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N=6

Ce |E Cs C3 C; C2 C3

A 1 1 1 1 1 1

B 1 -1 1 -1 1 -1

E,y 1 € —€e -1 —¢ c*

By |1 & - -1 —¢ €

Ez 1 —¢ —€ 1 -¢ —£

Eg 1 —€ —¢* 1 - —¢*
Is=0 | 5 0 2 -3 2 0| A+2B+ E + 4
rs=t| g 0 0 3 0 0{24+B+E + E, +2E, +2F,
[5=2| 5 -1 -1 -1 -1 =-1|B+E+E+E+5E
rs=s | 1 1 1 1 1 1|14

Tabela 4.3: Tabela de caracteres para o grupo Cg e as decomposigdes nas
representagoes irredutiveis

Seguindo para o sistema de N = 6, temos que investigar um estado .

fundamental composto de = 20 funges. Escrevendo novamente a

6
3

tabela de caracteres com a reducio dos 4 subespagos S, temos

Como a representagio irredutivel antisimétrica B aparece 2 vezes, te-
mos pelo critério de solubilidade que podemos investigar o estado fundamen-
tal analiticamente. Apés a proje¢io dos estados em § = 0 na representacio
B, obtemos dois estados

) = —\}—g[— 1AL + UTTTLL) — ILLTTED) + [LLUTTT)  (43)
— [TLLUT) + [TTLUUT) = [LILTLT) + [T0111 )],

) = T%wumm—luum)—?(lmm)—umu) (4.4)
FILLTTLTY = [TLUTTL) + LT — 1A LLT)
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= [TTLLELY + [ITTLLT) = 11T + TLITE)
— LT + TLUTET) + ITTTLLL) — 1111
HILTTT = [LLLTTT) + ITLLLET) — TN

Com estes estados representamos o Hamiltoniano restrito ao subespaco
co 5§ = ( e simetria B

Hs=0,B = ( 03 ~3 ) (4.5)

Diagonalizando Hg=o g obtemos o estado fundamental para o sistema
de 6 spins

GS) = sl ((AHVIDITITITLY ~ LHLTL) (4.6)

F2(ITTITL) = LTTLTL) + 1T — 1TLLTTL)
FUTLTTY = [TLTLLT) 4 11U + 1THT)

= ITTTL + RTLITE) = [T + 1TLTL)

HE VI (ITTTLLL — [LTTTLL) + LT — JLLLTTT)
HITLUTT — 1T

O ultimo sistema linear que iremos tratar é o caso de N = 8. A dimen-
sionalidade do espago de projegao total M é igual a ( 2 ) = T70. A tabela

de caracteres do grupo C nos permite uma reducio & dimensao 3 na dia-
gonalizagio do estado fundamental, que pertence a representacio irredutivel

A

Utilizando novamente os projetores de Young e o projetor da repre-
sentagdo irredutivel A, obtemos os trés estados simétricos no subespago

S=0,
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N=8
Cs | E Cs Cy Cp C} C3 C§F CF
A 1 1 1 1 1 1 1 1
B 1 -1 1 1 1 -1 -1 -1
Ey 1 € i -1 =1 —€& - e
E, 1 € - —1 it —€ —¢ €
E; 1 I | 1 -1 - i~
E; |1 - -1 1 -1 i —i i
E3 1 —¢ i -1 -3 e € —¢
Eq 1 —e —i -1 i € e —¢
=014 0 2 6 2 0 0 O
rs=t | 28 0 0 -4 0 0 0 0
rs=2 | 20 0 0 4 0 0 0 0
rs=3| 7 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
rs= 1 1 1 1 1
5= = 3A+3B+E +FE +2E;+2E,+ Es + E; (4.7)

[\S:l
FS=2
FS=3

rs=t = 4

= 3A+3B+4E, +4E, +3E; + 3E; + 4E; + 4E;
= 3A+3B+2E +2E1 + 3E; +3E—'2+3E3+3E3
= B+E1+E1+E2+E2+E3+E3

Tabela 4.4: Tabela de caracteres para o grupo Cj e as decomposigbes nas

representacoes irredutiveis
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|41

[th2)

1
876 [=8(ITITITITL) + UTLTLTLTY)

=2(ITTTTLLLL) + HITTTLLL) + [ATTTTLD
+ LTI A ILLLTTTT + ITLLLLTTT
HITTLLLIT + ITTTLLLLTY)
—2(TTHLTTD + LITLLLTT + ITLTTLLLD
+ITTITLL + LTTLTTLL + ILLITLTTL)
+HUTTLD +ITLLTTLID) + 1LLTTTLLT)
HTLTTTLL + LT + ILLTLLTTT)
FITUTLTT) + ITTLTLLT) + (TTTLLTLL
+[LTTTLLTL)

FUTTLLTITLY + [LITLLELT) + ITLTTLTL)
HLTLTTLLT) +ITLTLTTLL + [LTLTLTTY)
+LLTITLTT) + [TLLTITLT) + LLTTLTLT)
H{TLLTTLTL + HTLLTTLT) + ITLTLLTTL)
+UTLTLTT + ITLTLTLLTY + 117U
+UTTLTITL)

HI(TTTLUTL + LTI + [TLTTTLLL
+UTLITTL) + LATETTTL) + LWLLTLTTT)
HITLUTUT) + ITTLLLTAT) + LLLLTTTLT)
HITLUTTTL + LTLLLTTT) + ITLT LT
FITTLTLUD + ITTTTLLL + LTTTITL)
+LUTTTLTI

1
Wi [2ATLTLTLTL + [LTLTLTLT)

HTTTTLLLL + ILTTTTLLL + [ LITTTTLL)
+LTTTTL + ULLLTTTT) + ITLLLLTTT)

(4.8)

(4.9)
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|3) =

+ITTHLLD + ITTTLLLLD)
F5(TTLLTTLLY + HITLLTTL) + HATTLLTT)
+ITUITLT)

F2(TTTLTL + LITLTLLT) +ITLTTLTLL
+LTITTLTL + ILUTITTIN + ITLLTLTTL)
+NTLTIT +HITITUTLTY
=2((TTLLLTTL) + [LTTLLLITY + ITLTTLLLT)
FITLTTLLL) + LTTLTTLL + [LUTTITTL)
HULLITTLIT + ITLLLTTLT) + [LLTTTLLT)
HI{TLTTTLL + [LTLITTTL) + [LLTLLTTT)
+TUTLTT) + ITTLLTLLTY + TTTLLTLL)
+ [$TTTLTL)

=(TTLTITY) + LU + (TLTTHTL)
+ [ETLTTUD + ITITLITLL + HTLTITTL)
+UTITTT + [TLLTLTLN + HATTITLT)
+ITLITITE) + LT + ITLTLLTTL)
HUTLTLTT +TLTLTLT) + [TTITIT L)
+LTTLTTN]

1
87570 a(ITiTiTitd) + LTiTinit)

=26(ITTTTLLLLY + LLTTTTLLL) + JLITTTTLL)
FLUTTITL + LTI + [TLLLLTTT)
H{ITTLLTT) HITTTLLLTY)
—1I6(ITTLLTTLL + LLITLLTTLY + [LLTTLLTT)
HITUTTLTY)

F2A(TTLTLTL + [LTTLTLLT) + [ TUTTLTLY)
HULTLTTLIL + [LLTLITL) + [TLTLTTL)
HULTLTITT) + (TITLTLT))

(4.10)
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FLA(ITTLLLTTL + LLTTLLLITY + ITLTTLLLT)
+ITTLITLLL) + LUTTLTTLL + (LTI

A LLLTTLET) HITLLLTTLTY + LTI
HITLTTTLL + LTLLTTTLY + ILLTLLTTT)
HITLETLLITY + (TTLLTLT + 1ITTTHITLL
+ILTTTLLTL)

=3L(TTLLTLTL + ILTTLLTLT) + [T
+LTITTUN + ITITLITLL + 1UTITITTL)
FITLTT) 4+ [TUTLTLD + LLTTIT1T)
FITHTTITY + LTLLTTLN + ITITLLTTLD
FUTITLITY + [TITLTLTY HITTLTLTLL)
+LITLTLTL)

FIO(ITTTLLTLY + LTTTLLLT) + (TL1TTLLL)
+RTUTTTLLY + [LTITTTL) + [T L)
+ITLLTITE + (TTLLLTLTY + HLELTTTLT)
FITLLLTTTL) + LTI +TLT L)
HITTLTLLLD) + (TTTLTLLL) + 1111L14)
+HRLTTTLTN]

Segundo estes estados, o Hamiltoniano restrito a S = 0 e a repre-
sentagao irresutivel A é representado por,

Hs=0,4 =

12 315

757476 /6/ET0
"5t GG K (4.11)

_15
8
12
G
+/8/570 ~ /5R/570 ~1s2

A diagonalizagdo de Hs=g 4 nos leva ao estado fundamental deste sis-

tema linear,
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|GS)s = 0.398297(|TLTITLTL) + UTITLITLTY) (4.12)
+0.00746973(|TTTTLLLL) + LITTTLLL) +{LITTTTLL
+ LTI + [LLLLTTTD) + ITLLLLTTTD
HITTLLIT + TTTLUTY)
+0.0900585([TTLLTTLL) + WTTLLTTLY + [LLTTLLTT)
+ [TLITLT)
H013TI34(ITTITLLTL + LTTLTUN +HTLTTLTLL
FUTLTTLTD + LTOTID + 1T
+RTHTLID + [TLTLLTIN)
+0.0545449(| TTLLLITL) + LITLLLTT)Y +ITLTTLLLT)
HITTITTLLL) + ILPTLTTLL) + [LLTTLTTL)
+ LU + [T + LT
+ITLLTTTLL) + [UTLLTTTL) + (L FLATTT)
HITLTLIT + ITTLATLLT) + TTTLLTLL)
+ [LTTTLTH)
—0.1644062(|TTLLTLTL) + [LTTLLTITY + ITLTTLLTL)
+LTLTTLTY + ITLTLTLL + 1UTLTLTTL
+LITITLT) + [TUTETLTY + [LLTTLTLT
HITLTTLTL + THITIN + ITLTLTT
+TLTUIT) + ITETLTLLTY + (TTUTITLL
+LTTLTLTL)
—0.0347422(JTTTLLITL) + [LTTTLLLD) + ITLTTTLLD)
+UTITTTLL) + [WTLTTTL) + [LLLTLTTT
HITLLLTIIT + ITTLALTLT) + [LLUTTTLT
HITLLUTTTL) + LTLLTTT) + 1T4TLLATT
+TTLTLLLTY + [(TTTITLLL) + BT
+ILLTTTITL)

L T

e e e e
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N| E E, /N  (5:(1)5:(2)) (S:(1)S:((N/2) +1))
2 | -1.5000 -0.75000 -0.25000

4 | -2.0000 -0.50000 -0.16667 -0.083333

6 | -2.8028 -0.46713 -0.15571 -0.077256

8 | -3.6511 -0.45639 -0.15213 -0.062984

00 -0.44315

Tabela 4.5: Tabela dos valores de, energia do estado fundamental, energia do
estado fundamental por niimero de sitios, correlagio entre primeiros vizinhos

e correlagao entre vizinhos mais distantes, obtidos exatamente para as cadeias
estudadas.

Tendo estudado de forma analitica exata os estados fundamentais destes
sistemas lineares, podemos calcular grandezas fisicas como, energia do estado
fundamental e correlagbes de spins. Exibimos na tabela 4.5 estes resultados,
onde o tltimo valor da tabela representa o célculo analitico exato, para um
sistema infinito, via ansatz de Bethe [2].

4.2 Clusters Bidimensionais

Tendo estudado, como exemplo no capitulo anterior, o sistema planar de
quatro sitios, investigaremos nesta secio outros sistemas bidimensionais de
interesse.

O primeiro deles é o sistema planar com 6 sitios esquematizado na fig.
4.1.

O diagrama de conexdes nos sugere uma simetria de grupo Cs,, que
serd explorada na redugao da dimensionalidade. A tabela de caracteres &

dada por
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1 2
5 je [1 |2 |a
1 f2 Jal |4 [s
"T[isl__s1s s
’[°1T’_«3—
5 4

Figura 4.1: Simetria da rede quadrada com 6 sitios e seu diagrama de co-
nexoes.

Csy E 203 203 Cg 30,, 3o d
A 1 1 1 1 1
A |1 1 S |
B, 1 -1 -1 1 -1
B, 1 -1 -1 -1 1
E, 2 1 -1 -2 0 ¢
E, | 2 1 -1 2 0 0
rs=e{ 5 0 2 3 -3 1

Tabela 4.6: Tabela de caracteres para o grupo Cs, e as decomposi¢bes nas
representacoes irredutiveis
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onde a redugao do subespago S = 0 fornece

=0 = A, + 2B, + E,. (4.13)

Usando os projetores de Young e o projetor da representacio anti-
simétrica, obtemos os dois seguintes estados

1) = g7 [S3(TITITL) — LTLTLT)) (4.14)
FOTTUITLL) — WD) + [LLITIT) = 11LLt))
FUTLTT) = ITLTLT) + ITTLLTLY = 1114
HITLITLL — ILTLITD) + LTI — (1Ll tit))
HS(TTTLL) — WTTTLL) + [LUTTTL) — JLLLTTT)
+TLLTTY = ITTLLLT)].

l¥2) = Z=2(TLTLT) —[LTL1n) (4.15)
+UTTLTL) = ILITLTL) + LTI — 113l
FUTLTT) = TR +1TTLLTD) ~ LTt
FITLTTLL) = [LTLTL) + LTIt — (1L,

Com estes estados representamos o Hamiltoniano restrito ao subespago
co § =0 e simetria B, temos

Hs=o,p = (

L <nito

_é _ ) . (4.16)

Diagonalizando Ms—o g obtemos o estado fundamental para este cluster
de 6 spins
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1GS)e = gl BUATITITL —ITiT1iT)) (4.17)
F2(TTITLL = UTTLTL) + [LTTLt) — ITLLTTL)
F T = [TUTLD) + ITTLTL) — [LITLLT)
FITLTTLL) = UTITTL) + [LLTLTT) ~ ITLLTLT)
+(TTTLLL = HATTLL) + LT — 1Tt
HITLLLTTY = 1TTLL)].

O segundo sistema a ser investigado nesta secio é o cluster bidimensi-
onal com 8 sitios, cuja geometria e diagrama de conexdes foram exibidas na
fig.3.3 do terceiro capitulo.

Podemos investigar o estado fundamental analiticamente deste sistema
usando uma simetria mais baixa, ou seja, reduzindo a dimensionalidade utili-
zapdo apenas as operacdes do grupo ciclico. Neste sentido, temos aproveitado
a decomposicio feita anteriormente para o grupo C, quando estudamos as
cadeias lineares. Utilizando as mesmas 3 funcoes exibidas anteriomente cal-
culamos os elementos de matriz para este novo Hamiltoniano e obtemos,

2 27 105
o VR AT
— _. 38 __ 18
105 22

165 _ 322
26570 V57570 152

A diagonalizagéo fornece uma energia de estado fundamental por sitio
com valor E;/N = —0.75 e estado fundamental

GS)s = 0.4472L(|TLTLTLTL) + [UTLTLTLTY) (4.19)
+0.074536(| TTTTLLLL) + [UTTTTLLL) + JLUTTTTLL)
FILLTTTTL 4 LLLLTTIT) + [TLLLLTT)

FITLLLLITY + 1TTTLLLLTY)
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+0.074536(| TTLLTTLL) + LTTLETTL) + [LITTLLTT)
+TLLTTLLT)

+0.074536(|TTITLLTL) + [LTTLTLLTY + [TTTITLL)
FUTLTTITL + [LUTITTLN) + [TLLT L))
+LTLTLTT + [TLTLTLT)
+0.074536([TTLLLTTL) + [LTTLLLTT) +1TI1TLLLT)
HITTLITLLL) + [LTTITTLL) + (LTI TL)
FLLTTIIT) + [TLLLTTLT) + [LLITTLT)
HITUTTILL) + LTLLITTL) + [LLTLLTT)
+[TUTUTIT + [TTUTUD + 1111 LT
+ILITTLTL)

—0.11180([TTLATLTLY + UTTLLELT) + [TLTTLLTL)
FUTLTTLT) + [TUTLTTLL) + [$TUTLTTL)

+ LTI + [TLITLTAT) + [LATTLnLt)
HITHITIN) +ULTLLTTLT) + ITUTLL L)
+NTLTLTTY + ITLTITLT) + Ittt
+LTTLTITL)

—0.11180(ITTTILLTL) + [LTTTLLLTY + [TUTTTLLL)
HUTLITELL + [LITLTTTL) + [LLLTITTT)
HTLLTLIT) + [TTLLLTLTY + LT
+TLLTTTY + LTI + [TLTLLT)
HITTLTLLT + TTTLTLLL + LTI
+LTTTITL)

O valor obtido para a energia do estado fundamental é bastante préximo

do valor calculado numericamente por Ishino et alli [9] para sistemas maiores
(N=10, 16,...,20).



Capitulo 4. Cadeias Lineares e Clusters 38

‘]”

/".--w. _________ 7

X 8

Figura 4.2: Geometria do cluster nos casos limites: intera¢des iguais (a),
J = J', interagdes planas (b), J' = 0 e interagdes lineares (c), J = 0.

4.3 Cluster Tridimensional

Vamos aplicar nesta se¢éo as técnicas de grupo prescritas anteriormente para
calcular a energia do estado fundamental de um cluster ciibico nio isotrépico.
O Hamiltoniano com condi¢des de contorno periédicas para este sistema é
dado por

H = J(Slsz + 51.54 + 52.53 + S3.54 + S5.5¢ + 55.55 + S¢.57 + S'r.Ss)
+J'(55.S1 + S6.52 + 5'7.53 + 83-34) (420)

onde J,J' > 0 e a geometria esta representada na fig.4.2.

Temos inicialmente 2° = 256 fun¢des para investigar o estado funda-
mental, O grupo do Hamiltoniano G(H), gerado por todas as permutacoes
que deixam H invariante, é o grupe Dy, (tabela abaixo utilizando a notacéio
de Hamermesh [7]), pois temos planos de simetria horizontais. As dimensdes
dos espagos Sy sdo obtidas de maneira grifica utilizando os diagramas de
Young. A tabela de carateres é obtida facilmente a partir de comparacoes

entre as operagoes do grupo de permutagdes (Ss, apéndice) e o pontual (Dyy).
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Tabela 4.7: Tabela de caracteres para o grupo Dy e das representacdes de

spin total
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Usando a relagao de ortogonalidade dos caracteres decompomos as re-
presentacdes de S nas representagbes irredutiveis do grupo pontual na se-

guinte forma

Is—o
Tsa
Is=2
[s=3
[s=4

5A1, + 2By, + By + Fg + A1u + Baw + B,

2425 + 2By + 4E; + Ay + 342y + 3B1u + Bay +4E,
4A1y + 281y + 2By, + 2B, + Aty + Azu + Bry + By + 2E,
By + Eg+ Asu + Biu + B,

Ayg.

Na redugao apresentada obtivemos um total de 5 estados pertencentes
a representagio irredutivel simétrica e com S = 0. O critétrio de solubili-
dade analitica, apresentado anteriormente, nao nos diz nada a respeito da
possibilidade de encontrarmos, via métodos algébricos, a solucio exata para
o estado fundamental. Devemos, portanto, reduzir a dimensionalidade se-
gundo os métodos aplicados anteriormente, e diagonalizar numericamente o
Hamiltoniano restrito a § =0 e A.

Obtemos como solugao para a energia do estado fundamnetal o grafico
da fig. 4.3, onde observamos os seguintes limites relativos aos acoplamentos
(via constantes J e J’) intra e extra-planos:

1.

.
it.

J=J" cluster cibico com 8 sitios @ E, = —8.8
J'=0 2 clusters planos de 4 sitios E,=2x (—4)= -8
J =10 4 clusters lineares de 2 sitios E; =4 x —1.5=—6
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Figura 4.3: Energia do estado fundamental para vérios acoplamentos
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Conclusao

Temos visto no segundo capitulo, a partir da revisao do teorema de Lieb,
que o ordenamento da energia para o hamiltoniano de Heisenberg, segundo
os subespagos de spin total S, é da forma E(S+1) > E(S). Associamos este
resultado ao teorema de Oguchi-Kitatani, o qual prevé um comportamento
alternado para a paridade das fungbes de onda com relagéo aos subespagos
S, e obtemos que os estados fundamentais estio no subespago de § = 0 e s&o
simétricos, para N=4,8,12... e anti- simétricos, para N=2,6,10...

Prescrevemos no terceiro capitulo a técnica em teoria de grupos utili-
zada na reduc¢io da dimensionalidade dos subespacos que contém os estados
fundamentais para os diversos sisternas. Um exemplo para N = 4 foi explici-
tado de forma minuciosa, onde as permutacées que deixaram o hamiltoniano
invariante formaram um grupo com estrutura de classes idéntica ac grupo
Cy4v- A partir da determinacio do grupo de simetria T foi reduzida a re-
presentacdo com S = 0 e projetado o estado fundamental simétrico. Enfa-
tizamos, também neste capitulo, um critétrio de solubilidade analitica, que
preve, a partir da redugao da representagio com S = 0 a possibilidade de
diagonalizagao exata do estado fundamental. Estudamos outras maneiras de
se reduzir a dimensionalidade usando baixa simetria, com a vantagem de se
trabalhar com grupos e tabelas de caracteres conhecidos ou de construgio
trivial.

Uma colegao de aplicagdes e resultados da técnica proposta foi exi-
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bida no quarto capitulo. Os sistemas em cadeias lineares, para N=2,4.6 e
8, forneceram resultados exatos. Podemos notar que, devido & convergéncia
logaritmica [4] no scaling na regido de estudo (hamiltoniano de Heisenberg
isotrépico), o valor da energia do estado fundamental para N=8 j4 se faz
bastante préximo do valor calculado para uma rede infinita via ansetz de
Bethe [1]. Também vale mencionar que os valores calculados para energias e
correlagdes estdo em perfeita concordincia com os cilculos numéricos de Me-
deiros {13] [14]). Os clusters planares estudados, para N=4.6 e 8, forneceram
resultados bons, para N=4 e 8, pois, cdlculos numéricos para N=10 [9] forne-
cem o valor aproximado de E,/N = —0.73. Para N=6 o sistema se comportou
de forma oscilatéria (se pensarmos em uma possivel lei de escala), porém,
nada podemos afirmar, por nio termos trabalhado com sistemas maiores.
Temos grande confianga nestes resultados, pois, obtivemos valores idénticos
através de calculos variacionais. O tinico sistema tridimensional calculado
mostrou resultados bastante interessantes. Notamos um comportamento que
ja a priori esperavamos, i.é, a interacdo entre planos faz diminuir a energia
do estado fundamental.

O tratamento de sistemas finitos com ndimero maior de spins seria uma
extensao possivel para o presente trabalho. Este tratamento requer o uso
de diagonalizagGes numéricas associadas a algoritimos algébricos, os quais
se baseiam em analogia estreita a prescrigio feita no terceiro capitulo. Um
esquema deste tipo de tratamento é proposto na fig.5.1, abaixo.
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| teste das permntaches para investigagio de Ty |

imposigio do uma simetrin mais baixa

’ investigagho da esirutura de classes de TFI l

1 lcﬂculo da tabsla de caracteres

| cilculo da tabela de caracteres de Ty I

~

tﬂ‘"l" da tabela de caracteres de Sy

Y

Lmdu;io da represeniacio rS=0 nas Tepresentacies do grupe de simetria

projecio das funcées em 5 m 0 e com & simetria espacifica do estado fund:menull

l

l:rtogenah‘n;io das fungées |

cdiculo dos eiementos de matriz do ha.miltuniann-l

l

diagonalisagis (Lanczos, etc..)

célculos de grandesas fisicas: energias o correln;ﬁu}

Figura 5.1: Esquema proposto para o tratamento de sistemas maiores.



Capitulo 6
Apéndice

Utilizamos ao longo do trabalho diversas defini¢es e resultados que se encon-
tram bem estabelecidos na teoria de grupos. Devido as variacdes de notacoes
encontradas na literatura e a especificidade de alguns resultados usados, fa-

zemos neste apéndice um resumo das principais aspectos da teoria de grupos
utilizada no trabalho.

6.1 Grupo Simétrico

O grupo simétrico §, = (P, ®) é definido como sendo o conjunto de todas
permutagdes possiveis de n objetos (P) com a operagio bindria ® (&s vezes
chamada por simplicidade de produto) definida como sendo a composi¢io de
permutacoes.

Néo ha dificuldades em se demonstrar, através da definigao acima, que
Sn € um grupo [6] e que todo elemento do conjunto P pode ser escrito como
um produto de permutagdes ciclicas disjuntas.

Exemplo: Seja Se 0 grupo de permutacio de 6 objetos. A maneira mais
convencional de se representar um elemento s de S é da forma

5= 1 2 3 4 5 &
- ay G2 a3 a4 a5 Qg

45
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k\

Figura 6.1: a,) permutagio (1)(2)(3)(456) e (b) permutagio (12)(354)(6).

123456
1 2356 4
e 3 fixos e permuta de forma ciclica 0s elementos 4, 5 e 6 (fig.6.1 (a)); e a
123 456
215 346
de forma ciclica os elementos 3, 4 e 5 e mantém o elemento 6 fixo (fig 6.1 (b)).
Outra maneira bastante usada de se denotar os elemento de S, é através de
ciclos disjuntos, assim s; = {1)(2){3)(456), possui trés ciclos de um elemento
e 1 ciclo de trés elementos; s, = (12)(354)(6), possui 1 ciclo de 2 elementos
1 ciclo de t.:és elementos e 1 ciclo de 1 elemento.

Assim, a permutacio s; = ( ) mantém os elementos 1, 2

permutacgio s; = ( ) permuta os elementos 1 e 2, permuta

Podemos definir em P (como em qualquer conjunto) uma relacio de
equivaléncia ~. Definiremos ~ em P da forma,
sejam py, pq € P, temos

PL~ p2 <= p) possuir a mesma estrutura de decomposicio em ciclos
disjuntos que p,.

~ é uma relagio de equivaléncia, pois é reflexiva, simétrica e transi-
tiva. Com esta relagéo induzimos uma estrutura de classes através do grupo
quociente S,/ ~.

Exemplo: O grupo simétrico S possui com a relagio de equivaléncia ~,
definida acima, as seguintes classes:
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(x)(x)(x)(x)(x)(x) 6 1-ciclos (16)
(x)(x) (x)(x)(xx) 4 1-ciclos e 1 2-ciclo (14,2)
() (x)(x) (xxx) 3 1-ciclos e 1 3-ciclo (13,3)
(x)(x)(xx)(xx) 2 1-ciclos e 2 2-ciclos (12,22%)
(x)(x)(30xx) 2 1-ciclos e 1 4-ciclo (12,4)
(xx)(xx) (xx) 3 2-ciclos (2%)
() (3xx) (xxx) 1 1-ciclo, 1 2-ciclo e 1 3-ciclo (1,2,3)
(x)(xxxxx) 1 1-ciclo e 1 5-ciclo (1,5)
(xx) (xxxx) 1 2-ciclo e 1 4-ciclo (2,4)
(xxx)(xxx) 2 3-ciclos (3%)
(xxxxxx) 1 6-ciclo (6)

onde na ultima coluna representamos a estrutura de ciclos, que escrevemos
simbolicamente como (v) = (11,2%,...,n").

Uma parti¢do de n esta definida por um conjunto de mimeros [A] =
(A1, A2y ey An), tais que,

M=ttt .+,
A2 = mtust..+wy,

An = vy

Cada partigdo de n esta associada a uma particular estrutura de ciclos e,
portanto, a uma classe conjugada de S,. Como o nimero de Representacdes
Irredutiveis (RI) é igual ao nimero de classes conjugadas, podemos usar as
particdes [\] para identificar as RI's.

A grande importéancia dos grupos simétricos dentro da teoria de grupos
é devida & existéncia de isomorfismos entre qualquer grupo finito de ordem n
com um subgrupo de S,. Esse resultado, enunciado formalmente através do

teorema de Cayley limita a procura de estruturas diferentes para um grupo
de ordem n.
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Teorema de Cayley: Seja G = (G, ®) um grupo de ordem n, tal que G possui
um numero finito de elementos, entao existe um grupo T,,, subgrupo de §,,
tal que G é isomorfo a T,.

A demonstragio do teorema € imediata, pois a tabela de multiplicacio do
grupo G é composta de rearranjos diferentes do grupo. Assim, todo elemento
de & pode ser associado com uma permutagéo.

6.2 Moldes de Young

Dada uma partig¢do [A] = (A, Az, ..., An), que representa uma RI de S, asso-
ciamos a e€la um molde de Young, definido através do seguinte diagrama,

| A1 quadradinhos
‘| A2 quadradinhos

E] T D A‘,._ quadradinhos

A dimensido de cada RI associada & [\] pode ser obtida a partir do
nimero de tabelas regulares de Young possiveis. Uma tabela regular de Young
¢ um molde de Young (para uma RI de S,) preenchido com os niimeros
(1,2,3,...,n) da seguinte forma: para cada linha os numerais ndo decrescem
quando indo da esquerda para a direita e para cada coluna os numerais nao
decrescem de cima para baixo.

Exemplo: Para a RI [3100] de S, temos o molde de Young - , que possui

3 tabelas regulares: EIEI LIPS B . Com isso temos que esta RI tem
dimensao 3.
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As tabelas regulares de Young foram definidas de maneira a possibilitar
a obtengao dos projetores nas RI, que chamaremos, por praticidade, de pro-
jetores de Young. Os projetores sao obtidos a partir de dois operadores, P e
(. P é definido como sendo o produto, percorrendo todas as linhas do dia-
grama, das somas de todas permutagdes possiveis em cada linha. De forma
parecida ¢} é definido como sendo o produto, percorrendo todas as colunas
do diagrama, das somas, pesadas pela paridade (x(~1) se o cliclo tiver um
niimero par de elementos), de todas permutagbes possiveis em cada coluna.
O projetor de Young para a RI associada a tabela regular sera dado por

Y = kQP

onde k é uma constante de proporcionalidade.

Exemplo: a tabela regular B® possui P = [e+(12) + (14)+ (24)+ (124) +
(142)]{e + (35)] e @ = [e — (13)][e — (25)] e o projetor de Young na RI é
proporcional ao produto QP. A tabela regular@( da RI antissimétrica possui
P=ece Q=[e—(12)—(13) —(23) + (123) +(132)] e o projetor de Young
na RI é o determinate de Slater.

6.3 Caracteres do Grupo S;

Os sistemas de 8 sitios foram estudados através da redugio dos espagos de
spin total nas representagdes irredutiveis dos diversos grupos de simetria
pontual. Esta redugdo ¢ feita através da tabela de caracteres do grupo das
permutagdes, cujos elementos foram calculados via métodos standards [7] e
estdao listados na seguinte tabela.
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1 28 210 420 105 112 1130 1120 1680 1130 420 1260 3360 2530 1260 1344 2688 4032 3360 3360 5760 5040

1% 19,2 14,22 12,23 94 15,3 12,22 2,32 1,22,3 13,2,3 144 49 1,3,412,2,4 22,4 13,5 3,5 1,28 12,8 2,6 1,7 8
(8) 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(| 7 5 3 1-1 4 1 -1 0 2 3 -1 0 i1 2-1 0 1-1 0-1
enw= |20 10 4 2 4 5 -1 1 1 1 2 0 41 0 2 00 0-11-10
sy 28 10 4 24 1 1 1 1 1 -2 0 1 0 -2 -2 1 0-1-10 0
s |14 4 2 06 -1 2 -2 -1 1 -2 2 1 0 2 -1-1 -1 0 0 0 0

Tabela 6.1: Caracteres calculados para o grupo Sz
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