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Resumo: 

A transição ordem-desordem em sistemas tipo Ising 
- /"--., 

com Spin 1/2 (modelo de 2 estados) e estudada para diferentes 

problemas caracterizados por alta cooperatividade. A universa 

lidade manifesta por esses problemas permite descrevê-los a

través de um mesmo modelo estatísti~o. onde a nàtureza da in

teração é um parãmetro irrelevante. A admissão de correlações 

entre sítios na fase desordenada, com o consequente desenvol

vimento da ordem de curto alcance, leva a resultados não pre

vistos pela teoria de campo molecular clássica mas observados 

experimentalmente. A correlação entre multi-sítios pode ser 

incl~ida progressivamente usando o método de Kikuchi ou me-

_todo de variação de aglome~ados, de modo a descrever a transi 

ção de fase de iegunda ordem. Em particular, estudamos a 

susceptibilidade paramagnética para um sistema magnético, es

pecialmente no que diz respeito aos fenômenos relacionados 

com as propriedades da ordem de curto alcance. O resultado e

xato para_as frequências de ressonãncia do aglomeracJ de spins 

é obtido através do método de funções de Green desenvolvido 

por Zubarev. 

Uma transição de primeira ordem·também pode serdes 

crita através do mesmo modelo seguindo o procedimento de Lee 

e Yang para o gas de rede ( lattice gasl. A transição de fase 

s6lido-fluido para um sistema bidimens~onal é estudada em es-

tr~ita analogia-com um sistema magnético, sendo que o 

latente da transição de primeira ordem dá ·origem a um 

magnético efetivo dependente da temperatura, quando 

isomorfismo com um.sistema magnético. 

calor 

campo 

usado o 

Usamo.s este modelo para analisar a transição gel-

fluido de bicamadas e monocamadas de lipÍdios, o que parece 

ser uma boa simulação do comportamento de membranas biol6gi-

cas. 



ABSTRACT 

The order-disorder transformation for the Ising 

model with spin 1/2 is studied in relation to several problems 

in the area of cooperative phsnomena.· 

All those problems can be de~cribed by a two-state 

model and correspondingly mapped onto the Ising model, their 

critical behavior having universal properties no ~atter the 

details of the interaction. 

Correlation effects in the disordered phase lead to 

short-range order, a fact not accounted for by the class~cal 

molecular field theory but responsible of several important 

observed properties. 

Multi-site correlations can be progressively 

included into the theory by means of the cluster-variation 

method developed by Kikuchi for order-disorder transformations. 

In particular, the paramag~~tic susceptibility for an Ising 

system is studiad, taking into account those effects related 

to short-range order. An exact result for the resonance 

fre~uencies of an Ising system is obtained using the Green 

function formalism developed by Zubarev. 

A first order phase transition can also be 

.accounted for with the sarne modal fóllowing the procedure of 

Lee and Yang for the lattice gas. The solid-fluid transition 

for a bidimensional system is studied in close analogy with 

a magnetic system, the latent heat of the transition giving 

origin to a temperature dependent effective magnetic field, 

when the natural isomorphism with the magnetic system is 

formulated. 

This latter model is used to study the gel-fluid 

transition of lipid mono and bilayers, a problem which 

describes fairly well the behavior of biological membranes. 
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CAPITULO I 

.FtNOMENOS COOPERATIVOS: MODELOS SIMPLIFICADOS E APROXlMAÇDES 

Introdução 

Fenômenos cooperativos sao aqueles fenômenos que 

nao podem ser interpretados em termos das propriedades de um 

conjunto de sistemas microscôpicos distintos ligados fracame~ 

te uns aos outros, mas que devem ser entendidos em termos dos 

estados do conjunto como um todo, pois os estados de qualquer 

um dos micro-sistemas são fundamentalmente influenciados pe

los estados dos demais micro-sistemas. Exemplos são a conden

sação dos gases, a fusão .dos sÔlidos, transiçÕes do ponto À 

(transiçÕes de ordem-desordem, transição do h'lio lfquido, 

transição supercondutoral e ferromagnetismo. 

O detalhe ou a natureza das interaçôes I irrele

vante para o fenômeno cooperativo; ou seja, pode-se utilizar 

um ~ipo genirico para elas que o comportamento do sistema cont! 

nua bem determinado •. Portanto, essa universalidade manifesta por 

sistemas de alta cooperatividade permite que o~ mes~os modelos 

.matemáticos sejam aplicados aos mais diversos problemas. 

Os problemas matemáticos associados ~om o fenôme

no cooperativo são extremamente interessantes. Diferentes mo

delos foram criados no sentido de descrever de modo simplifi

cado essas interaçôes, mas mantendo as características coope

rativas básicas do sistema; por exemplo, o modelo das esferas 

duras para as mollculaa de um lfquido e a interação apenas e~ 

tre primeiros vizinhos a despeito dos demais, para uma rede 

cristalina. No caso dos cristais pode-se contar com uma slrie 
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de soluç6es exatas para modelos ~idimensionais, Essas soluç6~s 

são muito importantes e demonstram claramente que o tipo mais 

simples de interação que venha a ser levado em conta pode cau 

sar alteraç6es na natureza da solução do problema, Deste modo, 

diversas aproximaç6es em tbrno de um moaelo foram desenvolvi-

das na procura de uma solução mais pr6xima da exata, 

O ferromagnetismo como resultado de um fen6meno 

cooperativo foi primeiramente estudado por Ising em 1925. 

Por ser sua origem anterior à teoria at6mica 

(Bohr, 1913), o modelo de campo efetivo de Weiss (1) nao tem 

uma formulação estatfstica em termos de interaç6es atSmicas, 

mas explica de maneira fenomenol6gica as caracterfsticas de 

um ferromagneto, 

Neste Capftulo apresentaremos o modelo de Weiss 

discutindo suas admiss6es e limitaç6es, a interpretação quân-

tica desse campp moiecular devida à Dirac e o modelo de Ising. 

1.1·. Teoria de Campo Molecular [p, Weissl 

Na sua visão de um ferromagneto, Weiss denominou 

~micr~-cristais" ~quilo que h.oje conhecemos como ~ominios e a 

cada um deles atribuiu uma magnetização es.pontânea (não nula) 

direcionada ao acaso e cuja resultante é nula na ausência de 

campo magnético externo. A aplicação de um campo leva os mi-

cro-cristàis a orientarem-se na direção deste, de modo que se 

obtém a saturação da magnetização do ferromagneto. A presença 

- + í -dessa magnetizaçao M em cada dom nio-Weiss atribuiu a existên 

cia de um campo molecular ao qual estão sujeitos todos os 

"imãs• elementares que comp6em o ferromagneto. Usando essa hi 

p6tese Weiss foi capaz de reproduzir as caracterfsticas mais 
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importantes de um ferromagneto, como a ~agnetizaçio exponti

nea abaixo da temperatura critica T , a susceptibilidade aci-
c 

ma de Te' etc ••• além de ter sido a primeira teoria a conse-

guir: uma transiçio de fase de ·seg~nda ordem. Entretanto, a cri 

gem desse "campo interno" ele nunca discutiu com detalhes. 

Na verdade, Weiss assumiu ·que o campo interno ou 

molecular era proporcional à magnetizaçio média do sistema. 

Isto equivale dizer que ele .considerou apenas um "imi elemen-

tar" e substituiu todas as suas interações com o resto do cris 

tal por um campo efetivo. Portanto, todas as correlações ins-

tant~neas entre "im~s" vizinhos foram desprezadas o que leva 

a um termo da ordem do quadrado da magnetizaçio na expressao 

da energia interna do sistema. Consequentemente, o calor esp~ 

cÍfico anula-se na região acima do ponto de Curie T , 
c 

o que 

nio condiz com resultados experimentais. Além dessa falha, o 

modeio de Weiss fornece expoentes crft~cos ruins 

para a magnetizaçio prÓxima à regiio crítica (enquanto que a 

teoria de ondas de spins prediz S = 1/8), e superestima o va-

lor da temperatura crítica Te· 

E evidente que a soluçio de campo molecular é de-

ficiente porque sUbstitui as interações entre "imis" vizinhos 

por uma média sobre todo o cristal. Em 1925 Ising (2) atentou 

para esse fato e formulou um modelo estatístico para um ferr~ 

magneto unidimensional onde as interações entre spins de áto-

mos vizinhos eram consideradas de modo empÍrico. Para ele, o 

ferromagneto cvnsistia de dipolos magnéticos igualmente espa-

çados ao longo de uma linha e sujeitos a um campo magnético ex 

terno H aplicado longitudinalmente, A energia de interaçio J 

entre spins vizinhos era maior caso eles fossem paralelos e a 
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hamiltoniana continha apenas as componentes do spin na dire-

ção do campo: 

H 
Ising 

= - - H ( 1 • 1 ) 

e às variáveis cri ele atribuiu os valores +1 e -1. O caso uni 

dimensional não apresenta transiçãb de fase. 

Com o adverte da mecânica quântica, H~isenberg (3) 

.e Dirac deram um tratamento quântico a·essas forças de inte-

ração entre spins e explicaram claramente a origem do "campo 

interno". Segundo eles a interação I consequlncia direta das 

restriçÕes impostas às funções de onda pelo princ!pio de 

Pauli. As funções de onda de um par de elétrons devem ser an-

tisimltricas com relação ao espaço e ao spin, o que faz com 

que a energia dependa da orientação dos spins dos elltrons 

isto foi interpretado em termos da "interaçâo" que tende a 

orien~ar o spin dos átomos. A energia de troca ou ."exchange" 

entre pares de elltrons ati então desconhecida, fica definida 

através das funções de onda cbmo: 

(1.21. 

Portanto, em primeira aproximação, pode-se dizer que as inte-

rações atÓmicas são proporcionais ao produto dos operadores 

de s·pins d·os átomos. O modelo proposto por Heisenberg assume 

a completa isotropia do sistema (o que equivale considerar to 

das as direções do espaço equivalentes) e tem a seguinte ha-

miltoniana: 

• •. 
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( 1 • 3) 

on~e o primeiro termo corresponde ~ interaçio entre spins vi-

zinhos e o segundo é o termo de Zeeman que dá a interaçio de 

cada spin com o campo aplicado, 

1.2, O modelo de Ising 

O modelo de Ising rapidamente comentado na seçao 

anterior é o limite do modelo de Heisenberg. Ele inclue ape-

nas uma componente dos operadores de spin (o que corresponde 

ao modelo de Heisenberg altamente anisotrÕpico) pois consíde-

ra.que o acoplamento numa dada direção é muito mais forte que 

nas outras duas componentes. 

A hamiltoniana de Heisenberg com anisotropia uni-

axial forte pode ser escrita como: 

- J 
-+ -+ 

); (J.O. 
<ij> ]. J 

No limite em que o campo de troca J for ~uito me-

nor que o campo de anisotropia K, (K/J) -+ oo, entio: 

HI . sJ.ng = -J z z l: 0.0. 
<ij> ]. J 

Neste aspecto, o problema de Ising nao necessita da Mecânica 

Quântica para sua discussio pois todas as variáveis da hamil-

toniana comutam, A variável quântica o torna-se então um esz 

calar clássico o, capaz de ter dois valores +1 e ~ correspo~ 

dendo ao sp~n apontaDdo na direção ou oposto ao campo aplica-

do, respectivamente, 
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A hamiltoniana desse ~odelo CDm interaç5es de pr! 

meiros vizinhos corresponde a expressao (1.1) e sua grande 

utilização deve-se ao fato de ser ela o exemplo mais simples 

de um sistema de part!culas iriter;gentes e .que no entanto des 

crave muitos aspectos do comportamento fÍsico de diversos sis 

temas. No decorrer dos anos o modelo tem sido um excelente 

teste para qualquer novo método de aproximação que se dispo

nha a estudar sistemas de part!culas interagentes. 

Particularmente, estamos interessados em modelos 

de dois estados e o modelo de Ising para spin S = 1/2 farã a 

descrição de nossos sistemas daqui para a frente, Nestes ca

sos, basta atribuir aos estados A e B as entidades bãsicas de 

cada sistema, A tabela (1.1) ilustra este fato e nela inclui

mos o caso particular da membrana biol5gica cujo constituinte 

bãsico são os lipÍdios; maiores detalhes sobre esse sistema 

encontram-se na.tabela 1,2 e principalmente no Capitulo VI. 

A equival&ncia entre o mod~lo de gãs de rede e o 

modelo de· Ising para um sistema ma~né.tico foi mostrada por 

lee e Yang (5), enquanto que o problema das ligas binárias 

tem uma diferença que merece consideração. t fundamental lem

brar que a concentração ~ de um certo componente da liga e sem 

pre fixa, ao contrãrio dos demais casos onde as concentrações 

relativas das componentes ~ e ~ são funções de parâ~etros ex-

ternos tais como pressão, temperatura ~ se ajustam na situa-

ção de equillbrio, Por exemplo, num sistema magnético a magn~ 

tização (ou m~mento magnético médio numa .dada direçãoJ é o 

equivalente da concentração e ela varia com a temperatura. 

A nossa opçao pela escolha desse modelo estã dire 

temente relacionada com o objetivo principal de nossos traba-
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- Modelo de dois estados (Ising com S 1/2) -

estado A estado B 
.. 

sistema spin apontando na di - spin apontando na direção 

magnético reçao do campo apli- oposta ao campo externo 

c ado ("up") ("down") 

ligas átomo de um certo átomo de um ciutro elemento 

binárias elemento (tipo A) (tipo .Bl 

- concentração XA - concentração XB = 1-x 
A 

estade com moléculas configuração desordenada m~ 

lipÍdio na posição "trans" dia de todas as moléculas 

numa configuração o r -
danada 

( ge 1 l (flu:fdo) 

lattice- estado ocupado por buraco 

gas um átomo 

(Tabela 1.1) 

lhos - estudar os efeitos da ordem de curto alcance no compo~ 

tamento do sistema. Este modelo nos foi suficien~emente bom 

para descrever os efeitos da ordem de curto alcance no espec-

tro ressonante do spin do elétron na fase paramagnética (de-

sordenada) de um sistema magnético. Por outrc lado, e~se mes-

mo modelo é tomado como muito bom para a descrição de ligas 

binárias, gas e l:l:quidos, tendo mostrado-se muito Gtil para o 

nosso estudo de lip:l:dios que sofrem uma transição-s6lido-flui 
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do. 

Atualmente sao conhecidas numerosas substâncias 

magnéticas que são autênticos sistemas de Ising (ref. 6,7,8) 

e dentre as mais notiveis podemos.citar CoCs
3

Br 5 (bidimensio

nal) e CoCs 3 c~ 5 • DyPD
4 

(tridimensionais), 

Neste contexto é i.nteressãnte identificarmos cada 

um dos elementos da hamiltoniana (1,1) com as quantidades en-

volvidas em nossos problemas; a tabela (1,2) é um resumo elu-

cidativo das principais admissões de nossos trabalhos. 

Para estarmos de acordo com nossas notações e con 

siderações reescrevemos a eq. (1.1) como: 

l: cr~ cr~ 
<ij> l J 

onde <ij> é o par de átomos primeiros vizinhos interagentes; 

- essa sera a hamiltoniana utilizada daqui em diante. Uma vez 

justificado o uso do modelo em nossos trabalhos e caracteriza 

das.as diferentes quantidades fÍsicas, resta-nos uma Gltima 

discussão: a importância da ordem de curto alcance. 

1,3, Correlações e Ordem de Curto Alcance 

Enquanto entendemos por ordem de longo alcance a 

um certo grau de correlação entre átomo~ diferentes indepen-

dentemente da distância entre eles, a ordem de curto alcance 

é a correlação entre itomos bem pr6ximos, Assim~ a magnetiza-

çao e o parâmetro de ordem ou a ordem de longo alcance num 

sistema magnético abaixo do ponto critico T , pois os spins 
c 

atômicos nessa região tem preferência por uma particular orien 
. . 

taçáõ sendo que a corràlaçáo entre eles ,independe de sua sep!: 



sistemas 

magnéticas 

ligas 

binárias 

lip:ldia 

J 

"exchange'' ou constant~ 

de troca 

J=-IJI<D casa ferromagnética 

J=IJ~O casa antiferromagnética 

J = WAA + w66 - 2WAB é o calor 

de mistura. ~kJ é a energia de 

interação do par (KJJ de átomos 

primeiras vizinhas. 

K,J = A,B 

J = interaçãa intermolecular 

efetiva = forças de van der 

Waals (atrativ~sl + atraç5es 

dipalares entre as cabeças po

lares + forças de repulsão par 

estorva. 

J := -(ZWAB-WBB-WAAJ/ 4 

a 

varii.v'éis de spin de cada 

sítio da rede. 

a=+1 ( ) paralela ao campa externa 

a=-1 ( ) aposta ao. campa 

a = +1 = átomo da elemento tipo A 

a = -1 = átomo do elemento tipo B 

a =•+1 = m~léculas perpendiculares 

a água num estada interna ordenada 

("trans"l [estada Al 

a ~ -1 = moléculas desordenadas in 

ternamente com isomerismo ''gauche''• 

(estada Bl 

JH 

campo magnético ex

terno, constante. 

H = H 
a 

H := Z(WBB - WAA) 

campa originário da 

diferença de energia 

entre as estadas A e 

B. 
(Z = n9 de 19s vizi

nhas) 

, 

H = ~s (T -Tl = cam-
- 2 M 

~a magnético efetivo 

dependente da tempe-

r atura 

~S = entropia intrama 

lecular originária da 

degenerescência da 

tada B. 

es 

TM = temperatura de 

fusão. 
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raçao espacial. Acima de Tc este estado ordenado deixa de exis 

tir (magnetização nula) mas ainda existe uma ordem considerá-

vel no sistema refletida por um grande número de aglomerados 

. 
de spins alinhados entre si - essa e a ordem de curto alcan-

ce. Portanto, a fase paramagn;tica (T >.T J ; uma fase desor
c 

denada pois os spins estão direcionados ao acaso, mas a ordem 

de curto alcance estã presente atrav~s da formação de aglome-

rados ou "clusters". 

No modelo de campo molecular de Weiss, essa ordem 

de curto alcance não é considerada (pois não existem correia-

ç6es1 e o campo efetivo é um campo estacionário tomado pela 

magnetização média do cristal. Seria então, muito mais razoá-

vel assumir tal como nos modelos de Heisenberg e Ising que o 

campo molecular é produzido pelos spins.vizinhos e que um da-

do spin tende a ficar paralelo aos seus vizinhos muito mais 

facilmente do que à magnetização média do cristal. A formação 

de aglomerados de spins paralelos tende então a abaixar a te~ 

' 
peratura de Curie Tc pois a direção de orientação do aglomer~ 

do pode ser mais facilmente desviada para a direção da magne-

tização média. Acima de T os aglomerados que ainda permanecem . c . 

comportam-se co~o grandes moléculas paramagnéticas com inter~ 

ções fracas, e à medida que a temperatura cresce a área 

dos aglomerados decresce. 

Portanto, a correlação entre átomos vizinhos faz 

com que el~s mudem de direção a todo momento e então temos as 

flutuações desse campo as quais sao levados em conta nos mode 

los de Ising e Heisenberg. 

Neste trabalho (modelo de Ising) essas flutuações 

na região critica sao consideradas de tal mo~o que elas não 

• 
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sao invariantes de escala, Note que assumimos a existência de 

ilhas (onde ocorre a ordem de curto alcance) de diferentes ta 

manhas e portanto com diferentes ordens de correlaçio. 

Na verdade, o que acontece na região crÍtica é que 

todas as ordens de correlaç;o est;o presentes como se as ilhas 

fossem superpostas, de modo que as flutuações ficam invarian-

tes face ~ mudança de escala. Costuma-se ~eferir ao modelo 

de Weiss como aproximaçio de ordem zero desde que suas pro-

priedades independem dos detalhes da estrutura da rede. As 

aproximações de primeira orde·m sio aquelas que consideram a 

interação entre átomos ~rimeiros vi~inhos e delas destaca-se 

a aproximação de Bethe (4) onde a interação de pares de átomos 

vizinhos é tratada exatamente e as interações com o restante 

do cristal são tratadas através de um campo efetivo. Essa 

aproximação é o limite de uma aproximação de ordem superior 

que é o método de Kikuchi. Nele as C()rrelações podem ter difere.':': 

tes configurações além dos pares (triãngulos, quadrados, te-

traedros, etc •.• ) e elas podem ser .introduzidas ~ medida que 

o tipo de rede a ser estudado exigir. 

No prÓximo capítulo nos deteremos ne·ste método que 

aplicado ao modelo de Ising serã a ferrament~ básica dos nos-

sos trabalhos. A importãncia dessas correlações de curto alcan 

ce é tal que basta introduzi-las no modelo para que obtenhamos 

2 
a cauda 1/T para o calor específico acima de T , desvios da 

c 

lei de Curie-Weiss para a susceptibilidade e tantos outros 

efeitos que serão discutidos detalhadamente nos capítulos que 

se seguem. 
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CAPITULO II 

O M~TOOO OE KIKUCHI 

,, 

Introdução 

A solução exata para o modelo de Ising bidimensi~ 

nal na ausência de campo foi dada por Onsager em 1944 (9), en 

quanto que na presença de campo essa solução não existe. As 

aproximações que levam em conta a formação de aglomerados na 

fase paramagnética têm suas limitaçÕes na vizinhança do ponto 

crÍtico T , pois a solução exata envolve uma infinidade de p~ 
c 

rãmetros de ordem, enquanto que essas aproXimações levam em 

conta um!:ou dois deles apenas, Nas aproximaçÕes de primeira ordem 

citadas no capítulo anterior um Único parâmetro de ordem está 

pres~nte e portanto a procura de melhores resultados exige ou 

tros parâmetros além desse, o que nos leva ~ formulação de 

aproximação de ordem superior. 

Por aproximação de ordem superior entende-se a 

admissão de aglomerados maiores, ou seja, a correlação entre 

sítfos da rede vai além da correlação entre pare~. Nota-se 

também que a estrutura da rede cristalina a ser estudada tem 

um papel importante na escolha da ~rde~ das correlações. Exem 

plificando, uma rede quadrada bidimensiOnal tem quatro prime! 

ros vizinhos e não precisa de correlação além dos pares quan-

do consideramos aglomerados formados apenas de primeiros viz! 

nhos; no entanto, se quisermos fazer uma aproximação de ordem 

superior a esta (Bethe) necessitamos de ângulos e quadrados 

correlacionados. Já a rede triangular tem seis primeiros viz! 

nhos e distribuidos de'tal modo que as correlações fechadas 
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tipo triing~lo nio podem ser desprezadas justamente de modo 

a levar em conta a estrutura da rede e entio a aproximação de 

Kikuchi para o modelo de Ising I um bom caminho a ser segui-

do. 

A aproximação de aglomerados de Bethe (10) formu-

lada em 1935 I o limite da aproximação de Kikuchi, onde I con 

siderado o menor aglomerado poss!vel que I o par de spins cor 

relacionados e ela foi pplicada ao problema de Isi~g por 

P·eierls ( 11). O mito do de Kikuchi por ser uma aproximação de 

o~dem suporior envolve aglomerados maiores contendo tamblm 

correlações fechadas de átomos vizinhos. 

Essas correlações podem ser consideradas progres-

sivamente e a resolução do problema é dada pelo prÓprio Kiku-

chi atravls de um método iterativo que visa minimizar a ene~ 

gia livre. Esse método baseia-se no cálculo da entropia do si~ 

tema que sofre transformação ordem-desordem. e ultimamente tem 

sido aplicado em uma série de trabalhos sobre liga~ bin.árias 

(12,13), ~ equivalincia entre ligas binárias e sistemas magn! 

ticos (5) nos levou a seguir eéte mesmo caminho em nossos tra 

balhos. 

A idlia desse cap!tulo é discuti~ detalhadament~ 

o método de Kikuchi no que diz respeito ao cálculo da entro-

pia, comentar a validade desse método aplicado ao problema de 

Ising para diferentes regiÕes de temperatura (T > T e 
c 

T < T l e os problemas de cálculo numérico envolvidos na solu c . 

ção do problema (apêndice I). 

2.1. O método de Kikuchi 

A aproximação de Kikuchi (14) ou método de varia-
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çao de aglomerado procura construir um conjunto de h arranjos, 

adicionando-se uma unidade a cada arranjo ao mesmo tempo. A 

razao entre o nnmero de spins "up'' e "down" ou entre ~tomos 

de um tipo A e de outro B deve ser mantida constante durante 

o proces-so, assim como a razao entre os diferentes tipos de 

configuraç~o que podem ser construfdas. Calcula-se ent~o o nG 

mero desses arranjos ou configuraçÕes que podem ser formados, 

mantendo-se as restriçÕes acima. citadas. Oeste modo determi

na-se a entropia do conjunto.e o estado de equilfbrio do sis

tema é determinado minimizando a energia livre total em rela

çãõ às variáveis existenteso 

O método pode ser melhor entendido baseando-se no 

esquema que descrevéremos abaixo. 

Como esse é um método hier~rquico de se introdu

zir correlações para o c~lculo da entropia, vamos exemplifi

c;-lo usando um tipo de rede que exija além de vari~veis de 

sftio e correlações de pares uma correlação de ordem maior: 

- a rede triangular bidimensional. 

A figura (2.1) ilustra esse tipo de rede e obser-

va-se que ela tem Z 6 primeiros vizinhos. Aqui, os primei-

ros vizinhos ta~b~m sao vizinhos entre si de modo que correi~ 

çoes fechadas como as de triãngulo nao podem ser desprezadas. 

Outros tipos de rede como uma cGbica simples, pDr exemplo, ne 

cessitam d~ configurações de ãngulos L l e quadrados 

), enquanto que uma rede cGbica de face centrada exige 

desde sftio~ até configurações de tetraedros se quisermos le

var em conta corretamente a estrutura topolÓgica da rede. 

A figura (2.2) nos auxiliará na construção de uma 

rede triangular bidimensional. A idéia é construir o cristal 

que tem essa estrutura· cristalina colocando-se ~tomo por áto-
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'• 

Fig. 2.1 

Rede triangular bidimensional com numero de coordenação z = 6 .. 

H~ uma peculiaridade (tambim presente na estrutura f.c.c.J que 

os prime~ros vizinhos de um dado ~{tio são tembim primeiros vi 

zinhos entre. si. 
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I \\ 

• I \ • 

Fig. 2.2 

Construç~o da rede triangular par~ ilustrar o procedimento de 

Kikuchi. Todos os sitias unidos por ligaç6es continuas est~o 

preenchidos de modo consistente com a estatlstica. O nGmero oe 

modos de se preencher o sitio ~ tal que as ligaç6es e os triâ~ 

gulas estejam distribuidos corretamente ("r.d.") i o objeto d& 

cilculo dessa mitodo. 
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mo nos diferentes sÍtios da rede, Essa distribuição de átomos 

não é ao acaso mas deve ' ser feita de modo que algumas rest~i-

ções sejam obedecidas: 

1) A razao entre as diferentes configurações é uma constante, 

Sejam: 

P. = probabilidade de se encontrar um sítio i da rede em um 
1 . 

dos dois estados possíveis (i = A,Bl 

P .. = probabilidade de Be encontrar as diferentes configura
lJ 

ções de estado do par correlacionado (ij), sendo yij a degen~ 

rescência de cada configuração. 

Pijk = probabilidade de se encontrar as diferentes configura

ções de estado de três sítios correlacionados em triângulo, 

sendo B. 'k a degenerescência de cada configuração. 
lJ . 

Então, a restrição 1) pode ser escrita na forma da 

normalização dessas probabilidades como: 

( 2 • 1 ) 

As tabelas que compoem a figura (2.3) ilustram essas configu-

raçoes, bem como suas respectivas degenerescências. 

2) Vínculos 

PA = PAA + p AB PAA PAAA + PAAB 

PB = PBA + PBB PBB 
~ 

PBBB + PBBA ( 2. 2) 

PAB' = p ABA + PABB 
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SITIO Prob • P - Confiourcr;:õojProb = PIJ peoen~ y ii c" 

ffi PA EB EB PAA 1 +i 

e Pe EB e pAB 2 -i 

e e Pe·e I +i I 

Configuração Prob = P 11 k _Degen.= ~IJk 

L PAAA I 

L PAAe 3 

L PesA " v 

L 
I 

Pese I i 
i I 

I 

Fig, 2.3. 
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Quando essas condiç5~s sao -obedecidas dizemos que 

uma certa configuração tem distribuição correta ("r,d," (right 

distribution"J. Ap6s todos os s!tios do cristal terem sido 

preenchidos corretamente ("r.d."l, resta-nos ocupar o sitio P 

(vide fig, 2,2 J e calcular de quantas maneiras isso pode ser 

feito de modo que os triângulos RSP e- S'i'P sejam "r, d, ", O pr~ 

cesso é feito em três passos: 

i) coloca-se um átomo em P de modo que o triângul~ RSP tenha 

distribuição correta "r.d." independentemente do q~e seja o 

triângulo 'STI5', 

Então, assumindo que a ligação RS é "r.d.", colo-

ca-se um átomo no sitio P de tal modo que o triângulo RSP se-

ja "r.d.". O nGmero de maneiras de se fazer esse processo 

simbolizado como: 

{ligação RS} 

{triângulo RSP} 

onde 

1T (pijkll! 
i,j,k=A,B 

X -
L 

- y 
L 

( 2. 3) 

(2.4) 

( 2. 5) 

. 
e 

ii) Agora, ·calcula-se o nGmero de modos de se colocar um áto-

mo no sitio P, sendo que o triângulo 'STi5' seja "r.d,", indepe!! 

dentemente do triângulo RSP. Esse número é exatamente o mesmo 

que calculamos acima: 
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{ligação sT} 
( 2. 6 ) 

{triângulo STP} 

111) Se os processos acima fossem indepen~entes o numero to-

tal de modos de se colocar um átomo em f seriá o produto das 

quantidades QRSP e QSfP' Entretanto, esse não-é o caso e pre

cisamos incluir um fator de correção. No método de Kikuchi es 

sa correçao e feita dividindo-se o produto QSRP QSTP pelo nú

mero de modos de se colocar o átomo em f independBntemente do 

~ue esteja no sitio T. Esse numero e dado por: 

onde 

Q 

P'f 
= = 

{sitio p} 

{ligação PT} 

1T (p.Ll! 
i=A,B l 

( 2. 7) 

( 2. 8) 

Portanto, o numero total de modos de se colocar um átomo em 

L sitias P equivalentes nos L ~istemas idanticos do conjunto 

é: 

x3 
L = 2 

YL.Wb. 
= 

= = 

(Pi Ll3! 
1T 

i,j?A,B 1T (P .. kLJ
2 : 

i,j,k=A;B lJ 

( 2. 9) 

Desde que temos N átomos e estamos interessados 

em um sistema representativo do conjunto todo, a entropia fi-

ca: 
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(2,10] 

kB • constante de Boltzmann. 

Usando a aproximação de Stirling, a equaçao (2,9] 

fica reescrita como: 

- 2 

(2.11] 

Conhecida a entropia pode-se escrever a energia 

livre 

F • U -' TS (2.12] 

a qual, minimizada
1 

dá a condição de equil!brio do s.istema: 

Revisando todos os cálculos envolvidos nessa apr~ 

ximaçio podemos descrevê-la r~sumida e generalizadamente com 

o seguinte procedimento: 

il Escolhe-se a forma básica do aglomerado 

ii] Constroe-se todas as possíveis configurações desse aglomer~ 

do básico e dos seus subclusters, distribuindo-se as espé-

eles atõmióas nos pontos da rede pertencentes ao aglomerado 

iii] ~ cada configuração atribui-se a sua probabilidade P de 

ocorrência. 

ivl A entropia ~ do sistema é escrita em função d~ssas proba-

bilidades à .partir do cálculo dos fatores combinatórios dos 
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diferentes arranjos. 

v) A energia livre é decorrência direta do cálculo de S e 

faz-se a sua minimizaç~o. resultando um sistema de equaçoes 

algébricas n~o lineares. 

vil Resolve-se essas equaçoes, Os valores das variáveis que 

satisfazem esse conjunto de equações formam o estado de equ~ 

lÍbrio do sistema. 

2.2. Derivação da Aproximaç~o de Bethe .do Método de Variação 

de Cluster 

ApÓs os trabalhos pioneiros da Bragg-Williams e 

Bethe sribre o problema de ordem-desordem, muitas outras ten-

tativas foram feitas no sentido de melhorar essas aproxima-

ções - o método desenvolvido por Kikuchi foi uma delas, Como 

j; mosiramos na seç~o anterior~ o m~todo baseia-se na constru 

ção de fatores combinatÓrios (~) os quais dão a entropia do 

sistema em termos das figuras básicas de cluster. Este método 

é uma extensão do trabalho original de Bethe no sentido de 

que ele leva em conta a correlação entre elementos (átomos, 

moléculas, spins, etc.) de maneira mais detalhada que este ~l 

timo, e também porque ele dá a possibilidade de se incluir as 

energias de interação entre elementos mais distantes que os 

primeiros vizinhos. A proposta dessa seção (como explicita o 

título) é calcular os fatores combinatórios para uma rede qu~ 

drada bidimensional, usando apenas configurações de pares e 

então mostrar que os resultados matemáticos obtidos • sao os 

mesmas· que aqueles fornecidos pelo método de Bethe original. 

Esse cálculo será feito suscintamente (pois todo o processo 
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j; ~conhecido da seçao 2.1) partjndo da construç;o de uma re 

de quadrada tal como mostra a figura 2.4. 

~ :--1' 
I 
I 

Õ' ,c "" 1.1 

(FIG. 2.4) 

Vamos procurar o fator combinatÓrio qtJe surge da 

adição do elemento A na rede, tal que as novas ligações BA e 

CA sejam corretas ''r.d."~ uma vez que -todo o resto da rede es 

t; distribuído corretamente. O nGmero de modos de se fazer es 

sa ligação BA corretamente, 
. 

independente do que seja a CA e: 

(2.13) 

A ligação BA estando correta, falta acertar CA para que ela 

também seja "r. d, ". A probabilidade de ·qtle a ligaç;o CA seja 

"r.d."· ~dada por: 

·r (2.14) 

Portanto, o numero de arranjos que podem ser feitos a partir 

da colocação correta do elemento A na rede é: 



Logo, a entropia 

5 Kikuchi 

Nk
6 - -2-

ou seja 

5
Kikuchi 

Nk
6 

2 

= 

1T 
i 

fica: 

L! 

3 l: pi.tnpi - Ni--
6

2 
i 

{(Z-1) l: p . .tnp. -
i 

-l 1 

24. 

(2.15) 

l: pij .tnpij (2.16) 
ij 

z l: pij .tnpij} (2.17l 
ij 

Embora seja usual a afirmação de que este método 

dá exatamente os mesmos resultados matemáticos que a aproxim~ 

ç~o original de Bethe, esta equivalência não é assim tão intui 

tiva. Para obtê-la pense na mesma rede quadrada considerada a~ 

teriormente, sendo que agora ela é subdividida em 2 sub-redes 

~· S interpenetrantes, Cada sÍtio pode ter dois estados A e B 

e d~fine-se a concentração de átomus tlo tipo A como: 

x N ( P a + PS 
- 2 A A 

(2.18) 

logo 

1-x N (P a + p S) 
2 B B 

(2.19) 

onde N é o nGmero total de sítios e f as probabilidades de e~ 

centrar-se um sítio num determinado estado, A condição de nor 

mali.zação (2.1 l continua válida e vamos denominar M ao param~ 

tro que e?pecifica o estado de ordem de longo alcance, No es-
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tado desordenado M = O e as probabilidades sao todas squiva-. 

lentes, então: 

P ex (M =O l = xN 
A 

P a 
A, 

No estado ordenado (M 1) temos: 

PA 
Cl (M = 1 J = 2xN 

Pa 
A (M = 1 l o 

PB 
Cl (M = 1 J ( 1-2xl N = 

PB 
s (M = 1 ) N 

(2.20) 

(2.21) 

(2. 2 2) 

(2.23) 

Então, em termos do parâmetro M essas probabilid~ 

des podem s~r generalizadas como: 

PA 
Cl x ( 1 +M ) N (2.24) =· 

pi3 = x(1-M)N (2.25) A 

PB 
Cl 

N { 1- X ( 1 +M ) } (2.26) = 

FB 
8 = N {1-x(1-Ml} (2.27) 

Os vínculos da relação (2.2) devem ser mantidos e denotando 

• 
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por y a concentração de pares de sítios do tipo AA; o número 

dos diferentes pares que podem ocorrer ficam dados por: 

= ZyN ( 2. 28) 

onde Z e o nGmero de primeiros vizinhos. 

paS 
AB 

NZ (x(1+Ml-y) (2.29) 

paS = N Z (x (1-M l-y) ( 2. 30 ) 
8A 

paS 
88 

NZ (1-2x+x) (2;31) 

A energia livre F é definida em termos da energia 

interna U e da entropia S que já foi obtida na expressao 

(2.17). Sendo W .. a energia de interação de pares de sítios e 
lJ 

somando na expressão da entropia sobre todos .os sÍtios e to-

dos os estados possfveis 1 a energia livre fica da.seguinte 

forma: 

(x(1-Sl-y]+(1-2x+yJ9-n(1-2x+yJ}-k 8 T(Z-1lN{x(1+M) 9,n 

(x(1+Ml)+(x(1-Ml)9-n(x(1-f1l]+(1-x(1+MlJ9-n(1-x(1+MJ] + 

(2.32) 
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O estado .de equilÍbrio i dado pelas condiç6es de F minimal ou 

seja: 

= o 

resul tandci 

ClF 
ay = o 

Jl, n { r X ( 1 .M ) - y) r X ( 1 -M ) -X 1 } 
-y(1-2x+yl 

(
X ( 1 +M ) -y ] 

Z Jl,n x( 1-Ml-y + (Z-1) Jl,n { 
(1-M) ( 1- x ( 1 +M) n 
( 1 +M ) [1- X ( 1 -MlJ J 

(2. 33) 

o (2.34) 

Trabalhando estas relaç6es obtemos a expressão para a temper~ 

tura critica que i: 

e 

WAA+WBB- 2 WAB 

kBTC 
= 

. 2 
z 

4(z=zl x(1-xl 

z 2 
2 1-(

2
_

2
1 (1-2xl 

(2.35) 

Na aproximação de Bet~e, a concentração x = 1/2 e portanto a 

temperatura de transição Te deve ser: 

e 

WAA+WBB- 2WAB 

kB T c 
(2.36) 

o que corresponde exatamente a expressao original obtida por 

Bethe, assim como as relações (2.33) e (2.34) quando escritas 

em termos das probabilidades. 

Como jã citamos anteriormente a. derivada da ener-

gia livre F em relação aos parãmetros independentes do siste-
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ma leva i condiç~o de equillbrio. O conjunto de equaçoes aco

pladas obtido é na maioria das vezes nao linear e a resolução 

simultânea dessas equações nem sempre é fácil. O método ite-

rativo de Newton-Raphson tem sido extensivamente usado para 

resolver este sistema_ mas e um cálculo numérico que exige di 

ferenciais, inversão de matrizes e por isso a dificuldade em 

aplicá-lo é bastante grande. Além disso, este método numérico 

tem falhado em muitos casos de interesse pois e uma técnica 

puramente matemática que n~o parte de admissões flsicas prÓ

prias de cada problema. 

A mais recente proposta para se resolver essas 

equaçoes acopladas partiu do próprio Kikuchi (ref. 15) suge

rindo um novo método iterativo no qual a convergência da its 

raçao é garantida pelo teorema do tipo H de Gibbs. O processo 

de cálculo utilizado leva sempre a uma solução estável inde

pend~nte dos valores iniciais .considerados. A energia livre 

sempre decresce com a iteração e o sistema tem como Único ca

minho a convergência para a soluç~o estável (situaç~o de mln~ 

ma energia livre). A discuss~o mais detalhada deste método nu 

mérico pode ser encontrada no apêndice I. 

2.3. Região Critica e Transição de Fase 

O método de variaç~o de clu~ter aplicado ao probl~ 

ma de Ising e (como já temos insistentemente afirmado) uma ten 

tativa de se melhorar os resultados de campo molecular introdu 

zindo correlações na fase paramagnética desordenada. Essas flu 

tuações do campo efetivo agora introduzidas,se fazem sentir de 

maneira mais marcante na vizinhança do ponto critico, onde os 

spins se tornam extremamente sen~íveis. A prÓpria teoria de 
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Landau (16) para tra~siçi~ de fase de segunda ordem desprezou 

as flutuações no parâmetro de ordem (quando T% T
0
), mas che

gou a r~sultados que acusavam a produção de flutuações em gra~ 

de escala nesse parâmetro, ~ de se esperar que a aproximação 

de Kikuchi forneça expoentes crÍticos ruins (e portanto um com 

por~amento não muito correto na região criticai uma vez que 

apesar das flutuações consideradas ela ainda carrega consigo 

vestígios de campo molecular. A temperatura critica onde ocor 

re a transição de fase de segunda ordem .se aproxi~a mais do 

valor exato do que as teorias de campo molecular tradicionais. 

O próprio cálculo numérico fe.ito através do método iterativo 

.natural necessita de um número infinito de iterações para co~ 

vergir, no ponto onde ocorre a transição de fase de segunda 

ordem. Fora da região critica e principalmente acima de Te os 

resultados fornecidos pela teoria de Kikuchi são bastante bons 

descrevendo efeitos interessantes devidos à formação de aglom~ 

rados, 

A aproximação de Grupo de Renormalizaçâo (cálculo 

dos expoentes críticos) (171, está muito bem definida na re-

giâo critica on~e se atribui a hip6tese de "scaling" e as flu 

tuações no parâmetro de ordem dominam. Essa região ~ definida 

_ T-Tc 
como sendo aquela em que E = -yc- ~O, de fato, para materiais 

magnéticos.a evidência experimental indica que ela varia entre 

E~ 10-
2 

e 10-
1

• Define-se então o comprimento de correlação 

Ç como uma medida da distância sobre a qual as flutuações dos 

spins estão correlacionadas 
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No ponto crítico Te• ~- + oo o que significa que • aJ. 

ele i o Gnico comprimento rel~vante, ou seja, admite-se que 

as grandes regiÕes de spins e não os detalhes em pequena esca 

la i que contribuem para a fÍsica do fenômeno crítico, 

Nota-se portanto que nao existe uma teoria compl~ 

ta que descreva o comportamento do sisiema magnitico antes, 

durante e depois da transição de fase - cada região i descrita 

por um tipo de aproximação. A teoria de campo molecular, por 

exemplo, falha para E "' 1/Z, onde Z i o número de primeiros 

vizinhos; então estima-se a. grosso modo que a região crítica 

-1 -é. aquela para qual E < 10 . Ja na fase paramagnitica 

[E~ 1.0) a ordem de curto alcance pode ser levada em conta 

usando algumas teorias de campo efetivo que incluem flutuaçÕes, 

mas aí os expoente? cr:fticos :não são bons. 

Deve-se notar, no entanto, que excetuando o modelo 

de Ising bidime~sion~l nao existe nenhuma teoria a~alÍtica 

que prediga os valores para os expoentes críticos, 

.. 
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CAPÍTULO III 

EFEITOS DA ORDEM DE CURTO ALCANCE NO ESPECTRO RESSONANTE 

DE UM CLUSTER.DE SPINS 

Introdução 

Grupos experimentais de Ressonância Magnitica 

[18,19) tem observado dois efeitos bem destacados em seus es

pectros ressonantes: i] um. deles é o deslocamento das linhas 

de ressonância para altas frequencias quando a temperatura e 

abaixada em direção à temperatura crítica; iil outro i a que

bra dessas linh.as. 

Especulaç5es os levaram a pensar na existéncia de 

um campo m~dio associado com a ~exchange" entre os componentes 

do cristal, o qual induzia o sistema ressonante a esse tipo de 

comportamento. Motivados por essas informaçàes vamos estudar 

um·sistema magnético usando uma tRoria·de campo midio que in

clua correlaç5es na fase paramagnitica. 

A idéia e seguir a aproximação da referência (12) 

onde Moran-Lopez e Falicov tratam o problema de I~ing a nfvel 

da aproximação de Bethe para estudar a transição ordem-desor

dem em ligas binárias, Faremos portanto um estudo baseado na 

aproximação de pares para a energia interna, usando o método 

de Kikuchi na mesma ordem de aproximação para calcular a en

tropia do sistema. A ordem de curto alcance se manifesta com 

a formação de aglomerados na fase paramagnética, e estes agl~ 

merados serão analisados face à sua ressonância quando se co~ 

sidera as transiç5es de "spin-flip" do átomo central envolto 

em uma camada de primeiros vizinhos congelados. 
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Para cristais fortemente aniso·trópiços, isto e 

num sistema de spins quase Ising, essa idéia de aglomerados 

ressonantes não é absurda e pode-se detetar experimentalmente 

(20,21) a existéncia de um tipo diferente de excitação que co~ 

tuma-se chamar "excitação de aglomerad~s de spins". Na verda-

de, a ressonãncia do aglomerado de spins é uma das excitações 

localizadas existentes num sistema de spins quase Ising. A 

mais simples e fundamental delas que carrega o ca~ãcter local! 

zado consiste de um Gnico spin que pod~ virar [spin-flipl no 

interior de um conglomerado que produz um campo efetivo nulo 

no sítio deste spin. Por outro lado, pode-se tamtlém observar 

a ressonãncia desses aglomerados em sistemas Ising bi e trid! 

mensionais. e im~ortante notar que o estado de aglomerados de 

spins não é um auto-estado se o sistema for do tipo Heisenberg, 

+ -
termos como J .. S.S. da hamiltoniana atuam de modo 

lJ l J 
prds aí os 

a misturar o estado localizado do aglomerado de spins com os 

outros estados. No sistemêi de Ising, entretanto, o estado lo-

calizado de aglomerado é um auto-estado exato porque não exis 

tem as componentes transversais de spin. A aplicação de um cam 

po magnético externo perpendiculêir ao plano leva à ressonãncia 

do aglnmerado na região de frequénciêi de microondas. Medidas 

em FeC1
2

, um antiferromagnético tipo Ising tl~dimensional, mo~ 

tram que a ressonância do aglomerado de spins acontece próxi-

Usando a teoria acima mencionada desenvolveremos 

nas próximas seçoes o estudo simultãneo dos casos ferro e an-

tiferromagnético de um cristal com Z primeiros vizinhos inte-

ragentes. l22l 
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3.1. A Aproximação de Bethe 

Como descrevemos na introdução o modelo de Ising 

(S 1 /2) de dois estados será aplicado a um cristal magnet1_ 

co admitindo-se a formação de aglomerados de spins onde • SJ.-

tios primeiros vizinhos se correlacionam aos pares. O intuito 

de estudar simultãneamente os casos f~rromagnetico e antifer-

romagnético nos leva a dividir a rede cristalina em duas sub-

redes equivalentes linterperietrantes ~.e f e a cada um de 

seus sitias atribui-se dois passiveis estados A e B (spin 

"up" e spin "down" ~ respect·ivamentel. Os primeiros vizinhos 

de um sitio q são todos do· tipo f e vice-versa (ver fig. 3.1). 

Note que esse e um caso bastante especial onde as duas subre-

dBs tem a mesma simetria e todos os vizinhos de um tipo sao de 

outro tipo. 

p a p a p 
X o )( o )( o l o 

I 
I 

-0-- )( 9tH' )( o )( +---7( 
X 

-o 

(
Uma 

com 

Jl I 
I I 

't J 1t J t . I 
H o--- ----0 H )( o * . I H 

IJ 

)( CtH' )( o )( o 

(FIG. 3.1) 

rede quadrada bidimensional dividida em 2 subredes 

cluster de 4 primeiros vizinhos (Z ~ 41. 

o 

)( 

q e 13.) 
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Nossa atenç~o estari voltada para o aglomerado .de 

spins: um conjunto de sítios consistindo de um itomo central 

rodeado de seus~ primeiros vizinhos. A interaç~o entre o it~ 

mo central e os sítios primeiros vizinhos é tratada exatamen-

te e usa~se o campo efetivo para levar em conta as interaç6es 

dessa primeira camada com o resto do cristal. Na presença de 

um campo magnético externo H, o campo atuando no spin central 

é ele pr6prio e um campo adicional Hef atua s~bre os spins da 

1~ camada de vizinhos. Portanto: 

H' ; H + Hef ( 3. 1 ) 

Todos os sítios sao equivalentes e nenhum deles e privilegia-

do para ser o centro do aglomerado. Aqui as correlaç6es fech~ 

das não sao levadas em conta, ou seja, os primeiros vizinhos 

so interagem através do campo efetivo, e portanto essa aprox~ 

maçao deve ser rigorosamente correta para uma rede de número 

de coordenação ~ que nao contenha circuitos fechados esta e 

a rede de Bethe ou árvore de Cayley. 

Tal - -arvo.re e uma estrutura onde cada átomo tem o 

mesmo número de vizinhos com os quais interage· aos pares atr~ 

vés de uma Única trajet6ria (n~o existem caminhos fechados). 

Na realidade, a aproximaç~o de Bethe corresponde ao centro des 

sa arvore e pode-se notar isto através da figura 3.2. 

Para ir do itomo O [central) ao itomo ~ nao exis 

te outro cáminho a n~o ser aquele que passe pelo átomo itomo 

1 • 

Isto nos leva a uma característica importante da 

aproximação de Bethe: a forma das funções termodinâmicas bem 
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como a transição dependem apenas do numero de coordenação 

(Z) da rede. 

Esse aglomerado será descrito pela hamiltoniana 

de Ising de dois estados: 

HI . slng 
J í: r?-. r?-. 

<ij> l J 
- H í:a. 2 

l 
i 

( 3. 2) 

onde <ij> e o par de spins primeiros vizinhos e H e um campo 

3 

3 
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magnético externo. Os operadores cri podem ter apenas dois.v~ 

lares cr = +1(AJ e cr = -11Bl. Quanto i interaçio de trocat para 

J = -IJI <O temos o caso ferromagnético, enquanto que 

J = I J I > O corresponde ao caso antiferromagnético. 

E bom relembrar o que ji foi dito na seçao 1.2 

sobre a hamiltoniana de Ising que é o fato dela incluir inte 

rações só entre primeiros vizinhos e destacar agora que este 

fato nio. implica muita coisa sobre correlações. Elas podem 

existir em ordem diferentes ou nio existir mesmo quando as 

interações sio entre pares vizinhos. Aqui particularmente, 

essa hamiltoniana seri tratada no decorrer do problema i nf-

vel da aproximaçio de Bethe admitindo-se apenas a correia-

çao entre pares d~ sftios vizinhos. 

Uma vez que as correlações existentes no sistema 

sao as de pares, e preciso conhecer as probabilidades de oco~ 

rência de cada tipo de configuraçio. Define-se entao probab~ 

lidades de sftio P~ como a probabilidade de. encontrarmos um 

spin no estado K(K=A,Bl num sftio do tipo V(V = a,Bl. Sio 

a a B B 
ao todo quatro dessas probabilidades PA,PB,PA,PB. 

Para as probabilidades de pares todas as possibi-

lidades est;o listadas na tabela (3.1), bem cDmo suas respe~ 

tivas energias de interaçio. Para as estruturas consideradas 

aS 
tem~s apenas quat~o dessas ligações e as denotamos por PAA' 

aB aS · aS 
PAB' PBA' PBB" 
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Ligação Probabilidade Energia de interação 

C! 13 

A A Pai3 
AA J 

A B paB '• -J AB 

B A Pus 
BA -J 

B B paB 
BB J 

Tabela 3.1 

Essas probabilidades requerem uma normalização: 

1 ( 3. 3) 

1 ( 3. 4) 

e estão vinculadas pelo faca de que podemos ter um spin no 

estado A (ou Bl, no sítio a (ou Bl independente do que ele 

tenha como vizinhos, 

( 3. 5) 

( 3. 6) 

Temos portanto tris parãme~ros independentes e d~ 

finimos dois deles como sendo de longo alcance (magnetização 

nas duas sub-.redes) e um de ordem de curto alcance (que é a 

função de correlação entre spins vizinhos), 

( 3. 7) 



Traba 1 han do 

M 
f3 

n P aB 
- AA 

com as relações [ 3. 3) 
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[ 3. 8) 

[ 3. 9 ) 

... [ 3. 9 ) obtemos expressoes 

para as probabilidades em função dos três parâmetros: 

Pa 1 [ l::+ll ) pB 1 (1:-ll) (3.10) = + -
A 2 2 A 2 2 

Pa 1 [í:+ll) pB 1 (1:-ll) (3.11) = - = + 
8 2 2 8 2 2 

paB 1 + n + 2ll (3,12) 
AA 4 

paB 1 - n + n (3.13) = 
AS 

4 

paB 1 + n - 2ll 
(3,14) = 

BA 4 

paB 1 - n - n (3,15) 
88 

4 

onde 

M 
li (Ma-Mel/2 

total (3,16) - 2 

(3.17) 

A energia interna pede ser encontrada usandc os 

diagramas da tabela 3.1 e a definição (3.9) para o parâmetro 

de curto alcanc-e. Veja, se o spin central do agl~m.erado é de t2:_ 

po A, então aS 
z PAB dos seus primeiros vizinhos são do tipo 8 e 
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sao do tipo A. A energia de troce associada ao aglome-

rado fica: 

Uma consideração análoga é válida se o spin central do aglo-

merado for do tipo B, a energia de troca seria: 

P
aB _ aB 

Jz BB JzPBA 

Desde que existem N sÍtios na rede, a expressão para energia 

interna do sistema fica: 

u = zNJ 
2 

(3.18) 

1 . 
onde o fator Z surge da contagem correta do numero de pares 

correlacionados. 

Na presença de campo m~gnético externo deve-se 

adicionar um termo que dê a energia de Zeeman. Assumindo que 

est~ campo (em unidades de energia) é aplicado na direção po-

sitiva de z e que o estado K=·A corresponde ao spin nesta dir!:_ 

çao ("up"l, a energia de Zeeman é dada em função da concentra 

çao de spins do tipo A e B como: 

(3,19) 

Finalmente, a expressao da energia interna reescrita em termos 

das relações (3.7), (3.8), (3.9) e: 

NH (3,20) 
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Ati aqui nao fizemos nenhuma aproximaç~o sobre o 

problema de Ising. A .faremos agora, usando o método de 

Kikuchi (ver seção 2.2) para encontrar a entropia do sistema, 

a qual i dada para a aproximação.de Bethe pela expressão 

(2.16) que generalizada para uma rede qualquer com numero de 

coordenação z fica: 

S=Nk8 {~ l: 

v=cx,S 
l: (z-1Jp~~np~ 

k=A, B · 

z 
2 

k,L=A,B 
PcxS ~n exS} 
kl pkl (3,21) 

Usando as definiç6es para ns trés parãmetros independentes 

Ma, MB, n e os vínculos das probabilidades, podemos escrever 

a entropia em funç~o desses parãmetros e consequentemente te 

remos a expressão para energia livre F: 

U - TS (3.22) 

A condição de equilÍbrio é obtida minimizando F 

com relação aos 3 parãmetros, res11ltçmdo num conjunto de equ~ 

çoes acopladas não lineares: 

-4J/kB T 
= e (3.23) 

(3,24) 

-4H/k
8

T 
= e (3.25) 
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A soluçio desse sistema depende de çonsideraç6es 

sobre o campo externo H e sobre as características próprias 

dos casos ferro e antiferromagnitico. Inicialmente; vamos fa 

zer consideraç6es sobre o comportamento do sistema na ausen-

cia de campo o que nos possibilita além de outras coisas cal-

cular a tRmperatura Tc onde ocorre a transição ordem-desordem. 

i) Um bom teste para o método desenvolvido e tentar obter a 

solução exata que é bem conhecida para o caso unidimensional. 

Então, na cadeia linear o numero de coordenaçio é z 2 e na 

ausência de campo não deve haver transição de fase. 

A resolução das equaçoes (3 •. 23, 3 .25) nos leva a 

escrever o parâmetro de ordem de curto alcance como: (vide 

apêndice III 

n .tanh (3.26) 

que e a solução exata ·do método de Ising para é cadeia linear. 

ii) para c caso ferromagnéticc consideramos J = -IJI < O e 

na ausência de campo magnético externo (H = O) espera-se que 

as sub-redes fiquem igualmente magnetizadas (orientadas na mes 

ma direção): 

E = o, 1:!. M (3.271 

e portanto nao hã distinçio entre sítios da rede, logo: 
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pa. = f3 
A PA 

pa. = pf3 (3.28) 
B B 

pa.S 
AB 

paS 
BA 

Levadas em conta essas características fÍsicas ~o sistema fer 

romagnético,a resolução do sistema de equaçoes acopladas. e 

trivial (apêndice II) e su" resoluçeo analÍtic.a nos leva a uma 

expressão para a temperatura crítica Tc. Esse po~to crítico é 

o mesmo para os casos ferromagnético e antiferromagnético~ de 

pendendo apenas da constante de troca J e do número de coorde 

naçao z da rede .. 

= 2! J I 
9-nlz/(z-2)1 

(3.29) 

Note que para z = 2, a cad~ia linear estudada no ítem anterior, 

o resultédo fornecido pelo modelo e exato e henhu~a transição 

de fase se faz presente. Para z 2 3 essa transição de fasF e 

obtida sempre, mas o resultado independe da dimensão do cris-

tal bem como de sua estrutura. Os valores obtidos para o pon-

to crítico T estão mais perto do resultado exato quando com
c 

parados com os cálculos de campo molecular que superestimam e~ 

se valor. Para a rede quadrada bidimensional (z = 4) e uma ou 

tra com z = 6 (rede triangular) primeiros vizinhos, os valo-

res de T estão tabelados abaixo para as diferentes teorias. c 
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e xato Bethe campo molecular 

Zo4 2. 27 2. 89 4 

Z=6 3,64 4.93 6 

161 
-

Tabela 3.2 

A magnetização M e o parâmetro de curto alcance n 

sao obtidos atrav6s do c~lculo num~rico das equaçoes (11,11 

11.12) e t~m o comportamento esperado na aus~r1cia de campo 

magnético; ou seja, uma queda acentuada para M devida ao ex-

poente S = 1/2 predito pela teorja de landau, Embora admita-

mos a exist~ncia de correlaç6es r1a fase desordenada a nature-

za de campo molecular da teoria ainda se faz sentir no campo~ 

tamento das funç6es termodin5micas. A figura (3,3) mostra a 

magnetizaç~o saturando-se na fase ferromagn6tica quando T 4 O 

(o parâmetro de curto alcance também) e sua ausência na fase 

paramagnéticn (T > T ) quando o sistema encontra-se total~~n
c 

te desordenada devido aos efeitos térmicos, No entanto, nota-se 

a existência da ordem de curto alcance n manifesta atravás de 

aglomerados da spins. 

iii) o caso antiferromagnêtico caracteriza-se pela constante 

de troca J = [J[ >O e também pela magnetização das subredes 

orientada em direções opostas: 

M 
a 

• l: = M 

I 3. 30 I 
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\-__ 
' --1 ---
1 ------

' ' ' ' 
'c 3.0 4.0 

A magnetização M e o parâmetro de curto alcance n para o caso 

ferromag~tico, com z ~ 4 primeiros vizinhos e campo externo 

nulo. A ordem de longo alcance implica em ordem de curto al-

cance (observe a região para T < T ), mas a ordem de curto al 
c 

cance não implica em ordem de longo alcance (veja T > T ). 
c 

• 
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do se c•plics u1r> ca•••I>D ~rlgr1fitico, puls of Ma I Ma o uma das 

sub!·BdDo tBnde o IOagrJeti~AI'-~'' mais tor:ilmL111te ;10 dirnç3o du 

catlopo Cllllic,,do. A f.igura (3,4) e um ~~tudo CD'llllDro1.1vo do COilL 

dsfinic!~ comn: 

(3,31) 

e o gr5flco nustrH -n [ n I em funç3G dr< -c. 

d.Jc, somnl'1ançn5 

lrei. ~~, I~tu ~ f<'icil d~ ver com um despnhc. LemiJr·o-sP qus o 

m~torl<J d~ Oeti1B con~orvo '' numero do coordenmç5o OIBB r•~o con-

sidera comir1ho~ techaci<JS, U1J1D coorderlaç5o •·eol de~t.e tipo, por 

ex~mr lo 

' ' 

' 

• 

' " 

" ' 
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'' -- --------

' 

'"' ,.--
"' 

Fig. 3,4 

O par3metrn de curto olcencs n como funç~o do temperatura re-

duzida T· A Jinl1a fina e contfnua cor·responde a no6sa aproxim~ 

çao (Bsthu no modelo Is1ngl a curva contfnua e gr·ossa e a so 

luçio ex~ta de Onsa~er, enquanto que a 11nl1a tracejado e a so 

lução par<>m.:J~:nBtir:a. 



4 7. 

é substituÍda por esta 

8 então gera-se uma arvore de Cayley 

J 
,fL~ 

r( ry/o 
. ~ 

0--o·', 

\~', 
Pará' ir do um átomo do rede a um outro existe ap~ 

nas um caminho 8 ele 8 um camif'ilo aberto. o mesmo acontece na 

cadeia linear, daÍ é ~ue se recobra a solução paramagnética 

independente do número de coordenação. No caso de redes mais 

complicadas (como f,c,c., triangular, etc ..• ), onde as traje-

tõrias fechadas são importantes (por causa que os primeiros 

vizinhos sao primeiros vizinhos entre si) já não deve aconte 

cer esse fato. 

Com relação a temperatura crítica note que mesmo 

para a aproximação de Bethe ela é ainda superestimada em rela 

çao aos resultados exatos fornecidos pela solução· exata de 

Onsager bidimensional, e que no ponto crítico o parâmetro de 
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curto alcance tem uma derivada descontinua com um salto fini-

to na derivada. Esse salto est~ associado a uma descontinuida 

de finita que o calor específico apresenta nesse mesmo ponto 

T0 • Em contraste, a solução exata mostra uma singularidade lo 

garitmica do calor específico na temperatura de transição 

(veja por exemplo , O, Mattis, The theory of magnetism, pag. 

2681. Note que para altas temperaturas (fase paramagn~tipa) 

as soluções coincidem para as diferentes teorias, o que mos-

tra que nessa região nossa aproximação é bastante boa, 

i) a solução para a cadeia linear linear na presença de campo 

magnético H pode ser calculada exatamente seguindo o mesmo es 

quema do apêndice II, introduzindo-se a variável A definida 

como: 

A_ exp(-2H/zk
8

Tl exp (-2h/zL l 

' 

onde 

H 
h - TJT ( 3. 32 I 

A magnetização M e o parâmetro de curto alcance n 

ficam dados por: 

M • sinh (h IL) 
l 3. 33 I 

I 2 -2/t 1/2 
cosh (h/Ll-2e sin(2/Llj 
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n = 1 + 
[ 

1/2 } ,1~ - G cosh(h/1) • [ 
. 

-1 2 
1-2G_ ;inh(2/Tl_]OM 

sinh (h/t) 

C 3 o 34 I 

onde 

(3o351 

G- exp (2/t) (30351 

ii) caso ferromagnético 

a soluç~o para a magnetizaç~o M = ~ e dada pela relaç~o 

(1!.111 e (!!.12) bGstando modificar nesta Gltima a vari~vel 

~por ~· onde Q é definida abaixo e traz consigo o campo mag-

nético agora presente no sistema 

C 3 o 37 I 

A figura (3.5) mostra simultanea1nente o comporta-

menta da magnetização M e da ordem de curto alcance n em função 

da temperatura reduzida T, quando é aplicado um campo magnét~ 

co externo da ordem de h 

Compare esse resultado de n com aquele na ausen 

cia de campo e observe que sua variação é agora muito suave e 

que a descontinuidade na derivada desapareceu. 

iii) o caso antiferromagnético envolve cálculos analÍticos e 

numéricos mais trabalhosos pois agora a magnetização nas subr~ 

des é diferente (Ma F MS). O novo sistema de equações pode ser 

escrito como: 
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r--------,----·-----,--------,--------,~------, 

1.0 1---------------
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o 
o 1.0 

Fig. 3,5 
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' 

2.0 
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-------

3.0 4.0 ' 50 

Parâmetros de longo (M) e curto alcance (nJ para o caso ferro-

magnético com z = 4 e h 10-
2

. h é o campo magnético aplicado 

(h ;::: m) em unidades de ]J ]. 
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onde 

p -

2 
• ---2 

1-K 

2 
(z-1)/z 

~ ) 

2 
(z-1)/z 

l: ) 
l:2 

51 • 

(3.38) 

(3.39) 

(3.40) 

(3.41) 

x exp (3. 42 I 

o qual pode ser resolvido pelos m~todos iterativos conllecidos. 

O comportamento de M , 
a 

MS' n s~o an~logos ao caso ferromagn~-

tico, variando o sinal do parâmetro de curto alcance n para 

- n. 

3,2. O Fenômeno de Ressonância 

Uma vez resolvida a Mecânica Estatística do siste 

ma o próximo passo é obter as probabilidades de formação dos 

diferentes aglomerados. Nossa proposta é estudar o campo efe-

tive produzido pela camada de primeiros vizinhos sobre o spin 

central do aglomerado e analisando as amplitudes e frequências 

de ressonância do aelomerado tentar chegar aos efeitos observ~ 

dos experimentalmente. Num exemplo didático apresentamos na t~ 

bela (3.3) todos os possÍVeis aglomerados para z = 4 primeiros 
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vizinhos. O campo efetivo no sítio central é denotado por 

hÀ. onde À e a configuraç~o da primeira camada de vizinhos. 

O spin central foi considerado como pertencente à subrfJ·:.'e a, 

mas para um üÍtio do tipo S a construção do cluster é análo-

go bastando tomar o devido cuidado com as probabilidades de 

sítio P~ e p~ que são bem distintas se o caso considerado for 

de interação antiferromagnética. 

Primeiros vizinhos h À Probabilidades 

Spin central: (A, ai 

A B 

4 o 4 
a aS a 4 

pA(pAA/pAJ 

3 1 2 
a. aS a aS a 3 

4PA (pAB/pA) (pAA/pA) 

2 2 o a aS a 2 aS a 2 
BpA(pAB/pA) (pAA/pA) 

1 3 -2 a aS a 3 aS a 
4PA (pAB/pA) (pAA/pAJ 

o 4 -4 
a aS a 4 

PA (pAB/pA) 

Spin central: (B,al 

o 4 -4 
a aS a 4 

Pg(Pas1Pa 1 

1 3 -2 a aS a 3 aS a 
4Pa(p88/pB) (palPai 

2 2 o a aS a 2 aS a 2 
6Pa(Pas1Psl (pBA/pB) 

3 1 2 a. aS a aS a 3 
4Pa(pB8/pB)(pBA/pB) 

4 o 4 
a. aS a 4 

Pg(PBA/pBI 

Tabela 3,3 

Para estudar a ressonância do aglomerado vamos 

considerar apenas as transiç5es de "spin-flip" do spin central 

em um ambiente congelado, ou seja, o campo efetivo durante o 
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processo ~ mantido constante, Para uma configuraç~o À escolhi 

du ao acaso, a figura (3,6) ilustra este processo de transi-

ç~o onde o sitio central do aglomerado tem z = 4 primeiros vi 

zinhos. 

t li + n 

{!)l---(t J----1 t (f)l--
8 

+·J-----(D 
8 f3 Pt [\ 8 

t j 

A n 

(Fig. 3. 6) 

No caso z = 4 temos cinco dessas transiçÕes de 

''spin-flip'' (veja na tabela 3.3), enquanto que para z = 6 sao 

em numero de sete. Para facilitar o desenvolvimento do traba-

lho vamos introduzir uma notação especial para a configurcção 

de aglomerados,' Dado um sitio fixo como sendo o central, 

k = A, 8 corresponde aos dois possíveis estados de spin 

(''up" = A, "down" = B) e V = a,S caracteriza a subrede em que 

ele se encontra. Denotaremos ainda por À a configuração de sí 

tios primeiros vizinhos desse spin central. 

Ent~o~ para z = 4 temos as seguintes possibilida-

des: 

À [AAAA), [AAABJ, [AABB), [ABBB), (BBBB) [3.43) 
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que correspondem as cinco transições mencionadas acima. A pr~ 

habilidade de formação de um certo aglomerado sera escrita co 

mo p(vk;\.j e para z == 4 elas estão listadas na tabela (3.3). 

As seguintes propriedades podem ser facilmente verificadas: 

(3.44) 

p~ + p~ = 1 (3.45) 

Podemos ainda escrever À como a soma de dois nu-

meros ÀA e Às• que correspondem respectivamente ao número de 

primeiros vizinhos no estado A e no estado B. Oeste modo, fi 

ca evidente as seguintes relações: 

(3.46) 

(3.47l 

onde hÀ é coma já dissemos anteriormente o campo efetivo da 

.configuração À (ÀA.ÀB) no sítio central da cluster. O campo 

total atuando no sitio central pode ser escrito como: 

• 

(3.48) 

enquanto que a expressão para as probabilidades de aglomerados 

podB ser generalizada como: 

z 
(3.49) 
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A energiu de cada a~lomel~ado, cm unidades de !J I, 

e dada por: 

[ 3. 50) 

ondB 

+ 1 s.e k A 

[3.51) 

-1 se k 8 

e finalmente, a função de partição do cluster para o sítio 

fiCa: 

I I 
k v 

[3.52) 

A amplitude de transição de um estado .de spin k 

para seu complementar k é dada em unidades arbitrárias por: 

I - 1 
VÀ 

-e: - IT 
VkÀ r - .J -e P_VkÀ [3.53) 

enquanto que a frequência de ressonância e definida como: 

2 [3.54) 

Observe que as frequências de ressonâncias carre-

gam contribuiçÕes do campo magnético externo aplicado H ::: h IJ I 
e do campo efetivo hÀ devido ~ interação de troca. J entre o 

spin central e seus primeiros vizinhos. Uma vez que o nosso 
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sistema e db tipo Ising ele traz consigo uma for~e anisotro-

pia em determinada direção (z neste caso). Para um sistema ti 

po Heisenberg a hamiltoniana com o termo de anisotropia é da-

da por: 

H 
+ 2:;K(O~ 

i 1X 

2 
+ a . J 

>y 
[3.55) 

onde o campo de anisotropia K e pequeno em relaçãe ao campo 

de troca J. O e~tado fundamental, isto ·-e • o estado de mÍnima 

energia de um ferromagneto será aquele em que os spins estão 

alinhados paralelamente ~ direção (z) do campo H. O primeiro 

estado excitado é aquele em que cada spin vai precessionando de 

modo a mUder lentamente de orientação para não requerer uma 

energia muito grande (pois J é grande) e corresponde a um 

mar.non de energia g~a(H + K). 

Como já dissemos tantas vezes o modelo de Ising 

equivale ao Heisenberg altamente anisotrópico (log·o K » Jl e 

portanto ~ primeiro estado excitado corresponde a uma mudança 

abrupta de orientação do spin (spin-flipl já que a energia n~ 

cessária para o proceiso e pouca. Neste caso~ a energia ~ da-

da por g~B (H + JJ e corresponde à excitação do aglomerado o~ 

de um spin vira em relação à maioria dos spins. Isto vem escla 

recer a presença do campo efetivo hÀ na expressao da frequên

cia de ressonância (3.54). Note então que nas linhas de inten 

sidade de transição (3,53) uma delas encontra-se centrada na 

frequência de ressonância w que corresponde exatamente ao cam 
o 

po externo aplicado (w
0 

h) (situação de mínima energia), en 

quanto que as demais estão deslocadas para a di~e·ita e esquer-

da com u~ deslocamento qu~ vem da contribuição da energia de 

' 
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troca J a frequência de ressonância do sistema. 

de linha 

As figuras (3.71 e C.3.B) mostram as intensidades 

para transiçÕes de spin-flip do átomo central de um 

aglomerado com a primeira camada de vizinhos congelada. Elas 

correspondem ao caso antiferromagnético {J > 0) para z = 4 

primeiros vizinhos e ferromagnético (J < 0] par~ z = s. quan-

do o campo aplicado em unidades de [JI e tomado como h 10-
1

• 

O sítio central do aglomerado é do tipo ~· mas nenhuma dife

rença significante é notada para o síti~ ~na mesma situação. 

A região de temperatura graficada é a fase paramagnética 

(T > Tcl por ser ela o alvo de nossa atenção nesse trabalho. A 

quebra de simetria das linhas parceiras pode ser notada bem 

antes da temperatura de transição (Te 2.89) para z 4, 

te : 4.93 para z = 6) e no caso ferromagn~tico (fig. ·3.8) es 

sa quebra é bem marcante. Observando as linhas parceiras pe~ 

cebe-se que as da direita sao mais acentuadas, o que vem mos 

trar de modo claro que a formação de aglomerados favorece a 

situação de campo efetivo I h À! sobre seu oposto -I h À I· No ra-

so de troca antiferromagn~tica esse efeito ~ mais fraco e 

intensidades das linhas parceiras são quase que as mesmas. 

as 

Esses aglomerados individuais podem ser observa-

dos se o tempo de medida for menor que o decaimento caracte

r:ístico do. tempo de flutuação; ou seja, a observação das li-

nhas de intensidade de aglomerados individuais depende do po-

der de resolução do aparato de medida, Se a resolução for su-

ficientemente boa pode~se observar aglomerados individuais 

(figura abaixo), se não for o caso, enxergar-se apenas o cam

po efetivo médio com uma frequência de ressonância que se des 

loca para altos campos (ref. 18). 

• 
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(Desenho esquem~tico do comportamento esperado para as inten-

sidades de linha nos casos em que a resolução da aparato de 

medida é boa (a) e ruim (b] ) , 

Se até aqui o campo efetivo variava de um aglomerado para ou-

tro (isto é, cada linha das figl!ras 3. 7 e 3. 8 corresponde a 

um ~eterminado campo efetivo hÀ dacue-la configuraç~o de aglo

merado), por outro lado o mesmo fenômeno de ressonância pode 

·ser também observado em termos de um campo efetivo médio que 

e a superposição de todos esses aglomerados. 

A média estatistica sabre todas as possíveis con-

figurações de aglomerados resulta num campo efetivo médio num 

dado sítio v e nos a definimos coma: 

<h> 
v 

[3.56) 

ondeJl e a função de partição definida pela relação (3.52). 

As intensidades de transição podem ser calculadas 
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Fig. 3. 7 

Intensidade das linhas de transição de "soin-flip" num aglomer~ 

do congelado para diferentes valares aa temperatura na fase p~ 

ramagnética. Este caso corresponae à exchange antiferromagnét~ 

ca (J > 0) para número de coorcenação z = 4, e campo aplicado 

h 10-
1 

unidades de IJI. 
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Fig. 3.8 
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Caso ferromagnético (J < O) para z 6 primeiros vizinhos e 

campo magnético aplicado h= 10- 1 • A quebra de simetria das 

linhas parceiras é bastante acentuada mesmo para ~ » Te 4.93. 
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baseadas nas relações (3.50)~ (3.52) 1 (3-.53], bastando lem-

brar que na expressão da energia do aglomerado (3.50) o cam

po efetivo hÀ agora é <h>V definido acima, na função de part~ 

ção e na expressão para a intensidade das linhas a probabili

dade p(vKÀ) não mais é a probabilidade de aglomerado mas sim 

a probabilidade de encontrar a spin central no estado A e no 

estado 8, Então: 

- 1 =rv 
onde 

onde: 

-E Ah 
-e h 

vB 
I v v 

e PA - e 

-e: IT 
vB v 

+ e Pg 

P~J (3,57) 

(3,58) 

pk é a probabilidade de encontrar o s!tio central do aglomer~ 

do numa das sub-redes (v=a.Sl e no~ estados k = A,B. 

E ~ é a energia de um único spin (que é o central) na presenv,. 

ça de um campo efetivo médio <hÀ> + h. 

Nas figuras (3.9} e (3,10) sao graficadas as in-

tensidades de transição de spin-flip para um spin num campo 

efetivo médio <h>V. São os mesmos casos mostrados nas 

figuras (3.7) e (3.8) e nota-se claramente o deslocamento das 

linhas para a região de altas frequências quando a temperatu-

ra e abaixada em direção ao ponto crítico. O caso ferromagné-

ti c o (ftg. 3.10) apresenta um deslocamento muito maior que o 

• 
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O mesmo caso que a fig. 3.7 e agora mostrado para as intensi-

dades de transiç~o de ~spin-flip'' num campo efetivo m~dic 

<h> que é uma superposição de todas as possíveis configur~
v 

çoes da primeira camada de vizinhos. 
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Fig. 3.10 

O caso de campo m~dio correspondente ~ situaç~o mostrada na 

fig. 3.8. O deslocamento das linhas de intensidade e bem 

maior do que no caso antiferromagnético. 
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antiferroMngnético (fig. 3,9), mas em ambos os casos pode-se 

perceber que é a presença do campo efetivo local devido à ar-

dem de curto alcance que se faz cada vez mais marcante à medi 

da que a temperatura se aproxima.da temperatura de transiç~o. 

E bom lembrar que estamos pensando numa experiancia ondu o ca~ 

po est~tico est~ fixo e a frequªncia ~ uma vari6vel, Na pr~t! 

ca essa nao é a situação~ pois por razões técnicas os pesqui-

sadores fixam a frequ~ncia e variam o campo ~agn~tico. A fi-

gura abaixo mostra o campo ressonante como funç~o da tempera-

tura para o Ni(Bro
3

J
2

BH
2

D que é um sal que torna-se antiferro 

magnético a TN ~ 0.21 k. 

Nota-se que para temperaturas abaixo de 2DK, os 

campos ressonantes das linhas de ESR mostram uma forte depen-

dência com a temperatura, deslocando as ressonâncias para al-

tos campos. Esse deslocamento deve-se d presença de campos 

magnéticos internos tipo campo molecular oriundos da intera-

ção de troca entre os íons 
2• 

de N
1 

A nossa discussão é análoga a essa bastando lem-

brar que a condição de ressonância é dada pela relação 

w - yH 

onde y e o fator giromagnético, portanto, deslocar para altos 

campos corresponde a deslocar para altas frequ~ncias na ''exp~ 

ri~ncia'' simulada por n6s. 

Por estarmos interessados na fase paramag11ética 

desordenada, nenhum resultado sobre a fase ordenada (ferro ou 

antiferromagnética) foi ainda apresentado. Dos fundamentos da 

física e de se esperar que a linha de mais alta frequência 
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o Parallc•l 

A Perpendicular 

10 100 
TEMPERATURE (I<) 

(Deslocamento do campo ressonante para altos campos~ 

observado num cristal de Ni(BrD 3 J2 BH 2Dl. 

• 
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(aquela que corresponde a transiç~o de spin-flip num aglome-

rado perfeitan1ente alinhado ferro ou antiferromagneticamente) 

venha a saturar-se enquanto as demais decaem rupidamente. qua~ 

do a temperatura tende a zero. As tabelas (3.4) e (3.5) mo5-

tram alguns valores das intensidades para baixas temperaturas. 

As unidades s~o arbitr~rias, mas todas as intensidades est~o 

normalizadas pelo mesmo fator. Elas correspondem às linhas de 

diferentes aglomerado~ mostradas nas figuras (3.7) e (3.8) e 

o comportamento obtido está totalmente dentro das expectati-

vas. O mesmo pode ser esperado para as linhas de intensidade 

de um spin num campo efetivo médio <h> • 
v onde a frequência de 

ressonância deve desJocar-se para a posição de um aglomerado 

perfeitamente ordenado quando a temperDtura e abaixada na fa-

se ordenada. Este fato é mostrGdo nas tabelas (3.6) e (3.7) 

ainda para os dois exemplos considerados até agora (z 4 an-

tiferromagnetico, z ~ 6 ferromagnético), 

Portanto, uma vez finalizada todas essas considG 

raç6es sobre o fen6meno ressonante é importante enfatizar 

aquilo que procuramos mostrar a cada passo: - que e a ordem 

de curto alcance através da formação de aglomerados a respon-

s~vel pela quebra e pelo deslocamento das linhas de intensida 

de na fase paramagnética. 

Aqui está então a interpretação desses efeitos 

observados experimentalmente, a qual as teorias de campo mole 

cular usuais não são capazes de dar. 

3.3. Conclusões 

Como já dissemos anteriormente nao existe nenhum 
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TABELA 3.4 

T 1(8.2) 1(7.8) I ( 4 . 2 ) I ( 3 • 8 ) I(. 2 J 

5. 1 o. 8 1 o. 9 1 6. 8 15. 7 1 • 1 

4 • 13. 9 14.1 1 8. 8 1 7. 5 1 • 2 

3,4 16.9 17.0 19. 8 1 8. 3 1 • 1 

2. 9 20,3 20.3 20.0 1 8. 4 1 . 1 

2. 8 50,2 4. o 2 5. 3 6. 5 o. 7 

2. 4 81 • 4 o. 1 15.2 o. 3 o. 5 

2.0 93.9 o.o 5. 5 o . 1 0.0 

Intensidades de linha (para diferentes aglomerados) como fun

ç~o da temperatura para o caso anti-ferromagn~tico com z = 4. 

As diferentes linhas s~o id~ntificadas por suas freyu~ncias 

de resson~ncia, A temperatura de transiç~o desse sistemB 

(quando não há campo 

magnético e h E 0.1. 

externo aplicado) é T 
c 

" 2. 89. e o campo 



TABELA 3.5 

T I ( 1 2 • 2 ) I(8.2) 

7. o 3,9 11 • 7 

6. o 5 • 5 14. 6 

5. 6 7 . 1 1 7. 1 

5. 4 8. 7 19.4 

5. o 19. 5 29.4 

4.94 23,2 31. 3 

4. 4 51 • 9 32,5 

4. o 68.8 24. 9 

3,4 85.9 12.8 

Intensidade de linha para duas linhas 

da figura ( 3, 8 l como função da tempe

ratura. A temperatura crftica desse 

sistema (J > O, z = 6) na ausência de 

campo externo é T 
c 

o 4 . g 3 . 

6 8. 
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TAGELA 3.6 

T WR 

5.0 O. 1 B 

4. o 0.20 

3.4 0.22 

2 o 9 o. 2 5 

2. 8 4.74 

2. 2 7. 7 4 

1 • B 8.06 

Frequências de resson~ncia para transiç5o de ''s~in-flip" 

num campo efetivo m~dio como funç~o da temperatura. O ca 

so aqui considerado corresponde ao antiferromagnetismo 

com z ~ 4 primeiros vizinhos. O campa aplicado.~ h 0.1 
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TABELA 3.7 

T WR 

7.0 o. 6 8 

6.0 1 • 1 6 

5. 6 1 • 7 4 

5. 4 2.34 

4.94 6. 1 o 

4.00 1 o. 70 

3. 4 11. 60 

Esta tabela corresponde ao caso ferromagnético com z = 6 pri 

,meiros vizinhos e campo aplicado h = 0.1. As frequências de 

resson~ncia para a transiç~o de ''spin-flip'' s~o mostradas 

quando o sistema encontra-se num campo efetivo médio <h>v 



71 • 

tratamento satisfnt6rio da ordem de curto alcance em fen6me~ 

nos críticos. A aproximação de grupo de renormalização está 

bem definida na região crítica. onde a hip6tese de ''scaling'' 

~ válida e o comportamento do sistema ~ dominado por flutua-

ç6e•i de longo alcance. 

O m~todo por nos apresentado e uma ~eoria de cam-

po efetivo que melhora os resultados do campo molecular de 

Weiss levando em conta os efeitos da ordem de curto alcance 

na regiiío paramagn~tica. O ~omportamento crÍtico do sistema 

e ainda ruim, sendo que para a magnetizaç~o o expoente 

B = 1/2 ainda permanece. Entretanto, para a fase desordenada 

o modelo concorda bastante bem com a solução exata (fig. 3,4) 

Com relação ao fenômeno ressonante do spin pode-

mos distinguir três regiÕes importantes no que diz respeito 

à temperatura: 

i) para nenhum acoplame~ 

to efetivo entre primeiros vizinhos pode ser detectado. Se o 

campo magn&tico aplicado & pequeno (em relaç~o a \J\ ), na fa 

se paramagnética podemos esperar uma configuração total~ente 

aleatória dos spin5 e as probabilidades de pares e sítios po-

dem ser escritas como: 

e 

1/4 
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Assim sehdo, um aglomerado com campo efetivo h 1 

e tão provável de ocorrer quanto um outro com campo efetivo 

invertido (- hÀ). Então, na relação (3.56} a campo efetivo me 

dia fica dado por 

<h> "' h 
v "' 

que e o campo externo aplicado. 

Os aglomerados flutuam com um tempo de vida muito 

curto e igual para todos eles, de modo que nenhuma ordem de 

longo alcance está presente (M = 0) e nenhum campo efetivo lo 

cal é desenvolvi9o (ausência de ordem de curto alcance). As 

únicas transições detectadas correspondem ao spin-flip no cam 

po externo aplicado h. 

ii) Quando a temperatura e baixada em direçãa ao ponto críti-

co, as flutuações térmicas vão se tornando mais suaves e a ar 

dem de cur.to alcance é desenvolvida induzindo campos efetivos 

locais no sistema. Os aglomerados apresentam orientações ao 

acaso "up" e "down". resultando M ~ O para a magnetizaç~o em 

cada sub-rede. O campo efetivo induzido produz-o de~locamento 

da frequência de ressonância para altas frequências como mos-

tram as figuras {3,9) e {3.10). Agora as flutuaÇões nao tem 

o m.esmo tempo de vida e algumas linhas de aglomerados apare-

cem na forma de uma quebra do espectro (isto se a resoluç~o 

for suficientemente boa). Este é o regime em que estamos in-

teressados em descrever de modo a fazer conexões com os tra-

balhos experimentais (ref. 15 e 15). Nossos resultados expli-

cam qualitátivamente essas observações experimentais. 

• 
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111) Na região crítica o nosso modelo não é uma boa aproxima-

çao, como já comentamos anteriormente. Num magneto tipo Ising 

o acoplamento transversal de spins está excluído e portanto 

as ondas de spins estão ausentes. Na fase ordenada (T < T ) 
c 

nosso modelo deve ser então visto com cautela devido a ausên-

cia de magnons. Quando nos aproximamos da região crítica o ca 

rácter dinâmico do fenômeno é extremamente importante. Flutua 

ções de longo alcance e de longo témpo de vida são desenvol-

vidas na forma de aglomerados de areas cada vez maiores. A res 

posta do sistema fica então determinada por essas excitaç6es 

de longa vida; elas decaem infinitamente devagar para o vetar 

de onda k ~ O e surgem espontaneamente como manifestação da 

quebra de simetria e da or~em de longo alca~ce. O espectro dos 

aglomerados transforma-se então em uma linha muito estreita 

que se desloca para frequência nula (figura abaixo). 

Tod9 o ~recesso. se ~ seguido atrav~s da transi-

çao de fase é muito espetacular, pois primeiro temos o espec

tro·de aglomerados e na região crítica .ele muda fundamental-

mente de forma! 

No que diz respeito à fase paramagn~tica o nosso 

tratamento é internamente satisfatório e o mesmo estudo pode 

ser eStendido para outras estruturas cristalinas. 

I I 

T =Te 

< 
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CAPITULO IV 

A APROXIMAÇAO OE BETHE E O TEOREMA DA FLUTUAÇAO-DISSIPAÇAO 

Introdução 

Conforme discutimos no ~apÍtulo Ii a teoria clás

sica de campo molecular é a aproximação mais simp~es que apr~ 

senta uma transição de fase de segunda ordem (ref. 23). Ades 

peito disto é reconhecido·que essa teoria falha na predição 

de expoentes cr!ticos para a maioria dos sistemas e que a di-

mensionalidade ou estrutura cristalina é um fator irrelevan-

te nessa aproximação. Os resultados de campo molecular são exa 

tos no limite em que as interações tem alcance infinito sig-

nificando que cada sítio da rede interage com a mesma intensi 

dade com os demais sítios do sistema. Admitindo-se a completa 

ausência de correlações na fase desordenada. a passagem para 

a f~se ordenada ~ acompanhada pela pPaduç~o de ordem de longo 

alcance e nenhuma flutuaç~a (crdem de curto alcance) é permi- ç 

·tida na fase desordenada. Esta restrição à existência de flu

tuações leva a duas consequências bem conhecidas: 

il calor especÍfica nula acima do ponto critico 

ii) susceptibilidade estática e uniforme e do tipo Curie-Weiss 

na fase paramagnética 

Sabe-se que a fórmula exata do teorema da flutua

ção-dissipação (ref. 24) relaciona susceptibilidade e correia 

ções de tal modo que a simples análise desse teorema leva a 
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uma inconsist&ncia interna na teoria de campo m~lecular. Fi

ca bastante claro que a existência de uma função resposta 

(susceptibilidade) implica necessariamen~c em correlações nao 

nulas, contradizendo portanto as _admissões básicas dessa apr~ 

ximação. 

Diversas aproximações foram desenvolvidas com o 

intuito de corrigir essas defici~ncias atrav~s da introduç~o 

de correlaç6es. Algumas delas modificam diretamente o campo 

efetivo impondo o vínculo de que o teorema da flutuação-diss~ 

~aç~o seja satisfeito. O conceito de campo de reaçao (ref, 

25) tem sido trabalhado significando que a auto-interação do 

spin através da polarização dos vizinhos deve ser subtraÍda 

do campo local nó sftio do spin. O campo de reaçao, det8rmina 

do auto-consistentemente através do teorema da flutuação-diss~ 

pação, é proporcional às correlações spin-5pin. Os resultados 

fornecidos por essa teoria sao id5nticas aos obtidos pelo de

sacoplamento RPA das funç6es de Green (26), mas embora sejam 

satisfatÓrios para o modelo de Heisenberg eles falham na pre

dição da transição dD fase para o modelo de Ising bidimensio-

nal. Na verdade, os e.feitos de correlação ness·a aproximação 

são superestimados de modo que a temperatura de transição e 

deslocada para valores mais baixos que o fornecido pela solu

ção ex ata. 

Uma outra aproximação alternativa consiste em le

var em conta os efeitos da ordem de curto alcance através da 

formação de aglomerados na fase paramagnética desordenada. Isto 

corresponde à aproximação de Bethe já tão discutida e utiliza 

da nos capítulos anteriores. Note que os resultados dessa apr~ 

Ximação tem sido muito satisfatórios para o modelo de Ising~ 
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mas para o modelo de Heisenberg sureem s~rias instabilidades 

na fase ordenada (27), 

A id~ia deste trabalho e discutir a aproximaç5o 

de Bethe para o modelo de Ising face ao prob]BGla de sua con

sistência interna no que diz respeito ao modu de tratar os 

efeitos de coz·relaç~o. 

Como já ficou bem claro atrav8s dos resultados do 

capÍtulo III, a aproxi~ação de Bethe mostra semelQanças topo

l~gicils com a cadeia linear. Isto porque as Únicas correlaçGes 

tonsiderada3 sao as de pares excluindo deste modo trajetórias 

fechadas e portanto possibilitando-nos substituir a reoe cris 

talina por uma arvore de Cayley com o mesmo de nÚmero de coar 

denaç~o. ~ importante ressaltar que a aproximaç~o auto-consi~ 

tente de Dett1e e a soluç~o do problema de Ising na ~rvore de 

Cayley não são equivalentes. Esta soluç~o via arvorG de Cayley 

apresenta uma transiç~o de fase bastante peculiar que tem si-

do chamada de ordem contínua (28). A energia livr~ para essa 

arvore (na aus~ncia de campo externo) e uma funç~o analÍtica 

da temperatura e nao se pode ~ncontrar a magnetizaç~o expontª 

nea. Isto pode ser explicado em termos da estrutura topol5gi

ca pouco usual da arvore de Cayley: note que a grandes distá~ 

cias do centro da arvore (o que corresponde à superfÍcie do 

cristal) o numero de sítios é muito grande e constitue a maio 

ria dos sítios da rede de modo a reger o comportamento das 

funç6es termodinâmicas. Como os ~nicas ~tomos que ficam pola

rizados são os do centro (M i 0) da arvore 1 ao se considerar 

as propriedades de volume os ~tornos (n~o polarizados) majori

t~rios da superfície dominam conduzindo o sistema a esse novo 

tipo de transição de fase. 
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Portanto, a aproximação de Bethe corresponde ao 

cento da árvore de Cayley onde as propriedades dos parâmetros 

de ordem de curto e de longo alcance s;o_ as mesmas. 

Nossa proposta se constitue então em determinar a suscepti

bilidade estática de Bethe X através do teorema da flutuação-dissipação. 

Note que a fato da aproximação de Bethe admitir correlações (pares,no ca

so) e chegar numa expressão para X a partir da equação de estado da magne

tização. significa apenas RUB Bethe é auto-consistente mas .não implica em 

consistência com o teorema da flutuação-dissipação T.F.O. Na verdade. numa 

·rede cristalina estão presentes correlações de todas as ordens e elas pr~ 

cisam ser levadas em conta e nós o faremos substituindo a rede por uma ar 

vare de Cayley e manipulando nela as correlações. 

Mostramos então que o modelo de Bethe tem consis-

tência com o T.F.D. quando a susceptibilidade e calculada na 

arvore de Cayley considerando que a dependincia espacial das 

correlações obedece a mesma lei de potencia que a cadeia linear 

de Ising. 

Na prÕxima seçao apresentamos os principais resul 

tactos dessa aproximação e obtemos o resultado exato para a ca- # 

deia linear atravis do. teorema da flutuação-dissipação. A seção 

4.2 é o cálculo generalizado para um número de coordenação qua..!_ 

quer {Z > 2), bem como a discussão e comentários finais. 

4.1. A Aproximação de Bethe para o Modelo de Ising 

A aproximação de Bethe já foi discutida -na seção 

2.2 através do método de Kikuchi e obtivemos explicitamente a 

expressão para ~emperature de transição em função do número de 

coordenaçãD da rede (relação 2.36). Ela pode ser reescrita co

mo 
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K
6

Tc [ 4 • 1 J 

A magnetizaç~o ou par~metro de longo ~lcance M, 

bem como o parâmetro ·.mn curto alcl3nce n são consequências di-

retas daqueles c~lculos e podemos rees~revê-los como funç~o 

dà campo efetivo H' atuando no sítio central e da constante 

de troca J. Sejam 

Y - ":XP 

então podemos escrever: 

1 -
M 

4 
1 + x1 

1 4 
+ x1 

n 
4 1 + x1 

4 
x1 

+ 

-

+ 

z- 1 
z 

z z 
2Cx

1
/y J 

2 
2x

1
y 

2 

2 
2x

1
y 

-2 

[ 4. 2 J 

[ 4. 3 J 

[ 4 • 4 J 

[ 4. 5 J 

[ 4 • 6 J 

[ 4. 7] 

A susceptibilidade estática para a fase paramagn~ 



tica ªa bem conhecida f6rmula de Firgau (ref. 29), 

diverge no ponto critico 

a M a x 1 
lax1llaHol 

X =1 
o 

T • 
c 

1 
-2 

zy -IZ-2) 
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a qual 

I 4 • B J 

Na fase paramagnética (T » T ) temos que x
1 

= 1 
c 

na ausência de campo externo H e o parâmetro de curto alcan
o 

ce se reduz à tão conhecida expressão para a solu~ão exata da 

cadeia linear: 

n 
-2 

1-y 
-2 

1•y 
tanh I 4 • 9 J 

Os resultados ~ara a cadeia linear sao obtidas 

considei~ando Z = 2 nas relações (4.5). (4.6), (4.8). A solu-

çao obtida é a exata e não existe transição de fase. O param~ 

tro de ordem e a susceptibilidade ficam dados por: 

M 
sinh 

v 2 H 
cosh (k

0
T) -

B 

2 
~o 

k
6

T 

IHO/kBTJ 

2J [3.:1_) 2 exp (1\T) cosh 
B 

k6 T 

14.10) 

14.11) 

t possível mostrar que este resultado para a sus-

ceptibilidade pode ser obtido diretamente do teorema da flutua 

ção-dissipação por ser ele um resultado exato. Vamos calcular 

as funções de correlação no limite termodinâmico (número de 

spins N ~ =) e para campo externo nulo (H = 0). O teorema 
s o 
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da flutuação-dissipação (24) nos diz que: 

[4.12) 

onde < ••• >
0 

denota a média estatística com H 
o 

= O. Para uma 

cadeia uniforme na ausência de campo externo, sabe-se que: 

<a.> 
J o 

M _ O [4.13) 

O primeiro termo da relação (4.12) e uma função 

de correlação e~tre spins da cadeia e portanto depende ape-

nas da distância relativa entre eles, logo 

<a.a.> _ w..;J· 
l. J o .... 

+ + I wl[k.-k. J 
l J 

e para ~pins vizinhos resulta 

<o o
1

> 
o o n tanh 

[4.14) 

[4,15) 

Fazendo uso dessas considerações a expressao (4.12) se reduz 

a : 

[4.16) 

onde cr
0 

foi escolhido arbitrariamente como a origem. 

Essa soma pode ser calculada exatamente no limite 

termodinâmico, desde que as funções de correlação para a ca-

deia obedecem uma lei de potência conforme demonstrar·am 



Oguchi c Ono (30), 

<a a > 
o j o 

<o a.>j 
o 1 o 

8 7 • 

j =O# 1, 2, •..• (4.17) 

onde 0 indica j servR para tabelar spins distantes simetrica 

mente da origem em ambos os lados da cadeia (veja figura 

4.1). Oes t8 modo a relação ( 4.16) pode ser transformada em 

uma série de potências da forma: 

I ~j 
j 

1 
2 3 

+ 2ln+n +n + ••• l 

. 2 
= 1+2nC1+n+n +,.. l 

1 
2~ 

+ --

1 +~ 
1-~ 

1-~ 

(4.18) 

A susceptibilidade por spin ~ dado -ent~o por uma 

relaçã~ que é exatamente o mesmo resultado obtido por Firgau 

2 
~o 

kBT 

-2J/k
8

T 
e (4,19) 

Uma vez que o cálculo para a cadeia linear é exato, encontrar 

os resultados acima é trivial, mas a extens~o para uma ~rvo-

re de Cayley com n~mero de coordenação arbit1·ário nao o e. Va 

mos discutir essa generalização na prÓxima seçao. 
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... ~,------{$ Q):--~(!D··. 

~/~/ 

Fi r. 4. '! 

Cadeia linear mos~ranoo correlações spin-spin. Os sítios es-

t~o numerados simetricamen~e em relaç~o ao sitio central O es 

colhido como origeffi. 
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4.2. A Susceptibilidade para a Arvore de Cayley 

Antes de iniciarmos este cálculo propriamente di-

to vamos procurar definir as novas probabilidades de pares 

correlacionando o spin central e um vizinho qualquer da 

v-ésima geração na árvore de Cayley. Essas probabilidades 

são obtidas pela simples regra de multiplicação ao longo da 

trajet6ria Gnica que liga dois spins. O resultido e: 

com a normalização 

E 
M,N 

1 

(4.20) 

( 4. 21 J 

A correlação de ordem arbitrária entre o spin cen 

tr.al e o spin da v-ésima geração é definida de modo análogo 

ao parâmetro de curto alcance n (eq. 4,17) e pode ser escri-

ta como: 

V"'1,2,3,,,, (4.22) 

Essas probabilidades podem ser visual~zadas atra-

ves da equação generalizada (4,20) e dos exemplos abaixo: 
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+ 

+ + (4 .23) 

Na aus~ncia de campo externo e na fase paramagn&-

ticn tomos que: 

PA PB 
1 

( 4. 24 I 2 

PAA PBB 
1 c 1 • n 1 (4.251 4 

PAB PBA 
1 c 1 - n I (4.26) 4 

su6stituindo as ·relaç6es (4.24-26) em (4.22) obtemos: 

( 1 I 
w n 

( 2 I 2 
w n 

( 3 I 3 
w n 

Esses resultados podem ser generalizados através da demons-
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tração do seguinte loma: 

Lema: Quando as probabilidades de pares sao compostas de 

acordo com a regra dada pela f6rmula (4.20), as ~orrelaç6es 

para a fase paramagnética satisfazem 

I v l 
w 14.27) 

A demonstraç~o pode ser feita por indu~~o matem~tica. Assu-

.me-se que (4.27) é verdadeira e ent~o c~]cula-se a correia-

çao 
(v+ 1 ) 

de ordem superior w Para a fase paramagn~tica a r e 

lação (4.21) resulta: 

então 

I v J 
w 

I v J 
w 

1 
2 

1 Plvl 
Z - BA I 4. 28 J 

I 4. 29 J 

Vamos calcular agora a probabilidade de corroia-

çao de pares de ordem imediata~ente superior a v que e 

P
(\)+1), 
AB • 

{2v-1{ " PAK •.. PK K }PK B 
. K

1
, ••• ,K . } 1 v-1 V V 

v-1 
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2 r. 
K"'A,B 

[4.30) 

Usando as relações (4.26} e (4.29) e a hipótese 

de indução chega-se ao seguinte resultado: 

v' 1 w 

~ 
+ P C1-1+nl 

AB 

1 
4 

~ 1-n[1-4P J AB 

- 1 

V•1 
n 

v' 1 -n 

~ 1-nrn J 

[4.31) 

Observe que a demonstração deste lema se baseia 

no fato de que as correlações de ordem superior a pares nao 

são considerad~s e portanto uma correlação entre dois sitias 

arbitrários pode ser escrita como o produto de correlações 

de pares, por exemplo: 

como 

<a a > 
1 4 

1 
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Note ainda que~ resultado (4.31) e a mesma lei 

de potência que a obtido para a cadeia linear. Para o cálcu-

lo da susceptibilidade precisamos fazer a soma I w . 
j OJ 

tal c o-

mo na relação (4,16). Lembre-se que vizinhos localizados na 

mesma camada s~o equivalentes e que eles se ramificam em 

(Z-1) trajet6rias que geram a nova camada de vizinhos (fig. 

4.2). Fazendo o cálculo apropriado dos vizinhos que vão se 

suscedendo na árvore de Cayley obtemos a seguinte série: 

I 
v 

1+Z<o o >+Z(Z-1)<o o >+Z(Z-1)z <o a> + 
o1 o2 o3 

1 Z(Z-1 )K- 1 <a a > 
o K ( 4. 3Z) 

Usando a lei de potência (4.27) obtida para a ar-

vare de Cayley e substituindo na relação (4.32) resulta: 

00 

v 
I w 

o v 
1 • zn I(Z-1)KnK 

K"O 

( 4. 33) 
1-cz-1Jn 

Portanto a susceptibilidade paramagnética por spin fica dada 

por: 
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( 4. 34) 

Essa relação nada mais é do resultado de.Firg~u (4.8), bas-

tando usar as relações (4,9) e (4. para r~produzi-la. 

Note então que: 

"A consist~ncia interna para a aproximação de Bethe pode ser 

obtida através do teo~ema de flutuação-dissipação quando a 

susceptibilidade for calculada para uma arvore de Cayley in-

·finita". 

Reafirmamos aqui que a aproxim~ção de Bethe e o 

cálculo do modelo de Ising para a árvore de Cayley não sao 

equivalentes, mas é possfvel obter uma certa relação entre 

eJas atrav8s das propriedades da ordem de curto alcance (co-

mo fizemos neste trabalho). Para qualquer estrutura cristali 

na com Z > 2, existe uma transição de fase prevista pelo mo-

dela de "'lethe e os valores obtidos são sensivelmente melho-

res do que os fornecidos pela teoria de campo molecular cl~~ 

sica, A principal limitaç~o da teoria de Bethe consiste no 

fato de que ela desconsidera a múltipla conectividade da re-

de desprezando currelações fechadas entre multisÍtios, A situa 

çao é crítica quando os primeiros vizinhos de um dado sítio 

sao vizinhos entre si, como no caso da rede triangular estu-

dada nos ca~ítulos II e IV.As correlações de multisítios po-

dem ser introduzidas usando o método de variação de clusters 

de Kikuchi, 

Concluímos lembrando que mesmo nao havendo uma 

equivalência entre o método auto-consistente de Bethe e a ar 
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vare de Cayley, uma relação estreita entre elas pode ser 

obtida atravªs da manipulaçãn das correlaç6es de pares. 
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·. 

A árvore de Layley com numero de coordenação z ~ 4. A figur~ 

mostra sítios até a terceira geração e o numero de sitias nu-

v-l 
ma dada camada é dada por z(z-1) • onde v é o índice da ge-

ração (v= 1,2,3, ... ). 
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CAPÍTULO V 

A SUSCEPTIBILIDADE OIN~MICA PARA UM SISTEMA 

OE SPINS TIPO ISING 

Introdução: 

O modelo de Ising já foi discutido na seçao 1.2 e 

ficou evidente que um sistema descrito por uma hamiltoniana 

de Ising pura não tem propriedades dinâmicas. O fato de ign~ 

rar~se os elementos nao diagonais dos operadores de spin e 

considerar apenas uma das três componentes ao longo de uma 

direção fixa (geralmente paralela ao campo aplicado], faz com 

qtJe essa componente comute com o hamiltoniano total. As inte 

raç6os spin-spin realizadas nessa direç~o privilegiada tor-

nam o sistema de Ising como caso limite de um sistema de 

Heisenberg de alta anisotropia. 

As propriedades din3micas podem ser i~troduzidas 

construindo-se um modelo de Ising modificado ~ partir· de an~ 

logias com o procedimento experimental para medidas em resso 

nância do spin'do elétron (ESRJ. A radiação de micro-ondas 

típica de experimentos em ESR e sempre aplicada num plano 

perpendicular ao campo magnético (H
2

) e portanto nós a usar~ 

mos como uma perturbaç~o externa ao nosso sistema Ising aco-

plando-a as componentes transversais do spin (a • a l . 
X y 

Esta 

simples consideração nos permite obter um modelo dinâmico cu 

jas excitações correspondem a spin localizados que podem vi-

rar num ambiente congelado (tal como as obtidas no capítulo 

III), em contraste com sistema Heisenberg puro em que a res-
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posta ~ governada por ondas de spin abrangendo todo o siste

ma. (32) 

A susceptibilidade dinâmica para esse sistema de 

Ising modificado pode ser calculada através do teorema da 

flutuação-dissipação usando o formalismo das funções de Green 

desenvolvido por Zubarev (ref. 31). 

Os palas da susceptibilidade sao identificados co 

mo as frequências de ressonância do sistema. desde que eles 

contribuem com uma singularidade tipo função delta para a p~ 

tência de absorção. Encontramos então uma equação de auto-va 

lares exata para essas frequências de ressonância. a qual 

é válida para qualquer caso independendo da dimensão e da es 

trutura cristalina. mas que ~ função do n~mero de coordena

ção quando as interações são consideradas apenas entre átomos 

vizinhos. A equação de auto-valores é isolada de um conjunto 

de express5e~ par~ as funç6es de Green atrav~s do m~todo da 

fração continuada sendo possível encontrar um algoritmo que 

generaliza os polinÕmios para qualq~er numero de coordenação. 

Para o modelo de Ising esse conjunto de equações ~ 

para as funç5es de Green apresenta uma característica pecu

liar: 

A cadeia de equaçoes acopladas e finita e da or

dem do número de primeiros vizinhos~ quando apenas intera

ções entre primeiros vizinhos é levada em conta (30). 

As intensidades de linha podem ser calculadas atra 

ves do conhecimento de algumas funções de correlação. A medi 

da que o número de primeiros vizinhos aumenta (redes de gra~ 
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de dimens§o) aparecem funç5es da correiaç~o de altas ordens; 

o nGmero de correlaç6es ~ ent§o maior que o número de equa-

ções independentes para as funções de Green e o método nao 

mais permite encontrar as intens~dades de linha. Na presença 

de campo externo as Únicas funções de correlação conhecidas 

r - ·~ . 
de forma analltica exata sao aquelas do problema de Ising 

unidimcnsional. Para outras dimensões, o capítulo III forne-

ce uma aproximação para calcular essas intensidades de linha 

para diferentes valores de temperatura. No que segue, vamos 

estuda r o caso de exchange ferromagnética entre spins vizi-

nhos, quando um campo magnético estático é aplicado na dire-

çao longitudinal a qual escolheremos como sendo o eixo Z. A 

radiação de micro-ondas está polarizada no plano x-y e o ca-

so unti-ferromagnético pode ser tratado de modo análogo ao 

que faremos à seguir. 

5.1. O Cálculo da Função de Green 

A hamiltoniana de Ising incluindo o termo Zeeman 

e dada pela relação (1.1) a qual reeacrevemos da seguinte ma 

neira: 

H -J z z r a.a. 
<ij> J. J 

- 1iw 
o 

( 5 • 1 ) 

onde J > O corresponde a exchange ferromagnética~ hw e a 
o 

energia de Zeeman e (i 1 j) e a soma sobre os primeiros vizi-

nhos. As componentes do spin total sao definidas como: 

sz - ( 5 • 2 ) 
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[ 5 • 3 ) 

Da teoria da função resposta linear sabe-se que 

a susceptibilidade dinâmica pode.ser escrita através da fun 

ção resposta ~BA(t) como: 

XaAlwl 
-iwt 

8 ~BA[t) 

onde 

S(t) e a função de Heaveside e 

~BA[t) _ Tr{p 
o 

1 
i1\ 

-p · ~ matriz densidade 
o 

1 
<
ih 

Ã e n são as variáveis dinâmicas do sistema. 

Substituirido (5.5) em (5.4) obtemos 

XsAlwl ~ rro dt 
-iwt 

8 {-i8[t) <9[t),Â[O)>} 

[ 5 • 4 ) 

[ 5 • 5 ) 

[ 5 • 6 ) 

onde o termo entre chaves corresponde à função de Green re-

tardada tal como foi definida por Zubarev. (31) 

GR[t,t') -i 8 [ t- t' ) < (A [ t) , B ( t ' l) > _ « Ã [ t) , 9 [ t' ) » R 

[ 5. 7) 
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Então: 

XsA[wl 1 J= -iwt - ~ -il -oodt e «B(t),K(D)»R [ 5 . 8 ) 

fazendo a transformada de Fourier da função de Green retar-

dada obtemos finalmente: 

XsA[wl 
2TI 
1\ « ~ [ t) ; A [o)» -W 

R 
[ 5 • 9 ) 

As nossas vari~veis dinâmicas (A,B) relacionadas 

- - + com a perturbaçao externa sao ~ e S e portanto, para a 

absorção da radiaç5o de micro-onda polarizada no plano x-y, 

a susceptibilidadB dinâmica fica• 

X + Cwl 
s s 

- 2n + - [ + -) -:r;-« S (t),S >>R _ -iS(t) < S (tJ ,S > 

onde o comutador e definido como: 

+ s [ t) s - + s s [ t) 

Usando a definição (5.3) podemos r~escrever 

(5.10) da seguinte maneira: 

X + ~(w) 
(J (J 

onde definimos: 

+ -
«ok (t);oj» R 

+ 
=«ak.;aj»w 

[5.10) 

[5.11) 

[5.12) 

A equação De movimento para a função de Green 



96. 

Gkj(w) é obtida à partir da definição {5.7) e da equação de 

movimento para os operadora? cr. Sabe-se que: 

1 d o(tl 
dt 

1Í (a(tl,H) 

onde H e o hamiltaniano definido por (5.1). Então: 

(5,13) 

O conjunto de equações para as funções de Green 

~obtido à partir da resoluç~o da equaçao (5,131~ bem como 

das novas equações de movimento para as funções de Green de 

grau superior que vão sendo geradas. Usando as relações de 

comutação ent~e os operadores de spin. obtemos a seguinte 

equação de movimento parq G!<j (w): 

2h z 
ók J<ok> + 2J L « 

n [mJ 
omz +;a.» 

k J w 
(5,14) 

onde a soma em m é feita sobre todos os primeiros vizinhos do 

sftio ~· Note que as novas funçÕes de Green que vão sendo ge

z 
radas teem sempre um operador O inserido no lado esquerdo dos 

parenteses. Vamos introduzir agora uma natação.para essas fun 

ções que facilite a entendimento e condense o trabalho de es-

cri ta; é ela: 

mG~j(wl 

< 



m~Gk. [wl 
• J 

z z ' 
_ « omoQ,ok.;oj» w 

z ' • • a ok;a .» 
mn J w 
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[5,15) 

onde n e o numero de coordenaçDo ou.numero de primeiros vizi 

nhos (obs: a notaç~o precisa ser modificada d9 r·estante da 

tese para nao confundir cOm a direção z do campo magnético 

aplicado). 

Assim como na primeira equaçao de movimento para 

Gk.j{w) (eq. (5,14) aparece um termo envolvendo u correlação 

z 
<ok>' a medida que o grau dG função de Green aumenta, cresce 

também a ordem das correlações. Um exemplo bem didático e 

mostrado à segUir onde escrevemos a equação de movimento pa-

ra a nova função de Green nGkj(w) gerada à partir da eq, 

(5,14); as correlações agora envolvem dois operadores e sao 

dadas por: 

[1íw-2w ) Gk. [wl 
o m J 

1"i{ zz 
-2 46k.<ook> 

TT J ITI 

+ 2J G kj ( w) + í?J L' 

~ 

z z + -
«a a ok;o,» 

m J w 

' 

[ 5 • 1 6 ) 

A soma r• é feita sobre OS primeiros ViLinhos do 
~ 

sítio k &iferentes de m. Para a obtenção das frequências de 

ressonância o cálculo dtssas correlações é irrelevante. sen-

do necessárias apenas para encontrar as intensidades das li-

nhas absorção. 

Da estrutura geral das equações (5.14) e (5,16) 

nota-se que as quantidades relevantes a serem calculadas são 



as funções de Green denotadas como: 

( 1 ), j - l: 
c 

1 

( 2 )k j - l: 
c2 

( n -1) -
k j c 

m1 Gkj (wl 

rn1m2 

l: 

n-1 

Gk j ( w l 

m1m2 

rn 
n 

... 

9 8. 

(5,17) 

mn_ 1 Gkj (wl 

onde C sao as diferen.tes combinações dos prir11eiros vizinhos 
n 

do sítio k. Usando um~ variável adimensional: 

E -
1í(w-2w J 

o 
2J 

( 5 . 1 8 ) 

6s equações de movimento das quantidades definidas por (5.17) 

!Jüdem ser generalizadas, partindo da observação d.as equações 

(5,14), (5,16) e outras: 

EGkj (E) 
R ( o J 

( 1) kj ' 
J kj 

E ( 1) 
R ( 1 l + 2 ( 2) kj ' nGkj (E) 

kj 
kj 

E(2Jk. = R ( 2 l 
' 3 ( 3) kj ' (n-1l.(1Jkj 

• J 
kj 

(5.19) 

E(n-1)kj 
R (n-1) 

kj + n [n) kj ' 2(n-2)kj 

E (nl kj 
R ( n l 

kj ' (n-1)kj 
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. (m) -
onde as quant1dades Rkj suo os resíduos contendo as funçoes 

de correlação. Das relações (5.14) e (5.16) note que: 

R ( 1 ) 
kj 

R ( O I 
r. j 

(5.20) 

(5.21) 

compactando o conjunto de equaçoes (5,19) temos uma expressão 

geral que é: 

onde 

R I v I 
kj 

+ 

v 0,1,2, ••• n 

e Bdotamos a seguinte convenção: 

+ ( 5. 2 2 ) 

( 5. 2 3) 

A forma generalizada da equaçao (5.22) mostra o 

fato de que as interaçÕes spin-spin estão incluÍdas apenas 

até primeiros vizinhos. Note que as funções de Green de dif~ 

rentes graus estão estreitamente ligadas por essas relações 

e que Gkj (E) (o)kj fica definida em funç~o da variãvel adi 

mensional E (5.19). Então, para o exemplo usado nas relações 



E - ..:_4 __________ _ 

E - ~6-------~--
E - ;:.6'---------

E - ..:_4 _____ _ 

E 

ou ainda: 

z 
<a > 

Gkj(wl a--~~~------------------

E - ~4'----------

E - .::6 ______ _ 

E - ;:.6 ____ _ 

E - ~4'-----

E 

lO O. 

(5.24) 

(5.25) 

Portanto~ a solução do sistema (5.19) nu (5.22) e 

direta e pode ser escrita na forma recursiva: diferentes fra 

ções continuadas são geradas durante o processo. Podemos então 

definir a fração continuada F (E) como: 
n 

F
0

[EJ 1 

E - ~"-----------
E- (n-1J 2 

E - (n-1) 3 

E 

e - 2(n-1) 

E - n 
""-----

E (5,26) 

• 
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A solução geral pode ainda·ser escrita de modo 

mais compacto introduzindo o seguinte conjunto de frações 

continuadas: 

f(n) (El - E 
o 

f(n) (E) E --

onde os coeficientes A(n) 
v 

A ( n l 
v 

A(nl 
n-v+1 

A(nl 
v 

f~nl[E) 
-1 

(5.27) 

sao dados por: 

v(n-v+1) [5.28) 

A figura (5.1) mostra os passiveis valores para os A para -v 
diferentes números de coordenação. O processo recursivo se 

faz da seguinte maneira: 

+ 

z(n-2) + R(n- 1) 

resultando uma expressão geral do tipo 

(n) ( ) ( J (n-vl f (E) ln-v= (v+1) n-v+1_ +R + (n-v+1) 
R(n-v+1) 

f[n) (El 
v-1 

+ • • • + 
(n-v+1l(n-v+2l ••• (n-1)n 

/" 1 (E) f(n) [E) f(nl (El 
v-1 v-2 o 

+ 

(5.29) 

• 



n 

' ' ..) . ; 

2 2 

3 4 

4 6 

5 8 

6 lO 

1 o 2. 

3 

6 4 

9 8 5 

12 12 lO 6 

Os coeficientes para as fraç5es continuas podem ser arranjaoos 

num triângulo onoe as colunas sao múltiplos dos números natu-

rais, onde a primeira coluna corresponde ao número de coorde-

naçao. 
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onde os índices [k,jl fqram omitidos como medida simplista. 

Em particular para v = n obtemos a solução para a função de 

Green Gkj (E) na forma: 

v: 
f(n) (EJ 
n- 1 

( 5. 30 I 

face a estes resultados podemos afirmar que: 

i) a dependência dos Índices de sítio~ aparece apenas nos 

• R (vi 
res_l.duos kj 

ii) uma vez que as frequências de ressonância sao os polos 

da susceptibilfdad~. o Gnico trabalho ~ reduzir a fraç~o con 

r 
( n I _ 

t nua fv (E) em fraçoes racionais 

iii) as intensidades das linhas são obtidas fazendo-se a decom 

posição em frações parciais e calculando-se os res~j~os 

~ (V I -
~ Ekj • Como ja afirmamos 

k,j 
anteriormente na o dá solução 

para esse problema das linhas. 

Com relação ao item ii) e necessário encontrar um 

algoritmo que resolva o problema. O que se faz é escrever a 

fração continuada na forma: 

f(n) (EJ v - (5,31 I 

e gerar os polinÔmios Ov(E) através da seguinte relação de 

recursão: 

E Qv-1 (E J - A ( n I Q (E J 
v-1 v.-2 ( 5. 32 I 

• 
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pa._ra 

v 2,3,,..,(n+1) 

Os vulores iniciais sao escolhidos como: 

Q (E) 
o 

1 (5.33) 

Este algoritmo e comumente usado em métodos nume-

ricos e segue da fÓrmula de recursao (5.27). A figura (5.2) 

mostra esses polinÔmios Ov para diversos números d8 coordena 

çao. Os coeficientes na relação (5.30) podem agora ser escri 

tos também como frações racionais. Obtém-se então que: 

n 

E 
V""O 

v! R 
( \)) 

kj 
( 5. 34) 

o que mostra claramente que as frequ~ncias de resson~ncia 

são soluções da equaçao: 

o (5.35) 

As raízes para os dif8rentes polinÔmios também es 

tão mostradas na figura (5.2); observe que todas as soluções 

sao inteiros associados com o campo local de diferentes agl~ 

merdados de spins primeiros vizinhos. Esses aglomerados sao 

mostrados na figura (5.3) para um sistema com número de coar 

denaç~o n = 4. Os spins "down" s~o denotados com cir~ulos 

brancos e os ''up" com círculos negros; o campo efetivo local 



COORDINATION 
NUMBER 

2 

3 

4 

6 

Fig. 5.2 

CHARACTERISTIC I 
POLYNOMIAL 

ROOTS 

I 
E(E 2 -4) O,! 2 

±[,:':3 

E ( E6
- 56 E4 + 784 E2-2304)i 0,:':2,:':4 ;"' 6 

i 

1 o 5. 

Os polinómios característicos para diferBntes números de coor 

denação, juntamen~e com as respectivas frequéncias de ressc-

náncia. 
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® @ 
I 

o~ o o 2 .. --· 

0--{-2 \---i 4 l----i,, 

Fig. 5.3 

Aglomerados elementares para nGmero de coordenaç~o z 4. 
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induzido no sitio central do aglomerado está também indicado, 

Relembre o capitulo III e note que nos experimentos de ESR 

adicipna-se ao campo efetivo o campo externo aplicado. Algu-

mas configurações de primeiros vizinhos são degeneradas _ e 

dão origem a cinco linhas de ressonância cujas frequências 

sao: 

2w 
o 

4J 
± 

h 
2w o 

BJ 
±h 

No que diz respeito ao cálculo das correlações o 

teorema espectral nos permite encontrar alguffias relaçÕes ex~ 

tas entre diferentes funçÕes de correlação (ref. 30). Infe-

lizmente o número dessas equações é menor do que o número de 

funções de correlações a serem resolvidas~ e portanto neces-

sitamos de um método aproximado para estimar as li~has de in 

tensidade de absorção (capítulo IIIJ. A Única exceção e a ca 

deia linear que pode ser resolvida de forma analÍtica exata 

através de Mecânica Estatística. As discussões dos capít~los 

anteriores facilitam essa r2solução e par isso nas a faremos 

agora de moda _a elucidar a questão. 

5.2. A Solução para a Cadeia Linear 

Admita que os spins da cadeia te um acoplamento 

ferromagnético~ as correlações sao definidas da mesma manei-

ra que nos capítulos anteriores: 

magnetização (5.36) 

' 
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parâmetro de ordem de curto altan 

c e 

(5o 37) 

correlação de três spins (5o38] 

Os resfduos que aparecem nas relações (5.19) podem 

ser escritas como: 

R (O l 
k j 

R ( 1 J 
kj 

R ( 2 J 
kj 

(5o 39) 

e as frequências de ressonância sao E = O ± 2. Os polinÕmios 

são gerados através das relações (5.32) e (5,28) resultando: 

Q 1 (E l E 

(5o40l 

Q2(EJ E2-2 

Q 3 (E l = ECE 2-4J 
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A soluç~o para a funç~o de Green e direta atrav~s 

da relação (5,34): 

(O!JR(O)• 
kj 

2'. R ( 2 ) 
kj 

(5.41) 

Fazendo a decomposição em frações p~rciais obtemos 

• « ok. ., 
k E 

1í M-t 
(2nJ 1 E+ 

( -1'1 1 M+2n+t + 
4TIJ E-2 

ti M-2n+t 
(4TIJ) 82-

(5.42) 

A representação espectral nos permite relacionar 

a função de Green com as correlações através da intensidade 

espectr~l J(w). ?abe-se que 

r J ( wl 
w/8 -iw(t-t'l 

e e dW (5,43) 

onde 

J ( wl (G(W+iE)- G(W-iE))/-i(eW/.S_1) (5,44) 

O cálculo dessas relações e direta resultando: 



"o . 

[ 

. M- t 
2n !e 

• cM. t J- zn J 
w !e 

( 5. 45) 

mas 

Logo 

wo 
e -1 

z 
2 + 2<o > 

= 2 + 2M 

e - -1 

1+M M-t n•1/2(M+tJ 
• 

w.la 

1/ZCM•tl-n 
+ 

w /e 
( 5. 46) 

w 1e 
e 0 -1 e -1 e - -1 

A magnetização M e o parâmetro de curto alcance 

para a cadeia linear são bem con·~ecidos (eq. 3.33~ 34~ 35, 

36) e as frequências de ressonância também (fig. 2), logo p~ 

de-se obter a correlação de três spins ! da relação acima 

(5.46}. As intensidades das lint-es estão relacionadas com a 

susceptibilidade pela relação 

(5,47l 

e pela relação (5.42) obtemos que: 

• 
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(5.48) 

I 

Essas intensidades de absorção estão mostradas na 

figura (5,4) como função da temperatura e par·a um dado valor 
-nw 

do campo magnético estático h ~ ~ = 0.1. Note que a inten-

sidade dominante a baixas temperaturas é aquela que está as-

saciada com o aglomerado onde os spins são todos paralelos 

ao campo aplicado.As outras linhas se anulam quando a temp~ 

k T 
8 . . 

ratura reduzida T = --J-- va1 para zero. Observe que estes re-

sultados sao exatos pois no cá:culo das funções de Green nao 

usamos nenhum desa·coplamento (que corresponde a introduzir 

aproximações) e que eles concordam com os obtidos no capítu-

lo III onde descnvclvemos um método de cálculo para essas li-

nhas. Portanto~ o método empregado naquele capitulo ~ bastan-

te bom. reproduzindo corretamente o comportamento das linhas 

c 1 ~ intensidade de absorç~o. 
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4.0 

3.0 r-
~ 

I "' .,_ 
I h; 10- 1 

c I 

:::> 

.o .._ 

~ 
o 

2.0 I+ 
(/) 
w 
I-
(/) 

z 
w 
I-
z 

1.0 ·--
I 

lo 

1.0 2.0 3.0 . 4 o 5.0 
REDUCED TEMPERATURE (~) 

Fig. 5.4 

As intensidades das linhas para a cadeia ferromagnética de Ising 

como função da temperatura, O campo aplicado é h = 0.1. e as 

diferentes linhas são identificadas por suas frequências de 

ressonincia com a seguinte convenção: 

I =I(2w J 
o o 

I =I(2w +.!:!_) 
+ o h 

4J I =I(2w --) 
- o h 

' 
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CAPITULO VI 

A TRANSIÇ~O S6LIOO-FLUIOO OE MONOCAMAOAS DE LIP!DIDS:- UM 

MODELO PARA A MICRDESTRUTURA OE UMA MEMBRANA 

Introduyão 

Uma grande variedade de sistemôS biolÓgicos como 

a cadeia de DNA, hemoglobina, membrana dos nervos, músculos, 

etc ••• apresenta um comportamento semelhante quando observa-

dos experimentalmente. A figura 6.1 mostra dados experimentais 

onde uma função genérica f(x) e plotada versus x resultando 

uma curva na forma de S. 

f (X) 

X 

(FIG. G.1 J 

f(x) pode ser a fração de pares quebrados na cadeia de DNA ou 

a fração de oxigénio que liga os ~Ítios na hemoglobina, então 

x é a temperatura ou a pressão parcial do oxig~nio, respecti-

vamente. O importante~ que em todos os casos f(x) vs x ; uma 
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funç~o monot3mica crescer1te. Esse comportamento ~nico para tal 

variedade de sistemas biolÓgicos só pode ser entendido em ter 

mos do fen~meno cooperativo. A "hipótese de subunidade" pode 

ent~o ser lançada assumindo-se qu~ as mo15culas em quest~o s~o 

compostas de subunidades as quai5 tem duas propriedades impo~ 

tantas: 

a) elas sao idênticas com relação ao fenômeno considerado. 

b) cada subunidade pode estar em s estados. 

A parte b ~ sempre verd~deira para todos os sistemas biolÓgi

cos e o números de estados é geralmente igual a dois (s = 2). 

A parte ~ nem sempre é verdade mas é a melhor dentre as poss! 

veis aproximaçÕes. 

A presença de fenômeno cooperativo pode ser nota

da quando assumimos que o estado de cada swbunidade é indepe~ 

dente do estado das outras subunidades. Nesse caso a função 

f(x) teria a forma f(x) = x/(1+x) resultando um comportamento 

para f(x) vs x diferente daquele observado experimentalmente, 

(fig. 6.1). Isto leva~ conclusão de que os estados nao sao 

independentes e que a cooperatividade está presente sob a for 

ma de uma ~comunicação'' direta ou indireta entre as subunida

des e portanto quando uma delas muda de estado a probabilida

de das outras também mudarem de estado é alterada. Essa comuni 

cação é em muitos casos o resultado de uma mudança de conforma 

ção da prÓpria molêculao 

A cadeia de DNA é um exemplo de sistema biolÓgico 

composto de grande número de sub-unidades (pares AT e GTJ as 

quais int~ragem entre si resultando um "sistema unidimensio

nal"~ enquanto que a hemoglobina e as membranas sao constitui 
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das de um pequeno • numero limite de sub-unidades. Sabe-se que 

sistemas unidimensionais e sistemas de área finita não apre-

sentam transição de faseQ Por transição de fase entende-se a 

existência de alguma singularidade em alguma quantidade termo 

dinâmica; essa singularidade corresponde a uma descontinuida-

de na curva f(x). Desde que essa descontinuidade tem ocorrido 

em uma s~rie de sistemas bio15gicos~ tem s~do grande a interes 

se em aplicar e adaptar as teorias de transiçÕeS de fase exis 

tentes para situaçÕes biolÓgicas. 

As membranas são ·sistemas biaimensionais cujas 

subunidades são chamadas lipoprote!nas 1 porque os lipÍdios e 

as proteínas são seus principais constituintes. 

Infe}izmente o modelo cooperativo das subunidades 

lipoprotelnas não pode ser resolvido exatamente, pois as mem-

branas sao um modelo isomorfo ao modelo de Ising bidimensio-

nal. O cálculo de f(x) para qualquer um dos dois possíveis e~ 

tados das subunidades corresponde ao cálculo da função parti-

çãa da modelo de Ising na presença de campo magnético externo, 

No entanto, essas membranas podem ser estudadas usando aprox~ 
' 

mações e a mais comumente utilizada e campo molecular. A idéia 

desse trabalho é descrever o sistema por uma aproximação mais 

eficiente (e que já foi discutida anteriormente) que e a apr~ 

ximação de Kikuchi aplicada ao modelo de Ising de 2 estados 

(S = 1/2). O trabalho ~nicia-se com a caracterização do nosso 

sistema, seguindo uma revisão do modelo de gas de rede e a 

sua formulação para o sistema de lipÍdios. Posteriormente, 

utilizando o método de variação de clusters podemos apresentar 

os resultados e compará-los com a teoria de campo molecular 

usual. 
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5,1 0 Caracterização do Sistema BiolÓgico 

O ostudo do ferJ5meno cooper~tivo e transição de 

fase em membranas bio1Ógica5 tem sido alvo de grande interes 

se nos Gltimos anos. A fluidez das mgmbranas tem um papel im 

port~nte na determinação de propriedades como a permeabilid~ 

de, adesão das células, interação entre drogas e biomembra-

nas, etc, .• Um dos componentes estruturais essencial as 

membranas biolÓgicas são os fosfolipÍdios. Eles consistem de 

uma cabeça polar hidrofÍlica associada a cadeias hidrofÓbicas 

de polietileno, Portanto, quando um fosfolipÍdio é colocado na 

superfÍcie da água, o lipÍdio se dispersa num filme fino organ~ 

zando-se de modo a formar mono e bicamadas. Sob condiçÕes pr~ 

prias é possível obter um filme monomolecular onde as molécu-

las individuaiG estão todas orientadas sendo que as cabeças 

polares est~o dirigidas para dentro do meio aquoso ~nquanto 

que as ''caudas'' hidrof6bicas se dirigem para fora da ~gua 

[fig. 6.2). 

Este fen&meno é conhecido desde a experi~ncia de 

Gorter e Grendel (ref. 33) em 1925. Quando um filme monomole-

cul"ar de liprdió e comprimido por pressão late~al a area do 

filme decresce até um limite onde o aumento de press~o produz 

apenas pequenas variações na áreag Este ponto caracteriza o 

regime conDensado onde 
. 

a area por molécula é constante. As r e 

pulsÕes eletrostáticas fracas levam ao empacotamento das ca-

deias de hidrocarbono~ dando origem a chamada estrutura lami-

nar que corresponde a uma rede triangular bidimensional (reveja 

a fjgg 2.1). Este tipo de folha formada na interface ar-água 

é tÍpico da maioria dos fosfolipÍdios. 

Na verdade, membr~nas biolÓgicas sao sistemas mui 
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Fig. 6.2 

Monocamada de lipÍdios na interface ar-água. As cabeças pol~ 

res sao os circulas negros f~xados na ~gua. enquanto que as 

caudas hidrofÓbicas consistem de cadeias de polietileno dire

cionadas para o ar. 
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to complexos quimicQmente pois cont~m uma mistura de fosfoli-

p{dios de diferentes composiçÕes de cabeça polar com caudas 

de tamanhos vari~veis, al~m de outros componentes como coles-

terol, 'prote!nas. etc. Uma subst~ncia muito abundante nos 

animais e células vegetais é a lecetina ou dipalmitol fosfati 

di colina - DPPC. Ela tem um componente simples e Único que e 

o fosfolipfdio e a estrutura laminar 8 favorecida pelas fortes 

interaç5es hidrof6bicas das cadeias de hidrocarbono e tamb~m 

pela forma cilfndrica das moléctJlas do fosfolipfdio. A estrutu 

re molecular da lecetina é mostrada na figura (6,3) onde a ca 

beça polar corresponde a parte de baixo do desenho, Estruturas 

de bicamadas podem ser obtidas na interface da água através da 

união dos grupos de·hidrocarbono (fig. 6.4), Aparentemente 
. 
e 

a presença das duas caudas de hidrocarbono nos lipÍdios que le 

va ~ formação das bicamadas, enquanto que os sab5es (com uma 

Única caudal tendem formar pequenas estruturas esféricas na 

água chamadas micelas (fig. 6"5), Experiências têm mostrado 

que a transição de fase em membranas biolÓgicas d~ve-se excl~ 

sivamente aos lipÍdios que as compoom; sendo que ''membranas 

modelos" s~o construidas com lip!dios altamente purificados de 

modo a facilita~ o estudo da transição. Essas ~membranas mode 

los" s~o semelhantes ~s biomembranas no que diz respeito as 

suas propriedades estruturais e mostram uma transição de fase 

bastante pronunciada o que facilita tanto nas medidas como na 

interpretação teórica do fato. 

Essa transição é de primeira ordem levando o sist~ 

ma do estado sÓlido ou gel para o estado lÍquido cristalino ou 

fluÍdo. Essas duas fases podem ser caracterizadas da seguinte 

maneira: 



' 

Fig:. E.:) 

' 

' 

' ' ' ' ' 
' ' ' CH 2 / . 

CH 2 
'-': 

CH 2 
/ 

C=O 

7 7 9. . 

Estru~ura mcl2cular do OPPC {lecetina) mosLranoo detalnes 02 

cabEça polar. As duas cadeias de polietileno (CH
2

l Ch_ exten 
n ~ -

dem-se para fora do desenho através das linhas pontilhadas 

aLé completar n = 16 ligações de carbono C-C. 
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11 

Fig. 6.4 

Tipica estru~ura de bicamadas de fosfolipidios com as caudBS 

de hidrocarbono no interior d~ regi~o. As espessuras carac~s 

rísticas sao da o roem de 50 A. 
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Fig. 6.5 

Estruturas esf~ricas onoe as caudas est~o todas direcionaoas 

para o centro. enquanto as cabeças polares ficam na parte e~ 

terna fixas ao substrato. . . 
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- as cadeias de hidrocarbono das mol6culas do lip{dio vao de 

uma configuraçãà normalmente rfgida na fase gel para um esta-

do isomérico rotacional altamente degenerado na fase fluÍda, 

a qual inclua muitas ligaç5es ''gauche~. Portar1to, na fase or 

danada (s61ida) as rnol~culas individ~ais encontram-se perpen-

diculares à superfície da água num estado ordenado que denomi 

namos ~trans'' e com uma ordom posicional~ enquanto que na fa-

se fluÍda não existe ordem posicional e as mol~ciulas sao inter 

namente desordenadas com conformaç6es "gauche''. 

As excitaç5es "gauche•'' correspondem a cotovelos 

que saem da sequência n-ormal das ligações "trans" na cadeia 

rÍgida, enquanto que "gauche-" sao aqueles cotovelos que res-

tauram a orientação originul da cadeia tornando-a paralela às 

demais cadeias da bicamada. A figura (6,6) é um desenho esqu~ 

m~tico dessas conformaç5es ''gauche" na cadeia de hidrocarbo~ 

no, e a figura (6,7} mostra com detalhes o isomeri3mD rotacio 

n al das moléculas caracterizando os estados "trans" e "gauche" 

através do ângulo ~ . n 

Fig. 6 . 6 

_o~ Ü'·"""' 0 ft 
()c~~~, 

) ~ ~ 
1 r " 5 

~ ~ ~,fi ~ 7~ 
t ~ H T 

r I !y" 1 ~ 
( a J ( b ) ( c ) ( d ) 

a) estado "trans" com as cadeias perpendiculares i agua 

b) ligação "gauche +'' que desvia a cadeia da direç~o original 

c) cotovelo = ''gauche +, gauche -" 

d) 2 gauche + 1 gauche -
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Isomerismo rotacional da cadeia de hidrocarbono mostrando 

três configuraçÕes mais prováveis para a ligação C-C. O pc-

tencial rotacional cara a ligaçio C-C como funç~o do ângulo 

a 

de rotação tem tres minimos corresponden~es as configurações 

mostradas na figura: 

a) estado :ra:1s [ ~ -- r.C) . d . . -
~ ~ onaa·a ca s1a es~a con~1oa nc o~e-

n 

no minimizanao assim as repulsÕes estericas. 

b) gauche (-), onde o ángulo de rotação e deslocado 120° no 

sentido horáric. O gauche mínimo é estimado como sendo O.E 

Kcal/mol acima do estado trans. 

c) gauche (+). cujo mínimo está localizado em torno de .· 
~ = 120° no sentido anti-horário. •n 

' 
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O isomerismo rotacional nada mais é do que um m~ 

canismo desordenado caracterizado por uma entropia intramole 

cular SB. A diferença entre a entropia dos. estados "trans" e 

"gauche" d& origem a um "campo de entropia" que obviamente e 

função da temperatura e que se anula no ponto de fusão. Note 

que as bicamadas são feitas de duas monocamadas interagentes 

e por causa dessa interação os dois sistemas (mono e bicama 

das) comportam-se de mono diferente. Quando olhamos para a 

transição de fase existe uma diferença básica entre eles: a 

transição de fase da bicamada é de 1~ ordem (com um calor la 

tente da transição). enquanto que. na maioria dos casos. as 

transiçÕes em monocamadas são de 1ê e 2ê ordem {não existe 

mudança de área nO ponto de transição). 

As monocamadas têm uma vantagem sobre as bicama-

das que e um par extra de variáveis termodinâmicas controlá-

veis experimentalmente: 

i) a area ~ ocupad~ por molécula de lip!dio 

iil a pressão·lateral rr que não é acessível experimentalmente # 

em outros modelos. pois p8ra bicamadas. por exemplo. elas es-

tão confinadas as paredes do recipiente que as contém. 

Dos gráficos das isotermas pressao lateral aplic~ 

da rr vs area ocupada por molécula A. • • e poss~vel encontrar a 

• * ponto cr~tico T Experiências têm mostrado que monocamadas 

adsorvidas na interface água-5leo s~o muito semelhantes ~s bi 

camadas o que não é .tão verdade para monocamadas extendidas 

na interface ar~água. 

A figura abaixo (6.8) mostras essas isotermas pa-

ra monocamadas de fosfolipÍdios resultando uma temperatura cri 
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0 • T • • 1 tica de 41 c. Para bicamadas o ponto crltico e extrapo a-

do com base nessas observações para monocamadas e a transição 

de fase de primeira ordem só acontece se TM (temperatura de 

fusão) for menor do que Te. 

lT(dy/cm) 

. N' CARBO~OS/CADEU=lO 

31"C 

21"C 

li" C 
I"C 

o /Úea /molécula 
(FIG. 6.QJ 

• 

Nosgo estudo sobre a transição de fase da leceti-

na baseia-se em algumas admissões que são descritas abaixo: 

i) vamos cõnsiderar que a área ~ ocupada pelas moléculas nos 

diferentes estadas é sempre constante, assim como a pressão 

lateral 1T. 

ii] De acordo com as considerações de Doniach (ref. 34) vamos 

assu~ir que as cadeias de hidrocarbono formam uma rede trian-

gular bi-dimensional em ambas as fases. Esta aproximação nao 

é crítica porque a transiçãD de primeira ordem é dominada pela 
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diferença de ontropia intracodcia, enquanto que a variaç~o de 

entropia associada com a desordem espacial do sistema (0.5 k
6

J 

e apenas uma pequena fraçÕo da variação.total da entropia no 

ponto fusão (~ 14 k
0

J. 

iii) Admitiremos ainda que as moléculas interagem através de 

um potencial de nare~ entre primeir·os vizinhos e que as corr~ 

18çÕes de triângulo são importantes para o cálculo aproximado 

das possíveis configurações. Portanto, a Mec~nica Estatistica 

deve ser resolvida através do método de variação de clusters. 

iv) Baseando-se no isomorfismo entre as m·embranas e o modelo 

de Ising bidimensional, .escreveremos a energia livre do nosso 

sistema bioi6gico em termos das vari~veis de spin de Ising e 

então o campo de entropia oriundo da diferença de entropia en 

tre os estados internos da mol8cula pode ser descrito na for-

ma de um ''campo magn~tico efetivo'' dependente da temperatura" 

A temperatura de fusão TM observada para o DPPC 

encontra-se em torno de 314°K (refo 35-38) quando a pressao in 

terna é da ordem 20-25 dy/cm" Af ocorre a transição de fase de 

primeira ordem e nessB ponto especffico o ''campo magn~tico ef~ 

tivo~ anula-se e muda de sinal, A express~o para esse campo ~ 

do tipo: 

H [ T J 
o 

[ 6 • 1 ) 

onde 

Seff ~ entropia associada à degenerescência das configuraçÕes 

moleculares desordenadws 

8E energia do estado desordenado em relação ao ordenado, 



7 27. 

A temperatura T* onde 6corr~ a transiç~o de segu~ 

da ordem para o DPPC é estimada como algo da ordem de 

353°K ± 10°K. 

6.2. O Modelo de Gás de Rede para um Sistema de 2 Componentes 

Uma vez que as moléculas da bicamada de liprdios 

encontram-se em dois estados (A = "trans". B = "gauche") e so 

frem uma transição de fase, podemos traçar um paralelo entre 

esse sistema biolÓgico e aqueles que sofrem transição tipo o~ 

dem-desordem como ligas binárias (ref. 5) e sistemas magnéti

cos. Na realidade, o paralelo é mais estreito com o sistema 

magnético pois em ambos os casos a concentração de sÍtios num 

determinado estado é variável enquanto que em ligas binárias 

ela é fixa. A equival~ncia entre o modelo de g&s de .rede e e~ 

tes dois modelos acima citados jã foi discutida no primeiro 

capÍtulo e vamos agora formular o modelO para o sistema de li 

pÍdios. 

Denominaremos os possíveis estados moleculares por 

A e ~~ onde A corresponde ao estado fundamental ordenado "trans" 

e B ao estado excitado (altamente energético) devido às confi

gurações internamente desordenadas" Na realidade. a estado 8 e 

um estado efetivo que é a média de todos os níveis de energia 

dos estados isoméricos rotacionais da cadeia de hidrocarbono. 

Esta é uma admiss~o v~lida pois o "gap" de energia âE entre os 

estados ~ e ~ é muito maior do que o "gap" entre níveis que for 

mam ~ estado efetivo B. Note que cada cadeia pode ter no máxi

mo quatro ligações "gauche" e a energia potencial para uma Üni 

ca rotação gauche é da ordem de o.s kcal/mol. Este modelo de 

isomerismo rotacional é muito usado em polímeros e a figura 

• 
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6.9 mostra B onergia potencial con1o funç~o do ~ngulo de rota-

çao para esse rnateriol. Os ângulos de 120° e o 
240 correspondem 

r~spoctivamento ~s rotaç5es gauche (-) o gauche (+) e os ang~ 

los intermediários com energias muito mais altas n~o são pos-

srveis para temperaturas biolÓgicas. 

O primeiro estado excitado consist~ de uma seque~ 

cia de duas ligaç6es ''gauche'' de sinais opostos separadas por 

um segmento "trans". A primeira rotação "gauche" muda a d.ire-

çao da cadeia e a segunda restitui a direçâo original. Na pr~ 

sença de moléculas vizinhas este estado tem rni:lior chance de 

ocorr~ncia do que uma simples e ~nica ligação ''gauche'', pois 

a ~rea da mol~cula projetada no substrato e maior no ~ltimo 

caso, ~ imporlan~e ~atar que uma sequ~ncia imediata de rota-

ç5es isom~ricas com ligaç~es "gauche" como vizinhos na cadoia, 

é fortemente inibida pela superposiç~o. A degeneresc8ncia do 

estodo 8 será dunotodo por· 0
8

, Corno jd comentamos u1.teriorrnen 

te, essa degeneresc~r1cia ~ respons5vel pela entropia efetiva 

do sistema e portanto podemos escrev~-la como: 

s 
eff 

( 6 • 2 ) 

Para o modelo de 2 estados a função de partição p~ 

ra a cadeia Oe uma molécula isolada pode ser escrita como a so 

ma das contribuiçÕes desses estados: 

z 
o 

z 
o 

2 
I 

v=1 

1 

-E /k T 
O v 8 

v e 
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2 

A energia potencial como 

trando os três mínimos. 
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função dci ~ngulo de rotaç~o ~ mos
n 



usando a relação (6.2) obtemos: 

z 
o 

1 + e 
-CllE-s· Tl/kT 

eff B 
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{ 6 • 3 ) 

A conexão com o formalismo de spins é feita intr~ 

duzindo o operador quase-Ising ã, cujos auto-valores a são da-

das pela convenção da tabela 1.2. 

+1 estado ntrans" (A) 

cr { 6 • 4 ) 

-1 configurações desordenadas (B) 

O prÓximo passo é encontrar a energia livre defi-

nida comumente como: 

F - k T in Z 
B o 

mas· que pode ainda ser escrita em te~mos da matriz densidade 

{ 6 o 5 ) 

onde a hamiltoniana efetiva e dada por: 

{ 6 • 6 ) 

Observe a definição do campo de entropia dada pe-

la relação (6.1) e então a hamiltoniana efetiva acima pode ser 

interpretada como o acoplamento do spin â com o "campo magnét! 

• 
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co dependente da temperatura~. Na regi~o de temperatura onde 

H
0 

< O o campo magnético favorece o estado Q desordenado, e~ 

quanto que o estado "trans'' A ~ mais prpv~vel para H > o. 
o 

Podemos introduzir os operadores proj.eç~o nos es-

tados A e B através do operador de spin cr: 

c A 1+Õ 
( 6 • 7 J - 2 

cs 1-Õ 
( 6 • 8 J - -2-

As seguintes relaç6es SBD satisfeitas: 

CA + cs " 1 

cCAJ2 CA 
( 6 • 9 J 

(CBJ2 CB 

CA. CB [B. CA o 

As probabilidades de ocupaçao dos estados A e B 

sao dados pela média estatística dos operadores C: 

<CA> 1 Tro { (1+Õlp} 1 
PA - z 2 -2H

0
/k

8
T o 

1+e 

( 6. 1 o J 

<LB> 1 { 1-Õ "} 

-2H
0
/k

8
T 

e 
PB - z Tro C-2-J p -2H

0
/k 8 T 

o 
1 +e 

(6,11] 

Finalmente a magnetização e definida como a diferença de pop~ 

lação entre os estados: 
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1 [6.12) 

·1 

Para um sistema de cadeias moleculares independe~ 

tes (n~o h~ inleraç~o entre mol~culosl a soluç~o e an~loga a 

equaç~o de estado paramagn~tica sem transiç~o de fase: 

M tanh [6.13) 

Note que a energia interna do sistema e definida através da 

média 

E 
1 

z 
o 

6E 
2 

[1-M ) [6.14) 

De modo a considerar as interaç6es vamos introdu-

zir os operadores de spin â. para cada sÍtio j da rede, e as
J 

sumir que as moléculas estão acopladas através da interação 

entre primeiros vizinhos. Para um sistema quasi-Ising todos 

os operadores de spin comutam e a Mecânica Estatfstica pode 

ser resolvida através da teoria do gas de rede desenvolvida 

por Lee e Yang (ref. 5). Se denotamos por WAA' w88 • WAB a ener 

gia de interação entre pares de moléculas, a energia de intera 

çao total do sistema e dada por: 

[6.15) 

onde NK e o numero total de pares interagentes (K-J J sendo que 
J 

K,J = A,B, _A contagem correta dos pares leva aos seguintes vín 

culos: 
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[6.16) 

onde Z ~ o numero de primeiros vizinhos e NA e N6 sao respec

tivamente o nGmero de mol~cul~s no estado A e Bo Portanto 

N [ 6 • 1 7 ) 

e o número total de moléculas. 

Como no capÍtulo anterior vamos introduzir as pr~ 

babilidades de sftios e pares definidas pelas equações (6,10) 

8 [ 6 • 1 1 ) : 

PA 
NA 

PB 
NB 

N N 
[6.18) 

PAA 
2NAA 

- ---z-N 

PBB 
2NBB 

- ---z-N [6.19) 

p AB 
N AB 

p BA - ZN 

ZN • • onde 2 e o numero total de pares, Os Vlnculos (6.16) podem 

agora ser reescritos em termos das probabilidades como: 

[6.20) 
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e ent~o a energia total de interaç~o (5.15) fica da seguinte 

forma: 

m8nte: 

L <ô.Õ > 
{j,k} J k 

(6.21) 

Os seguintes resultados podem ser obtidos direta-

ZN 
2 

N -N 
A B 

(6.22) 

I 6. 23 J 

A magnetização e agora uma média sobre todos os spins do sis-

tema: 

M 
1 

I - N 
j 

<a.> 
J 

(6.24) 

e as interaçÕes podem agora induzir uma transição de fase. 

O parâmetro de curto alcance é usualmente dado por 

(veja relação 3.9): 

(6.25) 

ou seja~ n e a correlação média entre sÍtios primeiros vizi-

nhas. 

Usando as expressoes acima, a energia de interação 



pode ser escrita como: 

ZN 
8 

(W +W +2W J 
AA GB AB 

+ J 
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L<a . > 
j J 

{6.26) 

sendo que J faz o papel da interação de troca efetiva entre 

spins. Ela ~ dada por: 

J (6.27) 

que ~ an~logo a ''exchange" ferromagngtica bastando considerar: 

{6.28) 

A interação J r~presenta efeitos combinados das 

atrações de van der Waals e dipolares competindo com as repu~ 

soes por estorvo" A admissão de que as moléculas permanecem 

na rede triangular mesmo no estadc flu!do significa que esta-

mos desprezando as mudanças na área ocupada pela molécula qua~ 

·cta ela vai do estado "trens" para a configuração desordenada. 

Esta é a mais simples aproximação que pode ser feita de modo 

a excluir os efeitos de volume. No caso da interação de troca 

efetiva J ser negativa ( )J J < 0) signifca que temas interaçÕes 

atrativas apenas. 

Portanto~ olhando para a relação (6.26) observa-se 

que as interações moleculares podem ser descritas por uma Ha-

miltoniana de spin, cuja expressão exceto de um termo constan 

te é dada por: 
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Aint[ÔJ (6.29) 

Por outro lado, os graus internos de liberdade sao descritos 

pela Hamiltoniana efetiva (4.6), isto é: 

H (TI l: 
o 

j 
( 1-Õ. J 

J 

logo, a Hamiltoniana efetiva total tem a forma: 

RCôl • A.· tCâJ 
1n 

J l: ojok - H[t) l: oj ' NH
0

(T) 
j. k j 

onde o campo magnético total e dado por: 

H(T) 

1 
2 

A te~peratura de fus~o e definida como: 

(6,30) 

(6,31 J 

( 6. 32 J 

(6,33) 

com o campo magn~tico se anulando em TM. A tr~nsiç~o de prime! 

ra ordem (descontinuidade na magnetização) acontece desde que 

a seguinte relação seja satisfeita: 

(6,34) 
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Pela relação (6,31) ve-se que acima do ponto de 

fusão o campo efetivo favorece as configurações desordenadas, 

en~uanto que abaixo de TM o estado "tra~s" internamente arde-

nado ~'preferido. 

6.3. O Método de Variação de Aglomerados e Resultados Fornecidos 

O cálculo da energia livre total leva em conta as 

configuraçÕes espaciais através da entropia de Kikuchi 2· O mé 

todo de variação de aglomerado para a rede triangular foi de-

senvolvido no capÍtulo 2 e a relação (2.11) nos dá a expressão 

para a entropia levando em conta as correlaçÕes de triângulos, 

A figura {2,3) ilustra as configurações envolvidas no cálculo 

de~ e as relações (2.2) são os vínculos a que estôo sujeitas. 

Os parâmetros de longo e curto alcance M 8 n estão definidos 

pelas relaç5es (G.24) e (6,25) e um terceiro parameLro a ser 

identificado posteriorm8nte precisa ser definido. ~ ele: 

[ 6. 35 I 

O apêndice III dâ o conjunto completo das dive~sas probabili-

dades (sÍtio, pares, triângulos) em função desses três parâm!:_ 

tros. A energia livre é F = E - TS onde a energia interna E 

é obtida diretamente da hamiltoniana ef8tiva (6,31) 8 das re-

lações (6,23) 8 (6,24), 

E 
NJ 

E 

H 
3n - J M energia interna/molécula [6.36) 
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O campo magnético H0 é dado pela relação (6.1) ~ue 

pode ser reescrita em função da temperatura de fusão TM atra-

vês da relação (6"33)" Portanto 

H ( Tl (6.371 

Finalmente~ a expressao para energia livre F e dada por: 

5
eff F=-3n-----(T -TIM 2 M 

- 2 E 
i~j~k.::A~B· 

P ~n P -
ij k ij k 

E P.~nP 1 .} i=A,B ~ 
(6,381 

A energia livre da sistema F pode então ser escri 

ta em termos dos parâmetros (M,t,nl e minimizada em ,elação a 

eles obtendo-se o estado de equilÍbrio. As três equaçÕes obti-

das podem ser colocadas compactamente como: 

p AA PBBB 
c~=A:.._.,=c::. I 
PAAB. PBBA 

4 J I kB T 
e 

-H (tl/k
8 

T 
e 

C 6. 39 I 

(6.401 

(6.41 I 

Esse conjunto de operaçao pode ser resolvido usando o cálculo 

iterativo ~atura! (apêndice I) obtendo-se o comportamento das 

quantidades (M,n,tl ·cama função da temperatura T. Como primei-

' 
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ro passo na procura dos resultados- determina-se a temperatura 

crítica T* na qual ocorre a t~ansição de fase de segunda ar-

dem, Ela pode ser obtida introduzindo H= O na relação (6,41) 

e olhando as pequenas variações OM e ôt (com os valores para-

magnéticos M = t = 0) para os parâmetros M e t. Oeste cálculo 

resulta: 

2 
3. 9 2 •• o ( 6 • 42) 

in(5/3l 

Nossos c~lculos foram feito5 em termos das variáveis reduzi-

d.as: 

ka T 
T m ( 6. 43) 

H (T) 1 
s 

h ( eff 1 (TM-T) -
~ 2 kJ 

(6,44) 

Como já dissemos anteriormente Seff é a entropia 

assóciada ~ degenerescªncia das configurações moleculares de-

sordenadas e tem um valor estimado da ordem de 6.4 k6 para a & 

OPPC. Esta estimativa foi feita por Doniach (ref. 34) a partir 

de valores observados para a temperatura de fusão e o calor la 

tente associado à transição de primeira de ordem. Essas quan-

tidades estão relacionadas pela seguinte expressão: 

llQ (6.45) 

onde ~M é a descontinuidade da magnetização do sistema no po~ 

to de fusão. Neste ponto singular o wcampo magnéticow ou cam-

po de entropia(ve~a relação (6.44)) se anula e Ooniach utili-
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zou-se deste fato para atribuir a 6M o valor 6M ~ 0,91 que cor 

responde ao valor da m~gnetizaç5o no ponto de fuo~o na soluç~o 

exata da rede triangular bidimensional .. Este procedimento deve 

ser vi~to com cuidado pois est~o sendo comparados dois modelos 

diferentes que tem a caracterfstica de coincidirem no porlto de 

fusão. 

O termo 8S em (6,45) ~ a descontinuidade da entro-

pia associada com a desordem posicional no estado fluido. Em 

geral este termo é muito menor que a entropia de fusão intra-

cadeia e pode ser desprezado como veremos adiante. 

A figura (6,10) mostra a transição de fase de se-

gunda ordem (linha final (H O) que ocorre em T* 3.92 com 

a magnetizaçôo c~inGo abruptamente prÓximo ao ponto cr{tico, 

Note que o método iterativo natural não foi capaz de calcular 

a magnetização na região prÓxima ao ponto crítico. pois nenh~ 

ma convergência foi obtida na região 3.9 <L < 4.1 a~roximad~ 

monte. ApBsar disto. o mªtodo se mostra muito bom quando tra-

balhumos com campo magnético aplicado, O valor da·magnetização 

no ponto de fusão M(LN) 0,83 e portanto pode-se esperar que 

na transição de fase dü primeira ordem o salto da magnetização 

seja alEO como:· 

.6r1 
2 = o. 83 

Uma vez determinada a descontinuidade no par~metro 

de ordem M nos procuramos um valor para Seff condizente co~ 

nosso modelo. Admitindo a estimativa de outros autores de que 

1 -
2 

M. s 
eff 5,8 k8 encontramos um valor para Seff 7. o 1 

Portanto. o campo de entropia utilizado sara algo do tipo: 
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H ( T l 
7

•
2
°1 

(3.18 - Tl (6.46) 

on~e o valor 3 0 48 corresponde a temperatura de fusão em nos 

sas unidades. 

As figuras (6.10) e (6.11) suo gráficos simultâ-

neos das quantidades M e t na aus5ncia e na pr~sença de campo 

magn5tico. O traçado mais fino correspor1de a c2mpo nulo (solu 

ç~o de Kikuchi para a rede trianEular no ausancia de campo) e 

dá a transição de fase de segunda ordem. Note ~ue as situações 

com magnetização apontando ''up'' e "down" são e~~ivolen~es e 

portanto os estados A e~ s~o degenerados. Na eusgncia de cam 

po a transição do estado paramagn~tico co8 rA = ? 8 ) caracter!-

zado pela mistura h6mog&nea das configuraç6es ~ e ~ para qual 

quer um dos estados ferromagnéticos citados acina deve ser 

contínua quando a temperatur~ e abaixada em direç5o ao ponto 

crítico. 

A observaç~o do comportamento do par~metro t nos 

permite caracteriz~-lo como um par~metro de longo alcance G 

seu Significado fÍsico está relacionado com as conccntraç5es 

relativas de configurações de triângulos com o Desmo tipo de 

átomo (ou estado). Na presença de campo os parâmetros de lon 

go alcance M e t resultam descontínuos no ponto de fusão T 
- - M 

Nossos cálculos permitiram encontrar os seguintes valores: 

-0.83 (6.47l 

-o. 80 

com descontinuidade: 
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IlM - M(T~) 
+ 

M ( T M J 1. 66 

(6.48) 

llt - t ( T ~) 
+ 

t(TM) 1. 60 

A descontinuidode da magnetizaç~o no ponto de fus~o TM est~ 

relacionada com o calor latente da transição. Para temperatu-

ras acima de TM o campo de entropia (H < O) favorece o estado 

fluido. ao passar pelo ponto de fus~o ele se anu.la e muda de 

sinal (H > O] favorecendo o estado sÓlido para T < tf
1

• O sal-

to da.magnetização é descontí·nuo e simétrico em e se faz 

entre dois estados ferrbmagnéticos. Portanto, o ordenamento 

ferromagnético consiste de estados moleculares puros ~ ou B 

com magnetizaç~o .apontando "up" ou "down'' mas o campo depen-

dente da ternperatura é que faz com que o sistema escolha a con 

figuração que minimize a energia livre. 

Qualitativamente o comporta1nento do parâmetro t 

e semelhante ao da magnetizaç;o, o que significa que a concen 

tração de ligações de triângulos puros ~ e ~ depende da temp~ 

ratura de maneira semelhante as probabilidades de sitio. Note 

[_ap~ndice III) que as probabilidades de tri~ngulo s~o misturas 

de propriedades de longo e curto alcance. Nossa definição de 

t é tal que comportamento de curto alcance ficou cancelado. 

O parâmetro de ordem de curto alcance n como fun-

çao da temperatura reduzida é mostrado na figura (6.12). A li 

nha fina e a solução de Kikuchi na aus~ncia de campo magnéti-

co e no ponto de fusão TM ambas as curvas se tocam tendo um 

0.77. Acima de TM o parâmetro de longo al 

cance estã presente de forma bem marcante crescendo com o au-

menta da temperatura, portanto é de se esperar que a ordem de 
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ID 

F 0.5 

T' 

ID 2.0 '" 3.0 4.0 5.0 6.0 7D 80 
1 

:omportamen~o ao par~metro de ordem de curto alcance na au-

3~ncia (linha final e na presença de campo ex~erno. No pon~c 

Je fus~o H = O e portanto as au~s curvas. coirlcioem. sendo 

JUS o decaimento de n(H) em 1M ~ devido ~s flutuaç6e6. 
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curto alcance também se manifeste' com um comportamento de cer 

to modo semelhante. Fisicamente. devemos esperar que n ~ 1 

quando T + ~ e isto é o que parece acontecer em nossos resul-

tados. 

O comportamento descontínuo da magnetização acar-

reta uma descontinuidade na energia interna. A figura [6.13] 

ilustra a energia interna em unidades de !JI como função de 

~. A energia no ponto zero foi escolhida arbitrariamente e a 

descontinuidade em tM é dada por: 

ti. E 
m 3. 9 2 

18. 7 5 

k T* 
B 

(6.491 

a qual é a principal contriuuição para o calar latente. Essa 

descontinuidade gera um pico pronunciado no calor especÍfico 

em ~M' desde que na transição de primeira ordem o calor for

necido ao sistema não varia a temperatura deste até que ocor-

ra toda a transformaç~o de fase. Na figura [6.16) graficamos 

esse calor específico (em unidades de J J! l (de Kikuchil e 

aquele obtido via teoria campo molecular. 

A entropia da transição S é descontinua. enquanto 

que a entropia de Kikuchi dada pela relação (2.111 é continua 

~m TM desde que sua expressão é invariante face transformações 

do tipo (M,tl ~ C-M.-tl. A descontinuidade ~S é dada por: 

[6.50) 

·o 

• 



1 4 7. 

10.0 I 

I 
I 
I 
I 

00 _l 

I 
I 
1 
I 
I 
I 

-10.0 r- I 
I 
I 
I 

-15.0 r-

_l I I t 1 _l _l 

1.0 . 2.0 3.0 4 o 5.0 6.0 7.0 8.0 

c 

Energia in1:erna em unidade de / J J como função da temperatura 

reduzida T. 



14 8. 

O apêndice III traz al6m das expressoes pQra as 

probabilidades. as curvas que descrevem o comportamento dessas 

pr-obabilidades cm função de T. 

6.4. Comparaç~es com a Teoria de Campo Molecul~r 

No modelo de campo molecular as correlaç5es sao 

desprezadas e a ordem de curto alcance se faz ausente, A hamil 

toniana do sistema muda o termo de correlaç6es de pares 

uma interação com campo efetivo; então 

H J J L a.<o.> 
<ij> l J 

para 

1 
ZNJ M

2 
(6.51} 2 

A energia interna é obtida dessa expressao para a 

hamiltoniana (6,51) acrescendo-se o termo devido ao campo de 

entropia 

u 1 
ZNJ M

2 
-2 (6.52} 

A entropia é calculada pelo método de Kikuchi, sen 

do que agora só tenho sítios. O número de modos de se colocar 

um átomo no sítio P da figura 2.2 de modo a obter-se uma dis-

tribuição correta e agora dado por: 
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L~ L ~ 

( LP A) ! ( Lfl O) ! { . } : 

5
Kikuchi 

-k8 (~'A R.n PA + .PB .l:.n r 8 ) (6. 53) 

usando a definição usual para a magnetização M obtemos uma ex 

pressão para a entropiu em função de M que é: 

f 

s 
N 

+ 

F 
N 

-k B 

A enorgia livre F 

-z 
2 

1-M tn 
-2-

1-M 
-2- ( 6 • 5 4 ) 

U - TS fica então 

+ k T 
B (

1 +M \ 
~n -2-j + 

( 6. 55) 

A relação para a magnetização pode ser obtido mini 

mizando a·energia livre em relação ao Gnico par~metro; resulta 

então a famosa tangente hiperbólica para campo molecular: 

M tanh (

2[J[M+ 

Na temperatura crítica sabe-se que a entropia Seff 

a magnetização M ; O. Então 

M " tanh 

( 6. 56) 

O e que 



quando M + o. 

resultando: 

* T z 
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6 (6.57) 

A temperatura de fusão é da ordem de TM ~ 5,32 e 

calor especifico pode ser obtido diretam~nte da equaçao (6,52), 

bastando derivá-la com ·relação a T. A figura (6.14) mostra o 

comportamento da magnetizaç5o para as duas teorias (Kikuchi e 

campo molecular), sendo que a constante de troca é diferente 

em cada modelo mas a mesma temperatura critica T* e considera 

da, Usando a definição para a temperatura reduzida T (eq. 

3. 31 e 4o43) obtemos que 

IJIMF 

T 

k T* 
8 

TMF 
35 3° 
-6-

(6. 58) 

(6.59) 

A linha mais fina corresponde ao modelo de campo molecular 

(Mf) e a outra à teoria de Kikuchi. Note que no ponto de fu-

s~o a descontinuidade da magnetizaç~o para MF ~ da ordem de 

(1/2 ~M) = 0.55 e usando o valor de 5,8 kBTM para o calor la-
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tente (eq, 6.45) obtemos um valor. para ·Seff muito maior do 

que o conhecido 

5effiMFl 
- 21 

No prÓximo conjunto de figuras (6.15 a 6.17) a comparação com 

campo molecular (MF) e feita usando a ~esma constante de tro-

ca J na hamiltoniana efetiva. Partindo de que o valor de J 

é aquele dado pela eq. 6,56 obtemos para temperat~ra critica 

* TMF um valar muito alto e da ordem de: 

enquanto que 

* T Kikuchi 

X 6 I 6. 60 J 

* Este valor superestimado para TMF e decorrência 

diréta da variação da magnetização (com a temperatural que e 

muito suave. 

Em [6.15) mostramos a·camportamento do parâmetro 

de longo alcanceM entorno da temperatura de fusão (314°K). 

Esta escala ampliada ilustra claramente o contraste entre as 

duas teorias no que diz respeito à variação da magnetização. 

Para campo molecular M está sempre saturada~ enquanto que na 

teoria de Kikuchi uma variaç~o mais acentuada se faz 1·1otar co 

como consequência da introdução de correlações no modelo. 
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nagnetização para teoria de Kikuchi e campo molecular quando 

~ mesma "exctrenge" 8 usada em ambas as aproximaçÕes, A escale 

je temperatura é dada em graus K9lvin, sendo T = 314 K . . M 
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Dependência com a temperatura do calor específico em unidades 

arbitr~rias para a teoria "de Kikuchi e campo molecular (MFT). 
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Como j5 coment~mos um pouco antes, o calor 

fico e obtido ~ partir da energia interna e B5t5 graficQdO na 

fig. (6,1G) em unidades orbitr~rias. A curva MF ~ sempre pla-

na uma vez que a energia interna não varia com T Bxceto na des 

continuidade em TM. Para a teoria de Kikuchi, U varia conside 

ravelmente com a ternperatLJra de modo que o calor especifico 

exibe um pico bastante pronunciado no ponto de fus~o. 

A compressibi)idade lateral e um análogo Ce sus-

ceptibilidade magn~tica X• assim como a press5o TI ~ an~loga 

ao campo magn~tico H. Então: 

Mas, 

la relação (6.37) 

H [ T l 

o 

dA 
-+8TI 

''campo magn~tico efetivo" H 
eff 

e dado pe-

sendo que TM carregô contribuiçÕes como variaç~o de area 6~. 

de energia .6E, etc ... 

cional a 

[6.17). 

Desie modo, a compressibilidade la~eral e propo~ 

dM 
~e as 

M 
curvas comparativas estão mostradas na fig. 

Os valores MF para a compressibilidade ·X não Mostram 

variação significativa com a temperatura, enquanto que Kikuchi 

fornece um pico pronunciado e assimétrico no ponto de fusão. 

Concluindo esta seção e capftulo resta de.stacar a 

importância das flutuações no parâmetro de ordem revelada atra 

vés Ja comparaç~o feita acima. 

Essas flutuações sao desprezadas na teoria de cam 
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po molecular e encontrdmos que as quantidades termodin~micas 

calculadas polo .mªtodo de Kikuchi 5~0 fortemente influencia

das pelas flutuaçÕes nu regiâo entorno ?a temperatura de fu-

sao TM. Portanto, a descriç~o das propriedades de mono de bi 

camadas de lip!dios requer modelos de interação que levem em 

conta as flutuaç5es atrav~s da ordem de curto alcance presen

te na fase desordenada do sistema. 
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COMENTÁRIO FINAL E CONCLUSaEs 

Nestes trabalhos notamos que sistemas que 

transições ordem-desordem como consequência da alta 

sofrem 

coopera-

tividade interna devem ser analisados face às interações ins

tantâneas entre estes vizinhos, de modo a levar. em conta a ar 

dem de curto alcance. A admissão de flutuações ~o parâmetro 

de ordem leva a um comportamento das quantidades termodi~~ni

cas muito mais condizente com dados experimentais do que a te 

oria de campo molecular clássica. Oestes resultados os 

importantes incluem: 

mais 

a) calor específico nao nulo na fase paramagnética, 

b) desvios da lei de CUrie-Weiss para a susceptibilida

de paramagnética como manifestação da presença de cor 

relações na·fase desordenada 

c) a teoria de campo molecular superestima a temperatura 

critica e fornece transição de fase independentemente 

da dimensão e estrutura cristalina 

O acréscimo da ordem das correlações (através do método de va 

riações de clusters) permite descrever o sistema de modo mais 

detalhado influenciando também na melhoria dos resultados. Um 

modelo de dois estados (Ising com spin : 1/2) incluindo n-

terações entre sítios muito próximos descreve de modo satis-

fatório um bom numero de sistemas principalmente na fase de

sordenada' acima.da temperatura critica. 

Em sistemas magnéticos a aplicação do modelo contri

bui para o entendimento do fenômeno ressonante associado sen

do que a ordem de curto alcance permite predizer linhas de 

ressonância que estão ausentes numa teoria de campo molecular. 

Estas linhas estão associadas à campos locais produzidos pe-

las flutuações na forma de diversos aglomerados de spin 

sentes mesmo na fase desordenada. 

pre-

Com relação a sistemas biolÓgicos este foi apenas 

um passo introdutório no assunto e a inclusão de mais estados 

permitiria, entre outras coisas, estudar o ~roblema da mono-
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camada e a correspondente variação de area das moléculas loca 

lizando também Ó ponto crítico da transição. Diferentes mode

los podem ser aplicados a partir de considerações sobre o iso 

merismó rotacional nas cadeias de hidrocarbono a~mitindo dife 

rentes estados excitados ao invé~ de uma m~dia sobre todos e

les como fizemos até então. 

O desenvolvimento destes trabalhos cOnduziu-nos a a 

nálise de outros problemas no que diz respeito ao modo de tra 

taras correlações. Dentre eles talvez o mais importante·seja 

a obtenção de uma equação de auto-valores exat_a para as fre-

qu~ncias de ressonãncia num -sistema magnético. O cálculo da 

intensidade de linha só é possível para a cadeia linear pois 

as correlações sao conhecidas de antemão e de modo exato. U

ma vez que a cadeia linear e a arvore de Caylay s~o topologi

camente equivalentes, fica .a sugestão da viabilidade do c~lcu 

lo exato das intensidades para numero de coordenação z qual-

quer a partir de considerações sobre as correlações nessa es

trutura. 
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APENDICE I 

'CALCULO OE ITERAÇ~O NATURAL INIJ PARA O METOOO OE VARIAÇAO 

OE AGLOMERADO 

De acordo com Kikuchi os passos (v·) e (vi) descri 

tos no resumo da seção 2.1 são decisivos para o bom desempe-

nho do método iterativo natural (NIJ, A maior contribuição 

do m~todo de variação de ag-lomerado est~ no ftem (~), onde 

aglomerados de área maior dão uma expressão melhor para a 

energia livre. A obtenção e a resolução das equações simult~ 

neas (Ítem Vi) sera feita abaixo para o caso especÍfico da 

rede triangular: 

i) partindo da expressao para a entropia de Kikuchi S (eq, 

2.11), escreve-se a energia livre ~como um funcional e in-

traduz-se o multiplicador de Lagrange À juntamente com a co~ 

dição de normalização das probabilidades das configurações 

de ordem maior denominando as equações (2.2) como: 

SF 
"N 

y - PBBB 

~IU-TS) 

onde a energia interna U e escrita em função das correla-

ções de pares como: 

u [I. 1 ) 
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w c energia de interoç5o de pares 

Usando a eq. (2.11) para a =entropia S, a energia 

livre tem a seguinte forma: 

+ 2(x in x + y in ~ + 3z ~n z + 3V in v) + PA in PA + 

+ P in P + 6À(1-x-y-3z-3v) 
8 8 

[I. 2) 

ii) minimiza-se esse funcional ~ em relaç~o as probabilida-

L ~ de ordem maior 

d~ 

dx 

M 
dy 

d~ 

dz 
o 

o 

o 

o 

X " 

y 

z " 

v 

sz w 
4 AA 

312 SÀ/Z SH/2 
e e e ( P AA 

SV2 -SH/2 
e e [I. 3) 

SÀ/2 SH/6 
e e 

usando a condição de normalização (2.1) para as probabilida-

des de triângulo e substituindo x.y.z,v pelas relações acima, 



1 6 2. 

obtemos umu quinta equaçao: 

-E -E1, 
SH/2 4 WAA( 3/2 -1/2)• -SH/2 4 BB(p3/2P-112) 

"' 8 8 p AA p A 8 8 BB B 

• 3 • 

• 3 ( I. 4) 

iii) o cálculo iterativo inicia-se atribuindo valores para 

as probabilidades de ordem imediatamente abaixo: PAA'P
86

, 

PAB "' PBA' Os vínculos da eq, (2.2) possibilitam o c~lculo 

das probabilidades de ordem inferior até chegar-se às proba-

bilidades de sítio, 

iv) com esses valores acima gerados calcula-se a r"lação 

(1.4) e a substituímos nas expressões para x,y,z,v dadas em 

(I.3). 

v) os novos valores obtidos para as probabilidades de arcam 

maior x,y,z,v entram no processo iterativo para recalcular 

as proba.bilida,des inferiores (pares, sítios) até chegar no 

limite em que a convergência é satisfeita. 

vil o processo para quando o grau de convergência 

6n -

for menor que um certo erro fixado, -8 
10 por exemplo. 
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APENDICE II 

H O 

Vamos considerar o caso ferromagnético J I J I < o e 

M -M - M (II.1J 
a B 

P" PB 1•~ p (II.21 - -
A A 2 

P" p8 1-6 
III.3J 

B B -2- - q 

ua~ cquaç6es (3.10 15): 

Pa8 
AB 

Pa8 
BA 11-nlpq - a (II.4) 

Pa8 ( 1 '~ ) - (II.SJ AA 2 
a 

pa8 ( 1 - ~ ) - III. SI 
BB 2 

a 

A relação {3,24) e identicamente satisfeita e (3,23} resulta 

em: 

r~- a][~- a] 
2 

a 

De modo semelhantei (3,25) torna-se: 

[ 1/2(1+~J-a]
2 

1/211-61-a 

(II.7J 

(II.BJ 
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denominando: 

I
. 1 _~ '!z-1/Z 

R - 1 -6 
' . 

III.9) 

Podemos reescrever (11.7) como: 

1 [1/2(1•6) - a 
III.10J 

1/211-6) - a 

da cquaçao (11.7) vem: 

• a o 

cuja soluç~o correta e: 

a 
-1 

III.11) 

substituindo na relação (11.10) ficamos então com uma equa-

ção básica ~ ser resolvida: 

2 
- 2ai1-R J 

i) cadeia linear Z = 2 e H = O 

o III.12J 

A solução paramagnética para T > O é obtida lembrando que 

Ma-MS 
= M =O, Então de (II.11) 

2 

K-1 
a 

1•6 
-2-

1-6 
- a • - 2- - a - 2a 1-4a 



K-1 
K • 1 

pela eq, (II.7J n 
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tanh 

CII.13J 

ii) A temperatura de transição e decorrência direta desses 

cálculos lembrando que na região crítica temos !J. « 1. Fazen 

do a expansão da relação (1!.9) para·!J. « 1 obtemos: 

( 
Z-1 ) ' Z-1 ) 

1 - c--z-Jó • l1-c--z-Jó - 1 - 2 (~)6 z 

Cm primeira ordem em !J. podemos escrever. que: 

4(Z-1 Jó 
z 2 

_ 4(Z-1ló 
z 

Na expressao (11.11), expandindo a para ordem zero: 

a " 

onde 

K -1 
c 1 

2 ( K + 1 ) 
c 

(II.15) 

Usando as relações (11.14) e (II.15) na expressão (11.12) 

obtemos a temperatura de transição em função apenas da ener-

gia de troca J e do numero de primeiros vizinhos Z 

K 
c 



logo: 

kB Te = ~;.2)~,;;J'-l) __ 

.tn(Z1(Z-2l) 

166, 

(II.16l 
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APENDICE III 

As probabilidades de sitio,· pares e tri§ngulos 

sao aqui escritos em termos dos par§metros de longo e curto 

alcance e graficadas como funç~o da temperatura reduzida. 

a) probabilidades de sítio 

1•M 
-2-

1-M 
-2-

b) probabilidad~s de pares 

I!' 41 (1+nl 
2 

1 
2 

M 1 
2 + 4 (1+nl 

1 .4 [1+nl 

c) probabilidades de triângulo 

t 1 3 2- 4 + 8 (i+nl 

t 1 3 - 2 - 4 + 8 (1+nl 

(1!1,1) 

IIII.2J 

IIII.3) 
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IIII.6) 

(III.7) 
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l 1 •n J 
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Figure 3.1: Probabilidade de encontrar os sitias do sistema 

no estado A 
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do tipo ,(AAJ 
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Figura 3.6: Probabilidade de ocorrincia de correlaç6es de tri~n 

gula tip·a AAA 
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