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Resumo

Neste trabalho estudamos os instantons da teoria de Yang-Mills nos espacos de Schwarz-
schild e de Reissner-Nordstrom com grupo de gauge SU(2). Instantons sao solugoes cldssicas
da teoria de Yang-Mills definida em um espago com métrica riemanniana (positiva-definida)
e com agao finita.

Primeiramente revisamos a formulagao geométrica da teoria de Yang-Mills em uma
variedade 4-dimensional, identificando os campos de gauge com conexoes em um fibrado
principal. Em seguida apresentamos os principais resultados classicos relacionados aos
instantons no espago plano.

Na segunda parte da dissertacao realizamos um estudo sistematico das solugoes da teoria
de Yang-Mills nos espagos de Schwarzschild e de Reissner-Nordstrom euclidianos. Esta
abordagem nos permitiu descobrir novas familias de instantons neste contexto. Ainda, os
resultados obtidos mostram que o niimero de familias de instantons no espago de Reissner-

Nordstrom depende diretamente da carga elétrica que caracteriza esta geometria.
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Abstract

In this work we study instanton solutions of the Yang-Mills theory in Schwarzschild
and Reissner-Nordstrom spaces with gauge group SU(2). Instantons are solutions to the
classical field equations of Yang-Mills theory defined in a space with Riemannian (positive
definite) metric with finite action.

We begin with a review of the geometric setting of Yang-Mills theory on a four di-
mensional manifold, which relates the gauge fields to connections on a fiber bundle. We
proceed by presenting the main results related to instantons in flat space.

In the second part of this thesis we perform a systematic study of the solutions of Yang-
Mills theory in Euclidian Schwarzschild and Reissner-Nordstrom spaces. This approach
led us to discover a new family of instantons defined in those backgrounds. Moreover,
our results show that the number of instanton families in the Reissner-Nordstrom space

depends directly on the eletric charge which caracterizes this geometry.



Convencoes

Durante esta dissertacao trabalharemos

no sistema de unidades naturais, no qual

sendo ¢ a velocidade da luz no védcuo, h a constante de Planck dividida por 27 e G a

constante de Newton.

Também iremos adotar a convencao de Einstein para somatoérias: sempre que um indice

aparecer duas vezes em um mesmo termo a somatoéria sobre este indice deve ser subenten-

dida. Por exemplo

xkxk = 9511:1 + x2$2 + .. xnT.

n

Finalmente, escrevemos as matrizes de Pauli da forma usual:

o

02

03

01
10

)

0 —2
7 0 ’
1 0
0 -1/
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Capitulo 1

Introducao

A teoria de Yang-Mills foi introduzida por C. N. Yang e R. L. Mills [1] como uma ge-
neralizagao da teoria de Maxwell para grupos de simetria nao-abelianos. Mais tarde, esta
teoria desempenhou um papel central na formulacao do modelo padrao das particulas ele-
mentares [2]. Além de ter se tornado fundamental para a construcao de vérios modelos em
fisica, tanto na area de particulas elementares quanto em matéria condensada, a teoria de
Yang-Mils foi um dos fatores responsaveis pela reaproximacao entre a fisica e a matematica
que ocorreu na segunda metade do século XX. Nesta dissertagao estaremos interessados
nas solugoes das equagoes classicas da teoria de Yang-Mills com grupo de gauge SU(2),
tanto em espaco plano quanto em espacos curvos associados a solucoes das equagoes da
relatividade geral.

As solugoes das equacgOes cldssicas de uma dada teoria carregam informacoes impor-
tantes sobre a estrutura nao-perturbativa da teoria quantica associada [3, 4, 5]. Em
particular, solucdes das equacoes de movimento euclidianas! com acdo finita sdo ingre-
dientes fundamentais em diversos calculos semi-classicos, tanto em mecanica quantica nao-
relativistica quanto em teorias quanticas de campos, e fornecem resultados que nao podem
ser obtidos em nenhuma ordem da teoria de perturbagao. Estas solugoes classicas de agao
finita da teoria euclidiana sdo denominadas instantons.

O estudo de propriedades nao-perturbativas via métodos semi-classicos pode ser ilustrado

por meio de um sistema quantico nao-relativistico e unidimensional, descrito por uma la-

LA teoria euclidiana aparece devido a uma rotacdo de Wick na coordenada tempo.
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grangiana da forma

L= % (Zf)Q V().

Podemos calcular a evolugao temporal do sistema via formalismo de integrais funcionais [6],

(zf,T/2|zi, —T/2) = /d[x(t)]eiS[z@)]’

onde a integral em d[z(t)] é calculada sobre todos os caminhos tais que x(—7/2) = z; e
x(T/2) =xy e

/2
Sla(t)] = / | Hetlat

é a acao do sistema. Por outro lado, também podemos calcular a evolugao temporal
expandindo (x¢,T/2|x;, —T/2) em uma base de auto-estados, |¢,), da hamiltoniana H e

assim

[ it = 3 g g ae B

onde E, é a energia do estado |1,). Fazendo a continuagao analitica da expressao acima

para tempos imaginérios temos
/ dfe()e” x0T = 3 745 (g (i)e BT, (1.1)
sendo Sg a acdo euclidiana, dada por
T2 11 (da\?
Sg = — (= %
F /_T/z [2 (dt> tVio)

Vemos que no limite T" — oo somente os estados de menor energia contribuem para a

dt. (1.2)

expressao do lado direito da eq. (1.1). Sendo assim, calculando o lado esquerdo desta
equacgao, obtemos tanto as energias quanto as auto-fungoes associadas aos estados de mais
baixa energia do sistema.

Uma forma nao-perturbativa de calcular o lado esquerdo da eq. (1.1) é utilizar o método
das inclinacoes mais acentuadas, mais conhecido como “method of steepest descent”. Tal
método é uma aproximacao que se torna adequada no limite & — 0, e por isso esta asso-

ciado a um tratamento semi-cldssico da teoria. O método das inclinacoes mais acentuadas
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consiste em expandir a acao euclidiana até ordem quadratica em torno dos seus extremos

2
Selao(t) + n(6) ~ Seleo(t)] + deT'Mi)fjj(T,)[xo<t>]n<r>n<T’>,

sendo z(t) um extremo do funcional agdo. Neste caso a integral funcional se torna gaus-
siana e podemos calculd-la diretamente. Os extremos da acdo sdo exatamente as solugoes
das equacoes classicas de movimento associadas ao sistema em questao, de onde vemos a
relevancia destas para o estudo da teoria quantica. E f4cil notar que, nesta aproximacao,
nao precisamos considerar as configuracgoes cuja acao ¢ infinita, pois a contribuicao destas
é nula. Concluimos assim que a expansao semi-classica da agao deve ser feita precisamente
em torno dos instantons da teoria.

Este procedimento pode ser generalizado para as teorias quanticas de campos, sendo o
leitor remetido as referéncias [4, 5] para uma introducgao aos calculos instantonicos neste
contexto (que estao fora do escopo desta dissertacao). No caso da teoria de Yang-Mills
pura (ou seja, sem a presenca de outros campos), veremos que o espago das configuracoes
de acao finita se divide em componentes disjuntas e que, em cada componente, o minimo da
acio estd associado & potenciais (anti)auto-duais?. E f4cil mostrar que tais configuragoes
satisfazem automaticamente as equacoes de campo e que, por serem minimos da agdo em
cada componente, sao a contribuicao dominante na expansao semi-classica da integral de
trajetéria [4]. Alguns efeitos quanticos importantes foram descobertos por meio de célculos
involvendo instantons, como, por exemplo, a estrutura nao-trivial do vacuo na teoria de
Yang-Mills pura [7] (f-vdcuo) e uma solugao para o problema U(1) [8]. Apesar de na
literatura padrao o termo instanton estar associado a qualquer solugao das equacoes de
movimento euclidianas com acao finita, nesta dissertacao usaremos este termo somente
para denotar potenciais (anti)auto-duais da equacao de Yang-Mills com agao finita..

Nesta dissertagao estaremos interessados nas solugoes cléssicas da teoria de Yang-Mills
em geometrias associadas a solugoes das equacoes de Einstein no vacuo. Mais especifica-
mente, vamos nos concentrar no estudo de instantons nos espagos plano, de Schwarzschild

e de Reissner-Nordstrom.

2Como veremos no capitulo 2, um potencial A, é denominado auto-dual se o tensor de campo Fj,
associado a este potencial satisfaz as equagbes de auto-dualidade:

A
Fuv = €uurpF e,
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A dissertacao estd dividida em trés capitulos principais e um apéndice. No capitulo 2
apresentamos uma revisao da teoria de Yang-Mills com grupo SU(2) em uma variedade
(pseudo)riemmaniana arbitraria de dimensao quatro. Em seguida mostramos que o tensor
de energia-momento simétrico associado a potenciais (anti)auto-duais é nulo e, portanto,
tais configuragoes nao perturbam a geometria do espago-tempo (de acordo com a teoria
da relatividade geral). Sendo assim, espagos que sao solugao das equagoes de Einstein no
vacuo sao as variedades mais interessantes, sob um ponto de vista fisico, para se estudar
as solucdes auto-duais da teoria de Yang-Mills. Ainda neste capitulo, iniciamos o estudo
de solugoes instantonicas no espaco plano e mostramos a relagao entre estas solugoes e
a topologia deste espaco. Em particular, mostramos que todas as configuracoes de agao
finita se dividem em classes e que dentro de cada classe os instantons sdo minimos da acao.
Também relacionamos a agao dos instantons neste espaco ao segundo nuimero de Chern
na esfera S*, o que mostra, em particular, que a acdo destas solucdes no espaco plano é
sempre um nuamero inteiro.

No capitulo 3 apresentamos um estudo sistematico dos instantons no espago de Schwarz-
schild euclidiano. Este estudo nos permite recuperar todas as solucoes instantonicas ja
conhecidas nesta geometria [9, 10, 11] e também exibir uma nova familia de instantons
descoberta por nés durante o desenvolvimento deste projeto de mestrado [12]. As solugoes
desta nova familia interpolam as solugoes de Charap e Duff, que foram os primeiros instan-
tons descobertos na geometria de Schwarzschild. Além disso, a agdo varia continuamente
entre os valores 1 e 2, 0 que caracteriza uma diferenga marcante entre a estrutura da teo-
ria de Yang-Mills no espago de Schwarzschild e no espaco plano, pois como mencionamos
acima, a acao das solugoes instantonicas no espaco plano é sempre um nimero inteiro. Essa
diferenca ilustra o fato que os resultados obtidos no capitulo anterior dependem diretamente
da topologia de R*, e, portanto, nio sao vélidos para espacos com outras topologias, como
no caso da geometria de Schwarzschild.

O capitulo 4 é dedicado a generalizagdo do procedimento adotado no capitulo anterior
para o espaco de Reissner-Nordstrom euclidiano. A métrica de Reissner-Nordstrom é uma
solucao das equacoes de Einstein que descreve um espaco tempo esfericamente simétrico
em torno de um corpo de massa m e carga elétrica @), sendo que o espaco de Schwarzschild
é recuperado no limite de carga zero. Devido as semelhancas entre os espagos de Reissner-
Nordstrom e de Schwarzschild, a maior parte dos argumentos utilizados no capitulo 3 pode
ser adaptada sem dificuldades para o caso estudado no capitulo 4. Os resultados obtidos

indicam que existem novas familias de instantons no espago de Reissner-Nordstrom, com
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acao variando continuamente dentro de cada familia. Também mostramos que o nimero
de familias depende diretamente da carga @), sendo que este nimero diverge quando nos
aproximarmos do caso extremo |Q| = m [13].

O apéndice contém uma breve introducao a teoria de fibrados principais e conexoes.
Esta linguagem ¢é utilizada durante a dissertacao, principalmente no capitulo 2, e é também
utilizada com frequéncia em trabalhos mais recentes relacionados a teorias de gauge.
Também apresentamos no apéndice, de forma resumida, as classes de Chern, que sao utiliza-
das na identificacao entre instantons no espago plano e os SU(2)-fibrados principais sobre
a esfera S%. A maior parte do contetido original desta dissertacdo, capitulos 3 e 4, pode
ser estudada por leitores que nao possuem conhecimento sobre o contetido apresentado no

apéndice.



Capitulo 2
Instantons no espaco plano

Neste capitulo iremos estudar instantons no espaco plano e a sua relagao com a topologia
deste espaco. Primeiramente iremos fazer uma breve revisdo da teoria de Yang-Mills e
apresentar a interpretacao geométrica para o potencial de gauge desta teoria. Para isso
usaremos alguns conceitos de geometria diferencial que sao apresentados no apéndice. Em
seguida iremos estudar alguns resultados gerais relacionados a instantons. Vamos mostrar
que no espago plano o espaco configuragoes de agao finita é dividido em componentes
disjuntas que podem ser classificadas por uma certa carga topoldgica. Iremos mostrar que
em uma dada componente as configuracoes de acdo minima sdo exatamente os instantons.
Em seguida vamos apresentar as solugoes de 1 instanton e também apresentar o método
de Witten [14] para obter solu¢oes multi-instantons. Por fim iremos estabelecer a relagao

entre instantons no espaco plano e fibrados sobre a esfera S3.

2.1 A teoria de Yang-Mills

A teoria de Yang-Mills é uma teoria de gauge nao-abeliana introduzida como uma ge-
neralizagdo da teoria de Maxwell nos anos 50 [1] e hoje é parte fundamental na descrigao
das interagoes descritas pelo modelo padrao [2]. Na teoria de Yang-Mills a simetria local é
dada por um grupo nao-abeliano, em contraste com a teoria de Maxwell na qual o grupo
de simetria é U(1). O leitor é remetido as referéncias [15, 16] para uma étima revisao da
abordagem original (sem o uso de ferramentas modernas de geometria diferencial) desta
teoria. Durante toda a dissertagao vamos nos restringir a teoria de Yang-Mills com grupo

de gauge SU(2), porém os resultados da presente se¢ao podem ser facilmente generalizados
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para o grupo SU(N).

A teoria de Yang-Mills no espaco plano é descrita por um potencial A,(z) que toma
valores na &lgebra de Lie g, que nesta dissertagao sera sempre su(2). Uma das principais
caracteristicas das teorias de gauge é que existe uma classe de configuracoes que descrevem
a mesma realidade fisica, e por isso nao podem ser distinguidas. No caso de teorias de Yang-
Mills isso se reflete na identificacao de potenciais relacionados por uma transformagao de
gauge

A, =UTAU+U0,U, (2.1)

sendo U(x) uma fungio de R* em SU(2). A partir do potencial A, podemos definir o
campo tensorial
Fly = 0,4y — 0,A, + [Ay, A, (2.2)

E fcil mostrar que se A e A estio relacionados por uma transformacio de gauge dada por
U(z) entao
F,,=U"'F,U. (2.3)

Usando o tensor F},, podemos definir a lagrangiana desta teoria,

1
L=—— tr(F,, F"), 2.4

onde g é a constante de acoplamento. Apesar de a constante de acoplamento ter papel fun-

damental na teoria quantica, ela nao tem qualquer relevancia para os aspectos classicos da

1

teoria’, e por isso vamos fixar g = 1 daqui por diante. A acéo associada a esta lagrangiana

3

(&

S = /d4a:£ = _1672 d*x tr(F,, F™). (2.5)

Usando a eq. (2.3) é facil verificar que a lagrangiana, e consequentemente a agao, sao
invariantes por transformagcoes de gauge. As equacdes de Euler-Lagrange obtidas a partir

desta lagrangiana sao
O F" +[A,, F'] = 0. (2.6)

Note que essas equagoes sao o equivalente nao-abeliano das equacoes de Maxwell nao

homogéneas no vacuo:
o, o E
V-E=0, e Vsza—.
ot

'E imediato notar que um fator que multiplica a acdo ndo altera as equaces de movimento cléssicas.
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Por outro lado, podemos definir uma 1-forma A = A,dx*, e a partir da eq. (2.1) temos
A=U"1AU + U tdU. (2.7)

A relacao acima, em conjunto com os resultados apresentados no apéndice, nos permite
concluir que A define uma conexao no fibrado trivial R* x SU(2), conforme ficara claro na

préxima segao.

2.2 Formulacao geométrica da teoria de Yang-Mills

Dada uma variedade M de dimensao 4 dotada de uma métrica (pseudo)-riemanniana g,
podemos formular a teoria de Yang-Mills em M identificando o campo de gauge com uma
conexao em um SU(2)-fibrado (ndo necessariamente trivial) sobre M, que denotaremos por
E. Localmente essa conexao pode ser descrita por 1-formas su(2)-valorizadas A;, definidas
em abertos U; € M associados as trivializagoes locais do fibrado (ver apéndice). Note que
o indice 7 identifica o dominio no qual a 1-forma A; esta definida e nao deve ser confundido
com a componente 7 de A. Para evitar possiveis confusées iremos omitir o indice ¢ sempre
que este nao for necessario, porém nao podemos esquecer que em geral A é definido apenas

localmente. A partir desta conexdo temos a forma local da curvatura
F=DA=dA+ ANA, (2.8)
que em termos de coordenadas x* de M pode ser escrita como F' = %Flwdx“ A dx¥, com
Fu = 0,A, —0,A,+ [Au, Al

Se a intersecao U; NU; € M ¢é nao vazia, os potenciais A; e A; correspondentes a cada

conjunto estao relacionados por
Aj =t Agti + t i, (2.9)

onde t;;(z) é a funcao de transigao entre as trivializacoes (U;, ¢;) e (Uj, ¢;) (ver apéndice).
Em particular dada uma trivializacao (U;, ¢;) e uma fungao h : U; — SU(2) podemos
definir uma outra trivializagao (U;, Ly-1 o ¢;), sendo Lj,-1 a multiplicacao a esquerda por

h~! na parte associada a SU(2) do produto U; x SU(2). A conexao local associada a esta
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trivializagao estd definida no mesmo aberto U; e pode ser escrita em termos da conexao A;

como

A; = h ™Y A;h + h~tdh.

Comparando essa expressao com a eq. (2.1) vemos que uma mudanca de gauge é simples-
mente a mudanga na conexao induzida por uma troca da trivializacao local no fibrado
E.

Em cada vizinhanga U; vamos definir uma agao

1
Sy = —— tr(F AxF), 2.10

sendo xF' o dual de Hodge da 2-forma F', e portanto também uma 2-forma. Podemos

definir o dual de Hodge a partir da sua agdo em uma base coordenada,

* (dxﬂl ANdx"2 N A d:C‘uk) — (ni V_‘gk‘:)!6#1#2...;2;2+1Vk+2myndka+1 AdzV*2 A A dI,U'n’
(2.11)

sendo n a dimensao da variedade, g = det(gu,) o determinante da métrica e €,,...p, ©

simbolo totalmente anti-simétrico definido por

+1 se (pipa ... pn) € uma permutacdo par de (12...n),
€pnpzon = § —1 se (pipg. .. py) é uma permutacao impar de (12...n),

0 em qualquer outro caso.

Dessa forma, em termos das coordenadas z* de M, temos
1 v/
*xF = §F;w * (dzh N dx¥) = Zlmf«ﬂu,,g‘w‘g”ﬁeaﬁp/\dxp A da?, (2.12)
Usando a expressao acima temos

tr(FAXF) = ~8’g’ tr (F“yFalglg“1a2951’B2eazﬂz,p)\) dzh A dz¥ A daP A da?

- \/gm tr (FWFalﬁl9“1“295152ea2ﬂ2px) g dz® A dx' A da? A da

= tr [FuyFalﬁlga1a2g61622(5525§2 — 552522)] dz® A dzt A dz? A da?
1

= —tr(F, F")/|gldx® A dxt A dx? A da®.

[\
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Como F; = ti_leitij em U; N U; (lembrando que ¢ e j neste caso se referem as trivial-

izagoes e nao as coordenadas), temos que
tI‘(Fi VAN *E) = tr(Fj A *Fj)

na intersegdo. Sendo assim, a 4-forma tr(F A «F') estd bem definida em todo M, mesmo
se o fibrado F nao é trivial, e vamos definir a acao da teoria de Yang-Mills na variedade

M como

1

/ tr(F, F*)\/|gldz® A dot A do? A da®. (2.13)
M

E facil verificar que esta expressio recupera a eq. (2.5) quando M = R* com a métrica
plana.
As equagoes de Yang-Mills sao obtidas procurando potenciais que extremizam a agao (2.13).

Um potencial A é extremo da agao se

d
= (SIA+ t54]) ( —0

t=0

para qualquer §A com suporte compacto em U;2. Usando a eq. (2.13) na equacdo acima

temos:

/ tr {(9,04, — [6A,, A,)) F*}\/|gldz® A da* Adx? Adx® = 0

U;

aga abe a ba-c ueae 0 1 2 3 _
/Uitr{<—6Al,2i8u—e 5AVAu2i) F# 22,}\/|g|dx ANdx” Ndz® ANdz® = 0

Vldl

E como essa equacao deve ser valida para qualquer § A com suporte compacto em U; temos

1
/ <—8uF’“’a — ——=F"%9,\/|g| — eabCAgFW> 0A%/1gldx® A dzt A dx? A dz® = 0.
U;

a equagao de Yang-Mills

V4 [Ay, FP) = 0, + T F* 4 [A,, F*] =0, (2.14)

2Uma maneira mais formal e global de definir a acfo e sua variacio é fazer os célculos no fibrado E e
nao na base M conforme descrito na referéncia [17]. N&o iremos adotar este procedimento neste trabalho
pois, além de introduzir complicagdes desnecessédrias para os nossos objetivos, esta nao é a abordagem usual
para teoria de Yang-Mills na literatura da &area.
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onde usamos
V19l = 519197 Ougrw = V191", .,

sendo P/\w o simbolo de Christoffel associado a conexao de Levi-Civita. Vale notar que,
para o caso M = R* a expressdo acima recupera as egs. (2.6) quando escrita em coor-
denadas cartesianas. Dessa forma concluimos que as equacOes acima sao a generalizagao
nao-abeliana das equagoes de Maxwell nao-homogéneas no vacuo quando a teoria estd

definida em uma variedade (pseudo)riemanniana arbitraria.

Por outro lado, se n é uma p-forma su(2)-valorizada em U;, definimos (ver apéndice) a

derivada exterior covariante de 1 com relagdo a conexao A por
Dn=dn+AAn—nANA=dn+[A,n]. (2.15)

Usando esta defini¢ao e a eq. (2.12) podemos calcular xD % F'. Para isso vamos primeiro

calcular cada termo separadamente:

1
A(+F) = 10, (Faﬁ \/|g|> copprda Az Az = \/|gl(B,F P41, F*P)e,prdat AdzP Ada,
e assim

*xd(*F) = |g|~ (8 FoP v, Fo‘ﬁ)e sor€ PN o dz™ = sgn(g) <8BFO‘B + FVVBFO‘B) Gapdzt.
(2.16)

Vamos agora calcular o segundo termo,

ANKF = V4|g| A FBe g ndat A da? A da,

e assim
* (ANKF) = |‘Z| Fo‘ﬁe apprePg ez = sgn(g) A F"F gy eda”.

E facil ver que para calcularmos * (xF' A A) basta inverter A e F' na expressao acima. Com

estes resultados temos

*DxF = sgn(g) (65170‘6 + F"VﬁFO‘B + [Ag,FO‘B]) Gapdzt,
= - sgn(g) (V,LLFMV + [A/,La FMV]) gV)\dx)\‘
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Comparando a expressao acima com a eq. (2.14), e lembrando que a operagdo * é um
isomorfismo entre o espago das k-formas e o espago das (n-k)-formas, vemos que a equagao
de Yang-Mills é equivalente a

DxF =0. (2.17)

A seguir veremos que essa forma da equacao é bastante conveniente para o estudo de

instantons.

2.3 Instantons em variedades riemannianas

Como pode ser visto a partir das egs. (2.14), a equacao de Yang-Mills é uma equagao
diferencial parcial (EDP) de segunda ordem nao-linear em A, e por isso procurar solugoes
desta equagdo é uma tarefa altamente nao trivial. No entanto, devido a identidade de
Bianchi (ver apéndice) temos

DF =0. (2.18)

que, em coordenadas, correspondem ao equivalente nao-abeliano das equacoes de Maxwell

homogéneas: .
v.ézo, e VXE:—O—B
ot
De acordo com as egs. (2.17) e (2.18), se a curvatura F' associada a um potencial A satisfaz
*F' = kF, sendo k uma constante, entdao A é automaticamente uma solugdo das equagoes
de Yang-Mills. A equacdo xF' = kF' é de primeira ordem e seus termos nao-lineares sao
apenas quadréticos, e portanto é bem mais simples que a equagao de Yang-Mills.

Por outro lado, se w é uma p-forma temos (ver [18])
*xw = sgn(g)(—1)P" P,

sendo n a dimensao da variedade. Como estamos interessados em variedades de dimensao
4, e F é uma 2-forma, temos
** [ =sgn(g)F. (2.19)

Mas, se xF' = kF', vemos da relacao acima que

k* = sgn(g),
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e assim se M ¢ riemanniana (todos os autovalores da métrica sao positivos) temos k = +1.
Se M for lorentziana (um autovalor da métrica negativo e os outros positivos) temos k = =i.
Como F' toma valores na algebra de Lie g, o segundo caso s6 faz sentido se g = ig, o que nao
é verdade para grupos de Lie compactos®, e, em particular, nio é valida para su(2). Vamos
a partir de agora nos restringir a variedades riemannianas, onde vamos buscar potenciais
que satisfacam

*F =+F, (2.20)

sendo que para o sinal (—)+ o potencial A é denominado (anti)auto-dual.

O restante desta dissertagao serd dedicado a estudar solugbes da eq. (2.20) com agao
finita, que chamaremos de instantons. A relevancia fisica deste tipo de solucéo, ao menos no
caso plano, aparece ao usarmos o método do tempo imaginario para buscar resultados nao-
perturbativos em teorias quanticas®. Antes disso porém, vamos apresentar um resultado

importante relacionado ao tensor energia-momento deste tipo de solugao.

Tensor energia-momento de solugoes auto-duais

Sabemos que o tensor energia-momento simétrico de um campo cuja lagrangiana é L

pode ser calculado usando [19]

0 oL
—1/2
T =29~ Y T (VaL) = _2W + g L. (2.21)
Substituindo £ = —ﬁ tr(F,, F*) na expressao acima temos
1 a aa 1 a pafba
TMV et @ Fua FV — ZgHVFOCﬁ F . (222)

Uma configuracao (anti)auto-dual satisfaz

q
Fl, = :l:%Faﬁeagw,,

3Vale lembrar que as teorias de gauge de interesse fisico estdo, em geral, associadas a grupos de Lie
compactos.

4As aplicacoes de instantons em teorias quanticas néo serdo consideradas nesta dissertacdo. O leitor é
remetido as referéncias [4, 5] para alguns exemplos de cdlculos quénticos envolvendo instantons.
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e nesse caso ¢ facil mostrar que
FHoap a_lFOcﬁaF agh
vao 4 af v

Substituindo essa relagao na eq. (2.22) vemos que o tensor de energia-momento de uma
configuragao (anti)auto-dual é nulo.
De acordo com a relatividade geral, a presenca de matéria e energia altera a geometria

do espago tempo, conforme descrito pelas equagoes de Einstein
1
R, — §R = 81T, (2.23)

onde R, é o tensor de Ricci (ver [18, 19]) e R a curvatura escalar associados a métrica
9uv- Vemos que o lado esquerdo da equacao acima estd relacionado a geometria do espago-
tempo enquanto o lado direito esta relacionado ao contetido de energia e momento. Como
o tensor energia-momento de potenciais de Yang-Mills (anti)auto-duais é nulo, tais campos
nao alteram a geometria do espaco-tempo. Concluimos que, dada uma solucao das equacgoes
de Einstein no vécuo g,, e um potencial de Yang-Mills A4, (anti)auto-dual com relacdo a
essa métrica, o par (g,.,A,) é automaticamente uma solugao da teoria de Einstein-Yang-
Mills. Sendo assim, variedades que sao solugao das equagoes euclidianas de Einstein no
vacuo sao as variedades mais interessantes, sob um ponto de vista fisico, para se estudar

solugoes auto-duais da equacao de Yang-Mills.

2.4 Instantons no espaco plano

A solucdo mais simples das equagdes euclidianas (métrica positiva) de Einstein no
vacuo é o espaco plano. Como a maioria dos trabalhos em teorias quanticas de campo
s@o em espaco plano (onde o processo de quantizagao é melhor compreendido), é natural
que o primeiro trabalho sobre instantons tenha surgido neste contexto [22]. Nesta segao
estaremos interessados em estudar as solucdes da eq. (2.20) em R* com acio finita. Como
R* ¢é contratil a um ponto, todo fibrado principal em R* ser4 trivial (ver apéndice) e por

isso os potenciais de gauge estao definidos globalmente.
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2.4.1 Configuragoes com agao finita

Lembrando que a acao associada a um potencial A é dada por

S =

1
——— | tr(FAXF)= F_epragt
82 Jo TE ) = g /R4 w -

vemos que, para que A tenha acdo finita, F deve tender a zero mais rapido que 72 quando
|x| — oo . No entanto, isso ndo requer necessariamente que A — 0, pois dada uma fungao
(diferenciavel) h de R* em SU(2) e definindo A = h~'dh temos

F=dA+ANA=0.

Portanto a condicdo de acdo finita impde que A — h~'dh + O(r~2), para alguma funcio
h:R* — SU(2), quando |z| — oco. Concluimos que cada configuracio de acio finita define
uma funcdo, h*® = lim, .« h, da esfera no infinito, 3, no grupo SU(2).

Devemos lembrar que se € S entdo
g =T +iz'o! +ix?0? +ixdo® € SU(2),
sendo o! as matrizes de Pauli. Por outro lado, um elemento de SU(2) sempre pode ser

B a+1id c+1ib
9= —c+ib a—id |’

com a? + b? + ¢ + d? = 1. Dessa forma vemos que SU(2) ~ S3.

escrito como

Sendo assim, h> pode ser classificado pelo terceiro grupo de homotopia de S3, m3(S%) =
Z [18, 21]. Portanto podemos associar um inteiro k, relacionado a classe (ou grau do mapa)
de h>® em 73(5%), a cada configuracio de acdo finita A. Este niimero é denominado o

winding number da configuracdo A. Como um exemplo, pode-se mostrar que
fe: 82— SUQ2);  fulx) = (21 4 izio’)*

estd na classe k de 73(S%). Para ver isso basta notar que fy(z) é constante e conse-
quentemente [fo] = 0 (fo estd na classe 0 de m3(S®)) e também que f; é a identidade

(médulo a identificagdo entre S e SU(2)) e assim [fi] = 1. Usando a propriedade
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[f - g1 = [f1+ lg] (ver [21]), onde (f - g)(z) = f(x) - g(x), temos
[fx] = LA,

0 que mostra que fj estd na classe k de 73(S%).

A discussao do iltimo paragrafo mostra que o espaco das configuracoes de acao finita
é formado por componentes disjuntas associadas as classes de equivaléncia das fungoes
h°. Vamos mostrar a seguir que se dois potenciais de gauge com acéo finita, A e A, sdo
relacionados por uma transformacao de gauge A= g 'Ag + g~ 'dg, entdo eles estio na
mesma componente. Ou seja, se A — h~'dh e, consequentemente, A — (g - h)~1d(g - h),
entao as classes [¢™°] e [(¢g - h)*>°] tem que coincidir. Note que h estd definida apenas
para pontos na esfera no infinito. Caso pudessemos estender h(zx), associada a um dado
potencial A, para todo o R*, poderfamos fazer uma transformacao de gauge em A com a,
funcio g(x) = h(x)~!, e terfamos um potencial A com A — 0 no infinito. Neste caso, A
estaria na mesma componente que a configuragao trivial A = 0, e portanto a classe de h
em 73(S%) deve, necessariamente, ser a trivial. Em particular, este raciocfinio mostra (em
conjunto com o restuldao que iremos provar a seguir) que um mapa definido na esfera no

infinito s6 pode ser estendido para todo o R?* se ele for topologicamente trivial.

Carga topoldgica

Podemos mostrar que dois potenciais relacionados por uma transformagao de gauge
estao na mesma componente provando que classe de equivaléncia associada a estes po-
tenciais (em 73(.9%)) pode ser calculada usando a seguinte expressdo invariante por trans-
formagoes de gauge

1
Q=53 |, uEAF). (2.24)

Chamaremos () de carga topoldgica, sendo que esta carga é intimamente relacionada ao
segundo niamero de Chern, como ficara claro na ultima secao deste capitulo. Para provar
que @ definido pela expressao acima coincide com a componente de A (e consequentemente

com a classe de h) devemos primeiro notar que

d(tr (FAF)) =tr(dF AF + F ANdF) = tr(—[A, F] A F — F A [A, F]) =0,
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e assim a 4-forma tr(F A F) é fechada® 6. Como R* é contratil a um ponto temos que toda
forma fechada é exata [18] e consequentemente ' = dK, onde K é uma 3-forma em R*.

Um célculo simples mostra que
2
K =tr <A/\dA+3A/\A/\A)

satisfaz F' = dK. Usando o teorema de Stokes temos

2
/tr(F/\F):/ dK = tr(A/\dA—l—gA/\A/\A),
R4

4 3
R S<OQ>

sendo S(:"OO) a esfera no infinito. Como dA = F — A A A e como no infinito F' = 0, temos

1 1 1
——— | t(FAF)=—= | tt(ANANA)=— [ tr(h'dh AL 'dh AL 'dh
sa2 o, TEAE) =505 /53 H(AA ) = 302 /Sg r( " ),
(2.25)
onde usamos que o comportamento assintético do potencial é dado por A — h~1dh.
Vamos usar duas propriedades do funcional w(h) definido abaixo (sobre funcdes de S®

em SU(2)), sendo que a prova destas propriedades serd apresentada no fim da secao:

1

w(h) = W/Sg tr (h"'dh Ah~'dh AR YdR) (2.26)

propriedade 1: w(h) = w(g) se h e h’ estdo associadas a mesma classe em m3(S%) (ou
seja [h] = [g])-

propriedade 2: w(h-g) = w(h)+ w(g), sendo (h-g)(z) = h(z) - g(x) e a multiplicagao é
a usual do grupo SU(2).

Como qualquer mapa h : S3 — SU(2) é homotépico a um fp = (f1)* (para algum k)
as propriedades acima mostram que w(h) = w(fx) = kw(f1). Sendo assim, se mostrarmos
que w(f1) = 1 provamos que w(h) = [h], ou seja, mostramos que w mede qual a classe da

(ou grau da) aplicagao h. Neste caso, comparando a expressao de w(h) com a eq. (2.25)

®Uma k-forma w é fechada se dw = 0. Se w = dn para uma (k-1)-forma 1 dizemos que w é exata. Note
que toda forma exata é fechada mas nem toda forma fechada é exata [18].

5De fato toda 4-forma sobre uma variedade de dimenséo 4 é fechada. No entanto, este cdlculo mostra
que tal resultado é verdade mesmo para variedades de dimensao mais alta.
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concluimos que carga topoldgica () indica a qual componente do espaco de configuracoes
pertence o potencial A.

Para calcular a integral devemos primeiro notar que sob uma rotagao R temos fi(Rz) =
Ufi(z)V, sendo U e V matrizes em SU(2) independentes de x (tal resultado segue dire-
tamente da identificacdo usual de SU(2) x SU(2) com o recobrimento duplo de SO(4),
ver [20]). Sendo assim é fécil notar que o integrando da eq. (2.26) é invariante por rotagoes
para h = f e portanto podemos calculd-lo apenas no polo norte 2% =1 e z* = 0:

= —itr(07 0%2073)dat A da?? A da??

o (fhdf A N A f )

T=TN
= —id2B tr(g 0207 dat A da® A da®

= 12dz' A dx® A dx®.

Identificamos a 3-forma dz! A dz? A da® com o elemento de volume w de S3 em zy e assim

1
k:(fl):w/sngl.

A partir destes resultados concluimos que w(h) mede a classe de h em 73(S%) e por-
tanto, de acordo com a eq. (2.25) a carga topoldgica QQ(A) mede o inteiro correspondente
a componente de A no espaco de configuracdes. Em particular, como a carga topoldgica é
invariante por transformagcoes de gauge, vemos que potenciais relacionados por uma trans-

formacao de gauge estao na mesma componente no espaco de configuracoes.

Prova da propriedade 1: Para provarmos a propriedade 1 devemos notar que h~'dh
é o pullback por h : $3 — SU(2) da forma de Maurer-Cartan (ver [18] por exemplo) em
SU(2), e portanto o integrando da eq. (2.26) é o pull-back por h de uma 3-forma 7 em
SU(2). Pode-se mostrar que se duas fungoes h e h’ sdo homotdpicas entao h*n e h'*n estao

na mesma classe da cohomologia de de Rham (ver [18] ou [21]) e assim
h*n— h"*n = db,

para alguma 2-forma #. Como S® nio tem bordo a integral de df em S® é zero (pelo

teorema de Stokes) e assim w(h) = w(h’).
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Prova da propriedade 2: Para demonstrarmos a propriedade 2 devemos notar que,
como o funcional w é invariante por homotopia, podemos sempre deformar h para h' tal
que h'(r) = e para z no hemisfério sul de S* e deformar g para ¢’ tal que ¢’ = e no

hemisfério norte de S3. Neste caso

wh-g) = wh'-g),

1 /
= — tr (W'"'dh AR THAR AR TR) +
2
247 Jsp,
1 _ _ -
_‘_247(2/83 tr(g/ ldgl/\g/ ldgl/\gl ldg/),
(=)
1
- 242/ tr (R"1dh AR TR AR TR +
7 S3
1 _ _ -
+247T2 /Sstr (g/ ldg//\g/ 1dgl/\g/ 1dg/),

= w(h-g9) = wb)+w(g)=wh)+wlg),

onde S?

() © Sg’_) sdo os hemisférios norte e sul de S°.

2.4.2 Propriedades da agao

Nesta secao vamos apresentar algumas propriedades da acao. Comecamos notando que
— / dtx tr [(Fu £ (xF)w) (F* £ (xF)")] > 0, (2.27)
pois dada uma 2-forma su(2)-valorizada B, temos

b
tr(B,,B") =B apprb .. Oig :_EB apma -
: Hv % 2 o P

Podemos mostrar também que tr[F),, F'*] = tr[(*F),, (xF)*] e substituindo essa relagao

na equagao acima temos

- / d*z tr(F,, FM™) > F / dia tr[F, (xF)™] = — / tr(F A+F) > T / tr(F A F).
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Comparando a expressao acima com as expressoes para a acao (eq. (2.13)) e para carga

topoldgica (eq. (2.24)) de um potencial A concluimos que
5> Q| (2.28)

A relacao acima estabelece um limite inferior para a acdo em uma determinada com-
ponente do espaco de configuracoes. E facil ver, a partir da eq. (2.27), que este limite é

atingido exatamente para potenciais (anti)auto-duais. Sendo assim

de onde concluimos que a acao associada a solucbes instantonicas é sempre um inteiro.
Além disso vemos das equagoes acima que as solugoes instantonicas sao um minimo global
da acao dentro de cada componente do espaco de configuragoes, e portanto devem ser a
contribuicdo de maior relevancia na aproximacao semi-classica da integral de trajetéria

para teoria de Yang-Mills [5].

2.4.3 Exemplos de solugoes auto-duais

Na secao anterior estudamos algumas propriedades associadas a instantons em espagos
planos. Nesta secao vamos exibir explicitamente uma solucao auto-dual na classe 1, que
estd associada a configuracoes de 1 instanton. Em seguida faremos uma breve descrigao do

método introduzido em [14] para calcular solu¢oes multi-instantons.

Solucao de um instanton

Nesta se¢ao vamos reproduzir o resultado de [22], onde uma solugdo de um instanton
(denominada pseudo-particula pelos autores) foi obtida pela primeira vez. Como estamos

interessados em configuragoes na classe 1, vamos buscar solugoes da eq. (2.20) da forma

A= f(r)h~'dh, (2.30)

com h(z) = (2°1 + iz'o?) /rer = \/(20)2 4 (21)? + (22)? + (23)2. Para que este potencial
tenha acdo finita e esteja bem definido na origem devemos impor f(r) o< 72 quando r — 0

e f(r) = 1 quando r — oo.
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A curvatura para um potencial dado pela eq. (2.30) é (note que ndo vamos distin-

guir indices superiores de inferiores nesta secao ja que estamos tratando do espago plano

euclidiano)
a’ 2
Fy = 7 moaz eijkxoxjak) + 2a0; + a (—eijkwoxjak + ;0 — xka:kai) ,
a
Ej = 7 xoxza] — TOT;0; — Ti€jkTROT + ajjelkla:kal) + 2ael]kak +
o2
— [Jroewkak zo(xio; — xj0;) + eijla:lxkak]} ,
onde definimos a(r) = f(r)/r? e a linha indica derivada em relagdo a 7.

A relacao F' = xF (ou F,, = e,LLuaBFa,B) para um potencial dado pela eq. (2.30) se
reduz a

a = —ra .

As solugoes desta equagao que satisfazem as condigbes de contorno apropriadas (ver paragrafo

acima) sdo da forma
) = g = S0) =
242 IR P

sendo A uma constante que determina o “tamanho” do instanton. O potencial é dado por

T2

A acgao desta configuragao é dada por

S——L [P reF) =

=3 tr(F A F) = w(h) = 1,

T 8n2
onde usamos explicitamente a relacdo entre w(h) e a classe de h em m3(S?).

Podemos interpretar essa solucao fisicamente como um instanton localizado (no espago
e no tempo) em torno de z = (0,0,0,0) e de tamanho caracteristico A\. Como a teoria é
invariante por translacoes, podemos obter outras solugoes localizadas em qualquer ponto

x fazendo uma translac@o no potencial dado pela eq. (2.31).
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Método de Witten para solugoes multi-instantons

O método mais geral para obter as solucdes de multi-instantons em R* é a construcio
ADHM][23]. No entanto, nesta dissertagdo iremos apenas fazer uma breve descrigdo do
método usado por Witten [14] para obter solugdes multi-instantons, pois este serd o ponto
de partida para o estudo de instantons em espagos curvos que apresentaremos nos proximos
capitulos. Witten buscou solugoes (anti)auto-duais da equagao de Yang-Mills a partir de

um ansatz esfericamente simétrico

a a.c b c a
A= e Jotrn e 4 80 =5+ () = Ve () +arna (2.

2 r2 r

(2.32)

sendo 7 = 2% e r = /(z1)2 + (22)2 + (23)2. Note que uma configuracio dada por este

ansatz é caracterizada por quatro fungoes: ¢, 3, v e a.
Sob uma transformacao de gauge dada por U(x) = exp(%f)xkak /7) a forma do ansatz

nao muda, porém as funcoes do ansatz se transformam como:

¢=0¢+0:f, (2.33a)
B=pB+0.f, (2.33b)
4 =~cos f — asin f, (2.33¢)
& =ysin f + acos f. (2.33d)

Esse tipo de transformagao de gauge corresponde a uma simetria U(1) do problema e pode
ser usada para simplificar sua solucao.

As equagoes de auto-dualidade para um potencial dado pelo ansatz (2.32) sao

Ora+ ¢y = Opy — Pa, (2.34a)
Dy + By = —(0ry — ), (2.34D)
r2(0:8 — 0rp) =1 —~% — 2. (2.34c)
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A agdo para um potencial dado pela eq. (2.32) é dada por

_ L 3 a uYa
S = 5 /d x/thW F
1 [~  [>f1 , 1 , 1 )
= o/ @ S0y + ¢a)” + S (97 + Ba)® + S (Fpr — ¢y)°+
) Jo 12 2 2
1 1 1
+ 5(@@ — Bv)? ZTZ(GM)Q + 17“_2(1 — 2 —a?)?|, (2.35)

sendo Go1 = 98 — 0r¢.
Vemos que a agao ¢é idéntica a de uma teoria de gauge abeliana com campo de Higgs em
uma variedade de dimensdo 2 dotada da métrica g* = r2§"¥ (sendo que p = 0 corresponde

atep=1ar). Para tornar essa equivaléncia mais clara basta identificarmos

¢ < By
B <+ B
¥+ia < P,

sendo B, o campo de gauge e ® um campo de Higgs complexo. Nesta teoria as trans-
formagoes dadas pelas egs. (2.33) s@o exatamente as transformacgoes de gauge.
Usando a teoria abeliana, Witten [14] relacionou as equagoes de campo deste sistema

com a equacao de Liouville em 2 dimensoes
Vif = e?7.

Dessa forma Witten obteve solucdes que descrevem qualquer nimero de instantons alin-

hados em uma reta.

2.5 A relagao entre instantons em R? e fibrados em 5*

Nesta segdo vamos mostrar a relacdo entre os instantons em R* e SU(2)-fibrados sobre
a esfera S4. A partir dessa relacao ficara claro a relacio entre a carga topoldgica @ definida,
pela eq. (2.24) e a integral da segunda classe de Chern em S* (ver apéndice para a definicao
das classes de Chern).

A esfera S* ndo é contratil a um ponto mas podemos definir dois hemisférios H,, e

H,, cada um contrétil a um ponto, tais que S* = H,, | J Hs. Consideremos as coordenadas
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polares de S*:

rg = cosb,

r1 = sinfsinyy sin sy cos @,
xo = sinfsiny; sin g sin @,
r3 = sinfsinyy cos o,

ry = sinfcosyy,

sendo que 0, 11 e 19 variam entre 0 e w e ¢ varia entre 0 e 27. Definimos os hemisférios

sul (Hy) e norte (H,,) como:

Hsz{xeS4’0>g—e},

Hn:{x654‘9<g+e},

para um € positivo e suficientemente pequeno.

Estes hemisférios sao subconjuntos abertos de S* (e portanto subvariedades) e assim
todo SU(2)-fibrado sobre a esfera induz um SU(2)-fibrado em cada hemisfério. Como H, e
H, sdo contrateis a um ponto, os fibrados induzidos serao triviais. Qualquer impedimento
para que o fibrado original (sobre S*) seja trivial est4 associada & forma como colamos os
fibrados triviais sobre H,, e Hg, sendo que toda informacao sobre a colagem estd codifi-
cada na fungao de transigao (ver apéndice para discussao sobre reconstrucao de fibrados
principais)

Gns : Hy () Hs = SU(2).

E facil notar da prépria definicdo dos hemisférios que
H,(Hs=1x S

sendo I um intervalo aberto da reta e S® o equador de S*. Como o intervalo I é contratil
a um ponto vemos que esses mapas, e consequentemente os SU(2)-fibrados sobre S*, sdo
classificados pelo grupo 73(5%) = Z. Dessa forma podemos associar um inteiro k a cada
fibrado.

Dado um SU(2)-fibrado E sobre S* e uma conexio w (sendo ) a curvatura associada)
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neste fibrado, temos que a segunda classe de Chern é uma 4-forma cp(2) definida na

variedade base. Podemos escrever co(£2) em termos da forma local de curvatura como
1
c2(Q) = s tr(F A F), (2.36)
8w

sendo F' a forma local da curvatura da curvatura 2. Devido ao teorema de Chern-Weyl (ver
apéndice) sabemos que se w e w’ sdo duas conexoes distintas sobre o fibrado E, entdo a
diferenca co() — c2(€') é uma forma exata’. Assim, se calcularmos a integral de cp em
5S4 o resultado depende apenas da estrutura do fibrado E e ndo da conexao utilizada. A
integral de co na variedade base é denominada segundo ntimero de Chern.

Como discutido no inicio desta se¢ao, o fibrado E pode ser obtido colando dois SU(2)-
fibrados triviais, um sobre H,, e outro sobre H,. Sendo assim s6 precisamos definir os
potenciais (formas locais da conexao) nestes dois abertos. Vamos denotar por A, e Ay as
1-formas de conexao em H,, e Hs. Além disso, sabemos que tr(F A F') é fechada, e portanto
é exata em cada hemisfério (porém nao em todo S*). De fato, temos (conforme discutido

na se¢ao anterior)
2
tr(Fs A Fg) =dKs =d [tr (AS ANdAg + §AS ANAg A Asﬂ ,

com K, dado por uma expressao andloga (obtida fazendo as substituigdes s <> n nos

/34 (),

podemos dividir $* em duas metades separadas pelo plano § = /2. E assim, no calculo

indices).

Para calcularmos a integral

da integral, vamos usar a forma local A, na semi-esfera superior, Sa), a forma local A, e

na semi-esfera inferior, S(i). Dessa forma:

/CQ(Q)z—/ dK, — szz—/ K.+ | K.
S4 S S S3 S3

4
(+) (=)

A segunda igualdade foi obtida usando o teorema de Stokes e levando em consideragao a

"Ou seja, as formas c2(Q) e c2(Q') estdo na mesma classe da cohomologia de de Rham de S* [18].
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diferenca na orientacao de cada fronteira. Temos entao

1 1
Q) = — tr | Fu NAp — A NAL N A,
/;4 02( ) 87’[‘2 |:/5:3 T < A 3 VAN VAN ) +

—/ tr<FSAAS—1AS/\AS/\AS>].
8 3

No entanto, as duas formas locais de conexao estao relacionadas,no equador (S%), por
An(z) = g5t Asgsn + g, dgen,
e as formas locais de curvatura por
Fo(z) = gs_ansgsn-

Portanto

1
Q) =— tr (g dgsn A Gordgsn A Gorrdgsn) - 2.37
/5402( ) 2472 /,5'3 r(gsn g 9sn @9 Gsn @9 ) ( )

Comparando a expressao acima com a eq. (2.26) concluimos que o o segundo niimero
de Chern em S* é exatamente menos a classe (ou winding number) da funcdo de transicio
do fibrado restrita ao equador. Neste sentido, esta integral classifica os tipos de SU(2)
fibrados sobre S%. Veremos que essa classificacdo de fibrados estd diretamente relacionada,

a0s instantons em R%.

Os resultados apresentados em [24] garantem que todo potencial (diferencidvel) de
Yang-Mills com acdo finita em R* pode ser estendido de forma suave para a compacti-
ficacio® R*|J{oco} = S Uma afirmacio equivalente é: toda configuracio de acdo finita
em R* da teoria de Yang-Mills pode ser obtida a partir de uma configuracdo em S*.

Como para uma configuracao suave o valor do integrando em um ponto nao é relevante
para o resultado da integragao temos (fazendo as identificagbes necessérias)

1
= tr(FANF) = ——— tr FFAF.
Q '(F A F) w/sﬁ

87'('2 R4

Sendo assim, vemos que cada componente do espaco de configuracoes da teoria de Yang-

8A identificacdo entre a compactificacio a um ponto de R” e a esfera S™ é um resultado padrio em
topologia, ver por exemplo a referéncia [25].
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Mills (que conforme visto na se¢@o anterior sao classificadas por Q) estd relacionada a uma

classe de SU(2)-fibrados sobre S*, que por sua vez sio classificados pelo segundo ntimero

de Chern.



Capitulo 3

Instantons no espaco de
Schwarzschild

Neste capitulo vamos estudar as solucoes auto-duais de acao finita da teoria de Yang-
Mills no espaco de Schwarzschild euclidiano e mostrar que algumas das propriedades estu-
dadas no capitulo anterior deixam de ser validas nesta geometria. No espaco de Schwarz-
schild eudlidiano o tempo é compactificado e por isso podem existir configuracoes inde-
pendentes do tempo com agao finita. A nossa abordagem nos permite recuperar todas
as solugoes auto-duais jé conhecidas e também exibir uma nova familia de instantons no

espaco de Schwarzschild descobertos pelo autor desta dissertacao e seu orientador [12].

3.1 O espago de Schwarzschild euclidiano

A métrica de Schwarzschild é a mais conhecida (com excegao do espago plano) solucao
das equagoes de Einstein. Ela descreve o espaco-tempo em torno de uma distribuicao
estatica, esfericamente simétrica e nao carregada de massa. Nas coordenadas de Schwarz-

schild, (¢,7,0,¢), a métrica é dada por:
ds®> = —H(r)dt> + H(r)~'dr® + r?dQ, (3.1)

com H(r) = (1 —22) e d a métrica usual em S2.
Sabemos que a singularidade em r = 2m se deve apenas a uma escolha de coordenadas

e que a unica singularidade fisica desta métrica é r = 0. A extens@o para a regiao r < 2m

28
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é obtida usando as coordenadas de Kruskal [19, 26], que s@o definidas implicitamente pelas

equacoes:
(ﬁ - 1) er/2m = x2 T2, (3.2a)
X+T t/2m
= . .2b
YT = ¢ (3.2b)
Usando estas coordenadas a métrica é escrita como
39m3 —r/2m
ds? = 225 (2dT? + dX?) + r%dQ. (3.3)

r

Para obtermos a métrica no caso euclidiano, fazemos uma rotacao de Wick: ¢t = i7 em
coordenadas de Schwarzschild e T' = ¢T em coordenadas de Kruskal. As equagbes para as

coordenadas de Kruskal apds a rotacao sao:

T r/2m _ x2 2
<2m 1) e X 4T, (3.4a)
X +17 arg(X+iT) _ iT/2
— ar, (] — 1T m. .4
— e e (3.4Db)

Segue diretamente da primeira equacao que as coordenadas de Kruskal, no caso euclidiano,
s6 estao definidas para r > 2m. Dessa forma, a extensao da solucao neste caso nao pode ser
feita para a regiao 0 < r < 2m. Na segunda equagao arg(X + i7) varia de 0 a 27, que sao
identificados, e sendo assim 7 varia entre 0 e 8mm, sendo que estes pontos consequentemente
devem ser identificados. Ou seja, no caso euclidiano o tempo é uma coordenada periddica
com periodo 8mm.

Uma outra maneira de mostrar que o tempo é uma coordenada periodica é estudar o
comportamento da métrica de Schwarzschild euclidiana préximo a r = 2m em coordenadas

de Schwarzschild. A métrica é
ds* = H(r)dr? + H(r) " tdr? 4+ r2dQ.

Na regido 7 > 2m vamos procurar coordenadas (o, R) tais que Rda = H(r)"/?dr e dR =
H(r)~'/2dr. Fazendo essa mudanca de coordenadas os dois primeiros termos da métrica
sdo reescritos como R?da? +dR?, que coincide com a expressio da métrica do espaco plano
2 dimensional em coordenadas polares. Sendo assim, para que R = 0 ndo represente uma

singularidade conica, o deve ser periddica com periodo 27, que é exatamente o esperado de
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uma coordenada angular em coordenadas polares. Vamos entao encontrar R e a na regiao

em torno de r = 2m:

doa H(r)1/2 -
R = H(r) '~ 1 (r —2m)~/2,
dr H'(2m)
E assim temos
r—2m 1/2
~ 2 = -2 .
R <H’(2m)> 8m(r — 2m), (3.5a)
H'(2m) 1
o= 2 T = %7—7 (35b)

onde a linha indica derivada em relacao a r.

Como « é periddica, com periodo 27, temos que 7 também é periddica, com periodo
8mm. Usando essas coordenadas fica claro que, topologicamente, o espago de Schwarzschild
euclidiano é R? x S2, onde R? est4 relacionado as coordenadas (7,7), ou (o, R), e S? as
coordenadas (6, ). Como todo SU(2) fibrado sobre R? x S? ¢é trivial! podemos considerar
um potencial de gauge definido globalmente ao estudarmos a teoria de Yang-Mills no espaco

de Schwarzschild Euclidiano.

3.2 O Ansatz

Usando as coordenadas z# = (7,7sinf cos ¢, rsinfsin ¢, rcosd), vamos buscar uma
solucao partindo do mesmo ansatz esfericamente simétrico que foi usado no caso plano
(ver eq. (2.32)):

a a,.c b c a
A= % ¢(T,r)‘%d7 + B(r, r)%daﬁc + (y(myr) — 1)eabcx7d (i) +a(r,r)d (i)] .
(3.6)
Este ansatz possui uma simetria U(1) anédloga ao caso plano, e as egs. (2.33) continuam
validas. Sendo assim podemos usar esta simetria e escolher um gauge em que S(7,7) = 0.
Em consequéncia da natureza polar das coordenadas (7,7), devemos fazer algumas

imposigoes sobre as fungoes ¢, 3, v e a para que um potencial dado pela expressao acima

!Como R? x S? pode ser deformado em S? basta considerarmos os fibrados sobre S? [27].
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seja regular em todo o espaco de Schwarzschild. Todas as fungoes do ansatz devem ser
periédicas em 7 (com periodo 8wm), e no limite » — 2m devemos impor que ¢ — 0 e que
todas as outras funcoes se tornem independentes de 7.

Uma consequéncia importante da diferencga entre a topologia do espago de Schwarzschild
e do espago plano (ambos euclidianos) é que no primeiro o tempo é compactificado e
por isso podem existir configuragoes independentes do tempo com acgao finita, o que é
claramente impossivel no espaco plano devido a integral no tempo divergir para este tipo
de configuracao. Vamos, por simplicidade, nos restringir a potenciais independentes do

tempo, e neste caso as equagoes de auto-dualidade F' = xF' se reduzem a:

1
¢’ = 7472 (1 — 72 — a2) , (3.7&)
Aoy =—H(r), (3.7b)
Aga = —H(r)d. (3.7¢)
De onde temos imediatamente que
,Y/ a/
v

e sendo assim y(r) = cin(r) e a(r) = can(r). Podemos usar entdo as eqs. (2.33) com

f = cte para eliminar . Dessa forma temos uma expressao simplificada do ansatz:

a b c a
A - % ¢(7—7T)x7d7_ - 6abcx7d (i) + Oé(T, T)d <‘TT):| . (38)

Fazendo uma transformagao de gauge (singular) dada por
U = exp(—ipos3/2) exp(—ifo2/2),

obtemos o ansatz usado em [11, 12]:

03

_ 21 ~ 72 73
A=a(r)ds T a(r)sinfdy 5 T (cosb dy + ¢(r) dr) 5

(3.9)

Para o potencial dado pela expressao acima as equagoes de auto-dualidade se reduzem
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-1
o(r)=— (1 - 2;71) a(r) ¢(r), (3.10a)
—a?(r
¢'(r) = 172() (3.10D)

r

O mesmo resultado seria obtido substituindo v = 0 nas egs. (3.7). Segue imediatamente

das egs. (3.10) que ¢ deve satisfazer a equagao diferencial ordindria (EDO) de segunda

ordem 24 i i
r
—(r —2m)—= —2m)— — 2226 =0 3.11
2(7" m)dT2+(r m)dr o+ dr¢ , ( )
e que « é dado, em termos de ¢, por
a®(r) =1—r¢/(r). (3.12)

Devemos notar que a equagao acima impoe uma restrigao nas solugoes da eq. (3.11), pois
a deve ser uma fungao real para que A tome valores em su(2).

A densidade lagrangiana para um potencial auto-dual da forma (3.9) é

1 0

1 1
= tr(FAKF) = — te(FAF) = —— —
£ 872 r(FAXF) 812 H(FAF) 872 Or

[(1—a®)¢] dr AdrAdQ,  (3.13)

e a acao euclidiana correspondente

oo

S = tr(F A*F) = 4m [(1 — 0?)¢)] ‘ (3.14)

87'1'2 M 2m‘

Conforme veremos nas proximas secoes, as solugdes em que estaremos interessados
satisfazem a(2m) = a(c0) = 0 2, ou entdo a(2m) = ¢(cc) = 0 e, e em ambos os casos a

eq. (3.14) pode ser reescrita como

S = dm [p(c0) — ¢(2m)] . (3.15)

Podemos também, seguindo uma abordagem semelhante a de [28], definir um campo

2A expressio a(oco) consiste em um abuso de linguagem para lim, oo (7).
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tensorial U(1) a partir do nosso potencial (ver também a discussao sobre cargas em [29, 30]):
Juw = —itrjoz (0,4, — 0,A,)].

Substituindo a expressao para o potencial temos:

Y= ¢/ (r) =, (3.16a)
K f = % (3.16b)

Identificando esse campo tensorial com um campo eletromagnético , pois ambos estao asso-
ciados ao mesmo grupo de gauge, temos que todas as configuracoes dadas pelo ansatz (3.9)
tém carga magnética unitaria (com a normalizacdo de carga escolhida). De acordo com a
eq. (3.16a) vemos que a existéncia e valor da carga elétrica destas configuracoes depende

do comportamento assintético de ¢(r).

3.3 As solugoes

3.3.1 Regularidade das solugoes

E imediato encontrar trés solugoes para as eqs. (3.10):
i. ¢(r) =0, a(r) = 1. Neste caso, S = 0.

ii. ¢(r) = —2, a*(r) =1 — 22 Neste caso, S = 1.

iii. ¢(r) =c— 1, sendo ¢ uma constante, e a(r) = 0. Neste caso, S = 2.

A primeira solucao descreve uma configuracao trivial. As outras duas, quando reescritas
na forma regular, dada pela eq.(3.6), correspondem aos instantons de Charap e Duff [10],
e foram os primeiros instantons descobertos nesta geometria. Além disso, de acordo com
as eqs. (3.16), estas solugoes correspondem a um monopolo magnético e um dyon [32]
respectivamente, conforme observado em [29]. E facil notar que a terceira solucao estd
definida numa direcao fixa em su(2) e por isso corresponde a uma configuragao abeliana
[31].

De acordo com a se¢ao anterior, a solugao iii (para ¢ # 1/2m) e ii nao sdo regulares,

pois ¢(2m) # 0 em ambos os casos. No entanto, a imposi¢ao ¢(r) — 0 para r — 2m pode
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ser relaxada, sem prejuizos ao procedimento descrito na secao anterior, se estivermos in-
teressados em solucdes com dependéncia temporal trivial®>. Dada uma solucio da eq.(3.11)
com ¢(2m) = C # 0, podemos reescrever o potencial na sua forma regular, eq.(3.6), e usar
uma transformagao de gauge com U = exp(iC't %0, /2r) para obtermos uma configuragao
equivalente, porém com ¢(2m) = 0. No entanto, as novas funcdes (7, ) = a(r)sin(Ct) e

a(r,r) = a(r)cos(Ct) s6 terao periodo 8mm se ¢(2m) satisfizer a relagao
o(2m) =p/dm, peZ. (3.17)

Concluimos assim que, solugoes da eq. (3.11) que satisfagam a relacdo acima estarao asso-
ciadas a potenciais de gauge regulares desde que a(2m) = 0. Ainda, uma rapida inspegao

na solucao abeliana mostra que esta é da forma

s =222

4dm T

para qualquer p € Z. Sendo assim, dado p € Z, existe sempre ao menos uma solugao que
satisfaz ¢(2m) = p/4m.

3.3.2 Solugoes em série

Vamos buscar uma solucao da eq. (3.11) em torno de r = 2m na forma de uma série de

poténcias

o(r) = Z ap(r —2m)k,
k=0

com ag = p/4m, p € Z, de acordo com a eq. (3.17). Substituindo a expressdo em série na

eq. (3.11) temos duas situagoes distintas:

p > 0: todos os coeficientes podem ser determinados por uma relacdao de recorréncia nao-

linear. Neste caso o método fornece uma unica solugado, que é a abeliana.

p < 0: temos uma situagdo bem mais interessante. Os coeficientes ap com k < —p + 1 sao
determinados a partir da relagao de recorréncia, porém essa relacao nao fixa o valor

de a_py1. Este coeficiente serve como um parametro livre a partir do qual todos

3Por trivial queremos dizer que consiste em uma rotacio com velocidade angular constante no “plano”
definido pelas fungdes v e a.
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os coeficientes com k > —p + 1 podem ser determinados. Temos dessa forma uma

familia de solugoes parametrizadas pelo coeficiente a_,11 para cada p < 0.

Apesar de o método da série de poténcias fornecer solugoes da eq. (3.11), estas solugoes
s@o apenas locais (validas apenas na vizinhanga de r = 2m). Estamos interessados em
solucdes globais, 7 € [2m, o), desta equacdo que satisfacam a?(r) > 0 e com acdo finita.
Temos fortes evidéncias numéricas de que, com excecao da solugdo abeliana, todas as
solugoes da eq. (3.11) com p < —2 divergem para r — oo ou estao associadas a o com valores
imagindrios em algum ponto®. E facil verificar que as solugoes com p = 0 correspondem
ao caso estudado em [11], no qual os autores, usando uma abordagem totalmente diferente
da apresentada neste trabalho e que s6 vale para o caso p = 0, apresentam uma familia de
solugoes auto-duais com agao variando de 0 a 2. Sendo assim, no restante deste capitulo
vamos nos concentrar no estudo de solucgoes da familia p = —1.

E facil mostrar que as solugoes com p = 0 e p = —1 tém comportamentos bastante
distintos. Examinando o comportamento de «(r) em torno de r = 2m vemos que, no

172 onde ¢; sdo

primeiro caso a(r) = ¢; + c2(r — 2m) e no segundo «a(r) ~ c3(r — 2m)
constantes que caracterizam as solugoes dentro das respectivas familias. Mais especifi-
camente, pode-se mostrar que as solucoes pertencentes as familias p = 0 e p = —1 nao
sao equivalentes de gauge, a nao ser no caso das solugoes abelianas (que sao todas rela-
cionadas por transformagoes de gauge). Para verificar isto basta substituir a expansao em
série correspondente as solugoes de cada familia na expressao (3.13), que é invariante por
transformagoes de gauge, e comparar os termos de ordem mais baixa na série de poténcias

obtida.

A familia p=-1

1

Para ag = —1/4m segue diretamente da relagao de recorréncia que a1 = ¢'(2m) = ;.

Usando s = r — 2m, os primeiros termos da solugao em série sao dados por

1 s K o Kk+1l 4 K2=Tk—10 4 5
_ — — o 318
am a2 T 1emE Y T 16mA® asems° 1O, (B18)

¢r(s +2m) =

onde introduzimos o parametro adimensional £ dado por x = 16m? as.

Pode-se mostrar, diretamente da relacao de recorréncia satisfeita por ax, que:

40s resultados que serdo apresentados na secéo 4.4 corroboram estas evidéncias.



CAPITULO 3. INSTANTONS NO ESPACO DE SCHWARZSCHILD 36

1. para k = —3, temos ¢_3(r) = —73, que é a j4 mencionada solugao de Charap e Duff
com S =1;

2. para Kk = —2, temos ¢_o(r) = ﬁ — %, que é a ja mencionada solucao de Charap e
Duff com S = 2.

No entanto, conforme discutido anteriormente, o método da série de poténcias fornece
apenas uma solucao local. De acordo com os resultados que serao apresentados na segao 3.4
o raio de convergéncia para as solugoes obtidas é, em geral, no maximo 2m. Sendo assim
esse método nao é suficiente para calcular a acao associada a cada ¢, e nem mesmo
para determinar se a esta é finita. Para responder essas questoes precisamos estudar as
propriedades globais das solugoes, conforme faremos a seguir. No fim deste capitulo também
apresentaremos um método que permite expressar estas solugoes como uma série em uma
nova variavel, mas neste caso com raio de convergéncia aparentemente infinito.

Apesar de suas limitacoes, podemos usar a solucao obtida pelo método da série de
poténcias para gerar valores ¢,.(2m + €) e ¢/ (2m + €), com € positivo e suficientemente
pequeno, e integrar numericamente a eq.(3.11) a partir destes valores. Note que nao pode-
mos integrar numericamente a partir de r = 2m pois este nao é um ponto regular da
EDO. A figura 3.1 mostra algumas solucoes obtidas desta forma. As curvas destacadas
correspondem &s solugoes de Charap e Duff [10].

A figura 3.1 sugere que:

1. solucoes com k < —3 (abaixo da curva destacada inferior) nao s@o limitadas, e assim

a agao associada nao é finita (cf eq.(3.15));

2. solugdes com —3 < k < —2 (entre as curvas destacadas) interpolam entre as solugoes
de Charap e Duff;

3. solucoes com diferentes valores de k nao se intersectam.

Vamos provar que as solugoes de interesse sao exatamente as com x € (—3,—2). Neste
caso ¢, estd associado a um potencial auto-dual regular, via eq. (3.6), com acao finita que

interpola entre os instantons de Charap e Duff.

3.3.3 Acao finita

Para provarmos que existem solugoes de acao finita na familia p = —1 comecamos

notando uma propriedade local de ¢, que segue diretamente da expansao em série (3.18):
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0.2

0.1F
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m ¢, (r)
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~0.2f -
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Figura 3.1: Graficos de ¢ (r) para k variando de —4 (curva inferior) a —1 (curva superior)
em intervalos iguais. As curvas destacadas correspondem as solugoes de Charap e Duff
(k = —3 para a curva destacada inferior e Kk = —2 para a curva destacada superior).

para r — 2m < 1 temos

Gy (1) < Gry (1), (3.19a)
Py (1) < Py (7). (3.19D)

Sendo assim, os graficos de ¢, com valores distintos de x nao se cruzam para r suficiente-
mente proximo de 2m. Na verdade, um estudo mais detalhado da equagao diferencial (3.11)
nos da um resultado muito mais forte, cuja prova sera apresentada na proxima segao: se

K1 < kg < —2 entao

d)m (T) < ¢52 (T) Vr € (2m, OO), (3.20&)
Py (1) < Py (1) Vr € (2m, 00). (3.20D)

As equagbes acima mostram que, se K < —2, graficos correspondentes a ¢,(r) com
valores de k distintos nao se cruzam. Note que isso nao é verdade para solugoes gerais

da eq. (3.11), pois se trata de uma EDO de segunda ordem. Ainda, a eq. (3.20b) mostra
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que ¢(r) < 1/r? se k < —2, o que garante (vide eq. (3.12)) que oy é real se kK < —2.
Vamos usar as eqs (3.20) para estudar o comportamento assintético de ¢ e assim provar
que existem solugoes de agao finita na familia p = —1.

Expressao assintética de ¢,

Escolhendo um valor fixo k € (—3,—2) e usando k1 = —3 na eq.(3.20b) temos
2m /1’ < ¢.(r),

ou seja, a derivada de ¢, é sempre positiva e portanto ¢,.(r) é uma funcdo mondtona

crescente. Por outro lado, da eq. (3.20a) temos

P—3(r) < ¢r(r) < d—2(r), (3.21)
e assim ¢ (r) é limitada. Como ¢, é uma fungao continua, mondtona e limitada, o limite

Cy = lim ¢y (r) (3.22)

T—00

existe. A desigualdade (3.21) restringe C, ao intervalo (0,1/4m), se k € (—3,—2). Vamos
agora usar o limite C, para estudar a forma assintética da eq. (3.11) e assim obter a

expressao assintética das solugoes .

Para k € (=3, —2) definimos

r

fi(r) = ¢u(r) — (Cﬁ - 1) , (3.23)

e da eq. (3.22) segue imediatamente que f.(r) — 0 para r — oo. Substituindo ¢, em

funcgdo de fy na eq.(3.11) obtemos

d*f.
dr?

+2[-2m+r?(Ch + fx)] % = 0.

r(r —2m)

Como f, — 0 para r suficientemente grande, temos a seguinte equacao para a forma

assintoOtica de fi

2 p(o0) (o0)
d fu +20ﬂalf,i

=0.
dr? dr
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A solucao desta equacao que se anula no infinito é

6720,{7‘

(%) (1) =
f (T) /\ 2CH Y

K

sendo A\ uma constante de integragao.

Podemos entao usar a eq.(3.23) para determinar o comportamento assintético de ¢,

1 e—QCHT
(bH(T)NCH_;‘f’)\ QCH

(r>1). (3.24)
O comportamento assintotico de «y é dado por

aZ(r) =1—1r2¢,(r) = Are 29" (r>1).
Concluimos entao que, para £ € (—3,—2), a,y — 0 quando r — oo e podemos usar a
eq. (3.15) para calcular a acao. Como C, € (0,1/4m) vemos que a agao esta restrita a
valores entre 1 e 2.

Vemos ainda, substituindo a expressao 3.24 na eq. (3.16), que todas as configuragoes
com k € (—3,—2) tem carga elétrica unitdria e, como também possuem carga magnética,
correspondem a dyons.

A figura 3.2 mostra um subconjunto das solugbes niimericas obtidas com k variando
de —3 a —2. Pode-se observar que estas solucoes sao crescentes e nao se intersectam, o
que estd de acordo com os resultados das eqs. (3.20). Também vemos que estas solugoes

interpolam entre as solugoes de Charap e Dulff.

Observagao: Todos os resultados que nos permitiram concluir que as solugoes apresen-
tadas possuem agao finita podem ser adaptados para o caso p = 0, estudado em [11]. Para

isso basta fazermos as substituigcoes

(b_g(T) — 0,
boalr) = 5

naeq. (3.21). Seguindo um procedimento analogo ao desenvolvido nesta se¢ao mostrarfamos
que as solugoes desta familia interpolam entre as solugoes ¢ = 0 e a abeliana, e que a agao

associada a estas solugoes varia de 0 a 2.
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Figura 3.2: Figura de cima: Graficos de ¢, (r) como funcao de r para k variando uniforme-
mente entre kK = —3 (curva inferior) e K = —2 (curva superior). Figura de bairo: Gréficos
semilog de ¢, (s + 2m) como funcao de s associados aos mesmos valores de x da figura de
cima.
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A acgao da familia p=-1

Apos esta observacao voltamos agora a tratar apenas da familia p = —1. Usando a

eq. (3.20a) para R > 2m temos

T < 6a(00) — 0n(R) <
e assim )
Pr(RR) + % < ¢r(00) < ¢p(R) + 7

Essa expressao nos permite fazer estimativas com precisao arbitrariamente grande para a

agao de solucoes com k € (—3,—2) usando a eq. (3.15)
S =1+ 4m ¢, (00).

De fato, usando dados da figura 3.2 ji obtemos estimativas com erro da ordem de 1076

para a agao destas solugoes.

20 T T T T T T T T T T T

1.6r b

141 b

1.0E. L L L L L L L L L L L L L L L L L L L |
-3.0 -2.8 -2.6 -2.4 =22 -2.0

K

Figura 3.3: Agao S, (associada com ¢,) como uma fungao de k.

A figura 3.3 ilustra como a acdo depende do parametro x. Vemos da figura que a agao
varia continuamente entre 1 (solugao tipo monopolo) e 2 (solugao abeliana). Notamos aqui

uma grande diferenca em relagao ao caso plano no qual a acao sé assume valores discretos.
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Isso nao deve ser surpresa uma vez que os argumentos que levaram a quantizacao da agao
no caso plano dependem da topologia deste espaco que é diferente do caso tratado neste

capitulo conforme discutido no fim da segao 3.1.

3.3.4 Prova das propriedades (3.20)

Vamos apresentar a demonstracao de que as egs. (3.20) sao validas para k1 < kg < —2.
Primeiro provamos que, se k < —2, entao:
/ 1 /

P (r) < 2= ¢_o(r) Vre (2m,oc0). (3.26)

Podemos demonstrar essa relacao diretamente do teorema de unicidade para EDOs. A

eq. (3.19b) mostra que essa relacao é vélida para r — 2m < 1, e para que ela deixe de ser

vélida deve existir um ponto rg > 2m tal que ¢/ (ro) = % Definindo

o) = |onlro) + | = 1,

ro r

temos que g(r) satisfaz o mesmo problema de valor inicial que ¢,(r). Pelo teorema de
unicidade de EDOs terfamos g(r) = ¢(r), e assim k = —2 (vide eq. (3.18)), o que contradiz

nossa hipétese concluindo assim a demonstragao.
Prosseguimos demonstrado que, se k1 < ko < —2, entao

o (r) < qbﬁm (r) Vre (2m,o0). (3.27)

K1

Conforme visto na se¢ao anterior, essa relacao vale para r — 2m < 1 (ver eq. (3.19b)).

/

1, (1), e seja 1o o menor valor de r tal

Suponha que exista r € (2m, c0) tal que ¢ (r) =

que valha essa relagdo. Como ¢/, é continuo, temos

(;5;1 (r) < qbfw (r) Vre (2m,ro). (3.28)
Integrando ambos os lados desta equagao de 2m até r obtemos

Gy (1) < Gy (1) V7 € (2m,10], (3.29)

onde usamos que ¢,(2m) = —1/4m para todo k.
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Por outro lado, a partir da eq. (3.11) temos
1 /! // / 1
5 (10 = 2m)(Jy, — &, )(10) + 70 | I, (70) = 5 | (Sse = P ) (10) = 0, (3.30)
0

pois estamos supondo que (¢, — ¢;.,)(ro) = 0. Segue diretamente das egs. (3.26) e (3.29)
que (¢}, — ¢l )(ro) > 0, i.e., (¢, — ¢, )(ro) > 0. Sendo assim ¢}, (ro — €) < ¢}, (ro — €)
para e positivo e suficientemente pequeno. Isso contradiz a eq. (3.29) e portanto néo existe
tal 9. Provamos assim a relacao. (3.27).

Por fim, integrando a eq. (3.27) de 2m a r segue imediatamente que, para k1 < kg < —2,
Gy (1) < Gy (1) V1 € (2m, 00). (3.31)

O que conclui a prova das egs. (3.20).

3.4 Expressao analitica para ¢

Nas segOes anteriores mostramos que existe uma nova familia de instantons na teoria
de Yang-Mills no espago de Schwarzschild euclidiano que interpola as solucoes de Charap e
Duff. Entretanto, fora da regiao r &~ 2m, estes potenciais s6 foram obtidos numericamente.
Nesta secao vamos utilizar o método do mapa conforme, introduzido em [33, 34], para
escrever ¢, como uma série de poténcias, cujo raio de convergéncia é, ao menos de acordo
com nossas investigagoes numéricas, infinito.

O método do mapa conforme se baseia no fato de que, se uma funcido existe e nao
apresenta singularidades no seu dominio, porém sua expansao em série de poténcias possui
raio de convergéncia finito, isto estd associado a singularidades na extensao analitica desta
funcao para o plano complexo. No entanto, como no dominio da funcao nao existem
singularidades, deve haver um setor angular no plano complexo, contendo o dominio da
fungdo, no qual a continuagao analitica da funcao nao possui singularidades. Se fizermos
uma mudanca de coordenadas r — w, de modo que este setor angular seja mapeado no
disco unitario (w < 1), nesta nova varidvel a funcdo pode ser escrita como uma série de
poténcias com raio de convergéncia 1 (o leitor é remetido a [33, 34] para uma explicagao

mais detalhada deste método).
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A Im(z)

R ?e(z)

Figura 3.4: Figura ilustrando o método do mapa conforme. Na figura, zy representa
a primeira singularidade da continuagao analitica da funcao de interesse para o plano
complexo.

Em termos da variavel transladada s = r — 2m, definimos a nova varidvel

(1+s/R)Ye—1
(1+s/R)/a+1’

s—ow= (3.32)
onde R e a, cujos significados estao representado na figura 3.4, devem ser escolhidos de
modo a evitar a primeira singularidade na continuagao analitica de ¢(s). Nao existe um
procedimento sistematico para determinar R e a, mas verificamos que a escolha R = m
e a = 1, além de simplificar sensivelmente a equacao para ¢, aparentemente fornece um
raio de convergéncia infinito para a série de poténcias (evidéncias disso serdao mostrada a

seguir). Com esta escolha de R e a a transformacao é simplesmente

wir)=1-—-, (3.33)

com inversa

r(w) = ——. (3.34)
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Nas novas variaveis a eq. (3.11) é reescrita como

2
(w—1)? diﬁ+4 w%—zwzo, (3.35)
onde 1 (w) = ¢(r(w)). E facil mostrar que as solucdes de Charap e Duff sdo polinémios em
w de grau 1 (abeliana) e 2 (monopolo). Sendo assim, a nova familia de solugoes apresentada
na secao anterior, nesta varidvel, interpola entre uma reta e uma parabola.

Vamos escrever as solugoes da eq. (3.35) como uma série de poténcias em w. Conforme
ja discutido, estamos interessados em solugoes que satisfazem ¢(2m) = ¥(0) = —ﬁ. Dessa
forma, se ¢(w) = L 3% 'b,w"tA temos A = 0 e by = —1. Substituindo a solugio em
série na eq. (3.35) obtemos b; = %, bs fica indeterminado e b3 = 0. A relacdo entre by
e k ¢ facilmente obtida, by = "“TJFQ. Todos os outros coeficientes b,11, com n > 3, sao

determinados pela relacao

2by [n(n — 1) + 1] = bp1(n = 1)(n —2) =430~ (g 1)bn_gbgi1

by = 3.36
Apoés calcular os coeficientes b, podemos voltar para a antiga variavel r:
1 2m\"
Or(r) = — b (1 - r) ) (3:37)
n=0
onde b%ﬂ) depende de k por meio de be. Os primeiros termos da série (3.37) sao:
1 1 2m K+ 2 om\? Kk2+5k+6 om\*
= —+—(1—-— 1-——) - — |1 - —
9x(r) 4m + 2m < r )Jr 4m ( T > 16m ( T ) +
2 5 6
K +O5k+6 1_27m Lo 1_2ﬁ .
15m r T

A figura 3.5 mostra uma solugao tipica obtida pelo método do mapa conforme. Vemos
que a solucao obtida por este método tem raio de convergéncia aparentemente infinito e
é indistiguivel da solucdo numérica, mesmo para valores de r da ordem de 10%. A figura
também ilustra o fato de que o raio de convergéncia da série de poténcias em r é no maximo
2m.

A figura 3.6 mostra o comportamento de b, para um valor tipico de k € (—3,—2).

Observamos na figura que |b,| — 0 para n — oo e dessa forma a sequencia |b,,| é certamente
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Figura 3.5: Gréficos da expressao em série obtida antes (linha continua) e depois (linha
pontilhada) de usarmos o método do mapa conforme. A linha tracejada corresponde a
solucao numérica apresentada na secao anterior. Notamos que a solucao em série obtida
com o método do mapa (truncada em n=30000) ¢é indistinguivel da solugdo numérica para
r variando de 2m até valores da ordem de 10%. Para todas as curvas usamos k = —2.5.

limitada por uma constante ¢ > 0. Podemos usar este fato para provar (contanto que a
condigao |b,| — 0 seja valida) que a série (3.37) é convergente para w = 1 — 2m/r < 1.

Para isso podemos usar o teste da comparagao com a expansao em série da funcao
oo
fl@=cll-w)t= g w'.
k=0

Todos os coeficientes da série para 1, (w) s@o menores em médulo do que os da série para f, e
como a série para f(w) é absolutamente convergente, para |w| < 1, temos consequentemente
que a série para 1, (w) é absolutamente convergente, também para |w| < 1. Concluimos
assim que, se |by,| — 0 para n — 0 conforme o indicado pela figura 3.6, a série (3.37) é

convergente para 1 € [2m, 00).
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Figura 3.6: Grafico dos coeficientes b, como funcao de n para k = —2.5.

Neste capitulo apresentamos um procedimento para o estudo sistematico de instantons
no espago de Schwarzschild euclidiano. A nossa abordagem reduziu o problema a buscar
solugoes de uma EDO nao-linear e que deve obedecer algumas restrigdes para que esteja
associada a um potencial de gauge em su(2) com agao finita. Estudando as solugoes a partir
do método da série de poténcias, vimos que estas se dividem naturalmente em familias, e
que apenas 2 familias possuem solucdes de acdo finita®. Uma dessas familias ja havia sido
descoberta em [11], usando um método totalmente diferente do adotado neste trabalho,
e a outra foi recentemente apresentada por nés em [12]. Em ambos os casos o espectro
da agé@o é continuo, o que representa uma grande diferenca comparada ao caso plano, no
qual a acdo é sempre um numero inteiro. As solugdes obtidas correspondem a dyons e
interpolam a solucao abeliana (que representa um dyon) e a solu¢do monopolo de Charap e
Duff. Note que esta tltima possui um carater distinto das outras configuracées na familia,
pois é a Unica que nao possui carga elétrica. Além disso, veremos no proximo capitulo que

a solucao monopolo tem papel fundamental para existéncia de solucoes de acao finita.

5Além da solucdo abeliana, presente em todas as familias.



Capitulo 4

Instantons no espaco de

Reissner-Nordstrom

Neste capitulo vamos estudar instantons no espago de Reissner-Nordstrom euclidiano.
Este espaco é a solucao das equacoes de Einstein que descreve a geometria na regiao ex-
terna a um corpo esfericamenet simétrico, estatico e carregado eletricamente, sendo que
recuperamos a geometria de Schwarzschild quando a carga elétrica deste corpo é zero. Dev-
ido as semelhancgas entre as geometrias de Schwarzschild e Reissner-Nordstrom euclidianas,
muitos dos resultados obtidos no capitulo anterior podem ser imediatamente generaliza-
dos para caso estudado neste capitulo. Em particular, as solugoes que iremos estudar se
agrupam em familias associadas a nimeros inteiros nao positivos, da mesma forma que no
espaco de Schwarzschild. Vamos mostrar que, para que existam solucoes de agao finita em
uma determinada familia p, basta que nessa familia exista uma solucao cujo comportamento
assintético seja (1) oc 1/r2. Vamos chamar solugdes com esse comportamento assintético
de tipo monopolo, pois veremos que essas solugoes possuem somente carga magnética.
Os resultados obtidos indicam que a carga do buraco negro tem um papel importante na

estrutura das solugoes instantonicas nesta geometria.

4.1 O espaco de Reissner-Nordstrom euclidiano

A métrica de Reissner-Nordstrom descreve o espago-tempo em torno de um corpo

estéatico e esfericamente simétrico com massa m e carga elétrica @ [26]. Em coordenadas

48
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de Schwarzschild generalizadas a métrica é

1
2 _ 2, 1 a2 202
ds* = —H(r)dt” + 70 dr® +r=dQ°, (4.1)
com 02
2m

Note que para @ = 0 recuperamos a métrica de Schwarzschild. Sabemos que se |Q| > m o
sistema apresenta uma singularidade nua em r = 0 (ver [19, 26]). Dessa forma temos que,
de acordo com a conjectura do censor cosmico, as situagoes de interesse fisico sdo as que
satisfazem m > |Q| [19, 26]. Vemos das eqs. (4.1) e (4.2) que, para m > |Q|, a métrica

possui 3 singularidades: os dois zeros de H(r),
ry =m=xvm?— Q2 (4.3)

e r = 0. As singularidades em r = r1 estdo apenas associadas ao sistema de coordenadas
empregado e nao estao relacionadas a uma singularidade fisica (do mesmo modo que a
singularidade em = 2m no caso de Schwarzschild). Quando m = |Q| os dois horizontes r
e r_ coincidem e temos o caso extremo, que possui uma série de propriedades interessantes
que o distinguem do caso nao-extremo [19, 26], mas que nao serd abordado neste trabalho.

O espaco euclidiano é obtido a partir de uma rotacao de Wick, 7 = it, e neste caso a

métrica é
1

ds* = H(r)dr? + 0

dr® + r2d02. (4.4)

Para o caso nao-extremo, podemos repetir os passos que levaram as egs. (3.5), e encontrar
coordenadas («, R) nas quais os dois primeiros termos da métrica sdo transformados na
métrica de R? em coordenadas polares. No caso euclidiano, a coordenada r estd limitada
ao intervalo [ry, 00), diferente do caso lorentziano, onde podemos estender a métrica para
toda regiao r € (0,00). Para r préximo de r; podemos escrever as novas coordenadas

(v, R) como

r—r4 1/2
R=~2 (H’ > , (4.5a)

T. (4.5b)
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Segue imediatamente que a coordenada 7 é periddica, com periodo § = 4w /H'(ry) e
também que a topologia deste espaco é R? x S2. Sendo assim, da mesma forma que no
espaco de Schwarzschild, todo SU(2)-fibrado sera trivial e por isso podemos novamente usar
um tunico potencial de gauge definido em todo o espaco de Reisnner-Nordstrom. O caso
extremo difere significativamente do nao-extremo pois sua topologia é R x S! x S? [26]
e assim, apesar de a coordenada tempo ser peridédica, nao hd nenhuma restricao sobre
o seu periodo. Como a topologia do caso extremo difere da do espago de Schwarzschild
euclidiano, a generalizacdo da abordagem utilizada no capitulo anterior para este caso

requer uma andlise mais cuidadosa que estd fora do escopo desta dissertacao.

4.2 O Ansatz

Da mesma forma que no capitulo anterior, vamos buscar solugoes adotando o ansatz

A=a(r)dd % + a(r)sinfdp % + (cost dip + d(r) dr) %’ (4.6)

Apesar de um potencial desta forma ser singular, podemos usar, conforme discutido an-

teriormente, uma transformagcao de gauge para escrevé-lo em sua forma regular, eq. (3.6).
Para isso as fungoes ¢ e o devem satisfazer as seguintes condicoes:

o(ry) = 2;]) = Hl(;r)p, pPEZL, e (4.7a)

alry) =0, sep#0. (4.7b)

As equagbes de auto-dualidade para um potencial da forma (4.6) sao

/(1) =~ 4 91, (4.8)
— 042 T
¢'(r) = 1ot = ) (4.8b)

E, assim como no caso de Schwarzschild, podemos reescrever estas equagdes como

d? d d
PHNSS +orH )% 261229 =0, (4.9)
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e determinar o em termos de ¢ via
2.\ _ 2
a“(r)=1—r¢'(r). (4.10)

Para um potencial desta forma a agao é dada por

—33 Mtr(F A*F) = % [(1-a?)¢]

o0

S = (4.11)

T4

Conforme veremos, para as solugoes em que estaremos interessados a(r;) = a(co) = 0 ou

a(ry) = ¢(oc0) =0, e assim

== [p(00) — B(r4)] - (4.12)

Da mesma forma que no capitulo anterior, podemos definir um campo de gauge U(1),
Juw = —itrjoz (0,4, — 0,A,)],

que identificaremos com um campo eletromagnético. Substituindo a eq. (4.6) nessa ex-

pressao temos

= ¢’(r)x7, (4.13a)
o fO = % (4.13D)

Novamente concluimos que todas as configuracoes possuem carga magnética unitaria e que

a carga elétrica relativa a este campo abeliano depende do comportamento assintético de
(r).
4.3 As solucgoes

A solucao abeliana,

o(r)=c——, (4.14a)
ar) =0, (4.14b)
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encontrada no capitulo anterior para o espago de Schwarzschild, também é solucao da
equacao de auto-dualidade no espago de Reissner-Nordstrom para qualquer valor da carga
@, como pode ser concluido diretamente das eqs. (4.8). Entretanto, para que esta solugao
corresponda a um potencial regular em todo o espaco, a escolha da constante c agora

depende da carga por meio da relagao

H 1
e PHUY) 1 g (4.15)

2 T4+
A acdo associada a esta solucao é
m

V@

e também depende da carga do buraco negro (porém independe de p), conforme descrito

Sap =1+ (4.16)

pela equagao acima e ilustrado na figura 4.1. Note que no limite || — m a acao da
solucao abeliana diverge, o que mostra, mais uma vez, a necessidade de um estudo separado
do problema para o caso extremo. Veremos no restante deste capitulo que, conforme
antecipado pelos resultados relacionados a solugao abeliana, a carga elétrica que caracteriza
a métrica de Reissner-Nordstrom tem um papel central na estrutura das solugoes auto-duais

de agao finita da teoria de Yang-Mills neste espago.

4.3.1 Solugoes em série

Vamos procurar solugoes da eq. (4.9) que, em torno de r = r4, possam ser escritas

como uma série de poténcias

o(r) = 3 anlr -y, (4.17)
k=0

com ag = pH'(r1)/2 (ver eqs.(4.7)). Neste caso, assim como no espago de Schwarzschild,
temos duas situagoes distintas: para p > 0 todos os coeficientes da série (4.17) podem
ser determinados pela relagao de recorréncia obtida substituindo a expressao em série na
eq. (4.9). Sendo assim, se p > 0 obtemos apenas a solu¢ao abeliana. Para p < 0 o
coeficiente a_py1 nao ¢ fixado pela relacao de recorréncia e serve como parametro livre, a
partir do qual todos os outros coeficientes, com k > —p + 1, podem ser calculados. Este
parametro livre dd origem a uma familia de solugoes (ndo necessariamente de acao finita),

que denotaremos por familia p. E facil verificar, diretamente da relagdo de recorréncia
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10

S ab

0.0 0.2 0.4 0.6 038 1.0
|QI/m

Figura 4.1: Acao da solugao abeliana como uma funcéo da carga ) do buraco negro de
Reissner-Nordstrom.

satisfeita pelos coeficientes ag, que se p < 0 entdao a(ry) = 0, que é uma das condigoes
necessarias para podermos calcular a a¢ao usando a eq. (4.12).
Vemos que esta situacao é analoga a descrita no capitulo anterior. De fato, definindo o
parametro adimensional
k=2r"a_, 0, (4.18)

e sabendo que H(r) > 0 para r € (r4,00), podemos generalizar diretamente todos os

argumentos utilizados na se¢ao 3.3.4, e mostrar que, se k1 < kg < Kqp entao

Gry (1) < Gy (1) Vr € (14, 00), (4.19a)
ol (r) < qzbfﬂ2 (r) Vr € (ry,o0). (4.19b)

K1

Onde kg = 2(—1)P é o valor do parametro associado a solugdo abeliana na familia p.
Em particular isso mostra que para que «(r) seja sempre real devemos ter k < Kgp, ver
eq. (4.10)

No espago de Schwarzschild, o principal resultado usado para mostrar que a agdo das

solucdes encontradas é finita foi a existéncia do limite C,; (vide eq. (3.22))!. Uma répida

! Apesar de, no espaco de Schwarzschild, termos estudado apenas a familia p = —1, todos os argumen-
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inspecao no capitulo anterior mostra que, para garantirmos a existéncia de Cy naquele
caso usamos explicitamente a solucao abeliana e a solucao tipo monopolo. Veremos que
no espaco de Reissner-Nordstrom os andlogos destas solucoes também serao fundamentais
para provar que o limite Cy existe e assim garantir a existéncia de solugbes com agao finita
em uma determinada familia p.

E fcil notar que as formas assintoticas das EDOs para ¢ no espaco de Reissner-
Nordstrom (eq. (4.9)) e no espago de Schwarzschild (eq. (3.11)) sdo idénticas. Sendo assim,
se pudermos garantir a existéncia de Cy, com Cy > 0, no espaco de Reissner-Nordstrom,

podemos repetir os passos usados para obter a eq. (3.24) e mostrar que?

—2Ckr

2C, 7

e

bn(r) ~ C, — % +A r> 1. (4.20)
Neste caso concluimos imediatamente que a a¢ao pode ser calculada usando a eq. (4.12) e
também que a acao associada é finita. Dessa forma, temos que a existéncia de Cy, com Cy
positivo, garante que o potencial de gauge associado a ¢, tem agao finita.

A eq. (4.19a) mostra que as solugoes ¢, com k < Kqp sao limitadas. Sendo assim, para
garantirmos a existéncia de C); (com k < Kgp) no espago de Reissner-Nordstrom, é sufi-
ciente encontrarmos um andalogo da solucao tipo monopolo, que, assim como no capitulo
anterior, servird para mostrar que as solucoes de interesse sao crescentes (para r suficien-
temente grande). Portanto, se em uma familia p existe uma solugdo, com Kyon < Kgb, CUjO

comportamento assintético é
a 1\3
Primon (1) = =5 + O [(;) ] . or> 1, (4.21)

sendo a uma constante, garantimos a existéncia de uma subfamilia, associada a k €
(Kmons Kab), €m que as solugoes possuem agao finita usando o mesmo tipo de raciocinio
empregado no capitulo anterior. Segue diretamente das eqs. (4.13) que configuragoes com o
comportamento assintético dado por (4.21) tém carga elétrica zero, e portanto sao monopo-
los magnéticos (o que justifica empregar o termo tipo monopolo para denominar este tipo
de solucgao).

A agdo de uma solu¢do da forma (4.21) em uma familia p segue diretamente das

tos utilizados para demonstrar a existéncia de uma subfamilia de acdo finita nesta geometria podem ser
generalizados para o caso p = 0, conforme mencionado no fim da secao 3.3.3.

2Segue dessa equacio que C. nao pode ser negativo, pois neste caso ¢, divergiria quando r — oo,
contrariando assim a proépria existéncia de Cl.
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eqs. (4.11) e (4.21):
Smon = —D; (422)

ou seja, a acao deste tipo de solugao é sempre inteira. Também é imediato provar, a partir
da eq. (4.9) e da condicao
¢(ry) =pH'(r+)/2 <0,

que a > 0. Este resultado serd importante na préxima segao.

A discussao desta segao mostra que a tarefa de provar que em uma determinada familia
p existem configuragdes de acao finita fica reduzida a provar que existem solucbes tipo
monopolo (comportamento assintético da forma (4.21)) nesta familia. No restante deste
capitulo vamos estudar, usando uma combinacdo de ferramentas analiticas e numéricas,

condicOes que garantam a existéncia deste tipo de solucao em uma determinada familia p.

4.4 Existéncia de solucoes tipo monopolo

Nesta secao vamos investigar sob quais condi¢oes uma solucao tipo monopolo existe em
determinada familia p. Como vimos na secao anterior, a existéncia de tal solugdo garante
a existéncia de uma subfamilia de solugoes (dentro da familia p) com acao finita. Va-
mos primeiramente exibir algumas propriedades analiticas das solucoes da eq. (4.9) com as
condicoes assintéticas caracteristicas de solucgoes tipo monopolo. Em seguida, iremos apre-
sentar resultados numéricos que, em conjunto com os resultados analiticos, nos permitem

determinar as condicoes para existéncia deste tipo de solucao.

4.4.1 Propriedades analiticas

Vamos comecar exibindo algumas condigoes necessarias para a existéncia de solugoes
tipo monopolo em cada familia, que mais tarde serao importantes para determinar quais
familias possuem solugoes de ac@o finita. Desta forma, dada uma familia p (devemos
lembrar que p < 0), vamos supor® que exista uma solucdo tipo monopolo, ¢y, .. (). Da
eq. (4.21) temos

2
Gron () = o5 + O(L)r"), parar>1,

e assim, para 7 grande temos ¢, (r) < ¢, (r) = 1/r*+O(1/r?), sendo ke 0 pardmetro

associado a solucao abeliana. De acordo com a eq. (4.19b) sabemos que ¢, (1) < ¢/, (r) se

3Na préxima secio vamos estabelecer numericamente a existéncia destas solugdes.
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K1 < Ko, e sendo assim concluimos que Kpon < Kap-
Por outro lado, sabemos que, na familia p, a solucao abeliana é
Hl (’f‘+) 1 1

2 e

¢l€ab (r) =p

e que a condicao Kmon < Kqp iImpoe, devido a eq. (4.19a),

o 1
lim ¢, (r) = p ) Lo

7—00 2 [

Portanto, para que exista uma solucao tipo monopolo em uma familia p a relagao

2

- - <0 4.23
'I"+H/('f'+) ab < p — ( )

deve necessariamente ser satisfeita. Esse argumento corrobora a afirmacao feita no capitulo
anterior de que nao existem solugdes com acao finita (além da abeliana) para p < —2 no
espago de Schwarzschild, pois S, = 2 nesta geometria. Essa relagdo também fornece um
limite superior para o nimero de familias de instantons no espaco de Reissner-Nordstrom

em funcgao da carga elétrica associada a este espago:

N§1+{Wlw,
V@
onde [ ] é a fungao teto (ou seja [w] é o menor inteiro maior que ou igual a w).
Mostramos até aqui que, para que exista uma solucao tipo monopolo em uma familia
p, a condigdo dada pela eq. (4.23) deve ser satisfeita. No restante desta segdo vamos
apresentar algumas propriedades analiticas de solugoes da eq. (4.9) com o comportamento
assintético caracteristico de monopolos que, em conjunto com os resultados ntmericos
que serao apresentados na préxima secao, indicam que a condicao (4.23) é suficiente para
garantir a existéncia de solugoes tipo monopolo na familia p.
Sendo assim, todas as familias com p = 0,—1,..., Pmin, sendo pmi, 0 menor inteiro
maior que —Sgp, possuem solugoes auto-duais com acao finita. Dessa forma, o nimero de

instantons no espaco de Reissner-Nordstrom é dado por

N:1+{v@;iQJ' (4.24)
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Vemos da expressao acima que o numero de familias depende da carga e que no limite de
carga zero temos apenas duas solugoes, o que esta de acordo com o estudado no capitulo
anterior, e que quando nos aproximamos do caso extremo o nimero de familias cresce

indefinidamente.

A equagao em termos da variavel z =r /r

Para estudarmos a existéncia de solucoes tipo monopolo vamos trabalhar com a variavel
adimensional

T+
= —. 4.25
a=- (4.25)

Essa varidvel estd relacionada a w, que é obtida a partir do método do mapa conforme (ver
secao 3.4), via

z=1—w.

Na variavel z a condigao para existéncia de uma solugao tipo monopolo é (vide eq. (4.21))
d(r(2)) = (z) = A2+ 0(2), z<1, (4.26)

sendo que 1 deve ser solucao da equagao

_\ d? d
(1 2)22 <1 - zr> a9 _ 2r+¢di’ — oy =0. (4.27)
z
Em termos da varidvel z, a condi¢ao de regularidade (4.7) é dada por ¢(1) = pH'(ry)/2.
Vamos procurar solucoes da equagao acima, em torno de z = 0, na forma de uma série

de poténcias. Para que as solugdes satisfacam a condicao (4.26) elas devem ser da forma
o0
Ua(z) = =A22 + Z bz~ (4.28)
k=3

Neste caso, a existéncia de solucbes do tipo monopolo fica reduzida a mostrar que existem
valores de A tais que uma solucao da eq. (4.27) da forma acima satisfaz a condigao (1) =
PH'(r4)/2.

Podemos calcular os coeficientes by substituindo a eq. (4.28) na eq. (4.27). A relagao
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de recorréncia obtida dessa forma é

- (1 + %) + 2r 4 A2

b =
3 2 )

e para by com k > 4:

(14 52) (k=200 = Dby — 2= (k = 3)(k — 2)bys + 274 A7) abybr—g1

b = k(k—1)—2

(4.29)

Sendo assim vemos que todos os coeficientes podem ser determinados pela relagao de
recorréncia e portanto existe uma tnica solucao da forma (4.28) associada a cada valor
de X. Note que para A = 0 temos 1y(z) = 0.

Por outro lado temos que, em termos da varidvel z, a solugao abeliana é

z

Yap(2) = ¢ — o (4.30)

Para* ¢ = 0 podemos provar que
Yap(2) = —% <a(z), Vze(0,1), (4.31a)
h(2) = —rl+ <yh(z), Vze(0,1). (4.31D)

Também podemos mostrar que se 0 < A\; < A9 entao

Y (2) > Py, (2), Vz€(0,1), (4.32a)
Py, (2) > ¥4, (2), Yz e (0,1), (4.32b)
As provas destes resultados estao no fim desta secao.

Para um valor fixo de z podemos pensar em 1y (z) como uma func¢ao em \. Os resultados

acima mostram que v (z) é mondtona (decrescente) e limitada como fungao de A, e portanto

4Note que neste caso 1) nio estd associada a um potencial regular, porém ainda é uma solucio da
eq. (4.27).
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o limite®
Yoo(2) = )\ILHolo Ua(2) (4.33)

existe e define uma funcao na varidvel z. A eq. (4.31a) garante que 0 < ¥oo(2) < VYap(2)
para z # 0. Segue da prépria construcio de s (z) que® , dado um valor x qualquer no
intervalo (0,9 (2)), existe um A, € (0,00) tal que ¥, (z) = z. Ou seja, variando A entre
0 e 00, a curva 9,(2) (com z fixo) cobre todo o intervalo (0,9 (2)).

Para o caso particular z = 1 esses argumentos mostram que qualquer valor x no intervalo
(0,7%50(1)) esta associado a um A, tal que 9y, (1) = z. Dessa forma vemos que, dado p € Z

tal que
2

existe um )\, tal que ¥ (2) é solucao da eq. (4.27) com

H'(ry)
S

Yy, (1) =p

Concluimos que tal 9y, (z) é uma solugao tipo monopolo associada a um potencial de gauge
regular, o que garante (vide discuss@o da tltima se¢ao) que a familia p possui solugoes de
acao finita. Dessa forma, este resultado nos permite estabelecer quais familias possuem

solugoes de agao finita (além da abeliana): uma familia p possui agao finita se

Lwoo(l) <p<O0.

H'(r+)
Na proxima secao iremos apresentar resultados numeéricos que, de fato, mostram que
Yoo(2) = Yap(2). Em conjunto com os resultados apresentados nos tltimos paragrafos isto

mostra que a condigao da eq. (4.23),

2 m
e )
ryH' (ry) /m2 — Q2

é suficiente para garantir que existem solucées de acao finita na familia p. Vamos apresentar

também resultados numéricos que indicam que 1) (z) é uma funcao continua em X\ (para z

SEstamos ignorando aqui questdes mais finas ligadas a continuidade de tal funcéio, que seriam necessérias
para tornar rigoroso este argumento. De qualquer forma isto nfo invalida nossa argumentagdo pois os
resultados numéricos que serao apresentados na préxima se¢ao indicam que ¥x(z) como fungao de X é, de
fato, continua.

6Supondo novamente que 15 (z) como funcdo de X é continua.
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fixo), que foi hipdtese fundamental para os resultados obtidos nesta segao.

Prova das eqgs. (4.31) e (4.32)

Segue diretamente da defini¢ao de 1)(z) que para 0 < z < 1 vale:

Yap(2) = < ¥a(2), (4.34a)
1(2) = —f+ < (), (4.34b)

Dado um A fixo, para que a eq. (4.34b) deixe de ser valida deve existir zg € (0,1) tal
que ¥ (z0) = ¥, (20). Neste caso, temos imediatamente que f(z) = C' — z/r4 é solucao
da eq. (4.27) com mesma condigdo inicial que ¢y(z), escolhendo C = ¥y (z0) + z/74, e,

consequentemente 1) (z) = C' — z/rg o que contradiz a eq. (4.28). Sendo assim
Ya(2) <Uil(z),  Vze(0,1).

Integrando ambos os lados da equacao acima
Ya(z) <¥a(z),  Vze€(0,1),

o que demonstra o resultado das eqgs. (4.31).

Para provarmos o resultado das eqgs. (4.32) devemos primeiro notar que se 0 < \; < Ao

temos, para 0 < z < 1:

UV (2) > ¥, (2), (4.35a)
Py, (2) > ), (2)-- (4.35b)

Fixados A1 e A2, como ) (z) é uma funcao continua em z, para que a eq. (4.35b) deixe de

ser véalida deve existir pelo menos um z € (0,1) tal que

$, (2) = ¢, (2).

Se zp é o menor z tal que a igualdade acima seja valida temos, para 0 < z < z,

U, (2) > ¥, (2)-
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Integrando a eq. (4.35b) em z de 0 a 2y temos

¥, (20) > ¥a,(20)- (4.36)
Agora, subtraindo as equagoes obtidas substituindo 1y, (2) e ¥, (z) na EDO (4.27) obtemos

3301 = 20) (121 ) [, Go) — 98, ] = 200 o) = ][4, G +1].

'+

E usando os resultados das eqs. (4.31b) e (4.36) na equagao acima concluimos que

wgl (ZO) - 1/}3:2 (ZO) > 0.

Como ¢} (20) = ¥}, (20), o resultado acima garante que

Y, (20 — €) <), (20 — ),

para € positivo e suficientemente pequeno. Isto contradiz a hipdtese

U, (2) > ¥, (2),

e assim conclufmos que nao existe z € (0,1) tal que ¢ (z) = ¥} (2). Isto demonstra o
resultado (4.32b),
W)\l (2) > 1/13\2(2), Vz € (0,1).

Integrando esta equagao de 0 a z € (0,1) provamos a eq. (4.32a),

Uy, (2) > r,(2), Vze€(0,1),

o que conclui a demonstragao das egs. (4.32).

4.4.2 Resultados numéricos

Iniciamos a investigacao numérica do problema estudando o raio de convergéncia das
solugoes em série dadas pela eq. (4.28) e com os coeficientes calculados via eq. (4.29).
Nota-se claramente da figura 4.2 que o raio de convergéncia da série é, em geral, menor
que 1. Dessa forma, nao podemos usar o método de série de poténcias para estudar o

comportamento das solugdes ¥, (z) em todo o intervalo z € (0,1). No entanto, para z
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suficientemente pequeno a expansao em série é valida, e podemos usar a série de poténcias
para gerar pares (1x(€), 1) (€)), com e positivo e suficientemente pequeno. Estes valores
podem ser usados como condigdes iniciais para integrarmos numericamente a eq. (4.27)
(analogamente ao que fizemos no capitulo anterior). Este é o procedimento que usamos

para estudar como as solugoes 1) (z) dependem do parametro A.

V(2)
76]

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

n
I

Figura 4.2: Figura da esquerda: grafico da fungao obtida truncando a série de ¥, (z) em
k = 102. Figura da direita: gréfico da fungdo obtida truncando a série de 1, (z) em k = 10%.
Para construir os graficos das duas figuras escolhemos A = 2, fixamos a carga do espaco de
Reisnner-Nordstrom em ) = m/2 e trabalhamos em unidades tais que m = 1.

O primeiro ponto que precisamos investigar é se, dado um valor fixo de z, a fungao
¥x(2) é continua na varidvel A\. Para responder esta questdo, fixamos z e variamos A\ em
intervalos dados por um AX < 1. O grafico da figura 4.3 ilustra os resultados obtidos no
caso @@ = m/2. Podemos observar um comportamento bastante regular de 1) ao variarmos
A e, portanto, os resultados numéricos indicam que, de fato, 1) (z) varia continuamente com
A. Dessa forma, estes resultados corroboram a argumentagao que nos permitiu concluir
que o limite s (2) existe’.

Em seguida queremos estudar como se comporta a solucao limite 1o (2). Para isso
estudamos numericamente as fungoes 1) (z) para valores crescentes de .

O resultado da figura 4.4 indica que as curvas associadas a 1) (z) se aproximam da
curva associada a solucao abeliana quanto mais aumentamos A. Para um resultado mais
preciso, fixamos z, o que equivale a fazer um corte vertical na figura 4.4, e construimos um

grafico de ¥y (z9) por A. O resultado obtido estéd representado na figura 4.5.

"Note que nao estamos afirmando que os argumentos numéricos apresentados provam a continuidade
da funcao ¥x(z) como fungdo de A, que seria o resultado necessdrio para uma demosntracao formal da
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Figura 4.3: Gréfico que ilustra o comportamento de ¥, (1/2) para valores de A\ variando
entre 0 e 2 em intervalos dados por AX = 0,01. Para construir o grafico fixamos a carga do
espaco de Reisnner-Nordstrom em () = m/2 e trabalhamos em unidades tais que m = 1.

0.0
—0.1Ff

_042:

U (2)

~03}
—04f

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.4: Gréficos de 1) (z) para valores crescentes de A\. A curva destacada é referente
ao grafico de Yup(2) = —z/ry. Para construir o grafico fixamos a carga do espago de
Reisnner-Nordstrom em @ = m/2 e trabalhamos em unidades tais que m = 1.
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Figura 4.5: Grafico de r115(1/2) por A. Para construir o grafico fixamos a carga do espago
de Reisnner-Nordstrom em ) = m/2 e trabalhamos em unidades tais que m = 1.

Analisando a figura 4.5 vemos que 1) (1/2) se aproxima assintéticamente de —ﬁ, que é
exatamente o valor de ¢, em z = 1/2. Este resultado indica que no limite A — oo devemos
ter ¥x(z) — Yap(z), conforme ja indicavam os resultados apresentados na figura 4.4. Isso

nos permite concluir que
z

Voo(2) = Yap(2) = ——.

T+
Recordando a discussao apresentada na segao anterior, concluimos, a partir dos resultados
numéricos apresentados nesta segao, que quando A varia no intervalo [0, 00), a curva ¥ (1)

varia no intervalo [0, —1/ry). Devemos lembrar também que se ¥)(z) satisfaz a condicao

(1) =pH'(r1)/2, pEL,

entdao esta funcao estd associada a um potencial auto-dual tipo monopolo na familia p.

Combinando estes resultados vemos que se p satisfaz a condigao

2 m
p > mlbab(l) =-1- \/ﬁ7

entao existe uma solugao tipo monopolo na familia p, o que garante (vide discussao das

existéncia de Voo.
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secoes anteriores) a existéncia de solugoes de acao finita nesta familia.

Podemos resumir as conclusoes do iltimo paragrafo na seguinte sentenga: a condigao

2 m
p> m%b(l):—l—\/ﬁ

¢é suficiente para garantir a existéncia de solugoes de acao finita em uma determinada
familia p. A discussdo no inicio da sec¢ao anterior mostra que a condi¢ao acima é também
necessaria para existéncia de solugoes de acao finita. Sendo assim, temos que o nimero
de familias de instantons no espago de Reissner-Nordstrom depende diretamente da carga

elétrica que caracteriza este espago, por meio da relagao

N=1+ {WLQJ

A figura 4.6 ilustra as familias de instantons para o caso @ = m9/10. Os resultados
apresentados neste capitulo mostram que para este valor da carga elétrica existem 4 familias
com solugoes de agao finita. Em cada uma dessas familias, os potenciais auto-duais de acgao
finita s@o limitados pelas solucbes abeliana e tipo monopolo. As familias de instantons

correspondem as regices hachuradas na figura 4.6.

Neste capitulo estudamos os instantons no espaco de Reissner-Nordstrom usando uma
abordagem andloga a introduzida no capitulo anterior para o caso de Schwarzschild. Procu-
ramos solucoes das equagdes de auto-dualidade adotando o ansatz (4.6), e vimos que, da
mesma forma que no capitulo anterior, as solucoes se dividem em familias associadas a
numeros inteiros p. Em mostramos que para garantir a existéncia de solugoes com agao
finita em uma dada familia basta mostrar que nesta familia existe uma solug¢ao com compor-
tamento assintético dado por ¢(r) — —a/r?, que denominamos tipo monopolo. Na tltima
secao estabelecemos as condigOes necessarias para a existéncia de solucoes tipo monopolo

em uma familia p. Em particular, mostramos que se

m
p<O0

N

entdo existe uma solucao tipo monopolo na familia p. Este resultado nos permite expres-

—-1-

sar o numero de familias de instantons (obtidos via ansatz (4.6)) no espago de Reissner-
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@)

1 10 100 1000 10*

r/ry

Figura 4.6: Figura ilustrativa representado as 4 familias de instantons para o caso @ =
m9/10. Note que voltamos a trabalhar com a coordenada r e normalizamos as curvas de
forma que ¢(ry) = p em cada familia.

Nordstrom em funcao da carga elétrica que caracteriza este espaco:

m
N=1+|—————.
/m2 — Q2
Os resultados apresentados neste capitulo mostram que a carga elétrica do espaco de
Reissner-Nordstrom tem grande relevancia para a estrutura das solugoes instantonicas

neste espaco.



Capitulo 5
Conclusoes e perspectivas futuras

Nesta dissertacao revisamos resultados classicos associados aos instantons no espaco
plano e investigamos novas solugoes instantonicas nos espacos de Schwarschild e Reissner-
Nordstrom euclidianos. Buscamos solugoes adotando um ansatz independente do tempo
originalmente introduzido por Witten [14] para o caso plano e generalizado para as geome-
trias de interesse. Tanto no espago de Schwarzschild quanto no de Reissner-Nordstrom,
por questoes ligadas a topologia destes espacos e a regularidade dos potenciais de gauge,
vimos que as solugoes das equagoes de auto-dualidade se dividem em familias associadas a
nameros inteiros e nao positivos p.

No espago de Schwarzschild identificamos as solucoes da familia p = 0 com os instantons
que foram exibidos em [11] por um método diferente do utilizado nesta dissertagdo. Uma
investigacao numeérica, mais tarde corroborada pelos resultados relacionados ao espaco de
Reissner-Nordstrom, mostrou que as familias com p < —2 nao possuem soluc¢ées com agao
finita (com excecao da abeliana, presente em todas as familias). Em seguida, estudando
propriedades das solugoes pertencentes a familia p = —1, descobrimos uma nova familia
de instantons no espago de Schwarzschild [12]. As solugoes desta familia interpolam os
instantons de Charap e Duff [10] com acoes 1 e 2. Em particular, a acdo associada as novas
solugoes varia continuamente entre os valores 1 e 2, em contraste com os instantons no
espaco plano, onde a acao sé assume valores inteiros. Este resultado ilustra como certas
propriedades classicas dos instantons em R* sao fortemente dependentes da topologia deste
espaco, nao permanecendo validas quando estudamos as equagoes de auto-dualidade em
variedades com outras topologias.

Nossa investigacao das solucoes no espaco de Reissner-Nordstrom mostrou que existem
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solugoes com agao finita em uma familia p se e somente se p satisfaz a relacao

m

7\/m<p§0,

sendo que a agdo dentro destas familias varia de S = [p| a S = 1+ m/y/m? — Q%. Em

—1—

particular, isso mostra que no caso de Schwarzschild (que é obtido no limite @@ — 0) s6 as
familias p = 0 e p = —1 tém solugoes de agao finita. Além disso, concluimos que o niimero
de familias de instantons no espaco de Reissner-Nordstrom com carga elétrica @ é dado

por?

N=1+ {mw .
NEE
Desta forma concluimos que a estrutura das solugoes instantonicas no espago de Reissner-
Nordstrom depende diretamente da carga elétrica () que caracteriza este espaco, e que
quando nos aproximamos do caso extremo (|Q| = m) este nimero diverge.
A seguir listamos alguns pontos que nao foram abordados nesta dissertacao e conside-

ramos temas interessantes para investigacoes futuras:

e 0 estudo de solugoes auto-duais mais gerais nos espagos de Schwarzschild e Reissner-
Nordstrom. Em particular, potenciais que nao possuam tantas simetrias quanto o

usado nesta dissertagao, ou com dependéncia temporal nao-trivial.

e a generalizacao da abordagem adotada no capitulo 4 para o estudo de instantons no

espago de Reissner-Nordstrom extremo (com |Q| = m).

e as possiveis aplicagoes destas solugoes para o estudo de processos quanticos no con-

texto de teorias de campo definidas sobre espagos curvos (porém nao-dindmicos).

Além dos pontos levantados acima, julgamos que uma investigagao formal dos resultados

numéricos apresentados no capitulo 4 também seria interessante.

!Sendo [] a fungéo teto, definida como: [w] é o menor inteiro maior ou igual a w.



Apéndice A
Introducao a fibrados

O objetivo deste apéndice é introduzir alguns conceitos matematicos que foram usados
na dissertacao. Vamos primeiramente fazer uma introducgao a teoria de conexoes em fibra-
dos principais. Em seguida iremos introduzir a teoria de fibrados associados e conexoes
nestes fibrados, e por fim faremos uma breve introducao a teoria de classes caracteristicas,
dando enfoque as classes de Chern.

Para compreensao do material apresentado neste capitulo é necessario conhecimento
prévio de conceitos basicos em geometria diferencial e grupos de Lie. O leitor que nao
estiver familiarizado com alguns dos conceitos usados durante este apéndice é remetido ao

capitulo zero de [17] ou ao quinto capitulo de [18].

A.1 Fibrados Principais

Um fibrado principal consiste de
1. Uma variedade! E, chamada de espaco total.
2. Uma variedade M, chamada de espaco base.

3. Um grupo de Lie G, com uma agao livre em F a direita. Dados p € E e g € G vamos

denotar por pg a agdo de G em E.

4. Uma sobrejecao m : E — M tal que, dados x € M e p € E, com 7(p) = z, temos

771(x) = pG. Ou seja, a imagem inversa de z por 7 é a érbita de p pela acdo de G.

!Todas as variedades e aplicagdes que iremos considerar neste trabalho sio diferencidveis (C).
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Chamamos 7 de projecdo e 7~ 1(x) de fibra sobre z.

5. Uma cobertura de M por abertos U; e de difeomorfismos
T, : 7 Y U;) — Uy x G
da forma T;(p) = (w(p), si(p)), sendo que as fungoes
si:m L(U) — G
satisfazem s(pg) = s(p)g. As aplicacoes T; sao chamadas trivializagoes locais.

Para economizar notagao, vamos resumir as condigoes acima dizendo que 7 : E — M
é um fibrado principal com grupo G. Algumas vezes também vamos denotar um fibrado
principal por E(M,G). Durante toda a dissertagdo vamos considerar que G é um grupo
de matrizes, pois além de este ser o caso na maioria das teorias de interesse fisico, também
torna a apresentacao da teoria de conexoes em fibrados consideravelmente mais simples.
Para uma exposi¢ao da teoria de fibrados para grupos de Lie arbitrarios (nao necessaria-

mente de matrizes) o leitor é remetido a referéncia [17].

Em um fibrado principal, 7 : £ — M, dados dois abertos U; e U; da cobertura? de
M, com U;(\U; # 0, podemos definir a funcdo de transicao

gij : Ui; ﬂ Uj — G
da seguinte forma. Dado p € E com 7(p) = m definimos:

gij(x) = si(p)s;(p) ™"

-1 -1

Como s;(pg)s;(pg) ™t = si(p)g(s;(p)g) ™' = su(p)se(p)~!, vemos que g;; nio depende da
escolha de p € 77 1(z), e por isso estd bem definida como fungio em U; (N Uj;.

Uma secao local em um fibrado 7 : E — M¢é uma aplicacao diferenciavel de um aberto
UCMemkE:

c:U—F

2Daqui por diante vamos omitir o fato dos abertos fazerem parte da cobertura de M quando isto ficar
claro pelo contexto.
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tal que mo o é a identidade em U.
Existe uma correspondéncia natural entre trivializacoes e secoes locais. Basta notarmos

que, dada uma trivializacao local
T,:7m Y U) —UxG
podemos definir uma se¢ao local o, : U — FE a partir de

ou(m) =T, (m,e).

Por outro lado, dada uma secéo local o, : U — E podemos definir uma trivializacao local
a partir de sua inversa:

Tu_l(mag) = Uu(m)g'

E f4cil notar que T, ' : U x G — 77 1(U) é de fato inversivel, e portanto define uma
trivializagao local.

Um fibrado principal é trivial se existe uma trivializacao local T}, com U = M. Devido
a essa identificagao entre secoes e trivializacoes locais, temos que o fibrado é trivial se e

somente se ele admite uma segao global.

Reconstruindo fibrados a partir das fungoes de transigao

Também podemos reconstruir um fibrado a partir de fungoes de transicao definidas na

variedade base. Para isso, se temos:
e uma variedade M,

e uma cobertura de M por abertos U; (ou seja |J, U; = M),

um grupo de Lie G,
e um conjunto de funcoes t¢;; : U; N U; — G satisfazendo:

i. t;i(z) = e, onde e é a identidade em G;
i tij(x) = [tji(2)] ™

it (@) - trj(z) = ti(2),
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definimos a uniao
E= (U U; x G> .

Ainda, dados (z,g) € U; x G e (y,h) € U; x G introduzimos a relacao de equivaléncia

(z,9) ~ (y,h) & x=y e h=tj)- g

Neste caso é facil mostrar que F = £/ ~ é um G-fibrado sobre M com projegao 7([z, g]) =
z. Definimos as trivializagdes locais T, ' : U; x G — 7~ Y(U;) como Tji(z,g) = [(z,9)],
sendo [(z, g)] a classe de equivaléncia que contém (z, g). Essa abordagem mostra que toda

a informacao sobre o fibrado estd codificada em suas fungoes de transicao.

Fibrados equivalentes

Dados dois fibrados 7 : E — M e «’ : E' — N, o primeiro com grupo G e o segundo
com grupo G’, uma aplicacao f : E — E’ é denominada morfismo de fibrados (em inglés
bundle map) se leva uma fibra de F em uma fibra de E’. Ou seja, um mapa f é um
morfismo de fibrados se dados py,ps € 77 1(x) entdo f(p1), f(p2) € 7'~ (y) para z € M e

algum y € N. Neste caso f induz um mapa entre as variedades base
f:M— N,

sendo f(x) = 7'(f(p)), para qualquer p € 7 '(z). Note que f s6 estd bem definida se f
for um morfismo de fibrados.

Dizemos que dois fibrados 7 : E — M e «’ : E/ — M sobre a mesma base e com
mesma fibra sao equivalentes se existe um morfismo de fibrados f : E — E’ tal que o mapa
induzido f: M — M é a identidade.

Fibrados induzidos

Dado um G-fibrado principal 7 : E — N e uma funcao f : M — N podemos definir o
fibrado induzido (em inglés pullback bundle) f*E, que é um G-fibrado sobre M. Definimos

o fibrado induzido como

fTE={(z,p) € M x E|f(z) = =(p)}
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sendo que a projecao, 7’ : f*E — M, é definida trivialmente por 7'(x,p) = z. Se (U, ¢;)
sdo as trivializacoes locais de E temos que f~1(U;) é uma cobertura de M e podemos

definir trivializacoes locais nesta cobertura de forma que as fungoes de transicao

ty s O N0 = G

satisfacam ¢7;(z) = t;;(f(2)). Assim, podemos pensar em f*E como sendo o fibrado obtido
colando, sobre cada ponto x € M, a fibra G ().
Um teorema importante relacionado a fibrados induzidos, cuja prova pode ser encon-

trada na referéncia [27], é o seguinte

Teorema: Dado um G-fibrado principal 7 : £ — N e dois mapas homotépicos f e g de

uma variedade M em N, os fibrados induzidos f*F e ¢*FE s&o equivalentes.

Um coroldrio que segue diretamente (ver [18]) do resultado acima é: se uma variedade
M é contratil a um ponto® entdo todo fibrado sobre M é trivial.

Podemos mostrar, usando o teorema acima, um resultado um pouco mais geral. Seja
N um retrato de deformacgao* de M e seja H : [0,1] x M — M a deformacio de M em N.
Definindo f(z) = H(0,z) e g(x) = H(1,z), funcoes de M em M, o teorema acima garante
que, se F é um G-fibrado qualquer sobre M, entao f*FE e g*FE sao equivalentes. Também
devemos notar que como N € M, temos que 7~ '(N) é um G-fibrado sobre N. Agora,
sabemos que f é a identidade em M, e portanto f*E = E. Sendo assim, ¢g*F é equivalente
a E. Mas sabemos que g(z) € N, e portanto g*F sé depende do fibrado 7~ (V) sobre
N. Neste sentido, todo fibrado sobre M ¢é “equivalente” a um fibrado sobre N, onde por

“equivalente” queremos dizer que ele é induzido por um fibrado na deformacao retratil NV.

3Dizemos que uma variedade M é contritil a um ponto se nesta variedade a aplicacdo identidade,
f(z) =z, é homotépica a um mapa constante, g(z) = xo.

4Dizemos que uma variedade N é um retrato de deformacio da variedade M se existe uma funcéo
continua H : [0,1] x M — M que satisfaz:

H(0,z) = =z, Vxe€M,
H(t,z) = =z, Vz €N,
H(l,z) € N, VYxze M.
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A.2 Conexoes em Fibrados Principais

Antes de definirmos uma conexao em um fibrado principal precisamos da definicao de
uma forma g-valorizada.

Definigao: Dada uma &lgebra de Lie g, uma n-forma, w, g-valorizada é uma aplicagao
linear:

w:Vx. - xV-—7g

totalmente antissimétrica nos seus argumentos. Dada uma base T} de g, podemos sempre
d

decompor w = ij T;, sendo d = dimg e w’ 1-formas usuais (R-valorizadas). Vamos
j=1
denotar o espaco dos campos de k-formas g-valorizadas em E por A*(P,g).

Podemos definir uma conexao em um fibrado principal, 7 : E — M, com grupo G e

algebra de Lie associada g, de trés maneiras equivalentes.

Definicao 1: Uma conexao é uma decomposicao do espaco tangente em cada ponto
p € FE em:
T,E =V, ® Hp,

sendo V, = ker(m, ’ T P). Ou seja, dado um vetor X € T, F, existe uma decomposicao inica
P
X=Y+XH" comY €V, e X! € H,. Também impomos que Ry.(H,) = H,, e que H,

depende de forma suave de p. Denominamos H,, de espacgo horizontal.

Definicao 2: Uma conexao é uma l-forma g-valorizada definida em FE, tal que as

propriedades abaixo sao satisfeitas:

a. Dado A € g definimos o campo vetorial A como:

d

AF = — (py(1))

dt t=0

sendo (t) € G e 4(0) = A. Exigimos entdo que w(A%) = A.

b. Para g € G, temos a representagao adjunta Ad, : g — g (ver [18, 17]). Exigimos
que:
wpg(RgX) = Adg-1 [wp(X)]

5Uma escolha natural é y(t) = exp(tA).
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ou seja, Ryw = Adg-1 ow.

Definicao 3: Uma conexao associa a cada trivializacao local
T;: Y U;) — Uy x G

uma 1-forma g-valorizada w, em U. Esta ¢ denominada forma local da conexao. Se T} ¢é
uma outra trivializacao local e g;; : U;(\U; — G é a funcao de transicao de T} para T;
exigimos que as conexoes satisfacam:

Wi (Ya) = Ly (0. (904 (Ya)) + Adg, o)1 (wi(Ya)). (A.1)

;ij (z)*

Se G é um grupo de matrizes essa relacao pode ser reescrita da forma:
a1 g =Lag..
Wi = g5 Wulij + 95 A9ij-

A forma local de conexao é associada (em fisica) a uma escolha de gauge, e a troca de w;
por w; é denominada uma mudanca de gauge. Essa identificacao ¢ discutida no capitulo 2

dessa dissertacao.

A equivaléncia das trés definigdes estd demonstrada nas referéncias [17, 18]. As de-
monstragoes em si sao diretas porém longas e por isso nao serao feitas neste apéndice. No
entanto é importante entender qual a relacao entre as trés definicbes de conexao.

Dada uma 1-forma como na defini¢cao 2 podemos recuperar facilmente as definicées 1 e
3. Para recuperar a definicio 1, basta definirmos H, = ker(w,), A =w(X) €g, Y = A% ¢
XH = X Y. Para a definicdo 3, é s6 tomarmos w; = o;w, sendo o; a secao local associada

a trivializacao T;.

Dado um produto a : g x g — g, podemos definir um produto exterior (cunha)
associado para as formas g-valorizadas. Em termos da decomposi¢do em uma base esse

produto é:

WA 1= (Zw“Ta> Ao (Z anb> = Zw“ AnPo(T,, Ty).
a b

a,b
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O caso mais usual é quando « € o colchete da algebra de Lie. Neste caso vamos escrever:

w A = [w,n].

Outro caso que ocorre com frequéncia é, no caso de grupos de matrizes, usarmos a multi-
plicagao usual de matrizes como produto. Neste caso vamos omitir o subscrito a.
Também podemos definir a derivada exterior de campos de k-formas g-valorizadas a

partir da derivada exterior de formas usuais. Se w € AF(P,g) definimos:

dw =d (Z waTa> = (dw")T, € AF(P,g).

a

Definigao: Dada 1 € A*(P,g), definimos n € A*(P,g) como:
(X, Xp) =nXE, . XH).

Curvatura

Definigao: A derivada exterior covariante de uma k-forma, n € A*(P,g), é definida

como:
D%y = (dn).

Deve-se notar que a derivada exterior esta relacionada a conexao w. Quando estiver claro

do contexto qual a conexao utilizada vamos denotar a derivada covariante somente por D).
Definigao: A curvatura, Q € A%2(P,g), é a derivada covariante da conexdo:
Q= Dw.
E facil verificar que a curvatura satisfaz [17]

R = Ad,Q.

Uma forma pratica de se obter a curvatura de uma dada conexao w é via a equagao de
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estrutura [18, 17]:
1
Q0 =dw+ i[w,w]. (A.2)

Aplicando a equagao acima a dois campos vetoriais X1 e Xo temos:
Q(Xl,X2> = dw(Xl, XQ) + [w(Xl),w(XQ)].

Essa expressao é ainda mais simples no caso de G ser um grupo de matrizes. Neste

caso podemos reescrever a equagao Como:

Q=dw+wAuw.

Assim como no caso da conexao, também podemos definir a forma local de curvatura:
3

E devido as propriedades do pullback, podemos reescrever a equacao de estrutura para
essa forma local como:

1
Q; = dw; + §[wi,wi].

Uma propriedade importante da forma local de curvatura é que formas associadas a
diferentes trivializacoes locais se relacionam de uma maneira bem mais simples do que as

formas de conexdo. E facil mostrar que [17]:

Qj = Ady, ()1

Identidade de Bianchi

Escrevendo a curvatura via a equacao de estrutura (A.2) é facil provar a identidade de
Bianchi
DQ = 0. (A.3)

Prova: Usando a equagao de estrutura vemos que

dQ = d (dw + [w,w]) = d[w,w].
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E f4cil mostrar, decompondo w em uma base T, da algebra de Lie g, que
d[w,w] = [dw,w] — [w, dw],
e portanto
DQ(X1, X2, X3) = ()" = [dw,w] — [w,dw] =0,

pois w(X) = 0 para qualquer campo horizontal X.
A identidade de Bianchi tem grande relevancia para o estudo de solugoes auto-duais da

equacao de Yang-Mills, conforme vimos ao longo do desenvolvimento desta dissertacgao.

A.3 As classes de Chern

Nesta secao vamos fazer uma breve introducao a classes caracteristicas visando apre-

sentar as classes de Chern em um fibrado principal.

Polinémios G-invariantes

Dado um grupo de Lie G com algebra de Lie g, um mapa k-linear simétrico
P:gxgx---xg— RouC (A.4)
é denominado G-invariante se, para todo g € G e Ay, As,..., Ag € g,
S(Adg A1,Adg Ag, ..., Adg Ay) = S(Ar, Aa, .. Ag),

sendo Ad : G — GL(g) a representacao adjunta de G (ver [17, 18]). Assim, Ad, é um
operador linear inversivel em g.

Vamos denotar o espaco dos mapas k-lineares simétricos e G-invariantes por I*(G).
Uma aplicagio S € I¥(G) induz uma aplicacio S : g — R definida como P(A) =
S(A,A, ..., A). Vamos chamar P de um polinémio G-invariante. Note que um polinémio
G-invariante de grau k é uma fungao homogénea de grau k da algebra g em R (ou C) que
satisfaz

P(Adg, A) = P(A),

para qualquer elemento g € G. Por outro lado, dado P, um polinémio G-invariante de grau

k, obtemos um elemento de P € I* (G) da seguinte forma: expandimos P(t1A; + toAs +
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...t Ag) como um polinémio nos t; e identificamos ]5(/11, Ag, ..., Aj) com o coeficiente do
termo tits . ..t multiplicado por 1/k!. Denominamos P de polarizacao de P. E imediato

notar que

P(A) = P(A, A,...,A),

e portanto nao vamos distinguir P e P daqui por diante.
Dada uma variedade M e formas g-valorizadas n; € A% (M, g),i=1,2,...,k, podemos
escrever 1; = Y., 7T, onde {T,} é uma base de g e dado P € I*(G). Definimos:

P(n17772>--'a77k) = Z 77?1 /\77(212 .- 'nzkp(TalvTaw'“’Tak)' (A-5)

a1,02;...,0

Teorema de Chern-Weyl

Seja E(M,G) um fibrado principal e w uma conexao em F. Usando uma trivializagao
local podemos escrever a forma local da conexédo, A, e da curvatura, F = dA + A A A. E
facil verificar que, dado P € I?*(@), a 2k-forma P(F) estd bem definida na variedade base

M. Podemos agora enunciar o teorema de Chern-Weyl:

Teorema de Chern-Weyl:
Dado um fibrado principal E(M,G), um polinémio G-invariante P e w e w’ conexoes
em F, temos:
i. dP(F) = 0;

ii. Se Q e Q' sao as curvaturas associadas as conexoes w e w’, e denotando suas

formas locais respectivamente por F' e F’, entao
P(F)— P(F') = db,

para algum 0 € A?*~1(M,g). Ou seja, a classe dos polinémios P(F) na coho-
mologia de de Rham nao depende da conexao usada, mas somente da estrutura
do fibrado E(M,G).

A classe de P(F') na cohomologia de de Rham ¢é denominada classe caracteristica.
Vamos agora estudar um exemplo de classe caracteristica que aparece naturalmente no

estudo de instantons: as classes de Chern.
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As classes de Chern

Vamos considerar G-fibrados principais nos quais o grupo G é um subgrupo de GL(m, C),
ou seja, os elementos de G sdo matrizes complexas m X m e inversiveis. Os elementos da
algebra de Lie g associada sao matrizes complexas m x m. Definimos polindmios invariantes

¢j € I’(G) usando a relagao

det ()\I — A> Z i (AN,

=0

E facil notar que se as matrizes em G s@o unitarias, os elementos da &dlgebra de Lie
sdo anti-hermitianos e portanto c;(A) é real. Estamos interessados no caso particular
G = SU(N). Neste caso, como A € g é anti-hermitiano, temos que %A ¢ hermitiano e

portanto pode ser diagonalizado por um elemento g € SU(N), ou seja,

™

1 1
det (M — —A) =det (M —g '=—Ag | =det (M + D),
2 27
onde D = diag(D;, ..., Dy,). Vemos assim que

det ()\I - 21,A> — (A+D)(A+D2)...(\+ D)

e
= A"+ X" (D1 +Dy+ -+ D) +
+A""2(DyDy + D1D3 + ... Dy 1Dy +

Como os polinémios ¢j(A) sao G-invariantes concluimos que

cl(A) = —ﬁ tr A,
ca(A) = 87172 [(trA) —tr(AQ)] ,
em(4) = (217”> det A.

De acordo com o que foi discutido no inicio desta se¢éo estes polinémios definem classes
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caracteristicas no G-fibrado principal, que sao as classes na cohomologia de de Rham das 2j-
formas ¢;(€2). Denominamos ¢;(2) de a j-ésima classe de Chern. Em um fibrado E(M, G),
¢;(2) é uma 2j-forma definida na base M e, dada uma subvariedade compacta N € M de
dimensao 2j < dimM, podemos integrar ¢;(€2) em N. Se a variedade N nao tem bordo
vemos que a integral de ¢;(§2) ndo depende da conexao w e o resultado da integral é sempre
um numero inteiro [35]. Denominamos este inteiro de j-ésimo ntimero de Chern.

Durante a dissertagao estivemos interessados na segunda classe de Chern, c2(£2). Em

particular, como as matrizes de su(N) sao anti-hermitianas temos
1
c2(Q2) = s tr(Q A Q). (A.6)
8T

Dado um SU(N)-fibrado sobre uma variedade compacta M de dimensao quatro podemos

definir o segundo ntimero de Chern como

1
/M co(w) = 32 /M tr(QAQ). (A.7)

No capitulo 4 mostramos a relacao entre este nimero e a carga topoldgica dos instantons

em R?.
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