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Resumo

A Termodinamica dos Processos Irreversiveis e
revista dum ponto de vista basico. Um esquema fenomenologi-
co estendendo o tratamento fenomenoldaico classico dos pro
blemas de transporte (processos simultaneos e mutuamente inter
ferentes) incluindo as relagoes de Onsager @ proposto. Rela
coes nao-lineares entre qradientes de quantidades intensivas
(forcas) e correntes (fluxos) sao introduzidas (“reqime nao-
linear efetivo“), as quais conduzem 3as relacdes lineares
usuais {("reaime linear") como um Timite assintotica. Um exem
plo ilustrativo @ apresentado (Efeito Termoelétrica) e ou
tros casos sao indicados. Finalmente siao feitos alquns

comentarios criticos sobre o dominio de validade do formalis

mo introduzido.



Abstract

Irreversible Themodynamics is reviewed from a

basic standpoint. A phenomenoloaical scheme extending the
classical phenomenoloaical aproach to transport problems
(simultaneous and mutually interfering processes) including

Onsadger's relations is proposed. Non-linear relations between
gradients of intensive quantities (forces) and currents
{(fluxes) are intraduced ("non-Tinear effective reoime") which
lead to the usual linear relations ("linear reqime") as an
asymntotic limit, An illustrative example s presented
{Thermoelectric effect) and other cases are indicated.Finally,
some critical comments on the validity's damain of the

formalism introduced are made.
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CAPTTULD I

A abébada do ceu se parece a
uma taca emborecada. ok  ela
em vae erram os sabios,

(Omar Khayyam - Rubaiyat)
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1.1 - Histbrico. Organizacio da Tese

0 estudo de sistemas dissipativgs existe de Ton
da data. O primeiro a aplicar metodos termodinamicos a estes
sistemas foi Thomson (1854), tendo analisado diversos fendme
nos termoeletricos e estabelecido as relacbes que levam 0
seu nome. Mais tarde Boltzmann (1887) tentou justificar o me
todo de Thomson, Inumeros autores fizeram uso  do me smo :
Helmholtz (1877) no tratamento tedrico de células eletroliti-
cas, GEtastmann na explicagdo do efeito Soret, Bridgmann no es
tudo de efeitos galvano e termoelétricos, e outros, O meto-
do de Thomson como ele proprio reconheceu, nio € de todo jus
tificavel, devendo o seu sucesso mais 3 intuigio do seu cria-

dar.

0s fenomenos dissipativos foram retomados  aem
seus aspectos mais basicos e gerais por Onsager (1930, 1931).
0 metodo empregado por Nnsager consiste na aplicacdo da teo-
ria de flutuagoes de Einstein (1910) na derivacio das relacbes
reciprocas de Themson 0 que proporciona um resultado que in
depende das caracteristicas {(microscopicas) subjacente aos
processos. Posteriormente, Callen, Prigogine, Meixner e ou
tros aplicaram o metodo desenvolvide por Onsager a uma ampla
classe de fenomenos (ver, por exemplo, De Groot, referéncia
(1)). Com isto foi desenvolvido um novo campo de pesquisas,
mais conhecido por Termaodinamica dos Processos Irreversiveis.
Varios autores procuraram dar wuma justificativa tedrica para os

metodos empregados na TPI, os quais incorporam a relacao de
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Gibbs, empregada na determinagao da taxa de producao entropia,
uma qrandeza fundamental na descric¢do de processos dissipati-
vos, ja que variacdes da entropfa est3o ligadas diretamente

com o grau de irreversibilidade dos mesmos. Neste sentido, po
demos mencionar os trabalhos de Prigogine (2), Reik (3) e ou
tros que partindo da equagao de Boltzmann e, atraves do forma-
Tismo de Chapman - Enskog, © qual incorpora a NOGAo de e
quilibrio Tocal, estabelecem uma ponte entre o tratamento da
Teoria Cinetica e a TPI. Ao lado dos métodos de origem ter-
modinamica, foram desenvolvidas varias tecnicas com base em Me
canica Estatistica para tratar fenomenos dissipativos (Kubo,
Tomita, Nakano, e outros) com a determinacac de coeficientes

de transporte a partir de fung¢oes de correlacao calculadas

usando-se distribuigoes estatisticas de equilibrio.

Mais recentemente Prigogine e sua escola (4)
propos o conceito de sistemas longe do equilibrioeestruturas
dissipativas, tentando abordar fenomenos biologicos numa ba

se fisico-quimica, derivada de suas pesquisas.

Neste trabalho retomamos as relagoes fenomeno-
logicas utilizadas por Onsager(S) na descricdo de fenomenos
dissipativos acoplados (e.q. efeitos termicos produzidos
por gradientes elétricos e vice-versa) e procuramos introdu-
zir coeficienties de transporte nao-lineares, partindo da cha-
mada funcao dissipativa. A distribuigdao de assuntos cbedece

a segquinte ordem.

0 sequndo capitulo encerra uma discussao dos
principais pontos da Termodinamica Classica (sistemas simples,
potenciais termodinamicos, critérios de estabilidade, sequnda

lei, etc.) com vistas a discutir os limites desta descricao e
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preparar terreno para a formulagac de processos dissipativos.
Para 1isto B necessario falar de flutuagoes e introduzir a hi
potese de Onsager, Esta hipotese permite fundamentar a Termo-
dinamica dos Processos Irreversiveis numa base bem geral {Teo-
ria das Flutuacdes). A TPI & revista nos seus aspectos basi-
cos e a derivacao de Onsager das reTagSes de Thomson € apre
sentada.

0 terceiro capitulo retoma as relacgoes fenome-
noldgicas que aparecem na TPI e os conceitos basicos (fluxos,
forgas termodinamicas, fungdo dissipativa, etc.) A 1imposigao
de relacoes nao-lineares entre forgas e fluxes exige que genr
ralizemos a expressao da fungdo dissipativa. Sao distinguidos

tres regimes:

i) Regime linear: gradientes externos fracos; relacoes Tlinea

res entre forcas e fluxos (Xi = R?k Jk).

ii) Regime nao-linear efetivo: gradientes externos fraccs; A
relacao entre forcas e fluxos & nao-linear, a nao-lineari-
dade sendo traduzida atraves de forgas efetivas (feed-
back). Analiticamente, uma eventual expansao da expressao
das forcas {fenomenosvetoriais simultaneos em meios 150

tropicos) pode ser escrita na forma:

3.3.0  + g5

3)
Tm k"1 m 1k1mnnko

v L. 1
T]m]an + ete. (1)

A idéia de forcas efetivas e expressa por:

ef. _ o .
Xi = Rikdk’ onde Rik = Rik (1 + ?k mikd'dk)

iii) Regime nao-linear: gradientes externos forfesi 05 coefi-
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(2n+1)
Riky.

cem na expressao das forgas como funcao dos fluxos, nao

cientes » 2, que aparecem em (1), compare-

sendo mais possivel substitui-los por um valor efetivo.

Nos limitamos a considerar neste trabalho ape-
nas os regimes (i) e (ii}, tomando o primeiro coméd uma aproxi
macao assintotica do segundo. Ao longo do desenvolvimento do
esquema sugerido chamamos a atengao para as grandezas de sig
nificado fisico, salientando o papel das "forgas efetivas", O
formalismo desenvolvido & aplicado a um exemplo {efeito termo
eletrico) com fins ilustrativos, sendo sugeridos alguns ca
sos onde os eventuais efeitos nao-lineares possam ser trata-
dos atraves do esquema proposto. A impossibilidade de exis-
tir neste esquema expressoes para forgas em funcao dos flu
x0s e vice-versa ao mesmo tempo e demonstrada. Ao final des
te capitulo comentamos sobre as limitacoes da extensao propos
ta e a necessidade de se realizar comparacoes experimentais
bem como um tratamento teorico mais amplo, Nas conclusoes re

vemos brevemente os pontes principais do ultimo capTtulo.
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CAPTTULD

IT

Nada em rigor tem comege ¢ coica alguma
tem fim, Ja que tude se passa em ponto
numa bola; e o espago ¢ o avesso de um
siléncio onde o mundo 13 suas voltae.

(Joao Cuimaraes Rosa — A estdria do homem do

pinguela)



08

Resumo

Neste capitulo sao revistos os aspectos mais
relevantes da Termodinamica Cl1assica. [ adotado um ponto  de
vista postulatdrio. Enfatizamos as limitacbes do metodo termo
dinamico na descricdo de sistemas macroscopicos. A adnexagao
de flutyacdes ao conceito de equilibrio termodinamico & ressal
tada. Frisamos a importancia das flutuacoes na descrigao de
sistemas fora do equilibrio. Finalmente sao introduzidos os
pontos basicos da Termodinamica dos Processos Irreversiveis,
com uma derivacio das relagoes reciprocas com base na evolu-

cio temporal das flutuagoes (hipotese de Onsager).

2.1 - EquilTbrio Termodinamico : Conceitos Basicos

Na natureza o que mais comumente se ohserva @
0o movimento. Quando contemplamos massas l1iquidas, por exem-
plo, sempre as vemos em movimento, ora produzido artificial
mente, ora decorrente de processos naturais (enxurradas ocasio-
madas por chuvas, corrente sanguinea, etc.). 0 que notamos
claramente & que o movimento permeia o mundo macroscopico. Por
vezes este movimento cessa (cessa a chuva, ocasiona-se a mor-
te, etc.). Entdo se torna mais facil estudar o 1iquido, Ja
nio precisamos de nos preocupar em caracterizar-lhe o movimen-
to (na maior parte das vezes turbulento; na melhor das hipote
ses, laminar), 0 estado de repouso permite-nos analisar © 11
quido de modo mais simples. Podemos confinar uma pequena por
cdo do mesmo. Supomos entao que O 1Tquido & homogeneo. Con

fina-lo significa o mesmo que poder separ3a-lo, tormando-o in
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sensivel ao resto do mundo (o que &€ algo hipotético, porem

teoricamente muito Util). Reduzimo-lo assim ao que denomina
mos sistema simples. Para melhor caracteriza-lo, devemos a
crescentar que deste modo queremos dizer: homogeneidade ma
croscopica, isotropia, neutralidade elétrica, inércia quimica,
contornos suficientemente extensos para que efeitps de super
ficie possam serdesprezados, ausencia (ou meThor, impermeabi-

lidade a) campos elétricos, magneticos ou gravitacionais.

Resta ainda saber se este 1iquido, sob as con-
d icdes enunciadas, agora denominado sistema, e estavel, ou se
ja, se permitirmos que uma pequena perturbacac atue sobre 0
mesmo, nao importando por ora sua natureza, o sistema perma-
necerd estavel ou nao. Existem tres categorias de sistemas no
que diz respeito a estabilidade. Designamos de estaveis 05 Sis
temas cujas caracteristicas principais permanecem essencialmente as mes
mas para perturbagoes cujas maqnitudes vao desde valores infi
nitesimais ate valores razoavelmente grandes. Outros siste-
mas, quando submetidos a perturbacoes infinitesimais nao se
alteram: contudo, uma perturbagac finita & capaz de induzi-los
2 mudancas qualitativas - denomindados sistemas metaesta-
veis. [ finalmente existem aqueles que quando perturbados em
qualquer escala, sofrem transformagoes significativas, deno-
minados sistemas instaveis. Para fins ilustrativos, podemos
mencionar uma perfeita analogia em mecanica, e a terminologia
& quase a mesma: um corpo no funde de um po¢o quando afastado
de sua posicac usual, volta & situacgao original, dal a denomi-
nacio de equilibiro estavel. Num po¢o duplo, uma vez pertur-
bado o sufuciente, transpoe a barreira entre 05 dois pogos:
equilibrio metaestavel. No topo de uma colina, rola ao menor

toque -~ equilibrio instavel.
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Resumindo, no que s5e Segque suporemas um sistema
(nao importa sua natureza, seja 17quido, solido ou gas) nas
condicbes que caracterizam um sistema simples, estavel e nao

sujeito a vinculos dependentes do tempo.

Estamos preparados agora para introduziyr 0s con
ceitos termodinamicos, Um sistema nas condicoes descritas aci
ma &€ 0o que se pode ter de mais simples na natureza. Sua carac-
terizagao deve envolver portanto um reduzido nomero de varia
veis e funcdes com as propriedades de continuidade e deriva-
das continuas, de modo que as expansoes usuais possam ser feil
tas sem dificuldade. O mais natural € supor que uma unica fun
¢do seja suficiente para garantir uma descrigao macroscopica
do sistema, 1. e. uma descricao que nao envolva detalhes
finos, como peculiaridades estruturais, unidades cornstitutivas
da matéria - nada & mencionado a respeito da natureza micros-
copica subjacente, seja visto sob o angulo de particulas ele
mentares, como protons, eletrons, etc., seja do pontc de vis
ta de interacoes descritas por campos. A finalidade da Ter-
modinamica Classica @ uma descricao simples (melhor seria di
zer "qrossa") de sistemas simples. Nada de detalhes, apenas
variaveis que expressam uma medida macroscopica - os comprimen
tos envalvidos contém unidades microscopicas (e.q. raio de
8ohr) da ordem de 10]3, numero de particulas (moleculas) da
prdem de 1023 (numero de Avogadro) e energias tomadas como
a soma das energias destas unidades, embora quando mencionar-
mos a expressao energia interna nao nos referiremos senao ao
resultado de uma soma, sem fazer mengao sobre a origem das
diversas contribuicoes envolvidas. E interessante fazer uma

breve digressao, para lembrar que na descrigdo de sistemas mi

croschpicos {Mecanica Quantica), uma Gnica fungao retem toda a
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informagao disponivel sobre o sistema, a saber, a funcao de

onda.

A homogeneidade mencionada no primeiro paragra
fo & traduzida do sequinte modo: se subdividirmos um dado sis
tema num grande numero de unidades, de modo que ainda preser-
vem as caracteristicas macroscdpicas, poderemos tratar o siste
ma como a soma de varios subsistemas. Para que isto fique
claro em termos analiticos, suponhamos que tenhamos inicial-
mente uma funcao que descreva o sistema original, cujos arqu

mentos sio variaveis qrossas como numero de particulas, ener

. - . (M)
gia interna e volume. Esta fungao recebe o nome de entropia
Entio cada subsistema teri sua entropia, energia interna pro-
pria, etc, A entropia original sera a soma algebrica das

entropias de todos subsistemas envolvidos. & entropia se atri
bui o carater de extensiva. 0 mesmo se pode dizer da ener
gia interna, do numero de particulas e do volume. Devemos res
caltar a simplicidade desta hipotese, pois 05 subsistemas
considerados sao tidos come isolados uns dos outros, nao pos
suindo qualquer grau de correlagao. Este ponto sera retomado

mais adiante,

Tendo em vista esta fun¢do que caracteriza O
cistama de modo unico, a entropia, vem a mente a questao do
valor que assume, uma vez gue o sistema simples considerado
tenho atingido o que se denomina gequilibrio termodinamico, es
tado final alcancado pelo sistema, quando cessam todos 0s pro
cessos que provocam variagoes macroscopicas. DNe novo lan¢amos
mio de analogias, lembrando que em mecinica, a descrigao de

um dado sistema (trajetdria) & obtida atraves de principios va

(*)} Postula-se a entropia como uma funcao crescente da energia
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riacionais. Esta forma de enunciar o problema e simples, com-
pacta e elegante. Numa descricao de caradter geral como preten
de a termodinamica classica, & plausivel admitir-se a existen-
cia de algo semelhante. Para que possamos futuramente intro-
duzir os elementos basicos de termodinamica dos processos ir
reversiveis, tal como existe agora como teoria, @ ngcessério

assinalar que podemos definir uma fungao como a entropia apg
nas quando o sistema se encontra em equilibrio termodinamico.

A termodinamica & uma descricio essencialmente estatica. Nela
inexiste gqualquer grandeza com unidade de tempo. Quando 5e
fala em variacdo, se associa apenas a idéeia de "antes" ou "de
pois". Etapas intermediarias sao ignoradas. Assim, quando um
sistema tem um ou mais de seus vinculos relaxados, este sofre
reajustes, de modo que a fungao de entropia, assume um valor
final (frisando, ela sd & definida para os estados inicial e
final) que e maior que 0 1nicia1(*). Este ¢ o enunciado da

sequnda lei da termodinamica.

Se tomarmos dois estados vizinhos de equilibrio,
diferindo de quantidades diférenciais nas variaveis extensivas que
caracterizam o sistema (por ora consideraremos apenas o volu
me, o numero de particulas e a energia interna) e uma vez que

a entropia € uma grandeza postulada como extensiva, seque-se

W

45 = 25 qu o+ 25 gy + 22 g (1)

al ERY aN

(*) Este valor & tal que as variaveis deixadas livres 5e
ajustam de modo que a entropia atinge um valor maximo
(i.e, as derivadas primeiras da entropia com respeito as
variaveis moveis sao nulas e as derivadas segundas
negativas)
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Define-ce:

. a5 . T & denominada temperatura absoluta
T all -

LA , P & designada por pressao

T aV

woo_ -as , u & o chamado potencial quimico

T AN

(aqui supomos a presenca de apenas um

componente quimico)

Quando dividimos duas grandezas extensivas obte
mos uma outra que nao depende das dimensoes do sistema. E esta
se atribui o cardter de intensiva. Caso o sistema seja dividi
do em sub-sistemas, cada um deles tera o mesmo valor das varia
veis intensivas pertinentes ao sistema original. San intensi-
yas, portanto, a temperatura, 2 pressao e o potencial quimico.

A expressdo (1) pode ser reescrita atraves dos novos simholos:

gs = 1 odu o+ 2 v - L an
T T T
ou
dU = TdS$ - pdV + udN (primeira lei) (2)
Resumidamente: o conteiido energético (energia
interna) do sistema e alterado pelas variacoes de entropia

TdS, que tem unidades de energia e ¢ denominada calor, por tra
halho externo, -pdV, ou por variagoes no nimero de particulas,
udN. Como sio feitas, termodinamicamente, estas variacoes?
Por meio do que se convencionou chamar reservatarios, Estes

J1timos sao sistemas muito maiores que © sistema considerado,
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tal que ambos constituem um terceiro sistema, isolado. Varia
goes finitas sdo feitas através de um nlmero enorme de varia
¢oes infinitesimais, obrigando o sistema a ajustar suas grande
zas intensivas as do reservatdorio. Este artificio permite -
calcular variacgoes de entropia, produzidas por processos irre-
versiveis - i.e, wuma vez decorridos ndo se pode ‘retornar ao
estado inicial sem que haja necessidade de intervengac exter
na - atraves de transformacées lentas, quase estaticas, onde

o sistema passa gradualmente, de um estado de equilibrio a ou

tro.

Como fazemos mengao acima a variaveis intensivas, ocor
re-nos a lemhranca de que estas sao usualmente (experimentalmen
te) mais acessiveis do que as varidveis extensivas correspon-
dentes. Entao, como representar situacoes onde qualquer uma
das variaveis intensivas mencionadas permaneca fixa e cons-
tante 7 Ressaltamos que isto e possivel somente se o sistema
esta em contato com reservatdrios, que mantem o valor da va
riavel intensiva invariavel frente as mudangas que Se proces
sam no sistema assinalado gracas as suas dimensodes, que The
garantem uma inércia infinita. Para responder a pergunta, re
cordamos as propriedades da funcao entropia - e homogenea, ou
seja, extensiva. Podemos a partir da expressao {2) escrever,

pelo teorema de Euler sobre fungoes homogeneas:

Yy = T5 - pV + uN
ou

U = U(S,V,N) (3)

Para nossos objetivos, basta mencionar que a

transformacdo que permite obter de (3) uma nova fungao capaz
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de descrever o sistema tao satisfatoriamente como a entropia

ou energia interna e que tenha como arqumentos, derivadas dos
. , 05 . .

originais (—, no caso da temperatura) se inclui entre os cha

al
madas transformagoes de contato. Se a funcdo original & a en

tropia, as novas funcoes sao ohbtidas atraves das transforma-
¢oes de Massieu. Estas, dada a interpretacao da entropia como
medida de irreversibilidade, sao as utilizadas, quando se par
te de formalismo termodinamico para descrever fenomenos que
se desenvolvem fora do contexto de equilibrio {(i.e. fora do
escopo da Termodinamica Classica). Caso seja a energia inter
na a fungao original, tem-se as transformacdes de Legendre. A
titulo de exemplo mencionamos 0s potenciais termodinamicos mais
comuns {assim denominados em analogia com a terminologia
usada em mecanica e eletricidade para descrever variacdes de
certas qrandezas entre um estado inicial e o final, que in
dependem da trajetoria intermedidaria) conhecidos pelos no
mes de epernta livre de Helmholtz (temperatura mantida cons-

tante), entalpia (pressao constante) e energia livre de Gibhs

(pressan e temperatura constantes),

Ate agora foram mencionados apenas sistemas
simples. Contudo, a inclusao de efeitos elétricos (polariza-
¢do eletrica) e magneticos (magnetizagao) apenas introduz va
riaveis extensivas extras, de modo que a funcio de entropia
passa a apresentar novos arqgumentos. A presenca de Campos
aravitacionais introduz novos termos na expressao do poten-
cial quimico (energia potencial qgravitacienal). Se por acaso
0o sistema for constituido de uma solugio diluida, o potencial

quimico do solvente "sente" a presenca do soluto apenas co0

mo um termo perturbativo (solucdes de Van't Hoff). Quando se

tratar de eletrplitos fortes, as interacoes Coulombianas, que
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sio de longo alcance, introduzem um termo nao quadratico na ex
pressao do potencial quimico do solvente (caso se pensasse ape
nas em termos de um efeito perturbativo, esta contribuigao
deveria ser quadratica, como numa expansao de Taylor). Uma go
ta de 17quido num campo gravitacional tem um consiceravel efei
to de superficie. O potencial termodinamico carrega uma con
tribuicdo devido & estes efeitos, nroporcioha1 a area da
gota. Outros exemplos especificos existem para evidenciar a
flexibilidade do aparato termodinamico e os inumeros  arran
jos vrealizadveis para enquadrar os diversos sistemas dentro

desta descrigac macroscopica.

A idéia de potencial termodinamico pode ser
ainda mais explicitada lembrando-se que subjacente a sua
existéncia subsiste sempre um estado de equilibrio termodi
namico., independente do modo pelo qual foi atingido. Nao im
porta se por meios mecanicos, eletricos, de modo lento ou ra
pido, etc. Em outras palavras, as propriedades do sistema num
tal estado sao independentes de sua historia, ou seja, 05

sistemas para os quais a nogao de estado de equilibrio e apli

civel nio podem possuir (guardar) memoria,

A Termodinamica Classica tem por abjetivo uma

descriciao macroscopica., Historicamente, um consideravel es

forco tedrico foi realizado na sequnda metade do século passa
do (Boltzmann)(a) e no inicio deste seculo (Gibhs, Eins

6) no sentido de dota-la de uma fundamentagao micros

tein)(s’
copica. Segundo esta descrig¢do existe um numero enorme de es
tados microscopicos através dos quais o sistema transita ra
pidamente {em termos de escala macroscopica). 0 postulado basi
co deste tratamento (Mecanica Fstatistica), que estabelece a Ter

modininica como resultado de medias sobre o5 estados mi
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croscopicas pertinente ao estado macroscopico do sistema, e
de que estes $ao equiprovaveis para sistemas isclados. As
sim, para uma medida fazer sentido no ambito mecanico-estatis-
tico, @ necessario que esta seja realizada durante um inter-
valo de tempo suficientemente qrande para que o sistema per
corra todas os estados microscopicos compativeis com as con
dicdes de contorno (usualmente este tempo # determinado con

siderando-se um comprimento caracteristico do sistema e a ve-

locidade do som nho meio),

faso estas condigoes sejam violadas, o que
ocorre quando os mecanismos microscapicos nao forem suficien
temente eficientes, ou seja, quando os tempos de medidas fo
rem inferiores aos tempos de relaxagao do sistema, de moda que
este se detenha num estado microscopico particular (uma 51
tyacao mais provavel no caso de s5lidos) ou que os tempos de
transigao entre miecroestados sejam longos comparados aos tem
nos de medida, tem-se situagoes de nao-equilibrio que se ¢on
trastam com os fenomenos tratados no contexto da Termodi-

namica Classica: temperaturas negativas, lasers, etc.

Quando nos referimos anteriormente a poten-

ciais, sempre tivemos em mente funcoes "lisab"

B medida que as rugosidades caracteristicas da
matéria se evidenciam, um novo tratamento se torna necassario,
o qual deve ser incorporado 3 estrutura da Termodinamica. As
flytuacdes representam o elemento chave, que marca a transigao
entre uma descrigao estritamente macroscopica (lisa) e uma de
carater microscdopico (rugosa). FPor outro lado & natural se
pensar cm levar a Termodinamica a niveis mais nrofundos, no

centido de incorporar-lhe elementos que avidenciam simetrias
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de carater estrutural, deixadas de lado na abordagem tradicio
nal. 0 quanto se deve incorporar a descricao termodinamica

nestes termos & uma questao aberta.

Aqui nos interessa, no momento, ressaltar 0 du
nlo papel vrepresentado pelas flutuacoes, 0 primeiro se refe-
re ao que foi mencionado no paragrafo anteriort 0 sequndo, que
toca mais explicitamente os pontos basicos que norteiam  este
trabalho, esti relacionado com o fato das flutuagoes repre-
sentarem uma ponte entre a termodinamica estatica e a des
cricao que se atem ao estudo de sistemas fora de equilibrio,
envolvendo processos dinamicos, encampados no que e conheci-
do atualmente por Termodinamica dos Processos Irreversiveis.
Passamos agora a analisar mais detidamente o carater das flu-

tuacdes mencionado acima.

2.2 - Flutuacbes, Fquilibrio Termodindmico e Fenomenos Dissipa-

tivos

Correspondente aos papeis representados pelas
flutuacdes, existem dois tipos de abordagens, os quais nao
apresentam nenhuma diferenca intrinseca de carater fisico, cons
tituindo apenas tratamentosmatematicos distintos. A primeira
classe de flutuagoes, denominadas independentes do tempo ou
correlacées de tempo zero, se insere no contexto da termos-
tatica convencional. A segunda, corresponde as funcoes de
correlacdo dependentes do tempo e estao relacionadas diretamen
te com a Termodinamica dos Processos Irreversiveis. A impor-

tincia das primeiras ndo se restringe apenas ao fato de serem

casos limites das ultimas, mais complicadas. De fato, as fun
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goes de correlacdo de tempo zero tem assumido uma importancia
consideravel no estudo de transigdes de fase. Tem-se mostrado
(8,9) que as mesmas estao retacionmadas com o calor especifi
co e outras grandezas termodinamicas que apresentam compor-
tamento nao-analitico (sinqgularidades) nas vizinhancas imedia
tas dos pontos criticos das transicbes. Assim se evidencia a

importancia das flutuagdes no que tanqe a estabilidade dos

sistemas macroscopicos (ver proxima secdo).

No ambito experimental, exaustivos estudos de
espalhamento de luz em $0lidos e 17quidas tem sido realizados
com o fito de estudar estes fendmenos. As flutuagbes assu
mem entao um papel importante na compreensio das transicoes,
estabelecendo-se a que se denata por correlacées de longo al
cance, com a consequente "quebra" da independéncia antre 0s
diversos subsistemas, aludida na primeira secao deste capftu-
lo (entao relacionada com a homogeneidade dos potenciais ter
modinamicos, em especial da entropia). Neste particular & din
na de nota o fato das fungoes de correlacio independerem do
modo como a divisao do sistema em subsistemas & feita (i.e.,
0s subsistemas podem ser tomados arbitrariamente, desde que
suas dimensoes sejam multinlas de um comprimento tipico do
sistema (*), cujo valor tende a infinito quando o sistema se
anroxima do ponto critico). Esta hipdtese, empregacda par
Kadanoff, proporciona o estabelecimento de relacoes entre os
diversos coeficientes criticos que aparecem nas teorias de
transicao de fase (SCALING LAWS). Mais ainda, estas relacoes
independem das peculiaridades do sistema considerado (forma da

Hamiltoniano),

(%) Chamado comprimento de correlacido
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0 ponto de partida considerado inicialmente pa
ra a obtencao de uma fun¢do de distribuicio de probabilidades

das variaveis flutuantes (1)

e, consequentemente, as fungdes
de correlagao de tempo zero, & a inversio da formula de Boltz
mann, que relaciona a entropia 2a probabilidade . do estadg T

correspondente , a saber:

S (T) = kenw(T) + cte (4)

Para gque esta expressio faca sentido fisica sio
necessarias algumas consideragoes. Em primeiro lugar devemos
Tembrar que a entropia & definida usualmente apenas para esta
dos de equilibrio. A extensao da mesma para incluir sistemas
fora do equilibrio requer a consideracao de sistemas que pos
sam ser vistos como cole¢oes de pequenos subsistemas, estan-
do 0s mesmos em "equilibrio Tocal", Nio nos alongaremos neste
tema, pois viremos a retomd-lo mais adiante. Para prossequirmos
€ preciso antes que caracterizemos o estado T. Para tal e
necessario um conjunto de varidveis extensivas Myee-sn, (toma
das como nulas no equilibrio, do modo como este & definido na
Termodinamica Classica). Aqui & indispensavel cautela, nois
estas variaveis dependem do problema especifico em ma o
(por exemplo, volume, massa, carga elétrica, etc.}). Caso nao
se disponha de senao wuma parte destas variaveis, por exem-
plo, “T""”A’A <n, o tratamento se restringe aos casos para
0s quais a entropia, uma vez fixadas Cys v aliy s e maximizada
para as variaveis restantes, oriqinalmente mencionadas. Sao
feitas ainda hipoteses ergodicas: o sistema & isolado, sen
do portanto fixa sua enerqia, e percorre continuamente os es

tados definidos pelas variaveis o (i =1, etc.), passando con
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secutivamente de estados de menor para os imediatos de major
nrobabilidade. Finalmente, tomando-se a Mecinica Estaticti-
ca por base, seque-se gue um estado (definido por um ponto

em alqum espaco de fase) tem probabilidade nula {medida nula),
E necessario portanto se definir regioes que contenham esta-
dos vizinhos. Assim se associa a estados compreendidos en

tre os intervalos ayoe o ¥ d”i (i =1, ete), uma funcio de

probabilidades

) [5(11, etc) - s |/k
1y = e - -

——
jn
—

ey,
i 1
0 préximo passo consiste em expandir a entropia
S(T) em torno de S,+ © seu valor maximo, correspondente ao
estado de equilibrio termodinamico, levando-se em conta que as
derivadas primeiras sao nulas e desprezando-se os termos de
ordem superior & sequnda. Assim obtém-se uma gausstiana, que
pode ser definida pelos valores medios das diversas grandezas
e pelos seqgundos momentos (func¢des de correlacido). A aproxi-
magan empregada e Jjustificada pelo fato de k (constante de
Boltzmann) ser muite pequena e as flutuacoes proporcionarem

um afastamento muito pouco significative do equilibrio (m1= 0)
A diferenca ASt entre o valor da entropia

S{n,.etc) e 5, apresenta uma interpretacao fisieca idinteressan-
" -4

0

te. Imaqginemos um sistema isolado e fagamos uma divisdo do
mesmo: uma diminuta parte, que denominaremos corpo, ¢ 0 sub
sistema complementar, que designaremos por reservatorio. Seja

S Sf{Et) a expressao da entropia para o sistema total onde

Et € a energia total, constante. Vamos supar agora que o cor

po nao se encontre em equilibrio com o reservatorio. A entrao-
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pia do sistema total passa a diferir do valor inicial, suposto
um estado de equilibrio (ponto a na fiqura abaixo), de uma quan
tidade ASt < 0 (ja que o estado
inicial, sendo de equilibrio, tem

St A
entropia maxima). Esta diferenca

corresponde ao segmento ab da

figura, cujo comprimento & iqual

a -5 Por outro Tado, se pen Et

.
sarmos em levar o0 sistema de um

estado de equilibrio ao estado b de modo reversivel,isto so
sera possivel atraves de uma intervencio externa por meio de
uma fonte de trabalho. Naturalmente o estado de equilibrio em
pauta nao coincide com o estado a, pois houve alteracido na
energia total do sistema., 0 estado de equilibrio considerado
corresponde ao ponto ¢ da curva (ver figura). 0 seamento b ¢
representa, portanto, o trabalho minimo necessarioc para trazer
0 corpo, inicialmente em equilibric térmico com o reservatorio
ao estado b, de modo reversivel. Como o corpo constitui uma
pequena parte do sistema como um todo, 0s processos gue por
ventura estejam envolvidos nas consideracnes feitas acima

nao conduzem a variagdes importantes da energia e da entropia

totais. Assim, seque-se do qrifico que:

ds, (E,)
AS, = - t_t R min
t dE
“t
dEt
e uma vez que —— = To’ a temperatura de equilibrio do sig-
ds

tema, i.e. a teﬁperatua do reservatorio, obtem-se:
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Resta assinalar que & desnecessaria a expansio

realizada acima para 5(11, etc) - SO. A gaussiana obtida
conduz a um valor correto apenas para os sequndos momentos,
Para momentos de ordem mais alta esta distribuicao e inadequa
da (]2).

Passamos agora a tratar das fungaes de correla
cao dependentes do tempo. Como foi mencionado no inicio desta
secao, as diferengas entre este tipo de correlagao e as trata-
das anteriormente sao apenas de carater formal. Os principios
basicos sao essencialmente os mesmos em ambos os cases. A in-
troducao do aspecto temporal permite, contudo, expor as flutua
cbes sob novas formas. Como anteriormente consideram-se varia
veis o, (agora a; = a;(t)), equilibrio local, etc, Navamente,
15 variiveis flutuantes sio tomadas como variaveis aleatdrias

qaussianas (através de consideragoes analogas sobre 2 formula

de Boltzmann).

0 problema agora reside na sequinte questao: co
mo decai um sistema de um estado de ndo-equilibrio produzido
por uma flutuagdo espontanea? Esta pergunta constitui o npon-
to chave para se estabelecer a conexao entre flutuagoes e
termodinamica dos processos irreversiveis. OUnsager, em seus tra
balhos classicos (13'16), postula que este decaimento obedece,
na média, as leis {empiricas) para o decaimento do estado de
nio-equilibrio referido para o de equilibrio, quando o primei
ro & produzido pela sibita remogao de um vinculo (*). Este enun .

ciade npode ser visto de modo mais pictorico, imaginando-se as

flutuagoes como sofrendo a agcao de forgas aleatarias e respon

(*) ou seja, 0 sistema reage de modo identico, independente do
fato da flutuacaoc em pauta ser espentanea ou produzida por
meios externos,
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dendo a estas forgas atraves das leis fenomenologicas nue des
crevem a resposta macroscopica {equagoes hidrodinamicas). f ori
gem da forga estocastica provem do movimento erqddico relativa
mente rapido das coordenadas e momentos de sistema, nio detec
tados. Assim, alem dos coeficientes que aparecem devido a ex

pansao da diferenca § - S temos agora taxas de brocessos ir

0!
reversiveis, i,e. taxas que indicam a mudanca de variaveis ter

modinamicas de um estado, quando o mesmo & conhecido.

Caso nosso interesse se limite a considerar
dois instantes separados por um longo intervalo de tempo, a
probabilidade conjunta dos estados considerados em cada instan
te & igual ao produto das probabilidades independentes. Isto
quer dizer que estes estados sao estatisticamente independen
tes(*)_ Assim a probabilidade conjunta da sucessao de estados
estd relacionada com a soma das entropias de cada estado. Ca
so o lapso de tempo nao seja longo, os estados se tornam cor-
relacionados estatisticamente. £ precisamente as leis que re
gem o comportamento irreversivel que nos dao as correlacgoes,
em virtude do postulado que conecta estas leis com o0 curse mé

dio das flutuagoes.

Como antes, estas correlacoes, juntamente com
as medias (valores de equilibrio) das variaveis flutuantes,
sao suficientes para determinar a probabilidade conjunta para
dois instantes, ja que as flutuagOes sdo supostas como consti-
tuindo processos qaussianos. Iste quer direr que s¢ tivermos

correlagoes para todos os pares de instantes, a probabilidade

(*) Nos referimos aqui a sistemas que "esquecem" seus estados

fniciais num intervalo de tempo "razoavelmente" curto. 0
aue importa, contudo, e precisamente a escala de tempo esco
Thida. Como caso limite temos sistemas Markoffianos. (ver

adiante).
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conjunta de dois estados para qualquer numero de instantes fi-

ca completamente determinada.

Escolher as variaveis @, requeruma dose de cau
tela: elas devem ser variaveis aleatorias Markoffianas. Em ou-
tras palavras, a estatistica do futuro do sistema nao depen-
de de seu passado mas apenas de seu estado atual. ‘A "escolha
apropriada" das varidveis termodinamicas impoe limitagdes quan
to ao tipo do sistema a ser estudado. Para se estabelecer
a conexao entre flutuacdes e as equagoOes fenomenologicas que
descrevem os processos dissipativos usuais (relagoes de Onsager)
sap excluidos sistemas vrotatorios {(forgas de Coriolis e sis-
temas sujeitos a campos magnéticos externos, pois o principio
basico que justifica este tratamento, o principic de reversibi
lidade das equagoes microscopicas, e violadoe quando pcorre
qualquer um desses dois casos. A generalizagao para estes ca
sos & apresentada no rodape. da pagina (35). Em virtude  deste
principio, num modelo <cinetico, as variaveis termodinamicas
devem ser somas algebricas de (um grande nimero de) variaveis
moleculares, sendo além disso funcbes pares daguelas varia-
veis moleculares que sejam funcoes impares do tempo (como velo
cidadesmoleculares). Assim uma reversao do sentido do tempo

nio alteraria o valor destas variaveis.

Ao confinarmos nossa escolha a variaveis gaussia
nas, ficamos sujeitos a considerar restricoes suplementares.
0 sistema considerado deve ser constituido de um numero "consi
deravel" de particulas independentes e o equilibrio deve ser
estavel pelo menos para intervalos da ordem dos tempos de medi
das usuais. Isto requer tambem que os sistemas assinalados se

jam "envelhecidos", i.e. sejam mantidos isolados durante um
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Tapso de tempo suficientemente longo npara que as condigdes ini
ciais sejam "esquecidas", Esta hipotese de estacionaridade &
sempre invocada no tratamento de flutuacoes com as finalidades

mencionadas acima.

O0s aspectos analiticos destas ideias serdo exa-
e - - — ¥
minados quando tratarmos explicitamente das equag¢oes fenomeno-

logicas que descrevem fenomenos dissipativos (segao 2.4),

2.3 - Criterios de Fstabilidade. Principios de Le Chatelier e

Le Chatelier-Braun

Quando dizemos que a entropia atinge um valor
maximo num determinado estado de equilibrio termodinamico, fi
ca definido que suas derivadas primeiras com relacdo aos diver-
505 arqumentos sao nulas e as sequndas derivadas neqativas.
Estas Ultima condigao possibilita estabelecer criterios de
estabilidade. Sendo a entropia um maximo, qualquer variacao &S
e negativa. 0 oposto ocorre quando consideramos a energia 13
vre de Helmholtz ou a energia lTivre de Gibbs. Este enunciado
decorre unicamente do fato da entropia maximizada ser agora
a soma da entropia do sistema propriamente dito e dos reserva
torios especificos em contato com o mesmo. Isto conduz, uma
vez consideradas as definigoes de calor (matematicamente ex
pressa por TD dS) e de cada um dos respectivos potenciais, ao

enunciado equivalente a maximizacdo da entropia (total) de

que estes potenciais atingem um valor minimo.

0s criterios de estabilidade mecanica e termica

sao expostos de modo mais geral atraves do que se conhece por
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estabilidade intrinseca: um sistema isolado & consideradoe «¢o
mo constituido de duas partes - uma diminuta comparada a oy
tra. Suponhamos que a primeira apresente, por exemplo, ener-
gia ¢ volume variaveis, constituindo um sistema em contato
com reservatorios que mantém constantes temperatura e pressao.
A situagao assim idealizada permite empregar a desiqualdade

(implicita) estabelecida acima para a energia livre de Gibbs,

pertinente ao problema. Assim:

66 = 6(U - TS+ P V) > o
ou

- 7)
s T, 88 + P&V > o (

Expandindo-se a enerqgia interna U em série de
Taylor e considerando termos de ate sequnda ordem, lembrando-

se que a mesma e fungao da entropia e do volume, temos:

al 2 ?
BV =~ (83) + T (V) + - [é_y_(as)z + 2 20 55y (ev) +
as 3V 2 |as2 359V
.2 ,
+E—E(GV)ﬂ
v
Uma vez que
a—U:T EEE:-P
s ° oV 0
Seque-se dad:
- 2 ? _
s =T os-P v+l | B (6512 2 2 (sgypevy & AU (g2 (8)
0 0 ol gs? 353V Y

Da desigualdade (7) ¢ do resultado acima, temos finalmente:
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2 ? 2
3 U 53)% 2 28 (ss)(svy + 2
552 asay 2V

[

(sV)% 5 o (9)

(g

As condicoes necessarias e suficientes para que
a forma quadratica do lado esquerdo desta desigualdade seja
nositiva definida sdo bem conhecidas. De um modo geral, a ex

pressao quadratica : V(x) = I aij Xj X i, = 1,...n(ai.=a .

x & um vetor de coordenadas X
& positiva definida se e somente os cofatores do determinante

simétrico ' a | = | a | forem positivos. Para o caso acima

i
temos entao:

?
30 L (10)
3%

2 2 2
al.,al | 3 U V7, (1)
2 ay? 355V

A desiqgualdade (10) fornece:

R L - PR O

- , Y, =
2 as ¥ T 55 Ve

Como T » o, uma vez que a entropia e uma fun-
cao crescente da epnerqia, seque-se que C, > 0 para sistemas
estaveis.

Por outro lado, o membro esquerdo da desiaual-
dade (11) pode ser colocado na forma de um jacobiano, de modo

que podemos reescreve-la como:
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ou

Das propriedades gerais dos jacobianos (8), temos:

A(T,P)
(9P
IAPLD R TUATI i 2L A 13
) ) T T - (= 0
A(S,V) A{S,Y (ﬁé) cy AV'T
AT,V AT’V
Como ¢ > 0, isto equivale a:
(EE) < 0, donde ks 1‘(§E) % [
v T VosP'T

A condigao de ¢, > 0 reflete a estabilidade tér
mica do sistema, expressande o fato de que a adigao de calor
a0 mesmo aumenta sua temperatura. A desiqualdade kT = 0, por
outro lado, se relaciona com a estabilidade mecdnica do siste
ma, indicando que uma expansao isotérmica do mesmo diminui a

sua pressao. Quando qualquer destas desigqualdades deixa de

existir, o sistema se torna instavel.

Os criterios enuncionados acima sao um tanto es
pecificos. A fim de ampliar a abordagem da questao de estabi-
Tidade, consideraremos uma outra colocacio do problema. Para
isto, tomemos um sistema isolado composto de um meio (reserva

torio) e de um corpo imerso neste meio. Seja S a entropia
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total do sistema e y wuma certa grandeza que caracterize 0
corpo de modo que a condigcao de S maxima, supondo esta varia

vel "Tivre", seja:

Embora o corpo venha a se encontrar em equili-
brio consigo proprio (equilibrio interno), nao ha nenhuma obri
batoriedade de estar em equilibrio com o meio., Seja agora x
uma outra grandeza termodinamica referente ao mesmo corpo,
tal que se alem da relagao acima tivermos %% = 0, segue-se

que 0 corpo $e encontra nao somente em equilibrio interno, mas

também em equilibrio com o meio. Introduzindo as notagoes

(eDS .y .. 28

ax By

3 condicdo de equilibrio termodinamico completo, ou seja en

tropia maxima, fica representada pelas igqualdades:

Como anteriormente, devemos ter as sequintes desigualdades:

ax ayY

a4 >, - = 0 12

2, &, (12)
E

CLINNE T S (13)

AR’y ‘oy’'x ay ' x '

correspondendo precisamente 3s condicoes necessarias e sufi

cientes para que uma variagao da entropia devido a altera-
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coes das variaveis x e y seja negativa.

Suponhamos que uma pequena perturbagao exterior
provoque o rompimento do equilibrio estabelecido entre o cor
pe e o meio. Suponhamos ainda que a grandeza y nao seja a-
fetada diretamente por esta perturbagao. Se Ax corresponder

a variacao de x, a variacdo da grandeza X no instante em

que a perturbacdo foi acionada sera:

A X
X = (— AX
(), = (5
A variacan de x com y mantida constante vio
la naturalmente a condicao Y =0, i.e. o equilibrio interno
do corpo. Apds o restabelecimento do equilibrio, a  grandeza
¥ = AX (no estado de equilibrio inicial X = 0) tera o valor:

0 X

= — Ax
y=0 (Bx)

Y=0
A comparacdo entre os dois valores de AX €& rea
lizada fazendo-se novamente uso das propriedades dos jacobia

nos {(mesma referencia citada acima):

a(X,Y) ?

—_t DX}
(EE _ AlX,Y) _ " a(x,y) i} (Eﬁ) ] (gy‘x
ax ¥=0 3(x,Y) A(x,Y) ax'y (BY,

(x,Y) 9y X

0D denominador do segundo membro e positive como
estabelecido acima (relacao (12)). Levando em conta a desiqual

dade (13), seque-se:

2y s (s 0 (14)
Xy ax ¥=0
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coes das variaveis x e y seja negativa.

Suponhamos que uma peguena perturbacao exterior
provogue o rompimento do equilibrio estabelecido entre o cor
pe e o meie. Suponhamos ainda que a grandeza y nao seja a-
fetada diretamente por esta perturbagao. Se Ax corresponder
a variacao de x, a variacdo da grandeza X no instante em
que a perturbacdo foi acionada sera:

(ax). = (2 ax

Y ax'y

A variacan de x com y mantida constante vio
la naturalmente a condigao Y =0, i.e. o equilibrio interno
do corpo. Apds o restabelecimento do equilibrio, a  grandeza
X = AX (no estado de equilibrio inicial X = 0) tera o valor:

0 X

= —_ Ax
y=0 (Bx)

Y=0
A comparacao entre os dois valores de AX € rea
lizada fazendo-se novamente -uso das propriedades dos jacobia

nos (mesma referéencia citada acima):

A(X,Y) 0y .2
(35 _oA(X.Y) | a(x.y) (gﬁ) ) (ﬁy}x
ax Y=0 3(x,Y) A(x,Y) ax'y  BY,
D(x,y) 9y X

0D denominador do sequndo membro e positivo como
estabelecida acima (relacao (12)). Levando em conta a desiqual

dade (13), seque-se:

Ky o, &X > 0 (14)

(nx'y ax ¥Y=0
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ou  L(AX), 1 > )y g (15)

Estas ultimas desigualdades constituem o cha
mado principio de Le Chatelier. Expresso verbalmente: proces-
s0s espontaneos induzidos por um desvio do equilThrio tendem
a restaurar a condicao de equilibrio do sistema. Cmbhora este
enunciado parega bem claro e explicito como expressao do
principio de Le Chatelier, uma outra interpretacdo e nossivel.
Esta, de significado mais profundo, e conhecida como oprinci
pio de Le Chatelier-Braun. Para enuncia-la, consideremos um
sistema afastado do equilibrio atraves de algquma perturbacan
imposta. A perturbag¢ao induz diretamente um processo que, pe
1o principio de Le Chatelier, reduz a perturbacao. Todavia, va
rios outros processos sao desencadeados simultaneamente de mo
do indireto. O principio de Le Chatelier-Braun estabelece que
estes processos indiretamente idinduzidos influem na redugao da

perturbacao externa.

Conquanto & primeira vista estes criterions pare
¢am ligados a dinamica dos hrocessos, um exame das conclusoes
e premissas envolvidas na derivacgao acima (prestemos atengao,
por exemplo, na expressao wutilizada: "apos o restabelecimento
do equilibrio} ou ao fato de inexistirem referencias a taxas de
vartacao) demonstra que s$ao puramente estaticos. Contraria-
mente, na secao anterior e feita uma mencado explicita da evolu
¢cao temporal (hipotese de Onsager). Aqui vemos claramente a
distingao entre os enunciados cabiveis dentro do discurso da
Termodinamica Classica sobre sistemas fora do equilibrio e os
contides no escopo da chamada Termodinamica dos Processos Ir-
versiveis. Por outro lado as flutuacoes intrinsecas (ruido)

sio "irredutiveis", i.e., convivem com o estado de equilibrio,
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na expressap classica do termo, sem sofrerem atenuacao, camon
prescreve o principio de Le Chatelier. De fato, o estado de
equilibrio perde, com a introdugao de flutuacdes, a conotagao
de perfeita definicao. A "vista grossa” tudo permanece inal
terado (Termodinamica Classica); todavia, olhos mais atentos
reconhecem pequenas discrepancias. Estas se tornam fundamen-
tais na explicacao de fenomenos como 0 movimento browniano(1nk

que se manifesta em escala macroscopica.

2.4 - Termodinamica dos Processos Irreversiveis: Fundamentos

N principal aspecto da descricao dinamica fren-
te a estatica e, obviamente, a introducao da escala temporal,
Contudo, no estudo de sistemas macroscopicos a transiciao da
ultima para a primeira merece uma atencao especial. De fato,
para nos referirmos a taxas de evolucao temporal & preciso que
estas facam sentido quando nos utilizarmos das relagoes termo-
dinamicas usuais como ponto de partida. A termodinamica dos
processos irreversiveis procura contornar nproblemas desta na
tureza, restringindo-se apenas a sistemas fora do equilibrio
que se encontram no estagio de equilibrio local. Esta expres-
sap denota que o sistema embora globalmente inomogenco, seja
lTocalmente (i.e. em reqioes pequenas macroscopicamente falan-
do, mas grandes do ponto de vista microscopico) homogeneo e
satisfaga em cada ponto (ponto ne sentide acima) as relacoes
termodinamicas usuais; contudo, agora as variaveis extensivas
apresentam dependencia temporal. Esta hipotese encontra apoio,
como assinalado no primeiro capitulo, na solucao da eqQuacan

de Boltzmann, via o formalismo de Chapman-fnskog.
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Tendo em mente estas consideragoes, podemos pas
sar agora ao enunciado das leis fenomenologicas. Suponhamos um
sistema, tal que o conjunto de varaveis termodinamicas SRR
X permita definir o estado do mesmo completamente. £ con-
veniente supor gue nestas darandezas ja estejam excluidos os va
lores de equilibrio, de modo que estas varaveis expressem dire
tamente o grau de afastamento deste estado. Uma vez fora do
equilibrio, o sistema tendera, pelos criterios vistos na segao
anterior, a evoluir de modo que a entropia atinja de novo um
valor maximo., As leis fenomenologicas que descrevem esta evo-
Tucao estabelecem que a velocidade com que a grandeza X varia

no tempo, X., e funcdo apenas das variaveis Xyoee X i.e,

Supondo que o sistema se encontre relativamente proximo do equi
1ibrio (xi pequeno’, podemos expandir a expressog acima, lem
brando que 0s termos constantes da expansao sao nulos e que

apenas termos de primeira ordem sao importantes. Assim:

Na expressao acima fazemos uso da convencao usual de soma 50

bre indices repetidos. De agora em diante empregaremas sempre

esta convencao nara designar somas.

Por outro lado, como vimos anterinormente, a ten
déncia do sistema evoluir para o equilibrio e medida pela gran

dera:

(17)



usualmente denominada “forca termodinamica”. Uma vez atingido
o equilibrio, X1 = 0 (a entropia e maxima). Farzemos mais wuma
expansao, aqora de X,, funcdo das variaveis X5 s considerando a

penas termos lineares. A expressao (16) permite expressar as

forgas em termos das velocidades ki’ denominadas "fluxos', Assim:

x1 = 'Rik X\ (18)
ou invertendo-se esta relagao

ii = "Lij Xk (19)

0s coeficientes -R, e —Lik sao denominados
impedancias e condutancias, respectivamente, e depedem de va

Fidveis como composicao, temperatura e osvalares de campos magneti
cos e forca de Coriolis eventualmente envolvidos.

Nnsaner demonstrou que Rik = Rki ou equiva-
lente, Lo, = Ly (*), invocando basicamente a invariancia
das leis microschpicas frente 3@ inversdo temporal {i.e. substituindn-se
t por -t nas equacaes microscopicas). A retagao (18) e a ex
nressao aeral das leis fenomenologicas de transporte, quando
estes processas se desenvolvem proximo do equilitrio. Esta re
lacdo se apresenta sob as mais diversas formas, como a Tei de
Fourier que descreve a condugao do calor, a lei de Fick que
requla o transporte de materia (difusao), a lei de Ohm ligada a

conducdo elétrica em metais, etc. e a extensao destas leis para

incluir fluxos acoplados, e.g. condugao anisotropica (calor,

(*) Quando estiverem nresentes campos magneticos ou forgas de
Coriolis, estas relagoes devem ser expressas como L. (H)
= Lik(*H),H designando qualquer destes campos. Casd contra
rio' "sdo introduzidas assimetrias que invalidam estas rela-
coes.
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eletricidade), efeitos termoeletricos, difusio térmica, etc.

Estes ultimos fenomenos ilustram o conteudo da equacao (19).5%e
fizermos os Lij nulos para todo 1 ¢ j, cada corrente (fluxo)
passa a depender apenas da forga Xj diretamente associada (por
exemplo, gradiente de temperatura no caso de condugdo térmica
ou aradiante do potencial quimico no fenomeno de difﬁséo}. As
$im 0% L1.j representam uma medida da interferencia do proces
so J no curso do processo i. Estes acoplamentos se referem a
penas a processos da mesma natureza, isto e, processos escala
res (como reagoes quimicas) nao se acoplam a processos veto
riais (conducao térmica ou elétrica). Isto exprime o teor do
chamado principio de Curie, relacionado com a simetria dos

(17)

processos .

0 problema envolvido na aplicacao das relagodes
de Onsaqger a qualquer conjunto de processos consiste primordial
mente na identificacao da expressdao adequada da “forca" Xgo O
empreqo direto da definigac (17) envolve o conhecimento pre
vio da entropia como funcao das varidveis x;. Todavia, este
procedimento pocde ser evitado se considerarmos a taxa de produ
gao de entropia em lugar da propria entropia. Uma expansdo de

Taylor nos da, em primeira ordem:

DS o
dS = —— . dx. = X'i dx_]—

a%.
R

Esta expressao nos nermite obter a taxa de produgac de entropia

associada aos processos irreversiveis:

dr J o
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a qual e normalmente mais acessivel e permite obter eExXpressoes
apropriadas para as forcas. Contudo, ela sozinha nio possibi
lita obter forcas e fluxos de modo dnico, havendo um certo
grau de arbitrariedade nas definigdes. Este ponto sera retoma
do no proximo capitulo quando tratarmos da questao de exten

sao das Teis fenomenoldgicas. Levando em conta a expressao (18)

podemos escrever:

(21)

que expressa a produgao de entropia como funcgao de apenas varia
veis dinamicas (dx,/dt). Pela sequnda lei esta taxa e sempre
positiva, anulando-se no equilibrio. Visto que & uma expres-
sdo quadratica, 1isto corresponde a impor-lhe a condicho de
ser positiva definida, de modo que os cofatores da matriz das
impedancias R = [_Rij-1 sejam todos positivos. Por outro Ta
do, a expressao (20) égde sey ainda escrita substituindo-se h

da relacao (19):

e Ko K= 2U (X X) (22)

que da a taxa de producao de entropia como funcao de apenas va
ridveis de estado (as forcas Xi = -35/8xi}. 0s coeficientes

L. estao submetidos as mesmas condicdes impostas as impedin-

ik
cias ”Rik'

Sendo dS/dt uma func¢ao quadratica e homogéenea
dos fluxos ou das forg¢as, podemos definir uma outra funcido o,

que tenha um carater de potencial, através da qual as relacoes

fenomencloqicas possam ser obtidas. Nefinindo-sc:
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(23)

${x,x) =

denominanda funcao dissipativa, verificamos facilmente que

=5
e

(24)

>
1
1
A
x-

As leis fenomenologicas podem ser ainda formula
das em termos de um principio variacional (incluindo as  rela
coes reciprocas de Onsager), Trata-se de uma generalizacao de
um brincipio similar em hidrodinamica, que expressa a condicao
de dissipacao minima, apresentando a forma:

ds

- (x) - &{dx/dt, dx/dt} = max,

A condicio de dissipaciao minima esta embutida

nesta expressao para processos de conducﬁo(*) onde a taxa é(i)
& especificada: fluxos estacionarios de calor, significando que
nao ha acumulo de calor em nenhum poento do interior do sistema,
daT S$(x) conter somente contribuigoes de fluxos nos contor
nos, onde seus valores sao conhecidos, Sendo assim, a fungao

dissipativa, ®{x,x), que mede a taxa de “"dissipagao" da ener-

gia livre, assume um valor minimo,

Finalmente, para encerrarmos este capitulo, re
examinamos as equacoes fenomenoloaicas do ponto de vista de
flutuacoes (ver final da secdao 2.2). As equagOes deterministi-
cas (18) e (19) represcntam o3 valores medios das equagoes as

sociadas a evolugao das variaveis Uy previamente introduzi

(*y de calor
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das. Cumpre assinalar que estas variaveis tem um carater mais
fundamental que as variaveis Xy ou seja, embora a formulagac
estahelecida ate agora nao mencione explicitamente leis bési
cas (de carater mecanico), existe uma hierarquia entre as des
cricbes abordadas. As equag¢des de evolugao para as variaveis

o diferem das relacées (18) e (19) apenas pela inclusao de

forcas estocasticas, mais diretamente ligadas a natureza granu
* 35

lar da matéria, que se adicionam as forgas X, = - . Assim
g0t
temos: !
a x*
S Ryy 8y = Xp ey (25)
. * - . - .
de modo que - Rij < mj o=« Xi > & identica a equacao (18)

Aqui o simbolo < » se refere a dois tipos de medias, SUpOS-
tas iouais: temporal e a obtida por meio da funcao de distribul
cio introduzida na secan 2.?. (relagao (5)}, o que constitui

uma forma da chamada hipotese ergodica.

fomo foi mencionado anteriormente, as variaveis
oy 30 gaussianas; as forgas extras . devem ser markoffianas

("memoria curta), o que requer que tenhamos as seguintes rela

coes:
S = 5 4 1 .. a. a. + termos de ordem
0 2 1] 1 J
(76)
superior (desprezades nesta analise)
?
P
1 41 docs Do
1)
e

< e, (tY, e:_i(t + 1y = 0, v -0 (27)
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i,a., o0s valores de £ooem instantes distintos estao completa-

mente descorrelacionados. Devemos lembrar que estas forgas va
riam numa escala de tempo muito menor que a das variaveis h

*
ou das forcgas Xi.

Na relacao (26) temos:

R.., &, = . > 29)
LV 13 1 (

Uma vez que as variaveis mi(t) sao simetricas
frente a inversao de tempo ou, em outras palavras, e indiferen
te se tomarmos o valor medio da agrandeza iF antes ou depois

de medirmos a grandeza «o,, Dpodemos escrever:

Tomando a derivada de ambos os membros desta

igualdade com relagao a 1 e fazendo + = 0, obtemos:

6 > (31)

Devemns ter o cuidado com relacao a esta ultima
nassagem, pois se considerarmos a operacao equivalente, expres

sa por:

< ai(t - T)Wj(t) w = e fi.i(t)uj(t L) e

(condicao de estacionaridade dos processos)
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- - ' . +
observamos que a derivada 3 direita com relacdo a 7 (t - 07) e

a esquerda (v +~ 0 ) nao coincidem.
diferencial e um acessorion inapropriado, sendo mais
usar diferencas finitas,

observacao experimental, j3 que medidas sucessivas

ser feitas

ta estas precaucdes, as relacoes {(29) e (30)

arbitrariamente

belecer:

R,. « a.&. = = B I s T

1] 1] J 1
e

R.. > o= . . (Y . -«

i < 1“J S1J < oL, w FJ
Uma vez que < Fiog > = < Ejuj > oos 0, S1.J
< ”1&j > = < a.a, >, seque-se que (]3’14):

que constituem as relagdes de Onsager,

neticos H

ou estejam envolvidos

Proximas no tempo.

I'sto revela que a notacao

riqoroso

Apenas estas Ultimas sio acessTveis a

nao podem
r

Tendo em vis

nos permitem esta

Caso existam campos mag

sistemas rotatorios com velo-

cidade © , que sdo funcdes impares do tempo, as relacoes aci

ma assumem a

forma:
ij(H) - R.'ii(“H)
Rij(ﬁ) = RJ1(—Q)

Relagoes analogas as expressaes (21), (22) e
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(23) podem ser construidas com as variaveis s 0 principio

do dissipacao minima reflete agora a “trajetoria" mais prova

vel, i.e, a "trajetoria"” mi{t) que maximiza a fungao de

probabilidade condicional f(m?, tE; s t1) (probabilidade de

w, ter o valor de az(t?} no instante t,, tendo o, 0 VA

Tor u1(t11 no instante t1), expressa pela forma . exponen

cial (cf.(15)) proporcional a

*

2o (c,a) )+ 2v(x" Xy - 2 4 S(rﬂ—! dt |
dt

)ty - ~

exp. § -

j
i
_
+
)
E—

quando 05 « e m.(t1) forem conhecidos, sendo finito o

intervalo t = t2 - tl'

Com isto finalizamos a exposicao dos principais
enunciados da Termodinamica Classica e a extensdo do meto-
do termodinamico para abarcar a descrigac de processos irre-
versTveis. Retomaremos alquns dos pontos aqui Tevantados no
proximo canitulo, com o proposite de introduzir termos nao-
lTineares hnas expressoes das leis fanomenoloqgicas apresentadas

nesta secao.
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CAPTTULO III

OQuem tem apenas um momento de Vi
da mae tem mats nada o dissimular.

fQuinault = Atys)
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Resumq

Retomamos a formulacan fenomenologica dos proble
mas de transporte. Revemos brevemente as tentativas antarig
res de extensao das relacoes lineares. A discussao de rela-
coes fenomenoldgicas nao-lineares & retomada com base 'na expres
san de Onsager para forcas termodinamicas, sendo aqui qenerali
zada., Propomos um esquema que envolve autoconsistencia das de-
finigoes: forcas termodinamicas como fungoes (nao-lineares)dos
fluxos, introduzidas a priori, e as expressoes destas forgas obti
dasa partir da fungao dissipativa. Este desenvolvimento for-
mal nos leva a definir uma temperatura T, que apresenta uma da-
pendencia explicita nos fluxos. Trata-se, contudo, de uma tem
peratura virtual, introduzida para que a extensao proposta acom
panhe de perto o tratamento fenomenologico usual. 0 carater
nao linear desta extensdo e enfatizado: os qradientes exter-
nos {forcas) sao supostos fracos, embora as “forcas efetivas®
(i.e. forgas que Tevam em conta os efeitos internos do sistema
produzidos por mecanismos de feed-back) sejam fortes o bastan-
te para que desvios nao-lineares das leis fenomenologicas usuais
sejam siqgnificativas; neste caso temos ¢ que desianaremos por
reqgime nao-linear. Seria mais conveniente empreqar a termi-
nologia “"regime nao-linear efetivo" para distingui-lo do re
qime nao-linear produrido pela imposigaoc de gradientes exter-
nos fortes. A fim de exemplificar o método introduzido, calcu.
lamos as expressoes para as condutividades termica e eletrica
para o caso do efeito termoeletrico. OQOutros exemplos 530

mencionados. Possiveis limitagées do esquema proposto S$ao

discutidas,
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3.1 - Introdugéﬂ

A idaia de relacgdes de transporte nao-lineares
aparece frequentemente de modo implicito nos tratamentos de
fenomanos de transporte. De fato os métodos matematicos engen
drados até o momento tem permitido 1lidar de modo generico e
flexivel apenas quando a aproximagao linear das equagoes subja
centes ao problema fisico em questao e tida como satisfatoria.
Esta aproximagdo esta intimamente ligada as condigoes experi-
mentais usuais: Os gradientes de temperatura sao usualmente
pequenos, de modo que a lei de Fourier e satisfeita; para cap
pos eleétricos moderadamente intensos a lei de Ohm descreve o fe
nomeno de conducido elétrica em metais de maneira satisfatoria,
etc., Contudo, e de se supor que esta aproximacao tenha saus
limites. DOe fato, inlmeros fenomenos macroscOpicos sao  reco
nhecidamente descritos apenas por relagoes envolvendo termos
nao-lineares. Como exemp105'mais conhecidons podemos citar os
diversos regimes hidrodinamicos, reacoes quimicas, atc. A0 la
do dos fenomenos mencionados acima, oS quais sao tratados ana
liticamente através de equacoes diferenciais nao-lineares en
volvendo arandezas macroscopicas, temos a tradicional equagao
de transporte de Boltzmarn, e suas variantes (equagao de Lan
dau-VYlasov em plasmas, etc.) que pretende uma descrigao emi
nentemente microscopica. Trata-se de uma complexa equagan nao-
linear inteqro-diferencial, Como antes, a aproximagao linear
permite uma solugan desta equacao; um processo de medias esta
tisticas conduz a relacdes macroscopicas Tineares nas diver-

sas grandezas intensivas (temperatura, pressac, potencia]qui



45

mico, etc.)., Aqui se supoe de antemao que estes gradientes

sejam pequenos, de modo que se possam empregar distribuicoes
locais (hipotese de equilibrio local). 0 "prossequimento” das
expansoes, ou seja, a inclusao de termos de ordem superior nos
gradientes, tem defrontadc com inumeras dificuldades, sejam
de cardter matemidtico (auséncia de métodos analiticos), sejam
fisicas {validade da equagao de Boltzmann). O metodo de Chapman-
Fnskog da origem, partanto, a apenas coeficientes de transporte
lineares (condutividade elétrica, termica, coeficiente de difu
sao, viscosidade, etc.)(*). Outra maneira de se obter estes
coeficientes, também de cariter microscdpico, @ o metodo meca-
nico-estatistico de Xubo, que fornece 05 mesmos coeficientes
enunciados como funcdes de correlagao. Contudo, este metodo
pressupoé um pequeno afastamento do equilibrio (tratamento per
turbative) e o cdlculo de coeficientes de ordem superior 5@
torna virtualmente impraticavel. Cutros meios de extensao das
relacaes fenomennlogicas retomam o método de Kelvin (Li,(1;),
sem fornecer elementos teoricos novos,quase limitando o pro
blema a uma mera expansao de Taylor. Do ponto de vista ter
modinamico, Priaogine ressalta a inaplicabilidade de metodos
variacionais «classicons (teorema da producao minima de entro-

pfa) a4 sistemas que exijam uma descricao "nao-linear". Neste
trabalho enfocamos o praoblema da introducao de coeficientes
de transporte nao-lineares de um modo muiteo peculiar: partin
do da formulacao fenaomenologica tradicional, procuramos qgene-

ralizar formalmente as definicoes de forgas, fungao dissipa-

tiva, etc. Ao lonao deste desenvolvimento, chamamms a atengao

(*) Nevemos mencionar as equagéeq de Rurpett, obtidas como uma
continuacao da expansao de Chapman- Enskoq Estas carregam,
contudo, uma correcao em sequnda ordem, cuja aficacia tem
sidn frequentemente guestionada.
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para as grandezas que carreguen significado fisico. A nao
linearidade & colocada num nivel de manipulacao algebrica. 0
ponto de partida & a fungao dissipativa, que ccupa um pape]
central dentro da Termodinamica dos Processos Irreversiveis,co
mo visto no capitulo anterior. As consideracoes que realiza-
mos na tentativa de levar a cabo este programa $ao qxpostas

nas seg¢oes sequintes,

3.2 - Reqgime Linear

No capitulo anterior introduzimos a formulagac de
cistemas fora do equilibrio atraves da linquagem de fluxos e
forcas. Salientamos que as relacdes entre estas grandezas
¢<ip lineares. Para fins ilustrativos, consideraremos agora
0 casa de um sistema no qual ocorrem dois processos vetoriais
simultaneos, sendo o sistema unidimensional. Assim podemnos
pensar, por exemplo, em fluxos estacionarios e simultaneos de
calor ¢ eletricidade num fio condutor. Esta situacao pode ser

expressa simbolicamente do sequinte modo:

0 N
T Rdy o Rypds (1)
0 0
X, ROy, + RO, (2)

onde 0% Ji designam fluxos e 0s Xi forcas termodinamicas.

0s coeficientes R?j san denominados impedancias e dependem de
grandezas caracteristicas do meio (do ponto de vista fenomeng
logico), como condutividade elétrica, térmica, etc., alem da

temperatura e outras «qrandezas termodinamicas, gue apresen-



tam um sianificado definido devido ao fato do sistema se en

contrar proximo do equilibrio termodinamico.

Nuando um sistema fisico for representado atra-
ves de relacoes fenomenologicas do tipo (1) e (7}, acompanha-
das das consideractes acima, entao sao validas as relagoes de
Onsaqger, Ou seja, R?j = Rgi' Neste caso, no qual os fluxos J;
sdp estacionarios, dizemos que o sistema se encontra no ragime
7inear (de transporte). 0 Tndice o designara a partir de
agora este regime, Sendo os processos de condugao dissipati

vaos, podemos escrever a taxa de producao de calor na forma:

-.CI.Q = T E.'E’.O

dt Odt: fdy e A

. e *
TD representa a temperatura (estacijonaria) 1oca1( ", Das ax
presspes anteriores, temos:

ds v [ o .2 0 0 o .2
s o Ry (R, + Rop) 939, + Rppdy | (4)

Frisamos que todas as relacoes acima, a Mmenos
das relacdes de 0nsager, sao fenomenolégicas. Isto quer dizer
que nao importam as diferencgas farmais entre estas relagoes e
as apresentadas no capitulo anterior. Por exemplo, o fato de

escothermos as forcas e fluxos a partir da expressao da taxa

{(*) Supondo que as extremidades do fio estejam em contato com
reservatorios termicos cujas temperaturas sejam T, e T+ AT
guporemos Sempre que ATD/T seja peaueno, de modo que 3
"temperatura do sistema’ pogsa ser sempre aproximada por T .
Tsto equivale a dizer que grandezas termodinamicas perti-
nentes, nor exemple, o calor especifico, possam ser
tomados em T =T . A femperatura T deve caracterizar de
modo analogo toda¥ as qrandezas diPetamente relacionadas
com o fenomeno de transporte em pauta ¢ que dependam da
temperatura (condutividade termica, eletrica, etc.),



de producao de calor em vez da taxa de produgao de entropia, cO

mo anteriormente, significa apenas que a temperatura fica em
butida" nas impedanicas: contudo, uma vez que iodas as impe-
dincias $ao igualmente afetadas, as relagoes de Onsager perma
necem inalteradas. Em outras palavras, a descrigao do regime
limeqr nao & alterada pela arbitrariedade mencionada. /Neste
particular, chamamos a atencao para o fato de que as relagoes
acima foram empregadas no artigo original de Onsager (2), o
qual nos forneceu o ponto de partida para este trabalho. Sao
ainda de importancia para as consideracgoes sobre o regime 17

nwear a funcao dissipativa @, que deve ser distinguida da

funcado dissipativa de Rayleigh, por um fator multipicativo T0

(¢ Rayleigh TO¢)= tal que:
20 (9,0) = 98 21 S 5
dt T, 1.k ik )

A funcao dissipativa, como assinalado por Fayleigh (3). reprg
senta o papel de um potencial., De fato, podemos obter os Xi

a vpartir desta fungan:

Ressaltamos que esta formula foi empregada originalmente por
Onsaqger na descrigao do fenomeno de condugao termica em meios
anisotropicos (cristais de baixa simetrial. Supomes que a mes
ma seja aplicavel aos fenomenos de transporte (lineares, flu
x0s estacionarios) mencionados neste trabalho. D proximo  pas
sp seri empregar as expressaes acima, numa forma generaliza-

da, a fim de introduzir a nogao de "regime nao-linear" e 0s



coeficientes de transporte nav-lineares correspondentes.

. s s (*) .
3.3 - Reqgime nap-linear - Coeficientes de Transporte nao-linares

Como enfatizamos no inicio deste capitulo, rela
¢coes lineares correspondem a pequenos gradientes (de grande
zas intensivas). Neste ponto podemos distinguir aqui dois sig
nificados para a palavra pequeno. Em primeiro lugar temos
um gradiente externo ATO, 0 qual & imposto pela presenca de,
por exemplo, dois reservatorios; seja T0 a temperatura de um
deles e T0 + ATO a temperatura do outro. Sendo 1 um compri

mento caracteristico (no caso de um sistema unidimensional, o

|
comprimento do fio), o aradiente externo sera entao 'VTOI
AT |
= l__ﬂ . Este gradiente suporemos sempre pequeno., Por outro
]
lado, devemos indagar como o sistema reaqge internamente a

este gradiente. Um comportamento regido pelas relagdes que
caracterizam o vregime Tinear expostas acima indica que o
sistema tambem veé o gradiente externo como pequeno. Fste
pode nao ser o caso e entao deparamos com o que denomina-
remos de reqgime nao-linear. Supomos aqui que a linquagem de
fluxos-forcas seija adaptavel a este “regime". Como exemplo
ilTustrativo de que uma linquagem pode nao ser util para to
dos o0s"reqimes" podemos mencionar 0 caso de reagoes qui-
micas, para as quais a2  linguagem termodinamica & Gtil quan-
do as reacoes se encnntram nroximas de equilibrio: fora este
"reaime", a lincuvagem mais apropriada & a propria cinatica
das reacoes., LImbora possam existir outros regime “néo—]ineg
res", o regime que temos em mente e aquele que se seque ime

diatamente ao regime 1linear. Neste caso supomos que uma ge

(*) mais precisamente: "Reqime nido-linear efetivo"

e ——




neralizacao das relagoes apresentadas na secao anterior per-
mita uma descricao satisfatoria dos processos dissipativos que
par  ventura venham a se desenvolver num dado sistema pela
existencia de "campos internos efetivos' como resposta a

aradientes externos fracos.

Em primeiro lugar suporemos gue neste.caso as
relagoes entre forgase fluxos sejam formalmente identicas as
expressoes (1) e (2) da segao anterior: considerando-se um

sistema isotropico e unidimensional, com dois processos ocor-

rendo simultaneamente (e.q. fluxos estacionarios de calor e

eletricidade ):

Agora, contudo, Rik #* Rki

Um modo de expressar a condigae de regime nao-
linear & supor que as impedancias Riy apresentem uma depen
dencia nos fluxos. FEsta dependencia pode ser, em qgeral, com-
plicada. Suporemos, todavia, uma dependéencia simples, para
exemplificarmos o esquema preposto. Tomemos, por exemplo, a
forma polinomial de arau mais baixo de modo gue a proprieda
de de isotyropia do sistema fique representada, ou seja, uma
inversio de todas as forgas termodinamicas acarrata uma inver

sap de todos os fluxos: isto requer que R, (J,, JZ)T RKN-J1~

-J?L Resim, devemos ter algo da forma:
R A LA I (9)
11 11 1171 1271772



?
R1? = R1? + WZPJE + tpdyds (10)
R,y = RO 4 R 3% 4 £.,0.0 (1)
21 2 1191 12°1v2
oo = RO+ B0 4 B0l (12)
22 22 22" 2 21°1°2 :
sendo que R?k = REi ( relacdes de Onsager)

ou seja, 0 esquema proposto pressupoe que a descrigaoc 11
near seja recobrada quando os coeficientes dos termos qua
draticos forem despreziveis ou quando os qgradientes externos
forem muito fracos, embora o suficiente para que correntes

sajam detectaveis. 0 fato das relagoes de 0Onsager serem exi
gidas requer que todas as condigoes subjacentes as mesmas se
jam respeitadas {(a inversaoc de um campo magnetico eventual-
mente presente deve ser levada em conta, atc.). Ps expres-
sées para os R, como fungoes dos Js sao um tan-
to arbitrarias. Contudo sao suficientemente gerais para que

as expressoes das forgas apresentem uma dependéncia "equili-

hrada", tantoc em J1 comn em J?, i.e.

. 0 ) : 72 , ¢ 3
_ g0 0 e 3 . Y1 4 on 3 , 2
Ky = Rapdy + Ropdy + bpqldy v fypdydy + dpydydn +impdy (1)

Resta saber se com estas exnressdes podemos construir uma fun
cao dissipativa, wusando para isto a definigao (%), com Rik em
Tunar de R?k e, atraves da relacido (6), obter de novo as for
cas, consistentemente com (13) - (14). E facil de ver que es
te programa nao produzird os efeitos desejados. De fato, a

funcao dissipativa e uma funcao homogenea para forcas defini



das pela relagao (6). Simbolicamente:
X, ,
246 (J,3) = i P X.J. = T J. L = 14, 20
TD i 1 1 i i TO ; i F)J_l

Partanto, a Gnica coisa que obteremos sao coeficientes nao-1li-
neares nulos (a;; = f;5 = 0) e recobraremos as relacfes linea
res anteriores. Como entao fazer uso da relagao (6) sem 1in

corrermos no mesmo erro? A Gnica saida e supormos que a tem
peratura que entra na definigao da funcao dissipativa dependa
dos fluxos, de tal modo gque a existéncia de relacoes nao-linea
res seja compativel «com a relagao (A) (com T substituida pe

1a nova T). Partindo de consideracoes analogas as anteriormen

te feitas nara as impedancias, devemos supor que:

J., + ¢ .,12

2
T =T, +ad]+h >)

1 172

As novas relacoes (neneralizacbes das expressoes vistas na

secao anterior) assumem, portanto, a forma:

D 3 ¢
X, = T2 = 7T 2. (.— 15
1 50, 8. ( T ) (15)
1 1
ohde
:I'" = l) R'lkJ]'Jk
2 1,k
(,hl QD‘D
Visto que, pelas consideracoes feitas acima, — = — @
T T0
y 0
uma vez gque —— —— o= = nao sofre a agao
q adi(To) Toad1<1)(0 ¢

da derivadal, seque-se
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_ 0 2 z
Xi = Xi (1 + a -J.| + b J1J2 + C dz),
donde:
N o
eq  F a R11 (16)
_ 0 0
ay, a R12 + b RH {(17)
_ 0 0
My = bRy, o+ € Ry, (18)
a,, = C R, (19)
_ 0
311 = 2 921 (20)
- 0 0
B1o a R22 + b R21 {21)
_ 0 0
Roqy = b Rop + ¢ Ryy (22)
R,, = ¢ R, 23
22 = ¢ a2 (23)
0 tratamento formal desenvolvido acima deve ser
examinado com cuidado. [m primeiro luqar devemos lembrar
que @& temperatura T0 & a temperatura diretamente relacio

nada com as medidas experimentais (ou serja, TO & a temperatu-
ra que se pode medir e controlar, pois e justamente a tempe-
ratura do ‘“"reservatorio" em contato com o qual o sistema se
ancontra). Quanto a T, temos em mente nao uma temperatura gue

carreque com sianificado fisico real; trata-se de uma tempe-
ratura virtual, introduzida com o fito de tornar o esquema teﬁ
rico desenvolvido o mais proxime possivel do tratamento feno-
menologico tradicicnal, procurando, de certa forma, estende-10.

As grandezas que carreqam um significado fisica digno de
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nota sao as novas forgas Xi‘ que desempenham ¢ papel de for
cas termodinamicas efetivas. O0s coeficientes a, b e ¢ estao
Tigadns a mecanismos internos de feed-back de modo gue a
forca termodinamica apresenta um valor efetivo. Trata-se,
portantn, de um esquema que deve funcionar para sistemas onde
o formalismo da TPI, embora em principio adaptiavel ags mes-
mos, nao possibilite uma descrigao satisfatdria (desvio do
comportamento linear). Devemos ainda chamar a atencao para
o tipe de expansaoc envolvide no esquema acima. 0O fato de haver
mos partido da fungao dissipativa nos permite ter uma apro-
ximagao valida em sexta ordem nos fluxos (o que pode ser visto
facilmente da expressao de @'/T : os termos da quarta ordem
desaparecem em virtude da manipula¢idc algebrical). Assim, e

um ponto fundamental do desenvolvimento aqui apresontado, a

escotha da fungao a ser expandida,

Em suma, acreditamos que o tratamento desenvol-
vido constitua um caso peculiar de efeitos nao-lineares. De
forma analoga ao que se acontece com mecanica nao-linear te
mos aqui efeitns de feed-back. F bem provivel que os resul-
tados expastos possam  ser obtidos a partir de um esquema teé
rico mais qgeral. Contudo, o nossso intuito aqui & chamar a
atengan para as limitacoes do esquema formulado. [m particu-
lTar, devemos atentar npara o carater fenomenologico do asque
ma. MAssim, a maneira mais imediata para se determinar suas
lTimitagoes & atraves da comparacdo experimental. Salientamos
que as condigoes experimentais devem conduzir a fluxos 8s
tacionarios, Este e um ponto basico concernente ag tratamento
gxposto.

Em todas nossas consideragoes tivemos sempre

em mente o caso particular de dois fluxos e duas forcas. Uma
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extensao para o5 casos onde o numero de fluxos e forgas e su-
perior a dois & imediata. [Isto torna, contudo, a algebra
mais tediosa e requere uma escolha mais cuidadosa das expres

sfes para as impedancias,

0s fenomenos escalares (reacdes quimicas) podem
ser tratados eventualmente de modo analogo. Contudo, a exi¥qgencia
das "impedancias" serem fungées pares dos fluxos deixa de
ser necessaria, 0 que faz com que os coeficientes nao-lineares
de ordem mais baixa sejam 05 de seqgunda ordem. Mais adiante

voltaremos a comentar sobre estes fenomenos.

3 4 - C3leulo de Condutividades., Efeito Termoeletrico

Passaremos aqgora a considerar um caso particu-
lar de fendmenos acoplados. Escolhemos o exemplo do efeito
termoelétrico tendo em mente fins ilustrativos. Experimental
mente, & uma questdo que nao sabemos responder se este efeil-
to conduz a contribuigBes nao-lineares detectaveis (em  ter
mos de nossa formulacdo as constantes a, b e ¢ seriam neste
caso muito pequenas), Contudo, € de se supor que em alquns se
mi-condutores estes efeitos possam vir a ser medidos (esta
suposicio & baseada no fato de existirem semi-condutores  co
mo o In Sb tipo n que apresentam desvios quadraticos da
lei de Dhm; devemos salientar, contudo, que desconhecemos se
ectes materiais apresentam efeitos cruzados relevantes. Ver

por exemplo, a referancial 47,

0 primeiro passo para aplicarmos o formalismo

desenvolvido a0 fendbmeno em questao & reconhecer qQue 50
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a - b=c¢c =0 recobramos as relacoes que desecrevem o tegime
linear. Qu seja, os efeitos nao lineares sao introduzidos de
tal modo «que nos permite fazer uso das relacgoes tradicio-
nais. A uUnica precaucao que devemos ter & npa hora de escolher
mos as forcas e fluxos, TIlustraremos isto no que se seque,

- . . *
No caso do regime Tinear, e Ticito escrever( ).

T dS) = dUL - N (24)

1 indica que esta relagac e valida localmente. Supomos que a
pressdo  seja constante como e usual em salidos. Uma vez fque
qradientes das grandezas intensivas, no caso a temperatura e o
potencial quimico, acarretam correntes de enerqia (calor) e

particulas, e natural que escrevamos:
T = 173 =0 -, 3 (25)

onde 5 designa corrente de calor, U a corrente de enerqia
total e J a corrente de partTcu1a(+).A expressan acima se
ajusta bem as nossas concep¢oes usuais de corrente térmica, a
saber, fluxo de energia de carater puramente termico. Uma vez
que os fluxos sao estacionarios, podemos escrever as sequintes

.. 4
relacoes que espressam continuidade( ):

(*)Y Como assinalamos no capitulo anterior, pag. 38 segundo
paraqrafo, fenomenos estacionarios (e.q. condugao de ca
tor) nao produzem variacoes de entropia senac nos con-
tornps, A variacao de entropia e atribuida, neste caso,
ao resto do universo., Uma outra maneira de ver o problema,’
e que & adotada a sequir, enfoca o proprio sistema no qual
se dao os fenomenos de transporte em pauta. No caso de um
fio condutor cujos extremos estao em contato com reserva-
torios a temperaturas distintas, supondo que apenas se de
transporte de calor, imaginamos que entropia seja produzi
da no interior do fio a uma taxa que compense a diferenca entre
a taxa de"diminuicaon de entropia do reservatorio quente e a taxa de
aumento de entropia do reservatorio frio (Cf. 7emansky (5) paa. 192).

{**) Para uma discussao da passagem de sistemas discretos para sistemas
continuos, sugerimos ao lefitor o livro de Callen (6},

(t) Lea-se densidade de corrente

I e ——————
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v . U = 0 (26)
v . 4 = 0 (27)

Sendo o sistema unidimensional, isto implica que

estas correntes nao dependem da posicao. CGuanto a "corrente
-~ . . A t -
de entropia" < uma vez que os processos sao dissipativos, nao

san conservativos quanto a este fluxo, ou seja:

. £ (28)

Com estas relacoes podemos construir a expressao para a pro

ducio de entropia (cf. Callen, referancia (7)).
S g togdy U9y L2 (29)

Levando em conta as relacoes (25)-(26)-(27), podemos escrever

imediatamente:

Temos entao:

S owdy o8-y (1)
dt T T

Usualmente (cf. Callen { 7), de Groot (8 )) os
autores param aqui e a partir desta ultima expressao estabele
cem as forgas como V(]/TO) e (1/To)vu. Como mencionamos
anteriormente, esta escolha e arbitraria. A fim de ajustarmos
as expressdes das forcas termodinamicas ao nosso formalismo,
faremos como DOnsager a escolha das forgas a partir da

expressao da taxa de calor produrido EQ = T ds

dt Odt
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Assim:

Nesta expressao, escolhemos:

0 a = -
X Vi, Jq = J (33)
e
0 1 .
X3 = - owT, o, 3, - i (34)
0

A taxa de producdo de calor assume, deste modo, a forma gene-

rica escrita anteriormente (relagao (5)):

ug.u;csn = X 0

0 dt 1 l}1

No regime nao-linear as forgas X? @ Xg
1o fator comum (1 + aJ? + bJTJ? + cdg )}, Para determinarmos a,

b e ¢ devemos recorrer as medidas experimentais de condutivi-

ficam corrigidas pe

dades (elétrica, termica, ete.). As expressoes analiticas des
tas grandezas sao obtidas a partir de suas definicoes usuais
(de regime linear) e generalizadas para o caso do reqgime nao-
linear. Comecemos com k, a condutividade termica. Esta gran-
deza & definida como a2 corrente de calor por unidade de qra
diente de temperatura, quando & nula a corrente de particu-

las (J). Simbolicamente:

J
ko {2y - (=) |
o op  d=0 Y01 J.| =0 {reqgime linear)
0 20

Uma gqeneralizacao natural desta definigao para o caso do re

gime nao-linear pode ser feita, a saber:
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J
K o= ( —Z
XZT 1

Quando a, b e ¢ + 0 esta expressaoc se reduz imediatamen-

te a anterior. Podemos escrever entao:

2 )01+ eyt T K (1 - 2008) (0(d3))  (33)

onde K e obtido das relacgoes lineares:

P ]

K T rrrre— T e——

0 0 O
R22J2To ToRZE

A relagao (20) implica que no regime Tinear

V.J? = 0 quandp J1 =0, 1.e., neste caso J2 nao depende da

posicao. Suporemos que isto se de tamhbem no regime ndo-linear,

de modo que a constante ¢ seja uma caracteristica do mate-

rial. A medida que J2 e aumentada o valor de K se afasta

do valor correspondente ac reqgime linear, Ko' A expressan aci

ma permite entao obter c. 0 desvio de K de KD node ser

tambem escrito na sequinte forma:

K T
K = 0 - k(=27 14
('|-+CJ;'_');' o ! T ) L

au seja, este desvio estd diretamente ligado aoc afastamento da’
temperatura virtual T do perfil linear de temperatura {exter

nal T .
0

0 mesmo podemos fazer com a condutividade ele-

trica, o, definida como a densidade de corrente eletrica (-ed)
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por unidade de gradiente de potencial (T/e Vu), sendo o siste-

ma isotérmico (cf. Ca]Ten,(7)) Assim:

Como acima, devemos ter para 0 regime nao-linear:

Novamente, se a, b, ¢ ~ 0, o =+ <,

Fsta expressao pode ser escrita:

_ 7
¢ T o (1 - ad] - bid, - <) (35)
onde
2 0
o : 31 : - e (% DR?20 o )
Xy X, =0 RyqR5-Ry,Ryy

Uma vez que a expressan (35%) deve ser tomada levando-se em
. . 0 0 _
conta  que X2 = 0, ou seja, R21JT 4+ R22J2 7, podemos rees

crevé-la em termos apenas de Jy

R21 Ro1, T 2 4
SR {1~1 a-(—1h + (—=)c Jy b (0{d 36
8] o | (Rgz. (Rg? J 1 ( { ‘l)) ( )

Suporemos que I independa da posicaon, como e assinalado na
relacao (27}, Para determinarmos a, b e ¢, precisamos ter em
maos mais uma condutividade, que possa ser ohtida experimen

talmente., Para isto consideremns a conduytividade A definida
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como densidade de corrente eletrica por unidade de gradiente

de temperatura, sendo o gradiente de potencial eletrico nulo

({(1/e) Yu = 0), No regime linear temos, portanto:

No regime nao - lTinear esta condutividade assume a forma:

que reduz imediatamente a AO quando a, b e ¢ » 0,

Das expressoes de

mos:

ou

onde

T, X1 e X2 e da relagao acima para A te
A (T - Zady - 2bJ1J2 - 2cd,)
0
4}
"1 "1
1yp e g U ]Jf (0(37)) (37)
R R
12 12
0 s 0 0
e B2l - Pt )
T RY
0 12

I ficil de ver que os desvios quadraticos de KD,

o @ Aﬂ determinam univocamente a, b & ¢

(*)
- De fato, das ex

(*) Existem outras possibilidades para c@ ohter estas conrtantes
a partir das medidas de » () = /TX ), {8 = {Jy /%)
V2", }9z=0)

ete. As escolhas das rondutuv1dadé

minar a, b e c
das mesmas,

perm1tam d te
dependera da d1spon1b111dad9 experimental



pressoes (33), (36) e (37) obtemos um sistema de equagoes 11

neares envolvendo a, b e ¢, cuja matriz & da forma:

B 0 0 .
: Ry Ro1 2
(=5 (=)
R e
27 22
¥
0] ]
Ry R11 .2
‘ (=) Cog
Ry2 Ry2
0 0 ]

cujo determinante e

0
0 n L0 L0
- R
Ror Fpp RypRyy » RyyRy,
SN I L . _— £ 0,
RY RO RO RO
2o 12 12722
uma vezr que o $istema, ja no regime Tinear, e dissipativo
(R?]sz - R??R31 = 0Y., TIsto ilustra um aspecto importante de

todo o tratamente aqui apresentado: o reagime linear e um pata
mar a partir do qual a nogao de reaime nao-linear e construida.
0 primeiro e uma solug¢ao assintotica do seaundo., Deste modo
a medida dos valares de a, b e ¢ nos permite detoerminar 05

oita coeficientes de transporte a;gooe Fij'

Fste mesmo tratamento pode ser aplicado aocs pro
cessos macroscopicos que possam ser descrites por relagoes 11
neares do tipo (1) e (2}, Sdo candidatos a extensao nao-linear:
processos que envolvam a interdifusao de gases em meios poro-
sos, hiperfiltracao, fenomenos eletrocineticos, etc. (para

uma caracterizagao destes processos, remetemos o leitor a re
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ferancia (9).

No que toca fenomenos escalares {reagdes quimi-
cas), devemos esclarecer que @ necessario considerar reagoes

quimicas "congeladas", i.e. mantidas estacionarias pela inje

caop de componentes no meio reativo. O formalismo desenvolvi-
do se aplica particularmente a reacgoes de isomerizacdo. que fo

(2)(*). Um problema

ram as tratadas inicialmente por Onsager
subsiste, cuja importanica ultrapassa o contexto das reacoes.
Ate agora expressamos forcgas em funcao de fluxos; contu-
do, no caso das reagdes quimicas e usual se representar as ta
xas de variacao das concentragoes dos produtos como funcao
das forcas (afinidades). No case do formalismo linear isto
nao representa dificuldade, pois trata-se de uma simples inver
sao de matrizes {cf. secgao 2.4), No caso do regime ser nao-1li-
near este tipo de inversao nao e mais valida. Mostraremos is

to na proxima segao.

3.5 - Representagao de !mpedancias versus a Representagao de

Condutancias

F igualmente legitimo partir-se das relacoes
fluxos come funcoes das forgas. Isto corresponde a construir
a funcao ¥(X,X) introduzida no capitulo anterior (relagao
(?2}), Novamente encontraremos os mesmos problemas que sur

gem quando tentarmos aplicar a formula de Onsager (agora na forma:

(*) No caso de reagoes trianqulares monomoleculares encontra-
mos dificuldades em aplicar o formalismo pela ausencia de
dados experimentais, sendo noticiado na Titeratura dificul
dades como medida de constantes de reacao, Alem dissn as
reagoes apresentadas nac sao “congeladas"” c¢f. yoferincia (10,
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R (wi)). Se, como antes, escrevermos a temperatura co

Tk 2 2 -
mo T = To(1 tatxy o+ b'XyXy+ c‘XE), veremos facilmente que

ambas as formulacoes 50 serao compativeis no caso limite a = b
= ¢ =a' =b'" =¢'=0, ou seja, apenas no regime linear. Isto

node ser formalizado do sequinte modo. Na representacao das

impedancias obtivemos que X, = X? (1 + aJ? + bJ1J2 + cdg) con
siderando-se que existam apenas dois fluxos, acaoplados, Por ou
L] O-_—O &
tro lado: )(_i Rika' Portanto:
X.= (1 + ad + bd,d, + cd2) R%, 3
i 1 172 20 ik k
ou
_ .0 2 2
L T (v - aJ1 - hJ]J? - s

Uma vez que 0§ termos nos fluxos sao quadraticos & razoavel

0

substituirmos a relagao linear J, - L. X, nestes termos. A

expraessao obtida deve ser comparada com a expressao fornecida

pele formalismo na representacao das condutancias, i.e.,

L
b

Q 1 2 1 2 -
Lika {1 + a X1 + b X]X2 + cxz). Desta comparacao obtemos a

b' @ ¢'como uma combinacao linear de a, be ¢. Contudo, estas mes

mas relagdes deveriam ser obtidas das expressoes para a tempe-

2
O(T + ad1 + bd]dz

V. As novas relacoes obtidas para a' b' e ¢' diferem das

2 - X 1 ? [}
ratura: T =T + CJZ) e T = T0(1 +oa X1 + b X.IX2 +

2

+ c'X

“ 2
anteriores de um sinal. Logo a' = b' = ¢'=a =t = ¢ ~ 0,

A auséncia de uma ligacao entre as duas formy

lagbes & uma deficiéncia do formalismo apresentado. Mesmo nos

fanomenos de transporte descritos por relagoes lineares a for-

mulagao em termos de condutancias explicita mais claramente

o fenomeno fisico em pauta. {(cf, Callen, (IM). Como se trata
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de um esquema fenomencloqice, suporemos sempre que uma das duas
:
formulagoes se ajuste melhor ao fenomeno em vista e que a

discrepancia mencionada nao acarrete maiores prohlemas.,

3.6 - Comentarios Criticos

Para finalizarmos este trabalho, devemos cha-
mar a atencao para as limitacoes do mesmo. Seu carater fenome
n016q1co(* implica que suas limitacoes devam ser procuradas
na comparacao com dados experimentais, Esta comparagdo ndo po
de ser feita, pela razao de nao dispormos de tais dados, de
mode a chegarmos a um resultado concludente. Contudo, anali-
sando a5 restri¢oes apontadas na determinacgao das condutivida
des {segao 3.4) quanto a constancia das correntes (termica no
caso da condutividade termica e eletrica nas condutividades o
e A), somos levados a crer que o formalismo apresentado deva
levar a limitacgoes experimentais. Ressaltamos, contudo, que
se trata de uma tentativa nova de se formular fenomenologicamente
cs problemas de nao-equilibiro relacionados com a extensao
dos tratamentos classicos (fluxos, forgas, funcao dissipati
va, relacgdes de Onsager, etc.). Estudos mais amplos que este
devem ser feitos no sentido de tentar dar uma base ted
rica para o mesmo. Mas, sobretudo, sao necessarios estu

dos experimentais que fornegam dados sobre o comportamen

to nao-linear na naturera.

{*) Por ser fenomenolonico exclui necessariamente guestdes re
Tacionadas com a validade da hipotese de equilibrio
local e outras de carater microscopico fundamental,
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CONCLUSDES

. - - ’ -
"Do luar nao ha mais nada a dizer, a nac
ser que a gente preecisa ver o luar)

(Gilberto Gil - Luar)
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Ns principais pontos levantados neste trabalho

podem ser resumidos do sequinte modo:

1) Trata-se de um esquema no qual se pretende uma extensao
formal da TPI, no tratamento de efeitos cruzados. 0 ponto
de partida e a fungao dissipativa tomada como um poten-
cial, atravées do qual as forgas termodinamicas sao deriva-

das.

2) A nao-linearidade entra como um mecanismo de feed-back. Os
gradientes externos impostos (e.g. VTO} supostos pequenas,
sap vistos internamente de dois modos:

- fracos e entao temos o reqime linear, com a aplicabilida-
de das leis fenomenologicas usuais: relacgBes lineares en
tre forgas e fluxos.

- ofeidvea; neste caso o sistema reage aos campos externos
de modo que internamente vigore Xi = X? (1 + 2 kmikdith

,

i.e. Xi assume o papel de uma forca termodinamica efe-

tiva. 0s coeficientes L sao caracteristicos do mate-
rial e estao vrelacionados com mecanismos internos de
feed-back. FEstes coeficientes possibilitam determinar

todos 05 coeficientes de transporte nao-lineares envolvi

dos,

3) A determinagag dos coeficientes o relacionada com medi

ik*
das de condutividades, envolve correntes estacionarias e in

dependentes da posigao. Acreditamos que este ponto encerre

uma restrigac a aplicabilidade do esquema proposto.

4) Se pensarmos em termos de uma expansao, chamamos a atencao
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para o duplo carater do esquema proposto: de um lado inclui
algo como "campo efetivo"; de outro, uma expansdo da funcac
producao de entropia nos fluxos, a qual garante uma aproxi
magao valida para termos de quarta ordem nos mesmos {inclu

sive),

Trata-se de um esquema essencialmente fenomenologico. Ques
toes como validade da nocao de equilibrio local e outras de

carater microscopico estdo necessariamente excluidas.

E bem provavel que o esquema que fizemos constitua um caso

assintotico, que possa ser obtido de um esquema mais qeral.

Sendo um esquema fenomenologico, nada mais sensato do que

po-lo a prova atraves de comparacoes experimentais.



