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Resumo

Os sistemas quanticos de spin sao caracterizados por espacos de estados muito grandes, cujas di-
mensdes crescem exponencialmente com o nimero de particulas. Se apds a preparacao do estado inicial,
o sistema for mantido isolado de variaveis externas, desenvolve-se uma evolugao temporal unitaria pres-
crita pela equagao de Schrodinger ou pela equacao de Liouville. O sistema é movido exclusivamente
por flutuagoes quanticas, as quais tém sua origem no Principio da Incerteza. A evolucao de um estado
quantico ou de valores médios de observaveis fisicos ou de operadores matematicos nao observaveis pode
envolver todos os estados do espaco de estados, ou fragoes grandes ou pequenas do numero total de
estados. A andlise da relaxacao de um sistema de spins desde um estado inicial arbitrario até o equilibrio
apresenta a dificuldade de requerer em geral um nimero extraordinariamente grande de auto-estados e
autovalores. Neste trabalho o maior interesse estd na evolu¢ao das componentes de Fourier da magne-
tizagao em sistemas de baixa dimensao espacial, com spins % e cujas interacoes sejam dadas pela troca
modelada por Hamiltonianos de Heisenberg com anisotropia axial, XXZ. Serao obtidas solugbes exatas:
numéricas ou analiticas. A motivagao proveio de trabalhos anteriores realizados no grupo de pesquisa
referentes a familias do Hamiltoniano XY. Ao se considerar o Hamiltoniano XXZ, analisou-se especi-
almente o subespaco definido por magnetizacao total nula e o subespaco de uma onda de spin, onde
trataram-se cadeias com até 14 e 1200 sitios, respectivamente. H& emergéncia de processos réapidos e
lentos de relaxacao, os quais dependem das interacoes e do estado inicial, e resultam de interferéncia
quantica destrutiva ou construtiva. Serao discutidas conexoes entre a presenca desses processos e a es-
trutura do espectro de energia. Finalmente serao analisadas as evolugoes temporais de algumas medidas

de emaranhamento global, a partir de estados contidos no subespaco de uma onda de spin: a dinamica

considerada cria emaranhamento global até cada medida atingir uma saturacao.
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Abstract

Quantum spin systems are caracterized by huge spaces of states, whose dimensions grow exponentially
with the particles number. If following the preparation of the initial state, the system is kept isolated
from external variables, it will develop a unitary time evolution according to Schrodinger equation or
to Liouville equation. The system is driven exclusively by quantum fluctuations, whose origin is the
Uncertainty Principle. The evolution of a quantum state or a physical observable or mathematical
nonobservable operator mean values may involve all states of the whole space of states, or big or small
fractions of the total number of states. The analysis of the relaxation of a spin system from an arbitrary
initial state to the equilibrium has to cope in general with the difficulty of requiring an extraordinarily
great number of eigenstates and eigenvalues. In this work the main interest is centered on the evolution
of magnetization’s Fourier components in low dimensional systems of spins %, whose interactions be
given by the exchange modeled by Heisenberg Hamiltonians with axial anisotopy, XXZ. Exact solutions,
analitic or numeric, are obtained. This is the continuation of work done in our research group which
dealt with XY Hamiltonian families. In the analysis of the systems with the Hamiltonian XXZ, it was
specially analysed the subspace defined by null total magnetization and the subspace defined by one spin
wave, where chains up to 14 and 1200 were treated, respectively. There are emergence of fast and slow
relaxation processes, which depend on the interations and on the initial state, and which result from
destructive or constructive quantum interferences. Connections between the presence of those processes
and the energy spectrum structure is discussed. Finally, the time evolution of some measures of global
entanglement from initial states in the subspace of one spin wave are analised: the considered dynamics

creates global entanglement until each entanglement measure reaches a saturation.
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Notacao

Ao longo do texto foram utilizadas palavras estrangeiras, gap, nesting e ensemble. Elas nao foram
traduzidas porque contém significados especificos dentro da drea de estado sélido e tém seu uso difundido
na comunidade dessa area de pesquisa. Entretanto, para identifica-las como palavras estrangeiras serao
escritas sempre em italico.

Ao se escreverem os numeros na forma decimal serd tomada a liberdade de se utilizar a convencao
adotada no inglés, a qual difere da convengao adotada no portugués pela substituicao da virgula pelo

ponto. Essa mudanca de convencao ajusta-se a convengao utilizada nos programas graficos.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo deste trabalho sera analisar, através de calculo numérico, a relaxagao do spin em um
sistema de muitos corpos. Serao tratados sistemas quanticos de spin % de baixa dimensao espacial,
desacoplados de graus de liberdade de banhos externos, e com interagoes dadas por um Hamiltoniano
de troca. A dinamica é originada exclusivamente por flutuagoes quanticas. Tomam-se estados iniciais
arbitrarios, sem nenhuma hipotese estabelecendo proximidade com o estado fundamental ou qualquer
outro auto-estado do Hamiltoniano. Procura-se identificar processos lentos ou rapidos da relaxacao da
magnetizacao e analisar suas conexoes com a estrutura do espectro de energia do Hamiltoniano. O ponto
de partida para este trabalho é um conjunto de resultados envolvendo familias do Hamiltoniano XY, para
uma certa classe de estados iniciais, onde foram encontrados processos lentos de extin¢ao da magnetizacao.
O objetivo principal neste trabalho serd a anilise da relaxacdo da magnetizacao quando a interacao de
troca é dada pelo Hamiltoniano de Heisenberg com anisotropia axial, XXZ. As evolugoes temporais da
magnetizagao serao comparadas com a recorréncia e a fidelidade do estado evoluido no tempo em relacao
ao estado inicial.

As evolucgoes de algumas grandezas associadas ao emaranhamento global, a partir de estados contidos

no subespaco de uma onda de spin, fornecerao uma compreensao sobre a criagao do emaranhamento.

1.1 Sistema Fechado

Com o propésito de se estudar a dinamica de um sistema movido exclusivamente por flutuagoes
quanticas é relevante focalizar a atengao naqueles sistemas onde os efeitos quanticos manifestam-se com
maior intensidade. Isso corresponde a sistemas de baixa dimensao e com o menor spin possivel. Os
Hamiltonianos dos sistemas unidimensionais sao mais faceis de serem diagonalizados que os sistemas

de dimensao superior. Mesmo assim essa tarefa nao é simples. Do ponto de vista pratico os sistemas
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unidimensionais tém atraido atengao a medida que as técnicas apropriadas de sintese de materiais [1],
cujas propriedades magnéticas podem ser descritas por esses sistemas, vem sendo desenvolvidas. Neste

trabalho serao analisadas as cadeias de spin %7 cujos spins estejam localizados e sem a presenca de fonons.

A interacdo entre os spins é a de troca, a qual originalmente descreve a interacdo Coulombiana
eletrostatica entre os elétrons, quando se impoe a condigao de simetria sobre a funcao de onda de um
sistema de particulas idénticas interagentes. Para essa interacao se define um Hamiltoniano efetivo de
spin. O problema em questao é chamado de muitos corpos, porque as interagoes entre os spins em
um sistema com muitos graus de liberdade fazem com que um auto-estado genérico seja superposigao
de estados contidos em um espaco de Hilbert muito grande. A interacdo entre os spins modelada por
um Hamiltoniano de troca pode ser aplicada a sistemas onde se definem ‘unidades’ interagentes, as
quais, admitindo-se certo grau de aproximagao, ficam restritas a ocupar cada uma delas poucos estados
quanticos, dois estados por exemplo. A interacao entre essas unidades também pode ser modelada

efetivamente por um Hamiltoniano de spin.

Os estados iniciais escolhidos sao caracterizados por magnetizacao espacialmente nao homogénea. Nao
foram feitas hipdteses sobre a proximidade do estado inicial com um estado de equilibrio. Admite-se que
o estado inicial seja gerado por uma forte perturbacao externa. No caso de o sistema fisico ser uma cadeia
de fons magnéticos, por exemplo, a perturbagao externa pode ser um campo magnético altamente nao
homogeéneo, o qual é ligado e depois desligado. O sistema poderia também ser retirado do equilibrio por

um forte campo homogéneo, mas o interesse estd na dinamica da nao homogeneidade.

A relaxacao corresponde ao processo que direciona o sistema ao equilibrio, a partir do estado inicial
fortemente perturbado. Os sistemas infinitos analisados em [2, 3, 4] atingem assintoticamente o equilibrio
no limite de tempo infinito. O equilibrio é caracterizado por magnetizagao espacialmente homogénea,
quando o Hamiltoniano apresenta simetria de translacdo. Diferengas importantes entre as dinamicas
dos sistemas finitos e infinitos serdo discutidas. Um processo de relaxagao pode ser lento ou réapido. O
interesse inicial neste trabalho consistia em caracterizarem-se e analisarem-se processos lentos. Apesar de
os sistemas analisados neste trabalho serem ordenados, e alguns integraveis, muito diferentes de um vidro

de spin, podem emergir processos bastante lentos. Entretanto, obtiveram-se processos rapidos também.

Um sistema pode ser levado ao equilibrio por interagoes internas e externas. Neste trabalho se consi-
deram apenas as flutuacgoes quanticas, interacoes internas e aquelas interagoes externas que possam ser
descritas efetivamente pelas varidveis internas, por exemplo, efeitos do campo cristalino sobre os spins.
Fica implicito que a forte perturbacao externa é removida logo apés a preparagao do estado inicial. A par-
tir de entao o sistema permanece indefinidamente fechado. Nao ha contato com varidaveis externas sobre
as quais nao se tem controle, como por exemplo, varidveis de um banho. O Hamiltoniano é independente

do tempo, e o sistema conserva energia, nao é dissipativo. Nao hd flutuagoes térmicas.

As flutuagoes quanticas tém sua origem no Principio da Incerteza. No sistema de spins o Principio



1.2. DINAMICA DE NAO EQUILIBRIO 3

da Incerteza é expresso pela nao comutatividade das componentes do operador de spin,
(S, SP] =iheas,S7. (1.1)

Se o Hamiltoniano envolver mais de uma componente do spin, surgird a dinamica quantica. Um auto-
estado de S'#, por exemplo, nao é auto-estado de S¥ e vice versa. O termo do Hamiltoniano que envolve
SV ird fazer evoluir o auto-estado de S* e vice versa. O spin ficard permanentemente girando, ‘spin flip’,
mesmo que o sistema esteja em um auto-estado do Hamiltoniano. Um modelo de spin que nao apresenta
flutuacoes quanticas é o de Ising sem campo transverso, pois ele envolve apenas uma componente do spin.

As flutuagbes quanticas promovem o transporte do valor médio da magnetizacdo de um sitio para
outro. Nao ha necessidade de haver transporte das particulas portadoras do spin de um sitio para outro

para haver transporte do valor médio da magnetizagao.

1.2 Dinamica de Nao Equilibrio

Para se obter uma dindmica nao trivial, o estado inicial precisa envolver dois ou mais auto-estados nao
degenerados. Tal estado nao tem energia definida, porém a ele associa-se um valor médio da energia, o
qual permanece constante durante sua evolucao temporal. Se o estado inicial for puro e descrito por uma
superposicao de auto-estados, a equacao de Schrodinger, com Hamiltoniano Hermitiano usual, prescreve
que o estado evoluido serd indefinidamente uma superposicao coerente dos mesmos auto-estados. Isso
significa que o sistema nao transicionard para nenhum auto-estado particular, por exemplo, para o estado
fundamental.

Fica evidente uma caracteristica importante do cdlculo deste tipo de problema de nao equilibrio. As
propriedades dinamicas analisadas neste problema nao necessariamente se restringem as propriedades
do estado fundamental e dos estados excitados logo acima dele. Elas envolvem estados distribuidos por
todo o espectro. Dependendo do estado inicial, a dinamica pode envolver o espectro completo, fracoes
significativas dele, ou poucos estados.

Outra caracteristica importante deste cdlculo é uma grande insensibilidade da dinamica, quer o aco-
plamento entre os spins seja ferromagnético, quer seja antiferromagnético. Para um grande conjunto de
estados iniciais a dinamica € totalmente independente do sinal da constante de troca. O papel inexistente
ou secundério do sinal da constante de troca estd ligado ao fato de a dinamica envolver auto-estados do
Hamiltoniano, que nao necessariamente estejam préximos do estado fundamental. O ordenamento do
estado fundamental nao é relevante neste problema.

O estado de equilibrio é uma superposicao dos mesmos auto-estados do pacote inicial, porém com
fases diferentes. Nao ocorre um fenémeno de decoeréncia que resulte em perda de fase entre os auto-
estados, uma vez que o sistema nao estd acoplado a variaveis de ambiente. Ocorre uma defasagem dos

auto-estados, a qual promove interferéncia destrutiva no valor médio da magnetizacao.
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1.3 Problema Especifico

A motivagao para este projeto de pesquisa proveio de trabalhos anteriores [2, 3, 4], tratando o problema
da relaxagao da magnetizagao quando as interagoes de troca entre os spins sao dadas por Hamiltonianos
da familia XY. As duas caracteristicas marcantes referentes a relaxagdo da magnetizacdo movida pelos
Hamiltonianos da familia XY, a partir de estados po(S“), encontradas nos trabalhos citados foram: a
relaxacao oscilatoria e amortecida por uma lei de poténcia e uma criticalidade na lei de poténcia que pode
surgir dependendo de parametros do Hamiltoniano. Naqueles sistemas a criticalidade esta associada a
presenca de um gap de energia entre o estado fundamental e o primeiro excitado, além de mesting na
curva de dispersao. Essa conexao havia sido conjecturada como sendo universal para sistemas de uma
dimensao que tenham gap no espectro. Este trabalho constituirda um teste a essa conjectura.

O objetivo original proposto neste trabalho consiste em se procurar, através de cédlculo exato, a
existéncia de processos ‘muito lentos’ da relaxacao da magnetizacao em cadeias de spins % modeladas
pela interacao de troca de Heisenberg com anisotropia axial, XXZ, e relaciond-los com a estrutura do
espectro de energia do Hamiltoniano.

Quando a dindmica é iniciada a partir de estados arbitrarios, ha necessidade de se conhecer todos
os auto-estados e autovalores do Hamiltoniano, ou de fracgoes apreciaveis. Isso constitui uma grande

dificuldade para o calculo dos valores médios considerados, porque a dimensao do espago completo de

1
2

estados do Hamiltoniano quantico de spins 5 cresce muito rapidamente com o niimero de sitios do sistema,
2N Esse ntimero é excessivamente grande, por exemplo, para N = 80 é maior que o ntimero de Avogadro.

A solucao analitica exata para o Hamiltoniano de Heisenberg de spin % XXZ, conhecida como Ansatz
de Bethe, exprime os auto-estados através de exponenciais cujos argumentos envolvem nimeros fatoriais
de parcelas. Por meio dos auto-estados assim expressos, nao se calculam de maneira simples valores
médios de operadores. Além disso, essa solugdo analitica nao é apropriada para fornecer certos tipos
de auto-estados [5]. Optou-se pelo tratamento numérico neste trabalho. E possivel obter qualquer auto-
estado através de solugao numérica, porém, ha limitagoes impostas pelo nimero de sitios do sistema. Para
o Hamiltoniano XXZ, a diagonalizacao e o calculo dos valores médios da magnetizacao ficaram limitados
a cadeias com 14 sitios quando se tratou o subespago definido pelo autovalor nulo de S#, cuja dimensao
¢ o nimero combinatério (N N/2) = N!/(N/2)!/(N/2)!, por outro lado atingiram cadeias com 1200 sitios
no subespaco de uma onda de spin, cuja dimensao é N. O Hamiltoniano XXZ pode ou nao apresentar um
gap no espectro de energia do subespaco definido pelo autovalor nulo de S* dependendo da anisotropia,
mas nao apresenta gap no espectro de energia do subespaco de uma onda de spin. Nesse subespago foram
determinadas curvas de dispersao a fim de se identificar nesting. Para auxiliar o entendimento sobre a
relaxacao da magnetizacao foram analisadas duas relacoes entre o estado evoluido no tempo e o estado

inicial: a recorréncia e a fidelidade.

Finalmente, algumas grandezas associadas ao emaranhamento de estados quanticos foram analisadas,
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em particular para estados contidos no subespaco de uma onda de spin, onde ha expressoes simples para
aquelas grandezas. Foram comparadas as evolugoes de tais grandezas associadas ao emaranhamento com
a recorréncia, a fidelidade e a magnetizacao.

No Capitulo 2 serd apresentada uma abordagem numérica para a diagonalizacao do Hamiltoniano
XXZ. Foram gerados estados caracterizados pelas simetrias espaciais da cadeia de spins através dos
Operadores de Projegao associados as Representagoes Irredutiveis de um grupo de simetria espacial que
comuta com o Hamiltoniano.

No Capitulo 3 serao analisadas as solugoes analiticas da evolugdo da magnetizacdo para sistemas fi-
nitos, referentes aos Hamiltonianos planares com anisotropia na interagao de troca, com e sem campo
transverso, XY (h,v) e XY(7), as quais foram desenvolvidas na dissertacao de Tygel [4]. Para o Hamil-
toniano XY () serd mostrado como a relaxagao e a criticalidade dos sistemas infinitos sdo compativeis
com as marcas das criticalidades presentes nos sistemas finitos. Para o Hamiltoniano XY (h,~) serao
caracterizadas as marcas da criticalidades presentes nos sistemas finitos.

No Capitulo 4 sera calculada numericamente a evolugao da magnetizacao para o Hamiltoniano XXZ,
separadamente no subespaco definido pelo autovalor nulo de S * e nos subespagos de uma onda e de duas
ondas de spin. No subespaco de uma onda introduziram-se separadamente interacoes entre segundos
vizinhos e impurezas na cadeia de spins. Nos trés subespacos serao calculadas a recorréncia e a fidelidade.

No Capitulo 5 serao apresentados os calculos referentes ao emaranhamento, no subespaco de uma onda

de spin. Finalmente, no Capitulo 6 serao apresentados um resumo dos resultados obtidos e as conclusoes.

1.4 Parte da Informacao

O estudo da evolugao temporal da magnetizagao nao esgota o problema da relaxagao. Em principio
toda informacao disponivel sobre um sistema quantico estd contida no seu espectro completo de auto-
estados e autovalores. Porém, mesmo conhecendo-os, o que ja ndo é uma tarefa simples, a compreensao
sobre o sistema e suas propriedades nao emerge de maneira evidente ou imediata. A informacao precisa
ser representada em uma forma compreensivel ao entendimento das propriedades do sistema analisado.

Uma possivel maneira de analisar-se a dindmica de um sistema de spins, consiste no calculo de médias

de fungoes de correlacao,

<55 (t) S (t’)> (1.2)

como se faz na Teoria de Resposta Linear [6], onde a funcao de correlagao é calculada no equilibrio
térmico. Essa abordagem estd conectada a problemas experimentais, e fornece informagoes, por exemplo,
sobre secao de choque de espalhamento de neutrons [7] e tempo de relaxagao spin rede, T}, definido
em ressonancia nuclear magnética [8]. Poder-se-ia pensar ainda em se calcular fungoes de correlagao de

ordem superior.
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Em contraste com a Teoria de Resposta Linear, neste trabalho se obteve parte da informacao do
sistema fisico, desacoplado de banhos térmicos, calculando-se médias de operadores associados & magne-
tizagao, em estados arbitrarios. E um ponto de vista diferente para um problema dinamico diferente. A
dindmica de nao equilibrio em sistemas de spin fechados ja tem sido considerada através do cédlculo da

magnetizagao [9], e de fungoes de correlagao, onde se encontrou envelhecimento quantico [10, 11].



Capitulo 2
Diagonalizacao Numeérica

Para se tratar o problema dinamico deste trabalho é necesséario obter o espectro completo de auto-
estados e autovalores do Hamiltoniano, ou fragoes significativas do espectro. A possibilidade de se res-
tringir a dindmica a fragoes do espectro depende de ambas, a simetria do Hamiltoniano e a simetria do
estado inicial. Explorar a simetria do Hamiltoniano, além de contribuir para se restringir a dinamica a
uma fragao do espectro, facilita também o processo de diagonalizacao, permitindo que cadeias com maior
numero de sitios sejam tratadas. Neste Capitulo sera desenvolvido o processo de diagonalizagao numérica
para cadeias de spin % com e sem impurezas e com e sem acoplamentos entre segundos vizinhos. Fez-se
uso das simetrias no espaco de spin e, na auséncia de impurezas, no espago de coordenadas espaciais. A
simetria no espaco de coordenadas espaciais serd feita através do formalismo da Teoria de Representagao
de Grupo, utilizando os Operadores de Projecao do grupo espacial do Hamiltoniano, Dy, o que permite

construirem-se matrizes reais do Hamiltoniano.

2.1 Simetrias do Problema

As operacoes de simetria podem estar associadas a coordenadas espaciais e a coordenadas de spin.
Ao se estudar um Hamiltoniano de spin, as coordenadas espaciais em questao sdo simplesmente as co-
ordenadas espaciais que localizam as particulas na rede. As coordenadas espaciais da fungao de onda
que descreve as particulas nao serao consideradas explicitamente. O Hamiltoniano de spin descreve efe-
tivamente a interagao Coulombiana eletrostatica em termos dos graus de liberdade de spin, apesar de a
interacao Coulombiana ter sua origem nas coordenadas espaciais. A diagonalizagao implementada neste
trabalho seguiu duas estratégias. Na primeira foi utilizada apenas a simetria no espaco de spin para se
criar a base de estados. Na segunda estratégia utilizaram-se as simetrias espaciais discretas de maneira

complementar. Uma terceira etapa consistiu na tentativa do uso da simetria de inversao do spin.

7
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2.1.1 Simetrias nas Coordenadas de Spin

Um sistema simples de particulas nao interagentes é invariante sob rotacoes ao redor de qualquer
direcao no espago de spin, feitas idependentemente em cada particula. Ao introduzirem-se interagoes
entre as particulas, a simetria do sistema cai e depende da forma do Hamiltoniano que descreve tais

interacoes. Seja o Hamiltoniano descrito pelo modelo de Heisenberg,
N
Hxyz =JW Z(fm S8+ &y SPSE + €2 8785), (2.1)
i=1

onde o indice de sitio N + 1 deve ser entendido como sendo 1. £, £, e £, s@o parametros de anisotropia
da integral de troca. A variagao de apenas dois desses parametros é suficiente para se obter qualquer
anisotropia, a menos de um fator de escala. Variando-se os trés parametros obtém-se qualquer anisotropia
com qualquer fator de escala.

O caso de interacao isotropica corresponde a

onde o Hamiltoniano comuta com o operador do spin total,
H ,S| =0,
[ XXXN ] (2.3)
S = Zj:l Sjs

o que equivale a dizer que é invariante sob rotacgoes ao redor de qualquer direcao no espago de spin.
Porém, a rotagao deve ser aplicada a funcao de onda de todo o sistema, ao invés de o ser a cada particula
separadamente.

O caso de maior interesse neste trabalho é aquele cujo Hamiltoniano tem anisotropia axial na constante
de troca, caracterizada por uma componente da interagao de troca diferente das outras duas, por exemplo,

a componente z,

§x=8y #E-- (2.4)

Assim, o Hamiltoniano tem simetria de rotagao axial, e comuta apenas com uma componente do operador

do spin total,

Hxxz, S* = 0,
v 1~ o)

O interesse no estudo da evolugao temporal da magnetizacao para o Hamiltoniano Hx x 7z, com aniso-
tropia axial, advém do fato de o mesmo apresentar ou nao um gap de energia entre o estado fundamental

e o primeiro estado excitado, variando-se o parametro de anisotropia. Seja o parametro de anisotropia

axial definido por,

A= g—z, com &, =&y, (2.6)
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entao,
ara |A| > 1, ha ga
para A gap @.7)
para |A| <1, nao hd gap.
A segunda desigualdade diz que o Hamiltoniano isotrépico Hx xx, A = 1, ndo possui o gap mencionado.
O caso mais dificil de se tratar é aquele correspondente a interagao de troca totalmente anisotrépica,

caracterizada por todas componentes diferentes umas das outras,

§o 7# &y # &2 # Eos (2.8)

cujo Hamiltoniano comuta com um operador muito particular, £, no caso especifico de spin %,

[HXYZa ‘C} = Oa (29)
onde [12],
L=e T+, (2.10)

A anilise do Hamiltoniano H xyz nao constitui o objetivo principal deste trabalho. Concentrou-se
atencao no caso de anisotropia axial Hxxz. De qualquer maneira, também foram realizados célculos
para o Hamiltoniano Hxyz, os quais permitiram a realizacao de testes de consisténcia, segoes 2.3.1 e
4.2.3, bem como comparagoes entre os processos de diagonalizacao numérico e analitico para o limite

planar Hxy, Tabela 3.2.

Base de Auto-estados de Sf

O espaco de estados de um sistema com N spins % tem dimensao 27V. Essa dimensdo decorre do fato
de cada particula ter dois graus de liberdade, associados aos dois auto-estados da particula de spin %
Uma base comum aos operadores 5%, L e S7 ¢ contituida por estado do tipo (A.3), ver no Apéndice A.
O sistema a ser tratado é finito e com um nimero par de sitios. O nimero de sitios é par para nao haver
frustagao no alinhamento dos spins nos estados antiferromagnéticos. Os estados antiferromagnéticos em
geral estarao presentes na dinamica da magnetizacao quer o acoplamento entre os spins seja ferro ou
antiferromagnético, porque a dinamica envolve estados distribuidos por todo o espectro. O objetivo
deste trabalho consiste em inferir o comportamento de sistemas infinitos, a partir de sistemas finitos

suficientemente grandes, onde o efeito de frustagao nao esteja presente.

2.1.2 Simetrias nas Coordenadas Espaciais

As simetrias espaciais de permutagao de coordenadas espaciais das particulas dependem dos acopla-
mentos das constantes de troca entre os sitios. No caso do sistema simples de particulas nao interagentes,

qualquer permutacao de coordenadas deixa o sistema invariante. H4 N! permutagoes possiveis.

Gyr = Sw, (2.11)
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onde Sy € o grupo discreto das permutacoes de N objetos.

Ao introduzirem-se interagdes entre as particulas, de maneira que cada uma nao interaja da mesma
maneira com todas as demais, diminui o nimero de operagoes de simetria que deixam o Hamiltoniano do
sistema invariante. Contudo, se houver homogeneidade nos acoplamentos restarao algumas operagoes de
simetria, por exemplo, havendo interacoes entre primeiros vizinhos e condigoes de contorno periédicas,
CCP, onde os indices L ¢ N + L dos operadores de spin em uma cadeia com N sitios estao associados
ao mesmo sitio. As operacoes de simetria espaciais desse Hamilmoniano podem ser descritas equivalen-

temente pelos grupos,

Géop = Dy ou Chu, (2.12)

onde Dy ¢é o grupo dihédrico formado apenas por rotagoes puras, e Cn, ¢ um grupo formado por rotacoes
e reflexoes. Ambos sdo isomorfos, pois tém mesmo nimero de elementos de simetria, 2N, que sempre

podem ser colocados em correspondéncia biunivoca, satisfazendo a mesma tabela de multiplicacao.

Descricao do grupo Dy

Um sistema unidimensional infinito com interacoes homogéneas entre primeiros vizinhos ao longo de
toda a rede apresenta simetria de translagao. Todos os sitios podem ser transladados de maneira conjunta,
por uma distancia correspondente a qualquer multiplo inteiro do parametro de rede, e o Hamiltoniano
fica invariante. O sistema finito com a simetria de translacao andloga precisa ter condi¢oes de contorno
periédicas. Essa simetria de translagao pode ser encarada como uma rotacao, imaginando-se que a
cadeia estd disposta na forma de um anel, Figura 2.1. As rotagoes equivalentes as translagdes do sistema
infinito sdo definidas por um eixo de simetria de ordem N, o de mais alta simetria, perpendicular ao
plano definido pelo anel. As rotacoes associadas ao eixo de mais alta simetria serao simbolizadas por
Cn,C2, ..., CK,V ~1. Os elementos de um grupo que correspondem a operacoes geométricas equivalentes
formam uma classe conjugada. A classe onde esta certo elemento A de um grupo finito G é formada
por todos os elementos distintos resultantes dos produtos R~'AR,VR € G. Para N par, a rotacio CJ%
constitui uma classe. As rotacgoes restantes constituem % — 1 classes com dois elementos cada uma.
A operacao identidade simbolizada por F, a qual deixa inalteradas as posicoes de todas as particulas,
constitui outra classe. Ha N eixos de ordem dois perpendiculares ao eixo de maior simetria. Para N par,
as rotacoes associadas a esses eixos estao repartidas em duas classes com % elementos cada uma. As
operagoes associadas aos eixos de uma das classes, simbolizados por Uy, Us,...U x, trocam as posicoes
de % pares de particulas. Esses eixos serao referidos como eixos mediatrizes. Os eixos da outra classe,
simbolizados por U{,UJ, ... Ul , trocam as posigoes de % — 1 pares de particulas e deixam inalteradas

2

as posicoes de duas particulas. Esses eixos serao referidos como eizos bissetores. Ver a Figura 2.1 com

o esquema de atuacao de algumas operagoes de simetria sobre a cadeia de spins. Ha um total de % +3
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[ ] () [ ] [ ] [ ] ()
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Figura 2.1: Identidade: E. Rotagoes: Cyp e C’l%, ao redor do eixo de mais alta simetria, U; ao redor de

um eixo mediatriz, U] ao redor de um eixo bissetor.

classes. O grupo Cy, difere do grupo Dy na descri¢ao das operagoes correspondentes aos eixos de ordem
dois, U; e U/. No grupo Cy, esses eixos sao substituidos por planos de reflexdo que interceptam-se no
eixo de alta simetria. Contudo, uma vez que uma operagao de reflexao nao é uma operacao fisica de um

objeto verdadeiro, optou-se pela nomenclatura do grupo Dy.

2.2 Construcao das Bases

H4 trés tipos de bases de estados a serem construidas neste trabalho. O tipo de base mais simples
contém apenas estados como (A.3), os quais sdo produtos diretos de auto-estados dos operadores S 5 O
segundo tipo de base serd construido a partir de combinacoes lineares dos estados do tipo produto direto
e refletem a simetria espacial do Hamiltoniano. O terceiro tipo de base de estados sao os auto-estados,

os quais formam uma base onde o Hamiltoniano fica na forma diagonal.

A seguir serao apresentados os detalhes da construgao do segundo tipo de base de estados através dos
Operadores de Proje¢do do Grupo Dy. Essa base serd usada para se tratar o Hamiltoniano XXZ. Os
Operadores de Projecao serao gerados por elementos do grupo expressos em termos de permutacoes, e

por Representagoes Irredutiveis do grupo expressas por matrizes reais.
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2.2.1 Elementos do Grupo em Termos de Ciclos de Permutacoes

Todo grupo finito é isomorfo a um grupo de permutagoes de N elementos, Sy, ou a algum de seus
subgrupos. Ha pelo menos uma maneira de se associar um elemento do grupo finito dado a algum elemento
do grupo das permutacoes. Essa associacao é necessaria para se operar um elemento de simetria sobre um
estado do tipo (A.3). Os elementos do grupo das permutagoes podem ser representados em duas formas,
a chamada representagao matricial e a forma de ciclos. Por exemplo, para a operacao U; indicada na

Figura 2.1,

1 2 3 45 6 7 8 9 10
P(,) = = (1 10)(2 9)(3 8)(4 7)(5 6). (2.13)

10 9 8 76 5 4 3 2 1
Os indices das permutacoes referem-se aos sitios da cadeia. As permutacoes referentes as rotagoes ao
redor do eixo de maior simetria sao geradas facilmente na forma matricial. As % permutagoes referentes
aos eixos U; sao obtidas de acordo com a seguinte estratégia. Seja uma permutacao possivel, por exemplo,

a permutagao (2.13). As % — 1 permutacoes restantes pertencentes a mesma classe sao obtidas através

da definigcao de classe,

4 . N
P(Uis1) = P(CE) L P(UL)P(CF), i=1.., 5L (2.14)
As % permutacoes referentes aos eixos U/, sdo obtidas através de,
/ _ N
P(U;) = P(U;)P(Cn), i=1,..., Ch (2.15)

Os produtos de permutagoes descritos acima sao feitos de maneira elementar, quando as permutagoes
estao escritas na forma matricial. Porém, um algoritmo que efetue uma permutacao em um estado de spin
(A.3), requer que a referida permutacgao seja expressa na forma de ciclos. Um algoritmo foi implementado
para traduzir todas as permutacoes da forma matricial para a de ciclos, o qual funciona para qualquer N

par.

2.2.2 Representacoes Irredutiveis do grupo Dy

Dentro da Teoria de Representacao de Grupos definem-se as Representagoes Irredutiveis dos grupos
e os Operadores de Projegao associados as RI [13]. Os operadores de projecao serao tratados na segao
2.2.4. Nesta secao serao determinadas todas as Representagoes Irredutiveis do grupo Dy, expressan-
do-as exclusivamente por meio de matrizes unitarias e reais. Todas as RI de um grupo finito podem
ser expressas por matrizes unitarias. Porém, nem todo grupo pode ter todas as suas RI expressas por

matrizes reais. Por exemplo o grupo! abeliano Cy formado apenas por produtos das rotacdes C'y nio

IN3o se deve confundir as notacdes do grupo Cx e do elemento de simetria C)y.
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apresenta todas as suas RI expressas por nimeros reais. A fim de obterem-se todas as RI? expressas por
nimeros reais é necessario que o grupo de simetria contenha simultaneamente as rotagoes do tipo Cy e
dos tipos U; e U/, como por exemplo, aquelas indicadas na Figura 2.1.

Inicialmente, serao calculadas as dimensoes das RI do grupo, o que requer dois teoremas. Um teorema
diz que o nimero de RI é igual ao ntiimero de classes. O outro diz que a soma dos quadrados das dimensoes
das RI é igual a ordem do grupo, g, que é o nimero de elementos do grupo,

#RI

> np=g. (2.16)

Admitindo-se que o grupo Dy tenha apenas RI de dimensoes n, = 1 e n, = 2, totalizando N7 e
N> representacoes respectivamente, encontra-se uma tinica solucao para N7 e Ny compativel com os dois

teoremas. A ordem do grupo Dy é g = 2N. O numero de classes é % + 3, quando N é par. Entao,

M+ N = F43 (2.17)
N1 12+ AN.22 = 2N,

donde,
N = 4,
NI N (2.18)
2 = 7—1

A partir das matrizes que representam os geradores do grupo, obtém-se as matrizes associadas aos
demais operadores do grupo, através de sucessivas multiplicagbes. O grupo Dy tem dois geradores. A

escolha dos geradores nao é unica, por exemplo, uma possibilidade consiste em Cy e Uj.

Representagoes Irredutiveis de Dimensao Um do grupo Dy

Uma das RI de dimensao um é a representagao trivial onde todos os elementos sao representados por
+1. As outras trés RI de dimensao um foram obtidas atribuindo-se valores +1 e —1 aos geradores Cy
e U;. Essa tentativa foi verificada correta pelo teste de ortogonalidade entre as RI. Essas representagoes
nao sao complexas. Uma vez que a matriz de dimensao um é o préprio caracter, ou trago, e o caracter

de elementos da mesma classe sao iguais, os elementos da mesma classe tém a mesma representagao,

Tabela 2.1.

Representagoes Irredutiveis de Dimensao Dois do grupo Dy

As Representagoes Irredutiveis de dimensao dois foram obtidas com a finalidade de se conhecer seus
elementos de matriz diagonais. Os elementos de matriz com indices 7i estao associados ao i-ésimo projetor

da correspondente RI.

2Neste trabalho toda mencéo a RI distintas deve ser entendida como tratando-se de RI néo equivalentes. RI equivalentes:

(A.6).
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Tabela 2.1: RI de dimensao Um do grupo Dy.

E G v CR2) ... CFT'@ UE) Ul
rLt g 1 1 1 1 1 1
rt2 1 1 1 1 1 ~1 -1
res 1 (-1)r -1 1 1 1 -1
rt4 1 (-nT -1 1 1 -1 1

As rotagoes ao redor do eixo de mais alta simetria sdo representadas por matrizes usuais de rotacao
expressas em termos das coordenadas de um plano ortogonal aquele eixo de rotacao. As matrizes que
representam C% sdo obtidas através de produtos da matriz de Ciy. As matrizes que representam as
rotagoes em torno dos eixos de ordem dois U; e U/ expressas em termos das coordenadas do plano que

contém esses eixos sao obtidas de maneira diferente para cada uma das duas classes. Para uma dessas

1
duas classes, a dos U; por exemplo, associa-se a matriz a um de seus elementos, U;. As % -1

demais matrizes que representam as rotagoes da classe dos U; sao obtidas através da definigao de classe,

D(Upt1) =T((CH)"HT(U)T(CR), p=1,2,....,— —1. (2.19)

As matrizes que representam a classe dos U/ s@o obtidas a partir das matrizes das rotagdes U; e da

rotacao Cly,

T(U") = T(U,) T(C), p=1,2,... >~

p

];]. (2.20)

As expressoes (2.19) e (2.20) sdo andlogas as expressoes (2.14) e (2.15). Seguindo o procedimento deline-

ado, obtém-se o conjunto das RI de dimensao dois do grupo Dy, Tabela 2.2.

A escolha de fungoes de base (A.8) associadas a uma RI nao é tnica, hd infinitos conjuntos de fungoes
de base equivalentes. A escolha mais conhecida para as func¢oes de base do grupo Dy sdo as fungoes

harmonicas esféricas. Porém, essas fungoes geram matrizes complexas para as RI.

As funcgoes de base associadas as representagoes bidimensionais da Tabela 2.2 sdo reais. Por exemplo,

para u = 1, 2, 3, uma rotacao ao redor do eixo de maior simetria tem a forma,
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Tabela 2.2: RI de dimensao Dois do grupo Dy.

N

O indice u identifica as RI e o indice p identifica os elementos do grupo. p=1,2, ..., 5 — 1.
riagy = |5
0 1
i 27 21
FII’“(C}@) — cos (lu’pW) _Sen(ﬂ’pﬁ) p:1 2. N—1
| sen (,up%) cos (/Lp%)
[ 2w 2T
Fe@) = cos (2up3r) —sen (2up3r , p=1.2,.., N,
—sen (Q;Lp 2”) — COoS (2up 2”)
Py - cos (u(2p+1)%F) —sen (u(2p+1)%7) p=1.9 N
T T ) ) ) ) 2 .
! —sen (u(2p+1)3F)  —cos (u(2p + 1)37)
x’ cos (¢) —sen (9) x
! - ? H = 1a
y sen (@) cos (¢) y
2 —y? cos (2¢) —sen (2¢) 2 —y? )
= 9 /'l/ - )
22"y’ sen (29) cos (2¢) 2y (2.21)
3 — 32’y cos (3¢) —sen (3¢) 23 — 3xy? 5
= B =9,
3%y’ — o3 sen (3¢) cos (3¢) 322y — g

T = cos ¢, y = sen o.
A forma das transformagoes de coordenadas (2.21) serviu de inspiragdo para obterem-se as RI de

dimensao dois, Tabela 2.2. A generalizagao das transformagoes (2.21) para poténcias arbitrérias, qualquer

1, foi tomada como hipotese.

2.2.3 Dimensoes de Subespacos

A dimensao de um subespago cujos estados sao definidos por um autovalor de S # e que se transformam
segundo uma funcao da base associada a uma certa coluna de uma RI do grupo espacial, pode ser
encontrada de duas maneiras. Uma maneira consiste na construgao de uma base ortogonal para tal

subespaco. De fato, isso sera feito na préxima segao, 2.2.4.
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Outra maneira de se encontrar a dimensao de tal subespago prescinde da construcao de uma base.
Isso permite a verificagdo das dimensoes das bases ortogonais a serem construidas na préxima se¢dao. A
dimensao de cada subespaco formado por estados caracterizados pela simetria de uma RI unidimensional
ou por estados caracterizados pela simetria de uma fun¢do de base de uma RI de dimensao maior que
um ¢ igual ao nimero de vezes que a correspondente RI aparece na decomposicao de I'(®), T'(2) ¢
uma representacao do subespaco definido por um autovalor de S#, e é redutivel em termos das RI do
grupo espacial GF (2.12). Essa decomposicio, obtida através do chamado Teorema da Ortogonalidade, é

expressa por,
1 *
ap = EZX(”) (R)x®(R). (2.22)
R

A somatéria é feita sobre todos os g elementos do grupo. x W (R) = Y, Fi(i”) (R) é o caracter de
T W(R), x*)(R) é o caracter de T *)(R); a,, é o niimero de vezes que a representacao I' ") estd contida
na representacao I' (#), ou seja, a dimensio procurada para o subespaco de interesse.

O célculo dos caracteres y (?) (R) requer o conhecimento de uma base para o subespago associado ao
autovalor de S*. Os caracteres sao independentes da escolha particular da base. Uma possivel escolha
da base de S* ¢é aquela constituida de estados resultantes de produtos diretos de auto-estados de spin em
cada sitio, da forma (A.3). Esses estados serdo simbolizados por [M;). O caracter y *)(R) é simplesmente
igual ao nimero de estados |M;) invariantes sob a agdo de R.

dim base S*
XD @R)= > (M|R[M). (2.23)
=1

Isso decorre do fato de cada elemento diagonal da matriz T'(*)(R), escrita na base dos estados |M;),
ser igual a uwm ou zero conforme o correspondente estado da base seja ou nao invariante sob a agao
de R. Por exemplo, para a operagdo associada ao eizo bissetor U; = (1)(6)(2 10)(3 9)(4 8)(5 7),
Figura 2.1, da cadeia com 10 sitios, ha estados invariantes como |M;, ) = |TT/7111T]7) e ndo invariantes

como [M;,) = [TITTLLLTLT),

L&), (U7) = (ML IO PP LT = 1,

(2.24)
TG, (U7) = (TUITLLLTLTIOL T LTTLLLTLT) = 0.

Os caracteres X(Z)(R) no subespaco definido pelo autovalor nulo de S* foram calculados a partir de
consideragoes sobre as simetrias dos estados do tipo |M;). Os seus valores estdo expressos por nimeros
combinatérios indicados na Tabela 2.3. E evidente que o caracter do elemento identidade x #)(E) é igual
a dimensao do subespaco.

A decomposicao do subespago definido pelo autovalor nulo do operador S#, através de (2.22), para

as RI do grupo Dy, com N = 14 é dada por:

rtt b3z, rt2 rhs.qis, iL1=6. 945, (2.25)
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Tabela 2.3: Caracteres dos elementos de Dy no subespaco de autovalor nulo de SZ.

X (E) X (CR) T X9 X (Uy)
P
—_—
impar par
N m , % -1
0 impar 0 2 LN

N/2 m/2 3(3 — 1)
m é o maximo divisor g % _
par ~ 2 ~
comum de N e p. T X

Um célculo detalhado para uma cadeia com apenas quatros sitios estd indicado na secao B.1.1.

2.2.4 Construcao da base de estados definidos pelas simetrias espaciais

Nesta secao serd indicado o processo de construcao de uma base ortonormal para um subespago
definido por um autovalor do operador S# e pelos indices que identificam uma RI do grupo espacial de
simetria G¥, no caso Dy, e cada coluna dessa RI. Nessa base a matriz do Hamiltoniano fica na forma
de blocos situados na diagonal. Sera indicada também a tentativa de se construir uma base incluindo
também a simetria de inversao do spin. Na secao B.1 serd ilustrado o procedimento para construcao de

uma base referente a uma cadeia com quatro sitios cujo grupo de simetria é o Dj.

Base

O ponto de partida é a base de estados do tipo produto direto |M;), da forma (A.3), associados a
um mesmo autovalor de S~*. Neste trabalho a base construida é aquela associada ao autovalor nulo de
S*# cuja dimensao é (N N/2). Um Operador de Projecao (A.5) é definido para cada funcgao de base de
uma RI. Aplica-se tal operador em todos os (N N/2) estados do tipo produto direto. Se um estado do
tipo produto direto contém a simetria da funcao de base da RI, entao o operador de projecao gera um
estado com a simetria daquela funcao de base (2.26). Se um estado do tipo produto direto néo contém a
simetria da funcao de base da RI, a aplicacao do operador de projecao sobre esse estado resulta em um

estado nulo (2.27). Por exemplo,® para N = 10,

P93 1 11111111L) = 0.425325404176020 (| 93) + |186) — [837) — [930)) +

(2.26)
0.262865556059567 (|372) — |465) + |558) — |651)),

PI 6T 111111111L) = 0. (2.27)

3Na base binéria os niimeros foram escritos da esquerda para a direita. T e | indicam respectivamente os algarismos 1 e
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Selecionam-se todos os estados nao nulos resultantes da aplicacao do operador de projegao em todos os
estados do tipo produto direto associados ao subespaco de interesse de S #. Haverao estados proporcionais
entre si. Por exemplo, Pig’ll |93) e todos os estados gerados pela aplicacao do projetor PZ-I:I’l1 em cada
produto direto do lado direito da expressdo (2.26) sdo proporcionais entre si, salvo possivelmente estados
nulos que dai possam resultar. O estado PiI:I’l1 |93) é incluido na nova base de estados e os estados
proporcionais a ele sao descartados. E evidente que ele é ortogonal a qualquer outro estado da nova base,
porque nenhum deles conterda nenhum de seus produtos diretos componentes.

H&4 um outro tipo de estado gerado por um projetor. Por exemplo, PiI__I’l1 |47) e todos os estados
gerados pela aplicagao do projetor Pig’ll em cada produto direto do lado direito da expressao (2.28)
formam um conjunto de estados linearmente dependentes, LD, os quais definem um sub-subespago de

dimensao dois. Ao se descartar estados proporcionais repetidos e eventuais estados nulos, restarao cinco

estados LD. Apds processo de ortogonalizagao restarao dois estados linearmente independentes.

P AT UL =
comb. linear | [47), |61), [94), [122),[188), [244), |271), [376), |481), [488), (2.28)
coef. reais 1535) , |542), [647), [752), |779), [835), [901), |929), [962), [976)

P 1TITLLLL) =
comb. linear | [55), [59), [110), [118), [220), |236), |391), |440), |451), [472), (2.29)
coef. reais 1530) , |541), |707), |737), |781), |782), |865), [880), [902), [944) [

A ortogonalizagdo da base do subespago definido por um autovalor de S# e pela simetria de um
projetor nao é tao custosa computacionalmente como poderia parecer em principio. Nao é necessdrio
ortogonalizarem-se todos os estados de tal subespaco em um tnico processo. Por exemplo, os estados LD
gerados pela aplicagao do projetor PiI:I’l1 em (2.28) sao ortogonais aos estados LD gerados pela aplicacao
do mesmo projetor PiI:I’l1 em (2.29). Realiza-se ortogonalizagao em cada conjunto separadamente.

Dessa maneira é construida uma base ortogonal para cada subespago de interesse. Serdao chamados
estados do tipo 1 aqueles como Piﬂf |93), e estados do tipo 2 aqueles provenientes de estados como
PZ-I:I’I1 [47). A classificagdo desses dois tipos de estados serd ttil para se distinguir uma diferenga de
comportamento da dinamica da magnetizacao do Hamiltoniano XX mencionada na se¢ao 4.3.3, onde se
discute a possibilidade de os estados do tipo 1 serem equivalentes, em certo sentido, aos estados po(S #)
definidos na secao 3.2. Os projetores de RI unidimensionais somente geram estados do tipo 1.

O fato de a ortogonalizacao ser realizada separadamente em conjuntos de estados, nao impede que os
elementos de matriz do Hamiltoniano entre os estados ortogonalizados resultantes desses conjuntos sejam
nao nulos.

Um estado tipico da base ortogonalizada serd simbolizado por,

P2y = 3 b

l

M), (2.30)



2.3. MATRIZ DO HAMILTONIANO 19

onde o indice r simboliza o conjunto dos dois indices i e ¢ de uma Representagao Irredutivel e de uma
coluna dessa RI, os quais definem um Operador de Proje¢ao (A.5). O indice p pode referir-se tanto a
uma RI de dimensao um, Tabela 2.1, onde sempre ¢ = 1, como a uma RI de dimensao dois, Tabela 2.2,
onde i = 1 ou 2. O grupo Dy nao tem RI de dimensao maior que dois. Todos os coeficientes de todos os

estados |Prﬂ > sao reais, o que decorre da escolha das RI com matrizes reais, Tabelas 2.1 e 2.2.

Um estado ’Pf > nem sempre corresponde a aplicagao de um projetor em um estado do tipo produto
direto. Pela maneira como os estados do tipo 2 foram construidos, a cada par desses estados, um

corresponde, enquanto o outro, devido ao processo de ortogonalizacao, nao necessariamente corresponde.

H4 uma ressalva a se fazer. As bases de estados |P,{3 > para cadeias com 10 ou 14 sitios foram
construidas para todo o subespago definido pelo autovalor nulo do operador S *. Entretanto, para cadeias
com 8, 12 ou 16 sitios apenas fracoes da base de estados foram construidas corretamente neste trabalho:
apenas os estados associados as quatro RI unidimensionais, onde se encontra o estado fundamental, e &
algumas RI bidimensionais particulares caracterizadas por terem seus elementos de matriz Fi(i” ) (R) iguais
a 0 ou £1. A correteza ou a incorreteza das bases foram verificadas para os sistemas com até 12 sitios
comparando os autovalores obtidos através de dois processos de diagonalizacao do Hamiltoniano XXZ,

um utilizando a base dos produtos diretos |M;), e o outro a base dos |P/).

Base - Inversao do spin

Foi feita uma tentativa para se criar uma base de estados para o subespago correspondente ao autovalor
nulo de S#, incluindo-se a simetria de inversao do spin. Esse é o unico subespago onde a operagao de
inversao do spin gera estados com mesmo autovalor de S*.

Bases definidas pela simetria de inversao do spin foram construidas corretamente, neste trabalho, tanto
para cadeias com 10 ou 14 sitios como para cadeias com 8, 12 ou 16 sitios. Porém, tais bases somente
foram construidas corretamente para os estados associados as quatro RI unidimensionais e a algumas RI

bidimensionais particulares caracterizadas por terem seus elementos de matriz FZ-(Z-“) (R) iguais a 0 ou £1.

2.3 Matriz do Hamiltoniano

Devido a relagao de comutacao (2.9) escreve-se a matriz do operador Hamiltoniano XYZ na forma
de blocos situados na diagonal, em uma base de auto-estados de £. Sendo o numero de sitios, NV, um
nimero par, os autovalores do operador S* serao sempre nimeros inteiros, secao A.1.1. Os autovalores

de S* pares 0,4+2,4+4, ... e os autovalores impares +1,+3, ... definem dois subespagos cujas dimensoes

2N—1

sao iguais a . Cada um desses dois subespacos corresponde aos autovalores +1 ou —1 do operador

L, (2.10). O acoplamento de estados de mesma paridade de S* decorre dos termos Sj’ijH e Sj_ i+
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do Hamiltoniano,

Hxyz =J W Zf\;l[}‘;(fz — &) (S8 +5757.)+ (2.31)
| .
1

(€x +&y) (87 Sz + 5,7 8%1) + €2 57574,
Neste trabalho, o Hamiltoniano XYZ foi diagonalizado apenas para acoplamentos homogéneos entre
primeiros vizinhos. Diagonalizaram-se numericamente as matrizes correspondentes a cadeias com até 12
sitios, porém a maior parte dos cdlculos foi feita para cadeias com 10 sitios.
Na base dos produtos diretos |M;), (A.3), a matriz do Hamiltoniano é real e simétrica. No processo
de diagonalizacao foi utilizada uma rotina padronizada de diagonalizacdo numérica de matrizes reais e

simétricas.
Hxyz[C) = Ec|(), ) = ul|My). (2.32)
1

Os auto-estados |[¢) foram expressos exclusivamente por coeficientes ucl reais. Entretanto, é possivel
escrever combinacoes lineares de auto-estados degenerados de maneira que os auto-estados resultantes

sejam expressos por coeficientes complexos.

2.3.1 Teste de Consisténcia

Foi feito um teste de consisténcia do processo de diagonalizagao. Trés conjuntos de valores dos
parametros de anisotropia do Hamiltoniano XYZ, (2.1), podem ser escolhidos de maneira a serem obtidos
trés Hamiltonianos equivalentes: Hy (€71, &0, €M), Hy (€752, €712, £12) e Ha(€13, €713, ¢753). A escolha

dos trés conjuntos dos parametros de anisotropia é feita segundo,
=g =gl ma, gh=glogltoy Mo gltogPoc (233

Em particular, tomaram-se os trés limites planares, XY, YZ e ZX, do Hamiltoniano XYZ através de,

a#0,b#0, c=0,

(2.34)
Hi = Hxvy, Hz = Hy z, Hz = Hzx.

O teste consistiu na verificacdo da coincidéncia entre os trés espectros contendo todos os 2V auto-
valores dos trés Hamiltonianos para N = 10. Cada espectro contém autovalores nos dois subespacos de

S, definidos por autovalores de S? par e impar, cada um com dimensao 2V—1!

. Deve-se lembrar que:
em todos esses casos o célculo foi feito na mesma base de produtos diretos |M;); nos trés Hamiltonianos
os subespagos de S# par e impar ficam desacoplados; e os trés Hamiltonianos planares equivalentes en-
volvem conjuntos de operadores diferentes Hj: SJ?”, S’]ry; Ha: Sjy, sz; Hsz: S7, S7. Nao hé coincidéncia
entre os autovalores do Hamiltoniano XY em cada um dos dois subespacos de S*# com os autovalores dos
Hamiltonianos YZ e ZX nos correspondentes subespagos. Tal falta de coincidéncia, contudo, nao viola

nenhuma regra.
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2.3.2 XXZ — CCP — forga bruta

Outro limite do Hamiltoniano XYZ é o XXZ, o objeto inicial de andlise neste trabalho. Devido a
relacdo de comutagdo (2.5) escreve-se a matriz do Hamiltoniano XXZ na forma de blocos situados na
diagonal, em uma base de auto-estados de S*. Os subespacos analisados foram aqueles definidos pelos

seguintes autovalores de S *: 0, % —2e % — 1, quando expressos em unidades de h.

2.3.3 XXZ — CCP — Dy — autovalor nulo de S~

As simetrias espaciais da cadeia de spin com condigdes de contorno periédicas podem ser descritas
pelo grupo de simetria espacial Dy, secao 2.1.2. Uma base de estados associados as simetrias espaciais foi
construida como indicado na secao 2.2.4. A matriz que representa o Hamiltoniano XXZ escrita na base
de estados {Pﬁ > (2.30), tem todos os seus elementos reais, o que decorre de os Operadores de Projegao

(A.5) serem definidos pelas RI do grupo Dy expressas por matrizes reais, Tabelas 2.1 e 2.2.
Hxxz|r¢) = Erclr), Ir¢) = Z P (2.35)

Onde r simboliza os dois indices u e ¢ associados respectivamente a uma RI e a uma funcao de base dessa
RI, e explicita o fato de a matriz do Hamiltoniano ser colocada na forma de blocos situados ao longo da
diagonal (A.2). Dessa maneira um auto-estado |r () nao é expresso por nenhum estado ‘Pf,> com 1’ £ 1.
Foi utilizada a mesma rotina padronizada de diagonalizagao numérica de matrizes reais e simétricas
empregada na abordagem que nao inclui as simetrias espaciais. Tal rotina fornece todos auto-estados
em ordem crescente de energia, segundo o indice {. Os auto-estados foram expressos exclusivamente por
coeficientes U ” , ¢ reals. Essa abordagem de diagonalizagao também pode ser aplicada ao Hamiltoniano

XYZ, desde que apresente condigoes de contorno periddicas.

Simetria do Estado Fundamental e do Primeiro Excitado

O Hamiltoniano XX7 de uma cadeia com nimero N par de sitios apresenta, no subespaco definido
pelo autovalor nulo de S'#, o estado fundamental e o primeiro estado excitado definidos pela simetria de
inversao do spin. Um desses estados é simétrico e o outro anti-simétrico sob a inversao do spin. H4 uma
alternancia dessas simetrias a medida que N par varia. Se N for multiplo de quatro o estado fundamental
serd simétrico e o primerio excitado serd anti-simétrico. Se IV for par mas nao for multiplo de quatro tais
simetrias serao intercambiadas [14].

Essa propriedade foi verificada independentemente através de trés processos de diagonalizagao envol-
vendo bases de estados diferentes: produtos diretos, onde testaram-se sistemas com 8 e 10 sitios, estados
definidos por simetrias espaciais, e estados definidos pela simetria de inversao do spin além das simetrias

espaciais, onde testaram-se sistemas com 8, 10, 12, 14 ou 16 sitios.
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Em ambos processos de diagonalizagao feitos através de bases de estados definidos por simetrias espa-
ciais, envolvendo ou nao a simetria de inversao do spin, verificou-se também que o estado fundamental e
o primeiro estado excitado estao sempre associados as simetrias espaciais definidas pelas RI unidimensi-
onais 'h!t e I'l4) Tabela 2.1. Além disso, entre esses dois auto-estados, aquele simétrico sob inversao do
spin estd associado & simetria T''! e aquele anti-simétrico sob inversdo do spin estd associado & simetria
I'L4. Por outro lado, os demais auto-estados contidos no subespaco definido pelo autovalor nulo de S *
e associados a qualquer uma das simetrias de inversdo do spin podem ter simetria espacial I'h'! ou 'l 4.

Nos processos de diagonalizacao onde nao se explorou a simetria de inversao do spin, as identificagoes
das simetrias de inversao do spin dos auto-estados do Hamiltoniano foram feitas examinando seus coefi-
cientes e os correspondentes estados da base. No processo de diagonalizagao onde se explorou a simetria
de inversao do spin — corretamente implementado neste trabalho para os estados definidos pelas RI de

dimensao um do grupo espacial — a identificagao de tal simetria é imediata.

Degenerescéncias dos Autovalores

A maior degenerescéncia nao acidental para os niveis de um Hamiltoniano prevista por um grupo de
simetria espacial que comuta com tal Hamiltoniano é igual a maior dimensao de uma das RI daquele
grupo. O maior grupo espacial que comuta com um Hamiltoniano de spin com condigoes de contorno
periddicas é o Dy ou um grupo isomorfo a ele (2.12). A maior dimensao de RI desse grupo é dois.
Todos os Hamiltonianos tratados neste Capitulo apresentam simetria de inversao temporal. Quando o
Hamiltoniano apresenta simetria de inversao temporal as degenerescéncias previstas pelo grupo espacial
podem ser dobradas ou nao, dependendo do grupo espacial, de cada RI e se o spin total do sistema é
inteiro, T? = 41, ou semi-inteiro, T?> = —1, secdo A.4. Na secdo A.4.1 verificou-se que ndo hé degene-
rescéncias extras devido a simetria de inversao temporal para nenhuma RI do grupo Dy. Dessa maneira,
considerando-se as simetrias espaciais e a de inversao temporal, a maior degenerescéncia esperada para
os niveis do Hamiltoniano XXZ com CCP é dois.

As degenerescéncias de todos os niveis do Hamiltoniano XXZ contidos no subespaco definido pelo
autovalor nulo de S# foram calculadas para cadeias com 10 ou 14 sitios. Sondagens foram feitas para

cada um dos valores do parametro de anisotropia indicados na seguinte amostragem,

017, 1=0,1,..., 20,
A= (2.36)
0.01, 0.49, 0.51, 0.99, 1.01, 1.49, 1.51.

A presenca de apenas singletos e dubletos foi observada para quase todos os valores de A dessa amos-
tragem, e em todos esses casos obteve-se a mesma quantidade de singletos e de dubletos, respectivamente

128 e 1652 para N = 14, e 32 e 110 para N = 10. Degenerescéncias superiores foram encontradas para

alguns valores de A, indicados nas Tabelas 2.4 e 2.5.
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Tabela 2.4: Degenerescéncias: XXZ, CCP, N = 14, autovalor nulo de S #, Dim = 3432.
AMT indica os valores de A da amostragem (2.36) que nao estao indicados nas Tabelas 2.4, 2.5 e 2.6. Para
tais valores, e no subespago analisado, estao associados apenas singletos e dubletos se os Hamiltonianos
tiverem CCP, e apenas singletos se os Hamiltonianos tiverem extremidades livres. O Hamiltoniano planar

isotropico XX, A = 0, apresenta degenerescéncias muito altas.

A8 1 9 4 5 6 08 12 18 20 40 48 88 104
AMT 128 1652

1.0 127 1650 1
0.5 54 733 457 2 6
0.0 14 1 48 48 12 24 24 8 2 6

Tabela 2.5: Degenerescéncias: XXZ, CCP, N = 10, autovalor nulo de S?#, Dim = 252.
A 9 4 6 s 18 20
AMT 32 110
1.5 32 107 1
1.0 28 110 1
0.5 18 78 18 1
0.0 6 1 16 8 2 4

Tabela 2.6: Degenerescéncias: XXZ, extremidades livres, N = 10, autovalor nulo de S#, Dim = 252.
odes 9
AMT 252
0.5 162 45
0.0 32 80 10

Tabela 2.7: Degenerescéncias: XX, A = 0, impurezas, N = 10, autovalor nulo de S#, Dim = 252.

J (imP) foi aplicado a apenas um acoplamento entre dois sitios. Os demais acoplamentos sdo dados por
J® =1. CCP corresponde a J™P) =1 ¢ o caso com extremidades livres a J™P) = 0. VJI indica os

seguintes valores para J (™P): 0.11, [ =0, +1, +2,..., 49.

J@mpNeg 1 2 4 6 8 16 18 20 36
+1 6 1 16 8 2 4

VII 32 80 10

1 4 8 4 4 4 1
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As degenerescéncias superiores a dois nao sao justificadas pelas simetrias espaciais nem pela simetria
de inversao temporal. Nao foram identificadas quais operagoes de simetria extras podem estar presentes.
Tais simetrias serao referidas como escondidas. Conclui-se apenas que estao no espago de spin.

No caso de A = 1.5, ha apenas um nivel de degenerescéncia superior a dois, igual a seis, para cadeia
com 10 sitios. No caso de A =1, correspondente a interagdo de Heisenberg isotrépica, hd apenas um
nivel de degenerescéncia superior a dois, para ambas cadeias com 14 e 10 sitios. Supoe-se que tais dege-
nerescéncias decorram de alguma particularidade dos ntiimeros de sitios das cadeias. As degenerescéncias
presentes no caso de A = 0.5 sdo intermediarias entre aquelas encontradas para A = 1.5 e A = 1 por um
lado e para A = 0 por outro. Para a interacao planar XX isotrépica, A = 0, as degenerescéncias supe-
riores a dois correspondem a grande maioria dos estados: os singletos e os dubletos representam para
N =14 e N = 10 apenas 0,47% e 3,2% do total dos niveis do subespaco definido pelo autovalor nulo do
operador S*. Ha muitas degenerescéncias, incluindo seis niveis distintos com degenerescéncia 104 para
N = 14 e quatro niveis distintos com degenerescéncia 20 para N = 10.

O que é mais relevante para a discussao que serd feita no Capitulo das Conclusoes, secao 6.2.10, é que
as altas degenerescéncias presentes no caso de A = 0 estao associadas a simetrias nas coordenadas de spin.
O entendimento de que as simetrias extras estejam associadas as coordenadas de spin é reforcado pela
comparagao entre as degenerescéncias presentes em uma cadeia com extremidades livres para diferentes
valores do parametro A, Tabela 2.6, e pela presenca de altas degenerescéncias em uma cadeia com
uma ligacao de troca diferente das demais e com A = 0, Tabela 2.7. No Capitulo das Conclusoes sera
proposta uma conexao entre as altas degenerescéncias do Hamiltoniano planar XX e sua versao fermionica

em termos de férmions independentes (3.16).

2.3.4 Uma Onda

HA4 dois subespagos de uma onda de spin, um deles contém estados do tipo produto direto || 777 --- 1),
e o outro, |T]]] --- |). Devido a relagdo de comutacao (2.5) o Hamiltoniano XXZ nao tem elementos de
matriz entre cada um dos subespacgos de uma onda de spin e os demais subespagos. Como serd mencionado
na segao 4.4, em ambos subespagos as evolugoes da magnetizagao sao equivalentes, desde que nao haja
campos externos longitudinais aplicados. A meng¢ao a um subespaco de uma onda de spin fara referéncia
indistintamente a qualquer um dos dois subespacos separadamente.

No subespaco de uma onda acrescentaram-se interacoes homogéneas entre segundos vizinhos e impu-

rezas para acoplamentos entre primeiros vizinhos. O Hamiltoniano tratado é escrito como,

1im 2 N rox z2Qz
H)((XZP)( ) = dim Jiir1 (SFSEL +SYSH, + ASESE) +
N xT xT z z
J@ S (878f0 + 8780+ ASFSH,).

K2

(2.37)
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Segundos Vizinhos

O Hamiltoniano com interagoes entre segundos vizinhos é nao integravel. Apesar de o Hamiltoniano
ser nao integravel é possivel obter expressoes analiticas e exatas para os seus auto-estados e autovalores

no subespaco de uma onda.

HOG k) =B k), (2.38)

1 N
|k) = \/—Nzemj 1), (2.39)
=1

E,(Cl’z) =JWcosk + J @ cos2k, (2.40)
k=20 [=1,2,...N (2.41)
- N ) I Rt I ’ :
)= 10GH1T--1). (2.42)

Unica diagonalizacao analitica feita neste trabalho. Os auto-estados (2.39) sa@o os estados de uma onda
de spin. Eles sao idénticos aos auto-estados do Hamiltoniano sem interagoes entre segundos vizinhos,
pois nao dependem de J ().

Neste modelo, as interacdes entre segundos vizinhos J (2 sdo sempre homogéneas. No subespaco
de uma onda de spin o parametro A (2.6) nao origina um gap no espectro de energia na cadeia sem
impurezas, com ou sem J (2. Alterando-se o parametro A o espectro meramente translada-se rigidamente.

Na auséncia de impurezas a maxima degenerescéncia encontrada é dois.

Impurezas

Foram consideradas duas situagoes. Uma onde a impureza nao tem spin e esta localizada préximo
a dois sitios da cadeia, intersticial, e altera a ligacao de troca entre esses sitios. Na outra situagao ha
uma impureza de spin % que ocupa um dos sitios da cadeia e origina duas ligagoes de troca diferentes
das restantes. Em ambas situagoes todos os sitios da cadeia tém spin %, e continua sendo possivel definir
o subespago de uma onda de spin. Tomaram-se apenas interagoes entre primeiros vizinhos. Todas as
interagoes de troca foram modeladas pela mesma anisotropia axial dada pelo parametro A (2.6), e foram
escolhidas como sendo antiferromagnéticas, J () =1 e J™P) > (. Trata-se de uma restricio arbitraria
com a finalidade de diminuir o niimero de parametros, a fim de facilitar a analise.

Os trés casos de interesse para interacgoes entre primeiros vizinhos, correspondentes a cadeias com

interacoes homogeéneas, e com impurezas caracterizadas por uma ou por duas ligacoes diferentes das
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N -2 N-1 N 1 2
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Figura 2.2: Ligagoes associadas a impurezas.

JM=1 .
- Jmp) 5 J(A)y>1eA<1ou
E Ja ga # 0 se )
— Jmp) < JM(A) <leA>1
b gp # 0se JmP) > 1 VA

Figura 2.3: Banda do subespago de uma onda. Impurezas, anisotropia axial da troca e gap.

demais, estao indicados em (2.43) e na Figura 2.2:

Jiinn= JWO Vi
JO  i=1,2,...,N—1

Jiiv1 = . )
J(lmp) i=N (243)
JM i=1,2,... N—-2

Jijiy1 = . )
Jmp) = N -1, N

Impurezas e gap

Em constraste com os Hamiltonianos que envolvem apenas acoplamentos homogéneos J (1) e J (2 na
presenca de impurezas podem surgir dois pequenos gaps na banda de uma onda: ¢, entre o estado de
mais baixa energia e os demais estados, e g,, entre o estado de mais alta energia e os demais estados,
conforme os valores de J ("™P) ¢ A, ver Figura 2.3. Deve-se notar que .J ("™P) = 1 corresponde & auséncia
de impurezas, cadeia com interacées homogéneas e com condicdes de contorno periddicas, e J (™P) = a
cadeia com extremidades livres. Quando J (™P) < 1 e A > 1 pode surgir um nivel dentro do gap ga, se a
impureza for descrita por uma ligacao de troca diferente das demais, ou podem surgir um ou dois niveis,

se a impureza for descrita por duas ligacoes de troca diferentes das demais, Figura 2.2.



Capitulo 3

Magnetizacao e Troca XY

Neste Capitulo e no préximo sera tratado o problema da relaxagao do spin em cadeias unidimensionais.
A relaxacao neste trabalho serd analisada através de valores médios da magnetizacao em ensembles de
estados iniciais que apresentam magnetizagdo espacialmente ndo homogénea. A primeira se¢do deste
Capitulo mostrard a grandeza quantificada e sua evolugao temporal. Em seguida serao apresentados
resultados descritos por solugdes analiticas e exatas da dissertagdo de Tygel [4], referentes & dinamica
gerada pelos Hamiltonianos XY () e XY (h,v). Ambos incluem anisotropia da interacao de troca, e o
segundo inclui campo transverso. Serao apresentadas as evolugoes temporais da magnetizagao geradas
por ambos Hamiltonianos em sistemas finitos, e a relaxagao nos limites assintéticos de nimero de sitios
e tempo e infinitos referente ao Hamiltoniano XY () [4]. Finalmente, através de ajustes numéricos serao
analisadas as solugoes analiticas em sistemas finitos associadas as dinamicas de ambos Hamiltonianos
XY(v) e XY(h,7). A dindmica gerada por XY () em sistemas finitos é compativel com sua relaxacao
em sistemas infinitos. Serd inferido o comportamento da relaxacdo gerada por XY(h,v) a qual exibe
semelhancas e diferengas com a do XY(y). O comportamento nos limites de nimero de sitios e tempo

infinitos do Hamiltoniano XY () é comum a outros Hamiltonianos da familia XY [2, 3].

3.1 Nao Homogeneidade e sua Evolucao Temporal

Para a quantificacao da nao homogeneidade da magnetizagao, introduz-se o operador cujo valor médio

serd o objeto central de analise neste trabalho,

N
1 o
S5 =— et Rige a=ux,,z, 3.1
Q /NJ; J Yy ( )

onde ) é o numero de onda associado a uma componente de Fourier da magnetizacao. O parametro

de rede foi tomado como sendo a = 1. O operador S§ nao corresponde a um observavel fisico. Seus

27
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elementos de matriz sao complexos em geral, e nas bases construidas neste trabalho ele é simétrico.

A magnetizagao da cadeia pode ser descrita pelo conjunto de todos os valores médios,

2

— =0,1,...N -1 2
N7 q 077 ) (3 )

(88) Q=q

onde N é o numero de sitios da cadeia de spins. De maneira alternativa, a magnetizacao da cadeia pode

ser descrita pelo conjunto de todos os valores médios dos observaveis fisicos,
(S5, j=1,2,...N. (3.3)

A preferéncia pela andlise dos <S§> ao invés dos <Sja> decorre do fato de cada <S§‘> expressar uma
caracteristica global da cadeia.

Os valores médios sao tomados em ensembles de estados, os quais podem ser puros ou de mistura
estatistica. A energia desses ensembles de estados também é definida por um valor médio. Uma tnica
réplica de um estado que nao seja um auto-estado, por exemplo, um estado formado por uma superposi¢ao
de auto-estados associados a autovalores distintos, ndao tem energia definida. Apenas os auto-estados tém
energia bem definida. Os estados de energia nao definida apresentam evolugao temporal nao trivial.

No instante inicial o ensemble é imaginado como sendo constituido de réplicas independentes e
idénticas de um tinico estado puro! [¢9) ou por réplicas de um tnico operador densidade pg. Em um
instante posterior os estados do ensemble sao deterministicamente conhecidos pela sua evolugao tem-
poral. No caso de estados puros a evolucao temporal é dada pela equacao de Schrodinger. Quando
o Hamiltoniano nao depende explicitamente do tempo, a solugao da equagao de Schrodinger pode ser

escrita como,

(1)) = e M ). (3.4)
No caso de estados de mistura, a evolugao temporal é dada pela equagao de Liouville,

. i
p=—5[Mpl (3.5)

A partir dessas equagoes fica evidente que a energia é conservada. As equagoes de Schrodinger e de
Liouville nao descrevem a preparacao do estado inicial, e tampouco o processo de medida. Aplicam-se
somente a evolugao temporal de um estado dado. Os valores médios em qualquer tempo sao expressos

por,

(S8), = (W] S [¥(1)) = (ol S5 () o) , ou (3.6)

LA preparacao de estados puros idénticos nio deve ser confundida com a imaginada operacdo de clonagem, a qual é

proibida pela Mecanica Quantica para estados genéricos.
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<S§>t = Tr[p(t)S5] (3.7)
— Telpsg0). 39)

De maneira andloga define-se a evolugao para a média do operador S* correspondente a magnetizagao
em cada sitio j. Porém, neste trabalho, as médias <Sj°‘> serao calculadas através da transformada de

Fourier inversa,

27
<Sﬁ>t:\/% S e i(sg),. (3.9)

Q=2nw/N

3.1.1 Equilibrio

Neste trabalho se darda destaque para o cdlculo da magnetizagao, de maneira que o equilibrio sera
definido a partir dos valores médios das componentes de Fourier da magnetizagao. O equilibrio do
sistema serd caracterizado por todo estado a partir do qual os valores médios de todas as componentes
de Fourier da magnetizacao permanegam constantes no tempo, apesar de o sistema estar submetido
a uma evolugao continua promovida pelo seu Hamiltoniano. No equilibrio o estado do sistema estara
permanentemente alterando-se,? por causa da evolucio promovida pela equacio de Schrodinger ou pela
equacao de Liouville. A defini¢ao de equilibrio depende da propriedade a ser analisada. Nada em principio
garante que os tempos caracteristicos para se atingir o equilibrio sejam os mesmos para: os valores médios
da magnetizacao, os valores médios de fungoes de correlagao de dois operadores ou de ordens superiores,
as grandezas associadas ao emaranhamento global do sistema, as quais serdo apresentadas no Capitulo 5.

Quando o Hamiltoniano tem simetria de translacao de qualquer miltiplo do parametro de rede, o que
é satisfeito por acoplamentos homogéneos entre os sitios, o equilibrio sera caracterizado por um estado

com magnetizacao espacialmente uniforme. Em termos dos modos <S§>t o equilibrio é descrito por,

(85), =0, v Q #0. (3.10)

O valor médio do modo homogéneo, caracterizado por @ = 0, no equilibrio, depende do estado inicial e
do Hamiltoniano. Quando hé impurezas na cadeia de spins, as operagoes de simetrias de translagao sao

drasticamente reduzidas e a magnetizacao do estado de equilibrio nao sera mais uniforme,
<S(§‘>t — F(,Q,T) independente de t, (3.11)

onde Y indica os parametros do Hamiltoniano.

2Excluindo-se evidentemente o caso trivial onde o estado inicial é um auto-estado, o que nao é de interesse neste trabalho.
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3.2 Calculos Analiticos Anteriores: Familias XY

Uma abordagem analitica e exata foi desenvolvida para a determinagao da relaxacao de cadeias de
spins modeladas por Hamiltonianos da familia XY [2, 3, 4]. Ela mostrou-se bem sucedida para o célculo
do valor médio da componente longitudinal da magnetizacao <SQz> . quando o estado inicial é um dos

trés seguintes tipos genéricos de mistura estatistica,
po = po(SY), oa=2z,you z. (3.12)

A tnica restrigao nessa escolha de pg é a dependéncia com relagao a apenas uma componente do spin. Nos
trabalhos citados obtiveram-se resultados exatos para sistemas finitos, para o limite de sistemas infinitos,
e em seguida, através do método da Fase Estacionéria, no limite de tempo infinito. Foram encontradas
duas propriedades marcantes nos processos de relaxacao a partir dos estados iniciais sondados. Uma
propriedade é a natureza lenta da relaxacao, oscilatéria e amortecida por uma lei de poténcia. A segunda
propriedade notdvel ocorre para componentes de Fourier particulares da magnetizacao, cuja relaxacao
¢é ainda mais lenta. Tais componentes de Fourier criticas surgem apenas com a presenca de nesting na
curva de dispersao, secao 3.2.2, o que se constatou estar sempre acompanhado de um gap no espectro
de energia. O numero de onda do modo critico é sintonizado pelos parametros do Hamiltoniano. As
expressoes analiticas apresentadas nesta se¢ao foram retiradas ou adaptadas da dissertagao de Tygel [4].

O Hamiltoniano tratado é expresso por,

Hxy = J hZSerZ ((L+7)87SE + (1—7)S8YSE )|, (3.13)

onde se impos condigoes de contorno periédicas Si* = Sy, ;. A integral de troca J tem dimensao de
energia. Ela serd tomada como sendo J =1 no desenvolvimento subsequente. h é o campo reduzido,
h = ghupH/J, onde g é o fator giromagnético, i é a constante de Planck sobre 2w e H é o campo
magnético aplicado. Os operadores de spin foram tomados sem dimensao, S = ¢/2. O limite XY
isotrépico ou XX é atingido quando v = 0, e o limite Ising quando v =1. Quando h =0 e v # 0, ha
um gap de energia entre o estado fundamental e o primeiro estado excitado. Os acoplamentos entre os
spins primeiros vizinhos sao antiferromagnéticos e homogéneos ao longo da cadeia. O acoplamento ferro
ou antiferromagnético nao é relevante para a diagonalizagao e para a evolucao temporal dos modos da
magnetizagao (3.8) quando o estado inicial é da forma (3.12).

O Hamiltoniano de spin XY pode ser levado a uma forma quadratica de férmions sem spin pela

transformada de Jordan-Wigner [15].

Hxy = ( Nf) + % i [(cTcHl + 701014.1) + hc} (3.14)
1
2

Sl

(c}r\,cl + ’}/C}LVCJ{ + hc] (exp (i7N¥) + 1),
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Tabela 3.1: Hxy com CCP nas variaveis de spin.

Condicoes de Contorno do Hxy nas varidveis fermionicas (3.14): C'C, c-ciclica e NCC, nao c-ciclica. m

é inteiro.
N\SZ par  fmpar cCc NCC
dm + 2 NCC ou Ny (3.15) {mpar  par
4m NCC £(2100 -1 +1
onde,
c;[ =L;S, e¢=L;S;, Li=exp [imrzg;% c}cH_l ,

St =87+iSY, 57 =8 —iSY, (3.15)
Ny =33l ey = Y001 (87 +1/2) = 8% + N/2.

J

O Hamiltoniano com condigoes de contorno periddicas para as interacoes descritas pelos operadores
de spin corresponde a dois Hamiltonianos descritos pelos operadores fermionicos, um com condigoes de
contorno ciclicas, peridédicas, e outro com condigoes de contorno nao ciclicas. Cada caso é discriminado
pelo estado sobre o qual o Hamiltoniano (3.14) atua. Os casos ciclico e nao ciclico correspondem res-
pectivamente aos estados definidos por nimero impar ou par de particulas fermioénicas Ny, os quais, na
representacgao de spin, estdo associados aos autovalores —1 ou +1 do operador £ (2.10). Um estado na
representacao de spin estd associado a um dos autovalores +1 do operador £ dependendo de o autovalor
de S# ser par ou impar e do nimero de sitios da cadeia ser par miltiplo de quatro ou nao. Os casos
ciclico e nao ciclico apresentam-se como indicado na Tabela 3.1.

A diagonalizagao e todo o restante do tratamento analitico para o calculo da magnetizacao foram
feitos para o caso ciclico. A diagonalizacao completou-se com transformadas de Fourier e de Bogoliubov,
deixando o Hamiltoniano escrito em termos de férmions independentes sem spin, com momento definido

k,

Hxy = Z W 771177k + cte, (3.16)
k

onde os autovalores sao

wi = /(h + cosk)? +y2sen? k,

o (3.17)
k= Sm m=0,+1,+2,...,£(N/2 —1),+N/2.

diagonalizacao XY: analitica vs numérica

Em cada um dos dois subespagos de S?# associados ao casos ciclico e nao ciclico, o Hamiltoniano

tem N estados na versdo fermionica (3.14) ao invés de 2V ~! na versdo de spin (3.13). Os autovalores e



32 CAPITULO 3. MAGNETIZACAO E TROCA XY

auto-estados do Hamiltoniano na versao fermionica estao contidos no espectro do Hamiltoniano na versao
de spin. O restante do espectro da versao de spin é obtido combinando-se os autovalores e auto-estados

da versao fermionica.

27
~

Os pontos da curva de dispersao (3.17) calculados para os valores inteiros de x, onde k =
coincidem com os autovalores obtidos através do cdlculo numérico contidos no subespago de S* onde o
Hamiltoniano é c-ciclico. Os pontos da curva de dispersao (3.17) calculados para os valores semi-inteiros
de k [12], coincidem com os autovalores obtidos através do célculo numérico contidos no subespaco de

S# onde o Hamiltoniano é nao c-ciclico, Tabela 3.2.

Evolucao de <S§>t

O valor médio de cada modo longitudinal <Sé >t envolve médias de produtos dos operadores fermionicos,
que diagonalizam o Hamiltoniano, calculadas no estado inicial po(S®). O célculo do valor médio foi feito
através de (3.8) ao invés de (3.7). Os produtos dos operadores fermidnicos estao associados a processos

de transferéncia de momento @), o mesmo numero de onda ) do modo <S§>t:

(ning), » <n—pniq>07 <77£77T_q>0, (N-pN) » (3.18)
Q
27

k —

m'|©

P qg=k+ (3.19)

Partindo do estado inicial po(S ?), obtém-se para a cadeia finita,

1 g
(88), = 5 (58)y D {CracosQt+ (2 - Cro)cosQ¥t}, (3.20)
k=0
onde,
Cro = h? —|—2hcoskcosg + cos?k [ cos29 + 7?2 senQQ]
’ WpWyq 2 2 2 (3.21)
—sen?k [2 cos29 + Senzg]) ,
2 2
e’
QF(k,Q, h,y) = wp + wy. (3.22)

As parcelas da expressdo (3.20) que envolvem Q~ provém dos valores médios <n},nq>0 e <n_pniq> )
0

enquanto que as parcelas que envolvem Q1 provém de <n;nT_q> e (N-p7g)g-
0
Um aspecto a ser notado na equagao (3.20) é que a dindmica depende do estado inicial apenas através

de um fator de escala complexo <S§> o

(86), = (58), f(@Q,7,1). (3.23)
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Tabela 3.2: Espectros nas versoes fermidnica e de spin N =8, XY(y), v = 0.5.

Nesta Tabela se mostra que as energias dos estados na versao de spin podem ser obtidas a partir da

energia do estado fundamental e de somas das energias dos estados na versao fermionica.

Condicoes de contorno de (3.14): CC
versao de spin versao fermionica
deg E
—3.0811388
—2.0811388 2a
—1.7905694 1la+1b
—1.5811388 3a
—1.5000000 2b

) deg E
1
8
4
6
8  —1.2905694 2a+1b
1
6
8
8
1

0.0811388 4b
0.2094306 5a+1b
0.2905694 2a+3b
0.5000000 4a+2b
1.0811388 2a+4b
1.2905694 4a+2b
1.5000000 6a+2b
1.5811388  3a+4b
1.7905694  5a+3b
2.0811388 4a+4b
3.0811388 6a+4b

_ 27
Ko oWk, k=3 K

-3 0.7905694 b

-2 0.5000000 a

-1 0.7905694
1.0000000  2a
0.7905694 b

0
—1.0811388 4a 1
2 0.5000000 a
3
4

—0.5000000 2a+2b
—0.2905694 4a+1b
—0.2094306 la+3b
—0.0811388 6a

24 0.0000000  3a+2b

0.7905694
1.0000000  2a

= = 00 kA O o = O o oo =

Condicoes de contorno de (3.14): NCC
versao de spin versao fermidnica
deg E
1 —3.0866961
6 —1.8869712 2c
16 —1.5433480 1lc+1d
6  —1.1997249 2d
1 —0.6872463 4c
16 —0.3436231 3c+1d
36 0.0000000  2c+2d
16 0.3436231 1c+3d
1 0.6872463 4d
6 1.1997249  4c+2d
16 1.5433480 3c+3d
6 1.8869712  2c+4d
1 3.0866961  4c+4d

_ 27
Ko owg k=FkK

—2.5 0.5998624
-1.5 0.5998624
-0.5 0.9434855
0.5 0.9434855
1.5 0.5998624
2.5 0.5998624
3.5 0.9434856  d
4.5 0.9434855 d

Qe & o o

o
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onde T indica os pardmetros do Hamiltoniano, neste caso, h e v. A fungdo f(Q,Y,t) é real e ndo depende
de po, de maneira que as partes real e imaginaria de (S5), sdo sempre proporcionais. A expressao (3.23)
permanece valida quando o estado inicial é da forma po(S?) ou po(SY), e para outros Hamiltonianos da
familia XY [3], apesar de as correspondentes expressoes de <SQz> , serem diferentes da expressao (3.20).

As propriedades marcantes no processo de relaxagao serao apresentadas logo a seguir, secao 3.2.1.

3.2.1 Limite Assintético sem Campo Transverso

No trabalho [4], a relaxagdo da magnetizacao na cadeia de spins no limite assintético de infinitos sitios
em tempo infinito foi tratada para dois casos particulares do Hamiltoniano XY (h, ), aquele sem campo
transverso, h = 0, XY(v), e o de Ising, v = 1, com campo transverso. Em ambos os casos a relaxagao a
partir de um estado descrito pelo operador densidade dependente de apenas uma componente do operador
de spin é oscilatoria e amortecida por uma lei de poténcia. Nesta secao serd apresentada a dinamica
desenvolvida pelo Hamiltoniano XY (), para o referido limite assint6tico, onde emerge uma criticalidade,
a qual especifica componentes de Fourier da magnetizacao que se extinguem mais lentamente que as
demais componentes, o que se reflete nos valores dos parametros da lei de poténcia. Na se¢ao 3.3 serd
mostrado como a criticalidade deixa sinais no sistema finito e como se comparam os comportamentos
dos sistemas finito e infinito, enquanto que na secao 3.4 sera apresentado o comportamento referente ao
Hamiltoniano XY (h, ) em sistemas finitos.

Ao se tomar o limite correspondente & cadeia infinita, a somatéria em (3.20) é substituida por uma

integral no momento k:
N — oo, (3.24)
1 T _
<5’5>t = <55>O/0 dk {Cr,qeosQ t+ (2— Cpq)cosQTt}. (3.25)
Toma-se em seguida o limite de tempo infinito,
t — oo. (3.26)

O parametro t aparece nos argumentos das fungoes oscilatorias, de maneira que no limite de ¢ grande
o integrando oscila muito rapidamente para pequenos incrementos da variavel de integracao. Em quase
todo intervalo de integracao a integral anula-se. A contribuicao nao nula vem de parcelas ao redor dos
pontos estaciondrios, PE, da varidvel de integracio das funcdes QF(k, @, Y). Por exemplo, as répidas
oscilagoes e as marcas dos PE podem ser observados em um sistema finito com 1200 sitios. A Figura 3.1
mostra a dependéncia de cada termo que envolve QT na somatéria (3.20) com k. Essa Figura seria o
analogo do correspondente integrando do sistema infinito.
Os PE k. sao definidos por,
0% (k,Q,T)

= U. .2
e R (3.27)
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Figura 3.1: (2—C)cosQtt vs k, (3.20). N =1200,v=0.5. (a) Q = 27, ¢ =4716.7, (b) Q = 233,

t=2747.8. Q = gggﬂ' corresponde a <SQ>( ) com amplitudes maiores que Q = mﬂ', o qual correponde
ao Q. do sistema infinito (3.30). Os dois instantes de tempo foram escolhidos antes das correspondentes

primeiras reconstrugoes parciais, as quais serao definidas na segao 3.3.1.

O calculo da integral através do método da Fase Estaciondria leva a um comportamento assintético da

magnetizacao, oscilatério e amortecido por leis de poténcia,

—vF —v
) ZK+ ioft <%> +ZK‘ o1 (m) o, (3.28)
onde o indice n especifica os pontos estaciondrios. A expressao (3.28) constitui a primeira propriedade
importante sobre a relaxacao no modelo XY.

A inversao da ordem dos limites, do nimero de sitios da cadeia e do tempo (3.24) e (3.26), nao leva
ao mesmo resultado. Em geral, para N finito, o limite ¢ — oo nao estd definido, excetuando escolhas
particulares do estado inicial e do niimero de onda @), para as quais o valor médio <Sé>t é constante no
tempo.

A funcdo 0~ apresenta dois pontos estaciondrios e a funcao T apresenta trés ou cinco pontos esta-

cionarios conforme os valores de @ e 7.

of =0, 03':#, ;:g,
1 1

of = Zarceos (— 3, €0 Q)
1 1 SGQG[QCaﬂ-—Qc]

+ ;

o5 = W—Earccos(—x cos Q) (3.29)
1

0] =  —arccos(—A\ cosQ)
2 v Q

1
05 = W—Earccos(—/\ cos Q)
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onde,

1_7 1_7c
A= ——, ¢ = arccos . 3.30
1+~ (e = avceos 77— (8:30)

H4 pontos estacionéarios de degenerescéncia tripla ke(B), em 7T, definidos pelos pares,

Ye, Qca ou Ye, ™ — Qc~ (331)

No ponto estacionario k;e(3) triplamente degenerado as derivadas segunda e terceira de Q% também
sao nulas e a quarta derivada é nao nula.

o0t 0*Q+ o0+

Ok |,y 0K | o Ok

otQT
=0, = 0. 3.32
k=kY L ) ’ (352)

Uma indicagao do efeito das degenerescéncias dos PE pode ser vista na Figura 3.1 (b), a qual corres-
pondente a uma degenerescéncia tripla, enquanto a Figura 3.1 (a) corresponde a trés PE nao degenerados.
Uma consequéncia é que na Figura 3.1 (b) hd maior niimero de parcelas associadas a diferentes valores
de k somando-se construtivamente do que na Figura 3.1 (a).

O ponto estacionario triplamente degenerado origina parametros v, e 7,7 (3.28) diferentes dos parametros
originados pelos PE nao degenerados. O expoente v sofre um salto descontinuo quando a condigao de
degenerescéncia é atingida. No caso de o estado inicial ser da forma po(S?#), e para o PED definido

por (v, Qc), tal salto é de % para +, Figura 3.2, e para o PED definido por (v.,7 — Q.), o salto é de

4

% para %. Entre todas as parcelas de (3.28) aquelas que dominam a dindmica de <S§>t_>oo sao as de
menor expoente v;". No caso de (7., Q.) o expoente i é dominante sobre os expoentes % dos PE nao
degenerados, e o salto descontinuo de v se faz notar nitidamente na dinamica de <S§> , 1o sistema finito,
Figuras 3.12 e 3.17. Nessa ultima Figura o modo @ = %77 é aquele que mais se assemelha ao modo
critico Q. do sistema infinito. Por outro lado, no caso de (y., ™ — Q.) 0 expoente % nao é dominante
sobre os expoentes % dos PE nao degenerados, e hd apenas uma ténue indicacao do salto descontinuo de
v na dinamica de <S§>t no sistema finito, Figuras 3.12 (b) e 3.18. Nessa tltima Figura hé indicacao de
um batimento ténue. H& batimentos bastante pronunciados nas proximidades da criticalidade ao redor
do ponto critico (7., Q.), como pode ser visto na Figura 3.17.

A taxa de relaxacao é dada pelo médulo,

1 020+
— = |5 3.33
T+ k2 |, _y. (3.33)
71 diverge na vizinhanca do PED,
1
— —0, se [Q — Qc, ouse y — e, (3.34)
-
No ponto estacionério degenerado a taxa de relaxagao 7. € finita, e é dada pelo médulo,
1 orat
— =|—==F 3.35
T(;‘r ak4 k::kg(:;) ( )
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Figura 3.2: Criticalidade de v. Estado inicial, po(S#).

A relaxacgao critica, ainda mais lenta, caracterizada por (3.34) e pela Figura 3.2 constitui a segunda
propriedade notavel referente a relaxacao desenvolvida pelo Hamiltoniano XY (). Essa propriedade estd
associada a presenca de nesting na curva de dispersao, o qual estd acompanhado de um gap no espectro
de energia. A condigao para haver nesting e gap no espectro de energia do Hamiltoniano XY (y) é v # 0.
O Hamiltoniano XX, v = 0, que nao tem nesting nem gap, apresenta relaxacao amortecida por uma lei

de poténcia (3.28), mas nao desenvolve a relaxacao critica.

Limite isotrépico

O valor de <55> . obtido pela solu¢ao do Hamiltoniano XY anisotropico, v # 0, no limite isotrépico
~v = 0, coincide com o valor obtido pela solugao do Hamiltoniano XX. O célculo de <S§> . feito através
da diagonalizacao do Hamiltoniano XX e desenvolvido a partir do estado inicial pg(S#) fornece para a
cadeia finita,

<S§(’y = 0)>t =2 <55>0 > or_2x cosQt

bl
wy, = cosk (3.36)

I— Q
Q_wp wq—Qsenk‘seHQ.

3.2.2 Nesting

O nesting pode surgir em curvas de dispersao se houver dois trechos da curva que sejam ‘paralelos’
entre si. Isso permite que haja alta densidade de processos como <77;[;77qu>0 e (nN_pnq), que envolvam
a mesma transferéncia de momento. O que interessa no cdlculo dos modos <SQz>t da magnetizacao ¢é a
existéncia de nesting com transferéncia de momento Q). A curva de dispersao do Hamiltoniano XY (),
h =0, (3.17) apresenta nesting se v # 0. Nesse caso o nesting é caracterizado por pontos de inflexao
da curva de dispersao, onde a derivada segunda anula-se, e cujas derivadas primeiras tenham o mesmo
valor. A Figura 3.3 mostra por exemplo a situacao para v = 0.5. Os pontos de inflexao indicados nessa
Figura devem ser associados aos momentos p e ¢ (3.19). Se p = 418% e —q = —182% entao

Q=-23632ek=72 Sep=18273 e —qg = —418 3 entdo Q = 236 25 e k = Z. O valor obtido



38 CAPITULO 3. MAGNETIZACAO E TROCA XY

0.003

0.002

0.001

-2e-05

0 05 1
kit
Figura 3.3: Nesting. v = 0.5. wy vs k, (3.17). 66% vs k. % vs k. A derivada segunda anula-se

27

aproximadamente nos pontos k = +418 2%~ e k = +182 2%, H4 nesting associado aos pontos 418 1500

1200 1200°
2T 4 27 2T :
e —182 1555 como também aos pontos —418 1575 € 182 1575 Em cada um desses dois pares de pontos a

derivada primeira tem o mesmo valor.

para k corresponde ao ponto estacionario 03' (3.29). O valor obtido para @ coincide com o valor critico

Q.(y=0.5)~235.1 éﬁ (3.30), de maneira que o PE k é de fato triplamente degenerado k3. 03,05 e
+
o .

Interferéncia Construtiva

Os modos de relaxacao critica resultam de processos de interferéncia quantica construtiva que se
manifestam mais intensamente do que nos modos de relaxacao nao critica. KEsses processos criticos
sao provenientes da degenerescéncia de pontos estaciondrios e do nesting. Os argumentos das fungoes
oscilatérias da integral (3.25) variam lentamente em uma vizinhanga bastante larga do PE degenerado,
Figura 3.1 (b), de maneira que uma alta densidade de processos de transferéncia de momento ) interferem
coerentemente. Estados preparados de maneira que sua magnetizacao espacial seja caracterizada somente
por modos criticos, em um certo sentido tém relaxacao proibida. Essa é a caracteristica fisica que atrai

interesse.
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3.2.3 Objetivo inicial

As duas caracteristicas mais importantes da relaxagdo da magnetizacao na cadeia XY () constituida

1
2

de spins 5 — o amortecimento caracterizado por uma de lei de poténcia e a conexao entre a existéncia
do nesting e do gap e o surgimento dos modos criticos, quando o estado inicial é descrito pelo operador
densidade dependente de apenas uma componente do operador de spin (3.12) — estao presentes quando
a dindmica é gerada por outros Hamiltonianos da familia XY [2, 3]. Tais caracteristicas do processo de
relaxagao da magnetizacao sao uma particularidade associada aos Hamiltonianos da familia XY, ou sao
universais para Hamiltonianos de sistemas de spin % unidimensionais?

A suposicao de ser universal para sistemas unidimensionais a ocorréncia de modos criticos apenas
quando ha nesting e gap no espectro do Hamiltoniano constitui a conjectura que motivou inicialmente
este trabalho. E evidente que essa conjectura pressupoe que a relaxacao seja amortecida por uma lei de
poténcia. Nao se espera que deva valer para qualquer estado inicial, porém para estados arbitrarios como
aqueles analisados, descritos pelo operador densidade dependente de apenas uma componente do spin
(3.12).

Todavia, no Capitulo 4, secao 4.3.4, serao apresentados fortes indicios de que o Hamiltoniano de
Heisenberg XXZ nao se enquadra nessa hipétese de universalidade, quando a dinamica esta contida no
subespaco do autovalor nulo do operador S*. Apesar dessa diferenca de comportamento, no subespago
de uma onda de spin do Hamiltoniano XXZ verifica-se relaxacao amortecida por uma lei de poténcia, a

partir de estados do tipo produto direto. De qualquer maneira buscar-se-a estabelecer uma associacao

entre a relaxacao e a estrutura do espectro de energia.

3.3 XY(v) Sistema Finito comparado com o Infinito

Antes de se considerar o modelo de Heisenberg, onde o estudo foi feito em sistemas finitos, sera
analisado como se manifesta a criticalidade da relaxacdo do Hamiltoniano XY (v) em uma cadeia finita.

Os modos criticos podem surgir somente em sistemas infinitos, onde tomam-se os limites de cadeia
e tempo infinitos, e entao tratam-se os pontos estacionérios (3.27) e suas degenerescéncias. A rigor o
sistema finito no desenvolve criticalidade. A criticalidade do sistema infinito corresponde uma ‘marca’ no
sistema finito. Através de um critério numérico, indicado na Figura 3.11, foi possivel associar parametros
v e 7 a evolugdo da magnetizacao em um sistema finito. Foram feitos ajustes numéricos a partir da
expressao analitica de <Sé>t (3.20), e também separadamente em suas parcelas que envolvem apenas 27

ou 97, (3.22),

(2 - Chrg)cosQTt, (3.37)
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_2m

o1
(85), ) =% D CraeosQt, (3.38)
k=0

as quais relacionam-se através da expressao (3.20),
(56),
(sa),

A marca da criticalidade no sistema finito manifesta-se nos parametros v e 7. A compatibilidade

= (85)7 + (s5), (3.39)

dos valores de tais parametros ajustados com os resultados dos correspondentes valores no limite de
tempo infinito da cadeia infinita foi significativa. Essa compatibilidade respalda a abordagem analitica
para o limite assintdtico de cadeias e tempos infinitos através do método da Fase Estacionaria, além de

exibir o comportamento do sistema finito.

3.3.1 Reconstrucgoes e Coincidéncias

Antes de serem feitos os ajustes referentes aos parametros v e 7 em sistemas finitos, compararam-se

as evolucoes de sistemas finitos com ntmeros de sitios diferentes. Hé certos comportamentos de <Sé>t,
+ - - L C

<SC§>E ) e <SC§>§ ) a serem destacados, entre eles as reconstrugoes da magnetizacao e as coincidéncias

entre as evolugoes de modos <S<5> , em sistemas finitos com numeros de sitios diferentes.

Reconstrugoes parciais

A evolucio da magnetizacio® em um sistema finito com ntimero de sitios suficientemente grande exibe
comportamento oscilatério e amortecido caracteristico do sistema infinito, como indicado em (3.28), até
a manifestacdo de uma peculiaridade do sistema finito ausente no sistema infinito; isto é, a presenca
de reconstrugoes parciais da magnetizagao inicial, <Sc§> o As reconstrugoes da magnetizagao inicial sao
menos pronunciadas quanto maior for o nimero de sitios. A quantificagao de qual seja o nimero de sitios
suficientemente grande, para que haja comportamento oscilatério e amortecido, depende do Hamiltoniano,
do ntimero de onda @ e dos parametros do Hamiltoniano. No exemplo mostrado na Figura 3.4 infere-se
que o numero 36 é suficientemente grande para <S§>E+), mas nao o é para <S(§>if). Para <Sé>§7),
60 é suficiente. O numero de sitios igual a 12 nao é suficientemente grande para se perceber relaxagao
de <SQZ>7E+) nem de <S(§>i_). Deve-se lembrar que essa dinamica decorre do estado inicial descrito pelo
operador densidade dependente de apenas uma componente do operador de spin, po(S#), e também
decorre do Hamiltoniano XY (7).

As reconstrugoes traduzem o fato de que um sistema finito nao relaxa verdadeiramente. Uma condicao

necessaria para haver relaxagao é a existéncia de infinitos graus de liberdade no sistema fisico. Outra

3Ao longo de todo o texto desta tese serd feito um abuso de linguagem. O termo magnetizacdo muitas vezes tera o

significado de uma das componentes de Fourier da magnetizacao, <S é>t
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Figura 3.4: (S5)\" vs ¢ (3.37) ¢ (55)'7 vs t (3.38). N =60, 36, 12, 6, v = 0.6, Q = . Estado inicial,

po(S#). O tempo t estd em unidades arbitrarias. Para N = 60 h4 dois tipos de reconstrucao parcial da
2\ ()
2

. . . (=) . .
oscila com amplitudes maiores, e <Sé>t eleva-se acima de zero e em seguida

magnetizagao: <SQ
volta a oscilar em torno de zero. Os tempos transcorridos até a primeira reconstrucao seguem (3.42). O
sistema pequeno com seis sitios desenvolve evolucao periddica, reversivel, com freqiiéncias de Rabi, e nao

relaxa.
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Figura 3.5: Freqiiéncias de Rabi, <S§>t vs t, v = 0.6. Estado inicial, po(S*). O tempo t estd em
unidades arbitrdrias. (a) N =4, Q = 5. (b) N =6, Q = %: esta fungao ¢ a soma de <S§>i+) e <SC§>£_)

apresentadas na Figura 3.4.

condigao necessdaria para haver relaxagao é que a evolucao do estado inicial percorra todo o espaco de
Hilbert do sistema, ou ainda que percorra apenas uma fracao, que essa fracao tenha dimensao infinita. O
estado inicial precisa ser ‘arbitrario o suficiente’, deve corresponder a uma combinacao linear ou a uma
mistura estatistica de infinitos auto-estados. Em um sistema infinito uma perturbacao descrita por um
estado arbitrario tende a distribuir-se pelos infinitos graus de liberdade do sistema e nao retornar a con-
figuracao inicial. Em um sistema finito, mesmo com grande nimero de sitios, uma parte da configuragao
inicial é recriada em algum tempo posterior devido ao efeito de tamanho finito. O estado inicial ndo pode
ser por exemplo uma superposi¢ao de dois auto-estados.

O resultado (3.28), se¢ao 3.2.1, referente ao limite assintdtico de sistema e tempo infinitos, mostrou que
a condicgao de arbitrariedade do estado inicial é satisfeita pelos estados descritos pelo operador densidade
dependente de apenas uma componente do operador de spin (3.12). Esse tipo de estado inicial também
exibe tendéncia a relaxagao no sistema finito até a primeira reconstrugao parcial da magnetizacao. Um
exemplo de processo de relaxacao onde apenas uma fragao dos estados do Hamiltoniano estao envolvidos
é justamente a evolucao dos modos longitudinais <SQZ>t para o Hamiltoniano XY (), pois nesse caso os

subespacos de S* par e impar ficam desacoplados.

Reconstrugoes totais e Freqiiéncias de Rabi

Reconstrugoes totais da magnetizagao inicial ocorrem em sistemas pequenos. As reconstrucoes to-
tais da magnetizacao estao associadas a freqiiéncias de Rabi, Figura 3.4 para N = 6 e Figura 3.5 para
N = 4. Através da abordagem com calculo numérico encontraram-se reconstrugdes totais para outros

Hamiltonianos e outros estados iniciais, por exemplo, Figura 4.2.
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De acordo com a Equacao de Schrodinger, as superposicoes de dois auto-estados nao relaxam. Nao
importa se o nimero de sitios do sistema é grande ou pequeno, ou se a dimensao de espago total de
estados é grande ou pequena. Um exemplo serd mostrado através de calculo numérico, na Figura 4.5,
onde trataram-se cadeias com até 14 sitios com dinamica dada pelo Hamiltoniano de Heisenberg no
subespaco definido pelo autovalor nulo do operador S#. Apesar de o sistema ndo ter muitos sitios, a
dimensao do subespago mencionado é grande, 3432.

Superposicoes de dois auto-estados poderiam relaxar se o sistema interagisse com um banho, e pro-

vavelmente seria um processo rapido.

Irreversibilidade vs Reversibilidade

H4 dois conceitos distintos de reversibilidade. Um refere-se a possibilidade de o operador de evolugao

temporal do sistema, para um Hamiltoniano independente do tempo,

U(t) = exp <—2%) , (3.40)
obedecer a,
(U(t) ™" = U(-1), (3.41)

o que decorre da unitariedade do operador Ut = U~!. O outro conceito de reversibilidade diz respeito
ao fato de a evolugao temporal da grandeza de interesse, por exemplo a magnetizacao, retornar ao valor
inicial indefinidamente a medida que o tempo transcorre. Trata-se de uma periodicidade. Esse segundo
conceito sera utilizado neste trabalho.

A relaxacdo é um processo irreversivel. Em oposicao a ela, as reconstrugbes totais associadas as
freqiiéncias de Rabi caracterizam evolugao reversivel. Sao dois processos distintos que ocorrem em limites
diferentes. Entre os dois casos extremos ocorrem os processos onde ha tendéncia de relaxacao até as
reconstrugoes parciais. Sao processos irreversiveis, pois a magnetizagdo inicial ndo é reestabelecida,
porém, apresentam uma marca de reversibilidade que é a reconstrugao parcial.

Em um sistema fechado, o processo de relaxacao requer que a dimensao do espaco de estados acessiveis
a dinamica seja infinito, o que depende de duas condigoes: nimero infinito de sitios e estado inicial sufi-
cientemente arbitrario. As freqiiéncias de Rabi desenvolvem-se quando ha poucos auto-estados acessiveis
a dinamica, o que é satisfeito ou em sistemas muito pequenos por diversos estados iniciais para certos
valores dos parametros do Hamiltoniano, ou em sistemas grandes se o estado inicial for escolhido entre

superposi¢oes muito particulares.

Coincidéncias até as primeiras reconstrugoes

H4 uma caracteristica notével das evolucdes temporais de modos <S§>t, <S§>i+) e <Sé>i_) definidos

por certo niumero de onda ) que esteja contido em sistemas finitos com diferentes nimeros de sitios
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Figura 3.6: Coincidéncias para cadeias com nimeros de sitios diferentes. Superposicoes de algumas
fungées mostradas na Figura 3.4. N = 60, 36, 12, v = 0.6, Q = %. Estado inicial, po(5*). O tempo ¢
estd em unidades arbitrérias. (a) <S§>i+) vste (b) <5’5>£_) vs t.

N, para o mesmo tipo de estado inicial po(S®) (3.12) e para os mesmos valores dos parametros do
Hamiltoniano. Tais evolucoes coincidem entre si desde o instante inicial até a ocorréncia da primeira
reconstrugao parcial do modo <S(§>t no sistema com menor ntimero de sitios. Essas coincidéncias cons-
tituem uma garantia de que cada modo <Sé>t em um sistema finito comporta-se, até a ocorréncia da
primeira reconstrugao parcial da magnetizagao, da mesma maneira que no sistema infinito, Figura 3.6.

Coincidéncias semelhantes entre as evolugoes em sistemas com numero de sitios diferentes verificam-
se para algumas grandezas que quantificam emaranhamento, Figuras 5.4 e 5.5, e para outras grandezas
que quantificam a distancia entre o estado evoluido no tempo e o estado inicial, Figura 4.25, quando a
dindmica é gerada pelo Hamiltoniano XXZ a partir de um estado inicial do tipo produto direto contido
no subespaco de uma onda de spin.

Se por um lado as consideragoes sobre as coincidéncias entre as evolugoes temporais geradas pelos
Hamiltonianos XY (h,7) e XY () sdo vélidas quando o estado inicial ¢ da forma po(S“), por outro lado,
o tempo transcorrido até a primeira reconstrugao pode depender do estado inicial ou mesmo nao estar
definido. Essas diferengas serao notadas no préximo Capitulo. Por exemplo, para o Hamiltoniano XXZ,
estados do tipo produto direto em cada um dos subespagos de uma e de duas ondas de spin desenvol-
vem evolugoes distintas e apresentam tempos de reconstrucao distintos, para A # 0, e no subespaco de
uma onda, nao se define uma reconstrugao para os estados do tipo ‘WA’;‘I>, pois para eles <SCZ?>0 =0,

Figura 4.11.

Tempos transcorridos até as primeiras reconstrugoes

Quanto maior o nimero de sitios da cadeia, maiores serao os tempos 1 e ¢, transcorridos até as

) o <Sé>i_). Ambos tempos de

primeiras reconstrugoes parciais associadas respectivamente a <Sé>t
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Figura 3.7: Tempos transcorridos até a primeira reconstrucao parcial de <Sé>i+) (3.37) e <S§>i_) (3.38).
N =1200. Estado inicial, po(S*). Os tempos t, estao em unidades arbitrarias. (a) t= vs v para Q = ¢,
(b) tF vs Q para v = 0.5. O tempo de reconstrucio t;” nio apresenta uma valor especial, maximo ou
minimo, para os valores criticos 7. e ., os quais foram calculados a partir da expressao valida para o

sistema infinito (3.30). As Figuras (a) e (b) apresentam analogias com as Figuras 3.25 (a) e (b).

reconstrugao ¢} aumentam linearmente com o niimero de sitios N da cadeia,

tr(N,Q, 1) = ¢ (Q,T) N, (3.42)

onde Y indica os parametros do Hamiltoniano.

As funcoes <SQZ>E+) e <Sé>£7) em geral apresentam tempos de reconstrucao diferentes, Figura 3.7.
Além disso, as formas das reconstrugoes de <Sé>£+) e <Sé>£7) sao diferentes, Figura 3.4. Essa Figura
mostra que na reconstrugao parcial <S§>i+) continua oscilando em torno de zero porém com amplitude

. (=) . . . .
maior, enquanto <SQZ>t oscila acima de zero e em seguida volta a oscilar em torno de zero.

A Figura 3.7 mostra que o aumento da anisotropia v corresponde ao aumento dos tempos de recons-
trugao parcial tF. O Hamiltoniano apresenta ‘menos’ dindmica quando se aproxima do limite Ising, v = 1.
A evolugao temporal de um estado quantico em um sistema fechado decorre da nao comutatividade das
componentes do spin envolvidas no Hamiltoniano. No limite Ising h& apenas uma componente. Por ourto
lado, o fato de haver ‘menos’ dinamica nas proximidades do limite Ising nao esta associado aos processos
de relaxagao critica mais lenta. A Figura 3.7 mostra que nao ha uma relacao especial entre os valores Q.

ou 7. associados & criticalidade do sistema infinito, e o tempo de reconstrugao ;.

E evidente que o tempo de reconstrucao t, de <S’5>f é igual ao menor tempo entre ¢ e ¢ .
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Figura 3.8: QT vs k. N = 1200, v = 0.5. Q = 0,0.37, Q., 0.5m, 7 — Q¢, 7. Q. = 0.3918...7 é o valor
critico correspondente a v = 0.5 para o sistema infinito (3.30). Para Q. os PE degenerados sao ogr, of e

07, (3.29), os quais coincidem em +7. Para ™ — Q. os PE degenerados sao of, of eof, (3.29), os quais

coincidem em 0, 7.

3.3.2 Criticalidade da Relaxacao da Magnetizagao

A procura pela marca da criticalidade do sistema infinito no sistema finito foi feita em dois objetos
diferentes, por um lado na fungiao Q (3.22), e por outro nas evolugoes dos modos <Sc§>t e <Sé>§+)
através de ajustes nas suas envolventes com a forma de lei de poténcia. Os resultados dos ajustes no

sistema finito com 1200 sitios estao em bom acordo com os resultados analiticos para o sistema infinito.

Ot e O~ em funcao de k

A criticalidade da relaxagdo da magnetizagao do Hamiltoniano XY () estéd ligada aos pontos esta-
ciondrios degenerados de Q* na varidvel k, (3.32). Quando hd degenerescéncia dos pontos estaciondrios,
Ot apresenta valores aproximadamente constantes em uma regiao do dominio de k mais ‘larga’ do que

quando nao ha tal degenerescéncia.

Para o sistema finito foram inspecionados os graficos de Q7 vs k correspondentes a diferentes @,
Figura 3.8, e determinou-se o nimero de onda ) mais proximo da condi¢ao de degenerescéncia. 2~
nao tem pontos estacionarios degenerados. De fato na Figura 3.9 as curvas nao apresentam valores
aproximadamente constantes em uma regiao larga do dominio de k. Em contraste com o Hamiltoniano

XY (7), para o Hamiltoniano XY (h,~v) Q~ tem PED, secao 3.4.2.

A degenerescéncia dos PE de Q% oF, of e of, (3.29), é caracterizada por derivadas superiores nulas

até terceira ordem em relacao a k calculadas nos pontos criticos (7., Q.), (3.32), Figura 3.10.
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Figura 3.9: Q= vs k. v =0.5. Q =0, 0.1,
n=1,2,3,4. Os circulos indicam os PE degenera-

0.5m, 0.97, . @)
dos ke, degenerescéncias de 0:‘,1', of e o;', (3.29),

Q 1 oA s ~oa
os quais sao sempre £3 para Q.. As expressoes
analiticas das derivadas de Q" nao estao em [4]. Co-

municagao pessoal.
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Figura 3.11: <Sc§>i+) vs k. N = 1200, v = 0.5, Q = %ﬂ'. A envolvente ‘superior’ é monotonica-

mente decrescente. O tempo t estd em unidades arbitrdrias. (a) Evolugao desde o inicio até a primeira

reconstrucao parcial. (b) Detalhe.

Ajustes com lei de Poténcia

O amortecimento de cada modo <Sé>t em um sistema finito foi analisado desde o inicio da evolugao
até a primeira reconstrucao parcial. As envolventes ‘superiores’ de <S§>t7 <SQZ>£+) e <Sé>i7) foram sele-
cionadas através do procedimento ilustrado na Figura 3.11. Cada funcao foi calculada em uma sequéncia

discreta de valores da variavel t = n dt, com 6t = 0.1 en =0, 1,2,.... Tomaram-se os maximos locais das
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fungbes e em seguida os méximos locais dos maximos locais. A envolvente exibida é monotonicamente
decrescente. Para a maioria dos niimeros de onda @ e valores dos pardmetros dos Hamiltonianos XY (h, )

e XY(v), as envolventes sao bem ajustadas por uma lei de poténcia com dois parametros livres, v e T,

y(t) = (¢/7)7". (3.43)

Essa forma de ajuste foi inspirada na expressao (3.28). Foram feitos ajustes em duas amostragens, para
cada uma das fungoes <S(5>t, <S§>E+) e <SC§>§7). Em uma amostragem geraram-se fungdes com mesmo
numero de onda @) = %” e com diferentes valores do parametro v do Hamiltoniano. Na outra amostragem
geraram-se fungoes com mesmo parametro v = 0.5 e com diferentes valores de ). Os ajustes para v e T
estao apresentados nas Figuras 3.12, 3.13, 3.14 3.15 e 3.16.

Em cada uma das amostragens mencionadas manifesta-se uma marca da criticalidade da relaxagao do
sistema infinito nos ajustes feitos para <S§>t e <S§>i+). Tal marca corresponde ao valor préximo de i
para o ajuste do expoente v e a tendéncia de divergéncia dos valores ajustados para o parametro 7, quando
v esta préximo de v, ou @) de Q.. Para os demais valores de v ou @ os valores ajustados do expoente
v aproximam-se de % A Figura 3.12 exibe ajustes de v e v para <SQZ>t e <SC§>E+), respectivamente,
compativeis com a Figura 3.2. A Figura 3.13 exibe ajustes de v~ para <SQZ>£_). Como esperado, as
fungoes <S§>i7) nao desenvolvem nenhuma criticalidade.

Foram comparados os inversos dos valores ajustados para 7, 77 e 7~ para cada uma das funcdes:
<Sé>t7 <S§>£+) e <S§>i_), referentes a cadeias finitas, com os moédulos das correspondentes derivadas
segundas de QF em relacgio a k, (3.33), calculadas nos pontos estaciondrios (3.29). Tais derivadas cor-
respondem a cadeias infinitas no limite de tempo infinito. Para o caso de <S§>t os inversos dos valores

ajustados para 7 em geral sdo menores que os valores de todas as derivadas segundas de QF, Figura 3.14.
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Figura 3.14: Ajustes de 7 em <SQZ> N = 1200. Estado inicial, po(S*). (a) @ = %’r, % vs ¥ e

¢
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Wkk vs . (b)'y—05,;v8QeW

=ke

—ot of of of oFf o— e o=
vs Q. ke = 0], 05, 05,0,, 05,07 €0y (3.29).

Observam-se discrepancias quando ~ aproxima-se de 7. pela direita ou @ de Q. pela esquerda. Nessas
vizinhangas 1/77 cresce ao invés de tender a zero, (3.34). Esse tipo de discrepancia também foi observado
na Figura 3.15 e na Figura 3.27 a qual corresponde ao Hamiltoniano XY (h, ), secao 3.4.2.

H4 boa compatibilidade entre os inversos dos ajustes de 7+ e o médulo da derivada segunda de QF
associada ao PE o = 3, para quase todos os valores de () ou de v, Figura 3.15. Como ja foi mencionado,
ha discrepancias quando v aproxima-se de 7. pela direita ou @ de Q. pela esquerda. A comparagao entre

os ajustes numéricos e as expressoes analiticas para 77, exibe boa compatibilidade quando se fixa @ e se
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varia v. H4 compatibilidade inclusive para o salto descontinuo em v = 0. Por outro lado, nao é grande
a compatibilidade quando se fixa 7 e se varia ), apenas as formas das curvas sao parecidas, Figura 3.16.

Uma possivel causa para as discrepancias nos ajustes de 7 e 77 quando 1/7 e 1/7F deveriam tender
a zero ao invés de crescer, Figuras 3.14 e 3.15, pode vir do fato de os ajustes de 7 e 71 dependerem
exponencialmente de % e # Tomando-se o logaritimo da expressao (3.43),

Iny(t) = —vint+vinT, e portanto, 7 =evinvd), (3.44)
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Os ajustes de v nao apresentaram resultados inesperados, o que é razoavel pois resultam simplesmente
da determinacao de coeficientes angulares. Os ajustes de 7 porém, estao mais sujeitos a erros. O valor
ajustado para v decresce de cerca de % para cerca de % na regiao onde 7 deveria apresentar tendéncia
de divergéncia, o que pode ser verificado comparando-se as Figuras 3.12 e 3.14 e as Figuras 3.12 e 3.15.
O efeito de diminuicao da tendéncia da relaxagao pode estar sendo descrito pelo ajuste numérico como
diminuigao de v ao invés de aumento de 7.

Na amostragem para v fixo os expoentes ajustados v e vT ficam em torno de % aoredor de m — Q.. Ha
apenas um ligeiro aumento de v, Figura 3.12 (b), possivelmente indicando a presenga do PE degenerado
associado ao expoente %. Nao se percebe o salto de % para % nesse PE degenerado, por causa da presenga

de outros PE associados ao expoente %, como discutido na pagina 36.

Batimentos

As fungoes <S§>t e <S§>i+) apresentam batimentos para ) fixo quando v estd a esquerda de 7. ou
para v fixo quando @ esta a direita Q).. Por exemplo para v fixo, a Figura 3.17 mostra batimentos de
<S§>E+) para Q = %ﬂ' e@ = %ﬂ', ambos maiores que — a direita de — Q = %ﬂ', Q.. Os batimentos
sao atribuidos a aproximacao dos PE 0§r7 oj{ e 05+ (3.29) nas proximidades do ponto critico (ve, Q.).
Os médulos das derivadas segundas de Q7 calculadas nesses PE também aproximam-se, Figura 3.15.
As freqiiéncias de oscilagao associadas a cada PE provavelmente também aproximam-se, o que origina
os batimentos. Quando v ou @ estao respectivamente em uma estreita vizinhanga a esquerda de 7. ou
a direita de Q., o periodo do batimento aumenta e torna-se comparavel ao tempo transcorrido até a
primeira reconstrucao parcial da magnetizagao, Figura 3.17, Q = %W. Isso impede que se defina uma
envolvente em tais estreitas vizinhangas, e entao nao se fazem ajustes para os parametros v e 7. A direita
de 7. ou & esquerda de Q. nio existem os PE o] e 0;', Figura 3.15, e nao ha batimentos, Figura 3.17,
Q= %71

H4 um batimento muito discreto nas proximidades de (y.,m™ — Q.), Figura 3.18. Pode ser uma ténue

indicagao do salto de % para %, descrito na pagina 36.

3.4 XY(h,v) Finito

Nesta se¢ao analisar-se-4 o comportamento da relaxacao da magnetizagao segundo a dinamica promo-
vida pelo Hamiltoniano XY (h,7), com 0 < h < 1 ey > 0 simultaneamente. Nao se conhece a relaxagao da
magnetizacao no limite assintético da cadeia infinita em tempo infinito, através do tratamento analitico
do método da Fase Estacionaria, para esse Hamiltoniano. Serdo analisadas as solugoes analiticas para
sistemas finitos correpondentes ao estado inicial po(S#), (3.20), e aos estados iniciais po(S*) e po(SY),

cujas expressoes estao na dissertacao [4]. Emergem criticalidades muito semelhantes a partir de qualquer
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Figura 3.17: <S(j>i+> vs t (3.37). N = 1200, v = 0.5. Estado inicial, po(S*). Q@ = 5. Q = %m

(+) . . . s
corresponde ao modo <S§>t que oscila com maior amplitude que os outros modos; sob esse critério é

o modo que mais se assemelha ao modo critico (). do sistema infinito, porém hd uma pequena diferenca

Qc(y = 0.5) =~ 25171 (3.30). Q = 22%7, batimentos, nio se define uma envolvente e nio se fazem ajustes

600 600
dever. Q= %W. O tempo ¢ estd em unidades arbitrarias. Essas funcoes sao andlogas aquelas da

Figura 3.20.

um desses trés estados. Serdo apresentados somente os resultados referentes a po(S#). A marca da criti-

calidade do sistema infinito presente no sistema finito foi detectada de duas maneiras. Inspecionando-se
- + - , . . . .

as formas das funcoes <SQZ>E ) e <SQZ>i >, e através de ajustes definidos por uma lei de poténcia nas

envolventes dessas funcoes. Essas duas maneiras serao tratadas nas préximas duas segoes.

3.4.1 Criticalidades: inspecao das formas das funcoes <S§>i+) e <S§>i7)

Foram identificados dois tipos de criticalidade da relaxacao da magnetizagao. Designar-se-4 por
criticalidade do tipo (A), aquela caracterizada pela oscilagao de um modo <S(j>t ao redor de um patamar
nao nulo, a partir do inicio da relaxagao, quando o nimero de onda @ estd proximo de um valor critico

Qa, Figura 3.19. Tal criticalidade nao emerge para quaisquer valores dos parametros h e y. E andloga
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W us t (3.37), detalhe. N = 1200, v=0.5, Q = ¥7r ~ 7 — Q..
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Figura 3.18: Batimento ténue. <Sc§
t=0 0.

548. O tempo t estd em unidades arbitrérias.

a criticalidade desenvolvida pela dinamica promovida pelo Hamiltoniano XX que inclui interacoes entre
segundos vizinhos, no subespago de uma onda de spin, a partir do estado inicial do tipo produto direto
(4.39), segao 4.4.2. Designar-se-a por criticalidade do tipo (B), aquela onde o modo <Sé>t, cujo numero
de onda esteja préximo de um valor critico (g, oscila ao redor de zero, porém com uma amplitude maior
que os modos cujos @ nao estejam préximos de Qp, Figura 3.20. E analoga a criticalidade do modelo
XY (7).

Os tipos de criticalidade (A) e (B) estao associados as parcelas <S§>i7> (3.38) e <S§>i+) (3.37) de
<S§>t (3.20), envolvendo as freqiiéncias Q= e Q1 (3.22), respectivamente. As evolugoes de <Sé>i7> e
<SQZ>E+) foram analisadas separadamente. Alguns modos estao exibidos nas Figuras 3.19 e 3.20, respec-
tivamente. Embora as criticalidades associadas a <Sé>£7) e <SQZ>E+> tenham sido analisadas separada-

mente, elas também estao associadas a <S§> .

.- A ocorréncia da criticalidade do tipo (A) ¢ entendida

como sendo a manifestacao de mesting. Nao se descobriu a qual processo esta associado a criticalidade

do tipo (B), no Hamiltoniano XY (h, 7).

Criticalidade do tipo (A) e o Patamar de Oscilagdo

A ocorréncia da criticalidade do tipo (A), Figura 3.19, emerge quando hd dois vales na curva de
dispersao, os quais surgem simetricamente em relagao ao ponto com k = 0. Nao emerge quando nao
surgem esses vales ou se seus minimos tomam a forma de um ‘bico’; isto é, quando nesses minimos a
derivada primeira é descontinua, o que ocorre se v =0 e h < 1. A Figura 3.21 e a Tabela 3.3 mostram
a correlagao entre os vales sem bicos e a criticalidade. O surgimento dos vales e a localizagao de seus
minimos dependem de ambos parametros h e -y, Figura 3.22. Os vales surgem somente na presenca de
gap. Porém, também ha presenca de gap em certas situacoes onde nao surgem os vales.

O patamar nao nulo que caracteriza a criticalidade do tipo (A) cai com o transcorrer do tempo,



54 CAPITULO 3. MAGNETIZACAO E TROCA XY

02 = =
e Q=4007/600 | Q=486T/600
0.1— — |
\‘//\O 0.05; M ; 1
2 L MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMAM 0
, WWWWWWWWWWWWW b M f\
- | I v y= u\
-0.05 W )
0.1+ — B
(‘) 2(‘)0 4(‘)0 6(‘)0 8(‘)0 l()‘()() 1 Z‘OO (‘) 2(‘)0 4(‘)0 6(‘)0 X(‘)O 1 0‘00 1 2‘00
02T T T T T T = 0.2 T T T t\ T T —
0,15; Q = 496 1/600 7 osl Q =505 m/600
3'\“ 01 - 3’: M |
<9 < o L 1
Cc [ | t\//) 0.05 -
0.05— L 4
F B [0 I “ ' ]‘l‘r“l XHII‘ i I”II’HHHVI A A ‘
oL I !
(‘) 2(‘)0 4(‘)0 (t>(‘)0 8(‘)0 1 0‘00 ‘ 1 2‘00 (‘) 2(‘)0 4(‘)0 Gt(‘)() 8(‘)0 1 0‘00 ‘ 1 2‘00

Figura 3.19: (S5)\” vs t (3.38), detalhes. N = 1200, h = 0.2, v = 0.5. Estado inicial, po(S*). Q = 2,

relaxacao usual com v ~ % Q= éggﬂ batimentos, nao se define uma envolvente e nao se fazem ajustes

dever. Q= 68871' corresponde ao modo <SQ>( ) que oscila ao redor de um patamar acima de zero

mais alto que qualquer outro modo; sob esse critério ¢ o modo que mais se assemelha ao modo critico
505

Qa do sistema infinito. @ = g, relaxagao rdpida, a envolvente niao define uma lei de poténcia nem

exponencial. O tempo t estd em unidades arbitrdrias. Esta figura apresenta analogias com a Figura 4.17.

Figura 3.19 para Q = 38877 Apesar da tendéncia de queda, para sistemas com até 1200 sitios, o patamar

de oscilagao permanece acima de zero até a primeira reconstrucao parcial. Esse patamar nao nulo nao
decorre de uma parcela constante da expressao de <Sé>£7) (3.38), decorre de algumas parcelas de <SQZ>E7)
cujos periodos de oscilacao sao, pelo menos para N = 1200, maiores que o tempo transcorrido até a
primeira reconstrugao parcial. Tais parcelas de baixas freqiiéncias sao diferencas entre energias préximas,
associadas a pares de auto-estados, onde um auto-estado estd situado em um dos vales da curva de
dispersao, e o outro auto-estado no outro vale. A diferenca de momento entre os minimos dos dois
vales, 2Qmy ou 27 — 2Qn,y, Figura 3.21, define o niimero de onda critico 2mr — Q4 ou Q. Ha uma alta
‘densidade’ de parcelas na expressao de <Sc3>§7) associadas as baixas freqiiéncias. Essa alta ‘densidade’

é uma marca no sistema finito da existéncia de nesting no sistema infinito. E notavel que os valores de

2@y inferidos a partir das curvas de dispersao, Figura 3.22, coincidam muito bem com os valores de
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corresponde ao modo (S 23 ) ue oscila com maior amplitude que os outros modos; sob esse critério é o
Q¢ p q 3
336

modo que mais se assemelha ao modo critico @p do sistema infinito. Q = &5

7, batimentos, nao se define

375

uma envolvente e nao se fazem ajustes de v e 7. Q = z5m. O tempo ¢ estd em unidades arbitrarias.

Essas funcoes sao analogas as da Figura 3.17.

21 — @ A inferidos a partir das fungoes <S(§>£7), Tabela 3.3. As dependéncias dos Q criticos com o campo

h para alguns valores da anisotropia v estao exibidas na Figura 3.23. O campo externo h é uma grandeza



56 CAPITULO 3. MAGNETIZACAO E TROCA XY

14 T T T T T T T T T
1.3 h=02 y=05 ]
124 i
114 4
1.04 -
0.9+ 4
(O 4
0.7 g
06 ]
054 Q 4
my
0.4 24’—' g
n-Q, Q,
0.3 - T T T T T T T T
1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0
k/n

Figura 3.21: Vales da Curva de Dispersao (3.17) e criticalidade do tipo (A). A relagdo entre Qv € Qaestd
indicada na Tabela 3.3.

mais facilmente manipuldvel que a anisotropia 7.

Nesta secao ha abusos de notacao e de linguagem, pois se usam os simbolos dos numeros de onda
criticos @4 e @B, os quais somente sao definidos nos sistemas infinitos, para designarem niimeros de onda
em sistemas finitos, onde constituem uma marca da criticalidade do sistema infinito no finito. A rigor

nao hé criticalidade nos sistemas finitos.

H& que se verificar o seguinte aspecto. No limite da cadeia infinita e de tempos longos, o modo
<Sé>£7) correspondente ao nimero de onda Qo ainda oscila ao redor de um patamar nao nulo, ou oscila
ao redor de zero? O Hamiltoniano tem simetria de translagao, de maneira que o estado de equilibrio deve
ter magnetizagao espacialmente homogénea, a fim de refletir a simetria do Hamiltoniano. Essa condic¢ao
sobre o estado de equilibrio seria violada pela permanéncia de uma nao homogeneidade descrita por um

modo cujo valor médio nao tendesse a zero.

A medida que o numero de sitios N do sistema cresce, o tempo transcorrido até a primeira reconstrugao
parcial £, também cresce (3.42). O aumento de ¢,- poderia permitir que o patamar de oscilacao decrescesse
até o valor nulo. Por outro lado, também aumentam os periodos associados as menores freqiiéncias
Q7 (Qa), pois as diferengas de energia entre niveis préximos aos minimos dos vales da curva de dispersao
diminuem com aumento de N. Dessa maneira, o patamar de oscilagao iria decrescer mais lentamente.
Para que se atinja um estado de equilibrio homogéneo, a medida que N cresce, ¢, precisa crescer mais
que 08 1/Q27(Qa).

O comportamento do patamar de oscilagao no limite de cadeias grandes em tempos longos foi analisado
por meio de duas varreduras do patamar em relacao ao numero N de sitios da cadeia, Tabela 3.4. A
varredura mais relevante consistiu na escolha do nimero de onda ) como sendo Q@ para cada N,
Qa = Qa(N). A segunda varredura consistiu na escolha de um mesmo @) para todos os N. Essa segunda

escolha requer que os numeros de sitios das cadeias analisadas sejam escolhidos de maneira que cada
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Tabela 3.3: XY (h,v): Minimos Qumy da curva de dispersao (3.17) e Criticalidades Qa e Qp. N = 1200.

Os nuimeros de onda estao expressos em unidades de 13%. Qa e 21— QA correspondem & mesma criticali-
dade, assim como Qp e 27 — Qp. Os Quy foram determinados através da Figura 3.22. 2Q,, corresponde
a2m —Qa e 27 — 2Qmy @ Qa. Os ntmeros de onda criticos Qa = Qa(h,v) e Q@ = Qp(h,~) foram
determinados para cada par (h,7) comparando-se modos <Sé>i7) e <Sé>i+) de amostragens definidas
por muitos nimeros de onda ). Os valores criticos Qa e @Qp sao definidos por modos <S(§>i_) e <S§>i+)
que no momento da primeira reconstrucao parcial da magnetizacao apresentam respectivamente o maior
patamar de oscilagao e a maior amplitude de oscilagao. Trata-se de um critério ‘visual’. Os retangulos
indicam as criticalidades analisadas através de ajustes definidos por lei de poténcia, secao 3.4.2. Para
v =0eh <1 os fundos dos vales transformam-se em ‘bicos’, de maneira que nao surge nesting nem

criticalidade do tipo (A).

h=0.2 h=05 h=038 h=10
7 @mv Qa @B |@my Qa4 QB |Qm Qa @B |Qm @Qa (s
0.0 338 93 | 400 — 223 | 477 — 379 — 7
0.2 340 519 243 | 405 390 348 | 488 222 475 — 569
0.5 352 |496| |330|| 439 319 440 | — — 565 — 497
0.8 412 372 407 — 550 | —  — 488 — 315
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Figura 3.22: Curva de Dispersao wy vs k, (3.17). h=0.2,0.5,0.8,1.0, v =0,0.2,0.5,0.8. Esta figura

apresenta analogias com a Figura 4.14.

nimero seja multiplo dos menores. Dessa maneira qualquer ) de uma cadeia menor estard contido nas
cadeias maiores.

Como mencionado na secao 3.3.1, Figura 3.6, as evolugoes de um modo <Sé>t, ou <S§>£_) ou <S§>i+),
definido por um certo ), para sistemas com ntumeros de sitios N diferentes, coincidem até a primeira
reconstrucao parcial do sistema com menor ntimero de sitios. De fato coincidéncias foram verificadas
para os Q9 e @50 indicados na Tabela 3.4. Para os Qa(N) é evidente que nao se pode esperar aquele
tipo de coincidéncia.

O patamar de oscilacao P, atribuido a cada modo <S5>1(;) foi registrado logo antes de manifestar-se
a primeira reconstrugao parcial da magnetizacao em ¢, (N). As relagdes entre os patamares e o inverso
do ntimero de sitios, N~!, estdo mostradas na Figura 3.24. Como é intuitivo de se esperar, P, é mais
alto quando a varredura é feita com os Q4 (INV), ao invés de ser feita com @ fixo, por exemplo Q49 ou Q5.
A condigao P, — 0, quando N — oo, é compativel com os dados obtidos para P.(Qa) vs N1, pois a lei

de poténcia,

P, =ag (N_l)al, a; >0, (3.45)
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Figura 3.23: QA vs h e Qg vs h. N = 1200. Estado inicial, po(S*). (a) v = 0.1, (b) v = 0.5, (¢) v = 0.9.

Nesta figura, Qa e Qp correspondem aos modos que mais se assemelham aos modos criticos do sistema
infinito. Para h =1, e v = 0.1 ou 0.5, 0 comportamento das fungoes <SQZ>E+) é irregular quando se varia
o nimero de onda @, de maneira que a criticalidade @ nao fica definida. Paray=09e h > hr, > 0.15
nao hé criticalidade do tipo (A). Paray =0.9e h > hy, > 0.1 a criticalidade do tipo (B) para cada valor
de h, ou inexiste, ou se existe nao estd bem definida. As curvas associadas a QQa apresentam analogia

com as curvas de Qo) vs 1/J(2) da Figura 4.15.

ajusta-se muito bem aos dados da Tabela 3.4, Figura 3.24. Esse ajuste, no entanto, nao constitui uma
extrapolagdo dos pontos da curva que resulte no ponto de interesse, P. — 0, N — co. Ao contrario, esse
ponto jé estd incluido na lei de poténcia (3.45) para quaisquer valores de seus parametros. Os parametros

do ajuste sao

ap =129, a; = 0.318 ~ (3.46)

W =

O fato de o patamar de oscilacao em todas as varreduras feitas tender a zero a medida que o niimero
de sitios da cadeia cresce, condiz com a defini¢ao de estado de equilibrio caracterizado por magnetizagao

homogénea, quando o Hamiltoniano tem simetria de translacao (3.10).
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Tabela 3.4: Patamar de oscilacao de <Sé2 >£7) logo antes da primeira reconstrucao parcial da magnetizagao.

P. vs 1/N. XY(h,v), h =0.2, v = 0.5. Estado inicial, po(S*).

_ 49 _ 50 -z . N . . ~ . .
Qa9 = 27rm e Qs = 27Tm. t” é o instante correspondente a primeira reconstrugao parcial. P, é o

patamar de oscilacao logo antes de manifestar-se a primeira reconstrucao parcial. Nesta Tabela Q50, Qa

27

e Q19 estao expressos em unidades de 7. Esta Tabela também mostra que o t,” escala-se linearmente

com N como prescrito por (3.42). Ver P, vs 1/N na Figura 3.24.

N Q50 [ P, Qa i P, Quo [ P,
12000 | 5000 10525 .0 4966 10460 .0231 | 4900 10346 .0
6000 | 2500 5274 .0 2482 5238  .0290 | 2450 5184 .0
1200 | 500 1066 .0024 | 495 1054 .0463 | 490 1046 .0
600 | 250 539 .0107 | 247 530 .0591 | 245 524 .0
240 | 100 220 .0327 | 99 217 .0733| 98 214 .0696
120 | 50 111 .0565 | 49 108 .0996 | 49 108 .0996
0.1 . . £
0.08 - .
0.06 |- .
S
m - -
0.04 - -
oo Q, i
x—x ajuste em Q A
0.02 08 Qg —
I A Q |
0 = | | | | | | |
0 “0.002 0.004 0.006 0.008

Figura 3.24: Patamar de oscilagao de <5’5>§_) logo antes de manifestar-se a primeira reconstrucao parcial
da magnetizagao P, vs 1/N. h = 0.2, v = 0.5. Estado inicial, po(S#). Obtido da Tabela 3.4. Esta Figura

apresenta analogias com a Figura 4.19.
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Criticalidade do tipo (B)

Nao se determinou uma relacdo entre a criticalidade do tipo (B), Figura 3.20 para @ = %w, ea

curva de dispersao, por exemplo, através de um nesting. Uma forma de se procurar a evidéncia de nesting
consiste na identificagao dos pontos onde a derivada segunda da dispersao se anula, e em se verificar se
os valores da derivada primeira nesses pontos coincidem. Porém os valores da derivada primeira sao
distintos nos pontos onde a derivada segunda se anula.

As curvas de dispersao, Figuras 3.21 e 3.22, e a Tabela 3.3 mostram que ndo exite uma ligacao
sistemética entre a criticalidade do tipo (B) e a presenga dos vales da curva de dispersao. Por exemplo,
para (h=10.2,7=10.2), (h =0.5,7=0.2) e (h =0.2,7 = 0.5) ndo hd uma ligagdo aparente entre Qp e
Qv Além disso, hé valores de h e v associados & criticalidade do tipo (B) e a curvas de dispersao sem
vales. Por outro lado, nos casos (h = 0.2,y = 0.8) e (h =0.5,7 = 0.5), ha proximidade entre os valores
@B ~ Qmumy, a qual poderia sugerir uma associagdo entre a criticalidade do tipo (B) e a ocorréncia de
nesting entre o maximo situado em k = 0 e cada um dos dois minimos da curva de dispersao. Acredita-se
que tal proximidade seja apenas uma coincidéncia. Os valores de Qp e Qv também nao se ajustam
a possibilidade de haver nesting entre o maximo em k = 7 e cada um dos dois minimos da curva de
dispersao.

A criticalidade do tipo (B) nao estd ligada ao gap, porque também surge no caso sem gap, com v = 0.

3.4.2 Criticalidades: ajustes com lei de poténcia

Nesta segao toda andlise sera feita para os valores dos parametros h = 0.2 e 7 = 0.5, e quase exclusi-

vamente para cadeia com 1200 sitios.

Tempos de Reconstrucao

Assim como na dinamica gerada pelo Hamiltoniano XY(7), os tempos de reconstrucio t*(N) de
<S§>57) e <S§>i+) também dependem dos parametros do Hamiltoniano e do nimero de onda, e aumentam
linearmente com o numero de sitios N da cadeia, (3.42). A Figura 3.25 apresenta analogias com a
Figura 3.7. Ha uma descontinuidade aprecidvel no comportamento do tempo de reconstrucao de <Sé>i+)

nas vizinhancas da criticalidade g, Figura 3.25 (a).

<Sé>if) e <S5>i+) apresentam formas diferentes de reconstrugao parcial, as quais sao analogas ao
caso com h =0, Figura 3.4 e pagina 45. No caso do Hamiltoniano XY (h,v) a distin¢ao entre os dois
tipos de reconstrucao parcial pode ser vista nas Figuras 3.19 e 3.20. Na reconstrucao parcial de <S§>i_)
o valor médio oscila acima de zero e em seguida volta a oscilar em torno de zero, enquanto que no caso

de <Sé>i ) o valor médio continua oscilando em torno de zero, porém com amplitude maior.
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Figura 3.25: Tempos transcorridos até a primeira reconstrugao parcial de <Sé>i+) (3.37) e <S§>£_) (3.38).
(a) tf vs ypara h = 02e Q = 25, (b) tf vs Q para h = 02 e y = 0.5, (c) ¢t vs h paray =05 e
Q = %’T N = 1200. Estado inicial, po(S*). Os circulos nesta figura indicam os t* correspondentes
aos parametros associados a marca da criticalidade do sistema infinito presente neste sistema finito:

B = 0.195, v4 = 0.865 e v4 = 1.12; Qp = 23877 e Qa 07T hg =0e hy = 0.605. A determinagao
dos parametros ‘criticos’ vp, v4, hp e ha foi feita dentro da faixa de erro de 0.005. No terceiro grafico,
o fato de a criticalidade do tipo (B) estar associada ao valor nulo do campo h é apenas uma coincidéncia
que resulta dos valores particulares de @ e v. A Figura 3.23 mostra outros valores possiveis do campo h
associados a criticalidade do tipo (B). A curva ¢, vs @ assemelha-se & curva de ¢, da Figura 4.16. As
Figuras (a) e (b) apresentam analogias com as Figuras 3.7 (a) e (b).

Ajustes de vt e 7%

Através do mesmo procedimento usado na segao 3.3.2 realizaram-se ajustes de v~ e 7~ e ajustes de v
e 71 para as envolventes de <SC§>§7) e <SC§>§+)7 respectivamente. As envolventes foram selecionadas como
ilustrado na Figura 3.11. Os ajustes foram feitos por meio da lei de poténcia (3.43), para amostragens das

fungoes <5’5>£_) e <S§>§+) para diferentes valores do niimero de onda (), e para os valores fixos h = 0.2
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+ ¢ 7% estdo apresentados nas Figuras 3.26 e 3.27.

e v = 0.5. Os ajustes para v
As marcas das criticalidades dos tipos (A) e (B) sdo manifestadas nos ajustes de v~ e 7~ e nos
ajustes de v e 7T, respectivamente. A partir dos ajustes feitos para a cadeia com 1200 sitios, os valores

+ na criticalidade nao indicam um valor nitido para o que seria o valor

ajustados para os expoentes v
critico correspondente & cadeia infinita. Através de ajustes para a cadeia com doze mil sitios e com a
introducao de informacoes extra, hé indicacao de que os valores criticos de v* sejam % para ambos tipos
de criticalidade (A) e (B), Figura 3.26. As informacoes extra sao os nimeros de onda () mais préximos do
que seriam os valores criticos do sistema infinito, obtidos por meio de inspecio das curvas QF vs k. Para
os demais valores de Q os ajustes para os expoentes v+ aproximam-se de % Os numeros de onda Qa e
Qg associados as criticalidades sao muito préximos dos correspondentes valores obtidos por inspecao das

funcoes <Sc§>i_) e <Sé>(+)

. mostrados na Tabela 3.4.

A direita de Qp e a esquerda de Qa, 1/7F e 1/77 respectivamente tendem a zero, Figura 3.27.
Nas vizinhancas a direita de g e a esquerda de Qa, <Sé>£+) e <SQZ>E7) respectivamente apresentam
batimentos cujos periodos de oscilacao sao comparaveis aos tempos de reconstrugao, prevenindo ajustes
+ 336 486

e 7T, por exemplo, Q = 2387 Figura 3.20, e Q = 2387 Figura 3.19. O fato de os 1/7F tenderem

de v 600 600

a zero quando ) aproxima-se do valor critico pelo mesmo lado em que aparecem os batimentos é analogo
ao que se passa na dindmica gerada pelo XY () no sistema finito, Figura 3.15. E também é compativel
com a divergéncia caracteristica da criticalidade encontrada no sistema infinito (3.34). Atribui-se os
batimentos & presenca de PE préximos, os quais tornam-se degenerados no ponto critico (Qa,ha,v4) ou
(Qa,hp,vB). Possivelmente hd dois PE na vizinhanga do @ critico onde hd batimentos, e apenas um
PE na vizinhanga onde nao ha batimentos.

Nao se calcularam as expressoes associadas aos 1/ 7% nos PE, referentes ao sistema infinito, como foi
feito no caso da dindmica gerada pelo XY (), (3.33). Apesar de as expressoes analiticas para as derivadas
segundas de QF serem conhecidas, nio se conhecem expressoes analiticas para os PE, as quais seriam o
andlogo de (3.29). Uma tarefa a ser feita consistiria na obtencao desses PE numericamente.

Ha dominios de ) a esquerda de Qg e a direita de (Yo, onde <Sé>i+) e <Sé>£_) respectivamente
relaxam muito rapidamente. Nesses dominios as envolventes dessas funcoes nao apresentam a forma de
lei de poténcia, nem de lei exponencial. Tais envolventes apresentam dois regimes, o inicial de queda

318 505

rdpida, e o final, onde nao resta muito para se relaxar, por exemplo, Q) = g5, Figura 3.20, e Q = g5

600 s

Figura 3.19. Tal relaxacao rédpida nao ocorre na dindmica gerada pelo Hamiltoniano XY (7).

Pontos Estacionarios Degenerados

As funcoes Q= e QT apresentam pontos estaciondrios degenerados, PED, na varidvel & quando o
ntimero de onda ) atinge algum valor critico. As Figuras 3.28 e 3.29 mostram que as funcoes 2~ e QF

exibem, para os correspondentes valores criticos de (), um ‘patamar’ muito aproximadamente constante
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Figura 3.26: Ajustes de v~ e v em (S5)\ " (3.38) e (55)"(3.37). N = 1200 e 12000. Estado inicial,
po(S%). h=0.2,7=05. (a) v~ vs Q. (b) v vs Q.
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Figura 3.27: Ajustes de 7~ e 77 em <S§>£_) (3.38) e <Sé>(+)(3.37). N = 1200 e 12000. Estado inicial,

t
po(S?). h=02,v=05. (a) = vs Q. (b) 2 vs Q.

T

no dominio de k£ nas vizinhancas dos PED. Esses patamares podem ser observados na Figura 3.28, para

QA nos PED k = +7, e na Figura 3.29, para @ nos PED k =~ +0.47 e para Q = 0.77 no PED k = 0.
As degenerescéncias dos PE das funcoes Q= e Q7 sao caracterizadas por derivadas superiores nulas

de cada uma dessas fungoes em relagao a k, nos @ criticos, Figura 3.30. Verificou-se nessa Figura que nos

PED, a primeira e a segunda derivada de Q% sio nulas e a terceira é ndo nula, o que indica degenerescéncia

dupla dos PE ke(z)(QA) e ke(z)(QB) de Q7 e Q7 respectivamente.

o0~ B 020~ 230~

:O7

_ e g £0,  (3.47)
Ok licr®@a) 0K 1ick(Qu) Ok 11k @)

Q = QA(hav)a
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Figura 3.28: Q= vs k. h = 0.2, v = 0.5, Q = 0,0.37,0.7m,“QA" = %7, 0.87, 7. Os PED k{?(Qx) sdo
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Figura 3.29: Q+ vs k. h = 0.2, v = 0.5, Q = 0,0.37,“Qp" = 3227, 0.67,0.77,0.87, 7. Os PED k{®(Qp)

600
sao ~ £0.4m.

o0t _ ot _, oo

Q:QB(hafYL -
Ok li=r®@e) % lik(qn) Ol o)

£0.  (3.48)
A Figura 3.30, correspondente aos parametros h = 0.2 e v = 0.5 assim como as duas Figuras anteriores,
também indica que os PED k:e(Q)(QA) sdo +m, e os ke(Q)(QB) sdo ~ £0.407. As derivadas primeira e
segunda de Q7 (Q = 0.77) também anulam-se nos PED, mas nao foram exibidas porque esse niimero de
onda @ = 0.77 nao esta associado a uma criticalidade que possa ser nitidamente percebida em <Sc§>i+)-

Para as dinamicas analisadas no limite assintdtico de sistemas infinitos através do método da Fase



66 CAPITULO 3. MAGNETIZACAO E TROCA XY

h=02 y=05 h=02 y=05
3'_ "Q,"=1496/600 . 34 'Q,"=1329/600 .
2 ‘ ' 1
— ) — 2_
T < "o
o &
¢ 14 S
IQ 2 | - +Q
[>T G
c n c ;
T 3 © n.
] p 24
a4 T 5 ] 1
- 3 """" 2
5 -3 3
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
40 -08 -06 -04 02 00 02 04 06 08 10 40 08 -06 04 -02 00 02 04 06 08 10
k/m kin
. no— nO+ z . :
Figura 3.30: aa% vsk, Q=0Qx. 86% vsk,Q=Qp. n=1,2,3. h=0.2,v=0.5. Os circulos indicam

os PED ke(Z)(QA) e ke(2)(QB). Essa Figura sugere que os PE de Q1 dependem dos parametros h e 7,
enquanto que os PE de Q~ sdo sempre 7. As expressoes analiticas das derivadas de QF nao estdo em

[4]. Comunicacao pessoal.

Estaciondria [4], foi enunciado que os expoentes v* da lei de poténcia sdo dados por fragoes da forma
p/q. Os valores dos quocientes ¢ sao iguais as ordens das derivadas de mais baixa ordem nao nulas de 2~
ou Q7. As ordens das derivadas nao nulas sdo iguais a trés nos pontos criticos Qa e @g, e dois fora das
criticalidades. Os numeradores sdo iguais a um em muitos casos tratados em [4] e esse valor serd tomado

+ 3 z (7)
associados aos modos <SQ>f,

como hipétese a ser verificada. Espera-se entao que ambos expoentes v
e <Sé>i+) apresentem salto % para % na criticalidade. Esse salto é analogo ao da Figura 3.2.

Os valores ajustados para v* para a cadeia com doze mil sitios sdo préximos de %, quando @ é
escolhido proximo ao @ critico do sistema infinito, Figura 3.26, como foi exposto na subsecao anterior.
Para os demais Q os valores ajustados para v* ficam préximos de % Para a cadeia com doze mil sitios, () s
e Qp foram determinados inspecionando-se respectivamente as curvas Q- vs k e QT vs k para diversos
nameros de onda @ contidos no sistema com doze mil sitios, e selecionado-se em cada caso o () associado
a curva cuja regiao ‘constante’ no dominio de k fosse a mais larga. Essas curvas sao analogas aquelas
mostradas nas Figuras 3.28 e 3.29.

No caso do Hamiltoniano XY () a degenerescéncia dos PE, no ponto critico (7., Q.), é tripla, (3.32),

1

Figura 3.10. O expoente v associado a relaxagao critica é 7.



Capitulo 4

Magnetizacao e Troca de Heisenberg

Neste Capitulo serda dada continuidade ao tratamento do problema da relaxacao do spin em cadeias
unidimensionais. O Hamiltoniano de troca de maior interesse é o Heisenberg com anisotropia axial, XXZ.
Assim como no Capitulo anterior a relaxagao é analisada através de valores médios de componentes de
Fourier da magnetizacao, como foi definido na secao 3.1. Os ensembles de estados iniciais para os quais se
calculam os valores médios apresentam magnetizacgao espacialmente nao homogénea, e neste Capitulo sao
estados puros. Desenvolveu-se o calculo numérico e exato dos modos nao homogéneos da magnetizagao
referentes as trés componentes do spin Sé‘, com a dinamica gerada pelo Hamiltoniano XYZ, o qual
apresenta anisotropia em todas as componentes da interagao de troca. Compararam-se as dinamicas de
sistemas finitos dadas pelas solugoes analiticas do Hamiltoniano XY () com as correspondentes solugoes
numéricas nos limites planares do Hamiltoniano XYZ. Obteve-se maior quantidade de informacao para
os modos longitudinais <S§>t, sendo a dinamica gerada pelo Hamiltoniano XXZ. Esses modos foram
calculados nos subespacos de uma onda de spin, de duas ondas de spin e no subespacgo definido pelo
autovalor nulo do operador S#. Nesse tltimo subespaco foram exploradas simetrias espaciais, e no

subespaco de uma onda foram introduzidas impurezas e interagoes entre segundos vizinhos.

4.1 Calculo Numérico — XYZ SQO‘

Nesta secao serd apresentado o calculo da evolugao temporal das médias das componentes <S§“>t7
a=ux,y, z, através de diagonalizacdo numérica do Hamiltoniano XYZ. A base de estados utilizada é
definida por produtos diretos de auto-estados dos operadores de spin em cada sitio da cadeia, S7. Os
resultados desta secao constituem testes de validacao do cédlculo numérico da componente longitudinal
<S§>t com o resultado analitico (3.20), para certos estados iniciais, além de testes de consisténcia do

clculo numérico das trés componentes (S§),, secao 4.2.

67
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A média da magnetizagao é definida pela expressao (3.6). O estado inicial é um estado puro, e sera

descrito na base de produtos diretos pela superposicao,
|vbo) = ch | M), (4.1)
1

onde |M;) designa um produto direto, (A.3). No algoritmo desenvolvido, os coeficientes ¢; podem ser
escolhidos como sendo reais ou complexos. H4 infinitas escolhas distintas para os coeficientes que definem
um estado inicial arbitrario, apesar de o espaco de estados do problema ser finito. Mesmo escolhendo-se
como estado inicial um tnico entre os estados do tipo produto direto da base, hd muitas possibilidades.

A evolucao temporal de um modo ndo homogéneo da magnetizacao é mais simplesmente expressa em
uma base de auto-estados do Hamiltoniano, do que em outros tipos de bases. Por outro lado, o célculo
serd feito na base dos estados do tipo produto direto |M;). Os auto-estados |(), (2.32), do Hamiltoniano
(2.1) foram determinados na base dos estados |M;). Cada uma das bases é construida a fim de gerar o
espaco de estados completo do Hamiltoniano, ou apenas uma fragao do espaco de estados, dependendo
da simetria do estado inicial, da simetria do Hamiltoniano! e de qual componente da magnetizacdo sera
calculada, <S§>t,
<SQZ>t na secao 4.3.2.

O valor médio a ser calculado depende de ambos, os autovalores e os auto-estados do Hamiltoniano.

a =z, y, z. Serao apresentadas regras de selecao para os <S(3>t na secao 4.1.1 e para

A expressao de <55>t (3.6) é escrita como,

<Ss>t — ZAé?/vQﬂf}O) eiw“/ t’ (42)
¢¢’

A(Q,Q,wo): S| / =F:—FE 4.3

c¢! {1olQ) <C‘ gle > (¢"ltbo) , weer ¢ ¢ (4.3)

A expressao de <S§>t (4.2) foi convertida para uma forma com apenas um indice de soma,

<55>t _ Z Bl(a’Q’%) exp (Z wl(%Q,wo) t) : (4.4)
l
(wl=w“/)
(a, Q,%0) _ (v, Q,%0)
B, = YAl (4.5)
¢’

Cada amplitude (4.5) é incluida na expressao (4.4) se for nao nula, Bl(a’Q’%) # 0. Apesar de as

(a, @, o) dependem, porque sao

l(ayQﬂJ)o)

freqiiéncias weer (4.3) nao dependerem de o, @ e [1)), as freqiiéncias w,

(a, Q, %0)

especificadas pelas amplitudes nao nulas B, . A dependéncia das freqiiéncias w com 0s

parametros do Hamiltoniano nao estd indicada na notagao, porém fica implicita. Cada parcela em (4.4)

1O conhecimento da simetria de um estado qualquer consiste em se saber como tal estado transforma-se frente as
operagoes do grupo de simetria do Hamiltoniano. A simetria do Hamiltoniano de troca de spin (2.1) depende das relagoes

entre os parametros de anisotropia &z, &y, &-.
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estd associada a uma freqiiéncia distinta das demais freqtiéncias, wl(a’Q’w‘)) + wl(,a’Q’%), sel £1. As
expressoes apresentadas nesta secdo foram obtidas tomando-se J (1) = 1, para o Hamiltoniano (2.1), e

h =1. O tempo t estd em unidades arbitrarias.

4.1.1 Desacoplamento de Subespacos
Modos longitudinais

Os estados do tipo produto direto de auto-estados dos operadores S 7, | M), também sao auto-estados
dos operadores SQZ. Existem auto-estados simultaneos dos S 7 edos Sé porque esses operadores comutam
entre si, (3.1). De maneira que S5 nao acopla estados |M;) com autovalores de S diferentes.

Dessa caracteristica e do fato de os auto-estados do Hamiltoniano XXZ (2.32) serem auto-estados
de S*, decorre que no caso da interacao XXZ cada operador 5’5 tem elementos de matriz nulos entre

auto-estados do Hamiltoniano com autovalores de S * distintos,

(CIS5I¢") =0, sem #m,

(4.6)
onde S*[() =m[() e S*|¢") =m/|(").

A partir de (4.3) verifica-se que a evolucao de cada modo longitudinal <Sé>t fica desacoplada nos su-
bespagos definidos por autovalores diferentes de S'*: se o estado inicial for uma superposicao de estados
cujos autovalores de S* sejam diferentes, entdao o valor médio <SQz> . é a soma de parcelas independentes

correspondentes a estados iniciais formados pelas componentes do estado dado em cada subespago de S #,

se o) =351 [6a) onde S#|pr) =m* [pr), e m* #mN, se A #£ N,

- XXz XXz
entao <S§>w07t =>5 <SQZ>¢>\,t :

(4.7)

Essa dinamica é equivalente & dindmica a partir do estado de mistura, po = >, |dx) (Pa].

Quando o Hamiltoniano é o XYZ (2.1), a evolugao de <Sé>t desacopla-se de maneira analoga a de

(4.7), apenas entre os dois subespagos definidos pelos autovalores de S# par e impar,

se [vo) = [o4) + |o-), onde L |¢p+) = = [¢p+),
(4.8)
entio (S5)0" 7 = (S5),) T+ (880, 1

onde £ é dado por (2.10).
Explorando simetrias espaciais é possivel preparar estados iniciais para os quais haja outros desaco-

plamentos, secao 4.3.2.
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Modos transversais

Os operadores S e Sé)’ acoplam estados cujos autovalores de S# diferem por uma unidade. Para que
as evolucoes temporais dos modos <S§> . e <SQU>t geradas pelo Hamiltoniano XXZ nao sejam nulas (4.3),
o estado inicial precisa ser uma superposicao de pelo menos dois estados cujos autovalores de S * também
difiram por uma unidade. Serao acoplados aqueles subespacos de S * para os quais o estado inicial tenha
componentes diferindo de uma unidade. Se o estado inicial tiver componentes em todos os subespacos,

as evolugoes temporais dos modos <S§>t e <S£§> acoplam o espectro completo de 27 estados. Para que
t

as evolucoes temporais dos modos <S§>t e <SS> geradas pelo Hamiltoniano XYZ nao sejam nulas (4.3),
t
o estado inicial precisa ser uma superposi¢ao de pelo menos dois estados cujos autovalores de S* sejam

um par e o outro fmpar. Tal evolucio temporal ird acoplar o espectro completo de 27 estados.

4.1.2 O sinal da Constante de Troca

A interacao de troca entre primeiros vizinhos foi escolhida quase sempre como sendo antiferro-
magnética: J 1) =1 e os parametros &, &y e &, positivos, (2.1). Alguns célculos foram feitos com
acoplamento ferromagnético, J () = —1 e os parametros &, & y € & positivos, com a finalidade de com-
paragdo. A escolha do sinal da constante de troca desempenha um papel ‘secundario’ no calculo da
evolugao temporal dos modos <S§>t. Se o estado inicial for uma superposicao de estados do tipo produto
direto dos auto-estados dos S]fz , definida por coeficientes com a mesma fase complexa (4.9), entdo as
evolugoes das componentes longitudinal <Sé> € transversal <S§ > . serao independentes do sinal da in-
teracao de troca J (1), enquanto que a evolucao da componente transversal <Sé’>t tera seu sinal alterado
conforme o sinal de J (). Essas consideracoes aplicam-se tanto para o Hamiltoniano XXZ como para o
XYZ. Por outro lado, se o estado inicial envolver coeficientes complexos que nao tenham a mesma fase
complexa, a mudanga do sinal da interacao de troca altera a dinamica. Essa alteracao, no entanto, nao
muda qualitativamente a forma da fungao <Sé>t.
Nesta secao serd justificada a independéncia ou a mudanca de sinal do valor médio da magnetizacao

com o sinal da interacao de troca J (M), o que decorre das expressoes (4.2) e (4.3). Seja o estado inicial,
)¢0¢> = e N cfe M), (4.9)
!

Re

onde ¢ e os ¢;* sdo reais. As amplitudes (4.3) estao vinculadas por,

@, Q, v @, Q, v +1, a=uw, 2z
e ORI OFS SN (4.10)
—L,a=y
porque verifica-se para qualquer fase ¢,
(wd| ) (¢ o) = (w| <) (clud ). (4.11)
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e porque,

(C1S81¢") = g(e) (¢"[S5]¢) - (4.12)

Essa ultima expressao pode ser mostrada facilmente a partir da base de auto-estados do Hamiltoniano

expressos exclusivamente com coeficientes reais (2.32), e das relagoes,

(M| S| M) = (M |S5| M),
<Ml ‘Sg‘ Ml/> = —<Ml/ SS‘ Ml>, (4.13)
(M |S5| My) = 0, sel £,

as quais decorrem das matrizes de Pauli. Os elementos de matriz dos operadores S§ foram calculados
na base de auto-estados dos Sf, assim como as matrizes de Pauli sao escritas no mesmo tipo de base.

Partindo da relacao entre as amplitudes (4.10), redefine-se o limite do indice ¢’ na somatéria (4.2),

SQ> _ Z AC?’Qwo ( ’ngc/t +g(0é “‘JCC ZA(OCQ'(L'[) (4'14)

¢.¢'<¢
e notando que w¢er = —were (4.3), reescreve-se (4.14),
€ € ¢
Z AC(C’Q vg) 2cosweert + ZAg(C’Q’% ), e=uw, z, (4.15)
¢,¢'<¢ ¢
@

< > Z Acg,’Q o) 2isenweert + ZA b Qg )7 ZAC(ZC/’Q’%) =0. (4.16)

¢,¢'<¢ ¢ ¢

A mudanca do sinal da interagao de troca nao altera as amplitudes ACC’ Qg ), a =z, Yy, 2, porque
os auto-estados ficam invariantes se o Hamiltoniano for multiplicado por uma constante, porém altera os

sinais das energias,

0.0
JO o) E; weer senwee: AC(C’Q%) <55>t <S$>t <S§>t, (417)
> .

a, Q, ¢ x z
—JW Q) —Be —wee —senwee AL TV (88), —<55>t (S50, -

Fica evidente que, sob a mudanca do sinal da interacao de troca, a expressao (4.15) é invariante e a
expressao (4.16) muda de sinal.

O termo independente do tempo da expressao (4.16) nao viola a mudanca do sinal porque é sempre
nulo. As somatérias - Aé?’Q’%d)) m (4.15) e > . Ag(g’Q"%d)) em (4.16) sdo nulas porque envolvem os
elementos diagonais de matriz dos operadores das componentes transversais 5S¢ e Sé. Cada auto-estado
|¢) do Hamiltoniano envolve auto-estados |M;) de S# de mesmo autovalor m, no caso do Hamiltoniano
XXZ, ou de autovalores m pares os quais diferem entre si por miltiplos de dois, ou de autovalores m
impares os quais também diferem entre si por multiplos de dois, no caso do Hamiltoniano XYZ. Os
operadores das componentes transversais somente tém elementos de matriz nao nulos entre estados cujos

autovalores de |M;) difiram por uma unidade.
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4.2 Validade do calculo — <SQO‘> . XYZ

A validagao do célculo numérico da magnetizagao consistiu em trés partes. Na primeira parte, foram
feitas comparagoes entre os calculos numérico e analitico dos modos longitudinais <S<5 > ;> parao limite XY.
H4 concordancias e discordancias verificadas em sistemas com até 12 sitios. Na segunda parte, realizaram-
se testes de consisténcia envolvendo os modos longitudinal e transversais para os Hamiltonianos planares
XY, YZ e ZX, obtidos a partir do Hamiltoniano XYZ. Na terceira parte, comparou-se o calculo numérico
de <Sé>t para o modelo de Heisenberg isotrépico no sistema com quatro sitios (2.1) e (2.2) feito através

do algoritmo implementado no computador e feito a mao.

421 (S5),, XY — po(S?) vs |M)

A evolugao temporal de <S§>t gerada pela versao fermionica c-ciclica CC do Hamiltoniano XY,
(3.14), a partir do estado inicial descrito pelo operador densidade dependente apenas da componente
z do operador de spin po(S7?) (3.12), calculada analiticamente (3.20), foi comparada com evolugoes
geradas pela versao de spin do Hamiltoniano XY, expressao (2.1) com &, = 0, a partir de diversos estados
puros |tg) (4.1), calculadas numericamente (4.4). Nesta se¢ao serdo enfatizadas as comparagoes entre as
evolugoes a partir dos estados do tipo produto direto |M;) e do estado de mistura po(S #).

H4 duas versoes fermionicas para o Hamiltoniano XY (h,~) (3.14), uma com condigoes de contorno
c-ciclicas C'C, periddicas, e a outra com condigoes de contorno nao c-ciclicas, NCC. Cada uma dessas
versoes fermionicas esta associada a descricao do Hamiltoniano de spin, com condigoes de contorno
periddicas (3.13), em cada um dos dois subespagos do operador S #: um desses subespagos é caracaterizado
pelos autovalores pares 0, £2, +4, ... e o outro pelos impares +1,+3, ..., Tabela 3.1. Para o Hamiltoniano
XY (7), e para cadeias com 8,10 ou 12 sitios, calcularam-se os modos <Sé>t em trés situagoes. Situagao
FC: versao fermionica CC, estado inicial po(S*#), célculo analitico (3.20). Situacao SFC: versao de spin,
estado inicial do tipo produto direto |M;), contido no subespago do operador S* associado a versao
fermionica CC, calculo numérico (4.4). Situagdo SFN: versao de spin, estado inicial do tipo produto
direto |M;), contido no subespaco do operador S* associado & versdo fermiénica NCC, cdlculo numérico
(4.4).

Comparacoes entre as situagoes FC e SFC por um lado e entre as situagdes FC e SFN por outro,
levam a resultados esperados e nao esperados. Sendo o nimero de onda ) = q%", para q par obtiveram-
se coincidéncias, a menos de um fator de escala, entre os calculos correspondentes as situacoes FC e SFC.
Isso era esperado. Por outro lado, para ¢ impar obtiveram-se coincidéncias, a menos de um fator de
escala, entre os calculos correspondentes as situacoes FC e SFN. Isso nao era esperado. Esses resultados

estao indicados na Tabela? 4.1. Exemplos estdo mostrados na Figura 4.1 para uma cadeia com 10 sitios.

2Essa tabela também foi verificada para o Hamiltoniano Ising com campo transverso, XY(h,v), v =1 e h arbitrério,

para uma cadeia com 10 sitios.
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Figura 4.1: <S5>t / <SC§>0 vst. XY(y), N =10, v = 0.8. Estados iniciais: po(S*), [419) = [TTLLLTLTTL),
contido no subespago de S# par, e [163) = |1T/[[TITl!), contido no subespaco de S* fmpar. [419) e
|163) estao associados respectivamente aos Hamiltonianos fermiénicos XY (y): CC e NCC, Tabela 3.1.

O tempo t estd em unidades arbitrarias. (a) Q = 1%”, (b) Q = 2%".

Na Figura 4.9 serd mostrado que esses resultados também sao validos no subespaco de uma onda de
spin, para sistemas com 120 ou 122 sitios. Retornando aos sistemas pequenos, acredita-se que os calculos
realizados estejam corretos por causa dos testes de consisténcia mencionados na pagina 76. Possivelmente
os resultados ndo esperados para ¢ impar resultam, em parte, do fato de o estado p(.S*) corresponder a

uma mistura de estados contidos em ambos subespagos de S~.

A expectativa inicial era de que houvesse coincidéncias, a menos de um fator de escala, entre os modos
<Sé>t sempre que o estado inicial na versao de spin correspondesse a versao fermionica C'C, e que nao
houvessem coincidéncias quando o estado inicial na versao de spin correspondesse a versao fermionica
NCC'. Entre os estados iniciais do tipo produto direto escolhidos para a comparagao estao os estados

indicados na Tabela 4.2.

A independéncia da evolugdo de <SQZ>t com o estado inicial a menos de um fator de escala (3.23) foi
verificada para cada um dos dois conjuntos de estados iniciais, CC' e NCC', indicados na Tabela 4.2. Os
estados iniciais que apresentam alguma simetria de translagao da rede sao caracterizados por componentes
de Fourier da magnetizagao nulas, <Sé> 0= 0 para algum ou alguns @ = q%”. Por exemplo o estado
parede [TT1771111]) apresenta todos os <Sé>t nulos, para ¢ par, o estado |T]]||T/]]]) apresenta todos
0s <SQz>t nulos, para ¢ fmpar, o estado de Néel [T|T/T/T/7]) apresenta todos os <Sé>t nulos, exceto
para Q = 7, e o estado ferromagnético |||[]|]||]]) apresenta todos os <SQZ>t nulos, exceto para @ = 0.
Nesses casos verificou-se a prescrigdo dada pela expressao analitica (3.23): se (S3) , = 0 entdo <Sé>t =0

para qualquer ¢.
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Tabela 4.1: Coincidéncias — (S5),. Versoes fermionicas e de spin.

Nesta Tabela se comparam as coincidéncias entre os calculos dos modos <Sé>t a partir dos estados iniciais
po(S*) e de estados puros do tipo produto direto de auto-estados de S7, [M;), através respectivamente
das solugbes analitica do Hamiltoniano fermionico C'C' e numérica do Hamiltoniano de spin, o qual
pode corresponder a ambos Hamiltonianos fermionicos CC' e NCC. Os dois Hamiltonianos fermionicos
dependem do numero de sitios N e a paridade do subespaco de S* onde estd o estado analisado, ver
Tabela 3.1. Esperava-se que a coincidéncia entre os calculos independesse do niimero de onda @ = q%’r,
e ocorresse sempre que o Hamiltoniano de spin correspondesse ao fermionico CC'. Porém, para g impar

as coincidéncias e diferencgas sao inesperadas. N = 8,10, 12.

esperadas obtidas
T oo Nee Ly oo Neoe
par sim nao par sim nao
impar sim nao impar nao  _sr

Tabela 4.2: Estados iniciais escolhidos para a obtecao da Tabela 4.1, no caso de N = 10.

As evolugoes dos modos <S§>t a partir de cada um dos estados C'C coincidem entre si a menos de um
fator de escala. O mesmo vale para os estados NCC'. Ha alguns modos identicamente nulos para alguns

estados com simetria de translagao particular.

cc NCC
ITLLLLLLLLD Tl | LD 1Tl
ITTTLLLLLLD TTTLTTLLD | ITLTLLLLLL)  ITTTLLLTLLL)
ITLLTLLTLLL) TRty | LTI [TLTLTLLTLD
[TLTLTLITLITL ITTLLLTLTLL)
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4.2.2 <S§>t, XY — |M;) vs superposicoes de |M))

H4 estados puros definidos por superposigdes — formadas por estados do tipo produto direto |M;)
restritos a um dos dois subespagos de S* — a partir dos quais os modos <S§>t coincidem, a menos de

um fator de escala, ou nao coincidem com as evolugoes dos modos <S§>t a partir dos produtos diretos.

Nao foi identificada uma caracteristica que discrimina os dois tipos de superposicoes. Por exemplo,
o fato de os estados |M;) envolvidos na superposi¢io terem ou nao o mesmo autovalor do operador S*
nao é determinante. Entretanto, as evolugoes a partir de superposigoes de dois estados |M;) em geral
coincidem, a menos de um fator de escala, com as evolugoes a partir dos produtos diretos |M;), contidos

no mesmo subespaco de S *.

H4 ainda exemplos de diferencas entre evolucoes dos modos <Sé>t calculadas a partir de estados do
tipo produto direto e de estados construidos por superposicoes de produtos diretos, no subespaco de uma
onda de spin, Figuras 4.10 e 4.11, secao 4.4.1. Por outro lado, na segao 4.3.3 serao mostrados certos tipos
superposigoes, as quais desenvolvem, a menos de um fator de escala, a mesma evolucao que os produtos

diretos, para os modos <Sé>t.

Forma do operador pg(S7#)

Os estados definidos pelo operador densidade po(S#), (3.12), correspondem a mistura de que tipo
de estados puros? Essa é uma questao ainda nao respondida. Algumas consideragoes serao feitas. Pos-
sivelmente po(S*) envolve estados contidos em todo o espaco de 2% estados do sistema de N spins %7
tanto estados associados a versao fermionica C'C como estados associados a versao fermionica NCC,
Tabela 3.1. A mistura inclui os estados do tipo produto direto |M;), auto-estados de S#, e superposigoes
de tais estados? Uma expansao em série do operador po(Sf ), para um sistema com apenas um sitio,

indica que os estados descritos por tal operador sao os auto-estados de S7,

po(S;) =1+ 8. (4.18)
Para spin % as poténcias de S de ordem superior coincidem com a identidade ou com o préprio S7°.
Uma questao a ser entendida é como po(S#) é construido a partir dos po(S;7). Se for através de produtos
diretos dos pg (S I ) correspondentes a todos os sitios j, entao deve-se esperar que po(S*) seja uma mistura
de estados do tipo produto direto |M;). Os resultados indicados na Tabela 4.1 apoiam essa conclusdo.
Entretanto, o fato de haver superposigoes a partir das quais desenvolvem-se evolucoes dos modos <SQZ>t
coincidentes, a menos de um fator de escala, com as correspondentes evolugoes a partir de produtos
diretos |M;), secao 4.3.3, leva a suposicao de que o estado do tipo po(S#) possa incluir também algumas

dessas superposigoes.
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4.2.3 <S§‘>t XYZ — Testes de Consisténcia

Finalmente, foram feitos testes de consisténcia, os quais consistiram na comparagao entre evolugoes
temporais das trés componentes do spin, <S§>t, o = x,y, z para Hamiltonianos planares diferentes porém
equivalentes, (2.33) e (2.34), e para estados iniciais diferentes porém equivalentes.

Tomaram-se por estados iniciais trés tipos de produtos diretos, auto-estados dos operadores S, Sjy
e S7. Todos foram escritos na base formada pelos produtos diretos dos auto-estados dos S7, através das

transformacoes,

(0= 1H)/v2,
(1 =il1)*)/v2.

N+ 1D5/V2, 1)”
(N7 +il))/V2, 1LY

m*

4.19
1) )

No teste de consisténcia verificam-se as igualdades das evolugoes temporais indicadas nas proximas

linhas. Modos longitudinais a partir de estados iniciais preparados longitudinalmente,

W SEW) )" = Wl SEW®) [ 7 = (W] SE#) lwd) 7™ (4.20)

modos longitudinais a partir de estados iniciais preparados transversalmente,

W1 SEW) W)Y = W1 SEM) [wg)r 7 = (W] S3(8) [wd) (4.21)

modos transversais a partir de estados iniciais preparados longitudinalmente,

W SEW )" = Wl S5 [ 7 = (] S&H) [ud)y ™ (4.22)

modos transversais a partir de estados iniciais preparados transversalmente,

W¢1SEW) W)Y = Wl SEW) [wg)y 7 = (] S&t) lwd) P~ . (4.23)

Os indices XY, YZ e ZX indicam os Hamiltonianos planares (2.34). Em cada caso a dire¢ao longitudinal
é aquela correspondente a componente do spin que nao esta presente no Hamiltoniano.

A verificacao das igualdades (4.20), (4.21), (4.22) e (4.23) constitui um teste de consisténcia significa-
tivo, pois na mesma base dos estados do tipo produto direto |M;) (A.3), auto-estados dos operadores S 7
cada um dos operadores S5 tém elementos de matriz diferentes, cada um dos estados |¢/§*) sdo expres-
sos de maneira diferente e os Hamiltonianos sao expressos por matrizes diferentes. Os casos especificos

testados foram,

ITTLLLT LT

N =10, a=18,b=02, c¢=0, [1he") =
ITITITLLLLD”

(4.24)

onde a, b e ¢ estao definidos em (2.33).
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Figura 4.2: Re [<SQZ>t/<Sé>O] vs t. Heisenberg isotrépico XXX, A =1, JM =1, N =4, Q = %71’.

Estado inicial, |T7]]), subespaco definido pelo autovalor nulo de S*. O tempo ¢ estd em unidades

arbitrarias. Evolugao periddica da magnetizagao. Freqiiéncias de Rabi.

(85), XXX, N =4

Outro limite calculado para fins de validacao foi o Heisenberg isotropico. Foram realizados os cédlculos
numéricos a mao e através do algoritmo implementado em fortran para a cadeia com quatro sitios. E
curioso notar que a evolugao da magnetizagao é periddica, reversivel, para o sistema com quatro sitios,
apresentando freqiiéncias de Rabi, Figura 4.2. Isso decorre do fato de todos os autovalores distintos
—2,—1,0, 1 serem comensuraveis entre si. Para outros estados iniciais analisados também se desenvolvem

evolugoes periddicas.

4.3 XXZ — <S§>t, autovalor nulo de 5~

Deste ponto em diante serd tratada a interagdo de Heisenberg XXZ. Como ja foi dito, o objetivo
inicial deste trabalho consiste em analisar-se a dinamica da magnetizacao promovida pelo Hamiltoniano
XXZ, na presenca e na auséncia de um gap no espectro de energia. Esse Hamiltoniano pode ou nao
apresentar um gap (2.7) no subespaco definido pelo autovalor nulo de S #, conforme o valor do parametro
de anisotropia da integral de troca, A (2.6). A conjectura inicial pressupunha a existéncia de modos
particulares da magnetizacao, apenas na presenga de gap, cuja relaxacao fosse critica, mais lenta que a
relaxacao dos demais modos, pelo menos para estados iniciais que tivessem semelhanca com os estados
po(S#), por exemplo, os produtos diretos de auto-estados de S7. Entretanto, os resultados obtidos nesta
secao indicam que a expectativa inicial nao se verifica para a maioria dos estados iniciais separaveis
contidos no subespago definido pelo autovalor nulo de S#, pois a partir desses estados emergem processos
muito rapidos de relaxacao independentemente da presenga do gap. Apenas para estados do tipo parede

se observa relaxacao mais lenta na preseca do gap, mas nao se trata de uma criticalidade analoga aquela
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presente na familia XY, esquematizada na Figura 3.2.

As evolugoes temporais dos modos <Sé>t geradas pelo Hamiltoniano XXZ podem ser analisadas
separadamente nos subespagos definidos por autovalores distintos de S* por causa do desacoplamento
indicado em (4.7). Foram escolhidos para andlise os subespagos definidos pelos seguintes autovalores de
S#: nulo, % —2e % — 1, quando expressos em unidades de h. Esses dois tltimos sao os subespacos de
duas ondas e uma onda de spin. O subespaco definido pelo autovalor nulo de S# foi escolhido porque
supoe-se que seja aquele que possa exibir comportamento mais complexo. Os subespagos de uma e
duas ondas foram escolhidos porque sao os mais simples de serem analisados e onde se atingem sistemas
com maiores numeros de sitios. Na auséncia de campos magnéticos externos refere-se indistintamente a
qualquer um dos dois subespacos de uma onda de spin, cujos autovalores sao + (% — 1)7 e a qualquer um
dos dois subespagos de duas ondas de spin, cujos autovalores sao + (% — 2). Através da diagonalizacao
direta foi possivel analisar cadeias com 12, 72 e 3360 sitios, respectivamente. Entretanto, a maior parte
dos calculos para o subespago definido pelo autovalor nulo de S # foi feita para 10 sitios, devido ao tempo
de processamento computacional, e para subespago de uma onda de spin foi feita para 1200 sitios, porque
foi o suficiente para se analisar o comportamente de sistemas grandes.

Para as cadeias de spins com simetria de translacao, repartiu-se o subespaco definido pelo autovalor
nulo de S* em subespagos menores, definidos pelas simetrias espaciais descritas pelo grupo Dy, (2.12).
Isso permitiu a diagonalizacao de cadeias com até 14 sitios. O uso da simetria espacial no subespaco de
duas ondas é uma possibilidade que nao foi explorada. Nao se utilizaram as simetrias espaciais para a
diagonalizacao no subespaco de uma onda de spin, porque sua dimensao cresce apenas linearmente com
o numero de sitios da cadeia.

Os calculos referentes ao subespaco definido pelo autovalor nulo de S# estao mostrados nesta secao,
4.3.2. Os célulos realizados nos subespacos de uma e de duas ondas de spin serdo apresentados nas
secoes 4.4 e 4.5. Em ambos introduziram-se impurezas. No subespago de uma onda, a presenca de
impurezas leva a comportamentos que podem ser compreendidos para muitos valores dos parametros A
e J (™) do Hamiltoniano e para muitos estados iniciais, por outro lado no subespaco de duas ondas
emergem comportamentos muito irregulares ao se variar A, J (™P) ¢ o estado inicial, de maneira que tais

resultados nao serao apresentados.

4.3.1 XXZ — forca bruta

Extingao rapida da magnetizacao

O célculo da evolugao temporal dos modos <S’(§>t através da diagonalizacao direta na base de estados

do tipo produto direto |M;), (A.3), desenvolvida até aqui, no subespaco definido pelo autovalor nulo
de S#, ficou limitada a sistemas pequenos. Atingiram-se sistemas com até 12 sitios, porém devido ao

tempo de processamento computacional a maior parte dos calculos foi feita para sistemas com 10 sitios:
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Figura 4.3: Re[<55>t/<55>0} vs t. XXZ, JM =1, A =0,1, N = 10, Q = in. Estado inicial,

5
[TT1117177]), subespaco definido pelo autovalor nulo de S*. O tempo ¢ estd em unidades arbitrarias.

Extingao rapida para A # 0.

~ 10 horas vs ~ 4 minutos. A partir de estados do tipo produto direto, ndo se discerniram processos de
relaxacao amortecidos por uma lei de poténcia, e muito menos discerniu-se a criticalidade andloga a da
Figura 3.2, quando hé gap no espectro de energia. Ao contrario, as dinamicas geradas pelo Hamiltoniano
de Heisenberg a partir desses estados iniciais sao descritas por processos bastante rapidos de extingao da
magnetizacao, Figura 4.3.

Conjectura-se que essa relaxacao rapida também serd observada no limite de cadeias grandes, e que
nao seja uma particularidade do fato de o sistema ser pequeno. Essa conjectura estd baseada na suposicao
de que o mais importante para se atingir o comportamento de sistemas grandes é a dimensao do subespago
de estados acessiveis a evolugao temporal do estado inicial, ao invés do niimero de sitios do sistema. Uma
idéia preliminar de qual seja a dimensao do espaco de estados acessiveis a evolugao temporal a partir de
um produto direto é dada pela propria dimensao do subespaco. A dimensao desse subespago cresce muito
rapidamente com o ntiimero de sitios N da cadeia, uma vez que é dada pelo niimero combinatério (N N/2).
Para cadeias com 10 sitios tal dimensao é (10 5) = 252. Processos rapidos de extin¢do da magnetizacao
também foram verificados no subespago definido pelo autovalor nulo de S* de cadeias com 14 sitios, cuja
dimensao ¢é (14 7) = 3432. A conjectura enunciada constitui um dos resultados mais significativos deste

trabalho. Ela sera discutida na secao 4.3.4 e no Capitulo de Conclusoes, secao 6.2.5.

Desaparecimento das Freqiiéncias de Rabi

As evolugoes temporais da magnetizagao na cadeia com 10 sitios, a partir de quaisquer estados do tipo
produto direto contidos no subespaco definido pelo autovalor nulo de S #, sdo irreversiveis.> Desaparecem

as freqiiéncias de Rabi, como mostrado na Figura 4.3.

30s dois estados ferromagnéticos, os quais estao fora do subespaco definido pelo autovalor nulo de S #, sdo auto-estados

do Hamiltoniano XXZ, sao do tipo produto direto, e desenvolvem uma evolugdo reversivel trivial.
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Figura 4.4: <Sé>t vs t. Heisenberg isotrépico, XXX, A=1. JM =1, N =10, Q = %71'. Estados iniciais
contidos no subespaco definido pelo autovalor nulo de S*. O tempo t estd em unidades arbitrarias.

(a) 1419) = |TTLLLTITTD. (B) 131) = 11711111 11]). Forte dependéncia da dindmica com o estado inicial.

A medida que o nimero de sitios cresce, aumentam os graus de liberdade e a dimensao do espago de
estados acessiveis a evolucao do estado inicial, e o Hamiltoniano apresenta muitos autovalores incomen-
suravies entre si. A evolugao periddica da magnetizacao caracterizada por freqiiéncias de Rabi desaparece
quando se toma, em sistemas com mais com quatro sitios, um estado inicial arbitrario, pois associado a
ele surgem freqiiéncias incomensuraveis entre si. Adiante serd mostrado que em sistemas maiores, emerge
evolucao periédica, reversivel, da magnetizacao apenas para estados iniciais muito particulares como por

exemplo, superposicoes de dois auto-estados nao degenerados do sistema, Figuras 4.5 (¢) e (d).
plo, superposi¢ 2 , I'1g

Dependéncia com o estado inicial

A dinamica gerada pelo Hamiltoniano de Heisenberg é mais dependente do estado inicial que a
dinamica gerada pelo Hamiltoniano XY. Na Figura 4.4 estao mostradas evolucoes a partir de dois estados
iniciais do tipo produto direto diferentes. Tais evolugoes nao diferem entre si apenas por um fator de
escala como seria o caso se o Hamiltoniano fosse o XY, (3.23) e Tabela 4.2. Além disso as partes real
e imaginaria do modo <Sé>t da Figura 4.4 (a) nao sdo proporcionais entre si, como seria o caso se 0o
Hamiltoniano fosse o XY, (3.23). Na Figura 4.4 (b) as partes real e imaginaria do modo <SQZ>t s80
proporcionais entre si, o que possivelmente decorre de alguma particularidade do estado inicial do tipo

parede.

4.3.2 XXZ — simetrias espaciais

O algoritmo de calculo dos modos longitudinais <SQZ> , na base dos estados ’Prﬁ > é diferente do
algoritmo de calculo na base dos produtos diretos, segao 4.1. Maiores detalhes deste calculo, para o caso

de uma cadeia com quatro spins, serao mostrados na secao B.2.
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O estado inicial puro é expresso pela superposicao,
o) =Y _CP|PP), (4.25)

onde o indice r simboliza o conjunto dos dois indices i e ¢ de uma Representagao Irredutivel do grupo
de simetria espacial que comuta com o Hamiltoniano e de uma coluna dessa RI, como foi explicado
ap6s (2.30). No algoritmo desenvolvido, os coeficientes C'? podem ser escolhidos como sendo reais ou
complexos. Um estado puro pode ser expresso por qualquer uma das formas (4.1) ou (4.25). Selecionaram-
se estados do tipo produto direto como |M;). Um estado do tipo produto direto é expresso por até g = 2N

estados do tipo ’Prﬁ>, onde g é a ordem do grupo de simetria espacial, (2.12),
[wdy = | M) Zcﬁ ) |PP). (4.26)

Entre os possiveis g estados resultantes da decomposicao de |M;) estdao um estado associado a cada uma
das quatro RI de dimensao um, e até dois estados definidos por cada uma das N — 2 colunas das RI
de dimensao dois: g =4+ 2(N —2). Deve-se lembrar que g = 2N é muito menor que a dimensao do
subespago definido pelo autovalor nulo de S#, (N N/2). Selecionaram-se também superposicoes de um,
dois ou trés estados do tipo ‘Pf> As escolhas de tais superposicoes levaram em consideragao uma regra
de selecao, discutida adiante nesta secao, entre os indices r e os niimeros de onda Q.

A expressao de <SQZ>t (3.6) pode ser escrita em uma forma andloga & de (4.2) e (4.3).

- X Al e w20
r¢,r'¢’
AL ZI = Wl ¢) (17 151 €) (r Clun) rt, s = Brer = Brg (1.25)

a qual pode ser reescrita de maneira andloga as expressoes (4.4) e (4.5), com apenas um indice de soma,

<Sé>t _ ZBl(Z,QﬂlJO) exp (Z wl(ziQ7w0) t) , (429)
l
(Wr=w ¢, prer)
Bl(z,Q,wo) _ Z Ai?,fi’f“)- (4.30)
TC7T/C/

Os elementos de matriz <r’ ¢'1S5Ir ¢ > foram calculados em todo o subespaco definido pelo autovalor

nulo de S,

(155l ¢y =S S UfL UL <Pﬁ'|55|P£>, (4.31)
BB

<P5'\55\Pf> = 30 b (M| (4.32)
l
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Tanto os coeficientes b2! (2.30) como os UT’B ¢ (2.35) sdo reais. Nas duas bases definidas pelos estados
}Pﬂ> e [r (), as matrizes de S§ tém a mesma forma de blocos, em geral situados fora da diagonal. Essas
matrizes sao simétricas e seus elementos nao nulos sao complexos em geral.

No algoritmo construido, os elementos de matriz (1’ ¢’ |S5lr ¢ ) e as amplitudes A&Z ?,’gf")) sao calcula-
dos no mesmo passo, a partir dos elementos de matriz <P§,|SQZ)|P5j > e dos produtos escalares (r (|ig).
Para um estado inicial do tipo produto direto em uma cadeia com 14 sitios, esse passo e a somatoéria
das exponenciais (4.29) requerem mais tempo de computagao, algumas horas para todos os @, do que
todos os outros passos juntos: montagem das bases de estados |M)) e |Prﬁ>, diagonalizagao da matriz do
Hamiltoniano, alguns segundos, e calculo de <P5/|Sé|Pf> para todos os @, alguns minutos.

As expressoes apresentadas nesta secao foram obtidas tomando-se J (1) = 1, para o Hamiltoniano

(2.1), e h =1. O tempo t estd em unidades arbitrarias. O Hamiltoniano de Heisenberg XXZ corresponde

aquele apresentado em (2.1) com &, = §,.

Regra de Selegao para S

H& uma regra de selecdo, constatada no subespaco definido pelo autovalor nulo de S#, envolvendo
os indices 7 e ' e o numero de onda @, indicando blocos nulos e nao nulos, situados na diagonal ou
fora da diagonal, das matrizes de cada S5 em ambas bases definidas pelas simetrias das RI e de suas
colunas, tanto na base definida pelos estados ‘Prﬁ >, como naquela definida pelos estados |r ¢). Na maioria
dos blocos, quer seja naqueles situados na diagonal, quer seja naqueles situados fora da diagonal, o
operador S5 referente a um certo () tem todos elementos de matriz nulos. Essa regra de selecao foi
constatada numericamente através do cédlculo explicito de todos os elementos de matriz <P5,|SC§|P? >
A Tabela 4.3 ilustra o caso particular para N = 10. Infere-se a partir dessa regra e do fato de o operador
S5 corresponder a um processo de transferéncia de momento (), que os estados |Pf > ou |r¢) tém
momento definido. De fato, tais estados foram obtidos através das simetrias espaciais da cadeia de spin
com condigoes de contorno periddicas, as quais envolvem simetrias de translagao.

O estado inicial escrito na forma (4.25) evidencia o efeito da regra de selegio sobre a evolugao de cada
modo <Sé>t da magnetizagao. A evolugao pode ser nula ou nao nula. Se for nao nula pode restringir-se
ou nao a apenas uma fragao dos estados do subespago definido pelo autovalor nulo de S*. Tal fragao é
definida pela simetria do estado inicial e pelo nimero de onda ). H4 um desacoplamento das evolucoes
dos modos longitudinais <S§>t andlogo & (4.7). Para que a evolugdo de um modo <S§>t particular seja
nao nula, o estado inicial precisa conter estados do tipo ‘Prﬁ > cujos indices r satisfagam a regra de selegao
para o numero de onda ) de interesse. A condicao necessdria pode ser satisfeita por apenas um indice
7, se a ele corresponder um bloco de S situado na diagonal, ou por dois ou mais indices r e r’, se a eles
corresponderem blocos de SQZ situados fora da diagonal.

Por outro lado, a evolugdo de um modo (S5), ndo ird envolver estados do tipo |P,7) definidos por
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Tabela 4.3: Regra de Selecao. N = 10. Autovalor nulo de S~.

Esta Tabela indica os blocos de matriz nao nulos de cada operador S35 em qualquer uma das bases |Pf>
ou |r¢). Nessas bases o operador 54 € simétrico, de maneira que os blocos nao nulos do triangulo superior
da matriz correspondem aos do tridngulo inferior. Os blocos nao nulos sdo definidos pelas simetrias do
grupo espacial que comuta com o Hamiltoniano (2.12). Os ntmeros de onda @ estdao expressos em
unidades de %’r Para cada @ exibido inclui-se também 27 — Q). Os blocos nao nulos das matrizes de
cada operador 57 preenchem quase toda a Tabela. Trivialmente, no subespago definido pelo autovalor
nulo de 5%, todos os elementos de matriz sao nulos para @ = 0, ou 2, pois S5_, = S*. Cada bloco nao
nulo de Sé na base dos estados |Pf > é bastante espargo, o nimero de elementos nao nulos é proporcional
as dimensoes lineares do bloco, enquanto que na base dos auto-estados ha muito mais elementos nao
nulos. Por exemplo, no subespago definido pelo autovalor nulo de S*, cuja dimensao é n = (N N/2),
para N = 10 ou 14 ha até cerca de 3n elementos de matriz nao nulos para cada operador 57 na base dos

|PF) e da ordem de n?/N na base dos auto-estados |r ¢).
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um indice r, se o estado inicial nao contiver pelo menos um estado definido por esse mesmo indice r, ou
ainda que contenha tal estado, se ndo contiver pelo menos outro estado cujo indice r’ satisfaga a regra
de selecao para os dados @ e r. As consideragoes apresentadas nesta se¢ao sobre as evolugoes dos modos
<Sé> . decorrem da regra de selecao e dos produtos escalares do estado inicial com auto-estados, como
prescreve (4.28).

Outra caracteristica, constatada numericamente, dos elementos de matriz <Pf,/ \Sé\Prﬁ > (4.31) de um
bloco nao nulo definido por r e r’ é que todos os elementos nao nulos daquele bloco tém a mesma fase
complexa. Uma consequéncia disso e do fato de todos os auto-estados terem sido determinados apenas com
coeficientes reais é que nessa base de auto-estados todos os elementos de matriz <r’ ¢'1SIr ¢ >, referentes
a0 mesmo numero de onda () e ao mesmo bloco definido pelos indices r e r’, também tém a mesma fase
complexa. Além disso, deve-se notar que os elementos nao nulos da matriz de S5, no bloco transposto
definido pelos indices r’ e 7, tém a mesma fase complexa que os elementos do bloco r e r’, porque trata-se
de um operador simétrico. Essa caracteristica foi utilizada no algoritmo de calculo.

Como consequéncia, se para um determinado estado inicial e um ntmero de onda @ a regra de
selegao prescrever a dinamica restrita a apenas um par de blocos da matriz de S35, sendo um bloco
obtido pela transposicao do outro, entao a evolugao temporal de <S§>t serd caracterizada por uma tnica
fase complexa para todo t. Re<S§>t e Im<55>t serao proporcionais entre si, como ocorre no caso da
dindmica do modelo XY (3.23) a partir do estado inicial po(S*). A proporcionalidade entre as partes

real e imagindria de <Sé>t foi verificada por exemplo para,

N=14, Q=2 %’r, r: Fgll; qualquer A,
|PF), B =2,100, 245, (4.33)
T (P2 +[P2)), (B1,62) = (1,2), (1,100), (100,101).

Os modos <S§>t desenvolvidos a partir dos estados citados acima sdo nulos para quase todos os @,

exceto para dois particulares @, e 27 — Q,, Q, = 2%”.

Ondas Estacionérias

Quando ha apenas dois modos nao nulos <Sér>1t e <S2Z7T—Qr> as médias da magnetizacao em cada

"
sitio <sz>t, (3.9), em todos os sitios j oscilam em fase. Trata-se de uma espécie de onda estaciondria,
Figura 4.5. Essa estrutura nao aparece quando hé mais de dois pares modos <S(§>t e <522777Q>t nao nulos.
A onda estaciondria resulta de uma simetria particular do estado inicial, pelo menos para o Hamiltoniano
XXZ. Entre os estados iniciais analisados na Figura 4.5, era esperado que aquelas superposigoes que
envolvem apenas a simetria espacial I‘ili’117 Figuras 4.5 (b) e (d), satisfizessem a condicao para desenvolver
a onda estacionaria, pois somente pode desenvolver um par de modos <SQZ>75 nao nulos, Q@ = 2% e = 127,

como prescreve a regra de selegao dos elementos de matriz do operador S5 para 14 sitios, nao mostrada

no texto. Ps outros dois estados, Figura 4.5 (a) e (¢), poderiam em principio desenvolver dois pares de
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Figura 4.5: Ondas Estacionarias. Elas podem ser descritas notando-se que os valores médios <ijz>t em
todos os sitios oscilam em fase. <ijz>t vst, j=1,2,...,14. N =14. XXz, JM =1, A=1.0. O
tempo t esta em unidades arbitrarias. Estados iniciais. Superposicoes de dois estados do tipo ’Pf >:

(|P51>+IPBQ>) Yrip=L1,08=1Lrou=IL1i=1,0=1. b)ri:p=IL1;i=1, 5 =1,
ro: p=1II1; 4 =1, o = 100. Superposi¢oes de dois auto-estados: ﬁ (Ir1 1) 4+ r2C2)), (¢) r:p=1,1,
G =133, ro:p=IL1;i=1, (=245 (d)r:p=11;i=1,G =Lre: p=IL1;i=1, (s =2. Os
indices (; indicam auto-estados em ordem crescente de energia em cada subespago definido pela simetria
espacial r. Para (a) e (c) apenas os modos com ( = % e @) = 13% sao nao nulos, e hd ‘nds’ nos sitios 3 e
10. Para (b) e (d) apenas os modos com @ = 2% e Q = 12Z sdo ndo nulos, e ndo ha ‘nés’. As evolugdes a
partir das superposigoes dos dois auto-estados sao reversiveis. Para esses quatro estados iniciais as partes

real e imaginaria de <S(§>t sao proporcionais.

modos <Sé>75 nao nulos Q@ = 7, Q@ =137, @ =27 e Q = 127, como prescreve a regra de selecao para
N =14. De fato, esse é o caso para a maior parte das superposigoes de dois estados do tipo |PT5>
comri: = 1I,1erg: p=1IL1;9 = 1. De maneira que o fato de cada um deles ter desenvolvido
uma onda estaciondria decorre de uma particularidade além da simetria espacial, pois esses estados sao
superposicoes de estados do tipo parede. Por outro lado, a maior parte das superposicoes analisadas de

dois auto-estados desenvolve evolugao temporal nula para todos os nimeros de onda @, apesar de a regra
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de selegao permitir a existéncia de algum modo nao nulo. Dessa maneira, as ondas estacionarias exibidas
nas Figuras 4.5 (¢) e (d) sao casos pouco freqiientes.

As evolugoes temporais exibidas na Figuras 4.5 (a), e especialmente na Figura (c), apresentam ana-
logias com uma corda vibrante. Entretanto hé diferencas, pois a cadeia de spins finita é um sistema
discreto, e a corda vibrante um sistema continuo. A corda vibrante esté submetida a um vinculo externo
que mantém fixas as suas extremidades, enquanto que na cadeia de spins desacoplada do ambiente externo
o vinculo parece ser decorrente de uma simetria particular do préprio estado inicial.

As evolugoes a partir das superposigoes dos dois auto-estados analisados nas Figuras 4.5 (c) e (d) sao
reversiveis, periédicas. Tal reversibilidade decorre trivialmente a partir da equagdo de Schrodinger. Nao
somente o sistema com quatro sitios apresenta reversibilidade, mas o de quatorze também. A diferenga é
que no sistema com quatro sitios o estado inicial pode ser arbitrario, ao invés de ser de um tipo bastante

particular.

Compatibilidade entre dois algoritmos

A correta implementacao do algoritmo de cdlculo dos modos longitudinais <S(5>t, feita através do uso
das simetrias espaciais (4.27), foi verificada por meio de comparagoes com o correspondente algoritmo da
‘forga bruta’, (4.2), para cadeias com 10 sitios e tomando-se como estados iniciais: |M;), (4.26), |PP),
(2.30), superposigoes de pares de estados do tipo |Pf > e superposicoes de pares de auto-estados do

Hamiltoniano.

4.3.3 (S5), XX — |M),

Prﬁ> e po(S?)

Quando a dinamica é gerada pelo Hamiltoniano planar isotrépico XX, A =0, hé coincidéncias, a
menos de um fator de escala, entre as evolugoes temporais de modos <SQZ>t nao nulos, para um dado
numero de onda @), a partir de diferentes estados iniciais. Tais estados iniciais sao: os produtos diretos
|M;), estados do tipo 1, por exemplo (2.26), alguns do tipo 2, por exemplo (2.28), mas nao todos, e

algumas superposigoes definidas por,
2 % 1 1 2 % 1 1 2 2
PR, P (PR +[PE)). ou et (PR + [P+ PE)). (a3)

onde se impoe a restricao de que todas as componentes ‘Pfj>, dos estados (4.34), sejam superposigoes dos
mesmos estados do tipo produto direto. Por exemplo, para N = 10, |Pfll> =PL1|93)e |P7'?22> = Piﬂf [93),
(2.26). Deve-se lembrar que os estados iniciais (4.34) desenvolvem evolugbes ndo nulas apenas para
numeros de onda @ especificados pela regra de selecao ja discutida, enquanto que um estado do tipo

produto direto pode desenvolver evolucoes nao nulas para muitos Q.
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Por outro lado, desaparecem as coincidéncias entre as evolugoes dos modos <Sé>t nao nulos, ao se

introduzirem fases relativas para as componentes,
1 . 1 . )
S5 (PR + e [PE)). o = ([P + e [P +e® [P2). (1.35)

Ou se as componentes |P753L>, dos estados (4.34), ndo forem superposi¢oes dos mesmos estados do tipo
11,1
PPY) = PL1 4Ty e |[PP2) = BN (93), (2.26).

produto direto. Por exemplo, para N = 10,

Uma vez estabelecidas as coincidéncias, a menos de um fator de escala, entre os modos <S§>t nao
nulos desenvolvidos a partir de estados do tipo produto direto |M;) e dos estados especificados pelas
restri¢bes ji mencionadas (4.34) — estados do tipo 1 (2.26) e eventualmente alguns, mas nao todos,
do tipo 2 (2.28), e cujas componentes |Pr’8> sejam todas superposicoes dos mesmos estados do tipo
produto direto — ficam estabelecidas coincidéncias e nao coincidéncias, a menos de um fator de escala,
como especificado pela Tabela 4.1, entre tais modos <S§>t com aqueles desenvolvidos a partir do estado
descrito pelo operador densidade dependente apenas da componente do spin po(S7#), (3.36). Pode-se
supor entao que um estado definido pelo operador densidade po(S#) possa incluir misturas de estados
definidos pelas superposigoes acima mencionadas, (4.34), e ndo apenas produtos diretos de auto-estados

dos sz, os quais foram mencionados na secao 4.2.2.

434 XXZ — gap, [My) e |P})

Foi sondada, para a interagao XXZ, a validade da conjectura enunciada na secao 3.2.3 a partir dos
resultados da relaxacao da magnetizacao gerada por Hamiltonianos da familia XY, em sistemas unidi-
mensionais de spin %, no limite de cadeias com infinitos sitios, a partir de estados iniciais descritos pelo
operador densidade dependente de apenas uma componente do spin po(S®), (3.12). Tal conjectura pres-
supoe que os sistemas unidimensionais, independentemente de qual seja o Hamiltoniano de troca de spin
%, apresentarao relaxacao da magnetizagao oscilatéria e amortecida por uma de lei de poténcia, e entao
prediz uma criticalidade na lei de poténcia para uma componente de Fourier particular da magnetizagao,
caso o espectro de energia do Hamiltoniano apresente um gap.

Concluiu-se neste trabalho que nao é verificada a universalidade da conjectura proposta. A conclusao
nao ¢ definitiva, mas acredita-se que os indicios obtidos sejam bastante fortes. Esses aspectos serao
apresentados nesta segao. O contra exemplo para a conjectura enunciada consiste na dinamica gerada
pelo Hamiltoniano XXZ no subespago definido pelo autovalor nulo do operador S?#, a partir de estados
caracterizados por muitas interfaces entre spins para cima e para baixo ou superposigoes desses estados.
Exemplos serdo mostrados adiante (4.37).

Devido aos efeitos de tamanho ha uma dificuldade para a obtencao do comportamento da relaxacao,
quando a andlise é feita em sistemas finitos, pois a relaxagao ocorre indefinidamente apenas nos sistemas

infinitos, secao 3.3.1, pagina 40. Na andlise numérica feita para a dinamica gerada pelo Hamiltoniano
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XXZ, no subespago definido pelo autovalor nulo do operador S ?, atingiram-se cadeias com até 14 sitios.
Sao cadeias ainda pequenas, e hd que se justificar porque as informagoes extraidas a partir delas serao
atribuidas ao comportamento do sistema infinito e de sua relaxacao. De fato nao se poderiam atribuir,
se o Hamiltoniano fosse o XY, para o qual em uma cadeia com 12 sitios, por exemplo, as componentes de
Fourier da magnetizacao apresentam reconstrucoes quase totais de seus valores iniciais, Figura 3.4, o que
exclui a tendéncia de relaxacao. Para o Hamiltoniano XY a Figura 3.4 indica que uma cadeia com 60
sitios exibe a tendéncia de relaxacao. As analises numeéricas para a relaxacao das cadeias XY finitas feitas
através das correspondentes solucoes analiticas, Capitulo 3, foram realizadas para cadeias com 1200 sitios
e em tais andlises emergiram as caracteristicas do sistema infinito, a oscilacao amortecida por uma lei de
poténcia e a criticalidade. Essas caracteristicas também emergiram em cadeias com 100 sitios. Tanto as
cadeias com 1200 como as cadeias com 100 sitios sao muito maiores que aquelas com 14.

Outra questao a ser ponderada é a necessidade de selecionarem-se estados iniciais que satisfagam a
condicao de serem arbitrarios. Foram escolhidos estados do tipo produto direto contidos no subespaco
definido pelo autovalor nulo de S *. Esses estados sao descritos por superposicoes de muitos auto-estados
do Hamiltoniano, e sob esse ponto de vista sao bastante arbitrarios.

O principal argumento para se acreditar que uma cadeia com 14 sitios seja suficientemente grande para
extrairem-se informagoes sobre a relaxacao da magnetizagao — quando a dinamica é gerada pelo Hamil-
toniano XXZ e parte de um estado do tipo produto direto contido no subespaco definido pelo autovalor
nulo do operador S* — provém do fato de a dimensao desse subespaco crescer muito rapidamente com
o numero de sitios N, (N N/2). Para N = 14, tal dimensao é 3432. Mais especificamente o argumento
provém do fato de a dimensao do espaco de estados acessiveis a evolucao temporal dos estados arbitrarios
ser grande, compardvel a (N N/2). A Tabela 4.4 mostra as correspondentes dimensoes quando se toma
por estado inicial os estados analisados a seguir nesta segao.

Um aspecto a ser notado é que a dimensao do espago de estados da versao fermionica do Hamiltoniano
XY é igual ao numero de sitios N da cadeia. De maneira que o subespago definido pelo autovalor nulo
do operador S# em uma cadeia com 14 sitios tem dimensdo maior que o espago de estados da versao

fermionica do Hamiltoniano XY para uma cadeia com 1200 sitios.

Estados acessiveis

Os auto-estados acessiveis a evolucao temporal de um certo estado sao aqueles que compoem o estado

dado,
o) =Y Dslrq). (4.36)
¢

A Tabela 4.4 mostra, para alguns valores do parametro A, o nimero de auto-estados acessiveis as evolugoes

temporais dos estados a serem analisados nesta se¢ao e na segao 4.6, (4.37) e (4.38), todos eles contidos no
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Tabela 4.4: Dimensoes de espacos de estados acessiveis a certos estados iniciais.

XXZ. J® = 1. N = 14. Dimensao do subespaco definido pelo autovalor nulo de S?%, (N N/2) =
3432. Dimensdo do subespaco definido pelo autovalor nulo de S# e pelas simetrias espaciais I'l'! e
Fili’ll, 133 + 245 = 378. O numero de estados acessiveis é igual ao nimero de estados que compoem o
estado dado (4.36), ou seja, o nimero de produtos escalares com médulo néo nulo, | (¢o|r¢)|. Nesta

Tabela foram contados aqueles médulos acima de 1072, o que coincide em quase todos os casos com a

contagem de médulos acima de 1075, (a) [TTLLLTLTTLTLTL), (b) \/LE <PL1 ‘1‘131'2’11) TTLLLTLTTLTLTL),
() 1T 7Ll L), (D) o5 (F”’14-11£11)ITT-..T7LL...L14)

Al15 1 05 01 0

(a) | 3432 3423 3426 3432 2450
(b) | 378 371 375 378 267
(c) | 1694 1697 2551 1694 3205
(d) | 212 212 307 212 378

subespaco definido pelo autovalor nulo de S?. Nota-se que os estados do tipo produto direto analisados
sao superposicoes de todos os 3432 auto-estados do Hamiltoniano no subespaco definido pelo autovalor
nulo de S#, ou de uma fracao apreciavel desses auto-estados. As superposi¢oes definidas pelos projetores

Phle Pl-I:I’l1 sao superposicoes de até 378 auto-estados do Hamiltoniano definidos pelas simetrias espaciais

I,1 11,1
r>*el', 2.

Relaxacao rapida

Se A (2.6) é nao nulo, a relaxacdo é muito rapida para estados iniciais do tipo produto direto, os
quais tenham muitas interfaces entre spins para cima e para baixo, e para superposicoes geradas pela
aplicagao de projetores do grupo de simetria espacial sobre tais estados do tipo produto direto com muitas

interfaces, por exemplo,

LT e < (PR REY) LTI, (4.37)

O contraste entre processos de relaxacao rapida para A # 0 e surgimento de reconstrugoes apreciaveis
para A = 0, em uma cadeia com 14 sitios, para os estados iniciais (4.37), pode ser nitidamente notado
na Figura 4.6.

Os processos de relaxagao rapida para A # 0 e para estados iniciais como (4.37) excluem um pre-
requisito da conjectura mencionada no inicio desta se¢ao: a relaxacao da magnetizacao amortecida por

uma lei de poténcia. Excluem também a conexao entre a existéncia de um gap no espectro de energia e
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Figura 4.6: Re[(S3),] vs t e Im[(S5) ] vs t. XXZ, JW =1 N =14, Q = im, A=0,0.1,0.515.

ZTOD 0 50 l(‘)[) I;O 2(‘;0
Estados iniciais (4.37): produto direto, coluna da esquerda, estado de superposicao, coluna da direita. A
relaxacao é rdpida para A > 0, e ndo depende da presenca do gap. Para A = 0 as evolugoes a partir dos
dois estados iniciais diferem por mais que em fator de escala complexo. O estado de superposicao aqui

tratado é do tipo 2, se¢ao 4.3.3. O tempo ¢ estd em unidades arbitrarias.
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o surgimento de criticalidade na relaxacdo, uma vez que a condigdo de A # 0 corresponde a regimes com
e sem gap (2.7). Essas constatacoes constituem uma das conclusoes mais importantes deste trabalho.

O segundo argumento para se acreditar que uma cadeia com 14 sitios seja suficientemente grande para
a obtencgao de informagoes sobre a relaxagao da magnetizagao — quando a evolugao de <Sé>t é gerada
pelo Hamiltoniano XXZ, estd contida no subespaco definido pelo autovalor nulo do operador S# e tem
por estado inicial estados dos tipos (4.37) — consiste no aumento extraordinario do nimero de parcelas
da somatédria de <S§>t, cujas exponenciais tém freqiiéncias distintas (4.29), quando A = 0 é substituido
por A # 0. Os moédulos das parcelas estao distribuidos em valores de diferentes ordens de grandeza. Com
a finalidade de ilustracao, a Tabela 4.5 mostra contagens de parcelas com os maiores médulos. No caso
de A = 0 todas parcelas tém mdédulos da mesma ordem de grandeza.

O fato de o nimero de freqiiéncias distintas para A # 0 ser muito maior que o correspondente ntimero
para A =0 decorre da modificacdo da estrutura do espectro de energia. A Tabela 2.4 mostra as de-
generescéncias no subespaco definido pelo autovalor nulo do operador S#. No limite XX, A =0, as
degenerescéncias sao altas, enquanto que quando A # 0 o Hamiltoniano XXZ apresenta quase sempre
apenas singletos e dubletos. Fica estabelecida assim uma conclusao importante a qual associa a relaxagao
a estrutura do espectro de energia do Hamiltoniano na versao de spin: processos de relaxagao rapida estao
associados a baixas degenerescéncias, e processos de relaxacao lenta a altas degenerescéncias. Isso sera
discutido novamente no Capitulo de Conclusoes.

Finalmente, deve-se enfatizar que a partir dos resultados apresentados se constata que neste pro-
blema da relaxacao em cadeias de spin isoladas do ambiente, para se obter o comportamento da evolucao
temporal da magnetizacao em sistemas com muitos graus de liberdade, quando a interacao é dada pelo
Hamiltoniano XXZ e o subespago é aquele definido pelo autovalor nulo do operador S #, é mais relevante
que a dimensao do espago de estados acessiveis a evolugao do estado inicial seja ‘grande’, e nao necessa-
riamente que o numero de sitios da cadeia seja ‘grande’. A Tabela 4.4 indica que um nimero da ordem

de mil ja satisfaz a condicao de ser grande.

gap e estados parede

Quando hé gap no espectro de energia do Hamiltoniano XXZ, no subespago definido pelo autovalor
nulo de S*, A > 1, a relaxagao é lenta para estados iniciais do tipo parede e para superposigoes geradas

pela aplicacao de projetores do grupo de simetria espacial sobre tais estados do tipo parede, por exemplo,

11 17ll ... Lia) e % (PLl +PiI:I’11> 1. T2l o Lua) - (4.38)

A evolugao de um dos modos <S5> ; da magnetizacao a partir desses estados estd mostrada na Figura 4.7,
para diversos valores do parametro de anisotropia A. Na presenca de gap, A = 1.5, hd processos mais

lentos, os quais sao caracterizados por nao apresentarem oscilacoes ao redor de zero e por amortecimentos
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Tabela 4.5: XXZ, A # 0: Parcelas de maior peso na somatéria (4.29).

N = 14, Q = %71'. Cada subtabela corresponde respectivamente a |[TTLLITITTITIT]) e a

\/Lﬁ (Pl’l + Pig’ll) [TTLLLTITTITLTL). Para cada A, estd exibido o nimero de parcelas de (4.29) cujas

amplitudes Bl(z’ Q’wo), (4.30), tém moédulos acima de uma certa fracdo da amplitude de maior médulo.
)BZ(Z’Q’ vol| 5 fr ‘Bl(z’ @ vo) . Parcelas cujos médulos sao pequenos nao foram contadas. Para A =0
max

o numero total de parcelas é de apenas 8 e 4 para cada estado inicial, respectivamente.

A 0.1 0.5 1.0 1.5
## fr ## fr i fr i fr
7 0.738 9 0.734 15 0.734 10 0.731
182 0.401 | 116 0.396 | 130 0.395 | 109 0.390
1086 0.161 | 757 0.157 | 713 0.156 | 446 0.152
3922 0.048 | 3481 0.046 | 3410 0.045 | 2185 0.043

7 0.715 8 0.712 5 0.709 3 0.705
39 0.365 24 0.361 16 0.357 14 0.351
113 0.133 87 0.131 88 0.127 45 0.123
360 0.035 | 367 0.034 | 288 0.032 | 207 0.030
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que nao sao da forma de uma lei de poténcia (3.28). Em contraste com a criticalidade presente na
familia XY, descrita por um salto do expoente da poténcia como indicado na Figura 3.2, quanto maior o
parametro de anisotropia A, mais lenta é a relaxagao.

Para A = 0.5 ha extin¢ao rdpida da magnetizacao, mas com a presenca de pequenas reconstrugoes
parciais. Para A = 1 hé oscilagbes que ndo sao extinguidas. Esse caso corresponde a uma transigdo entre
os regimes de extingao e de relaxagao lenta.

O processo lento pode ser entendido a partir da combinagao de dois fatores. No caso do Hamiltoniano
XXZ, os giros do spin, spin flips, sdo promovidos pelos termos associados as componentes transversais
da troca, SZ»JFSZ;1 e S[Siil, 0s quais promovem giros de pares de spins vizinhos antiparalelos, T| < |T.
Inicialmente, apenas os sitios das interfaces |T e 7| sofrem acao do Hamiltoniano. Em segundo lugar,
quando a interacao da componente longitudinal do spin S;*S/ ; ¢ mais intensa do que as componentes
transversais, A > 1, o que corresponde ao surgimento do gap, os spins anti-alinhados das interfaces |
e T] tornam-se mais estdveis, e o giro do spin é menos favoravel. Quanto maior o gap, ou o A, mais o
Hamiltoniano aproxima-se do limite Ising. O Hamiltoniano XXZ (2.1) tende ao limite Ising a medida
que A aumenta, A — o0, e {, = {, permanecem finitos, ou entdo, atinge o limite Ising se A for finito
e {; = &,y = 0. No limite Ising a dinamica desaparece porque o Hamiltoniano envolve apenas uma
componente do spin e nao hé flutuagdes quanticas.

A natureza do estado inicial e os acoplamentos gerados pelo Hamiltoniano sdo importantes para a
relaxacdo. A diferenga entre as formas das evolugoes da magnetizagao dos estados com muitas interfaces
e os estados do tipo parede, para A > 1, ndo é tao notavel para o Hamiltoniano XYZ como é para o
XXZ. O Hamiltoniano XYZ também acopla estados através dos giros de pares de spins vizinhos paralelos,
11 <« |], além dos giros de pares de spins vizinhos antiparalelos. A Figura 4.8 ilustra as evolugbes de um
modo <Sé>t para estados dos dois tipos em uma cadeia com 10 sitios, para o Hamiltoniano XYZ. Ambas
evolucdes estdo contidas em um subespaco cuja dimensdo é 2V =1 = 512,

Como j& havia sido visto, Figura 4.1 (a), para o Hamiltoniano planar XY(y), o modo <SQZ>t para
Q = 1%” referente ao estado |T7/1]7117]) ndo exibe tendéncia de relaxacdo — a Tabela 4.2 indica
que ambos estados [TTLLITITTL) e [T1117LLL1]) desenvolvem, a menos de um fator de escala, a mesma
evolucao de cada <Sé>t para o Hamiltoniano XY (). A presenca de reconstrucoes apreciaveis também é

manifestada para o Hamiltoniano planar XX, Figuras 4.6 e 4.7 para A = 0.

4.4 XXZ — uma onda

Os estados de uma onda de spin sao aqueles definidos pela expressao (2.39). Tais estados caracterizam
um subespaco de uma onda. A base de estados do tipo produto direto para esse subespaco é formada
por estados com N — 1 spins apontando em uma dire¢ao e um spin na diregao oposta (2.42). H4 dois

subespacos de uma onda de spin. Em ambos evolucoes da magnetizacao sao equivalentes quando nao ha
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Figura 4.7: Re[(S5), /(S5),] vs t, XXZ, JM =1. N =14, @ = 4m, A =0,0.5,1.0,1.5. Dois estados

iniciais: um do tipo parede |17 ... 17| ... [14) e 0 outro é uma superposicao de estados do tipo parede,
(4.38). Para ambos estados iniciais a relaxagao é rapida para 0 < A < 1 e lenta para A > 1. Para
esses estados iniciais as partes real e imaginaria de <Sé>t sao proporcionais. O tempo t estd em unidades

arbitrarias.

campos externos. Serd utilizada a expressao subespaco de uma onda, a qual fara referéncia indistintamente
a qualquer um dos dois subespacos. As ondas de spin sao auto-estados do Hamiltoniano XXZ, por isso
suas magnetizacgoes apresentam evolugoes triviais, e nao sao de interesse neste tabalho. Aqui simplesmente
tomou-se o nome das ondas de spin para a designacao do subespago cujo autovalor do operador S~ é
41

No caso do Hamiltoniano XXZ as evolugoes dos modos <S§>t no subespaco de uma onda estao
desacopladas das evolugdes nos demais subespagos, (4.7). Os modos transversais <SéC >t e <S$>t sao
identicamente nulos se se restringe a dinamica ao subespago de uma onda. Eles foram calculados a partir

de estados iniciais dados pela superposi¢ao de um estado contido no subespago de uma onda de spin com

o estado ferromagnético.

O Hamiltoniano XXZ analisado inclui interagoes entre primeiros vizinhos com e sem impurezas, e

interagoes entre segundos vizinhos sem impurezas (2.37). Os modos <Sé>f no subespago de uma onda de
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Figura 4.8: Re[<55>t/<55>0} vst. XYZ, &g = 147, & = 1—7, & = A, v = 08, A = 1.5.
N =10, Q = 1%“. O tempo ¢ estd em unidades arbitrérias. Estados iniciais: (a) [419) = [TTLLITITTL).

(b) [31) = [TTTTTLLLLL.

spin foram calculados através de diagonalizagao direta (4.2). Todas as variantes do Hamiltoniano foram
implementadas em um tnico programa de célculo. Foi possivel realizar os calculos em cadeias com até
3360 sitios, porém as cadeias com 1200 sitios sao grandes o bastante. O algoritmo implementado difere
do algoritmo para o subespaco do autovalor nulo de S* em detalhes secundérios referentes a alocagao
apropriada de memdria computacional, como a definicao das dimensoes das matrizes do algoritmo e a
identificacao dos estados da base.

Os estados iniciais escolhidos foram o produto direto com apenas um spin girado | ), e superposicoes

desse tipo de estados, incluindo os estados |Wy),

=11 1@EDT-- 1), (4.39)
W) = == (& 1111 D)€ 2 11T ) e N 1T - 1)), (4.40)
onde as fases 6;, | = 1,2,..., N sao reais e arbitrarias. E também os estados,
[Pad) = —>"11). (4.41)
L=
1 = N
L\ - _
|PeN>7\/Z§ 1+zL>. (4.42)

Para o estado |Pe f,> tomou-se L divisor de N. Deve-se enfatizar que o estado ]Pa]{;> nao corresponde a
um estado do tipo parede |11 ... Tpll ... [n).

Quando nao hé impurezas, o Hamiltoniano XXZ gera a mesma evolucao da magnetizacdo que o
Hamiltoniano planar isotropico XX, para a evolucao temporal dos modos <S§>t no subespaco de uma

onda de spin, quer haja ou nao interagoes entre segundos vizinhos. Tal independéncia de <S§>f em
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relagdo ao parametro de anisotropia A decorre das seguintes caracteristicas: no subespago de uma onda
de spin os auto-estados sao independentes de A, e todos os autovalores sofrem o mesmo incremento ao

se variar A. Na base dos estados do tipo produto direto do subespaco de uma onda verifica-se,
al N
A (J<1> SESE, 4+ T2 87 f+2) 1) =A (Z - 1) (J<1> + J<2>) 1) = cte|1), (4.43)
i=1
a qual é vélida para todo |!) quando hé condigoes de contorno periddicas. Decorre entao,

HYRG = HIX" + cte, ERN%(C) = BRY(C) + cte V. (4.44)

A independéncia dos modos <SQZ>t em relacdo a componente z da interagdo de troca fica evidente
a partir de (4.44) e da expressao (4.3), onde as amplitudes AC(?/Q’%) dependem dos auto-estados, e as

freqiiéncias w¢r das diferengas entre as energias.

4.4.1 uma onda sem impurezas e sem interagoes entre segundos vizinhos

Nesta secao serao analisadas evolucoes temporais a partir de diversos estados iniciais. A partir de
alguns estados iniciais, |1) (4.39) e ’Paf,) (4.41), verificou-se relaxacao oscilatéria e amortecida por uma
lei de poténcia, sem a criticalidade indicando relaxacao mais lenta. Em particular, a partir dos estados
[1), a relaxacao é semelhante & evolucao descrita pela solugao analitica (3.36), quando o estado inicial
é descrito pelo operador densidade dependente apenas da componente z do operador de spin po(S7?). A
auséncia de criticalidade especificando relaxacao mais lenta é justificada porque nao hd um parametro no
Hamiltoniano a ser ajustado, nem gap e nem nesting. Por outro lado, a partir de estados dos tipos |Wy)
(4.40) e |Pe JI\?> (4.42) verificaram-se comportamentos distintos daquela relaxagao.

Para o Hamiltoniano planar XX, sem impurezas e sem interagoes entre segundos vizinhos, o subespago
de uma onda de spin estd associado ao Hamiltoniano fermiénico C'C, Tabela 3.1, para qualquer N par.
Constatou-se que a evolucao de <SQZ>t a partir de um estado do tipo produto direto (4.39) calculada
numericamente (4.2), coincide ou nao coincide com a evolugao a partir do estado inicial po(S#) calculada
analiticamente (3.36), se ¢ for respectivamente par ou {mpar, onde @ = q%ﬂ, conforme ja havia sido
notado, Tabela 4.1, e nao depende do niimero par de sitios N ser ou nao ser multiplo de quatro, Figura 4.9.

Uma caracteristica a ser notada é que no caso de haver nao coincidéncia entre as duas solugoes, quando
q € impar, a nao coincidéncia manifesta-se apenas a partir da primeira reconstrugao parcial. Até entao
as duas evolugoes procedem-se da mesma maneira.

Para a dinamica a partir de um estado do tipo produto direto, constatou-se que a expressao da solugao
numérica de <SQZ>t (4.4) apresenta todas ou quase todas amplitudes BI(Z’Q’%) (4.5) iguais entre si, para
cada conjunto de z, @ e [¢p) = [ 1), (4.39), Tabela 4.6. A evolugao temporal de (S5), a partir de outros

estados iniciais, definidos por superposigoes, ¢ distinta da evolucao a partir de um estado do tipo produto
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analisados sao muito parecidas, diferem apenas por um fator de escala no eixo do tempo. O tempo t esta

em unidades arbitrarias.

simples como na Tabela 4.6, apresentam valores distintos para

nao sao

direto. As amplitudes Bl(a’ Q> o)

cada indice [.
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Tabela 4.6: Amplitudes <Sé>t, |tho): Produto Direto.

N =120, Q=q2, b=B>@I)
L (@11
q ! 0 W interm Wmax para N=120 h4 cerca de 60
freqiiéncias intermedidrias
fmpar — b entre 0 € Wmax
par # 60 2b b b
60 b 1p

-0.15— —
| |

| | |
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
t

t
Figura 4.10: Re(<55>t/<55>0) vs t. XX, Figura 4.11: Re(<55>t/<55>0) vs t. XX,
JM =1, N = 120, |[Pajy). Relaxagio rapida  J =1. N =120. Q = 3. ‘WN“> e [Wie)

para Q = %71’ e usual para @ = %77. O tempo ¢ flutuam. O tempo ¢ estd em unidades arbitrarias.

estd em unidades arbitrarias.

Relaxacao, Flutuagoes e evolugoes a partir de Auto-estados

Para certos tipos de estado inicial o sistema desenvolve uma tendéncia de relaxagao desde o instante
inicial. Tal tendéncia é interrompida pela primeira reconstrucao parcial. Essa relaxacao é caracterizada
por uma envolvente do tipo lei de poténcia, como no caso da relaxacao a partir de um produto direto.

O expoente v da lei de poténcia (3.43) pode depender do nimero de onda @ e do estado inicial, por

exemplo,
[1), vQ, v =0.5,
T oy=15, (4.45)
|Pa1320>:\/L§(|1>+|2>+|3>)a Q= K

demais valores, v = 0.5,

onde os estados | 1) sdo dados por (4.39).

No caso do estado de superposicao ’Paf’20>, a mudancga do expoente % associado a quase todos os @

para % associado a vizinhanca de um @ particular, @ =

s

3, nao indica a criticalidade de interesse neste

trabalho associada a um modo de relaxacao mais lenta, ao contrario, tal modo relaxa mais rapidamente
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que os demais, Figura 4.10.

Em contraste com a relaxacao que leva o sistema de um estado caracterizado por magnetizagao nao
homogénea para estados homogéneos, ha processos onde o sistema parte de um estado, que nao seja
auto-estado, caracterizado por magnetizacao homogénea: nesse caso a evolucao de cada modo <Sé>t
flutua exibindo um comportamento erratico, com aplitudes compardveis as amplitudes desenvolvidas a
partir do estado do tipo produto direto, no momento da primeira reconstrugao parcial. FEsse é o caso
de estados iniciais como por exemplo ’WAJ;“> e ‘WJ\Z}C>, (4.40), caracterizados respectivamente por fases
0, reais e aleatérias e por fases 0, = 27w l3/N com [ irracional. Foram selecionados arbitrariamente um

estado particular de cada um dos tipos W]\];a> e |ij,c>, sendo que para esse dltimo tomou-se 3 = /2.

Os modos <Sé>t, com @ # 0, desenvolvidos a partir desses dois estados flutuam, a Figura 4.11 mostra
os comportamentos tipicos. Entende-se que para esses estados, o sistema ja esteja inicialmente relaxado.
As flutuacoes decorrem do fato de o sistema ser finito.

A evolugao trivial a partir de um auto-estado é diferente das evolugoes semelhantes a relaxacao e a
flutuacao. Nesse caso todas os valores médios da magnetizacao sao independentes do tempo. Entretanto,
hé que se discernir dois casos particulares. Devido as degenerescéncias do espectro, uma vez que quase
todos os niveis sao dubletos, hé infinitas escolhas possiveis da base de auto-estados. Uma possivel escolha
para a base de auto-estados sdo os estados |WJ") (4.40) caracterizados por fases 6; = 2w Ilm/N, com
m=0,1,...N — 1. Sdo equivalentes aos estados (2.39). Para esses estados verifica-se,

(s5), =4 " 7090 (4.46)

0, Q#0.
Por outro lado, todos os auto-estados podem ser escritos exclusivamente com coeficientes reais. Nessa
nova base cada auto-estado de um dubleto pode ser expresso pela combinacao de dois auto-estados

degenerados |W") e ’WA? m>. Surgem dois modos <Sé>t nao nulos além do modo homogéneo,

cte #0, Q =0, Zﬁm, 2W’T(me),

(4.47)
0, demais valores de Q.

Note que a modulagao espacial da magnetizacao desse 1ltimo caso nao corresponde a onda estacionaria
apresentada na Figura 4.5, a qual apresenta uma evolucao temporal e é originada de um estado que nao
é um auto-estado.

Foram analisadas ainda as evolugoes a partir de estados como |Pa]€,> (441) e ‘Pe]{?> (4.42), para
N =120 e L = 12. Ambos nao apresentam magnetizagao espacialmente homogénea, enquanto os estados
|W ) apresentam. A evolucao de um modo <S§>t a partir do estado |P311220>, Figura 4.12, assemelha-se
qualitativamente a evolucao a partir de um estado do tipo produto direto ou da superposigao ‘Paf’m). (@)
estado |Pe11220> desenvolve evolugoes, Figura 4.13, nao nulas da magnetizagao somente para as modulagoes

dadas por Q = QWZ%, coml=1,... as quais apresentam reconstrugoes quase totais da magnetizagao.

N
s L
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o valor de 0.9964 ao invés de 1.0. O tempo t esta

em unidades arbitrarias.

Modos transversais

Para que a evolucao temporal de um modo transversal <S$>t ou <SQy>t seja nao nula, o estado
inicial precisa envolver pelo menos dois estados cujos autovalores de S# difiram por uma unidade. Essa
condicao é satisfeita por uma superposicao do estado ferromagnético |F) = |11 --- 1) e de um estado
contido no subespacgo de uma onda. Se a componente do estado inicial no subespago de uma onda for
por exemplo um produto direto |I) ou o estado |Paj‘3,>, as partes real e imaginéria de <S§>t e <Sé>t
serao proporcionais. Se tal componente é um estado |Wy), que nao seja auto-estado do Hamiltoniano,
as partes real e imaginaria nao serao proporcionais.

A evolugao temporal de um modo transversal <S§>t ou <Sg>t, a partir de uma superposicao do estado
|Fy com um | 1), é periddica, reversivel, apresentando uma freqiiéncia de Rabi. As evolugoes dos modos
transversais <S$>t e <S§>t dependem de A, porque a mudanga da energia do estado ferromagnético com

A é diferente da mudanga das energias dos auto-estados do subespago de uma onda.

4.4.2 uma onda com interagoes entre segundos vizinhos

Como ja foi mencionado no inicio da secdo 4.4, as evolugoes dos modos (S5), no subespaco de uma
onda de spin, com Hamiltoniano envolvendo interacoes entre primeiros e segundos vizinhos, independem
da componente z da interagao de troca. Ao incluirem-se interacoes entre segundos vizinhos com intensi-
dade acima de certo limite, emergem modos criticos na relaxagao da magnetizagao desse sistema a partir

do estado inicial do tipo produto direto. Essa criticalidade é andloga aquela do tipo (A) encontrada no
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Hamiltoniano XY (h, ), secao 3.4.

O Hamiltoniano com interagoes entre segundos vizinhos é nao integravel. A lei de poténcia e a
criticalidade encontradas nesse sistema podem indicar que tais caracteristicas prescindam da condigao de
integrabilidade presente nos estudos anteriores [2, 3, 4]. Entretanto, pode ser que nio necessariamente
indique, pelo fato de haver solugoes analiticas no subespago de uma onda (2.39) e (2.40). Um palpite
arriscado consiste em se imaginar uma analogia com um sistema cadtico, o qual preserva regularidade em
uma parte do espaco de estados e é irregular em outra parte. De maneira que a existéncia de solugoes
analiticas exatas no subespaco de uma onda de spin de um sistema nao integravel, pode implicar que
uma possivel irregularidade associada a nao integrabilidade nao se manifesta nesse subespago.

Nao ha gap no espectro de energia da banda de uma onda de spin. Porém surge nesting nessa curva de
dispersao (2.40), quando nela surgem dois vales, Figura 4.14. A existéncia dos vales depende da derivada
primeira da curva de dispersao anular-se,

oY

o5 = 0, para algum k. (4.48)

k=ko

Tal condicao ¢é satisfeita quando,

1
’J(Q)’ >3 == (4.49)

nest = 1
de maneira que o nesting estd ausente no Hamiltoniano sem interagoes entre segundos vizinhos. As
curvas de dispersao da Figura 4.14 assemelham-se as correspondentes curvas do modelo XY (h,~), as
quais apresentam ou nao os vales dependendo dos valores dos parametros h e v, Figura 3.22.

A evolucao dos modos <S§>t a partir de um estado do tipo produto direto (4.39) ndo depende do
sinal da interacao entre segundos vizinhos, depende apenas do mdédulo ’J &) | Tal independéncia com o
sinal de J (?) ndo ocorre quando a dinamica comeca a partir de outros estados iniciais, como por exemplo,
Paf). [Ped).

h& uma forte dependéncia dos modos <Sé>t com o estado inicial. As duas situacoes de dependéncia e

W§a> e |WAZ,C> Assim como no caso da auséncia de interacdo entre segundos vizinhos,

independéncia com o sinal de J ) no tém relacdo com a discussio feita na secio 4.1.2. Naquela secio
a mudanca do sinal de J @) corresponde & mudanca do sinal do Hamiltoniano, enquanto nesta secio a
mudanca do sinal de J ) nao corresponde. Dado que a interacao entre primeiros vizinhos foi escolhida
como sendo J () =1, antiferromagnética, se a interacio entre segundos vizinhos for ferromagnética,
J @) <0, nao havers frustacio no alinhamento dos spins da cadeia, porém se for antiferromagnética,
J @) > 0, haver frustacdo. Resta ser entendido por que a presenca ou nao de frustacio nao faz diferenca
para a evolugao a partir do estado do tipo produto direto.
2

Os resultados apresentados nesta secao referem-se a evolucao de <SQ> @ partir do estado inicial do

tipo produto direto. Além da solu¢do numérica obteve-se uma solucao analitica para esse caso,

27
N 1 . Lo (1,2) 2 (1,2)
<55>t =5 0Q.0 — N et Z ¢ Priq=Pi ), (4.50)

— 27
k=%
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Figura 4.14: Curva de Dispersao E("? vs k, (2.40). N = 1200. JM =1, J® = 0,0.1,0.25,0.4,
0.5,0.8,1.0,2.0,4.0,5.0,9.7. J®@ altera os autovalores, enquanto deixa os auto-estados invariantes. O

(2)

surgimento do nesting provém de um reordenamento de parte dos niveis de energia, quando |J 2| > J,,7,.

Cada uma dessas curvas nao é continua, é uma sequéncia discreta de N pontos. Esta Figura apresenta

analogias com a Figura 3.22.

onde as energias Eél’m sdo dadas pela relagao de dispersao (2.40) e A indica o estado inicial |\ ), (4.39).

A compatibilidade entre os célculos numérico (4.2) e analitico (4.50) foi verificada.

Criticalidade e o Patamar de Oscilagao

A ocorréncia de criticalidade originada pelas interagdes entre segundos vizinhos no subespago de
uma onda de spin, a partir de estados do tipo produto direto (4.39), apresenta muitas analogias com a
criticalidade do tipo (A) do Hamiltoniano XY (h, ), segao 3.4. Tal criticalidade emerge quando ha nesting
(4.49), neste caso o nesting decorre de dois vales na curva de dispersao, os quais surgem simetricamente

em relacao ao ponto de k = 0, Figura 4.14. A criticalidade nao emerge quando nao surgem esses vales.
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Tabela 4.7: XX(J ?)): Minimos Q.. da curva de dispersao e Criticalidades Q2¢)- N = 1200.

J1) = 1. 2Quy corresponde a 27 — Q2c) € 21 — 2Qmy a Q(2)- Os nimeros de onda estao expressos
em unidades de %’50. Os ntmeros de onda @, foram determinados por meio das curvas de dispesao
como indicado na Figura 4.14. Os niimeros de onda criticos Q2.) = Q(2¢)(/ (2)) foram determinados para
cada J?) comparando-se modos <Sé>t de uma amostragem de nimeros de onda (). Os valores criticos
Q(2¢) sao definidos por modos <S§>t que no momento da primeira reconstrucao parcial da magnetizagao
apresentam o maior patamar de oscilacdo. Por exemplo, a Figura 4.17 mostra o caso de J () = 0.4. Trata-
se de um critério visual. O retangulo indica a criticalidade analisada em pormenores através de ajustes
definidos por uma lei de poténcia, Figura 4.18. A curva Q2. vs 1/JC(2) estd mostrada na Figura 4.15.
Esta Tabela apresenta analogias com a Tabela 3.3.

t Para J () grandes a criticalidade torna-se muito sensivel com o valor de @, o qual é uma variavel
discreta no sistema finito. Para J (2) = 10.0, Q(2¢) deveria estar entre 590 e 591. Por outro lado, quanto

2)

mais .J (?) aproxima-se de Jrfezt superiormente, .J (2) > J,fest, maior ¢ a incerteza para dicernir-se Q(ac)-

J? 027 028 03 04 05 08 1.0 20 40 50 97t
Quv | 526 511 488 429 400 361 348 324 312 310 305
Qe | 129 164 214 396 476 502 551 576 581 590

A localizacio dos minimos dos vales depende de .J (2).

De maneira distinta ao que ocorre no Hamiltoniano XY (h,~), tanto em situagoes onde surgem os
vales como na auséncia deles, ndo ha presenca de gap nas curvas de dispersao (2.40). O gap nao é a
caracteristica relevante para essa criticalidade.

As seguintes consideragoes expostas na secao 3.4.1 aplicam-se a esta discuss@o sobre a criticalidade
originada pelas interagoes entre segundos vizinhos. Os modos criticos oscilam ao redor de um patamar
nao nulo, a partir do inicio da relaxacao. O patamar de oscilagao diminui com o tempo e finalmente tende
a zero no limite de cadeias grandes, a fim de que a condigao de homogeneidade para o estado de equilibrio
seja satisfeita. O patamar decorre de parcelas de <Sé>t de baixas freqliéncias, as quais sao diferencgas
entre energias proximas, associadas a pares de auto-estados, onde um auto-estado estd situado em um
dos vales da curva de dispersao, e o outro auto-estado no outro vale. A diferenca de momento entre os
minimos dos dois vales, 2Quy ou 27 — 2Qmny, Figura 4.14, define o nimero de onda critico 27 — Q2. ou
Q(2¢)- Ha uma alta ‘densidade’ de parcelas na expressao de <Sé>t associadas as baixas freqiiéncias. Essa
alta ‘densidade’ é uma marca no sistema finito da existéncia de nesting no sistema infinito. Ha notavel
coincidéncia entre os valores 2Qy,y inferidos a partir da curva de dispersao e os valores de 27 — Q2

inferidos a partir das curvas de <Sé>t, ver Tabela 4.7, a qual apresenta analogias com a Tabela 3.3.

A criticalidade serd indicada pelo par Jc(z) e Q(2c).- Na Figura 4.15 ha indicagao de uma divergéncia
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Figura 4.15: Qac) vs 1/JC(2). N =1200. J® = 1. Estado inicial, [1) (4.39). Nesta figura, Qa0
corresponde ao modo que mais se assemelha ao modo critico do sistema infinito. Esta figura corresponde

a Tabela 4.7. Essas curvas apresentam analogia com as curvas associadas a @ da Figura 3.23.

JC(Q) — 00 quando Q3¢ — 7. Além disso, foi constatado que a evolucao do modo <Sé>t, para Q =,

é independente de J ) e nao é critica*

. Essas caracteristicas garantem que nenhum @, corresponde
a J® — co. A auséncia de criticalidade em J () — oo faz sentido. Uma vez que J ) =1 é mantido
finito, o limite J ) — 0o corresponde ao desacoplamento da cadeia em duas cadeias independentes, e
em cada uma J ) desempenha o papel de interacoes entre primeiros vizinhos. O tnico spin girado do
estado inicial fica em uma das cadeias, a qual desenvolve a dinamica sem criticalidade caracteristica de
uma cadeia com apenas interagoes entre primeiros vizinhos, no subespaco de uma onda, enquanto a outra

cadeia recebe um estado ferromagnético e permanece sem dinamica.

Tempo transcorrido até a primeira reconstrugao parcial

O tempo transcorrido até a primeira reconstrucao parcial da magnetizacao para cada modo <SQZ>t esta
indicado na Figura 4.16. Entre os modos com menor ¢, estd aquele que indica a criticalidade Q). O
tr(Q(2¢)) ndo estd exatamente no minimo possivelmente devido ao fato de o sistema ser finito. Entende-se
que para um Hamiltoniano dado, o modo critico deva mesmo ser aquele que apresenta reconstrucao parcial
mais cedo que os demais. O modo critico, caracterizado por extinguir-se mais lentamente que os demais
modos, estd associado a um maior nimero de parcelas da somatéria (4.50) interferindo construtivamente,
do que os modos nao criticos. Os processos de interferéncia construtiva mais pronunciados favorecem a
ocorréncia da reconstrugao parcial mais cedo.

Para a criticalidade do tipo (A) do Hamiltoniano XY(h,7), o tempo transcorrido até a primeira

reconstrucao parcial do modo que indica a criticalidade s também esta préximo do minimo da curva

4As formas das funcées <S§>t vs t variam suavemente quando @ varia. Porém quando @ muda de 7 — QW” para T a

forma de <Sé>t muda bruscamente.
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Figura 4.16: Tempo transcorrido até a primeira reconstrucao parcial de <SQZ>t (4.4) ou (4.50). t, vs Q.

N = 1200, JM =1, J@ = 04. Estado inicial, |1) (4.39). O circulo nesta figura indica o t, cor-

respondente a Q(2), 0 qual indica a marca da criticalidade do sistema infinito neste sistema finito. A
criticalidade corresponde ¢, proximo ao minimo da curva. Esta curva assemelha-se a curva de ¢, vs Q

da Figura 3.25. Os tempos ¢, estao em unidades arbitrérias.

t vs @, Figura 3.25 (a). Entretanto, para a criticalidade do tipo (B) do Hamiltoniano XY (h,~) e para
a criticalidade do Hamiltoniano XY (7y), os respectivos tempos transcorridos até a primeira reconstrucao

parcial nao estao préximos dos minimos da curva ;7 vs Q e ¢, vs @, Figura 3.25 (a) e Figura 3.7 (a).

Ajustes ve 7, J@= 0.4

Realizaram-se ajustes com a forma de lei de poténcia (3.43), nas envolventes superiores de <S§>t, para
J ) = 0.4 em cadeias com 1200 sitios. As envolventes foram selecionadas como indicado na Figura 3.11.
Exemplos de modos <S§>t estao na Figura 4.17. Os resultados referentes aos ajustes para os parametros
v e 7 estao apresentados na Figura 4.18. O valor de Q(a.) inferido a partir desses ajustes coincide com
o correspondente valor apresentado na Tabela 4.7, o qual havia sido inferido pela inspecao dos graficos
dos mesmos modos. v apresenta o valor de cerca de % para os modos <Sé>t nao criticos, e o valor de
0.345 ~ % para o modo critico. Observa-se também a presenca de modos cuja relaxacao é mais rapida na

faixa de 0.6 < £ < 0.75.

Patamar de oscilagao tende a zero no limite de cadeias grandes

A Figura 4.19 indica que no limite de cadeias grandes o patamar de oscilagao do modo critico Q2.
tende a zero. Isso assegura que todos os modos <S’é> . além do modo critico, tendem a desaparecer.
Trata-se da condigao necessaria para que o estado de equilibrio seja caracterizado por magnetizagao

espacialmente homogénea, o que reflete a simetria de translacao do Hamiltoniano.
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Figura 4.17: Re[(S3), / (S5),) vs t (4.4) ou (4.50), detalhes. N = 1200, J ) =1, J ) = 0.4, estado

3

inicial, |1). @ = %, relaxacdo usual com v ~ % Q = 7, batimentos, nao se fazem ajustes de v e 7.

Q= %T, corresponde ao modo <S(§>L que oscila ao redor de um patamar acima de zero mais alto que

qualquer outro modo; sob esse critério é o modo que mais se assemelha ao modo critico Q2 do sistema
infinito. @ = %W, relaxacao rapida mas cuja envolvente pode ser ajustada por uma lei de poténcia.

=4 -~ . . . 7
Q = g, relaxagao usual com v ~ % Esta Figura apresenta analogias com a Figura 3.19. O tempo ¢ esta

em unidades arbitrarias.
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Figura 4.19: Patamar de oscilagao de <Sé>t logo antes de manifestar-se a primeira reconstrugao parcial

da magnetizacio. P, vs 1/N. JM =1, J®) = 0.4. Estado inicial, |1) (4.39). Esta Figura apresenta

analogias com a Figura 3.24.

4.4.3 uma onda com impurezas

As impurezas foram introduzidas como indicado na segao 2.3.4, Equagao (2.43) e na Figura 2.2, onde

foram considerados dois tipos de impurezas. Assim como nos outros Hamiltonianos XXZ, analisados nas
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secoes 4.4.1 e 4.4.2; a evolucao dos modos <S5>t no subespaco de uma onda de spin ¢é desacoplada dos

outros subespacos de S #, apesar da presenca desses tipos de impurezas.

Tomando-se estados iniciais do tipo produto direto (4.39), emergem processos de relaxagao caracte-
rizados por oscilagoes amortecidas por uma lei de poténcia. Se o estado inicial tiver seu spin girado em
um sitio que participa de uma ligacao da impureza, e se houver um gap no espectro da banda de uma

onda de spin, emergem processos ainda mais lentos.

Os processos de relaxacao mais lenta nos sistemas com impurezas nao apresentam as criticalidades
presentes nos Hamiltonianos XY (), XY (h, ) e XX(J 2))enda Ao invés de <S§>t exibir criticalidade nas
vizinhancas de um numero de onda critico, ha uma ‘faixa larga’ de numeros de onda () para os quais
cada modo <Sé>t oscila em torno de um valor médio nao nulo. Esse patamar nao nulo corresponde a
uma parcela constante na expressao (4.4), e nao tende a zero no limite de tempos longos em cadeias
grandes como nos casos da criticalidade do tipo (A) presente no Hamiltoniano XY (h, ) e da criticalidade
presente no Hamiltoniano XX (.J (?))onda O patamar de oscilacio é méximo para @ = 0, tende a diminuir
quanto maior for o nimero de onda @, e pode anular-se para Q = 7, Figura 4.20, pode anular-se para
(@@ menores que 7 e pode nao se anular para nenhum @Q. As diferentes possibilidades dependem de A e
J (mP) - A existéncia de patamares nio nulos até a primeira reconstrucao parcial da magnetizacéo indica
que no equilibrio o sistema é caracterizado por magnetizagao espacialmente nao homogénea, o que reflete
a falta de simetria de translacao do Hamiltoniano. O mesmo comportamento qualitativo ocorre quer haja

uma ou duas ligagoes de troca associadas & impureza, (2.43) e Figura 2.2.

A presenca de pelo menos um gap no espectro de uma onda estd indicada na Figura 2.3. Os niveis de
energia que podem surgir dentro do gap g,, Figura 2.3, nao parecem ser determinantes para a relaxagao

lenta dos modos <S§>t, como o € a existéncia de pelo menos um gap.

Quando a dindmica comeca a partir de um estado do tipo produto direto (4.39), cujo spin girado
esteja em um sitio distante da impureza, ou mesmo estando o spin girado vizinho a impureza se nao
houver gap na banda de uma onda de spin, J(™P) < 1 e A < 1, emerge relaxacio amortecida por uma
lei de poténcia com expoente %, onde todos os modos <Sé>t oscilam em torno de zero, assim como nos

Hamiltonianos previamente analisados.

Os processos de relaxacao para os quais surgem modos <Sé>t que nao se extinguem completamente,
quando hé impurezas nas cadeias de spin, sao distintos das criticalidades analisadas neste trabalho. Tais
processos sao mais particulares porque sao validos para um tipo de estado inicial mais restrito que os
estados iniciais associados as criticalidades previamente analisadas: produto direto cujo spin girado esteja
em um sitio que participa de uma ligacao da impureza, ou em um sitio préoximo. Além disso, o gap na
banda de uma onda de spin é necessario para o surgimento daqueles processos. Outro aspecto a ser
notado é que o sistema com impurezas é nao integravel, de maneira que a existéncia de processos lentos

também pode estar associada a nao integrabilidade.
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Figura 4.20: Relaxacao para um estado de equilibrio caracterizado por magnetizagao espacialmente nao
homogénea. Re[(S3), /(S5),] vs t. N =120, A = 1.8, J(™P) = 1.9. Estado inicial, |1) (4.39). O
spin girado do estado inicial estd localizado em um sitio que participa da interagao de troca da impureza.
A impureza é descrita por uma ligagao de troca diferente das demais. O tempo ¢ estd em unidades

arbitrarias.
4.5 XXZ — duas ondas

Os estados de duas ondas de spin nao serao analisados, assim como os estados de uma onda nao

faziam parte do objetivo principal da secao anterior 4.4. Uma base de estados do tipo produto direto



110 CAPITULO 4. MAGNETIZACAO E TROCA DE HEISENBERG

para o subespaco de duas ondas é formada por estados com N — 2 spins apontando em uma direcao e dois
spins na diregao oposta (4.51). H& dois subespacos de duas ondas de spin. Ambos originam evolugoes
equivalentes da magnetizacao, quando nao ha campos externos. A expressao subespaco de duas ondas
fara referéncia indistintamente a qualquer um dos dois subespagos. Os estados iniciais sondados nesta

secao sao os do tipo produto direto com dois spins girados,

[l ) =TT - T (L) T--- T (latl)--- 1), (4.51)

em particular serdo apresentadas as evolugoes da magnetizacdo a partir dos estados |1, 2), |1, %> e
|1, & +1).

De maneira distinta ao que acontece quando a dinamica estd restrita ao subespaco de uma onda, nao
se verifica (4.44), e a evolucao da magnetizagao depende do pardmetro de anisotropia A do Hamiltoniano
XXZ. Nesta secao serd exibido o comportamento qualitativo da evolucao da magnetizagao.

No limite do Hamiltoniano planar XX, A =0, os modos <S(5>t evoluem da mesma maneira para
qualquer estado inicial |l1, l3) (4.51) e coincidem, até a primeira reconstrugao parcial, com a evolugao a
partir do produto direto |1) (4.39) contido no subespaco de uma onda, Figura 4.21 (a), (c) e (e). Para o
Hamiltoniano planar XX o subespaco de duas ondas de spin estd associado ao Hamiltoniano fermionico
NCC, Tabela 3.1, para qualquer N par, enquanto que o subespaco de uma onda estd associado ao
Hamiltoniano fermionico C'C, se¢ao 4.4.1. A nao coincidéncia entre as evolugbes a partir dos estados
|11, I2) e | 1) manifesta-se apds a primeira reconstrugao parcial, Figura 4.21 (c).

O resultado mais significativo desta segao consiste no fato de que a fungao <S§>t nao tem a mesma
forma para A =0 e A # 0. Em geral para A # 0 <Sé>t nao tem maximos locais, ou minimos locais, em
ordem decrescente, ou crescente, até a primeira reconstrucao parcial. Tomando-se Q = %’“, A =1eestado
inicial |1, 2) essa caracteristica é facilmente notada, Figura 4.21 (b). Nesse sentido o amortecimento de
<Sé>t nao é tao suave como no caso de A = 0. Para os mesmos @ e A e para o estado inicial |1, 37),
Figura 4.21 (f), novamente nem todos os maximos locais estao em ordem decrescente, embora isso seja
menos notével. A partir do estado | 1, 18), Figura 4.21 (d), <Sé>t assemelha-se a curva do caso de A =0
até a primeira reconstrugao parcial, porém para esse mesmo estado inicial e para outro niimero de onda,

_ 3m

Q = °f, a evolucao de <S§>t é distinta daquela no caso de A = 0, Figura 4.22.

Na presenca de interagoes entre segundos vizinhos a evolugao de cada modo <S§> a partir de um

"
produto direto |ly, la) (4.51) e para A # 0, envolve grande niimero de parcelas na somatéria (4.4).
O tempo de processamento computacional cresce muito, e foram feitos calculos para cadeias com até
36 sitios. A primeira reconstrucao parcial da magnetizacao nesses sistemas nao permite verificar se a
relaxacao é suave ou nao. Entretanto, parece nao haver aquela criticalidade que surge quando o estado
inicial tem apenas um spin girado, se¢ao 4.4.2. Esses resultados nao serdo apresentados. A presenca de

impurezas no subespaco de duas ondas gera padroes de comportamento distintos e irregulares, quando
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Figura 4.22: Re[<55>t / <Sé>0} vst. JW =1 N=72 Q= ‘%’r. Estado inicial, |1, % =18 > O tempo
t estd em unidades arbitrérias. (a) XX, A =0, (b) XXZ, A =1.

4.6 Recorréncia e Fidelidade

4.6.1 Motivacao

Uma das principais conclusoes apresentadas neste Capitulo, referente a relaxacao da magnetizagao,
enuncia que para se atingir o comportamento de um sistema com muitos graus de liberdade, o mais
relevante é que a dimensao do espago de estados acessiveis a evolugao do estado inicial seja ‘grande’, e
nao necessariamente que o nimero de sitios da cadeia seja ‘grande’, secao 4.3.4, pagina 91. Pretende-se
identificar reconstrugoes parciais do estado inicial no estado evoluido no tempo. O objetivo deste cédlculo é
verificar se os tempos transcorridos até as reconstrugoes parciais do estado inicial, se forem bem definidas,
é proporcial ao niimero de sitios da cadeia ou a dimensao do espaco de estados acessiveis a evolugao do

estado inicial. Algumas evolugoes periédicas também serao analisadas.

4.6.2 Definigoes

Serd quantificado o quao proximo ou afastado do estado inicial estd o estado evoluido no tempo.
Foram calculadas duas grandezas que quantificam a relagao entre os estados [1o) e |1(f)). A Recorréncia

definida por [16],

R(t) =] [v(1)) = [vo) 1%, (4.52)
e a fidelidade, médulo ao quadrado da sobreposicao dos dois estados,

F(t) = | () [vo) |*. (4.53)

A sobreposicao (1 |¢(t)) é chamada por [17] de correlagao de amplitudes. Para sistemas de dois spins

hé também uma definicao diferente para a fidelidade de uma estado: trata-se da méxima sobreposigao de
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Tabela 4.8: Recorréncia e Fidelidade de alguns estados.

R 0 2 4
[W(@) L |vo),
(1)) = |vo) |1h(t)) = =£i [¢o), (1)) = = o)
ou outros
F 1 0

(1)) = e [vo) [4(8)) L ltho)

tal estado com um estado maximamente emaranhado [18]. Para as definigdes (4.52) e (4.53) verificam-se
os casos particulares mostrados na Tabela 4.8.

A recorréncia e a fidelidade estao relacionadas através de,

R(t) = 2 (1= Re[(¢(t)[p0)]) = 2 (1 = [{¢/()[¢0)] cos )

4.54
:2<1—ﬁcosé>. ( )
Em termos do estado inicial, dos autovalores e auto-estados,
R(t)=2[1-> [{Clth)|*cosEct ], e (4.55)
¢
2
F(t) =D [ {Clwo) [* e 5| (4.56)
¢

onde |¢g) (4.1), E¢ e |¢) (2.32), e o célculo serd feito na base de estados do tipo produto direto |M;). Ou
entdo, através da diagonalizacao onde se utilizam as simetrias espaciais, tomam-se |tg) (4.25), Er¢ e |r ()
(2.35), e o calculo serd feito na base de estados do tipo ‘Prﬁ ). O sinal do argumento da exponencial na
expressao da fidelidade pode ser qualquer, porém a mesma escolha deve ser usada para todas as parcelas
da somatdéria. Deve-se notar que nas expressoes de R e F', (4.55) e (4.56), as freqiiéncias sao autovalores
do Hamiltoniano, enquanto que nas expressoes da evolucao da magnetizagao, (4.2) e (4.27), as freqiiéncias
sao diferengas entre pares de autovalores do Hamiltoniano. As expressoes de R(t) e F(t) foram obtidas

tomando-se .J (1) = 1, para o Hamiltoniano (2.1), e A = 1. O tempo t estd em unidades arbitrarias.

4.6.3 Reversibilidade

Ja foi mostrado, por exemplo nas Figuras 3.4 e 4.5, que a dinamica da magnetizagao exibe compor-

tamento reversivel ou irreversivel dependendo do estado inicial, do Hamiltoniano, e do niimero de sitios
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Figura 4.23: Rvste Fust. J =1, N = 4. Estado inicial, [T711]), subespago definido pelo autovalor
nulo de S*. O tempo ¢ estd em unidades arbitrarias. (a) XXX, A =1. (b) XXZ, A = 1.5.
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Figura 4.24: Rvste Fuvst. JU =1, N = 14, % (Iri1C) +|reCe)), ri:p=IL1, (G =1, re: p =
II'1, i =1, (3 = 1, subespaco definido pelo autovalor nulo de §*. O tempo t estd em unidades arbitrarias.
(a) XXX, A = 1, E,, ¢, = —5.95644382, E,, ¢, = —5.31172108. (b) XXZ, A = 1.5, E,, ¢, = —7.20400879,
E,, ¢, = —6.34682789.

do sistema. Agora deseja-se investigar a reversibilidade da dindmica analisando-se a evolucao do estado

quantico ao invés de sua magnetizacao.

Verifica-se evolugao reversivel, periddica, caracterizada por freqiiéncias de Rabi e reconstrugoes totais
dos valores iniciais de R e F, no sistema pequeno com quatro sitios, a partir de um estado inicial do
tipo produto direto, quando o Hamiltoniano é o Heisenberg isotrépico, Figura 4.23 (a). Alterando-se o
parametro de anisotropia do Hamiltoniano para A = 1.5, nao se verifica reversibilidade, Figura 4.23 (b).
A diferenca entre esses dois comportamentos decorre do fato de que no primeiro caso todos os autovalores

do Hamiltoniano, no subespaco definido pelo autovalor nulo de S #, sao comensuraveis entre si, enquanto
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no segundo caso hd indicacio de que nem todos os autovalores sejam comensuraveis entre si.> Uma
particularidade associada ao sistema pequeno, Figura 4.23, é que o estado evoluido nao se distancia do
estado inicial a ponto de ambos tornarem-se ortogonais, R =2 e F'=0. O aspecto ao qual se deseja
chamar atencao, no sistema com quatro sitios, consiste no fato de ser possivel emergir reversibilidade da
evolugao do estado quantico, a partir de um estado do tipo produto direto.

Para um sistema maior, com 14 sitios por exemplo, a evolugao a partir de um estado do tipo produto
direto nao é reversivel, como serd mostrado na segao 4.6.5. Para esses sistemas emergem evolugoes
reversiveis somente a partir de estados particulares, como por exemplo superposicoes de dois auto-estados,
Figura 4.24 (a). Um detalhe a ser observado na Figura 4.24 (a) é que se F'=0, o que corresponde &
ortogonalidade dos estados, entdao R = 2. Por outro lado, se F' = 1, o que corresponde a estados diferindo
apenas por uma fase global, entdo R pode assumir qualquer valor entre 0 e 4, como indica (4.54) e como
estd exemplificado na Tabela 4.8. A fidelidade F' apresenta um comportamento reversivel e periddico,
onde hé reconstrucoes totais do valor inicial, um, e uma freqiiéncia de Rabi. Nao se deve estranhar que
a evolucao de F' na Figura 4.24 (a) apresente apenas um termo associado a uma freqiiéncia nao nula
somado a uma parcela constante. Apesar de a somatdria (4.56) envolver, para a superposigao de dois
auto-estados nao degenerados, duas exponenciais com freqiiéncias distintas, deve-se tomar o quadrado do

seu médulo, de maneira que se obtem,

F(t)Figura 4.24 _ (1 — cos (Er1 o= ET2 Cz) t) . (4.57)

DN | =

No exemplo mostrado na Figura 4.24 (a), a recorréncia R nao apresenta um comportamento reversivel
e periddico. Isso decorre do fato de haver soma de dois cossenos com freqiiéncias incomensuraveis entre

si,
. 1
R(t)Fisura 4.24 _ o (1 — 5 (cos By, ¢yt + cos B, 4275)) : (4.58)

Alterando-se o parametro de anisotropia do Hamiltoniano para A = 1.5, XXZ, a fidelidade F' apresenta
aparentemente um comportamento reversivel e periddico, Figura 4.24 (b). Porém uma inspecao detalhada,
nao exibida na Figura 4.24 (b), mostra que o valor inicial de F', um, nao é reconstruido e a curva nao é

rigorosamente periodica.

4.6.4 Uma e Duas ondas

As evolugobes da recorréncia e da fidelidade foram calculadas a partir de estados iniciais do tipo produto
direto contidos separadamente nos subespagos de uma e duas ondas de spin: |1), (4.39), Figura 4.25,

[1,2)e | 1,1+ % >, (4.51), Figuras 4.26 e 4.27. O estado evoluido no tempo direciona-se a um subespago

5Autovalores, A = 1: -2, -1, 0,0, 0, 1. A = 1.5: -2.35078106, -1.5, 0, 0, 0, 0.850781059. No calculo numérico os ntimeros

irracionais ndo podem surgir verdadeiramente, devido a limitagao da precisao do calculo.
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Figura 4.25: Rwvste F vst. N = 240, 120 e 60, XX, A = 0, J(I) = 1. Estado inicial, |1) (4.39).

Subespaco de uma onda de spin. O tempo ¢ estd em unidades arbitrarias.

ortogonal ao estado inicial, o que se caracteriza pelo fato de a recorréncia e a fidelidade tenderem para
valores 2 e 0, respectivamente, através de oscilagoes amortecidas. Esse processo é um tipo de relaxagao,
a qual seria finalmente atingida se as grandezas R e F passassem a ser independentes do tempo. A
relaxagdo nao se completa porque a recorréncia e a fidelidade exibem reconstrugoes parciais de seus
valores iniciais, as quais sdo caracteristicas do sistema finito. A relaxagdo da evolucdo da recorréncia e
da fidelidade é distinta da relaxagdo da magnetizagao tratada nos Capitulos 3 e 4. Porém, compartilham
uma caracteristica em comum: a evolucao temporal do sistema direciona a quantidade de interesse para
um valor independente do tempo.

As reconstrugoes parciais sao nitidamente evidentes. O resultado que mais interessa para a discussao
enunciada na sec¢ao 4.6.1 consiste no fato de que o tempo transcorrido até a primeira reconstrucao parcial

é proporcional ao nimero de sitios IV da cadeia,

tFrte(|1)) = N, VA,

(4.59)
thF2o(11, 2)) m &, tBF2o(|1, 1+ ) ~2N, A=1

No caso do subespago de uma onda de spin, a dimensao do subespaco coincide com NN, enquanto que no
caso do subespaco de duas ondas, a dimensdo do subespaco é (N2 — N)/2.

O fato de o tempo transcorrido até a primeira reconstrucao parcial do estado, contido no subespaco
de duas ondas, ser proporcional a N, e nao a dimensao do subespago, pode ser considerado como uma
objecao a conclusao enunciada na secao 4.3.4. Pode ser um indicio de que nao apenas o comportamento
da evolucao de um estado, mas também a evolucao de sua magnetizagao, dependa mais do niimero de
sitios do que da dimensao do espaco de estados acessiveis a evolugao do estado inicial. Essa objecao nao
é verificada para estados com muitas interfaces contidos no subespaco definido pelo autovalor nulo do
operador S #, proxima secao. Por enquanto ja se percebe uma atenuante aquela objegao, notando-se que

a proporcionalidade entre o tempo transcorrido até a primeira reconstrugao parcial e o ntimero de sitios
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Figura 4.26: R vs t e F vs t, detalhes. N = 72,60,48,36. XXZ, A =1, J() = 1. Estado inicial |1, 2),
(4.51), cujos dois spins girados estdo em sitios vizinhos. Subespaco de duas ondas de spin. R(0) =0 e

F(0) =1. O tempo ¢ estda em unidades arbitrarias.

depende do estado inicial, (4.59).

4.6.5 Autovalor nulo de S~*
estados com muitas interfaces

A evolucao a partir de um estado do tipo produto direto com muitas interfaces entre spins para cima e
para baixo é irreversivel e direciona-se rapidamente para estados ortogonais ou quase ortogonais ao estado
inicial, Figura 4.28, quando a dinamica é gerada pelo Hamiltoniano XXZ com A # 0. Trata-se de uma
relaxacgao rapida. Nao ha reconstrugoes apreciaveis do estado inicial, para A = 0.5 ou 1.5, como ha quando
a dindmica é gerada pelo Hamiltoniano planar XX, A = 0. A auséncia de reconstrugoes apreciaveis desde
o instante inicial até t = 300, Figura 4.28, e até t = 6000, intervalo de tempo nao exibido, indica que
a relaxacao rapida é caracteristica de evolugoes que envolvem grande quantidade de estados. Ha uma
correspondéncia entre dois processos de relaxacgao rapida: o direcionamento do estado evoluido no tempo

para estados quase ortogonais ao estado inicial, e os processos de extingao das componentes de Fourier
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‘ 1,1+ % >, (4.51), cujos dois spins girados estao separados pela maior distancia possivel em uma cadeia
com CCP. Subespaco de duas ondas de spin. R(0) = 0 e F(0) = 1. O tempo t estd em unidades

arbitrarias.

da magnetizagao, Figura 4.6, se¢ao 4.3.4. Ambos processos foram observados a partir de um estado do
tipo produto direto com muitas interfaces entre spins para cima e para baixo, no subespago definido pelo
autovalor nulo do operador S#, para o sistema com 14 sitios. A presenca ou auséncia de um gap no

espectro de energia nao é relevante para esses processos.

Uma vez que nao ha reconstrugoes parciais evidentes, nao se fala em uma proporcionalidade entre
um tempo transcorrido até a primeira reconstrucao parcial do estado inicial e o nimero de sitios N da
cadeia, como ocorre nos subespacos de uma ou duas ondas de spin (4.59). Isso constitui uma importante
indicacao de que a evolucao temporal, a partir desse estado inicial com muitas interfaces, estd mais
diretamente relacionada com a dimensao do espago de estados acessiveis a ela do que com o nimero de
sitios do sistema. Conclusao semelhante aquela obtida na segao 4.3.4.

Deve-se frisar a importancia da dimensao do espago de estados acessiveis a evolugao temporal do
estado inicial. Ambos estados iniciais analisados nas Figuras 4.24 e 4.28 — superposi¢ao de dois auto-

estados e produto direto com muitas interfaces, respectivamente — estao definidos em uma cadeia com
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Figura 4.28: Rvste Fust. JM =1, N =14, A =0,0.1,0.5,1.5. Estado inicial, [TTLLLTLTTLITLTL),
subespaco definido pelo autovalor nulo de S#. R: coluna da esquerda, F': coluna da direita. Esta Figura

deve ser comparada com a Figura 4.6. O tempo ¢ estd em unidades arbitrarias.



120 CAPITULO 4. MAGNETIZACAO E TROCA DE HEISENBERG

14 sitios e estao no subespaco definido pelo autovalor nulo do operador S#. Porém a dimensao do espaco
de estados acessiveis a evolucao temporal do estado inicial no primeiro caso é de apenas 2, e no segundo

caso, para A = 1, é 3423, Tabela 4.4.

estados do tipo parede

A evolucao a partir de um estado do tipo parede apresenta irreversibilidade e é bastante sensivel
a presenca de um gap no espectro de energia. Quando A <1 e A #0, o estado evoluido direciona-se
rapidamente para estados ortogonais ou quase ortogonais ao estado inicial. Nao apresenta reconstrugoes
apreciaveis como no caso do Hamiltoniano planar XX, porém apresenta reconstrugoes maiores que aquelas
mostradas nas Figuras 4.28 (c) e 4.28 (d). Para o Hamiltoniano planar XX, A = 0, surgem reconstrugoes
aprecidveis do estado inicial e nao hé tenedéncia de relaxagao. Quando ha gap, A > 1, emerge um processo
lento de direcionamento a estados quase ortogonais ao estado inicial. Esses casos estao mostrados na
Figura 4.29.

Ha uma correspondéncia entre dois processos: o direcionamento do estado evoluido no tempo para
estados quase ortogonais ao estado inicial, e a extingao das componentes de Fourier da magnetizagao. Para
A <1 e A # 0 ambos processos sao rapidos, enquanto que para A > 1 ambos sao lentos. As analogias
podem ser notadas comparando-se as Figuras 4.7 e 4.29.

Esses resultados indicam que para o estado do tipo parede, em uma cadeia com 14 sitios, o sistema
comporta-se como se estivesse préximo do limite de muitos graus de liberdade quando A # 0. Tanto
quando ha processos rapidos ou lentos, os quais caracterizam relaxagdo. Apenas quando A =0 nao
emerge uma tendéncia de relaxagao. Conforme j4 foi discutido na secao 4.3.4, para o Hamiltoniano planar
XX — o qual tem uma versao fermionica de férmions independentes em um subespago de dimensao igual
ao numero de sitios N — hé efeitos de tamanho em uma cadeia com 14 sitios que previnem qualquer

relaxacao, e o sistema permanece distante do limite de muitos graus de liberdade.

Superposigoes

Calcularam-se as evolucoes de R e F' a partir do estado de superposicao de produtos diretos com
muitas interfaces (4.37). Tais evolugdes nao foram exibidas, porque sao semelhantes as correspondentes
evolugoes a partir do estado do tipo produto direto com muitas interfaces. A diferenca é que as evolugoes
a partir da mencionada superposicao apresentam oscilagoes com amplitudes um pouco maiores.

A superposicao de produtos diretos do tipo parede (4.38) apresenta evolugoes de R e F' semelhantes as
correspondentes evolugoes a partir do estado produto direto do tipo parede. Entre as diferengas, destaca-
se o surgimento de reconstrugoes parciais bem definidas. Como exemplo serdo comparados os sistemas
com 10 e 14 sitios, Figura 4.30. As razoes entre as dimensoes dos espagos de estados acessiveis & evolucao

do estado definido pelas superposicoes e entre os tempos transcorridos até a primeira reconstrugao parcial
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Figura 4.29: Rwvste Fuvst. JM =1, N = 14, A=0,0.5,1,1.5. Estado inicial, do tipo parede
[T7T ... 1711 ... l14), subespago definido pelo autovalor nulo de S*. R: coluna da esquerda, F": coluna da

direita. Esta Figura deve ser comparada com a Figura 4.7. O tempo ¢ esta em unidades arbitrarias.
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Figura 4.30: Rvste Fust. JM) =1, A =1, N = 10,14. Estados iniciais, superposicoes de produtos

diretos do tipo parede (4.38), contidos no subespago definido pelo autovalor nulo de S*. Dimensoes dos
subespacos de estados acessiveis a evolucao temporal, Dimy—19 = 27, Dimy—14 = 212. O tempo ¢ esta
em unidades arbitrarias. (a) R, (b) F.

sao

3

DimN:14 o 212

t (N =14 14
~79 ( )N >

MASA N — =
t-(N = 10) = 10

— 1.4. 4.60
DimN:10 27 ( )

Nesse caso t, é proporcional a N ao invés da dimensao do espago de estados acessiveis a evolucao
temporal. Trata-se da mesma tendéncia verificada nos subespacos de uma e duas ondas, a qual é diferente

do comportamento dos estados com muitas interfaces enunciado na pagina 118.

Diferentes formas dos estados

A Tabela 4.4 indica porque o estado com muitas interfaces nao exibe reconstrugoes parciais evidentes,
Figura 4.28, e a superposicao de estados do tipo parede apresenta reconstrucoes bastante evidentes,
Figura 4.30. No primeiro caso, por exemplo para A = 1, a dimensao do espago de estados acessiveis a
evolugao temporal do estado inicial é 3423, e no segundo caso é muito menor, 212. Este tltimo numero
é comparavel com a dimensao do subespago de uma onda de spin, quando o ntmero de sitios é 240,
Figura 4.25.

H& também que se discernir porque para A = 1.5 o estado com muitas interfaces relaxa rapidamente,
Figura 4.28, e o estado do tipo parede relaxa lentamente, Figura 4.29. Tal diferenca decorre de dois fatores,
ja mencionados na pagina 93. Primeiro, o Hamiltoniano XXZ acopla diretamente o estado caracterizado
por muitas interfaces com maior nimero de estados que os estados do tipo parede. O Hamiltoniano XXZ
acopla estados através dos giros de pares de spins vizinhos antiparalelos, T| < |T. Segundo, na interacao
de troca XXZ, quando A > 1 as componentes longitudinais z do spin sdo mais fortes que as componentes

transversais. As componentes longitudinais tendem a evitar os giros dos spins, enquanto as transversais



4.6. RECORRENCIA E FIDELIDADE 123

promovem os giros. Entende-se entao que os estados do tipo parede demorem mais para relaxar que
os estados com muitas interfaces, quando A = 1.5, porque o Hamiltoniano XXZ somente gera dinamica
nas interfaces entre spins para cima e para baixo e porque a dinamica é inibida quando as componentes

longitudinais sao mais fortes que as transversais.

novamente A =0

A Tabela 4.4 mostra que os nimeros de estados acessiveis as evolugoes dos estados iniciais analisados,
quando a dinamica é gerada pelo Hamiltoniano planar XX, sao comparaveis com os correspondentes
numeros de estados quando a dindmica é gerada pelo Hamiltoniano XXZ, com A # 0. Como essa cons-
tatacao é compativel com a nao relaxagao no sistema de 14 sitios gerada pelo Hamiltoniano planar XX,
e com a conjectura enunciada, segundo a qual quanto maior a dimensao do espago de estados acessiveis
ao estado inicial, mais rapida sera a relaxagao do sistema?

Mais uma vez sera repetido o que ja havia sido dito sobre o Hamiltoniano planar. O fato de haver
um Hamiltoniano fermiénico equivalente a forma de um Hamiltoniano de particulas independentes, cujo
espaco de estados tem dimensao N, igual ao nimero de sitios do sistema, deve efetivamente desacoplar
o estado inicial em fatores contidos em subespacos de dimensao N. A evolucao de cada fator do estado

inicial serd desacoplada das evolucoes dos demais fatores e ocorrera em um subespago pequeno.
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Capitulo 5

Emaranhamento

Seré calculada a evolugao temporal de grandezas associadas ao emaranhamento de estados quéanticos
puros de cadeias de spins. Estados descritos por mistura nao serdao analisados. As grandezas tratadas
sao facilmente calculadas para sistemas com grande ntmero de sitios, se a dinamica estiver restrita ao
subespaco de uma onda de spin. A primeira grandeza tratada é a soma das concorréncias de todos os
pares de sitios da cadeia. A soma das concorréncias ndo é usualmente considerada como uma medida
quantificadora de emaranhamento. Porém, fornece uma indicagao do emaranhamento em todo o sistema.
A segunda grandeza é o emaranhamento global definido na referéncia [19]. A terceira é a medida de
emaranhamento definida na referéncia [20]. As grandezas associadas ao emaranhamento serdo comparadas
entre si e com a chamada localizagao, além da recorréncia e da fidelidade, secao 4.6. O Hamiltoniano
tratado é o Heisenberg XXZ o qual comporta-se como o Hamiltoniano planar XX, para todas as grandezas
analisadas com excecao da recorréncia, quando a dinamica esta contida no subespaco de uma onda de
spin e quando h& condigoes de contorno periédicas. Partindo-se de um estado inicial nao emaranhado, o
emaranhamento aumenta até atingir, em cadeias suficientemente grandes, um patamar de saturacao. Isso
mostra que a dinamica de um Hamiltoniano de spin pode gerar emaranhamento a partir de um estado

nao emaranhado.!

Definicao

Emaranhamento é uma quantidade definida na mecanica quantica, que descreve correlagoes sem
analogo na mecanica classica. Define-se emaranhamento de um estado quantico a partir de relagoes
entre suas partes. A quantidade de partes e a definicao do que seja cada uma delas em um sistema

de muitas particulas sao arbitrarias, de maneira que o estudo do emaranhamento ainda é um problema

1O Hamiltoniano XXZ ndo gera emaranhamento a partir do estado ferromagnético |F) = [T - 1), o qual é um auto-

estado particular nao emaranhado, e que estd fora do subespaco de uma onda de spin.
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aberto. Para estados quanticos puros segue a definicao. Um estado |¢)) em um espaco de Hilbert,

H= o} H;, (5.1)
é dito separavel com respeito aos Np espacos fatores H;, quando ele pode ser fatorado como,

) = @4 i), [vi) € H. (5.2)

As partes em relagdo as quais se calcula o emaranhamento sdo definidas pelos subespagos H;. Um

estado quantico emaranhado em relacao a certas partes é aquele que nao é separavel em relacao aquelas

mesmas partes. Exemplos de estados emaranhados para um sistema de dois spins % sao,
1 1

V2 V2

chamados de estados de Bell, os quais sao conhecidos por apresentar emaranhamento maximo entre os

IEIANE UNEINE (5-3)

dois spins. Exemplos de estados nao emaranhados sao,

1 1
V2 V2

A descricao da decomposicao de um espago de Hilbert depende da base. Se existir uma decomposicao

D+ +UD + L) (5.4)

N | =

1, L), (IMM+INe—=()+I1)) =

de um estado entre os espacos fatores de interesse, nao ficard evidente em qualquer base. Por exemplo,
o terceiro estado indicado em (5.4), quando escrito na forma do lado direito, ndao explicita seu cardter
separavel.

O estudo da quantificagao do emaranhamento entre duas particulas de spin % ja foi feito de maneira
completa. H4 uma tnica grandeza a ser quantificada, o chamado emaranhamento de formagao [21], ou
uma grandeza associada a ele através de uma relagao biunivoca, a concorréncia, secao 5.1. Por outro
lado, nao existe uma tnica medida para o emaranhamento global de um sistema de muitas particulas.
“Quando o numero de particulas cresce, o numero de medidas independentes de emaranhamento cresce
exponencialmente. Uma classificacdo completa rapidamente torna-se impraticavel” [20]. “No caso de
um sistema de muitas particulas, um tnico niimero fornecendo a quantidade de emaranhamento nao é
suficiente: foi mostrado que véarios ‘tipos de emaranhamento’ devem ser distinguidos, e a quantificagao
do emaranhamento de tais sistemas quanticos multipartidos é essencialmente um problema aberto” [22].

A dinamica tratada neste Capitulo e em todo este trabalho de tese, provém de uma evolugao unitaria
global. Em contraste com evolugoes locais atuando isoladamente em cada parte do sistema, as quais nunca
podem aumentar o emaranhamento entre aquelas mesmas partes, as evolugoes globais podem aumentar
ou diminuir o emaranhamento entre as partes. A dinamica global analisada neste trabalho resulta de
ambos, a equacao de Schrodinger (3.4) e do Hamiltoniano de spins que envolve todos os sitios da cadeia

conjuntamente.
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Subespaco de uma onda

H4 dois subespagos de uma onda de spin, como foi comentado no inicio da se¢do 4.4. Em ambos
evolugoes dos estados quanticos e das grandezas analisadas neste Capitulo sao equivalentes quando nao héa
campos externos. Serd utilizada a expressao subespaco de uma onda, a qual fara referéncia indistintamente
a qualquer um dos dois subespacos. No subespaco de uma onda ha apenas uma base de estados separaveis,
a qual é definida pelas coordenadas de cada sitio. A existéncia de apenas uma base de estados separaveis,
nesse caso particular, facilita bastante o cdlculo das grandezas analisadas neste Capitulo. Cada parte do
sistema serd escolhida como sendo cada sitio da cadeia de spins.

A evolugao de cada coeficiente de um estado inicial puro |ig), na base de estados |1) (4.39) é dada
por,

N

bi(t) = (L(t)) =Y e P (L6) (Clo) (Clwo)y =D bu(0) (¢|1'), (5.5)
I

¢=1

onde E¢ e |() s@o os autovalores e os auto-estados do Hamiltoniano. O Hamiltoniano tratado é o da
expressao (2.37). A expressdo de by(t) foi obtida tomando-se J () = 1, para o Hamiltoniano (2.37), e
h = 1. O tempo t estd em unidades arbitrarias. Os estados iniciais escolhidos foram o produto direto
separdvel |1) (4.39) e os estados |Wy ) (4.40), em particular os estados: ’VVNQ>7 (W) e W), citados
na pagina 99.

A evolugao dos coeficientes b;(t) (5.5) é védlida para qualquer estado inicial. Em particular, a partir de
um estado separdvel (4.39) a dinamica ird gerar emaranhamento apés um pequeno intervalo de tempo.

Os resultados serao apresentados nas secoes seguintes.

5.1 Concorréncia

A concorréncia estd associada & medida do chamado emaranhamento de formagao [21]. Trata-se de
uma grandeza definida para um sistema bipartido. Em um sistema de spins com mais de dois sitios
ela pode ser definida para um par qualquer de sitios. A soma das concorréncias de todos os pares de
sitios fornece em um certo sentido informacao sobre o emaranhamento em toda o sistema. O calculo
da evolugao temporal da concorréncia restrita ao subespaco de uma onda de spin seguird as diretrizes
desenvolvidas em [23]. O trecho a seguir foi adaptado dessa referéncia.

Para um sistema com duas particulas a concorréncia de um estado puro € definida como,

onde ‘{/;> é o estado |¢) invertido temporalmente. Para um sistema de mais de duas particulas, ela €

: (5.6)

definida entre dois sitios através de,

Ci,j = max {)\1 — /\2 — )\3 — )\4, O}, (57)
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onde \1 > Ao > A3 > Ay sao as raizes quadradas dos autovalores do operador picj associado as varidveis

do par de sitios i e j,

P55 = pii(oy ®@0y) i (0y ®0y), (5.8)

onde p; j € o operador densidade reduzido as varidveis do par de sitios © e j, escrito na base de auto-
estados de S*.

O walor minimo possivel da concorréncia € nulo para estados ndo emaranhados, por exemplo (5.4), e
atinge o mdzimo de uma unidade, para estados mazimamente emaranhados como (5.3).

Para o subespaco de uma onda de spin, a concorréncia reduz-se a uma forma muito simples, em

termos dos coeficientes do estado na base de produtos diretos,
Ci, () = 2[bi(t)b; ()] - (5.9)

Um estado inicial nao emaranhado (4.39) apresenta nulas as concorréncias entre todos os pares de
sitios. Um estado |Wy) (4.40) apresenta as concorréncias, entre quaiquer pares de sitios, iguais a %,
. . . 2 N Lo P
independentemente de quais sejam suas fases 0;. O wvalor 5 corresponde a mdrima concorréncia entre
dois sitios de um estado no subespaco de uma onda.

Na referéncia [23] a evolucao temporal da concorréncia foi calculada para sistemas com até seis sitios.
Seguindo a mesma abordagem, neste trabalho foram tratados sistemas maiores, com 120 e 1200 sitios,

introduziram-se interagoes entre segundos vizinhos e foram testados os estados iniciais como |Wy) (4.40).

A soma de todas as concorréncias no subespago de uma onda &,

N—-1 N N-1 N
Cr=> Y Cij Cr=2% > |bi(t)b;(t)]- (5.10)

i=1 j=i+1 i=1 j=i+1
E a média das concorréncias é,

— 2

5.2 Emaranhamento Global - Wei

O emaranhamento global aqui referido consiste em uma proposta [19] de caracterizagao efetivamente
global do emaranhamento de um estado puro. O trecho a seguir foi adaptado dessa referéncia.

Considera-se um estado puro normalizado geral de N partes |1p). Esse esquema para andlise do
emaranhamento considera quao bem um estado emaranhado pode ser aproximado por algum estado nao
emaranhado |p). A proximidade de |1) e |¢) pode ser avaliada pela sua superposi¢ao. O emaranhamento

de 1) € revelado pela mdxzima superposicao,

Amax(¥) = mgx\(d) V), (5.12)
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quanto maior for Apmax(¥), menos emaranhado serd |¢). Para um estado produto, Amax(1)) € um. Se
o estado emaranhado consiste em dois subsistemas separados, Amax(1) € o produto das superposicoes
mdzimas de cada um. Portanto, faz sentido quantificar-se o emaranhamento de |¢) através da segquinte

quantidade extensiva,

Elogg (¢) = —logy A?nax(w)’ (5.13)

a qual normaliza em uma unidade o emaranhamento dos estados EPR-Bell e dos estados GHZ de N
partes, e fornece zero para estados nao emaranhados. A fim de caracterizarem-se propriedades de pontos

criticos quanticos, definiu-se a densidade de emaranhamento ey, ou emaranhamento por particula,
en = N7 Eiog, (¥). (5.14)

No subespago de uma onda de spin obtém-se muito facilmente o valor de en. Amax()) é simplesmente
o maior entre os médulos dos coeficientes do estado [1)) na base dos produtos diretos dos auto-estados
de S*. Isso decorre do fato de o subespaco de uma onda ter uma unica base constituida de estados
separdveis, com cada parte sendo um sitio, os quais sdo os estados do tipo produto direto (4.39). A

expressao de ey para um estado [1(t)) evoluido temporalmente reduz-se simplesmente a,
2
en(t) = —N~1log, (max \bi(t)|> , (5.15)

onde os coeficientes b;(t) sao dados por (5.5).

5.3 Medida () - Meyer e Wallach

A medida de emaranhamento global de Meyer e Wallach, simbolizada? por @, é uma medida escaldvel
com o numero de sitios da cadeia, e também se aplica a estados puros. O trecho a seguir foi adaptado
da referéncia [20].

O espago de Hilbert (C%)®N de N qubits tem uma base etiquetada pelas 2% ‘strings’ de N bits,
|by---bn), bj € {0,1}. Para b € {0,1} define-se,

tj(b) [b1 -+ -bN) = b, b1"'5j"'bN>, (5.16)

onde o simbolo ~ denota auséncia. Estende-se v; por linearidade ao mapa C? @ (C*)®N — (C?)@N~1,

Parau,v € (C?)®N=1 pode-se escrever u =3 uy |z) ev =" v, |y), onde 0 < z,y < 2V~1 sdo as ‘strings’
de N — 1 bits. Em seguida seja,
D(u,v) = Z luzvy — uyvx\Q , (5.17)

<y

2N3o confundir a notacdo Q da medida de Meyer e Wallach com a do nimero de onda de uma componente espacial de

Fourier da magnetizacao tratada nos Capitulos 3 e 4.
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a norma ao quadrado do produto wedge (cunha) de u e v. Finalmente, para ¢ € (C%)®N, define-se

QW) =+ > Dt (0)e (1), 15 (1) (2))- (5.18)

No subespaco de uma onda de spin, a expressao de ) para um estado evoluido temporalmente reduz-se
simplesmente a,

N

8 N-1
QW) =5 D D b)), (5.19)
i=1 +1

onde N é o ntimero de sitios da cadeia, e os coeficientes b;(t) sdo dados por (5.5).
A expressao de @ no subespaco de uma onda de spin assemelha-se & expressao da soma das con-

corréncias no subespaco de uma onda de spin (5.10).

5.4 n-tangle

Outra proposta para se medir emaranhamento global de um sistema de N qubits é chamada de N-
tangle [24]. Ela é restrita para N par e N = 3. E definida tanto para estados puros como para estados
de mistura. Entretanto, para estados no subespaco de uma onda de spin ela é sempre nula, logo nao é
de interesse neste trabalho. Essa nulidade decorre da definigao.

Seja a concorréncia generalizada,

Crv = |(v[)], (5.20)
o N-tangle é definido como o quadrado da concorréncia generalizada, para N par,

.8 =Ci . (5.21)
Uma vez que o estado invertido temporalmente é obtido através de ‘1;> = JZ?N |o*) — quando |¢) é

expresso na base dos auto-estados de o, e onde |¢*) é |¢b) conjugado — fica evidente que os estados
[1) e ’1/)> sao ortogonais, de maneira que a concorréncia generalizada é nula para estados contidos no

subespago de uma onda.

5.5 Localizagao

Com respeito a uma base de produtos diretos

Nos contextos de caos e entropia de informagao [25], e de caos e emaranhamento [26], definiu-se uma
grandeza que mede a localizacao de um auto-estado do Hamiltoniano com respeito a uma dada base de

estados. Foi tomada como referéncia a base de estados separaveis, do tipo produto direto de auto-estados
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de S7. Aquela grandeza foi chamada de nidmero de componentes principais [25], porém, neste trabalho
optou-se pela designagao de localizagao [26]. Um estado contido no subespago de uma onda de spin

evoluido temporalmente apresenta localizagao, referente a base dos estados | 1) (4.39), expressa por,

N -1
L(t) = (Z |bi(t)|4> : (5.22)

onde os coeficientes b;(t) sao dados por (5.5).

A qualquer estado da base, |l), corresponde o menor valor possivel para a localizagao, L(t), um.
Trata-se da maxima localizagao que um estado pode apresentar. Quanto maior o valor da localizagao,
L(t), maior serd a delocalizagao do estado. Deve-se observar que a palavra localiza¢ao neste Capitulo
estd sendo usada com dois significados: refere-se tanto a grandeza L(t) (5.22), quanto ao fato de poucos
estados da base terem peso preponderante na composicao do estado considerado. Deve-se enfatizar que
a seguinte frase nao deve dar motivo para confusdo: quanto maior for o valor de L(t) menor serd a

localizacao do estado.

Com respeito a uma base de auto-estados

A titulo de curiosidade calculou-se a localizagdo com respeito a uma entre as possiveis bases de auto-
estados. Com respeito a tais bases, a evolucdao temporal da localizagdo é independente do tempo, para
qualquer estado inicial. A independéncia com o tempo decorre simplesmente da equacao de Schrédinger
e do fato de o Hamiltoniano ser Hermitiano. Uma vez que as energias F¢ sao niimeros reais, as fases

e~ Fct ndo afetam o valor da localizacdo.

be(t) = (¢ [(1)) = e F<t(C [vo) (¢ oy =D b (¢ 1), (5.23)
7

-1

N ! N
L@@ =Y @] =D K lwa)l*]| - (5.24)
¢=1 ¢=1

A escolha da base de auto-estados nao é tnica quando hé degenerescéncias. O Hamiltoniano XXZ
com simetria de translagao apresenta dubletos no subespago de uma onda de spin. A Tabela 5.1 mostra
valores da localizagao com respeito a uma base de auto-estados para diferentes estados iniciais. Assim
como no caso da localizacao com respeito a base de produtos diretos, verifica-se que o menor valor possivel
para a localizacao com respeito a base dos auto-estados é um e corresponde a qualquer estado da base.
Trata-se da méxima localizacdo. Quanto maior o valor da localizacdo L (@) (t), maior é a delocalizacao.

Uma diferenca importante entre as duas defini¢oes de localizagao estd no fato de que os estados de
maxima e minima localizagao sao os estados do tipo produto direto e os auto-estados para uma definicao,

e o contrario para a outra.
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Tabela 5.1: Localizacao com respeito a uma base de auto-estados. N = 120.
A base dos auto-estados foi gerada numericamente. Cada auto-estado foi expresso na base dos produtos
diretos. Todos os coeficientes envolvidos sao reais. | =5) é um dos auto-estados da base utilizada,

trata-se do quinto auto-estado em ordem crescente de energia.

) 0.80674361E+02 | [Pe/3,)  0.77832040E+01
‘W§“> 0.64864750E+02 | |[Wi¢)  0.53182895E+01

) 0.39029243E+02 | [Wy3y)  0.19999999E+01 auto-estado
|Pa/3)  0.11084440E+02 | [( =5) 0.99999999E+00 auto-estado

5.6 Dois Regimes

Os coeficientes b;(t), (5.5),g de um estado evoluido a partir de um estado inicial do tipo produto direto
(4.39) sao caracterizados por dois regimes, apesar de a evolucao temporal de cada coeficiente b;(t) ter
uma dnica forma (5.5) em rela¢ao ao tempo. Esses dois regimes sao evidenciados pela evolugao temporal
do médulo do coeficiente, |b;(t)|, de um sitio afastado do spin inicialmente girado, por exemplo o mais
afastado. Seja o estado inicial | 1), havendo condigdes de contorno periddicas o sitio mais afastado é
I =% +1. Observam-se também os dois regimes para as concorréncias Cx, %+1(t) eC %+1(t)7 (5.9), e

para a magnetizagao do sitio situado no meio da cadeia <Sji I~ +1> , (3.9), Figura 5.1. No regime inicial, os
) t

Cu x (1), N (e <S],Z: x +1>t permanecem proximos aos seus valores iniciais

0,0,0, —l—%, respectivamente, durante certo tempo. Segue-se outro regime onde esses valores afastam-se do

valores de ‘b%ﬂ(t)

valor inicial, sofrem oscilacoes e tendem a relaxar para o valor inicial. A relaxagao completa é interrompida
porque o sistema finito nao tem infinitos graus de liberdade.

Embora a expressao (5.5) indique que um coeficiente como b%_H(t) seja nao nulo logo apds t = 0, ele
é quase nulo até que a perturbagao inicial, caracterizada por apenas um spin girado, se propague pela
cadeia através das interagoes de troca entre os spins vizinhos. Do ponto de vista dinamico acontecem
duas coisas. No regime inicial a dinamica global da equagao de Schrodinger atua instantaneamente em
todo o sistema. No regime seguinte, a propagacao da excitagao ao longo da cadeia atua progressivamente

nos sitios distantes do sitio com spin girado inicialmente.

Comportamentos de |bg(t)| vs t e |bg1(t)| vst

Para uma cadeia com condigdes de contorno periédicas, com 120 sitios, e para o estado inicial | 1),
foram comparados os médulos |bgo(t)|, |be1(t)] e |bg2(t)|. Como esperado por causa das condic¢oes de
contorno periddicas, |bgo(t)| = |be2(t)|. Entretanto, |bg1(t)| atinge seu primeiro pico antes que |bgo(t)|, o
que parece contra intuitivo, pois o sitio 61 estd mais distante do sitio 1 que os sitios 60 e 62. Além disso o

primeiro pico de |bg1 ()| é mais pronunciado que o primeiro pico de |bgo(t)|, Figura 5.1. O resultado nao
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Figura 5.1: Propagagao de um ‘sinal’ no subespago de uma onda. N = 120. Estado inicial, | 1) (4.39).
[beo(t)| wvs t, |be1(t)| vs t, <sz:60>t vs t, <Sf:61>t vs t, Ci 61 vs t, Cgo,61 vs t. bj(t) (5.5), <sz>t
(3.9), Ci,j (5.9). Nos gréficos feitos com a escala logaritmica hd uma faixa inicial onde os coeficientes
estdo ao redor de 10719, o que resulta da precisdo numérica do cdlculo. Cada funcdo foi calculada em
uma sequéncia discreta de valores da variavel t = n dt, com 0t =0.1 e n =0,1,2,.... Nenhum zero de
|beo(t)| vs t ou |bg1(t)| vs t foi amostrado, pois ndo ha divergéncias na escala logaritmica. O tempo ¢

estd em unidades arbitrarias.

é absurdo pois o sitio 61 sente os dois sinais associados a propagacao da perturbagao inicial, um viajando
em cada ramo da cadeia, chegando ao mesmo tempo, enquanto o sitio 60 sente um sinal atrasado em
relacao ao outro. Possivelmente no caso do sitio 61 ha um efeito de interferéncia construtiva mais intenso

que no caso do sitio 60.

5.7 Resultados e Comparacgoes

As evolugoes temporais, a partir de um estado inicial separavel, das trés grandezas associadas ao
emaranhamento global Cr (5.10) ou C (5.11), Elog, (1) (5.13) ou ey (5.14), Q (5.18), além da localizagao

L (5.22), da recorréncia R (4.55) e da fidelidade F (4.56) serao comparadas entre si e para cadeias com
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0 5 10 15 20

Figura 5.2: Sistema pequeno. Dindmicas reversiveis e periédicas. Estado inicial, |1) (4.39). N =4. O

tempo t estd em unidades arbitrdrias. (a) C vst. ey vst. Qust. (b) Rvst. Fust. Luvst.

diferentes numeros de sitios. Essas grandezas exibem caracteristicas comuns e distintas.
Implementou-se o calculo de todas grandezas para o Hamiltoniano XXZ. Entretanto, Cr, Eiog, (1),
@, L e F sdo independentes do parametro de anisotropia A. Apenas R é dependente da anisotropia da
troca. A independéncia das evolugbes temporais mencionadas em relagao a A ocorre quando a dindmica
estd contida no subespaco de uma onda de spin e quando ha condigoes de contorno periddicas.
Como foi mencionado na se¢ao 4.4, (4.44), no subespago de uma onda, os auto-estados do Hamiltoniano
XXZ nao dependem de A e todos os autovalores sofrem o mesmo deslocamento ao variar-se A. Entao os

moédulos |b;(t)| dos coeficientes (5.5) também sdo invariantes com A,

N
[bu(t, A)| = e DN " e (1 [¢) (Clo)| = [ba(t)] - (5.25)
¢=1

As grandezas Cr, Elog,(¥), Q, L dependem de |by(t)|. A independéncia de F' (4.56) em relacdo a A é
notada a partir de consideragoes andlogas aquelas feitas para os médulos dos coeficientes |b;(t)],

2

F(t,A) = | O T (Clo) |25 = (o) (5.26)
¢
A dependéncia de R em relacdo a A, através dos autovalores, fica evidente a partir de (4.55).

5.7.1 Sistemas pequenos

Tomando-se como estado inicial um estado separdvel |1) (4.39), em sistemas pequenos, N =4 ou
6, todas as grandezas analisadas apresentam dinamicas reversiveis caracterizadas por oscilagoes com
freqiiéncias Rabi, Figura 5.2. As evolucoes de R e F' mostram que o estado inicial é reconstruido perio-

dicamente, quando essas grandezas atingem respectivamente os valores 0 e 1.
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Figura 5.3: Saturacao das grandezas de emaranhamento em uma cadeia suficientemente grande. N = 120.
Estado inicial, | 1) (4.39). O tempo t estd em unidades arbitrarias. (a) C vst, ey vst, Q vst. (b) Q vst,
detalhe.

5.

7.2 Patamar de Saturacao

Tomando-se por estado inicial um estado separdvel |1) (4.39), as evolugdes das grandezas Cr ou C,

O instante onde o

Eiog,(¥) ou enx e @, em sistemas grandes, crescem desde o valor zero, correspondente a auséncia de
Cada maximo é seguido por um pequeno decréscimo e entao cada grandeza estabiliza-se em um patamar

emaranhamento, até um maximo alcangado aproximadamente no mesmo instante pelas trés grandezas.

>t e Cj_1,4, sendo que j

de saturacdo. Pequenas flutuagdes aparecem em toda a dinamica, Figura 5.3 (a)
t S7

patamar ¢ atingido coincide com o primeiro pico dos valores de |b;(t)], {
indica o sitio mais distante do spin girado do estado inicial: se o spin girado inicialmente estiver no

sitio 1, entao j = % + 1 na cadeia com condicoes de contorno periddicas, Figura 5.1, e 7 = N na cadeia

com extremidades livres. O patamar de saturacao da média das concorréncias ¢ um pouco inferior a
entre dois sitios de um estado contido no subespaco de uma onda. O patamar

concorréncia maxima %
de saturacao é atingido quando a perturbacao caracterizada pelo spin girado do estado inicial percorre

toda a cadeia, o que gera emaranhamento entre todos os sitios.

A densidade de emaranhamento global e apresenta o decréscimo mais pronunciado e nitido do que
C e Q. Esse decréscimo nitido possivelmente tem sua origem em efeitos de interferéncia, associados
a um incremento no coeficiente de uma componente do estado evoluido temporalmente. O decréscimo
apresentado por (Q do maximo até o patamar de saturacao é menor que os correspondentes decréscimos

das demais grandezas. Embora pequeno, o decréscimo é nitido quando se estica a escala suficientemente

Figura 5.3 (b).
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Direcionamento a um subespacgo ortogonal

A dinamica leva o sistema a percorrer estados ortogonais ou quase ortogonais ao estado inicial quando
a cadeia é suficientemente grande, por exemplo com 60 sitios. A informacao sobre a ortogonalidade entre
os estados inicial e evoluido temporalmente pode ser obtida através da recorréncia R (4.52), a qual mede
o quadrado do médulo da diferenga entre os dois estados, e da fidelidade F' (4.53), a qual estd diretamente
ligada ao produto escalar entre os estados. A tendéncia de o estado evoluido temporalmente tender, ainda
que com oscilagoes, a um subespaco ortogonal ao estado inicial é interrompida por reconstrucoes parciais
das grandezas R e F, Figura 4.25. As reconstrugoes parciais sdo caracteristicas dos sistemas finitos.
Porém, apesar de haver reconstrugoes parciais, o estado evoluido temporalmente nao ira se afastar muito
do espago ortogonal ao estado inicial.

A tendeéncia de o sistema direcionar-se a um subespago ortogonal ao estado inicial é andloga a tendéncia
de relaxagao da magnetizacao analisada nos Capitulos 3 e 4, em particular na secao 4.4, onde analisou-se
a relaxacao no subespaco de uma onda de spin. Entretanto, no caso da magnetizacao ha um tempo de

reconstrucao parcial para cada modo <S’(§>t. Tais tempos dependem do ntmero de onda Q.

5.7.3 Coincidéncias entre as evolugoes de sistemas com numeros de sitios

diferentes

As evolugoes temporais de cada uma das grandezas — soma de todas concorréncias Cr (5.10), medida
de emaranhamento de Wei Ejog, (¢) (5.13), medida de Meyer e Wallach multiplicada por N, NQ (5.18),
localizacao L (5.22), recorréncia R (4.52) e fidelidade F' (4.53) — foram comparadas em sistemas com
nimeros de sitios diferentes e a partir de estados iniciais separaveis do tipo | 1) (4.39). Ha coincidéncias
entre as correspondentes evolucoes temporais de Cr, Figura 5.4, Eiog, (1), NQ e L, Figura 5.5, a partir
do instante inicial até certo instante t.(IN) e entre as evolugoes temporais de R e F até certo instante
tBF1o(N), Figura 4.25. H4 analogias com as coincidéncias observadas na magnetizagao, Figuras 3.4 e

3.6. Nao hé coincidéncias para C, ey ou Q.

5.7.4 Tempos de reconstrugao e de saturacao

Serd definido como tempo de saturacao ts, o tempo transcorrido até as grandezas associadas ao
emaranhamento global e a localizagao atingirem os correspondentes patamares de saturacao. Nota-se nas
Figuras 5.4 e 5.5 que t5(N) = t.(IN). Para o estado inicial do tipo produto direto, o tempo transcorrido

até a primeira reconstrucio parcial da recorréncia e da fidelidade, ¢ 1°

, Figura 4.25, é o dobro do tempo
de saturacao ts. Além disso, esses tempos tém uma relagdo especial com o nimero de sitios da cadeia.

Para cadeias com condigoes de contorno peridédicas,

thFlo ~ 9t ~ N. (5.27)
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Figura 5.4: Coincidéncias entre dinamicas de Cp em sistemas com ntimeros de sitios diferentes. Estado
inicial, |1) (4.39). Cr ws t. N = 240, 120 e 60. Os tempos de saturacao e de coincidéncia sao

aproximadamente os mesmos ts(N) = t.(N). O tempo ¢ estd em unidades arbitrarias.

Para cadeias com extremidades livres, e onde o spin girado inicialmente esteja localizado em uma das

extremidades da cadeia,
thELo ~ 9¢, ~ 2N. (5.28)

As relagoes (5.27) podem ser verificadas a partir das Figuras 4.25, 5.4 e 5.5. Os gréficos que mostram a
validade de (5.28) nao foram exibidos.

A existéncia do fator dois entre os tempos de reconstrucio ¢t 1°

e saturacgao t, é entendida da seguinte
maneira. A reconstrugao parcial da recorréncia ou a da fidelidade corresponde a reconstrucao parcial do
estado inicial, de maneira que t#¥1° é o tempo transcorrido para que a perturbacgio caracterizada pelo
Unico spin girado do estado inicial vé até o sitio mais distante de tal sitio, e retorne a ele. O tempo
de saturacao ts corresponde a criacao de emaranhamento entre todos os sitios da cadeia, de maneira
que ts é o tempo transcorrido para que a perturbacao inicial atinja o sitio mais distante. Para a cadeia

com condigoes de contorno periddicas, o sitio mais distante do spin girado inicialmente estd do ‘meio’

da cadeia, e para a cadeia com extremidades livres, se o spin girado inicialmente estiver em uma das
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Figura 5.5: Coincidéncias entre dindmicas de Elog, (1), NQ, R, I' e L em sistemas com ntimeros de sitios
diferentes. Estado inicial, | 1) (4.39). Eiog,(v) vs t. NQ vs t, detalhe. L vst, L(0) =1. N =240,120 e
60. Os tempos de saturacao e de coincidéncia sao aproximadamente os mesmos ts(N) =~ t.(N). Ruvste

F vs t, estao exibidos na Figura 4.25. O tempo ¢ estd em unidades arbitrarias.

extremidades, o sitio mais distante estd na outra extremidade.
As relagoes de dependéncia de t#F'1° e t, com N sdo uma forma mais restrita que a dependéncia do
tempo transcorrido até a primeira reconstrucao parcial da magnetizacao, a qual também é linear com N

(3.42).

5.7.5 Localizagao e Emaranhamento

Os resultados obtidos para a dindmica no subespac¢o de uma onda de spin mostram que L(t), (5.22),
tem comportamento analogo ao das grandezas que quantificam o emaranhamento global. Crescem e
saturam ao mesmo tempo. Esses resultados mostram que o menor grau de emaranhamento estd ligado a
localizagao, e o maior grau de emaranhamento, a saturacao, esta ligado a delocalizacao. Entretanto, essas
correspondéncias entre o emaranhamento e a localizacao decorrem de uma particularidade do subespaco

de uma onda de spin, pois fora desse subespaco hé estados pouco emaranhados que sao delocalizados.
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W§“>.

No subespaco de uma onda todos os estados separaveis apresentam mamixa localizacao, e vice-versa.
Por outro lado, no espago de estados completo de N spins % cuja dimensdo é 27V, h4 infinitas escolhas
possiveis de bases de estados separaveis. Um estado separavel de uma base, o qual é nao emaranhado,
pode ser altamente delocalizado em outra base, onde serd expresso por uma combinacao de 2V estados

separaveis daquela outra base.

5.7.6 Estados |Wy)

Nesta sec@o serao mostrados os resultados referentes aos estados iniciais |Wy) (4.40), Figura 5.6.
Quando as fases 6, = 27 I3/N sao definidas por [ inteiro, caso de um auto-estado do Hamiltoniano
|[W3), a dindmica é trivial: C, en e @ sdo constantes no tempo e sio iguais aos valores maximos %,
%logQN e %, respectivamente. Para um estado ‘WA’;G> caracterizado por fases 6 aleatérias, C, ey e
Q sofrem quedas abruptas em tempos curtos a partir dos valores méaximos, e estabilizam-se com pequenas
flutuagoes ao redor de patamares de saturagao. Esses patamares sao aproximadamente coincidentes com
os patamares atingidos quando o estado inicial é um produto direto, Figura 5.3. Para um estado ‘WJ\Z,C>
caracterizado por fases 6; definidas por 3 irracional, por exemplo = /2, as evolucoes de C, ey e Q
seguem curvas intermedidrias entre as curvas definidas a partir de |W,") e ’WA{“> Se o estado inicial
for um auto-estado escrito apenas em termos de coeficientes reais, o qual ndo ¢ um estado do tipo |[Wy),
as evolucdes de C, ey e @, ndo mostradas na Figura 5.6, flutuam ao redor dos patamares de saturacao
deste t = 0.
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5.8 Segundos Vizinhos

5.8.1 Recorréncia e Fidelidade

Célculos da recorréncia e da fidelidade a partir de um estado do tipo produto direto, | 1), para diversos
valores do parametro de acoplamento entre segundos vizinhos .J (?), indicam que o estado evoluido no
tempo tende a um subespago ortogonal ao estado inicial, oscilando entre estados ortogonais e quase

ortogonais. H4 um valor particular J (2) = J,Eggt = 0.25 (4.49) para o qual a fidelidade do estado evoluido

aproxima-se do valor nulo, mas nao o atinge até a sua primeira reconstrugao parcial, e a recorréncia oscila

com amplitudes maiores, Figura 5.7. O valor Jﬁ;t é aquele que separa os dominios de .J ?) para os quais

a curva de dispersao da banda de uma onda de spin apresenta nesting ou nao (4.48).

2)

-+ decorrem de haver alta densidade

Os comportamentos da recorréncia e da fidelidade para J () = J,g
de parcelas nas expressoes (4.55) e (4.56) onde as freqiiéncias, no caso os autovalores E¢, das fungdes
oscilatérias variam pouco em um certo dominio do momento k. A curva de dispersao él’g) vs k, (2.40),
para J (?) = J,ffgt = 0.25 apresenta um patamar aproximadamente constante nas vizinhancas de k = £,

como indica a Figura 4.14. A partir de (2.40) decorre que a derivada de mais baixa ordem nao nula nos

pontos k = +7 é a derivada quarta,

oY
Ok

e

- Ok2
k=+m

PE?
ok

k==+m

1,2
’ ok
k==+m k=+m

2)

est?

£0. (5.29)

Verificou-se numericamente para diversos valores de J (2 J,f que nao ha nenhum outro valor de k,

além dos valores k = £, para o qual as derivadas primeira e segunda anulam-se simultaneamente.

5.8.2 Emaranhamento e <S§>t

Quando J (?) > Jn(i),,t (4.49) — condigao para haver nesting na curva de dispersao da banda de uma
onda de spin — as evolugoes de ey, (Q e L apresentam um pequeno decréscimo antes de apresentarem
um decréscimo mais acentuado. Por exemplo, a Figura 5.8 mostra o pequeno decréscimo por volta de
ts1 =~ 390 e o decréscimo mais acentuado por volta de tso = 690. Nao se descobriu porque esse pequeno
decréscimo estd relacionado & condigao J (2 > J,fggt.

O tempo tg coincide aproximadamente com o tempo trancorrido até a primeira reconstrugao parcial,
tr(Q(2¢)), do modo <S(§>t associado a criticalidade Q(a.), Tablela 4.7. As Figuras 5.8 e 4.16 indicam

ts1 ~ tr(Q(Qc)) =~ 390.

5.8.3 Reconstrucgoes e Saturacgao

O que caracterizaria melhor a saturagdo das grandezas associadas ao emaranhamento, ts; ou tg? A

evolucdo de C parece indicar que seria t;, Figura 5.8 (a), enquanto que as evolucoes de ey, Q e L,
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Figura 5.7: JM) =1, J®) =0.2,0.25,0.3,0.4. N = 1200. Estado inicial, | 1) (4.39). Coluna da esquerda:

R vs t, detalhes. Coluna da direita: F vs t, detalhes. Ha uma certa analogia das curvas da fidelidade

com as curvas da magnetizagao, Figura 4.17. O tempo ¢ estd em unidades arbitrarias.

Figura 5.8 (b), (c) e (d), parecem indicar que seria tg.

Na presenca de interagoes entre segundos vizinhos continua sendo vélida uma relacao andloga a
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Figura 5.8: Saturacio do emaranhamento. J () =1, J?) = 0.4, N = 1200. Estado inicial, | 1) (4.39). O
tempo ¢ estd em unidades arbitréarias. (a) C vst, (b) ex vst, (¢) Q vs t, detalhe, (d) L vs t. Observacio,
L(0)=1.
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Figura 5.9: Dependéncia de tg; com J ). Cust, J(M) =1, N = 1200. Estado inicial, | 1) (4.39). O tempo
t estd em unidades arbitrdrias. (a) J®) = 0.5, tg = 346, (b) J) =0.8, t; = 260. A Figura 5.8 (a)
indica tgs; = 390 para J @) =0.4.

thF 1o ~ 2¢,, (5.27), porém envolvendo t; e cuja dependéncia com N é diferente de (5.27).

tRF10 % 94 ~aN, a=a(J?) <1 (5.30)
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Quanto maior o valor da constante de troca J () mais rapidamente a perturbacio propaga-se pela cadeia,

de maneira que os tempos ¥ 1° e ty; diminuem bem como a constante a, Figura 5.9. Isso foi verificado

para J (2 = 0.4, 0.5 e 0.8.
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Capitulo 6

Conclusoes

6.1 XY(y) e XY(h,v)

No Capitulo 3 foram apresentados os resultados referentes & diagonalizagao do Hamiltoniano XY (h, )
(3.13) e a evolugao temporal das componentes espaciais de Fourier da magnetizagao longitudinal, os modos
(85), (3.20), a partir do estado inicial po(S*) (3.12), para uma cadeia finita de spins 5. Foi apresentada
também a relaxagao da magnetizacao, para o Hamiltoniano XY (), tomando-se em primeiro lugar o limite
de cadeias infinitas, e em seguida, através do método da Fase Estaciondria, o limite de tempo infinito.
Todos esses calculos foram desenvolvidos em forma analitica e exata, e estdao na dissertacao de Tygel
[4]. H& dois resultados marcantes para a relaxagao da magnetizagao. O primeiro consiste na evolugao
temporal de cada modo <S§>t caracterizada por oscilagoes e por um amortecimento com a forma de lei
de poténcia (3.28). O segundo, na criticalidade na lei de poténcia envolvendo o nimero de onda @ da
modulagao espacial e o parametro de anisotropia v do Hamiltoniano XY (). Para valores criticos de @ e
~ a relaxacao torna-se ainda mais lenta, (3.34) e Figura 3.2. Essas duas caracteristicas sdo representativas
do que ocorre em outras cadeias unidimensionais de spin 1 cujos Hamiltonianos sdo da familia XY [2, 3].
A criticalidade somente foi observada nesses sistemas quando o Hamiltoniano apresenta nesting e gap no
espectro de energia.

Neste trabalho analisaram-se as expressoes analiticas dos modos <Sé>t em sistemas finitos para ambos
Hamiltonianos XY (y) e XY(h,7). Os gréficos desses modos em sistemas com mais de 30 ou 60 sitios
mostram que ha oscilagoes e amortecimento, o que é condizente com o limite assintético de cadeia e
tempo infinitos. Porém surge uma caracteristica prépria dos sistemas finitos ausente nos sistemas infini-
tos, as reconstrucoes parciais do valor inicial <Sé>0 de cada modo <Sé>t, Figura 3.4. Os processos de
relaxagao ocorrem sem interrupcao, indefinidamente, apenas em sistemas infinitos, devido aos infinitos

graus de liberdade dos mesmos. As reconstrugoes parciais sao processos de interferéncia construtiva mais

145



146 CAPITULO 6. CONCLUSOES

pronunciados. Elas decorrem do fato de o niimero de graus de liberdade do sistema ser finito, de maneira
que as ndo homogeneidades da magnetizagdo ndo podem distribuir-se indefinidamente pela cadeia. As
evolugoes de modos <Sé>t com o mesmo numero de onda ) em dois sistemas com ndmeros de sitios
diferentes, para estados iniciais po(S#), coincidem até a primeira reconstrucao parcial no sistema com
menor numero de sitios. Esse fato garante que a evolucao temporal de um modo em um sistema finito
evolui da mesma maneira que no sistema infinito até a sua primeira reconstrugao parcial. Em contraste
com sistemas grandes, sistemas muito pequenos, com quatro sitios nao apresentam nenhuma tendéncia
de relaxacao. A partir deles desenvolve-se uma evolugao reversivel, periédica, Figura 3.5.

Um procedimento numérico, Figura 3.11, foi desenvolvido para a obtencao de envolventes das ex-
pressoes analiticas dos modos <S§>t. Essas envolventes foram ajustadas por uma lei de poténcia (3.43),
com dois parametros livres. A forma da expressao de ajuste foi baseada na solucdo analitica para o
limite de ndmero de sitios e tempo infinitos (3.28). Os valores dos parametros ajustados correspondentes
a diversos modos <S§>t do Hamiltoniano XY (y) para um sistema com 1200 sitios mostram uma nitida
indicacao do remanescente da criticalidade do sistema infinito no sistema finito, Figuras 3.2 e 3.12. Os
valores dos parametros ajustados correspondentes a um sistema com 1200 sitios para o Hamiltoniano
XY (h,7) também mostraram uma nitida indicagdo do remanescente da criticalidade do sistema infinito
no sistema finito. Foram encontrados dois tipos distintos de criticalidade chamados aqui de tipo (B) e (A),
Figura 3.26 e 3.27, associados respectivamente as somatorias <S§>i+) (3.37) e <S§>i_) (3.38). Ambos
sao caracterizados por formas diferentes das evolugoes temporais, Figuras 3.20 e 3.19, respectivamente.
A criticalidade do tipo (A) estd ligada ao surgimento de nesting na curva de dispersao do Hamiltoniano.
Esse nesting, em particular, surge somente se a curva de dispersao tiver dois vales, Figura 3.22. Esse tipo
de nesting esta associado a presenga de gap no espectro de energia, porém a presenga de gap nem sempre
estd associada a esse tipo de nesting.

H4 indicagoes de que ambas criticalidades (B) e (A) do Hamiltoniano XY (h,~) apresentam o mesmo

salto do expoente da lei de poténcia (3.43),

1 1
l/:t : 5 - g, XY(ha’Y)a pO(SZ)7 (61)

enquanto a criticalidade do Hamiltoniano XY () apresenta o salto,

ot % 1 XY(7), po(S7). 6.2)

1

Os valores criticos 5 e i dos expoentes v+

e VT estao de acordo com a ordem das derivadas superiores
de mais baixa ordem n#o nulas das fungdes QF (3.22) calculadas nos pontos estaciondrios da varigvel k:
expressoes (3.48) e (3.47), Figura 3.30, e expressao (3.32), Figura 3.10.

Os ajustes numéricos feitos a partir das expressoes analiticas correspondentes ao sistema finito com
1200 sitios, para o Hamiltoniano XY (), permitiram verificar a validade das hipéteses feitas ao se utilizar

o método da Fase Estaciondria e observar como a criticalidade do sistema infinito deixa sinais no sistema
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finito. Para o Hamiltoniano XY (h,~) os ajustes numéricos permitiram a identificagdo de dois tipos de
criticalidades: a do tipo (B), andloga aquela presente no Hamiltoniano XY (v), e a do tipo (A), andloga

onda

aquela presente no Hamiltoniano XX (.J (?)) , secao 4.4.2.

6.1.1 XY — topologia, nesting

A criticalidade da relaxacao da magnetizagdo em uma cadeia de spin % presente quando o Hamilto-
niano é o XY(y), Figuras 3.12 e 3.14, a criticalidade do tipo (A) associada ao Hamiltoniano XY (h, ),
Figuras 3.26 e 3.27, e aquela associada ao Hamiltoniano XX(J(Z))Onda, Figura 4.18, surgem se a curva
de dispersao apresentar nesting. Nao foi mostrada ligagao entre a criticalidade do tipo (B), associada ao
Hamiltoniano XY (h,~), com o nesting. Quando hé nesting, os processos de interferéncia construtiva da
integral (3.25) sd@o mais pronunciados na criticalidade do que fora dela. Por exemplo, a Figura 3.1 mostra
o anélogo finito do integrando em (3.25), para o Hamlitoniano XY(v), em duas situagoes: préximo e
longe da criticalidade.

O nesting muitas vezes é acompanhado de um gap, porém nem sempre. Portanto a origem fisica
da relaxacao critica, o nesting, é topolégica. Nao parece depender da integrabilidade, porque foi obser-
vada no XX(J (2))°nda. A forma especifica da curva de dispersao nao é determinante pois as expressoes
(2.40) e (3.17) sao distintas. Os resultados numéricos obtidos para os Hamiltonianos planares XY (h,7) e
XX (J @)onda reforcam os resultados anteriores a este trabalho, dentro das condiges onde eram validos:
presenca de nesting e estados iniciais como pg(S*) e |1). A evolu¢ao de um estado como por exem-
plo, |Paj3,), (4.41) gerada pelo Hamiltoniano XX(J ®))°nd2 embora apresente amortecimento suave da

magnetizagao, Figura 4.12, nao desenvolve a criticalidade caracteristica do estado |1).

6.2 Calculo numérico

6.2.1 XY(v)

As evolugoes dos modos <Sé>t (3.20) a partir dos estados po(S?) (3.12) foram calculadas analiti-
camente para a versao fermionica do Hamiltoniano XY(y) (3.14), h =0, com condi¢bes de contorno
c-ciclias, CC. As evolugbes dos modos <S§>t (4.2) a partir dos estados do tipo produto direto |M;) (A.3)
foram calculadas numericamente para a versao de spin do Hamiltoniano XY (v) (3.13), h = 0, em duas
situagoes, uma onde |M;) estd associado ao Hamiltoniano fermiénico c-ciclio CC' e a outra onde |M;) esta
associado ao Hamiltoniano fermiénico nao c-ciclio NC'C. Os modos <5Qz>t correpondentes aos estados
|M;) associados a cada uma das duas versoes fermidénicas CC' ou NCC' coincidem com os modos <Sé>t
correspondentes ao estado inicial pg(S*#), dependendo do nimero de onda @ = q%’r ser dado por ¢ par

ou impar. Esses resultados estao apresentados na segcao 4.2.1 e resumidos na Tabela 4.1. No entanto
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seria razodvel a expectativa de que houvessem coincidéncias sempre que o estado |M;) correspondesse ao

Hamiltoniano C'C', para qualquer Q.

Acredita-se que os cédlculos realizados estejam corretos por causa dos testes de consisténcia menciona-
dos na préxima segao, 6.2.2. Resta ser compreendido por que ha resultados nao esperados para ¢ impar,
Tabela 4.1. Uma das razoes possivelmente decorre do fato de o estado po(S#) incluir mistura de estados

|M;) associados a ambas versoes fermiénicas CC' e NCC.

6.2.2 XYZ — consisténcia

A consisténcia do algoritmo de cédlculo dos modos <S§‘>t foi verificada para o Hamiltoniano XYZ,
secao 4.2.3. Diferentes componentes do spin <S$>t, o =z, vy, 2, diferentes estados iniciais e diferentes
conjuntos de valores dos pardmetros de anisotropia (2.33) do Hamiltoniano XYZ podem ser convenien-
temente escolhidos de maneira que correspondam fisicamente a mesma situacao: os testes consistem nas
igualdades (4.20), (4.21), (4.22) e (4.23), as quais foram verificados para as condicoes (4.24). Tanto a
diagonalizacao do Hamiltoniano como o célculo dos valores médios <S§‘>t foram realizados com respeito
a mesma base de estados de S#, onde cada estado |M;) da base é produto direto de auto-estados dos
operadores de spin em cada sitio, 5. Esses testes sao bastante relevantes, porque os elementos de matriz
das diferentes variantes do Hamiltoniano e das diferentes componentes do spin S¢§ na mesma base sao

diferentes.

6.2.3 Modos longitudinais e transversais

Ao desacoplamento do processo de diagonalizagao entre subespacos definidos por diferentes autovalores
de S#, corresponde um desacoplamento da evolucao temporal dos modos longitudinais da magnetizagao
<Sé>t entre os mesmos subespagos, se¢do 4.1.1. Quando o Hamiltoniano é o XXZ, caracterizado por
anisotropia axial da troca, os modos longitudinais <Sé>t ficam desacoplados entre os subespacos definidos
por diferentes autovalores de S#, e os modos transversais da magnetizagao <Sé >t e <Sé’>t acoplam
subespacos definidos por autovalores de S* que diferem por uma unidade e nos quais o estado inicial
tenha componentes. Os modos longitudinais foram mais analisados que os transversais. No Hamiltoniano
de Heisenberg com anisotropia arbitraria XYZ ocorrem menos desacoplamentos de subespagos de S*. A
relaxacao dos modos longitudinais é desacoplada em apenas dois grandes subespagos e a dos modos
transversais envolve todo o espaco de estados. Nao se pode tratar separadamente o subespaco de uma

onda de spin.

O céalculo da magnetizagao no espago completo de estados para cadeias com até 10 sitios gastou poucos

minutos de computagao e para cadeias com até 12 sitios gastou algumas horas.
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6.2.4 XXZ — simetrias espaciais

Foi construida uma base de estados caracterizados pela simetria espacial da cadeia de spins, com
condigoes de contorno periédicas, no subespaco definido pelo autovalor nulo do operador S7#, secao 2.2.
Essa base possibilitou o cdlculo das evolugoes temporais dos modos longitudinais da magnetizacao <S(§>t,
para o Hamiltoniano XXZ, se¢ao 4.3.2. Cadeias com até 14 sitios foram analisadas com gasto de poucos
minutos de computacao para estados iniciais definidos por simetrias particulares, e com gasto de horas
para estados iniciais do tipo produto direto.

Os estados da base caracterizados pela simetria espacial da cadeia de spins foram construidos exclusi-
vamente com coeficientes reais em termos de estados do tipo produto direto, de maneira que as matrizes
que representam o Hamiltoniano também apresentam apenas coeficientes reais. Tais estados foram obti-
dos através do uso dos Operadores de Projecao associados as Representagoes Irredutiveis unidimensionais
e as colunas das RI bidimensionais de um dos grupos de simetria espacial do Hamiltoniano. Qualquer
um entre os grupos Dy ou Cy,, 08 quais sao isomorfos, fornece projetores equivalentes. As bases cujos
estados contém as simetrias espaciais foram construidas corretamente em todo o subespago definido pelo
autovalor nulo do operador S* para cadeias com 10 ou 14 sitios, porém somente para os estados associa-
dos as RI unidimensionais, onde se encontra o estado fundamental, para as cadeias com 8, 12 ou 16 sitios.
Uma vez que os modos <S§> ; envolvem em geral os estados associados as RI bidimensionais, seu calculo
nao foi feito através desse tipo de base de estados para 8, 12 ou 16 sitios. Houve uma tentativa de se
construir uma base de estados que incluisse além das simetrias espaciais, a simetria de inversao temporal.
Tanto para cadeias com 10 ou 14 como para aquelas com 8, 12 ou 16, sitios somente construiram-se cor-

retamente os estados associados as RI unidimensionais, o que nao ¢ suficiente para o cdlculo dos modos

(S4),

6.2.5 14 sitios — relaxacgao rapida

Uma das principais conclusoes deste trabalho diz respeito a evolugao temporal da magnetizacao a
partir de estados do tipo produto direto contidos no subespaco definido pelo autovalor nulo do operador
S #. Tais estados quando expressos na base dos auto-estados do Hamiltoniano envolvem em geral muitos
auto-estados, Tabela 4.4. Nesse sentido um estado do tipo produto direto é em geral um estado bastante
arbitrario. Entre os estados iniciais escolhidos estao estados do tipo produto direto, um com muitas
interfaces entre spins para cima e para baixo e outro do tipo parede, e superposicoes desses estados
construidas através dos projetores do grupo de simetria espacial, (4.37) e (4.38). O resultado importante
é que a partir dos estados com muitas interfaces, ou de uma superposicao correspondente, desenvolvem-se
processos de extingao rapida dos modos <SC§> , bara todos os nimeros de onda () e para qualquer valor nao
nulo do parametro de anisotropia A do Hamiltoniano XXZ, ou seja, quer haja gap no espectro de energia

ou ndo. A Figura 4.6 mostra exemplos para @ = 21—1. A partir dos estados do tipo parede observaram-se
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processos de extingao rdpida da magnetizagdo quando simultdneamente nao ha gap, A < 1, e quando
A # 0, e processos de extincao lentos, quando héd gap, A > 1, Figura 4.7.

Acredita-se que ja se tenha atingido o limite de muitos graus de liberdade, no subespaco definido pelo
autovalor nulo do operador S #, na cadeia XXZ com 14 sitios. Especialmente se se tomam os estados do
tipo produto direto como estados iniciais. As dimensées dos espacos de estados acessiveis as evolugoes
dos estados iniciais analisados sao grandes, Tabela 4.4. Conclui-se que o mais relevante para a relaxa¢ao
da magnetizacao é que a dimensdo do espaco de estados acessiveis a evolugcao do estado inicial seja
‘grande’, e nao necessariamente que o numero de sitios da cadeia seja ‘grande’, secao 4.3.4, pagina 91.
O comportamento da evolugao do préprio estado ao invés de sua magnetizagao pode ser indicado por

duas grandezas, a recorréncia e a fidelidade, as quais serdo mencionadas na se¢ao 6.2.8.

6.2.6 14 sitios — ondas estacionarias

H& uma regra de selecao que especifica a quais nimeros de onda ) corresponderao modos <Sé>t
identicamente nulos para qualquer tempo, secao 4.3.2. Tal regra torna-se evidente quando se escreve o
estado inicial em termos de uma base cujos estados sejam caracterizados pelos indices de Representacao
Irredutivel do grupo de simetria espacial e de suas colunas, (4.25) ou (4.36). Por exemplo, para a cadeia
com 10 sitios tal regra estd indicada na Tabela 4.3. Se por um lado os estados do tipo produto direto em
geral sao descritos por superposicoes de estados de diversos indices de RI e de suas colunas, por outro
lado restringindo convenientemente a simetria do estado inicial é possivel obter apenas dois modos <Sé>t
nao nulos, com @, e 27 — @,, Figura 4.5. Tal evolugao apresenta analogias com uma corda vibrante.
Entretanto hé diferencas, pois a cadeia de spins finita é um sistema discreto, e a corda vibrante um sistema
continuo. A corda vibrante estd submetida a um vinculo externo que mantém fixas as suas extremidades,
enquanto que a cadeia de spins desacoplada do ambiente externo com condigoes de contorno periddicas

nao possui esse tipo de vinculo.

6.2.7 Um spin girado

Para o Hamiltoniano XXZ7 as evolugoes dos modos longitudinais da magnetizacao <SQZ>t no subespaco
de uma onda de spin coincidem com as evolugoes geradas pelo Hamiltoniano planar XX. A partir de um
estado do tipo produto direto desenvolve-se relaxagao amortecida por uma lei de poténcia. Ha evolugoes
bastante distintas a partir de outros estados iniciais. Trés padroes distintos de evolucao dos modos
<S§>t sao notaveis: o de relaxacao, caracterizado por oscilagoes amortecidas por uma lei de poténcia,
Figuras 4.10 e 4.12, aquele parecido com um ruido, Figuras 4.11 e 4.13, e o trivial a partir de um auto-
estado. Compararam-se as evolugoes geradas pelo Hamiltoniano XX a partir dos estados |1) e po(S?),
Figura 4.9. Emergiram coincidéncias e nao coincidéncias dependendo do nimero de onda, Tabela 4.1, o

que também havia sido observado no subespago definido pelo autovalor nulo do operador S *, secoes 4.2.1
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e 6.2.1. A nao coincidéncia manifesta-se somente a partir da ocorréncia da primeira reconstrucao parcial,
Figura 4.9.

Introduziram-se acoplamentos homogéneos entre segundos vizinhos, se¢ao 4.4.2, o que corresponde a
um Hamiltoniano nao integravel. A partir de um estado do tipo produto direto a evolucdo da magne-
tizacdo nao depende do sinal do parametro das interacoes entre segundos vizinhos J (). Uma vez que
o valor das interacoes entre primeiros vizinhos foi mantido fixo, J () = 1, havera frustacio ou nio no
alinhamento dos spins da cadeia conforme o sinal de J @, E curioso o fato de que o sinal de J 2) nao afete
a evolucao da magnetizacao a partir de um estado do tipo produto direto. Nao hé gap para nenhum J (2.

Surge nesting na curva de dispersao quando |J(2)| > J,ffgt =

1, (4.48) e (4.49), o que é acompanhado
do surgimento de uma criticalidade na relaxagao da magnetizagao. H& uma série de analogias com a
criticalidade do tipo (A) presente no Hamiltoniano XY (h,v): mesmo salto do expoente v = % — Ve = 3;
os modos <SQZ>t que indicam a criticalidade oscilam inicialmente em torno de um patamar acima de zero;
o nesting é caracterizado pela presenca de dois vales na curva de dispersao, os quais nao surgem para
quaisquer valores dos parametros J (2) ou (h,); hd notével coincidéncia entre as diferengas de momento
entre os minimos da curva de dispersao e os valores dos nimeros de onda associados a criticalidade infe-

ridos a partir das curvas de <S§>t, Tabelas 4.7 e 3.3; a dependéncia do tempo transcorrido até a primeira

reconstrugao parcial com o nuimero de onda, ¢, vs Q, Figuras 4.16 e 3.25.

6.2.8 Recorréncia e Fidelidade

Com a finalidade de se analisar a evolucao temporal do préprio estado quantico, ao invés de sua
magnetizacdo, calcularam-se a recorréncia e a fidelidade, secao 4.6, as quais relacionam o estado evoluido
no tempo com o estado inicial. Nos subespacos de uma ou de duas ondas de spin em sistemas suficiente-
mente grandes, o estado evoluido no tempo a partir de um produto direto, direciona-se a um subespaco
ortogonal ao estado inicial. Esse processo constitui uma espécie de relaxacao, a qual nao se completa
pois a recorréncia e a fidelidade exibem reconstrugoes parciais de seus valores iniciais, Figuras 4.25, 4.26
e 4.27. O célculo no subespaco de duas ondas foi feito com o objetivo de se verificar se os tempos de
reconstrucao parcial da recorréncia e da fidelidade sao proporcionais ao nimero de sitios da cadeia ou a
dimensao do espaco de estados. Obteve-se a primeira das duas possibilidades.

Por outro lado, a evolugao a partir de um estado do tipo produto direto com muitas interfaces entre
spins para cima e para baixo, contido no subespaco definido pelo autovalor nulo de S#, é irreversivel
e direciona-se rapidamente para estados ortogonais ou quase ortogonais ao estado inicial, Figura 4.28,
quando a dinamica é gerada pelo Hamiltoniano XXZ com A # 0. Nao ha reconstrugoes parciais evidentes.
H& uma correspondéncia entre dois processos de relaxacao rapida: o direcionamento do estado evoluido
no tempo para estados quase ortogonais ao estado inicial, e os processos de extingao das componentes

de Fourier da magnetizagao, Figura 4.6, segao 4.3.4. Isso constitui uma importante indicacao de que o
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mais relevante para a evolucao temporal — a partir desse tipo de estado inicial com muitas interfaces
— ¢é o fato de a dimensao do espaco de estados acessiveis a evolucao do estado inicial ser ‘grande’; e
nao necessariamente o ntimero de sitios da cadeia ser ‘grande’. Essa é uma conclusao andloga aquela

enunciada na secao 4.3.4, pagina 91.

6.2.9 Particulas independentes e nao independentes

Pode ser que a relaxagao caracteristica da familia de Hamiltonianos XY com comportamento osci-
latério e amortecido por uma lei de poténcia seja uma particularidade de o sistema ser equivalente a um
sistema de pseudo particulas independentes (3.16), as quais s@o férmions sem spin. Nao hd espalhamento
entre as particulas. A andlise através do método da Fase Estacionaria e a interferéncia construtiva parecem
depender do fato de as particulas serem independentes e manterem o seu momento sem espalhamento.

As versoes fermidnicas dos Hamiltonianos XY, c-ciclica e nao c-ciclica [12], estdao definidas em dois
espacos de estados, cada um com dimensao N, muito menores que as dimensoes de cada um dos dois
correspondentes espacos de estados nas versoes de spin, 2V 1. O Hamiltoniano XXZ tem dois subespacos
de uma onda de spin, cada um com dimensao N. Em cada subespaco de uma onda, as evolugoes geradas
pelo Hamiltoniano XXZ para os modos longitudinais da magnetizacao <Sé>75 coincidem com as evolugoes
geradas pelo Hamiltoniano planar XX, independentemente do parametro A.

Por outro lado, no subespaco definido pelo autovalor nulo do operador S #, cuja dimensao é o ntimero
combinatério (N N/2), hd expectativa de que os auto-estados do Hamiltoniano XXZ na versao fermionica
nao sejam particulas independentes. Nesse subespago nao se desenvolve relaxagao amortecida por uma
lei de poténcia, ao contrario, o processo de relaxacao é rapido. Tais processos rapidos decorrem dos
espalhamentos entre as particulas fermionicas.

Conclui-se entao que para haver relaxagao amortecida por uma lei de poténcia o estado inicial pre-
cisa estar contido em um espaco de estados onde os auto-estados do Hamiltoniano sejam descritos por
particulas independentes. Os subespacos identificados neste trabalho que se enquadram nessa ultima

condi¢ao tém dimensao N.

6.2.10 Simetrias Escondidas — Degenerescéncias

A dréstica reducao da dimensao do espaco de estados da versao de spin para a versao fermionica do
Hamiltoniano planar XY, e o fato de os auto-estados serem de particulas independentes, serao atribuidos
a simetrias escondidas presentes nesse Hamiltoniano. Tais simetrias escondidas encontram-se nas coor-
denadas de spin, nao sao as simetrias espaciais nem a de inversao temporal. Essas simetrias escondidas
nas coordenadas de spin contribuem para que haja altas degenerescéncias dos niveis dos Hamiltonianos
planares na versao de spin. As degenerescéncias contidas no subespago definido pelo autovalor nulo de S #

ilustram a situacao. Os Hamiltonianos planares XX com condigoes de contorno peridédicas para cadeias
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com 14 e 10 sitios apresentam muito mais degenerescéncias que os Hamiltonianos XXZ, Tabelas 2.4 e 2.5.
Embora as simetrias espaciais também contribuam para a existéncia daquelas altas degenerescéncias, fica
evidente que mesmo na auséncia das simetrias espaciais, por exemplo quando a cadeia tem extremida-
des livres, o Hamiltoniano planar XX apresenta degenerescéncias enquanto o XXZ apresenta em geral
apenas singletos, Tabela 2.6. Outra indicagao de que o Hamiltoniano planar XX apresenta simetrias
escondidas nas coordenadas de spin, independentes das coordenadas espaciais, consiste no fato de haver
degenerescéncias maiores que um, quando a cadeia de spins tem uma interacao de troca J (mP) diferente
das demais interacdes, Tabela 2.7. Quando .J (™P) £ 1 o grupo de simetria espacial reduz-se de Dy, com
2N elementos, para um grupo com apenas 2 elementos, cujas RI tém dimensao um.

Retornando-se a andlise apenas das cadeias com condi¢oes de contorno periédicas, deve-se enfatizar

2N71

que qualquer um dos estados do tipo produto direto na versao de spin, associados ao Hamiltoniano

fermionico c-ciclico, desenvolverao relaxacao amortecida por uma de lei de poténcia se o Hamiltonino for

o XY. Possivelmente os outros 2V 1

estados do tipo produto direto, associados Hamiltoniano fermiénico
nao c-ciclico, também desenvolverao a mesma forma de relaxagao. Por outro lado os (N N/2) estados
do tipo produto direto do subespaco de autovalor nulo de S* nao desenvolverao relaxacao amortecida
por uma de lei de poténcia se o Hamiltoniano for o XXZ. Sabe-se que os 2N estados do tipo produto
direto dos dois subespacos de uma onda desenvolverao aquela lei de relaxacao. Uma vez que nesse
subespaco o Hamiltoniano XXZ apresenta apenas singletos e dubletos, conclui-se que nao é necessario
haver altas degenerescéncias dos niveis de energia, para que uma fracao pequena do espaco de estados do

sistema contenha estados do tipo produto direto que desenvolvam relaxacao amortecida por uma de lei

de poténcia.

Conjectura-se que a dinamica gerada pelo Hamiltoniano XYZ nao exibird relaxagao amortecida por
uma lei de poténcia para nenhum estado, pelo fato de esse Hamiltoniano ser desacoplado em apenas
dois subespacos de grande dimensdo 2V 1!

dubletos.

, e de apresentar baixas degenerescéncias, somente singletos e

Resumindo, a relaxacao amortecida por uma lei de poténcia para os seguintes Hamiltonianos decorrera
dos seguintes estados iniciais do tipo produto direto: XYZ, nenhum; XXZ, produtos diretos com apenas

um spin girado; XY, todos produtos diretos.

Fica estabelecida uma relacao entre a existéncia de processos de relaxagao amortecidos por uma de lei
de poténcia, a partir de estados do tipo produto direto, e a estrutura do espectro de energia, especifica-
mente com suas degenerescéncias. Quanto mais degenerescéncias dos niveis de energia o Hamiltoniano
possuir; ou, havendo poucas degenerescéncias, quanto mais desacoplamentos da matriz do Hamiltoniano
houver entre os subespagos do operador S7; ou seja, quanto mais simetrias o Hamiltoniano tiver nas
variaveis de spin, maior serd a quantidade de estados do tipo produto direto que desenvolverao relaxa¢ao

da magnetizacao, oscilatoria e amortecida por uma lei de poténcia.
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Resta ser esclarecida a seguinte questao. Quais sao as simetrias escondidas associadas as coordenadas
de spin presentes no Hamiltoniano XY que estao ausentes no XXZ? Qual € o grupo de simetria que
as descreve? O Hamiltoniano XXZ escrito na versao fermionica inclui um termo de interacao entre as
pseudo particulas. As simetrias escondidas do Hamiltoniano XY possivelmente decorrem da auséncia das
interagoes entre as particulas fermionicas.

Uma vez que ambos Hamiltonianos XY e XXZ sao integraveis e geram comportamentos bastante
distintos para a relaxacao da magnetizagao, conclui-se que a integrabilidade nao é a caracteristica deter-
minante para a relaxagao amortecida por uma lei de poténcia e sua criticalidade. Seria a integrabilidade
um pré-requisito? Possivelmente nao porque o Hamiltoniano que envolve interagoes entre segundos vizi-
nhos, também desenvolve relaxacao amortecida por uma lei de poténcia e criticalidade no subespago de
uma onda. Esse Hamiltoniano é nao integravel embora tenha solugoes analiticas no subespaco de uma
onda. O Hamiltoniano que envolve impurezas também é nao integravel e desenvolve relaxagao amortecida

por uma lei de poténcia.

6.2.11 Impurezas

Os auto-estados do Hamiltoniano XXZ, com impurezas, contidos no subespago de uma onda dependem
do parametro de anisotropia A, (2.6), e do acoplamento referente as impurezas .J ("™P) (2.43) e Figura 2.2.
Se os estados iniciais forem do tipo produto direto, emergem processos cuja relaxacao é caracterizada por
oscilagoes amortecidas por uma lei de poténcia.

Para estados iniciais mais restritos, com o spin girado em, ou préximo a, um sitio que participa de
uma ligacao da impureza, e se houver um gap no espectro da banda de uma onda de spin, emergem
processos ainda mais lentos. Esses processos mais lentos nao sao caracterizados por uma criticalidade
nas vizinhangas de um numero de onda critico, ao contrario, estao associados a uma faixa larga de
numeros de onda () para os quais os modos <S§>t oscilam ao redor de patamares nao nulos até a
primeira reconstrucao parcial da magnetizacao, Figura 4.20. Isso indica que no equilibrio o sistema
é caracterizado por magnetizacao espacialmente ndao homogénea, o que reflete a falta de simetria de
translagao do Hamiltoniano. Tais processos mais lentos nao estao associados a nesting uma vez que nem
se define o momento de um estado, devido a quebra da simetria translacional. A presenga de um gap no

espectro da banda de uma onda de spin depende dos parametros J (™P) e A, Figura 2.3.

6.2.12 Periodicidade

Em sistemas pequenos, onde os autovalores do Hamiltoniano sejam todos nitimeros comensuraveis
entre si, as evolugoes de qualquer grandeza, magnetizacao, recorréncia e fidelidade sao periddicas. Surgem
freqiiéncias de Rabi.

Para sistemas maiores, as superposicoes de dois auto-estados apresentam evolucao da magnetizacao
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nula ou periddica, com freqiiéncias de Rabi. Na dinamica gerada pelo XXZ observaram-se ondas esta-
cionarias a partir de estados iniciais definidos por simetrias espaciais.

Freqiiéncias de Rabi de uma certa maneira estao associadas a regularidade de érbitas no espago de
fase. A relaxacao rédpida caracteristica do XXZ no subespaco definido pelo autovalor nulo de S# a partir
de estados com muitas interfaces, ou combinagoes desses estados, de uma certa maneira estd associada a

orbitas irregulares no espago de fase.

6.2.13 Temperatura de Spin

Nas situacoes onde emergem processos lentos de relaxagao da magnetizagao, ha divida sobre a pos-
sibilidade de se definir a chamada temperatura de spin. A relaxacao em um sistema de spins acoplado
a graus de liberdade externos é caracterizada por dois tempos caracteristicos. O menor tempo carac-
teristico, T, diz respeito a relaxacao dos graus de liberdade de spin. Esse tempo precisa ser muito menor
que o tempo correspondente a relaxacao dos graus de liberdade de spin em conjunto com os da rede, T;.
A temperatura de spin é definida apds tempos da ordem de 75 e antes de tempos da ordem de T;. Nas
circunstancias onde se desenvolvem processos lentos de relaxacao da magnetizacao na presenca de apenas
graus de liberdade de spin, T grande, hé possibilidade de os dois tempos caracteristicos 71 e Tb serem
comparaveis, de maneira que nao exista um regime temporal definido por equilibrio entre as varidveis de

spin independente das varidveis externas.

6.2.14 Computacao Quantica

Quando se tratam sistemas de spins % localizados, cujas interagoes sejam modeladas pela troca,
especula-se sobre a possibilidade de haver alguma conexao com o recente campo de pesquisa que € a
computacao quantica [27]. Cada unidade de um computador quantico, qubit, consistiria em um sistema
quantico com dois niveis, ao invés de um bit classico. As interagoes entre essas unidades seriam descritas
pela troca entre spins % Caso no futuro seja construido um computador quantico, ele apresentard
vantagens sobre os atuais computadores classicos, as quais decorrerao da manipulacao de superposicoes
coerentes de estados quanticos. H&a duas aplicagoes onde se deseja utilizar a CQ. Para a resolucao de
algoritmos como por exemplo aquele de fatoragdo de um nimero inteiro em fatores primos [28], ou para
a simulagao de sistemas quanticos [29].

O algoritmo para fatoracao de um numero inteiro envolve sequéncias de operagoes unitarias aplicadas
em apenas um ou dois qubits separadamente. A evolugao do estado quantico a medida que tais operagoes
sejam realizadas serd muito diferente da evolucao analisada neste trabalho, descrita por Hamiltonianos
que envolvem conjuntamente todos os qubits do sistema, apesar de os Hamiltonianos conterem apenas

interagoes entre primeiros vizinhos ou ainda entre segundos vizinhos.

A conexao entre a relaxagdo da magnetizagdo analisada neste trabalho e a CQ poderia ser feita
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através da simulagao dos estados iniciais e das interagoes associadas aos Hamiltonianos aqui tratados
em um computador quantico. Seria uma realizacao experimental da cadeia de spins, a qual permitiria
analisar-se o problema especifico da relaxacao da magnetizagao. Evidentemente, no arranjo experimental
havera acoplamentos entre os graus de liberdade de spin com o ambiente, e um modelo mais realista

deveria incluir as interacoes dos Hamiltonianos de spin com variaveis de um banho.

6.3 Emaranhamento

Uma questao que se desejava entender diz respeito a possibilidade de a dindmica promovida por um
Hamiltoniano de spins gerar emaranhamento em um estado inicialmente nao emaranhado. Calcularam-
se algumas grandezas associadas ao emaranhamento no subespaco de uma onda de spin, onde aquelas
grandezas sao facilmente calculaveis, uma delas é a soma de todos os pares de concorréncias entre dois
sitios, e as outras duas quantificam o emaranhamento global, Capitulo 5.

De fato se gera emaranhamento a partir de um estado separavel. Isso decorre do fato de a evolucao
unitaria gerada pelo Hamiltoniano ser global; isto é, ela envolve todos os sitios do sistema conjuntamente,
através do acoplamento entre primeiros ou entre primeiros e segundos vizinhos. Em sistemas pequenos
com 4 ou 6 sitios, secao 5.7.1, a evolucao é reversivel e periddica, e o estado inicial é reconstruido
indefinidamente. Em sistemas grandes, por exemplo a partir de 60 sitios, o sistema evolui sem retornar
ao estado inicial, o emaranhamento é criado, aumenta, e atinge um patamar de saturacao, secao 5.7.2.
Ha& relagoes entre os tempos transcorridos até as saturagoes do emaranhamento e os tempos transcorridos
até as reconstrucoes da recorréncia e da fidelidade, secao 5.7.4. O tempo transcorrido até a saturacao
coincide com o tempo de propagacao de uma perturbacao desde o sitio onde o spin esta inicialmente
girado até o sitio mais distante, Figuras 5.1 e 5.3.

A localizagao espacial do estado, na cadeia de spins, apresenta correspondéncias com o emaranha-
mento, se¢do 5.7.5. Quanto mais delocalizado estd o estado, maior seu emaranhamento. Essa corres-
pondéncia decorre de a dinamica estar restrita ao subespago de uma onda. Nao se espera que seja
valida para qualquer estado contido no espaco completo de 2V estados, onde hé estados delocalizados
emaranhados e nao emaranhados.

Na presenca de interacoes entre segundos vizinhos a perturbagao caracterizada pelo spin inicialmente

girado propaga-se mais rapidamente pela cadeia, secao 5.8.

6.4 Trabalhos correlacionados em andamento

Ha trabalhos relacionados a dindmica em uma cadeia de spins propostos pelo Prof. Cabrera a dois

pesquisadores. Um trabalho consiste na analise da relaxagao da magnetizacao em uma cadeia de spins

% acoplada a graus de liberdade externos, em particular a um banho de fonons. O outro trabalho
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consiste na andlise das evolucoes temporais dos elementos de matriz do operador densidade em alguma
base de estados de interesse. Deve-se notar que esse problema ¢é distinto do problema da relaxacao da
magnetizacao analisado analiticamente através da equacao de Liouville para os Hamiltonianos da familia
XY [2, 3, 4], onde os valores médios da magnetizacao foram calculados utilizando-se sempre o valor inicial

do operador densidade (3.8).
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Apeéndice A
Simetrias

A.1 Hamiltoniano em Blocos

O processo de diagonalizagao de uma matriz que representa um operador Hamiltoniano corresponde
a obtencao de todos os autovalores e autovetores dessa matriz. A representacao matricial do operador
Hamiltoniano depende da base do espago de estados. A operacao de diagonalizacdo envolve todos os
elementos da matriz. Em principio o processo envolve todos os elementos conjuntamente, requerendo
nimero de operacoes da ordem de n!, onde n é a dimensao da matriz. Porém, se o Hamiltoniano possui
simetrias é possivel em principio, e pode ser factivel, construir uma base de estados apropriada, de
maneira que se facilite a diagonalizagdo. A matriz que representa o Hamiltoniano pode ser obtida com
elementos nao nulos apenas em blocos situados na diagonal principal. Entao, cada bloco é diagonalizado

separadamente, e o nimero de operacoes para diagonalizagao reduz-se de n! para,

Zni!, onde an =n. (A1)

H&4 que se procurar por operadores que comutam com o Hamiltoniano. Esses operadores podem
corresponder a observaveis fisicos ou a operacoes de simetria unitarias. O Hamiltoniano tem elementos
de matriz nulos entre os auto-estados, de um observavel que comute com ele, associados a autovalores
diferentes daquele observavel.

Os operadores de simetria que deixam o Hamiltoniano invariante e nao correspondem & observaveis
fisicos, podem ser unitarios ou anti-unitdrios. As operagoes espaciais, como por exemplo as rotagoes,
sao descritas por operadores unitarios. O operador de Inversao Temporal é um exemplo de operador
anti-unitario.

Os operadores unitdrios de simetria que comutam com o Hamiltoniano formam um grupo. Através

dos Operadores de Projegao do grupo finito de simetria espacial (A.5) é possivel construir uma base de

159
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estados classificados segundo indices que desempenham em um certo sentido o papel de bons ntmeros
quanticos. Esses indices nao sao bons niimeros quanticos, pois, nao sao o resultado da medida de um
observavel fisico. Porém, estao associados a regras de selecao que especificam elementos de matriz nulos

do Hamiltoniano.

(w, i [H W', i) =0, se p # pi’ ousei# 1, (A.2)

onde, pu e 4, indicados na defini¢cao (A.5), sao indices que especificam uma Representagao Irredutivel e
uma coluna dessa RI. O grupo unitario de simetria espacial que comuta com os Hamiltonianos de spin
tratados neste trabalho também comuta com o observavel S#. Geram-se estados do tipo |s*, u, i), os

quais determinam a forma da matriz do Hamiltoniano em blocos situados na diagonal principal.

A.1.1 Auto-estados de Operadores Spin

Apesar de os auto-estados do operador do spin total S (2.3) nao terem sido utilizados neste trabalho,
foi constatada anteriormente, [30] a possibilidade de gerarem-se esses auto-estados para um sistema de
4 sitios, através do chamado Projetor de Young, um projetor otimizado do Grupo das Permutagoes. O
uso desses projetores, assim como os projetores referentes as simetrias espaciais discutidos adiante, nao
previne a necessidade de posterior ortogonalizagao da base de estados e diagonalizagao da matriz do
Hamiltoniano.

Constroéi-se facilmente uma base de auto-estados comum aos operadores S#, £ (2.10) e S j=1,...,N.
A existéncia de uma base comum decorre das relagdes de comutagao [S#, L] = 0, [S7, L] = 0e[S7,5%] = 0.
Essa base ¢ formada pelos estados resultantes do produto direto dos auto-estados dos S;7. Um exemplo

de um vetor dessa base é,

LD =11 @M@y @[Ty (A.3)

Esse tipo de estado serd simbolizado por |M;).
Os autovalores distintos de S#, para N par, sao todos os N + 1 numeros inteiros 0, £1,..., i%. A

degenerescéncia de cada autovalor s*, S#|M;) = s* |M;) é dada pelo ntimero combinatério,

N

KN = : (A4)

Ny

onde os nuiimeros de spin para cima e para baixo associados aos estados de mesmo autovalor s* sao dados
Ni—N,

pelas relagoes Nt +N| = N e = s*. A soma de todas as degenerescéncias é a dimensao de todo

espago de estados Z%T:o KN:Nt = 9N,
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A.2 Operador de Projecao de um Grupo Finito

O Operador de Projecao de um grupo finito associado a uma Representacao Irredutivel e a uma coluna
dessa RI, [13], é construido a partir dos elementos diagonais das matrizes da RI, associadas a todos os
elementos do grupo, e correspondentes a uma coluna dessas matrizes. Quando as representagoes estao

escritas na forma unitaria, o Operador de Projegao toma a forma,
P =N (R) O, (A.5)
9 &

onde os indices p e i correspondem a uma RI e a uma coluna, n, é a dimensao da RI, e a somatdria é
feita sobre todos os g elementos do grupo. I‘i(i“) (R) sao os i-ésimos elementos diagonais das g matrizes
que constituem a RI T'(" | associadas a cada elemento R do grupo. Para um dado indice p, a escolha da
representagao de matrizes em geral nao é tnica. Pode haver infinitas possibilidades, porém, todas elas
sao equivalentes entre si, no sentido que qualquer RI T'(#) pode ser obtida a partir de outra RI associada

a p através de uma transformagao de semelhanca,
STW(R)S™ = AW(R), VR e g, (A.6)

realizada por uma tnica matriz S. As RIT'(®) ¢ A () s3o ditas equivalentes. Nenhuma delas possui mais
informagao relevante que a outra.

Ao elemento R do grupo associa-se uma transformacao que leva um objeto x em outro objeto z’
dentro de um espago vetorial linear. O operador linear Op associado a essa transformagao R, chamado
operador de Wigner, atua em fungdes v¢(z). Dada qualquer funcao 1 (x), o efeito do operador de Wigner

é altera-la para a fungao Ogty = ¢’ tal que satisfaca a definigao,
Y (2") = Opp(2') = (z), se x’ = Rx. (A7)

O operador Og define as n, fungoes de base de cada RI e as matrizes da representagao,
T
Orti™ = T (R), p=1,...n,, (A.8)
j=1

a funcao z/)gu )¢ designada como sendo a i-ésima funcao de base da p-ésima RI.
Os objetos a serem transformados podem ser coordenadas espaciais em espagos de dimensao um ou

dois, por exemplo, ou podem ser as coordenadas de sitios da cadeia de spins.

A.3 Inversao Temporal

A acdo do operador de inversdao temporal equivale & mudanga do sinal de todos os momentos de

um sistema, momentos lineares, momentos angulares orbitais e momentos angulares de spin, e do sinal
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de campos magnéticos internos do sistema. Quando o operador de inversao temporal T é aplicado ao

operador de spin S = (5%, 5Y,5%) obtém-se,
TST!'=-8. (A.9)

A motivacao para essa definicdo tem origem em contextos onde a inversao temporal deixa invariante a
interacao spin 6rbita L - S, uma vez que TLT™! = —L. Nitidamente T comuta com os Hamiltonianos
de troca apresentados neste trabalho, os quais sao somas de termos do tipo S5/ |, quer haja ou nao

impurezas,
[H,T] = 0. (A.10)

Porém, T ndo comuta com um termo de campo magnético externo h_ y S
O operador T expresso na base dos auto-estados de S, a menos de um fator de fase arbitrdrio, tem
a forma,
T=K ][]0} (A.11)

j 9
j=1

onde K é a operacao de conjugacao complexa, a qual atua nos coeficientes de cada estado. Essa forma

do operador de inversao temporal, dada pela operagao de conjugacao complexa seguida de um operador

unitario, explicita o fato de tratar-se de um operador anti-unitario.

A.4 Possiveis degenerescéncias — inversao temporal

A titulo de curiosidade serd feito um teste rapido para se investigar a possivel existéncia de degene-
rescéncias nos niveis de energia devido a simetria de inversao temporal [31]. H4 duas abordagens para
se tratar essa questdo. Uma abordagem consiste na construgdo de um grupo formado pelas operagoes
de simetria espaciais, G¥, e pelas operacdes resultantes da multiplicacio do operador de inversio tem-
poral T pelos elementos do grupo espacial G¥, TGF. Esse é o caso para um sistema com spin total
inteiro. A condigao de spin total inteiro é satisfeita pela cadeia de niimero par de spins % Como ja foi
dito, impoe-se niimero par de sitios a fim de se evitar problema de frustacao no ordenamento de estados
antiferromagnéticos, na cadeia com condigoes de contorno peridédicas. Se o spin total do sistema fosse
semi-inteiro, o grupo de simetria espacial deveria ser estendido para o chamado grupo dobrado. E entao,
aos elementos do grupo dobrado dever-se-iam juntar os produtos do operador de inversao temporal por
esses mesmos elementos.

A inclusao do operador de inversao temporal em um grupo implica em uma mudanca na teoria usual
de representagao de grupo. Isso porque o operador de inversao temporal é anti-unitario, assim como suas

representacoes. A dlgebra das operacoes anti-unitdrias é que muda a maneira usual de se multiplicar
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matrizes e aplicar operadores. Por isso, em geral nao se utiliza a abordagem com a inclusao do operador
de inversao temporal ao grupo de simetria espacial.

A segunda abordagem para se verificar a presenga de degenerescéncias extras devidas a simetria de
inversdo temporal é mais simples. Basta se tirar proveito dos seguintes resultados. Aplicando o operador
de inversao temporal T as funcoes de base 1/1j(“ ) de uma dada RI I | com dimensao n,, de um grupo
de simetria espacial G¥, obtém-se um conjunto de funcoes ij(“ ) B possivel mostrar duas propriedades.
A primeira propriedade é que esse novo conjunto de fungoes forma um subespago invariante sob a agao
dos elementos do grupo espacial GZ, e sdo funcoes de base de uma representacio I' (™) do mesmo grupo
e de mesma dimensio que I (*). A segunda propriedade é que tal representacao I' (") é irredutivel.

HA4 trés possiveis relacdes entre as RI T (W) e T'(7)

caso a: '™ e ') s30 equivalentes e podem ser escolhidas como sendo reais e idénticas;
caso b I'®W ¢ ') nao sdo equivalentes;
caso ¢: '™ e T'(7) s30 equivalentes, mas nio podem ser escolhidas como sendo reais e
ideénticas.
A partir da classificacao dos trés casos acima e do spin total do sistema é possivel verificar a existéncia
de degenerescéncias devido a simetria de inversao temporal, ou seja, se os dois conjuntos de fungoes de
base wj(”) e ij(”) das representacoes I' ) e T'(7) sio linearmente dependentes ou nio [31, 32].

T2 =1, spin total inteiro:

a O conjunto de funcoes de base ij(“ ) pode ser escolhido de maneira que ij(“ - wj(” ) e ndo
h4 degenerescéncia além da degenerescéncia n,,.

b O conjunto de funcoes de base ij(”) é linearmente independente do conjunto zpj(“). A
degenerescéncia aumenta para 2n,,.

c O conjunto de fungoes de base ij(” ) ¢ linearmente independente do conjunto wj(“ )A
degenerescéncia aumenta para 2n,. Esse caso ndo ocorre para grupos cristalograficos pontuais.

T2 = —1, spin total semi-inteiro:

a O conjunto de fungoes de base ij(” ) ¢ linearmente independente do conjunto z/Jj(” )oA
degenerescéncia aumenta para 2n,,.

b O conjunto de funcoes de base T¢j(“ ) ¢ linearmente independente do conjunto z,ZJj(“). A
degenerescéncia aumenta para 2n,,.

¢ O conjunto de funcoes de base ij(“ ) ¢ linearmente dependente do conjunto wj(“ ). e ndo hé

degenerescéncia além da degenerescéncia n,. Wigner mostrou que nesse caso n, deve ser par.

A.4.1 Inversao Temporal e o grupo Dy

As RI do grupo Dy enquadram-se no caso a, pois todas as RI podem ser construidas apenas com

elementos de matriz reais, Tabelas 2.1 e 2.2.
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Para as cadeias de spin com niumero par de spins %, ou seja que tém spin total inteiro, e com
condicoes de contorno periddicas — associadas ao grupo de simetria Dy, cujas RI, pelo menos para N
par, enquadram-se no caso a — nao ha degenerescéncias provenientes da simetria de inversao temporal.
De maneira que levando em consideracao apenas as simetrias espaciais e a simetria de inversao temporal,
se espera que as maximas degenerescéncias para as cadeias com CCP sejam duplas, associadas as RI de

dimensao dois do grupo Dy.

A.4.2 Teste de Frobenius-Schur

Cada uma das possibilidades a, b ou ¢ apresentadas na segao anterior pode ser discriminada pelo
teste de Frobenius-Schur. Esse teste é 1til quando nao se conhecem as RI do grupo de simetria, mas se
conhecem os caracteres. No teste de Frobenius-Schur calcula-se a soma dos caracteres dos quadrados de

todos os elementos do grupo correspondentes a uma dada RI T (#),
ZX(H) (R2) ) (A.12)
R

Se essa soma for igual a g, a ordem do grupo G¥, obtém-se o caso a, se for igual a 0, o caso b, e se for

igual a —g¢, o caso c.



Apéndice B
Quatro sitios

B.1 Diagonalizacao com Teoria de Grupos

Com a finalidade de ilustrar-se o processo de diagonalizacao da matriz de um Hamiltoniano que
comuta com um grupo de simetria espacial, através do uso dos Operadores de Projecao da Teoria das
Representacoes, tomar-se-4 como exemplo uma pequena cadeia com quatro spins % Esse processo foi
desenvolvido durante o periodo de iniciagao cientifica. Serd construida uma base de estados associada
ao subespago definido pelo autovalor nulo de S'#, a qual refletira as simetrias espaciais do Hamiltoniano
de uma cadeia de spins com condigoes de contorno periédicas, CCP. Trata-se de um detalhamento do
procedimento indicado na se¢ao 2.2. Em seguida serao escritos e diagonalizados os blocos da matriz
que representa o Hamiltoniano na referida base. O Hamiltoniano a ser analisado é o de Heisenberg com

anisotropia axial na constante de troca, chamado de XXZ:
4y |
Hxxz=J"Y {5 (S;FSt,+87851) + AS7S7,| . (B.1)
i=1

onde o indice de sitio N + 1 deve ser entendido como sendo 1. O Hamiltoniano XXZ comuta com o

operador S, de maneira que se pode diagonalizar separadamente sua matriz no subespaco definido por

1

um autovalor particular de S#. Para um sistema com quatro spins 3, o espago completo de estados tem

dimensdo (2™V)y—4 = 16, enquanto que o subespaco definido pelo autovalor nulo de S* tem dimensdo

(N N/2)y_, = 6. Neste apéndice serio tomados i = 1 e a integral de troca do Hamiltoniano J () = 1.

Tabela B.1: Base dos estados do tipo produto direto para N = 4 e autovalor nulo de S~*.

R A D P A M PO N A D P A DA AR O

165



166 APENDICE B. QUATRO SITIOS

E: (1)©2)(3)4) Oy (1234) C2: (13)(24) CF : (1432)
2. .1 2.*—.1 [ ] .1 2.—».1
3" ‘4 3t % 3" ‘4 3t %
Ur: (14)(23) Us: (12)(34) Ul (24) Uy (13)
2, 1 2, ! 2, 1 2, B
3" *4 st %y 3° *4 3" *4

Figura B.1: Os oito elementos de simetria do grupo Dy, associado a uma cadeia com CCP com quatro
sitios. Identidade: E. Rotacoes: Cy, C7 e C2, ao redor do eixo de mais alta simetria, U; e Uy ao redor
de eixos de ordem dois que nao passam por nenhum sitio, Uy e Uj ao redor de eixos de ordem dois que

passam por dois sitios.

O ponto de partida é a base dos estados do tipo produto direto |M;), (A.3), Tabela B.1, e os Operadores
de Projecao do grupo de simetria espacial do Hamiltoniano. O grupo de simetria de uma cadeia com
quatro spins é o Dy, Figura B.1. Esse grupo tem quatro Representacoes Irredutiveis unidimensionais:
Pl 1L2 L3 ¢ L4 ¢ yma RI bidimensional: T01 (2.18). E definido wm Operador de Projecio
(A.5) para cada RI unidimensional e para cada coluna da RI bidimensional. Os OP associados as RI
unidimensionais sdo construidos através dos elementos dessas RI e os OP associados a RI bidimensional
sdo construidos através dos elementos da diagonal das matrizes da representacio I''"1, Tabela B.2. Essa
Tabela foi obtida a partir das Tabelas 2.1 e 2.2. Os Operadores de Projegao estao inicados na Tabela B.3.

A fim de se conhecer a acdo de um Operador de Projecao em estados do tipo produto direto, como
aqueles indicados na Tabela B.1, deve-se conhecer como os elementos do grupo atuam sobre tais estados.
A Tabela B.4 mostra como os elementos do grupo D4 atuam sobre os estados do tipo produto direto

indicados na Tabela B.1. Exemplos da agao de um OP sobre estados do tipo produto direto sao:

PLAL) = f;[mw + L) = 1L = L), (B.2)
PRATLLT) = —}l[mm L) = [T = 11110, (B.3)
Ph3tT)y = o (B.4)

O estado gerado através da aplicacao de um OP nem sempre resulta normalizado, e um mesmo OP

aplicado em diferentes estados pode gerar estados proporcionais. Exemplos sao os estados indicados em
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Tabela B.2: Grupo D4: Representacoes Irredutiveis de dimensao um, Tabela 2.1, elementos diagonais
da RI de dimensao dois, Tabela 2.2. Caracteres da RI de dimensao dois. Caracteres da representacao

redutivel de dimensao seis gerada pelo subespaco definido pelo autovalor nulo de S #.

E Cy c? cp Uy Uy U, U}
(1)(2)(3)(4) (1234) (13)(24) (1432) (14)(23) (12)(34) (24) (13)
rtt 1 1 1 1 1 1 1 1
rh2 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
k3 1 -1 1 —1 1 1 -1 -1
L4 1 -1 1 —1 ~1 ~1 1 1
)t 1 0 ~1 0 -1 1 0 0
L) 1 0 —1 0 1 —1 0 0
P 2 0 -2 0 0 0 0 0
x (%0 6 0 2 0 2 2 2
Tabela B.3: Operadores de Projecao do grupo Dy.
pLl = %[(1)(2)(3)(4)+(1234)+(13)(24)+(1432)+(14)(23)+(12)(34)+(24)+(13)]
pL2? = é[(1)(2)(3)(4)+(1234)+(13)(24)+(1432)7(14)(23)7 (12)(34) —(24)—(13)]
pL3 = é[(1)(2)(3)(4)7(1234)+(13)(24)7(1432)+(14)(23)+(12)(34)7(24)7(13)]
pLt = é[(1)(2)(3)(4)7(1234)+(13)(24)7(1432)7(14)(23)7 (12)(34) +(24)+(13)]
PIT=2(0@@)) 03 -(14)@3)+(12)34)

PLI=2@@)@W) -3 +14)@3)-(12)(30)
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Tabela B.4: Acao dos operadores do grupo Dy nos estados do tipo produto direto indicados na Tabela B.1.

I A R R R AN

E:(1)R)B)@) (111D [T 11l 1B i 1t

Cy: (1234) LT 11U Jin i i 1
Cf: (13)(24) L) 1Tl Tl 1 1t T
Cj + (1432) ITLD 1T WD i) [
Ur: (14)(23) RN DA e LA R DA R RO A A A R Y
Uz : (12)(34) L) T W (il 1) (1)
Ui (24) ITLT [T )y [y el [
Uz : (13) LT ITUD ) [y [ 11l

Tabela B.5: Uma base de estados no subespaco definido pelo autovalor nulo de S #, que reflete a simetria

do grupo Djy.
PESLY = 5 (T + LT + [T + 111 10)
2 1
PiEh) = 5T+ )
POSLY = LTy e - 1T - )
PiS) = S5 = i)
1
.

P i) = (1110 = L)

Pl i) = \/ﬁmm— 1111)

(B.2) e (B.3). As projecoes de alguns estados feitas por certos projetores podem resultar em estados
nulos, como por exemplo o estado indicado em (B.4).

Todos os Operadores de Projecao foram aplicados sobre os estados do tipo produto direto, Tabela B.1.
Apés descarte de estados proporcionais repetidos e normalizacdo, os estados nao nulos gerados,! |Prﬁ >,
constituem uma base como aquela mostrada na Tabela B.5. Nesse caso simples da cadeia com quatro
sitios nao é necessério o procedimento de ortogonalizacao mencionado na secao 2.2.4, para a construgao

da base dos estados |P/).

1O indice r simboliza o conjunto dos dois indices i e i de uma Representagdo Irredutivel do grupo de simetria espacial
que comuta com o Hamiltoniano e de uma coluna dessa RI, como foi explicado apds (2.30). O indice B apenas distingue

estados associados a uma mesma simetria.
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Tabela B.6: Autovalores e auto-estados do Hamiltoniano Heisenberg isotrépico, A = 1, para N = 4 no
subespaco definido pelo autovalor nulo de S*. Os auto-estados estao rotulados pelas RI do grupo espacial

Dy. Os estados ’Pﬁ> estao indicados na Tabela B.5.
Egr I ¢)

1

2| p=11;¢=1) = —=(|pi=h) - valpiy))

(TTLL + 10+ LT + [1101) = (L1 + 1147
2|Pi) +[Pis)

= —= (D FITH H LD +TUD +1TLTD + [LTL)

Sl= Sl
C».') w

MIH

1
1| p=L1¢=2) = —

(
Al
(v

0| l=13¢=1 =[P
1| p=L4¢=1) ="

0| lu=1L1i=1,¢c=1)= Pfjﬁ)l;i:»

0 =130 =2C¢=1) = [P 1s)

O Hamiltoniano apresenta elementos de matriz nulos entre estados associados a RI diferentes ou a

colunas diferentes de uma RI. A matriz do Hamiltoniano na base dos estados indicados na Tabela B.5 tem

- B=1
pn=1,4 /> pn=II,1;i=1

'P# 10— 2> define um bloco unidimensional, e é um auto-estado do Hamiltonino. Os dois estados

a forma de blocos situados na diagonal principal. Cada um dos estados ‘P =1 3>

restantes,

P 5 111> ’P p 1> sdo definidos pela mesma simetria, I'"1, ¢ definem um bloco bidimensional
do Hamiltoniano. Combinagoes lineares daqueles dois estados geram dois auto-estados do Hamiltoniano
através da diagonalizacao de uma matriz de ordem dois. Os autovalores correspondentes aos quatro
blocos unidimensionais sdo respectivamente: 0,—A,0,0. A matriz associada ao bloco bidimensional e

seus autovalores sao:

0 V2 ~A+VA?+38

oAl ; (B.5)

Para o Hamiltoniano Heisenberg isotrépico, A = 1, esses dois autovalores sao —2 e 1, e estao associados
respectivamente aos auto-estados indicados na Tabela B.6. O fato de os blocos de matriz do Hamiltoniano
neste exemplo terem dimensoes um e dois é uma particularidade do ntimero de sitios da cadeia ser igual

a quatro.
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H& uma degenerescéncia tripla de niveis, correspondentes ao autovalor 0 do Hamiltoniano, para qual-
quer valor ndo nulo do parametro de anisotropia: A # 0. Esses trés niveis estdo associados as RITH3 e
I'™1 do grupo D,. Degenerescéncias entre niveis associados & diferentes RI sdo chamadas de acidentais.
Quando um grupo descreve todas as simetrias de um Hamiltoniano, as degenerescéncias estao associadas
a uma tnica RL. E possivel que um grupo de simetria que inclua operagoes das coordenadas de spin, além
das coordenadas espaciais, tenha uma RI tridimensional associada a essa degenerescéncia tripla. No caso
particular de A = 0, o que corresponde ao Hamiltoniano XX com interagoes de troca envolvendo duas
componentes do spin, hd uma degenerescéncia entre quatro niveis associados as RI '3, I'h4 e TIL 1L,

Tal degenerescéncia maior indica que o Hamiltoniano XX tem mais operacoes de simetria que o XXZ.

Diagonalizagao sem Teoria de Grupos

Deve-se notar que na base dos estados do tipo produto direto, Tabela B.1, é necessario diagonalizar-se

uma matriz de ordem seis. Para o Hamiltoniano Heisenberg XXZ tal matriz é:

_001100_
2 2
1 1
o0 - - 00
2 2
1 1 1 1
2 A 0 = =
O N
2 2 2 2
1 1
o0 - - 00
2 2
1 1
R T

a qual fornece os mesmos autovalores, e os mesmos auto-estados.

B.1.1 Dimensoes dos Subespacos

Nesta se¢ao serd mostrado em maiores detalhes o procedimento exposto na secao 2.2.3. O interesse
estd na decomposicao de uma representacao I' (Z)(R ), de um subespaco definido por algum autovalor de
S#, em termos das Representagoes Irredutiveis do grupo Dy . Isso permite determinar as dimensoes dos
subespacos caracterizados pelas simetrias das RI do grupo de simetria espacial, antes que uma base seja
construida.

O calculo dessa decomposicao requer o conhecimento apenas dos caracteres das representacoes, ao
invés de suas formas matriciais, e é realizado através da férmula (2.22). Os caracteres x (*)(R) referentes
& uma representacao I' *)(R) podem ser obtidos através da expressao (2.23). A Tabela 2.3 apresenta em

forma analitica os caracteres y (#9) (R), para o caso particular do subespago definido pelo autovalor nulo
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de S*# em um sistema com ntmero par de spins % Para um sistema com quatro spins % tais caracteres
estao indicados na Tabela B.2.

O ntmero de vezes que a RI T'13, por exemplo, estd contida em I'(*0) &
. 1
a5 = 516+ (-1.0+ 12+ (-1.0+ 124+ 1.2+ (-2 + (-1)2) = L. (B.7)

Os resultados de todas as decomposicoes sao:

z,0 z,0 _ z,0 _ z,0 z,0 _
a,_11 =2 a,_1,=0, a,_13=1 a,14=1 a, =1 (B.8)
De maneira que a decomposicao da representagdo do subespaco definido pelo autovalor nulo de S# em

termos das RI do grupo D, é:
r=o—asrttgort?e1r3e1r g 10m! (B.9)

Essa expressao quer dizer que, de acordo com as simetrias do grupo Dy, ha um subespaco de dimensao
dois associado & RIT'L1, dois subespacos de dimensdo um associados as RIT'H3 e T'l4 e um subespaco
de dimensdo dois associado & RI I''h!. Este tltimo pode ser ainda repartido em dois subespacos de
dimensdo um, cada um especificado por cada uma das colunas dessa RI I''!. Essas dimensées sao as
mesmas encontradas através da diagonalizacao explicita desenvolvida nesta secao. O nimero de vezes
que cada RI aparece na decomposigao de I' (Z)(R) depende do nuimero de sitios da cadeia. Para cadeia

com quatorze sitios a decomposicao estd indicada em (2.25).

B.2 Evolucoes das Nao Homogeneidades da Magnetizacao

Nesta segao serd mostrado em maiores detalhes o cdlculo da evolugao temporal das nao homogenei-

dades da magnetizacao indicado na secao 4.3.2.

B.2.1 Elementos de matriz de 55

Ha que se calcular os elementos de matriz (r’ ¢/ 1S5Ir ¢ ) na base dos auto-estados do Hamiltoniano.
Isso requer o cédlculo dos elementos de matriz <PTB,/|S’<§|PTﬁ> na base dos estados ‘Pf >7 0 que requer o
calculo dos autovalores <Ml\Sé|Ml>, cujos auto-estados correspondentes sao os estados do tipo produto

direto. O operador 53, (3.1), é:

N
1 L
z Q) z _ — _
S5 —\/N jEZle 187, Q= I q=0,1,...N —1. (B.10)
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Tabela B.7: Autovalores de 55:% correspondentes aos estados do tipo produto direto indicados na

Tabela B.1.
ITTLL) AN R RO R A A DR AR LT

<MZ|S(5:%\M1> %(—l—ki) %(1—1') 0 0 %(1“‘) %(—1—2')

onde j ¢ o indice de sitio. Como exemplo de cdlculo de elementos de matriz do operador S5, serao

tomados N =4 e g =1, para os quais Q = g:

S5

[SIE]

4
1 s
= Y €S, (B.11)
J
\/ijl

na base dos estados |M;)

Os estados do tipo produto direto sao auto-estados do operador S5. Em unidades de 1 a agao do

operador Sé):g no estado |11/]), por exemplo, é:

1 - 1 Com 1 3 1 Car 1
Sg_s 1111) = = (e <+—> ¥ (+—) e (_-) Lk (_->) i

i ’ ’ ’ ? (B.12)
Sog 1T = 5 (=14 0)[T1L0).

Os autovalores de 55:% correspondentes aos estados do tipo produto direto, Tabela B.1, estao indicados

na Tabela B.7.

na base dos estados |Pf>

Um exemplo de célculo de um elemento de matriz é:

p=1 B=1 _
<Pu:I,1|SC§:§‘PH:II,I;i:1> -

- %\/% (D) (MLLISEg 1 T + (F1)(=1) (111 15551 111))
11 1 1 (B.13)
=37 (5(_1 +i) - 501 —i))
1 .
= m(—l +Z)

Na base dos estados ’Pf >, os operadores S§ nao tém a forma de blocos situados na diagonal. A matriz

que representa o operador S5_z ¢ simétrica. Na base onde os estados ]Pf > estdao ordenados como
2
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mostrado na Tabela B.5, tal matriz tem a forma:

- 1 1 -
0 0 0 0 1+ — (141
2\/—( i) 2\/5( i)
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1(1+') 1(1 )
—=(— 1) —=(—1—1
22/2 2v/2
0 0 0 0 0 0
1(1+')0 1(1+')0 0 0
—=(— 7 —=(— (]
22 2v/2
1
1+4) 0 ——(=1—=4) 0 0 0
I 2\f( ) 2\/5( ) |

na base dos auto-estados do Hamiltoniano |r ()

Um exemplo de calculo de um elemento de matriz é:

<u:I,1;C:2|55:%\M:II,1;1': 1 ¢ = 1> _
- (Ve G ez ses
- \F(%lf( 1+z)> +0

1 .

p=1
P,u II,1;i= 1>
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(B.14)

(B.15)

Na base dos auto-estados do Hamiltoniano, |r (), os operadores 5S4 nao tém a forma de blocos situados

na diagonal. A matriz que representa o operador 55:% é simétrica. Na base onde os auto-estados |r ()

estao ordenados como mostrado na Tabela B.6, tal matriz tem a formas:
M 1

B.2.2 Evolugao de <55=§>t

(1+1)

0 0 0 0 —_(—14d) —
26 ! 26
0 0 0 0 L ( 1+1) L
23 ! 23
0 0 0 0 L 1 ) L
2f( i 2V2
0 0 0 0 0 0
1 ) 1 .
1 . 1 . 1 .

(B.16)

Serd calculada a evolugdo do modo <S z > a partir do estado inicial |¢pg) = [77]]). Uma vez que

tomaram-se i = 1 e a integral de troca do Hamiltoniano J () = 1, o tempo # est4 em unidades arbitrarias.
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Produtos escalares

Os produtos escalares do estado |17]]) com os auto-estados do Hamiltoniano, |r (), Tabela B.6, sao:

1
(Tl =11C=1) =22 (1Tl =L4¢=1) =0
Clic—9y— L Ml licm1) = :
<TMW—LLC—2>—\/g <TTll|u—H,1,z—1,C—1>_\/§ (B.17)
(M=13¢=1=3  (llu=ILi=2%¢=1)=0

Soma das exponenciais

A evolugao temporal de um modo <S§>t é dada pelas expressoes (4.27) e (4.28). Em particular o
modo <Sc§:g> , a partir do estado |¢g) = |17]]) é dado por,
t

(S-5), = (MUIE=TL1i=1;¢=1)

(n=T0L130 = 1, ¢ = 1S5 gl =115 ¢ = 1) {u=L1; ¢ = 11111

— S~

exp (Z (EC;;iII,l;i:I _ Ecuzzll,l) )+6Xp( (Ep I,1 E(;zll,l;i:l)t)} +
(H=T0150 =15 ¢ = 1S5 gl =T115¢ = 2) (6 =T,1; ¢ =2|1111)
[exp (i (BLS=1 = BLEP 6) +exp (1 (BLS = BLSY) 1) +

(n=T0150 =15 ¢ = 1S5 gln =13 ¢ =1) (1 =13 ¢ = 1|111)

exp (i (EC;A:=111,1;¢=1_E<M:1 ) ) + exp (i (B 1,3 E(ﬁll,l;i:l)t)}} (B.18)
-
V2
1 N ‘ _
{ﬂ( I+ Z)ﬁ [exp (i (=2 — 0)t) 4 exp (i (0 — (=2)) t)]
1

F(* )7 [exp (i (+1 = 0)£) + exp (i (0 — (+1)) 1)]
1

W( 1+ )%[exp( (0—0)t) +exp(i(0—0) )]}

l\'>|>—l [\

1 1 1
(—1+ )<acos2t—|— gcost—i— 5)

Na expressao acima foram utilizados os fatos de que o operador SQ z é simétrico e que (¢Yo|r¢) =

(r¢|vo). A parte real de <SC§:%> normalizada, tal que em ¢t = 0, Re [<S > } = 1, estd mostrada
t

na Figura 4.2.

pus
2
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