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RESUMO

Neste trabalho estudamos um modelo de particula classica com.spin proposto origi-
nalmente por Barut-Zanghi (1984); e:reformulade no Formalismo do Fibrado de. Clifford
por Paviic, Recami, Rodrlgues Jr.-(1993).

Desenvolvemos: a,lguns teoremas de conservagéo--e observainos a: consisténcia deste
modelo de:Barut-Zanghi com ‘as-leis de conservagao; ‘damos-ainda: alguns argumentos
heuristicos que nos condizem a uma apropriada Hamiltoniana. ' -



ABSTRACT

In this work we study a model of classical particle w1th spin that was first originally
suggested by Barut-Zanghi (1984); it has recently translated into Chfford Flber Bundle
Formalism by Pavsic, Recami, Rodrigues Jr. (1993).

We develop some conservatlon theorems and point out the consistency of Barut-
Zanghi model Wlthln the conservation la.ws we aJso set any heunstlc arguments yleldlng
to an approprla,te Hamﬁtoma.n for thls one. :
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- INTRODUGAO -

Barut e Zanghi (BZ) em 1984 propuseram um modelo de eletron que fundiu o
modelo classico do eletron com o modelo do eletron de Dirac; consideraram o ele-
tron como uma particula classica caracterizada pelo usual par de variaveis conjuga-

~das (z*,p,), com a novidade de um segundo par de varidveis spinoriais conjugadas
(2,iZ) que representavam os graus de liberdade internos (z é o spinor de Dirac e
Z = 2¥4° o correspondente spinor conjugado). BZ formularam, para este modelo de
eletron classico coin spin (movendo-se em um campo eletromagnetlco) a Lagrangeana:

L= §z(zz — %) + pu(z” —Z9v"2) + eA, JZ1"z(¢ = 1,k = 1); onde ¥* sfo as matrizes de
Dirac, A, é o potencial eletromagnetlco e z*,p,, 7,7 consideram-se fungdes do parametro
7 {0 tempo préprio).

O modelo de BZ tem muitas importantes propriedades que podem ser estudadas
usando-se o formalismo da algebra de espago-tempo (STA) introduzida por Hestenes em
1966 (vide Apéndice C). Paviic, Recami e Rodrigues Jr. (1993) consegulram reformular
a Lagrangeana de BZ no Formalismo do F]brado de Chﬂ’ord '

Neste trabalho consideramos o modelo de partlcula, clasqica com spin proposto 01'1—'
ginalmente por BZ, e reformulado no novo formalismo pelos autores mencionados acima.
Discutimos funda.mentalmente a consisténcia deste modelo de BZ com as leis de con-
servagdo. Também, com alguns argumentos heuristicos, propomos uma apropriada Ha-
miltoniana para o modelo de BZ. (Vide também a referéncia [11]).

O Formalismo Lagrangeano no Fibrado de Clifford foi desenvolvido tanto para
particulas quanto para campos fisicos no espaco-tempo Minkowskiano; por essa razao
no Capitulo 2, faremos uma sintese dos conceitos importantes na elaboragéo desse forma-
hsmo Lagrangeano 17,

Este trabalho também contém dois apéndices. No Apéndice A expomos brevemente,
para ulteriores referéncias, as equagdes da teoria eletromagnética e a equacio de Dirac
reformuladas no Formalismo do Fibrado de Clifford. No Apéndice B completamos a
andlise feita no Capitulo 3 mostrando a interessante relagio existente entre o modelo de
particula livre de Dirac e o-modelo de particula livre de BZ (Rodrigues Jr. 1993). Também



demonstramos a existéncia de uma base: Lorentziana natural sobre a linha-mundo da
particula, que tem um papel- fundamental na formulacéo do modelo geometnco de uma
pa,rt1cula classica com spin. (Vide a referéncia [12]).

i



CAPITULO 1

. PRELIMINARES

1. - INTRODUCAO A TEORIA DE ESPAGOS LINERAES

Nesta secdo apresentamos. os, conceltos fundamentais da Teoria de Espa,gos Lineares
sobre os quais baseia-se a construgao da Algebra, de Cleford a,ssoma.da a um espaco lmea.r
real ( ﬁmto) métrico.

1,1~ MULTIFORMAS SOBRE UM ESPACO LINEAR

Seja V um espa,go lmear real, de dlmensao n. Uma multiforma sobre V é uma
(n+1) — upla de k- formas sobre V(O 5 E< n), 1sto é: 12 |

(AmAh:_ ks An). | (1.1)

Definimos a soma de multlformas eo produto de escala,r (real) por multlforma por:.

A = (AU:AI, 1, Ak, e, As), B = (Bo, By, -_,Bk,-.-,Bn)'_—»AJrB:_.
(AO + BG: Al + Bly ) Ak + Bks * sAn + Bﬂ).:
:QERA (AO,A1, oy Arycre, An) -+"crA—i= (aAg,a-Al-, aAk, . ,aA')

A(V),0 conjunto de multlformas sobre V, com as opera,goes deﬁmda,s acima é um espago
lmear real 3 chama,do de espag:o de muitsformas de L

1 Uma k-forma sobre V ¢ um k-tensor (ou tensor covariante de ordem k) antisimétrico sobre V.
2 Ge a-dimensic de V. & n, éntdo as k-formas sobre V(k >-n) sdo todas nulss. - :
-3 8e a dimensdo de V. é n, entdo a dimensio de A(V) é 2.



Introduz-se em A(V), um operador linear, o operador k-parte (0 < k < n):

Ot A(V) > A(VY/ - _-
A= (Ao, Aiy- o Ak -4, An) = (AN = (0,0,---,0,44,0,---,0)  (1.2)

| A € A(V) diz-se homogenea de graduaga.o k0<Ek<n)se A= (A);A€A(V): A=

Z(A)k Identlﬁcamos as multlforma,s homogeneas de graduagao k com ag k-formas sobre
k-—o
A"(V) denota qua.lsquer destes espagos l1nea,res

Introduz~s§ em A(V) dois operadoges llneares mvplutivps,‘a-conjugafgﬁp € a reversao:
AV) — AWV)/(A) = (-1)*(Ah | | |

~A(V) = AV)/(Ae = CDRFEDQAY (13)

1.2 - PRODUTOS DE MULTIFORMAS

Sejam V' um espago lmear real, de dimensdo n, € g um tensor metrlco sobre V 4
(1 e. uma estrutura minima (V, ) ' o

Produto Extem’o’f A : A(V) >< A(V)—> A(V)[ :

=(AO Ala""'Aa";’A').. (BOy-Bl.,."')-Bk n)""’AAB_

(AOBB,ADBI-{-AlBO, : ZA ABij,-- ZA AB,.,..,) (1.4)

onde A A Bk_J édo produto exterior da j j-forma A; pela (k j)-forma By._;.

Produto Escalar - : A(V) x A(V) — Rf

gm0

A=.(A0,_A1,"',Ak,"',An),B=(Bo,Bi,'--,B B )-"‘*A B EA B

onde A; B é o produto’ esca.la,r da j—forma A; pela j-forma B;. Observe—se que na de-
fini¢ao de produto escalar de k-formas utlhza,-se o tensor métrico g '

4 Urm tensor métrico sobre V é ¢ € Tz(V)/ t) Ve, y € V: g(:n y) = g(y, z) (snmetrla,) i) (Ely € V/Va: :
g(z, y) 0) = y = 0 (n8o degenerescéncia).



P-rodutos Contreitdos |

| 1- C’ontmzdo a esquef‘daj A(V) X A( ) — A(V)]
VC € A( ):(A]|B)-C=B- (A/\C)

o | (16)
Contmz’do.d direita]: A(V ) x A(V) — A(V)/
VC e A(V) :C-(A|B)=(CAB)-A
Note-se o produto escaiar (dependente de _q) nos produtos contra,ldos
Produto de Clifford: A(V) X A(V) - A(V)/ (denota—se por _]usta,pomga,o) [23
) o«€eA(V)=R,BeA(V):aB=0o|B(=aAB)
3 Lo - Ba = Bl_a(:B A a)
i) e€A(V)=V"BeA(V):aB=a|B+aAB
S (1.7)

iii) | A B, Ce A(V) A(B+C) AB+ AC
(A+B)C = AC + BC
' iv)  AB,C€ A(V) (AB)C = A(BCY

1.3 - ALGEBRA EXTERIOR DE MUL’I‘IFORMAS ALGEBRA DE CLIF-
FORD DE MULTIFORMAS R . _

A(V) dotado com o produto exterlor deﬁmdo em (1 4) é uma algebra @ssocmtwa

A(V) dotado com o produto_ exterior, o produto contraldo e o produto de Clifford,
definidos em (1.4), (1.6) e (1.7) é uma algebra, chamada de dlgebra de Clifferd de multi-
formas de V., Denotada (A(V),A 11, produto. de Clifford ). . CHV,g).. :

Flnalmente listamos as propneda,des mais importantes dos produtos de muitiformas:



) ABeA(V):(AAB)y  =AAB,(AAB)”=BAA
) ABCeA(V)-A/\(B-I—C’)—AAB+AAC,(A+B)/\C=A/\C-I—B/\C
i) A,B,C,e A(V):(AAB)AC =AA(BAC) o
) ABCEAV):A-(B+C)=A-B+A-C,(A+B)-C=4 C+B C
) ABEA(V)AB B-A
- ~(1.8)
vi) ABCEA( /Y: A)(B+C) = A|B+ A|C,(A+ B)|C = A|C + B|C
 A|(B+C)=A|B+ A|C,(A+ B)|C = A|C + B|C
vii) A,B,C e A(V): A|(BJC)=(AA B)|C,(A|B)|C = A|(BAC)
i) we A(V),0 € AK(V) : wle = (=1)*Do|w, (j < k)
ix} weA'(V)ed,B=A(V):w|(AAB)=(w|A)AB+ AN (w]|B)
x) ABEAV):A-B={AB)=(AB) |
xi)  A,X,YeA(V): (AX) Y =X (AY),(XA4) Y =X - (YA)
xii) A,BeA(V):(AB)"=AB,(AB)~=BA

2. - INTRODUGAO A TEORIA DE VARIEDADES

Nesta segdo apresentamos os principais conceitos da Teoria de Variedades, com os
quais é possivel formular-se a Teoria de Campos {i.e. a teoria de campos fisicos no espago
fisico).

2.1 - ANEL DOS CAMPOS ESCALARES
Seja M uma variedade suave. Um campo escalar (real) sobre M é uma fungio:

f:zeM— flz)ER (1.9)

F (M), o conjunto dos campos escalares suaves sobre M [, com as operagoes de soma
e produto de campos escalares: (f + g9)(z) = f(z)+ glz) e (fg)( ) = f(z)g(z), = € M;é

um anel.

2.2 — MODULO DOS CAMPOS VETORIAIS MODULO DOS DERIVADO-
-~ RES g

-Seja, M uma variedade suave. Um campo vetorial sobre M é uma fungao

4



vz E M = v, € T,M; onde T,;M.é o espaco tangente no z € M 5 (1.10)

V(M), o conjunto dos campos vetoriais suaves sobre M, !l com as operagoes de soma
- de campos vetoriais e produto. de campo escalar por campo vetorial (v 4+ w); = vz +w; €
- (fv)e = f(z)vg,z € M; é um mddulo sobre o anel F(M).

Sejam M uma variedade suave e F(M) o anel dos campos escalares suaves. Um
. derivador sobre M é um operador no F(M), definido por: '

b: F(M)—= F(M)/V f,ge F(M): i) o(f+g)="5f+ dg, linearidade
o (1.11)
i) 8(fg) =(5f)g + f(dg), regra de Leibnitz

D(M), o conjunto dos derivadores sobre M, com as operagdes de soma de derivadores
e produto de campo escalar por derivador: (6 4+ ®)f = 6f + wf e(g0)f =9(8f),f e M;
é um mddulo sobre o anel F(M).

Demonstra-se que o V(M) é isomorfo ao D(M). Por isso nio faremos distingéo
notacional entre v € V(M) e 8 € D(M) S.

2.3 - M()DUL_O DOS CAMPOS k-TENSORIAIS
Seja M uma variedade suave. Um campo k-tensorial sobre M é uma funcio

tize M —t, € THTM), (1.12)
onde T*(T,M) é o espago tangente dos k-tensores ao x € M

T*(M), o conjunto dos campos k-tensoriais suaves sobre M [, com as operacdes
de soma de campos k-tensoriais e produto de campo escalar por campo k-tensorial:

(t+8)y=t:+3s€ (ft)e = f(z)tz, 2 € M, é um mddulo sobre o anel F(M).

Em particular os campos k-tensoriais antisimétricos sobre M sdo chamados de cam-
pos k-forma; A"(M ) denota o conjunto dos campos k-formas suaves sobre M; obviamente
é também mddulo sobre o anel F(M).

S T:M é um espago lmear (real) fixado ao ponto x € M: o espa,go lmear dos vetores tangenies no
ze M. :
R O produto de Lle deﬁne—se naturalmente no D(M Je pelo lsomorﬁsmo passa para o V(M).



- 2.4 - MODULO DOS CAMPOS MULTIFORMAS
Seja M uma variedade suave. Um campo multiforma sobre M . [¥]. & uma funcio -

_ - AizeM - A € MTLM); | (1.13)
- onde A(T; M) é o espago tangente das multiformas no € M. R

A{M), o conjunto dos campos multiformas suaves sobre M ] com as operacies
de soma de campos multiformas e produto de campo éescalar por campo multiforma:

(A+ B)s = Az + By e (fA)s = f(x)As, 2 € M, é um mddulo sobre o anel F(M).
Observamos que um A € A(M) re:a_liza-se dando (n +1) A € A*(M):

A= (Ag, A1,y Agy- oy Au).

2.5 — FiBRAD(_)_' DE CLIFFORD

Sejam M uma variedade suave e ¢ um campo tensorial métrico 7.

O conjunto A(TM) = {(z,A)/z € M,A € A(T:M)} é chamado de fibrado tangente

de multiformas

Por outro la,do, a estrutura algebnca {(MT-M), A j |, produto de Clifford ) e a algebra
de Clifford local de multiformas tangentes [ver 1.3]. ' : '

A estrutura algebrlca. (A(TM LA L produto de Chfford ) é chamada de ﬁbmdo de
Clifford. ' o L

Até aqui apresentamos um resumo sobre as defini¢des chaves na teoria de campos
sobre uma. variedade suave. Faremos agora uma sintese dos conceitos chaves na teoria de
campos sobre uma curva suave.

2.6 - CAMPOS SOBRE UMA CURVA SUAVE
Uma curva em uma variedade st_;avc. M é uma aplicagao:

¢: 8 — M, = o(r) (§C R, um conjunto aberto)

7 Um campo tensorial métrico sobre M é um campo 2-tensorial suave sobre. M, simétrico e néo
degenerado.



A curva o diz-se suave se para todo f € F(M): foe € C™ (1.14)

Por. conveniéncia uma fungéo (ordindria) f: S — B, 7 — f (7') chama—se de campo
- escalar sobre &. : o .

'O conjunto dos campos escalares suaves (ou oo-diferencidveis) sobre o (i.e. C*),
" denota-se também F,(M). Lembre-se que F,(M) = C* é um anel.

No que segue, sejam M uma variedade suave ¢ o uma curva suave.
Um campo vetorial sobre o é uma fungéo:

z:7€8 - v(r) € T,mM - (1.15)
onde T,(-yM & o espago tangente no o(7) € M.

O conjunto dos-ca,mpos vetoriais suaves.sobre o, denotado V,(M), é um mddulo
sobre o anel F,(M).. :

Um campo k-tensorial sobre ¢ € uma funcéo:

| t:reSot(r)€THT,mM) . (1.16)
onde T*(T,(;)M) é o espago tangente dos k-tensores no ¢(7) € M. '

O conjunto dos campos k-tensoriais suaves sobre ¢, denotado T¥(M), é um mddulo
~ sobre o anel F,(M). -

Em pa,rtlcula,r 0s ca.mpos k-tensoriais antisimétricos chamam-se de campos k-formas,
e serdo denota.dos por AX(M), que tem também estrutura de mddulo sobre o anel F,(M).

Um campo multiforma sobre ¢ é uma funcéo:

A7 €S o Alr) € MT M) : (1.17)
onde A(T,(;M) éo eépago tangente das multiformas no o(r) € M.

O conjunto dos campos multiformas suaves sobre o, denotado A,{(M), é um médulo

sobre o anel Fo(M).



2.7 -

TEOREMA:

Considerem-se uma variedade suave M e uma curva suave o em M; todo campo

. suave {ou oo-diferenciavel) sobre M induz um campo suave (ou oo-diferencidvel) sobre o.

~ PROVA:

i)

A

Para campos escalares: Seja um campo escalar sobre M,f : x € M — f(z) € R;
um campo escalar sobre o é induzido assim f, : 7 € § — fo(7) = flo(7)] € R,
obviamente f, = foa. Agora, se f€ F(M ) entéo, pela definigéo (1.14) de suavidade
da curva o, f o 0 € C®, E dizer: f € F(M) = f, € F,(M).

Para campos vetoriais: Seja um campo vetorial sobre M v:z € M — v, € T; M,
um campo vetorial sobre ¢ é induzido assim v, : 7 € § = Vo(T) = vo(r) € Tp(n)M.
Observe-se que para todo f € F(M) a funcdo ordindria v,,('r) f, pode-se escrever:
Vo) f = Vo(n)f = (vf)[a('r)] (8f)s (T) onde & € D(M) é o derivador associado
ao campo vetorial v € V(M). Por outro lado se f € F(M) entdo, pela definigio de
suavidade de um campo vetorial sobre M, temos que: ¢f € F(M), e pela parte (i)
do Teorema, podemos afirmar que: (8f), € F,(M). Portanto para todo f € F(M)
a’ ﬁingao ordma,rla, v,,('r) fé oo—dlferencmvel e em consequen(:la,, pela definicio de
suavidade de um campo vetorial sobre o, v, é suave. E assim, fica demonstrado que:

0 € V(M) = v, € V(D).

iii) Para campos k-tensoriais e campos multlformas sobre M, os campos induzidos so-

bre o definem-se em forma andloga; e a suavidade dos campos sobre M implica a
suavidade dos campos induzidos sobre o segundo a mesma linha de razonamento.



CAPITULO 2

FORMALISMO LAGRANGEANO NO
FIBRADO DE CLIFFORD

Primeiramente daremos uma definicio do espago-tempo Minkowskiano, isto €, do
espago-tempo chato da relatividade restrita, que é suficientemente rigorosa s6 para nossos
propositos. : '

Depois introduziremos a derivada parc1a1 de campos sobre a variedade Mmkowsklana _
e a derivada absoluta de campos sobre uma linha-mundo.

Finalmente faremos uma sintese dos conoeltos 1mportantes na elaboraga,o do forma.—
lismo La,grangeano : - S : ST

2.1 - ESPAQO-TEMPO MINKOWSKIANO
Chama-se de espago-tempo Minkowskiano & estrﬁtura minima (M, g}, onde:

M é uma variedade suave quadridimensional e g é um campo tensorial métrico sobre
M; tal que existe k, um sistema de coordenadas global sobre M, isto é, um homeomorfismo

7]
k:ze M — (29%2,22,2%) € IRY, e as compenentes de g na base natural (5;::‘—)
associada ao k, sdo: .

g(b%;_,%)=nuv_' | D (@)

ou equivalénterriénte a expressio de g na base natural {(dz*) ( a dual de ( 32 >) associada

ao k, é



g = fudz* @ dz” (2.2)

onde 7, 830 0s elementos da matriz real 4 X 4 chamada de matriz Minkowskiana, dados

-~ por:
Lp =
Mw =4 —Lp =
O,p #

As coordenadas Minkowskianas z* € IR estéo relacionadas com a coordenada tem-
poral ¢ € IR e as coordenadas cartesianas «,y, z, € IR, por: 2° = ¢, 2l = z,2? = y,2? = 2.

I
D

12,3

TR ow
I

Observamos que existem infinitas outras cartas globals sobre M tais que g expressa-
se nas forma.s (2. 1) ou (2. 2)

0 0 -
Os campos vetoriais coordena,dos — da. <-§—-—> e 08 campos covetoriais coordenados

dz* da {dz*) serio denotados por:

(2.3)
7!1 m dﬂf”

Os campos vetoriais reciprocos dos €y © 08 campos covetoriais reciprocos dos * serao
definidos por:

e* = e, =19
(2.4)
Yo = MY = Nudz”
onde n** sdo os elementos da matriz real 4 x 1i inversa.da matriz (n,_.,.,) Observe-se que

™ = N

M ser4 chamada de variedade Minkowskiana; g ser4 chamado de “métrica de Min-
kowski”; k serd chamado de sistema de coordenadas Lorentziano. E as bases (.}, (e#) e
{7%), () serdo chamadas de bases Lorentzianas (fundamentais). (Vide Apéndice C).
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2 2 - DERIVADAS PARCIAIS DE: CAMPOS SOBRE A VARIEDADE MIN-
| KOWSKIANA -

_ O operador de derivada parcial simboliza-se @,. Definimos as derivadas parciais de
' campo esca.lar campo vetorial, campo k-forma e campo multiforma.

i) Pa_,ra, fe€ F(M) 10 f=e.f

i) Para v € V(M) : 8,v = [e,,v] (i.e. o produto dé Lie) -

iii).ParanGAk(M’):(6,‘17)(1;1, vy vp) = Oun(vy, - Zn(‘vl, vy Ouvjy e, vg)
=1

(observe-se no primeiro termo a derivada parcial do tipo (i) e o segundo termo as
derivadas parciais do tipo (ii))

iv) Para A = (Aqg, A1, +, Ak, -+, An) € A(M): - :
A = (8,A0,0,A1, - ,8,Ax,---,0,A,) - (2.5)

(observe-se a derivagio parcial “componente a componente” do tipo (iii)).

A derivagiio parcial tem as seguintes propriedades importantes:

i) f!QEF(M):au(f+Q)=a#f+au9’
' | a{u(fg) = (0.f)g + f(O.9)

i) v,weV(M):9(v+w)=0v+dw
Ou(v - w) = (Juv) - w+ v - (Juw)

i) @€ AMM),p € AMM): Do+ o) = Byt B (26)
oo #)=(0) b+ O
0 € M(M),% € AM) 8,0 A¥) = (Bug) A -+ 0 A (O9)

iv)  A,B€AM):0,(A+B)=0,A+0,B
B.(AAB) = (8,A)A B+ AA (9,B)
8.(A-B) = (8,A)- B+ A-(9,B)
8,(A|B) = (8,A4)| B + A|(8,B),8,(AB) = (3,4)| B + A(9,B)
9.(AB) = (9, A)B+A@,B)

11



‘23 - DERIVADA ABSOLUTA DE CAMPOS SOBRE UMA LINHA-

Introduzimos os conceitos de trajetoria e velocidade para uma curva suave o na va-

- riedade Minkowskiana M.
Chama-se de tmjetém'a 0 campo 1.-f0rma suave sobre o, d'eﬁnido por: .

 ZireS o a(r) €Al (TonM) tal que :L'('r) C (e (SCR) (@)

onde :c“('r) (z* o o)(7) slo as equagdes paramétricas da curva suave o (7, o tempo
préprio, é o parametro).

Chama-se de velocidade o campo 1-forma suave sobre ¢, definido por:

v:7 €S — v(r) € AT, M) tal que v(r) = di(*r)‘)qu (2.8)

A curva suave o diz-se uma linha-mundo se V 1 € § v(r) vov(r) > 0 (i.e. v é tipo
tempo).

O operador de derivada absoluta simboliza-se —. Definimos a derivada absoluta de
T
campo escalar, campo vetorial, campo k-forma e campo multiforma.

i) Para f € F,(M): gi = derivada ordinaria.

ii) Para v € V(M) define-se pelos seguintes axiomas:

d d
) ”’w;E'Va(M) —(v+w) = ZI“E—-'-E?
df

b) - feF(M),UGV(M) d(f)— v+fd

(observe-se no primeiro termo a derivada absoluta do tipo (1))

2e - i#(B0),

c) para todo v € V(M) :

12



- dpt .
onde # = t-if:—- sa0 as componentes da velocidade (2. 8) na base Lorentziana {v,)

(observe-se que v, € Vo(M) e (0,v)s € V,(M) de acordo com o teorema (2.7 do
Cap. 1). . :

d o d dv;
111) Pa.ranEA’“(M) ( Z)(vl, ‘_vk)—d—n vy, - 'Uk)—zﬂ('vh s'&ia"'avk)
LY _ =
(observe-se no primeiro termo a derivada absoluta do tlpo (i) e no segundo termo a
derivada: absoluta do tipo (ii)). :

1v) Para A (Ao, Agye  Agyeo oy Ay) € A(M):

dA (ﬂd_Al. -. .6.11.4_’5 ﬁ’i) (2.9)
b -
(observe-se a derivagéo absoluta “componente a componente” do tipo (iii)).

A derivada absoluta tem obviamente propriedades importantes andlogas as da deri-
vada parcial, algumas dessas sdo:

. ' . dA  dB -
i}y A,BeA(M): —(A +B) = P
.. d dA dB
ii) A’BEAC(M)'E(A'B)_—J}"B"'A'E
(2.10)
d, . dA dB
E(AAB)fd_AB-I_AAT-.
: dA dB d
2 a1B) =211 422 3 LB = —LB+AL—
dA dB S =
E(AB) E_B AE

13



2.4 - APLICAQOES DE HES’I‘ENES

Chamamos de aphcaga,o de Hestenes (de 1-varisvel) [ sobre a variedade Minkows-
kiana M, a aplicagdo -

- F:AM) —>A(M),X -r}'(X) _ : (2.11)
A apllca.gao de Hestenes (de k-variaveis} sobre M, define-se

F:AM) x--- x A(M) = A(M),(XY,---, X*) = F(XL,-- -, XP). (2.12)
De forma andloga definimos as aplicagdes de Hestenes (de 1-varidvel e k-varidveis) sobre
uma curva suave o.
Sejam F uma aplicagio de Hestenes do tipo (2.11) e A € A(M). Definimos a derivada
de F na direcéio de A, como: |

Fi(X) = d F(X + AA) (2.13)

=0
(observe-se que F(X + AA) é um campo multlforma dependente de um parametro A € R

e é o operador derivada para este tipo de campos A-parametrizados).

Também definem-se o gradiente de F, a divergéncia de JF e o rotacional de F, por:

nF = Fi+ 1!7“F' %(7“ AV F s+
Ox]F = Fl+ -1-,'7 17 2,(7“ AV Fun, + (2.14)
Ix ANF = Fl+ 11,7“ Af;,, + 57(7“ Ay YA F i t
que seriao cha,rhaﬂ;:)s em geral de derivadas de Hestenes.
Algu-mas' identidades imﬁortantes que envolvem as derivadas de Hestenes sio:
i) xX-X=2X

i) AcAM):9xA-X=A " (2.15)
i) A,BeAM):0x(AXB)-X = AXB+ AXB
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iv) Sejam A : z'€ AL(M) — A(z) € AL(M) uma aplicagio de Hestenes sobre uma
linha-mundo 0 e B € A,(M}):

8, A(z) - B = (B-8,)A(z) — B|(8: A A(z))(x é a trajetéria)
v) Para a aplicagéio de Hestenes A (sobre a llnharmundo 0') associada ao campo 1- forma

- A € AY(M), temos que:

aANA(x) = (OAA)z)
d

e —A(z) = (v -lB,,)A(n:), onde v = & é a velocidade. (2.16)
2.5 - FORMALISMO LAGRANGEANO

Uma Lagrangeana para um campo multiforma X € A(M) é uma aplicacio de Hes-
tenes ' '

L : A(M) x A(M) — F(M),(X,8X) — L(X,3X) (2.17)
onde 8X ¢ a derivada de Dirac de X € A(M), definida por: X = v*9,X. '

A agdo associada 3 Lagrangeana £ é a aplicagio de Hestenes
S:AM)— F(M) , X — 5(X) tal que .
sx) = [exoxyte (1)
Principio de Minima A¢do
Para todo

=0 = 6xS(A) =0, " (2.19)
an

onde §xS é o “diferencial de Hestenes” de S em relagio a X € A(M), definido por:
8xS(Y) = Si(X).
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| Equagao de Euler-Lagrange

O principio de minima acdo implica uma equacao diferencial, chamada de equacéo.
de Euler-Lagrange , esta é:

_ 00sx L — OxL =0 : (2.20)
(observe-se que no 12 termo Jsx L é dpxL(X,0X} e no 22 termo Ox L é Ix L(X,dX)).

Uma Lagrangeana para um campo multiforma ¢ € A,(M) é uma aplicacio de Hes-
tenes T - Lo ' ' : '

L: A (M) x Ag(M) = F(M), (,%) = L(th,9) (2.21)
onde 3 = %:—?— é a derivada absoluta de ¥ € A,(M). |

A agdo associada & Lagrangeana L ¢ a aplicagio de Hestenes

SAM) =~ F(M) , $—S(@)talawe |
5wy = [T ew  (222)

Principio de Minima Agdo
Para todo |

N EA(M) :n(n1) =n(r) =0=>6,5(n) =0 (2.23)

onde 6.;,.5' éo “dlferencml de Hestenes” de S em relaga,o a d’ € A.,(M ), definido por:
buS(9) = S4(#)... | :

Equagao de Euler-Lagmnge

0 principio de minima, a.ga.o 1mphca. uma equa.gao dlferenmai chamada equa.ga.o de
Euler-Lagra.nge, esta é: - - SO .

= ,,,1: a,pc 0 (2.24)
(observe-se que no 12 terrno ;L sxgmﬁca 0, E(d:, ‘qb) e no 20 termo L slgmﬁca.

By L(v,%)).
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- CAPITULO 3

MODELO DE PARTICULA CLASSICA
COM SPIN |

Aqui analizamos um modelo de particula cldssica com spin que foi proposto por Ba-
rut e Zanghi (BZ) em 1984. Neste modelo o eletron foi caracterizado pelo usual par de
varidveis conjugadas (z*, p,) de uma particula clssica, e por um segundo par de variaveis
spmon?ls conjugada.s (z iZ) (2 era spinor de Dirac e Z = zi"yo o spinor conjugado de
Dlra,c) o A _ . _

Mais tarde Pavsic, Recami € Rodrigues Jr. em um “paper” sobre spin e a estrutura
do eletron I8, consegniram reformular esse modelo de Particula de Barut- Zanghi no For-
malismo de Flbrado de Clifford (12 (i.e. no Formalismo da Algebra do Espa.g;a-Tempo)
Vide Apéndice C.

Aqui partindo simplesmente da Lagrangeana de BZ, reformulado pelos autores men-
cionados acima, fazemos um estudo aprofundado desse modelo de particula classica com
spin. Fundamentalmente, discutimos o significado de varidveis primitivas e obtemos teo-
remas de conservacéo para algumas importantes quantidades fisicas.

3.1 - LAGRANGEANA DE BARUT-ZANGHI

A Lagrangeana .'para; uma Particula de Barut-Zanghi carregada, movendo-se em um
campo eletromagnético, é a aplicacio de Hestenes (sobre a linha-mundo o), definida por:

| LA (M) X e- X A,,(M) — Fy (M) (z, m,p,z,b,w,b) — £(a:,m p,'t/) ) taI que
£(=, &9, %, $) = hdramn) - ¥ +p- (& — chro) + ¢ e (Alx)o) - ¥ (3.1)
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onde: eé a carga da particula, _
A é a aplicagio de Hestenes (sobre a linha-mundo o), associada ao campo de Maxwell
Ae AI(M ) (i.e. o potencial eletromagnético). !

| Observamos que as varidveis primitivas para a pa,rtlcula de BZ, sao:
1) £ € AL(M), um campo 1-forma. sobre a linha-mundo &, definido por:
z:1 €8 > (1) € ATy M) tal que a(r) = x“.(rl)'y,,, (SCR)
onde z#(7) = (z* o 0')(:'1'), sio as equagdes paramétricas da linha-mundo

o (7, o tempo préprio, é o parbmetro), & € AL(M) chama-se de trajetdria.

11) pE Ai(M ), um éé,mpo 1-forma sobre a linha-mundo o, chamado de momento,
p € AL(M) pode-se expressar, na base Lorentziana {7,}, como: p = p*~,.
o 39)

iii) ¥ € AF(M), um campo multiforma par (i.e. ¢ = t) sobre a linha-mundo o,
chamada de spinor [?h2,
¥ € A} (M) pode-se expressar, na base (v,) como:-

1
% = tho + 'd)z Tt + =02 PV Yo
4'

onde to, Y&, 13** sdo as 1 + 6 + 1 = 8 componentes (reais) do spinor ¢ € A+(M )

Vamos agora obter as equagdes diferenciais para este modelo de Barut-Zanghi de
partfcula cldssica.com spin.

Recordamos que as equagdes de Euler-Lagrange, para este tipo de Lagrangeana (dis-
cutida no Cap. 2), obtidas do Formalismo Lagrangeano no Fibrado de Clifford, séo:

) |
0L~ 8L=0 . (3.3a)

8,L=10 - (3.3b)

! A aplicagiio de Hestenes (sobre a linha-mundo &) associada s A € AH(M), define-se z € AL(M )—
A(:c) = Ay € AL(M); onde z é a trajetéria.e A, = Ao é “ A calculado sobre a linha-mundo ¢”.
Pa.ra sermos mais ngotosos, chama.mos de representante do spmor na base {7y,). (Vide referéncia
[13)). . .
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ia-r; —OL=0 - (3.3¢)

Com a la,grangeana, de BZ (3.1), calculamos as derivadas de Hestenes na equagéo (3.3.a)
associada a trajetéria x

%L = Hp-i=p
L = Boce(A()bo) - ¥ = eBA(z) C(¢"}’o¢)
= e{c(($709) - %) A(z) = c(¥20%)] (8= A Alz))}
8L = e{c((¥ro¥) - 6x)A(m)—C(¢7o¢)JF ()}

onde F' éa a,phca,gao de Hestenes sobre a linha-mundo o, associada a0 campo de Faraday
F € A*(M) (i.e. o campo eletromagnético). 3

Aqui utilizamos a identidade (1.8 xi) para o produto escalar, as identidades (2.15 ii), -
(2.15 iii) e (2.15 v) para as derivadas de Hestenes ¢ a equagdo (A.5) da Apéndice A.

Colocando na equacdo (3.3.a) os resultados obtidos acima chegamos a:

p = e{e((¥10d) - ) Alz) - (b)) F(2)} = 0 | (3.42)

Da equagéo (3.3.b), associada a0 momento p, com a lagrangeana de BZ (3.1), obtemos:

Byp - (& — cpyotp) = 0
& — cyth =0  (3.4b)

onde usamos novamente a identidade (2.15 ii).

Finalmente, com a lagrangeana de BZ (3.1), calculamos as derivadas de Hestenes na
equagdo (3.3¢) associada ao spinor 7 '

Oyl = ‘_.3¢ﬁ(%b7271) P = ha,;,-‘%z’ (Payz)
9L = hymr .
QL = azt{ﬁ(f/')"/z‘h) - — Byep - (Yo%) + Byce(A(z)dyo0) - ¥
= hpyam — €Oyt - (pthy0) + cely(A(x)r0) - ¥
0L = hpyam —2eppro + 2ceA(a)ro

3 Definida de forma analoga ao caso do potencial eletromagnético.
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- onde usamos novamente as identidades (1.8 xi) e (2.15 ii).
Colocando na equagdo (3.3c) os resultados obtidos acifna, chegamos a:
Bpyiye + e(p — eA(2) )10 =0 S (3.4c)
Se introdﬁzirmos uma nova guantidade fisica definida por, 7 = p— e A{z), entéo o sistema

. de equagdes (3.4a, 3.4b, 3.4c) pode ser escrito em uma forma muito mais compacta e
conveniente, esta ¢é:

f = eF(m) lv - (3.5a)
v = cppyoh (3.5b)
hpmye + empro =0 (3.5¢)

v =i € A}(M), é um campo 1-forma sobre a linha-mundo o, chamado de velocidade.
7 € AL(M), um campo 1-forma sobre a linha-mundo o, chama-se de momento cinético.

No que segue estudaremos as possiveis conservagoes de algumas quantidades fisicas
neste modelo de particula cldssica com spin, a saber: o0 momento, a energia e o momento

angular.

Primeiramente vamos obter duas importantes equagGes, que serdo utilizadas poste-
riormente nas analises dessas conservagoes.

Da equagéo (3.5¢) obtemos:

'¢' = —%Wﬂb’m’h’ﬁ
(3.6)

~

c ~
¥ = -—g’h‘rﬂo'ﬁ’f

Agora derivando a equagéo (3.5b), e levando em conta a equagio (3.6), temos:
e d . . . ~ ~
v = —3}-_(01,[’70!5) = C(ﬁb'}’oﬁl’ + 'f"'}’OV’)
.‘v = . .—E-(’ﬁb’)fz-‘f)’}"k?r - .7"";(’7271"/’)
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Mas levando em conta que Py;md € A2(M), obtemos finalmente que:

o= Tl ()

Por outro lado derlvando 1/)727111) € A? (M e leva.ndo em conta. as equagoes (3.6) e
(3.5b) temos que: - _ L : _ .

d R L . ’._:_:'.
E(’P'}’ﬂﬂf«') = PrnY+ vruny
= '5'%(7_”/’7_0‘)’2.’71‘)’2'7112; -I-'f,b'rz’h’)fi’h'}’o_%sz )

= %(m;r-—mr) :

3.2 - CONSERVACAO DO MOMENTO

Observamos que no caso de uma particula de BZ livre (i.e. A = 0), temos que
T=p—eAlz)=pe F=0AA=0, e assim a equagio (3.5a) fica simplesmente:

dp
- =0 (3.9)

Isto significa que para a particula de BZ livre o momento p é conservado; um resultado
analogo ao caso de particula classica livre.

Sem embargo, observe-se que a velocidade da particula de BZ livre ndo é necessa-

riamente constante! (veja se a equagio (3.5b)), e assim o momento p néo poderia ser

jamais 0 momento mecanico clasmco (p = mv). Porta,nto, o resultado anterior ndo é uma
trivialidade. : - :

3.3 - CONSERVACAO DA ENERGIA

Para o caso geral da particula de BZ carrega,da, movendo—se em um mmpo eletro-
ma,gnetxco das equa,goes (3 5a) (3 7) obtemos

e o o) v=0
N (35"-”-(1,&7'27155){*) =0
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A ) =0 @)

Isto significa que para a particula de BZ existe 7 - v € F,(M), um campo escalar sobre a
linha-mundo &, queé se conserva. Identificamos 7 - » como um tipo de energia da particula
BZ carregada movéndo-ge em um campo eletromagnético. F assim, se definirmos a ener-
gia E =1 - v, podemos dizer de acordo com ‘a equachio (3.10) que: para uma particula de
BZ ca.rregada movendo -se em um ca.mpo eletroma.gnetlc'o, a energla F é conservada

Observe-se que ainda no caso da particula de BZ livre (i.e. A =0), onde a energia é F =
p+v, o resultado &ntenor também nao é nenhuma trivialidade, pois esta energia conservada

nio tem nada a ver com a energia da particula cléssica livre (E =,/(mc?)? + czpz)

3.4 - CONSERVACAO DO MOMENTO ANGULAR |
Novamente para o caso da particula de BZ livre (i.e. A = 0), observamos que. as
equagdes (3.5a) e (3.8) ficam simplesmente:
p =0
d o~ 2 L
E;(’ﬁ’h’h“/’) = FPAv

de onde imediatamente obtemos:

zAp = 0
drh ~
vAp = —E;("z"'l“}’ﬂl'f))
] drhk ~ .
vAp+azAp = —J;('z'%b‘h‘htb) ou seja
d h P
E(w/\p+—¢7z'n¢) = 0. (3.11)

Isto significa que para a particula de BZ livre existe x A p + -*'l,b’yz')fﬂb € Al (M )

um campo 2-forma sobre a linha-mundo o, qiie 'se conserva. Interpretamos 0 primeiro
termo como um tipo de momento angular (extrinseco) L = z A p, que chamaremos
simplesmente ‘momento angular; € segundo termo, como um tipo de momento angular

(intrinseco) S = ;z—ap*ym_vl, que chamaremos simplesmente spin.

22



Observemos ainda que o momento angular L ndo-é conservado, como seria de esperar-.

em uma particula cldssica livre. Portanto novamente concluimos que o modelo de
rticula BZ livre ndo tem nada a ver com o modelo de particula classica livre.

Por.-outro lado notemos que a existéncia do spin S, um conteido de momento an-
lar préprio, restabelece naturalmente a conserva¢io do momento angular (total) para
particula.de BZ livre, tal como deveria ser em qualquer modelo de particula livre (i.e.
nsisténcia com a lei de conservacio de momento angular).

Agora para finalizarmos a nossa analise das conservagdes, voltamos ao caso geral da
rticula de BZ carregada, movendo-se em um campo eletromagnético.

Pelas analises feitas nos itens 3.3 e 3.4 vemos a conveniéncia de definirmos as seguin-
s quantidades fisicas: a energia E = 7 - v, 0 momento. angular cinético L, =z AT, o

in S = 511:1271{5 e o momento angular cinético total J, = L.+ 5.

Se tomarmos as equagdes (3.5a), (3.7) e {3.8), completamente gerais, e seguirmos
na linha de razonamento andloga & utilizada nos ftens 3.3 e 3.4 obteremos que: para
na particula de BZ carregada, movendo-se em um campo eletromagnético sio vélidos
seguintes teoremas: '

* = eF(z)|v
2
b = i%‘-}spr
S TAv
E =0
_jvr = zA(eF(z)lv)

5 - HAMILTONIANA DE BARUT-ZANGHI

Continuamos aqui com uma discusdo geral sobre a energia da particula de Barut-
l.nghi. : ' '
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Primeiramente desenvolveremos um teorema geral do formalismo Lagrangeano no
fibrado de Clifford, a saber: o teorema da energia.

Demonstraremos a existéncia de uma aplicagio de Hestenes associado a Lagrangeana
cija imagem, um campo escalar sobre a linha-mundo o, é a energia. - A aplicagio sera
chamada simplesmente de aplicacio de energia.

Veremos logo uma outra aplicacio de Hestenes associada a Lagrangeana, construida
com a aplicagdo de energia, esta é a Hamiltoniana.

A Lagrangeana de BZ é uma apl:ca.ga,o de Hestenes do tipo:

(x, w,mb P) — E(:c &,p, 1, ",b)

Para comegarmos derivamos L(:c ,p,%,%) € F,(M), utilizando-se a regra de cadeia
do calculo de Hestenes

L L= (0L +(E- 0L+ (- 0)L+ (- 0L+ 0L (312

(observe-se que: L no lado esquerdo é L(z,%,p,, $) e (&« 8;)L no lado direito &
(2 - 85)L(z, &, p, 9, ¥), ete.).

Por outro lado, como £ é uma aplicagdo escalar: (& - 8,)C = & - (8:L), (¥ - Oy)L =
W« (9yL), etc. e entdo & equagdo (3.12) pode ser escrita:

-"’-c:ar-(ac)+5-(a-£)+p-(ac)+i/3 BuL) +9-(0;£)  (3.13)

Agora lembrando-nos das equacdes de Euler- Lagrange (3. 3a) (3.3b), (3.3c) para este
tipo de Lagrangeana, a equagéo (3.13) pode ser escrita: ' o

d. . d d d¢
L= d ( BE) = a£+¢( az) LBy
d . d .
-‘Fﬁ = a—;(m - 0:L) + d—'(i,b 8,L).
De onde obtemos finalmente:
o d

P BL+ 0L~ £) =0

Isto significa que. exlste uma aphca,ga,o de Hestenes (do mesmo tipo da Lagra.ngeana)
definida por: -
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(20,0, 1, ) — E(2, 8, p, 6, 9),
| (3.14)

E(“’,i",paws-d;) = - a‘f?l:(ma"i:ﬁpa 'ﬂbs ’l,b) + 11/) ' aijiﬁ(m’d?’pi ¢a ¢) - E(:I:,:i',p, ’!,b, ’rb)

tal que E = E(z, &,p,%, %) € F,(M), um campo escalar sobre a linha-mundo @, é con-
servado!. A equacdo obtida acima fica simplesmente

dF
dr

Determinamos agora a expresséo da aplicagdo de energia (3.14) associada & Lagran-
geana de BZ (3.1)

= 0. | (3.15)

8L = p
0,L = hymm

E(“”iab’;‘l)? t/)) = & P+ 1/;;h(¢’¥1’72) - h.’('ﬁ‘h’h) <t — P (.’E - C'!"Yolz) - Ce(A(‘T)’rb'yﬂ) ) '¢
| = ep- (Pyoy) —ce(A(z)py) ¢ . |

Il

= dp—eA)) () |
E'(a:,:&,p, '¢3 'ﬂb) = CW(%‘,P) (1p70¢) (316)

onde (z,p) — w(z,p) =p—eA(z) éa aplicagdo de momento cinético (i.e. 7 = n(z,p) €
AL(M} é o momento cinético).

Observamos que a equagao (3.16), utilizando-se a equagao (3.5¢c), fica simplesmente

E=rx.v.

Esta equaciio estd de acordo com a definigio da energia dada no item 3.3.

Agora introduzimos ¢ = )y, € A,(M), um campo multiforma sobre a linha-
mundo o, 4 é o momento conjugado do spinor ¢ (i.e. ¢ = 0y L(z, 2, p,%,¥)).

A Hamiltoniana para a particula de BZ carregada movendo-se em um campo ele-
tromagnético, serd obtida colocando 1 = Eqb“h’h ou P = H’Yl‘)fzg (mas nio os dois) na
expressio da aplicagdo de energia (3.16).
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A Hamiltoniana de BZ é a aplicacido de Hestenes, definida por:

H: Ao(M) X -+ X Ao (M) — Fy(M), (2, p,16, 8) — H(z,p,, ) tal que
H(z,p,%,9) = =7(2,p) - ($1011729) (3.17)

As equacGes de Hamilton para este tipo de Hamiltoniana séo:
~-8,H = p M=

| (3.18)

Observamos que se colocarmos ¢ = fithy;7; neste sistema de equacdes, difereﬁcié.is {3.18)
obterfamos as equagdes (3.5a), (3.5b) e (3.5¢c) novamente.
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'CONCLUSOES

As analises detalhadas feitas nos teoremas de conservagio do Capitulo 3 nos per-
mitem destacar algumas particularidades interessantes do modelo de particula de BZ.
Observamos que a particula de BZ livre ndo movimenta-se com velocidade necessaria-
mente constante, como estamos acostumados com as particulas livres cldssicas. Ainda

notemos que a componente da velocidade na direcio do momento (-i.e. R |£|-) é cons-
tante; assim nada misterioso empurra a particula livre de BZ na direcdo do momentol.

Uma interessante questio é a seguinte: o modelo de particnla classica e ainda no
modelo de particula de Dirac, aparecem a massa e a carga como parametros préprios sem
nenhuma relacdo com as “coisas externas”. No modelo de BZ ndo aparece explicitamente
a massa; mas massa efetiva (energia / ¢?) existe e é constante. O que é que gera a massa?

27



APENDICE A

A. TEORIA ELETROMAGNETICA

Al

A Lagrangeana para o campe de Mazwell A € AY(M) (i e. o potencial eletro-
magnético), gerado por uma densidade de corrente J € A M), é a aplicagio de Hestenes
(sobre a va.medade Minkowskiana M), definida por: 19 '

L:AM) x A(M)— F(M),(A,04) = L(A,0A) tal que
L(ABA) = ——0A-0A+J A (A1)
2}1.0

onde OA & a derivada de Dirac do A.

A equagio de Fult;r-Lagrange para este f.ipo de Lagrangeana, obtida de Formalismo
Lagra.ngeano no Fibrado de Clifford, é:

B0paL — B4 =0 (A.2)
onde § é o operador de Dirac e 954L, 4L sio derivadas de Hestenes.
Da equagio (A.2), usando-se as identidades (2.15 1) ‘e (2.15 ii), facilmente obtemos:

32/'1 MQJ (A 3)

Por outro 1ado, sabe -se que a equagao (A 3) pode—se a,coplaI com a chamada condi¢do de
Lorenz! para o campo de Maxwell A:

| CelA=0 (A4
() campo de Famday F € Az(M ) (1 e. o campo eletroma.gnetloo) define-se:

1A condlgao gauge é devzda ao L. Lorenz e nio ao conheﬂdo H. A Lorentz.
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F=0AA | (A.5)

Das equagdes (3), (4) e-(5) podemos obter a equagdo.de Mazwell 2 como segue:

F = OANA=08]A+0AA

F = A
OF = 90A=0%A
OF = pod. (A.6)

B. PARTICULA DE DIRAC-HESTENES

A Lagrangeana para uma particula de Dirac-Hestenes (DH) carregada, movendo-se
em um campo eletromagnético, é a aplicagdo de Hestenes (sobre a variedade Minkowskiana
M), definida por: 11¢

L(, 0v) = h(Bpyam170) - ¢ — meyp - o — e(Ayo) - ¢ (A7)

onde: m é a massa da particula, e é a carga da particula.
A é o campo de Maxwell (i.e. o potencial eletromagnético).

Observamos que a varidvel primitiva para a particula DH é:

1 € A*(M), um campo multiforma par (i.e. ¥ = ) sobre a variedade Minkowski-
ana M, chamado de spinor. [°]

1
'¢ € A*(M), na base de Lorentz (v,), expressa-se: v = tp + a1 2 W +

_¢4p.v YV Ves onde '»bﬂa "/"2 R :L\va saio as 1 +6+1 = 8 Componentes (rea‘is)
do spinor ¥ € AT (M).

A equacio de Fuler-Lagrange para a Lagrangeana DH é:

0054 L — OyL =0 (A.8)

Da equagio (8) usando-se a identidade (1.8 xi) para o produto escalar e as 1dent1da,des
(2.151), (2.15ii) e (2.15 111) para as derivadas de Hestenes, obtemos:

? No Formahsmo do Flbrado de Cllﬂ'ord as conhecldas equagoes de Maxwell reduzem-se a uma 8
equagio. : .
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hdpyan — mepro = eAy

A equagéo (9) chama-se de equacdo de Dirac-Hestenes 3.

3 Trata-se da equ.a{_;éb de Dirac no Fomiaiiéino db Fibrado de Clifford.
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APENDICE B

A. RELAGAO ENTRE A PARTICULA LIVRE DE DIRAC E A
'PARTICULA LIVRE DE BARUT-ZANGHI

Primeiramente recordamos as definicdes de autovalor e autospinor do-operador de
momento:: P € Al{M) e ¢ € A*(M) séo o autovalor € autospinor respectivamente, do
operador de momento i8( )v17, se somente se:

KBy, = PO (B.1)

Esté dltima equag#o implica a eguinte equagao:

hémm = (v-p)é (B.2)

onde p=F, € A}l(M) e ¢ = ®, € A} (M) sdo o autovalor eo autospmor, respectiva-
mente, induzidos sobre a linha-mundo . '

Agora, consideremos uma particula- classica livre com spin, com energia E (cons-
tante de movimento} e momento p (constante de movimento). Podemos afirmar que: o
autospinor ¢ satisfaz a equacdo dé¢ BZ para uma particula cldssica livre com spin, com
energia E e momento p se e somente se o autospmor ¢ 3atasfaz a equacdo de DH para
uma particula livre com massa (E/é*).

Prova: ¢ € A¥(M) satisfaz a equacio hidmiys + cpdye = 0, é dizer:
(v-p)é+cpbr = O, pelaequagio (B.2)
~Lovtpp =0

TPt pd

it

I

-0, -pela equagio (3.10) no-caso da particula livre
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(%‘D% + PQJ) = 0, pela equagao (B.2)

o

Pt Pe = 0
C
E
?(D_’Yg + ho®vy1v2 = 0, pelaequagio (B.1)
B _
(;3)0‘1’% + ho®yy; = 0.
Portanto ® € A*(M) satisfaz a equagéo 53'157172 + (E/ cz)c(i>»yo =0,

Observamos que este teorema é valido ainda no caso geral do spinor ¥ € A*(M) e seu
correspondente spinor ¢ = ¥, € A} (M) pelo fato de que o spinor ¥ pode ser expandido
' no autospinores @.

B. UMA BASE LORENTZIANA NATURAL PARA A PARTICULA DE
- BARUT-ZANGHI

A eristéncia da varmvel primitiva ¢ € AT (M) implica a evisténcia de uma base
Lorentziana natural (¢,) sobre a linha-mundo o.

Primeiramente recorda,mos que todo spinor ¥ € A}(M) nio singular (i.e. 11 # 0)
pode ser escrito:
P = \/ﬁem"”/zR (B.3)

onde p(r) € R*,3(7) € R, R(1) € A*(T,(yM)/R(7)R(7) = R(T)R(7) = 1.
-Esta notévél decomposigio candnica do spinor é devida a Hestenes (1967) P, g.é

chamado de angulo de Takabayasi, R é uma rotagdo de Lorentz ¥ e ~5 = YoY1Y2Y3 €
elemento de volume da dlgebra de espago-tempo [,

Algumas propriedades importantes que levaremos em conta séo:
) (Pl = B
ii) R = Ry
iii) e?™R = Ref®
iv)  ePy, = y,e7P

Os campos 1-formas base €, sobre-a linha-mundo ¢ definem-se pela equagio
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ey = ’a[”}’.u%]; (B.4)

Prova:

peu-pes = (P14 (3{7»1/;)
Y+ (Y1.9)Y), pela identidade (1.8 xi)
= 9, (pe? "y, pe’ ™), pela equagio (B.3) e propriedade (iii)
pz")'.u, . (eﬁ%’y,,eﬁ%_) .
P2y, - (1,e7P%eP”), pela propriedade (iv)
€ut € = Y Yo = Nuw. (B.5)

]

Assim por esta tltima equacdo podemos afirmar que os ¢, € AL(M) formam uma base
Lorentziana sobre a linha-mundo o.

Observamos que ¢p = }-qb*yot/: = %(%) ; se utilizarmos a equagéo (3.5b), isto significa que o

€ € paralelo & v. Logo podemos interpretar a tetrada Lorentziana {¢,) como transladando-
se ao longo da linha-mundo ¢ & vez que rotando ao rededor da velocidade.

Para finalizar encontraremos uma expressiao para o campo biforma de Darboux as-
sociada a esta base Lorentziana [4

Q= %ép Aet = %é" A €. (B.6)

No nosso caso podemos escrever pe, = J,, onde J, = ¥,y séo os campos 1-formas
sobre a linha-mundo ¢ chamados de correntes.

Comecamos derivando a expressdo pe, = J,:

Peut péy = 'iu
(Peu + péu) A pet =- Jy A-J*
ppen A pet + péy A pe
P20 = j,,, AJE

. | |
© = ssdnTn (B.7)

As equagdes de Frenet ¢, = Q|¢, ficam:
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, 1. 1
€y = §p—2(Jv/\J)[;Jp

1

. 1.
€y = ﬁ(J,,/\J)[Ju=§p—3

L (YA G

Recentemente Rodrigues Jr., Vaz Jr. e Paviic ' formularam uma teoria Lagrangeana e
Hamiltoniana para as equacgdes de Frenet.
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APENDICE C

A. BASES LORENTZIANAS FUNDAMENTAIS

Seja M a variedade Minkowskiana, ac ponto z € M temos associados o espaco tan-
gente T, M e o espaco. cotangente TiM (o espago linear dual do T:M). Esses espagos
lineares sdo de dimensédo 4.

No ponto z € M, de coordenadas Minkowskianas z# € IR temos: os vetores coorde-
nadas e, = o |o € 08 covetores coordenados y# = dz* la:+{eu) é uma base do ToM e
{(v#) é uma base de Ty M. ' o

Os vetores reciprocos e, definem-se e = 5*“e,, e os covetores reciprocos dos v*
definem-se v, = 7,,7" - {¢*) é uma base do T, M (a base reciproca da {e,})) e {7,) é uma
base'do T*M ( a base reciproca da {y*}). Aqui n,, séo os elementos da matriz real 4 x 4
chamada de matriz Minkowskiana, dados por: '

{ Ly p=v=0 S :
By —1 , p=v=123 : - {C.1)
. 0, u 56 v '

7" séo elementos da matriz real 4 x 4 inversa’ da matriz Minkowskiana. Obsetve-se que

¥ = mu{-

Os produtos escalares dos vetores e covetores no ponto z € M, definem-se de modo
que: : ' L '

Cu Cp =Yy Yo = ﬂuu_- ,. . (C.Z)
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' B. ESPACO TANGENTE DE MULTIFORMAS. ALGEBRA DE GRASS-
_ MANN

 No ponto # € M, ao espaco linear fundamental T, M temos associados os seguintes
espagos lineares:

0) A°(T.M) = R, chamado de espago das 0-formas do T,;M.

(1) é uma base do A’ (T, M) e dzmAU(T M) ( 3 ) =1.

1) AYT,M) = T*M, chamado de espaco das l-formas do T,,M.
{(Y0,71,72,73) é uma base do AT, M) e dimA (T, M) = (‘;) = 4,

ii) A%(T, M), os 2-tensores antisimétricos, chamado de espago das 2-formas do T, M.
(Yo A 1,7 A Y2:% A Ya,m A Y2,1 A 13,72 A 13} é uma base do A*T,M) e
dimAHT, M) = ( ; )=s.

iii} A3(T,; M), os 3-tensores antisimétricos, chamado de espago das 3-formas do T, M.
(oA AY2,7% A1 A73,% A va Avs,mi A 72 Avys) é uma base do A¥(T, M) e
dimA¥ (T, M) = ( 3 ) =4,

iv) AYT,M), os 4-tensores antisimétricos, chamado de espaco das 4-formas do T, M.

{10 A1 A2 Aqs) éuma base do AT, M) e dimAY(T,M) = ( i ) =1.

A soma direta dos eépa,gos das k-formas do T, M(0 < k < 4), é um espaco linear,
chamado de espago das multiformas do T, M, denotado A(T,M). Observe-se que

dimA(TM) = () + () + () + () +()—24— 16.
A(T;M) com o produto de Grassmann (i.e. o produto exterior) é uma 4lgebra real
associativa (a dlgebra de Grassmann das multiformas tangentes no = € M).

- C. ALGEBRA DO ESPACO-TEMPO (STA)

A(T,M) com o produto de Clifford é uma algebra real associativa (a Slgebra de
Clifford das multlformas ta,ngentes do T, M), chama-se de algebra do espago-tempo e
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denota-se CUT. M, g,).
Uma base cbnveniente para STA é

(1,74, Ok, 20k, 07, 8), £ = 1,1,2,3 € £=1,2,3 (C.3)

onde o} = vyo (biformas tipo tempo ) e 1 = Yo11727s (unidade pseudo-escalar).
Uma expressdo conveniente para um nimero de Clifford A é:

A= (a+iB)+ (a+ib)+ (a+ib) (C.4)
onde a, 8 € A%(T,M),a = a*oy, b= bkoy € AX(T,M) e & = aky,,b = biy, € A{T,M).
As biformas o} jogam um papel fundamental na elaboragdo do formalismo tridimen-

sional a partir do formalismo quadnmensnonal A STA contém 3+3 +3+1 = 10 unidades
imagindrias, estas sao: : :

™weNTM), (nw)=-
ioy € AYT.M),  (iow)®=-—1

(toy = yav2,i02 = M173,103 = 1271)
in € AT M),  (im)*=—1 (C.5)

(i1 = Y0372, i72 = YoM Y3, 873 = Yo N1)
i€ ANTLM), (i) =-1

(2 = YomMy273)

As unidades imagindrias tém interpreta¢io geométrica e jogam uin papel fundamen-
tal nas teorias fisicas.

A STA tem duas involugdes importantes, a saber;
Se A= Ao -+ A1 + Ag + A3 -|~A4, _entﬁo

Z = Ao —'Al + Ag - A3 + A4, oonjuga,gé,o (CG)
A=A+ A —A— A+ A4, reversdo

As principais propriedades de ambas involugdes sio:

o~

) A,B e AT,M) ) (4B)"=4B e (AB)"‘ _Bi
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i) X e A(T:M): X =X (i.e nimeropar < (X);=(X)3=0
X = —X (i.e. nimero impar) < {(X)o={X)2 =(X)s=0
i) X e AT, M): X=X&{(X)h={(X)3=0 '
X=-Xo&{X)={(X)={X)s=0. (C.7)

i
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