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Resumo

A descricao da dindmica quantica de sistemas de muitos corpos é um ingrediente chave para
a computacdao quantica. No presente projeto, propomos o estudo da dinémica em cadeias finitas
de spin 1/2 na presenca de impurezas ou defeitos. O modelo adotado sera o de Ising quantico
com campo transverso, do qual é possivel obter o espectro de forma exata na presenca de uma
impureza. A dindmica do sistema é movida exclusivamente por flutuagoes quanticas, cuja origem
é o Principio da Incerteza. Investigamos a relaxacao de estados iniciais caracterizados por uma
magnetizacao espacialmente nao homogénea e que nao possuam hipéteses sobre a proximidade com
o estado de equilibrio. Dessa forma, a matriz densidade inicial serd dependente apenas de uma
unica coordenada espacial. A investigacdo entdo é realizada através da grandeza de interesse, a
saber, a evolugdo temporal do valor médio das componentes de Fourier da magnetizagao, <S(Zg>t-
Solugoes exatas, tanto analiticas quanto numeéricas, sdo obtidas. Um dos objetivos iniciais deste
trabalho consiste na busca de processos de relaxacao lentos. Para os casos de solucdo analitica
(impurezas periodica e antiperiodica) observamos relaxagdes oscilatorias e amortecidas por uma
lei de poténcia no tempo do tipo (¢/7g) "2, onde 7o e vg sdo dois pardmetros livres e @ é o
nimero de onda associado a cada componente de Fourier. H4 uma criticalidade no expoente vg,
o qual muda de 3/2 para 1/2 para certos valores de Q) criticos. Por outro lado, para os casos de
solu¢do numérica (impurezas arbitrarias), os processos de relaxagio sdo distintos daqueles citados
acima. Os estados iniciais analisados sao do tipo produto direto ferromagnético com um tnico spin
virado, préximo ou distante da impureza. Neste caso, as evolugoes temporais oscilam em torno de
um valor médio ndo nulo e ha uma larga faixa de valores de @) na qual os modos nio se extinguem

completamente.



Abstract

The description of many body systems quantum dynamics is a key ingredient for quantum
computation. In the present project we study finite spin-1/2 chains dynamic properties in the
presence of impurities or defects. We adopt the quantum Ising model with transverse field, of which
it is possible to obtain the energy spectrum by exact calculations in the presence of one impurity.
The system dynamics is driven exclusively by quantum fluctuations, whose origin is the Uncertainty
Principle. We investigate the relaxation of initial states characterized by spatially inhomogeneous
magnetization without any hypothesis about the proximity with the equilibrium state. Thus,
the initial density matrix will be dependent of only one spatial coordinate. The investigation
then is realized through the temporal evolution of the magnetization’s Fourier components. Exact
solutions, analytical and numerical, are obtained. One of the goals of this work consist in the search
of slow relaxation processes. For the analytical cases (periodic and anti-periodic impurities) we
observe oscillatory relaxations with a decay given by a power law in time (t/7¢) "<, where 7¢ and
vg are two free parameters and @) is the wave number associated to a Fourier component. There
is a criticality in the exponent vq: its value changes from 3/2 to 1/2 for certain critical values of
Q. On the other hand, for the numerical cases (arbitrary impurities), the relaxation processes are
distinct from the cases cited above. The initial state analyzed is a ferromagnetic direct product
with only one flipped spin, near or far from the impurity. In this case, the temporal evolutions
oscillate around a finite mean value and there is a large interval of () values in which the modes

do not extinguish completely.
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Notacao

Nesta dissertagao, utilizar-se-ao as palavras estrangeiras gap e nesting sem as traduzir, tendo
em vista que o significado destas palavras esté cristalizado na literatura. A identificagdo de palavras

estrangeiras serd realizada através do italico.
A convengao na escrita dos nimeros decimais sera aquela adotada no inglés, a saber, a utilizagao

de ponto ao invés de virgula.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho, analisar-se-a através de calculos analiticos e numeéricos o efeito de uma impureza,
na relaxacio da magnetizagio de uma cadeia finita de spins 1/2. As interagoes entre os sitios serao
modeladas por um Hamiltoniano de troca e a impureza seré introduzida como uma ligacao diferente
na cadeia, o que pode ser pensado como uma condicao de contorno arbitriria em um anel de spins.
O sistema considerado é isolado e a evolucdo temporal do sistema decorrerd unicamente de efeitos
quanticos.

A principal motivacao deste trabalho consiste no surgimento de processos de relaxacao muito
lentos, dados por uma lei de poténcia no tempo, quando o estado inicial é gerado por excitagoes
ndo homogéneas em cadeias magnéticas modeladas pelo Hamiltoniano XY quéntico. Dessa forma,
0s objetivos iniciais do estudo subsequente consistem em identificar se estes processos lentos estao
presentes na cadeia com impureza, buscar outros processos lentos de relaxacao e analisar, em
funcao do tamanho da cadeia, o efeito da impureza.

Nesta Introducao, apresentaremos primeiramente uma visao geral sobre o problema, discutindo
a fisica de sistemas mesoscopicos e suas potenciais aplicagoes. Em seguida, ressaltaremos algumas
caracteristicas importantes da dinamica de processos fora do equilibrio. Por fim, abordaremos o
problema especifico ao qual esta dissertacido remete. Posteriormente, no Capitulo 2, apresentaremos
as propriedades estaticas do modelo utilizado para descrever a cadeia com impureza, a saber,
o modelo de Ising com campo transverso e condicoes de contorno arbitrarias. No Capitulo 3,
discutiremos o método para o tratamento da dinAmica, bem como os passos percorridos nos calculos
analitico e numérico da grandeza de interesse. Além disso, discutiremos os resultados obtidos a

respeito da relaxacfo da cadeia. Por fim, no Capitulo 4 apresentaremos as conclusbes do trabalho.
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1.1 Sistemas MesoscOpicos

A fisica de sistemas mesoscopicos' e de nanoestruturas tem adquirido importancia fundamental
devido a potenciais aplicacbes em microeletronica. Neste ambito, tamanhos menores implicam
rendimento e velocidade de processamento maiores e, além disso, possibilitam altas densidades
tanto de integracao em circuitos quanto de armazenamento de informagao em dispositivos.

Desde o ponto de vista bésico, as propriedades desses sistemas sdo fascinantes e cobrem uma
vasta area de novos e interessantes fendmenos, os quais ndo aparecem no estudo usual das pro-
priedades de volume (bulk). Na escala de nandmetros, as propriedades de transporte em condutores
exibem uma variedade de fénomenos quénticos. Os elétrons podem propagar-se em um condutor
sem sofrer espalhamento (regime balistico) e a fase da fungdo de onda pode manter sua coeréncia
numa escala da ordem do tamanho do sistema, dando lugar aos tipicos fenémenos de interferéncia
quéntica [2].

Estes sistemas sao ideais para sondar efeitos puramente quénticos, tais como a quantizacao da
conduténcia, o tunelamento de elétrons individuais ou pares de elétrons (em supercondutores), o
emaranhamento de estados quanticos, entre outros. Nesta categoria incluem-se diversos dispositivos
correntemente usados em microeletronica, tais como jungoes de tunelamento, juncoes Josephson,
pontos quanticos, nanocontatos e nanofios. Sistemas magnéticos de baixa dimensao que relaxam
lentamente, na forma de nanofios magnéticos ou de grandes moléculas magnéticas em magnetos
moleculares, sdo potenciais candidatos para a fabricacdo de memorias magnéticas de altissimas
densidades, fato que poderia aumentar de maneira substancial a capacidade de armazenamento da
informagao acima de Terabits/pol?.

Além dessas potenciais aplicagbes, varios desses sistemas tém sido propostos para a construgdo
de um computador quintico (hardware), o que requer que a coeréncia quintica seja mantida
na escala de nanémetros por tempos muito maiores que os empregados na manipulacao de bits
(qubits). Notamos também que a eficiéncia da computagdo quintica depende de maneira crucial
da produgao e da manipulacdo de estados emaranhados (software). Um controle {ino sobre tais
estados possibilita a implementacao do poderio total do paralelismo quantico.

Um ingrediente chave da computagdo quantica é a obtencao da evolucao em tempo real dos
estados quanticos inicialmente preparados no processo. Diversos procedimentos tém sido propos-
tos na literatura, tais como a integracio da equagdo de Schrédinger [3] e a simula¢do numérica da
dindmica quantica [4]. No presente projeto, procuramos explorar algumas das propriedades men-

cionadas acima, desenvolvendo pesquisas atuais nessa area, bem como suas possiveis extensoes.

ITermo cunhado por Van Kampen em 1981. A fisica mesoscopica trata fenémenos dispostos em uma escala
de tamanho intermediaria entre o macroscopico e o microscopico. Sistemas mesoscopicos sao também geralmente

utilizados como sindénimo de sistemas nanométricos. Uma boa introdugio sobre o assunto é encontrada em [1].
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Notamos que, em geral, trabalhamos com estados intrinsecamente emaranhados. Esta é uma
propriedade fundamental dos Hamiltonianos de muitos corpos utilizados. Diversas medidas poderao
ser utilizadas para sondar o grau de emaranhamento [5]. As junc¢bes Josephson de ultra-baixa ca-
pacitdncia apresentam grande potencial para aplicagoes em softwares quanticos, uma vez que a
logica de seus dispositivos é particularmente apropriada para esse fim. As jungoes Josephson simu-
lam um spin mesoscopico encravado em nanoestruturas presentes nos materiais e possuem graus de
liberdade (dois estados ou um qubit) para efetuar as possiveis combinages. Estes tltimos podem
ser manipulados por potenciais de tunelamento, barreiras e campos magnéticos [6]. Para efetuar
a computacao quantica com esses dispositivos precisamos acoplar diferentes unidades em arranjos,
dos quais o mais simples é unidimensional. Esse sistema simula de maneira perfeita uma cadeia
de spins, para spin %, sendo esta uma realizacao mesoscopica dos modelos quinticos microscépicos
mencionados acima.

Outro conceito importante quando tratamos de sistemas mesoscopicos é o de universalidade,
isto é, o fato de diversas quantidades mensuraveis ndo dependerem de detalhes microscépicos do
sistema. Neste contexto, podemos estudar fendmenos criticos e transi¢coes de fase em sistemas nos

quais hé imperfeicoes.

1.2 Dinamica Quéantica

Um sistema quantico evolui naturalmente no tempo se o Hamiltoniano que o descreve envolver
mais de uma componente do operador de spin. Este fato decorre do Principio da Incerteza?, o qual

se reflete na relacdo de comutacio:

(S7,S%] = ihejrS! Gk =1y, 2 (1.1)

Quando k # j, as componentes S7 e S¥ ndo comutam e, consequentemente, um autoestado de
S7 ndo sera autoestado de S*. Logo, um termo do Hamiltoniano que envolver S7 fara evoluir o
autoestado de S* e vice-versa. No caso do Hamiltoniano de Ising quantico, a nio comutatividade
é inserida através de um campo magnético transverso. Dessa forma, este campo magnético pode
ser visto como uma medida das flutuacbes quanticas no sistema, as quais sdo responsaveis pelo

transporte do valor médio da magnetizacao entre os sitios.

2Sejam dois observaveis A e B. Definindo os operadores AA = A— < A > e AB = B— < B >, denominamos
incerteza os valores esperados < (AA)2 > e < (AB)? > em relacio a um determinado estado. A relagio de incerteza
determina que para qualquer estado vale a inequagio < (AA)2 >< (AB)2 > > i| < [A, B] > |2. Fisicamente, se A

e B nao comutam havera incerteza em medidas simultaneas dos observavéis em um sistema.
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O fato de o sistema néo estar em contato com variaveis de um banho implica uma evolucao tem-
poral inequivocamente determinada ou pela equacao de Schrédinger ou pela equagio de Liouville.
Sob estas circunstancias, ndo esperamos que o sistema se aproxime do equilibrio independentemente
do estado inicial visto que a equacdo de Schrédinger promove transicoes apenas para autoestados
que estejam na superposicao inicial.

Este direcionamento ao equilibrio a partir de um estado inicial arbitrario é justamente o sentido
de relaxacao utilizado nesta dissertacdo. No entanto, mesmo a definicdo de equilibrio nao é tnica
porque depende da quantidade sendo analisada. Neste trabalho, analisaremos a evolugao temporal
dos valores médios das componentes de Fourier da magnetizagao <Sé>t , sendo @ o numero de onda
que caracteriza cada componente. Dessa forma, devemos obter uma definicao de equilibrio a partir
destes valores médios.

Quando o Hamiltoniano possui simetria de translacao, a magnetizacao de equilibrio é espacial-
mente homogénea. Consequentemente, as diversas componentes de Fourier tendem a zero, exceto
a componente do modo homogéneo ) = 0, a qual depende do estado inicial e do Hamiltoniano. No
entanto, tratamos sistemas com impureza, para os quais as operacoes de simetrias de translacao sao
drasticamente reduzidas. Logo, no estado de equilibrio espera-se que a magnetizacao nao seja mais
homogénea e que as componentes de Fourier tendam para um valor nao nulo, o qual dependera
dos parametros do Hamiltoniano e do niimero de onda da decomposicao.

Nos sistemas infinitos analisados em [7, 8] através do Método da Fase Estacionaria (vide breve
explicacao contextualizada no Apéndice B) o equilibrio é atingido assintoticamente para o limite
de tempos infinitos e é caracterizado por uma magnetizacdo espacialmente homogénea, dado que
no limite termodindmico as condi¢oes de contorno sdo irrelevantes. Nesses trabalhos anteriores, os
ntmeros de onda k do problema sao determinados através de condicoes de contorno periédicas nos
operadores fermionicos. No Capitulo 3, serao comparados os resultados obtidos nesta dissertacao
para sistemas finitos com os resultados obtidos em [7] no limite de Ising. Apontaremos as diferencas
e semelhancas entre os sistemas finito e infinito.

Consideraremos que o direcionamento para o equilibrio é realizado apenas por interagoes inter-
nas e flutuagoes quanticas. Assim, desprezaremos as interagoes externas, salvo duas possibilidades:
primeiro, interacées que possam ser descritas efetivamente através de parametros internos, como
efeitos de campo cristalino por exemplo; em segundo lugar, intera¢oes que originam o estado inicial
e sao desligadas logo ap6s a excitacao do sistema.

Dado um pacote inicial arbitrario, & medida que o sistema evolui os autoestados presentes no
pacote também evoluem de maneira diversa e, em geral, sofrem defasagem entre si. Dessa forma,
o estado de equilibrio continua sendo uma combinacdo linear de autoestados, porém com fases

diferentes, o que gera interferéncia destrutiva no valor médio da magnetizacao.
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Devido a esta arbitrariedade do pacote inicial, faz-se necessario obter todo o espectro de exci-
tacOes e ndo apenas aquele na vizinhanca do estado fundamental. Isto representa uma limitacdo
séria para calculos computacionais. Além disso, mesmo se conhecermos o espectro completo de
autovalores e autovetores — 0 que, a principio, permite obter todas as grandezas fisicas — o en-
tendimento das propriedades do sistema nao é evidente e imediata.

No que concerne as propriedades de equilibrio, o entendimento do sistema advém do calculo
de quantidades como calor especifico, susceptibilidade magnética e fun¢des correlagdo spin-spin
independentes do tempo, por exemplo. Por outro lado, quando se trata de propriedades dinami-
cas, uma quantidade usualmente calculada é a funcao correlacao spin-spin dependente do tempo
(FCDT):

(57(1)57) = (exp(; H0)S] (Hexp(— 1 HE)S] (1) (12)

onde v = z,y, z € o indice das componentes de spin e (...) &€ a média em equilibrio térmico.

Este calculo fornece a descri¢do de fendmenos como: ressonéncia nuclear magnética — através do
tempo de relaxacao spin-spin; espalhamento de néutrons — através da secao de choque; dependéncia
temporal de momentos magnéticos locais — através da susceptibilidade dindmica; difusao de spin
etc. Entretanto, apesar da gama de aplicagoes, as FCDT nao fornecem uma descri¢ao direta da
dinamica de nado equilibrio e sua aplicacao esté ligada a situagoes proximas ao estado de equilibro,
nas quais a teoria de resposta linear é valida.

Dessa forma, recorremos a um segundo método para investigar a dinamica de nao equilibrio,
a saber, o calculo da evolucdo temporal de médias estatisticas da transformada de Fourier da

magnetizacao em estados arbitrérios:

(85)e = Trlp(t)S5] (1.3)

onde @ é o nimero de onda das componentes de Fourier, p(t) é a matriz densidade que satisfaz
a equagao de Liouville e S§) ¢ a transformada de Fourier da magnetizagao. Discutiremos com
maiores detalhes este método na segao 3.1.

Um ponto interessante a se notar é o fato de que muitos trabalhos na literatura assumem a
premissa, implicita ou explicitamente, de que os processos dindmicos ocorrem a partir de esta-
dos iniciais espacialmente uniformes. Por outro lado, o estudo de excitagoes espacialmente nao
uniformes ¢é interessante tanto experimentalmente — uma vez que podem ser obtidas através da
aplicacao de campos magnéticos altamente nao homogéneos ou ondas actsticas — quanto do ponto
de vista tedrico, uma vez que é possivel obter resultados exatos a respeito da dinamica e elucidar

os processos de relaxacdo em sistemas mais complexos.
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1.3 Problema Especifico

A proposta inicial deste trabalho consiste em estudar a dindmica quantica em cadeias de spins
1/2 na presenga de impurezas ou defeitos.

Escolheu-se um sistema de baixa dimensao e com menor spin possivel com o intuito de maxi-
mizar o efeito das flutuagdes quénticas. Consideramos a situagdo na qual os spins da cadeia estejam
localizados e a impureza seja intersticial, isto é, esteja localizada préximo a dois sitios da rede. Esta
impureza altera a interacdo de troca entre estes sitios através de uma interacio de supertroca?®,
como mostrado pictoricamente na Fig.1.1. Dessa forma, o defeito na cadeia pode ser representado

por uma condicao de contorno arbitraria em um anel de spins.

Figura 1.1: Ilustracdo da Impureza de Contorno na Cadeia de Spins.

A dinamica do sistema serd analisada a partir de estados iniciais caracterizados por uma mag-
netizacdo espacialmente ndo homogénea, ou seja, estados iniciais gerados por forte perturbacgoes
externas. Apoés retirarmos o sistema do equilibrio, a excitagao é removida e o sistema evolui na-
turalmente. E importante notar que o estado inicial nio possui qualquer relacio com o estado de
equilibrio.

Alguns modelos de cadeias de spin com uma impureza possuem solucdo exata. Eles incluem
a familia de modelos XY com campo transverso (spin 1/2). Em particular, o modelo de Ising
quantico com campo transverso foi resolvido em [10] através da transformagio de Jordan-Wigner.
Sistemas quénticos com Hamiltonianos que possuem andalogos cldssicos s@o interessantes uma vez
que ambos exibem a mesma criticalidade, isto é, o mesmo comportamento das grandezas do sistema
proximas ao ponto critico do modelo. O modelo de Ising unidimensional quantico, por exemplo,
pode ser mapeado no modelo de Ising bidimensional classico, cuja transi¢do de fase é movida por

flutuacdes térmicas.

3A interagdo de supertroca é definida em [9] como uma interagdo eletrénica entre duas entidades moleculares

mediada por uma ou mais moléculas/ions diferentes.
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Neste trabalho, centrar-nos-emos no estudo do modelo de Ising quantico. O Hamiltoniano
efetivo de spin descreve a interagdo Coulombiana eletrostatica entre os elétrons/ions. A interagio
de troca entre os spins surge da imposicao de antissimetria sobre a fun¢ao de onda de um sistema de
férmions. Consideraremos constantes de troca ferromagnéticas e entre primeiros vizinhos. Notamos
que o Hamiltoniano nao depende explicitamente do tempo, nao ha presenca de fénons e o sistema
é nao dissipativo, visto que tratamos uma cadeia isolada.

Os Hamiltonianos unidimensionais sdo mais facilmente diagonalizaveis que os de dimensdo
superior, porém somente para casos particulares de condi¢des de contorno pode-se obter solucoes
inteiramente analiticas e exatas. O Hamiltoniano de Ising quantico pode ser tratado através da
transformacao de Jordan-Wigner, a qual mapeia o sistema de spin 1/2 em um sistema de férmions
sem spin. Dessa forma, obtendo-se o espectro podemos montar as equagdes que determinam a
evolucao temporal de um estado arbitrario.

A din&mica do estado na cadeia pode também ser ilustrada através da dependéncia temporal
da magnetizacao da cadeia. Este é um pardmetro macroscépico que podera ser medido experimen-
talmente. Porém, na pratica é mais simples obter a evolucao temporal das componentes de Fourier
da magnetizacao e verificar a relaxacao lenta ou rapida em func¢ao do ntmero de onda.

A motivag@o para a insercao da impureza advém primordialmente de trés fatores: primeiro, a
sintese experimental de cadeias de spin esbarra na possibilidade de que pequenos defeitos na cadeia
aparecam, como, por exemplo, a participa¢ao de um atomo de oxigénio em uma ligacao, criando
uma interacao de supertroca antiferromagnética; em segundo lugar, estudos anteriores revelam uma
mudanga abrupta do comportamento do parametro de ordem gap (isto é, a diferenca de energia
entre o primeiro estado excitado e o estado fundamental) para condicdes de contorno antiperiédicas.
A bem conhecida convergéncia exponencial para zero transforma-se em uma convergéncia com lei de
poténcia [10]; por fim, sabemos que célculos numeéricos para a cadeia de Heisenberg (modelo X X 7)
mostram que particulares estados quénticos preparados na vizinhaca de impurezas em cadeias de
spin mostram uma relaxacdo anomala, a qual pode ser relacionada a um efeito de emaranhamento
do estado quantico com a impureza [11]. Tal fenémeno néo é observado se os estados sdo preparados
longe da impureza.

Além dos fatores que incentivaram o tratamento de impurezas, a escolha de cadeias de spin
1/2 é motivada também por estudos anteriores nos quais Berim, Cabrera e colaboradores, tra-
balhando com cadeias magnéticas modeladas pelo modelo XY quéntico no limite de tempos longos,
descobriram estados de superposicao muito especiais que se preservam por tempos muito longos
[8, 12, 13]. Na prética, tais estados podem ser construidos como excita¢des nao-homogéneas da
cadeia e sao representados por uma matriz densidade inicial pg dada por um funcional de apenas

uma componente de spin.
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Podemos entender a evolugao temporal destes estados de superposicao especiais através da de-
composi¢do da excitacio inicial em sua série de Fourier. Observamos que as diferentes componentes
relaxam de maneira diversa e, como regra geral, a maioria dos componentes interferem destrutiva-
mente entre si. A relaxacio é entao dominada pela contribuicdao de pontos de fase estacionaria, na
vizinhanca dos quais a interferéncia é construtiva. Este fenémeno conduz a uma relaxag¢ao muito
lenta da magnetizacdo, dada por uma lei de poténcia no tempo do tipo (t/7g) "2, onde 7¢g e vg
sdo dois parametros dependentes do nimero de onda Q). O parametro 7 estd ligado ao tempo de
relaxacao do sistema e o expoente v esta ligado & velocidade do processo de relaxacdo — quanto
menor o expoente, mais lentamente o sistema evolui para o estado de equilibrio.

A presenca de pontos estacionarios degenerados nestes sistemas implica a existéncia de cri-
ticalidade® no expoente v em relagdo ao ntmero de onda Q. Para certos valores criticos Q.,
dependentes dos pardmetros do Hamiltoniano, ha um retardamento da relaxacao — similar &
fendmenos que ocorrem préximos a transicoes de fase—tal que o tempo de relaxacao 7 diverge e o
expoente vg da lei de poténcia muda descontinuamente. Conjecturou-se que este comportamento
critico decorre da presenca de gap no modelo. Neste trabalho, verificaremos se estes processos
lentos estao presentes na cadeia com impureza.

Vale a pena ressaltar a diferenca entre esta criticalidade referente & dindmica do sistema e
a criticalidade dos modelos de spin, como o de Ising com campo transverso. A primeira esti
relacionada a pontos estacionarios degenerados e a processos mais lentos de relaxacao do sistema
fora do equilibrio. A segunda esta relacionada ao comportamento estatico do sistema no estado

fundamental.

4Sabemos que, a rigor, definem-se fenémenos criticos apenas para sistemas infinitos. No entanto, neste trabalho
procuraremos marcas da criticalidade nos sistemas finitos e utilizaremos o termo criticalidade, apesar do abuso de

linguagem.



Capitulo 2

Propriedades Estaticas do Modelo

Neste capitulo serao desenvolvidos os processos analitico e numérico de diagonalizacao do Hamil-
toniano de Ising quantico com campo transverso e uma impureza. Em ambos os casos utilizaremos
a transformagdo de Jordan-Wigner para realizar o mapeamento de um sistema de spin 1/2 para
um sistema de quase particulas ‘livres’, as quais representam as excitagoes acima do estado fun-
damental. Discutiremos também a estrutura do estado fundamental para os casos de condicoes
de contorno peritédicas e antiperiodicas. Por fim, analisaremos a relacao de dispersao e o gap no

modelo.

2.1 Mapeamento em um Sistema de Férmions Livres

A cadeia de spins com impureza serd tratada através do Hamiltoniano de Ising com campo

transverso e condicao de contorno arbitraria:

N-1 N
H=—J> otor, —T> of—Jookot (2.1)
n n=1

onde J > 0 é a energia de troca ferromagnética, oy sdo os operadores de Pauli, I' é o campo
magnético transverso e Jy € a energia de troca entre os sitios das extremidades (ligacdo da im-
pureza).

O primeiro termo descreve a interacdo de troca ferromagnética entre primeiros vizinhos. Supo-
mos que a funcao de onda de um spin no sitio n apenas se sobrepde as fungoes de onda de seus
vizinhos mais préximos. O segundo termo descreve a interacao do campo magnético com a com-
ponente z do spin de todos os sitios. O tltimo termo descreve a interacio entre o tltimo sitio e o

primeiro.
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Como notado na secao 1.2, devido 4 presenca de mais de uma componente do spin no Hamilto-
niano havera naturalmente dindmica no sistema e o campo magnético transverso serd responsével
pelas flutuacoes quanticas. Este parametro é também responsavel pela transicdo de fase quantica
observada no modelo, a qual serd discutida na secao 2.4.

Convencionamos A = 1 em todos os calculos deste trabalho e definimos as grandezas adimen-

sionais:

J() r
— h=-= 2.2

g

Dessa forma, a definicao de g engloba a condigdo de contorno. Para g = 0 temos bordas livres,

para g = 1 temos o caso periddico (todos acoplamentos homogéneos) e para g = —1 temos o caso
antiperiodico, o que equivale a uma impureza antiferromagnética.

O problema da diagonalizacdo no modelo de Ising com campo transverso consiste originalmente
em uma matriz de dimensdo 2V no espaco dos spins, visto que cada um dos N sitios da cadeia
pode assumir dois estados (o; = £1). Como o campo transverso acopla estados do tipo produto
direto, resolver o problema neste espago seria custoso computacionalmente e reduziria o nimero
de sitios drasticamente.

Para contornar este obsticulo é possivel transformar o sistema original em um sistema sem
spin, o que reduz a dimensao da matriz a ser diagonalizada para N. Este passo é realizado através
da transformagio de Jordan-Wigner [14], que mapeia o sistema de N férmions de spin 1/2 em um

sistema de N férmions ‘livres’ sem spin em termos dos operadores escada (o, 07):

Cn=Lyo, (2.3a)
Cl = Lo (2.3b)

n

onde L,, = exp[+ir Z?il o) o5 ] = exp[+ir Z?il C}Cj].

Podemos associar o nimero total de férmions ao spin total da cadeia:

N

N
N, =Y cic, = %Z(ai +1) (2.4)
n=1

n=1
Utilizando a transformagao (2.3) e as relagdes de anticomutagao fermionicas, o Hamiltoniano

pode ser escrito como:

H=Nh — 2h Zn CJ;CTI - Zm(<N) (C)anjn+1 + C)anjn+1 + HC)

: t t o (2.5)
+ [gexp(inN,)(CNCr + CNCT) + H.c]

onde H.c. é o hermitiano conjugado.
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A presenca do ntimero total de férmions através do operador sinal P = exp(in/N.) faz com que
o problema seja dependente da paridade, exceto para o caso em que g = 0 (extremidades livres).
Notamos que o operador sinal comuta com o Hamiltoniano (2.5), o que implica a conservagio
da paridade. Apesar de termos como CTCT violarem a conservacio do namero de férmions, a
forma quadratica de (2.6) nos operadores fermidnicos garante a integrabilidade do modelo. Outros
modelos mais gerais para cadeias de spin 1/2 nao sdo trataveis através desta abordagem. Um
exemplo disto é o modelo de Heisenberg, o qual possui termos do tipo o707, ou seja, férmions
interagentes.

Para encontrar o espectro do sistema devemos expressar os operadores {C, C,TL} em termos
de operadores {n, 77,1} que diagonalizam o Hamiltoniano. Com este intuito, primeiramente o

escrevemos em sua forma bilinear canonica:

1
H=Nh + Z[OT Amncn + 7(CT

m 2 m

BynCl 4+ H.c.) (2.6)

m,n

onde A,,, ¢ a matriz simétrica:

—2h -1 0 .. 0 gexp(inN,)
-1 —2h -1 0 0
A = 0 -1 -2r -1 .. 0 2.7)
-1
gexp(itN;) 0 e —1 —2h

e B,,, ¢ a matriz anti-Hermitiana:

0 -1 0 ... .. —gexpiit\,)
1 0 -1
5 0 1 0 -1 (2.8)
1
0 -1
gexp(imNy) ... ... 0 1 0

Em ambas as matrizes a impureza é inserida através de termos nao diagonais. Esta é uma
forma de introduzirmos desordem no sistema, a qual é chamada convenientemente de desordem

nao diagonal.
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Para diagonalizar H tentamos a transformacao linear canénica:
Ny = Z(gknCn + hknC:L) (2.9a)
1= (9enC + hinC) (2.9b)
onde os coeficientes g e h sao reais.
O problema é melhor descrito em termos das fungdes:
O = Grn + hin (2.10a)
b= Gkn — hin (2.10D)
Logo, o espectro é encontrado solucionando o sistema:
wrd® = (A 4 B) (2.11a)
wip® = ¢*) (A — B) (2.11b)
Para wi # 0 obtemos equivalentemente o problema de autovalores-autovetores:
wip®) = ¢ (A — B)(A+ B) (2.12a)
wip® = (A + B)(A - B) (2.12b)
Entéo definimos as matrizes simétricas G = (A— B)(A+ B) e G' = (A+ B)(A — B):
4h? + 4g? 4h 0 <o oo —4hgexp(iTN,)
4h 4h?+4  4h .- 0
0 4h 4h? +4 4h
G = (2.13a)
: 4h
—4hgexp(inN,) 0 e 0 4h 4h? + 4
(2.13b)
4h? + 4 4h 0 <+ oo —dhgexp(itN,)
4h 4h? + 4 4h e 0
0 4h  4R*+4 4R
G = (2.13¢)
: 4h
—4hgexp(inN,) 0 . 0 4h 4h? 4 44°
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Dessa forma, reduzimos o problema a diagonalizar estas duas matrizes. Notamos que para
g = %1 as duas matrizes sfo iguais e, consequentemente, os coeficientes hy,, serdo nulos.
Os novos operadores (2.9) preservam as relagoes de anticomutagio fermionicas e reduzem o

Hamiltoniano & forma quadrética fermiénica:

1
H= Sl ) (2.14)
com energia de excitacao wy.

As condigdes de contorno determinam os modos k& permitidos através da equacio secular:

sin(kN)

(¢ = 1)] =t g(1 — P)cosk ] + (2.15)
osinfk(N —1)]  sink(N —

sink sink

hlg L] —2gP] =0

onde P = exp(imA,) é o operador sinal e os autovalores sdo dados por:

M = wi = 4(1 + 2hcosk + h?) (2.16)

Para condicoes de contorno arbitrarias, esta equacao deve ser resolvida numericamente. Porém,
h4 trés casos nos quais a solugao pode ser obtida em forma fechada, a saber, condig¢oes de contorno
livres (L), periodicas (P) e antiperiodicas (AP). Os dois ultimos casos implicam ¢ = £1 e reduzem

a eq.(2.15) as expressoes:

cos(kN) = —gexp(ir/N;) (2.17a)
sin(kN) =0 (2.17b)

Se o numero de sitios N for par obtemos os valores de k:

T, 3T (N -
= +—t— . Ft—. .
kP Na N7 ’ N (2 18&)
2r 4w (N —=2)r
=0,+t—,+—, .., F—. .
kAP 07 N ) N PRXES) N (2 18b)
Equivalentemente, se N for impar temos que:
27 | Arw (N -1
kP = O’iﬁ7iﬁ’7iT (219&)
B T 3T (N —=2)m
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Um fato muito interessante que surge no espectro para g # +1 é a existéncia de um autovalor
de energia para o qual nao ha k correspondente na equagao secular, ou seja, hd um modo que se
separa da banda k. Através da verificacio de que os autoestados correspondentes a estes autovalores
sao localizados', inferimos que o estado é ligado e possui energia negativa, isto &, wr = —v/Ax.
Apenas a diagonalizagdo numérica de G e G’ revela este fato.

Dessa forma, os estados ligados implicam o surgimento de pequenos gaps na banda de energia:
A,, entre o estado de mais alta energia e os demais estados e Ay, entre o estado de mais baixa
energia e os demais. A Fig. 2.1 mostra os casos em que cada um dos gaps surge. No caso de maior

interesse para este trabalho, isto é, g < —1, ha somente A,.

A, Ag#0seg<—1 ou g>1

Ay Ay #£0se —1<g<1

Figura 2.1: Espectro de autovalores A\ = w} na presen¢a de uma impureza. Quando g < —1,
surge um gap A, indicando que um estado se separou da banda k. Como o estado é ligado, seu

autovalor de energia é negativo de modo que wy = —/Ag.

Devemos ressaltar também que os calculos numéricos confirmaram a ortogonalidade da transfor-
magao (2.9). Com isso, a matriz dos coeficientes transformacao inversa é simplesmente a transposta

da transformacao original e, consequentemente, podemos escrever:

Cn = Z(gknnk + hknn};) (220&)
k

Ch =" (gennf + hinmn) (2.20b)
k

Portanto, os coeficientes gk, € hi, $80 responsaveis pela transformacao dos operadores fermioni-
cos {C,,, C1} prescritos pela transformacio de Jordan-Wigner nos operadores fermiénicos {n, 77,1}
que tornam o problema diagonal. Assim, torna-se interessante estudar o comportamento de gk,
e hikn, 0 que pode ser feito através dos autoestados obtidos através da diagonalizagdo numérica.

Este assunto sera discutido na secao 2.3.

1 Autoestados localizados correspondem a vetores cujas entradas sio, em sua maioria, nulas. Ha apenas uma

pequena faixa (localizada) de valores ndo nulos.
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2.2 Estado Fundamental

Quando as condicbes de contorno sdo periddicas, antiperiodicas ou de bordas livres (¢ =
1,—1,0, respectivamente) podemos diagonalizar analiticamente o Hamiltoniano (2.5) introduzindo
duas transformagbes: de Fourier e de Bogoliubov.

A transformada de Fourier, também utilizada na diagonalizacdo de modelos tight-binding, leva

o problema para o espaco dos momentos:

1 .

C, = ¥ Ek ek, (2.21a)
1 ik

cl = ¥ Ek eitknpl (2.21D)

onde o operador by destr6i uma onda de spin com momento k& no espago reciproco e os valores
permitidos para o nimero de onda k sdo determinados através das condi¢oes de contorno — vide
egs. (2.18) e (2.19).

Com isso desacoplamos parcialmente o problema, restando apenas um acoplamento de modos
do tipo (k,—k) para —m < k < 7.

A diagonalizagdo completa é entdo encontrada com a transformacdo de Bogoliubov:

bk = (cost) 0 + i(sinf) n} (2.22a)
b = (cost)nf  + i(sindy) -y (2.22h)

onde o angulo 6y é obtido através da equagio:

sink

tan(260;) = J—

(2.23)
Como um produto da transformacéo (2.22) encontramos a energia de excitacgdo, a qual é definida

positiva:
wr = 2(1 4 2hcosk + h2)/? > 0 (2.24)

Os operadores fermiénicos {n,n'} da eq. (2.22) sdo os mesmos definidos na eq. (2.9). Estas
duas defini¢oes e o Hamiltoniano diagonal (2.14) implicam um estado fundamental duplamente

ocupado por pares (k,—k), exceto quando os modos k = 0, 7 sdo permitidos.
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Dessa forma, a estrutura do estado fundamental | EF' > é muito semelhante & estrutura do
estado fundamental supercondutor da teoria BCS2.

Expressamos | EF > como um produto tensorial de estados da forma:
[cosO), — i(sinby)brbl]| 0 > (2.25)

onde |0 > denota o vacuo dos férmions e representa o estado fundamental.
Como wy > 0, o estado |0 > também é vacuo para as excitacoes de particula definidas através
dos operadores 7, isto é, nenhum estado de particula 7 esta ocupado.

Logo, temos que a relagao 7|0 >= 0 é satisfeita para todo k e, consequentemente:

| EF >=0 vk (2.26)

A energia do estado fundamental serd entao dada por:

1
Ey = Ezk:wk (2.27)

Por outro lado, os estados excitados sao criados ocupando os estados de particula Gnica e podem
ser classificados através do nimero total de estados ocupados.

Como o operador n muda em uma unidade o namero de férmions temos que:

exp(imN)nrexp(inN.) = —n (2.28)

Aplicando esta condicdo & eq.(2.26) pode-se observar que o estado fundamental possui paridade
bem definida:

exp(inN,)|EF >= £ |EF > (2.29)

Notamos que, para os casos de condicoes periddicas e antiperiddicas, hé estados excitados com
paridade diferente da paridade de seus estados fundamentais. Tais estados sdo definidos em relagao

a um estado fundamental ‘virtual’ cuja paridade é menos a paridade do estado fundamental.

2Em meados da década de 1950, Bardeen, Cooper e Schrieffer desenvolveram a primeira teoria microscopica para
descrever a supercondutividade (tipo I).
A idéia central consiste na formacdo de pares de elétrons (chamados pares de Cooper) proximos ao nivel de Fermi,

os quais surgem devido a interagdo com a rede cristalina (fénons).
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2.3 Estudo das Funcoes gi, e hp,

Nesta secao estudaremos o comportamento dos coeficientes giy, € hgyn, 0s quais dependem de
dois indices: k, referente aos autovalores, e n, referente aos sitios da cadeia.

Esperamos que para os casos g = £1, o comportamento seja oscilatério (como indicam as trans-
formagoes de Fourier e de Bogoliubov). Entretando, para g < —1 esperamos um comportamento
distinto, de modo que a presenca da impureza seja identificada.

Para cada valor de k, ou seja, para cada autovalor da diagonaliza¢fo, temos N valores para
os coeficientes, onde N é o namero de sitios. No caso de condicbes de contorno periddicas e
antiperiodicas, ha degenerescéncia dupla nos autovalores. A Fig. 2.2 mostra o coeficiente g, em

func¢éo dos sitios da cadeia para alguns autovalores.

0 ®,=1.783
0.1¢ -
o2 0
0.1 1
0207720 40 60 80 100 0% 720 40 60 80 100
Sitio n Sitio n
®,= 2.049
0.2 T T T T T T T 0.2 T T
[— Estado 2|
0.1} 0.1- -
g g
ep* ¥ i ep* 0 i
0.1 - 0.1 -
02720 40 . 60 80 100 02720 40 60 80 100
Sitio n Sitio n

Figura 2.2: Coeficiente gi, em funcdo do sitio n para o caso periédico (¢ = 1.0) e parametros
N = 100 e h = 0.2. No caso periédico, ha estados duplamente degenerados, o que implica
dois comportamentos distintos de g, para o mesmo autovalor de energia. Para os autovalores
wg = 1.783,2.049 graficamos apenas um dos estados, uma vez que sdo praticamente idénticos. Os

coeficientes hy,, sao todos nulos.
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Notamos que, em geral, nao ha sitios mais privilegiados que outros quanto ao valor do coefi-
ciente, ou seja, os estados estao distribuidos homogeneamente, como era de se esperar para o caso
periodico.

Entretanto, para os casos nos quais g < —1.0 hd um comportamento diferente quando o estado
é ligado (autovalor de energia negativo), a saber: os coeficientes g, € hg, referentes a tal estado

sao nulos, salvo para os sitios proximos & impureza, como é mostrado na Fig. 2.3.

ﬂwwwww“ A
A S A
N (D 200 gkn 1 Zj_ _ .wk,= -_?).OOIOZAII .: ﬁt:
[

h = 0.2. Quatro autovalores foram escolhidos, sendo o ultimo referente ao estado ligado.

Este comportamento era esperado uma vez que para g # 1 surge o efeito de localizagdo nos
autoestados. Este efeito é causado pela presenca da impureza e com ele surge um estado ligado
separado por um gap do espectro continuo de energia, como discutido na secao 2.1.

Os coeficientes gg, € hg, terao papel fundamental no célculo da evolugao temporal da magne-

tizacao, como veremos em breve na secao 3.3.2.
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2.4 Relacao de Dispersao e Gap

A relacdo de dispersdo é dada por:
wr = 2(1 4 2hcosk + h?)1/? (2.30)

onde definimos A = 1.
Ressaltamos que para o caso no qual g # +1, ha um estado que se separa da banda k dada
pela relacao de dispersao acima.

Para k = 7 a energia de excitacdo (2.30) é minima e dada por:

wp =2h=1=A (2.31)

Nesta condigao definimos o parametro de ordem gap (A), o qual se anula em h = h, = 1
e denota o equivalente quantico do inverso do comprimento de correlacao em sistemas classicos.
A Fig. 2.4 mostra as curvas de dispersido para o caso periddico e diferentes valores do campo

magnético transverso. Notamos a existéncia do gap nas curvas sempre que h # 1.

4 T T~ [ —nh=02
. . |—h=04
/ N |—h=06
3+ / \—h=08
; —— h=10
/ \ i

I/ \\

o2
8 s // \\ ]
1_ -
Fr \
/ \
0 1 1 1

-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 2.4: Relagao de dispersio wy em funcgao do ntimero de onda k/7 para campos transversos
h=0.2,0.4,0.6,0.8,1.0. O gap é nulo para h = 1.

O modo particular k£ = 7 é responsavel pela transicao de fase no limite termodindmico. A fase
na qual h < h. possui ordem de longo alcance enquanto a fase com h > h. é desordenada.

E importante ressaltar que a singularidade neste caso ocorre no estado fundamental do sistema
e, consequentemente, a transicdo de fase quantica ocorre a temperatura nula. O gap representa a
escala que caracteriza uma significante densidade espectral de flutuacoes em T' = 0 para h # h..
A transicao de fase quantica (de segunda ordem) entdao ocorrerd no momento em que a escala de

energia das flutuagoes acima do estado fundamental se anular [15].
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H4 uma interessante dependéncia do gap com a condicao de contorno para este modelo quando o
sistema é finito. Quando as condig¢bes de contorno sdo antiperiddicas, a bem conhecida convergéncia
exponencial do gap para zero muda para uma lei de poténcia.

Neste contexto ha efeitos de tamanho, isto é, ha dependéncia com o numero de sitios da cadeia,

N. Em [10] sup0s-se uma dependéncia assintotica para grandes valores de N da forma:
A(N) = AN~ “exp(—oN) (2.32)

onde as quantidades a e 0 podem geralmente depender de h e da condigdo de contorno através do
parametro g.
A partir de extrapolacGes baseadas na teoria de escala de tamanho finito, obtiveram-se os

resultados mostrados na Fig. 2.5.
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Figura 2.5: Extrapola¢do dos valores de o e o em funcao do parimetro g. Os resultados exatos
estdo indicados por circulos e os numéricos por barras de erro. As curvas A, B e C correspondem
a valores de campo magnético transverso h = 0.3,0.5,0.7, respectivamente. Figura retirada da

referéncia [10].

Para o caso de bordas livres (g = 0), ha comportamento assintético exponencial no qual o(N)
converge para o valor -ln h e a(N) converge rapidamente para zero. Em geral, para condicdes de
contorno arbitrarias, sujeitas ao vinculo g > 0, mantém-se este comportamento exponencial.

Por outro lado, para condi¢ées de contorno antiperiédicas (g = —1) os resultados numéricos
mostraram um comportamento assintotico inteiramente diferente. A convergéncia exponencial é

substituida por uma convergéncia através de uma lei de poténcia com o =2 e 0 = 0.
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Outra visao bastante interessante sobre a transicao de fase no modelo de Ising quéntico é
relatada na referéncia [16]. Neste artigo, Kogut relaciona a transi¢do de fase no modelo de Ising
bidimensional classico a condensacao de objetos topolégicos chamados kinks.

Sabemos que neste modelo a magnetizacao M comporta-se como um parametro de ordem local.
Logo, ela é nao nula a baixas temperaturas e anula-se continuamente & medida que a temperatura
T aproxima-se da temperatura critica T, permanecendo nula para temperaturas maiores. Dessa
forma, a magnetizagdo indica que na fase de baixas temperaturas hi quebra espontanea da simetria
global up-down do Hamiltoniano do sistema.

Por outro lado, é possivel analisar a magnetizacao de um ponto de vista diferente através da
autodualidade® do modelo.

Através da transformacao dual e da teoria de perturbacao de primeira ordem encontramos que

o operador:

0, = H o1(n) (2.33)

m<n
possui um valor esperado ndo nulo na fase de altas temperaturas do modelo original. Este ope-
rador é correntemente chamado de parametro de “desordem” e possui uma interpretacao fisica
interessante.

Aplicando o operador desordem a um estado completamente ordenado (todos os spins para
cima, por exemplo), este operador farad com que todos os spins a esquerda do sitio n sejam virados
(para baixo, neste caso), criando um kink ou parede de Bloch. Como a energia do estado kink esta
localizada nas vizinhancas do sitio n, podemos pensar neste estado como uma excitacao de quase
particula.

O célculo da massa dos kinks em poténcias de A~! ¢ idéntico ao calculo da massa dos estados
de spin virado em poténcias de A\, Assim, o gap de massa A(\) = 2|1 — A| aplica-se ao kink na fase
de baixas temperaturas.

Além disso, como sabemos que o valor esperado no vacuo do operador de desordem ¢ nao nulo

em altas temperaturas, o estado fundamental desta fase ¢ um “condensado de kinks”.

30 mapeamento entre os comportamentos em altas e em baixas temperaturas no modelo de Ising é chamado
transformagao "dual". Neste caso, o Hamiltoniano obtido com os operadores duais 1, u3 possui a mesma forma do
Hamiltoniano inicial com os operadores o1, 03, expressando um simetria do modelo chamada “autodualidade”. Esta
propriedade revela que as propriedades em baixas e em altas temperaturas sdo mapeadas umas nas outras. Como

implicacao direta temos que os autovalores satisfazem:
EM\) =AEO\D onde X é o parAmetro que induz a transicao de fase

Se considerarmos o gap de massa A()) e supormos que ele se anula em algum ponto (nico), é necessario satisfazer
A = A"! uma vez que se o gap é nulo para \ ele também o é para A~!. Logo, o ponto critico serd A. = 1, como

encontramos anteriormente.
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Recentemente, um estudo publicado na Science revelou experimentalmente que, de fato, exéticas
simetrias podem emergir e governar o espectro de excitagoes em cadeias de spin de Ising préximas
ao ponto critico [17]. Um excelente sistema para a andlise foi utilizado, a saber: o ferromagneto
isolante quase 1D CoNbyOg. Neste ferromagneto, os fons magnéticos Co?t estdo arranjados em
cadeias em zig-zag quase isoladas ao longo do eixo ¢, com forte eixo de anisotropia devido a efeitos
de campo cristalino [Fig.2.6A].

O sistema CoNb2QOg ordena-se ferromagneticamente a temperaturas abaixo de Ty =2.95 K e
os momentos magnéticos apontam na direcao local de Ising, contida no plano ac do cristal. Dessa
forma, com a aplicacdo de um campo magnético externo ao longo do eixo b é possivel induzir a
transicao de fase. Neste caso, o campo critico é Bo = 5.5 T.

O diagrama de fase [Fig.2.6B] mostra a competicdo entre a interagio de troca ferromagnética e
o campo magnético transverso. Neste contexto, as excita¢oes esperadas sdo (i) pares de kinks, cuja
representacdo é [T1/], ... > abaixo de B¢ e (ii) quase particulas de spin virado | = —«——, ... >
acima de Bo. Notamos que os kinks interpolam-se entre dois estados fundamentais degenerados

com magnetizacao espontinea ao longo de eixo +z e -z, respectivamente.
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Figura 2.6: A) Cadeia de Ising em zig-zag no ferromagneto CoNb2Og. B) Diagrama de fase da

cadeia de Ising em campo transverso. Figura retirada da referéncia [17].

Para criar as quase particulas, a cadeia de spins é excitada através de espalhamento ineléstico
de néutrons do tipo spin-flip [Fig.2.7A]. Quando (B<B(), cada néutron vira um spin da cadeia,
o0 que gera um par de paredes de dominio, ou kinks, que podem se propagar. Quando (B<B¢), o
néutron também virar um spin, porém esta excitacao ndo pode se propagar uma vez que o sistema
paramagnético possui apenas um unico estado fundamental.

Apos criar as quase particulas, analisou-se o espectro de energia em funcao do vetor de onda ao
longo da cadeia L para campos magnéticos transversos proximos ao valor critico [Fig. 2.7]. Para
a fase ordenada (B<B() [Figs. 2.7B e C|, o espectro é um continuo, com contornos dispersivos e

bastante espesso no centro da zona (L = 0). Este continuo decorre do espalhamento por um par de
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kinks. A medida que se aumenta o campo magnético, este continuo aumenta em largura de banda.
Para a fase desordenada (B>B¢) [Fig. 2.7E], o espectro torna-se totalmente diferente e é dominado
por um unico modo bem definido, que é justamente a assinatura de uma fase paramagnética
quéantica. No ponto critico [Fig. 2.7D], o sistema é governado por flutuacées quanticas, ao invés
de térmicas, e possui tracos de ambos os espectros.

E interessante notar que no presente projeto estudaremos a evolucio temporal de estados iniciais

ferromagnéticos com um tnico spin virado, idénticos aqueles obtidos no experimento descrito acima.

Magnetically Ordered ® Paramagnet Transverse

‘R > Field

0.2 0 0.2 -0.2 0 02 04 -02 0 02 02 0 02 04
L (rlw) L (rlu) L (rha) L {rlu)

Figura 2.7: A) Ilustracdo do “flip” de um spin através do espalhamento de néutrons. (B-E)
Intensidade de espalhamento para quatro valores de campo magnético transverso como funcao
da energia e do vetor L, que é a diferenga vetorial entre os momentos inicial e final do néutron

espalhado (em unidades de 27 /c).

Antes de analisarmos a dindmica do sistema com impureza, é interessante voltarmos as curvas
de dispersao da Fig. 2.4. Observamos outra caracteristica importante, a saber, a auséncia de
nesting, o qual é caracterizado por pontos de inflexdao nos quais as derivadas primeiras possuam
o mesmo valor e as derivadas segundas sejam nulas. Graficamente, o nesting pode surgir se dois
trechos da curva de dispersao forem paralelos, o que ndo acontece na Fig. 2.4.

Nos processos de relaxagédo em cadeias XY de spin 1/2 ha uma conexdo entre a existéncia de
nesting e gap no espectro do Hamiltoniano e o surgimento de modos criticos, cuja relaxacao é
mais lenta que outros modos. Conjecturou-se que este slowing down do processo de relaxacdo é
universal para Hamiltonianos de sistemas de spin 1/2 unidimensionais nos quais estes fenomenos

estao presentes. Testaremos esta conjectura para o sistema com uma impureza.



Capitulo 3

Dinamica de Excitacoes

Espacialmente Nao-Homogéneas

Neste capitulo, estudaremos a evolucao temporal das componentes de Fourier da magnetizacao
em cadeias de spin 1/2 com uma impureza. Primeiramente, elucidaremos o método utilizado e a
grandeza analisada. Em seguida, utilizando o espectro de autovalores e autovetores obtidos tanto
analiticamente quanto numericamente no Capitulo 2, analisaremos como a magnetizagdo da cadeia
relaxa em func¢ao da condi¢do de contorno e do numero de sitios da cadeia. Primeiramente, revi-
saremos 0 caso em que o sistema possui condicao de contorno peridédica nos operadores fermiénicos
e compararemos os resultados com aqueles obtidos anteriormente no grupo através do método da
fase estacionaria — limite de tempo e cadeia infinitos [7]. Em seguida, trataremos as condicoes
de contorno nos operadores de spin, elencando as diferencas observadas entre as duas abordagens.
Para condigoes periédica e antiperiédica nas varidveis de spin veremos que as relaxagoes, quando
existem, coincidem até a primeira reconstrucao parcial e sdo amortecidas por uma lei de poténcia.
Por outro lado, para os casos de impureza arbitraria, cuja resolucao deve ser numérica, observamos

um amortecimento distinto, no qual as componentes de Fourier nao se extinguem completamente.

3.1 Grandeza de Interesse

Como discutido na secao 1.2, o calculo de funcoes correlagao dependentes do tempo nao é
o método mais adequado para o estudo das propriedades dindmicas de interesse neste trabalho.
Dessa forma, devemos seguir outra abordagem que revele de forma direta informagdes a respeito da
evolugdo temporal de ndo equilibrio de um observével fisico A, independentemente de quao longe

o estado inicial esteja do estado de equilibrio.

24
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Com este intuito calcularemos médias do tipo:
< A>;= Trp(t)A] (3.1)
onde p(t) & a matriz densidade que satisfaz a equagio de Liouville:

(1) = [, p(1) (3.2)

Este tipo de célculo fornece informacoes a respeito do comportamento global da cadeia e das
criticalidades na relaxacao. Poucos resultados exatos sao conhecidos para os célculos destas médias.
Em especial, Berim e Kessel mostraram que solucoes exatas podem ser obtidas no caso em que a

matriz densidade é um funcional de apenas uma componente do operador de spin [18]:

p(0)=F(S7") ~v=uz,y2 (3.3)

Esta condicao pode ser preparada em sistemas reais a baixas temperaturas através de um campo
magnético fortemente nio-homogéneo na direcdo 7. E importante salientar que a hipétese (3.3)
nao restringe a forma da matriz densidade. Pelo contrario, ela é arbitraria em uma das coordenadas
e pode descrever pacotes iniciais nao homogéneos ao longo da cadeia. Esta hipétese é vantajosa
para o célculo analitico uma vez que os termos contidos nas médias que independam da coordenada
escolhida sdo nulos.

Dessa forma, a quantidade de interesse a ser analisada neste trabalho é a componente z depen-

dente do tempo da magnetizacao espacialmente nao homogénea:

(S§)e = Tr[p(t)S5)] (3.4)

onde p(t) é€ a matriz densidade; Q ¢ o nimero de onda que caracteriza a ndo homogeneidade espacial

do estado inicial e S € a transformada de Fourier da magnetizagao definida como:

N

S5H(t) = Z S7(t) expliQn] (3.5)

n=1
onde N é o namero de sitios da cadeia, o parametro de rede foi convencionado a = 1 e os valores

de @ sao dados por:

2mq , N N

o (3.6)

Devido & invariancia do trago sob permutacoes ciclicas de seus argumentos temos a identidade:

(S5t = (55(t))o = Tr[p(0)55(t)] (3.7)

a qual permite calcularmos a média com p(0) ao invés de p(¢).
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Para obter resultados exatos sao necessarios os seguintes passos:

1. Diagonalizar o Hamiltoniano utilizando a representacao de férmions através da transformacao
de Jordan-Wigner. Para os casos analiticos, utilizou-se também as transformagoes de Fourier

e de Bogoliubov. No final, obtemos um sistema de férmions independentes sem spin;

2. Colocar S;, em termos dos operadores fermionicos {n,n'} a fim de obter sua dependéncia

temporal,;

3. Tomar a média do resultado anterior, Sg (t), com a matriz densidade inicial dada pela eq.(3.3).

O primeiro passo foi descrito no Capitulo 2. Os dois ultimos serdo descritos nas proximas
se¢Oes. Primeiramente, revisaremos o caso periddico nas varidveis fermionicas (C-ciclico). Alguns
calculos detalhados sdo mostrados no apéndice A. Em seguida, tomaremos os casos de condicoes de
contorno periédica e antiperiédica nas varidveis de spin. Por fim, analisaremos o caso de impureza

arbitraria nas varidveis de spin.

3.2 Revisao do Caso com Condicoes de Contorno Peri6édicas

nos Operadores Fermidnicos

A partir da definicdo da transformada de Fourier da magnetizacio, eq. (3.5), expressamo-la em

funcio dos operadores {C,,,C}}:

N

So(t) = Z[cl(t)cnu) -5 | (3:8)

n=1
Através da transformada de Fourier (2.21) tratamos a grandeza de interesse no espago dos

momentos:

o
M=

l(z \ﬁ 7zkan ) (Z \ﬁ e*'np, o (t )) - ;] exp(i@Qn)

N
l ~emilk— W+ @npt () ] Z ~ elQn (3.9)
bl (

1

3
Il

Mz

[\D

n=1

N
tbr—q(t) — 5562,0

*M
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Neste ponto, a primeira consideracao a respeito da condicao de contorno torna-se necessaria.
Estudos anteriores [7, 11, 12] fazem uso da invariincia translacional sob os operadores {bk,bz}
para facilitar os calculos através da translagdo k — k + Q/2. Isto implica condi¢des de contorno

periodicas sobre os operadores fermionicos:

1 . 1 .
Cny1 = zzielk(N“)b;C =C = Zie’kbk (3.10)
P VN w VN

E importante notar que neste caso especifico de condicdes de contorno periddicas, tomar a
periodicidade nos operadores de spin implica duas possibilidades para os operadores fermionicos:
ciclica (periddica) ou néo ciclica. O caso tratado na literatura e revisado nesta segdo corresponde ao
caso ciclico. Na préxima secao generalizaremos o resultado para condigoes de contorno periodicas
e antiperiédicas nas variaveis de spin.

Através da eq. (3.10) podemos obter os valores de k permitidos:

= 2mm m= Ny N

— A1
N 2 2 (3.11)

Lembramos que a limitacao sobre o intervalo —m < k < 7 advém da conservacdao do nimero
de estados do sistema, 2%, isto &, N sitios que podem estar ocupados ou desocupados.
Devido a tais condic¢oes de contorno em k£ é possivel realizar a mudanca de variaveis no somatorio

k—k+Q/2:

SH(t) =D bl (t)bg(t) — géQ,O (3.12)
k

ondep=k + Q/2eq=k + Q/2.
Para expressarmos S(fg(t) em termos dos operadores que diagonalizam o Hamiltoniano, substi-

tuimos a transformacio de Bogoliubov na eq.(3.12):

Sé(t) = Z [ (Cosepcoseq)n;(t)nq(t) — i(cosﬁpsinﬁq)nip(t)niq(t)
K N (3.13)
+ i(sindpcosby)n—p ()ng (t) + (Sin9psiﬂ9q)77—p(t)771q(t) - 5562,0

A dependéncia temporal dos operadores {ny, 7],];} é bem conhecida:

Mk (t) = e "k (3.14a)
ni(t) = nle™rt (3.14b)
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Com a insercao desta dependéncia obtemos:

z Q- it
S5(t) = Z[ Tye™? tn;nq — Tye'? tnf_pniq
k N (3.15)
—iQt —iQ~
+ Tae ™ g + Tae™ o’y ] = 0.0

onde definimos
T = cosbpcosl, Ty = icosbfpsin,
T3 = isind,cosb, Ty = sinfpsind, (3.16)
0F = wp £ wy

Como os valores permitidos de k possuem simetria k < —k, podemos levar o somatorio para

k > 0. Notamos que:

Ti(=k) = Ti(k) Ta(—k) = —T5(k)
Ts(—k) = —To(k)  Tu(=k) = Tu(k) (3.17)
QF(—k) = Q% (k)

Logo, a expressao de interesse é simplicada para:

SH(t) = T(k=0)+ Y(k=m)+
Z [ (Th — T4)( et 772;7711 - e_mftﬁfpniq)
k>0 (3.18)
it —iQte
—(T» + Ts)(GQ Pofnt, — @ fn—pnq) ]

onde Y(k =0) e T(k = m) sdo os termos referentes a k = 0,7 do somatério (3.15). Se o niimero
de sitios for muito grande, podemos desconsiderar estes termos. No entanto, tratamos de sistemas
finitos e nao desejamos tomar o limite termodinamico. Portanto, estes termos serao mantidos.
Uma vez encontrada a dependéncia temporal de Sé, completamos o ultimo passo tomando a
média com a matriz densidade inicial. Dessa forma, reduzimos o problema ao céalculo de quatro

meédias designadas por produtos de operadores fermionicos que diagonalizam o Hamiltoniano:

(g Yoo o’y )os (minta ) (n-pma)g (3.19)

Estes produtos estao associados a processos em que hé transferéncia de momento Q. O céalculo

detalhado esta disposto no apéndice A.
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Por fim, encontramos a forma fechada da evolucao temporal da transformada de Fourier da

magnetizagdo para pg = F'(S%):

27
1 j—
<Sé>t =N <S<§>o Z {CrgecosQt+ (2 = Cpo)cosQtt} (3.20)
k=0
onde
Cro=1+ (h2 + 2h cos k cos Q + cos 2k:> (3.21)
Wpwy 2

Podemos destacar alguns pontos interessantes nesta expressao. Em primeiro lugar, a dependén-

cia com o estado inicial ocorre apenas através de um fator de escala complexo <S§> 0 que nos

07
diz que a dindmica é bastante insensivel ao pacote inicial.
Neste contexto, para facilitar nossa andlise, é interessante escalar o problema e estudar sepa-

radamente as parcelas referentes a Q27 e 7, ou seja:

(53),

oy = (San” + (sl (3.22)
(58),
onde
T
2V — = 2—Cro)cosQtt 3.23a
Q/t N ,Q
k=0
NEEEE -
(So) = i CrgcosQt (3.23b)
k=0

Outros pontos importantes sobre o comportamento destas expressoes serdo apresentados nas

proximas subsecoes.

3.2.1 Reconstrugoes Parciais

A evolugdo temporal das componentes de Fourier (Sé}fr)e (Sé)ﬁf)da magnetiza¢do para sis-
temas finitos revela uma caracteristica tnica destes sistemas, a saber, a reconstrucao parcial do
estado inicial. Como era de se esperar, quanto maior o numero de sitios da cadeia, menor a inten-
sidade da reconstrucao. No limite N — oo hé infinitos graus de liberdade e o sistema relaxa sem
reconstruir-se, uma vez que o estado inicial tende a percorrer todo o espaco de Hilbert do sistema.
E importante notar que o estado inicial precisa ser arbitrario para que isto ocorra e esta condicio
é satisfeita por aqueles estados definidos por uma matriz densidade dependente apenas de uma

componente do operador de spin.
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Na Fig. 3.1 estao dispostas as evolucbes temporais para alguns valores de N. FElas sao os-

cilatérias e para um nimero de sitios pequeno, reconstroem-se quase totalmente. Por outro lado,

4 medida que N

no tempo.

aumenta, o sistema relaxa com um amortecimento dado por uma lei de poténcia
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Figura 3.1: (S@EH e (Sé)g_) vs. t (em unidades arbitrarias) para h = 0.6, Q = 27/3 e valores

de N = 6,12,36,60. Para <Sé>§+)podemos dizer que ha relaxacdo com N = 36. Por outro lado,

para <S’é>§7)a relaxagao se estabelece com N = 60.
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O namero necessario de sitios para que haja amortecimento das oscilagdes depende de @, h e

), responsaveis por frequéncias de oscilacdo altas, relaxam

dos modos analisados. Os modos (S@ff
para N = 36 para h = 0.6 ¢ Q = 27/3, Fig.3.1. Por outro lado, os modos <SCZQ>E7), responsaveis
por frequéncias de oscilagao mais baixas, relaxam apenas para N = 60. Esta relaxacao nao aparece
de modo abrupto, ou seja, nao ha um ndmero de sitios acima do qual o sistema relaxa e abaixo do
qual nao ha qualquer relaxacdo. Porém h& um ntimero para o qual o sistema relaxa de modo que
podemos fitar em bom acordo uma, lei de poténcia na envoltoéria.

Notamos que em ambos os casos as oscilagoes ocorrem em torno de zero, o que reflete a simetria
de translacao do Hamiltoniano, como discutido na segao 1.2.

Podemos determinar um tempo ¢, especifico no qual ocorre a primeira reconstrucdo parcial do
sistema. Esta reconstrugdo é a evidéncia de que o sistema € finito e, consequentemente, nao relaxa
verdadeiramente.

Observamos que o tempo de reconstrugdo varia linearmente com o nimero de sitios da cadeia:
tE(N,Q,h) = fX(Q,h) N 3.24
E(N,Q.h) = F(Q.h) (3.24)

isto é interessante uma vez que esperariamos uma dependéncia com o ntimero de estados acessiveis
ao sistema.

Além disso, ha também uma dependéncia com os valores de @Q e h. A Fig. 3.2 mostra o tempo
de reconstrucao para as parcelas (Sé)gﬂ e (Sé)gf) em fungao do ntimero de onda @ para dois
valores de campo magnético transverso h. Em geral, observamos que quanto maior () maior ¢}
e menor ¢ . Veremos que neste caso, o aumento de ¢ pode ser relacionado ao aparecimento de

modos criticos.

N=1000 h=02 N=1000 h=06_

30000 . 4000 .
B + 1 L +
25000 oot - oL
L - tr 1 3000} [ tr -
20000} .
= r 1 =
= 15000F - = 2000
10000} .
. . 1000
5000} .
0 | L 1 L 1 L 1 L 1 1 1 ] O L 1 L 1 1 1 L 1 1 1
0 0.2 .6 0.8 1 0 0.2 .6 0.8 1

04 0 04 0
Q/m Q/m
Figura 3.2: Tempos de reconstrucdo ¢ (em unidades arbitrarias) em funcio do nimero de onda

@ para valores de campo transverso h = 0.2,0.6.
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Por outro lado, a Fig. 3.3 mostra que este mesmo tempo de reconstrucao diminui & medida que
0 campo transverso aumenta para um dado valor de @ fixo. Este fato pode ser entendido se lem-
brarmos que quanto maior o campo transverso maiores as flutuacoes quanticas e consequentemente

menor a relaxacdo do sistema.

N=1000 Q=0.8%
15000 ¢ © T vt T T T

T
e {

> 7

Figura 3.3: Tempos de reconstrucio ¢ (em unidades arbitrarias) em funcdo do campo transverso

h para o nimero de onda @ = 0.87

Outro ponto importante é a coincidéncia das evolugdes temporais (S§ )+, (S@,Eﬂe <Sé>§_)para
valores de N diferentes e parametros @ e h idénticos. A Fig. 3.4 mostra (Sé)gﬂpara N =12, 36, 60.
Notamos que hé coincidéncia até a primeira reconstrucdo parcial do sistema de menor N. Este fato
garante que os modos (Sé)t do sistema finito comportam-se identicamente aos modos do sistema

infinito até a primeira reconstrucao parcial.

041
T 02
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04 1 1 L 1 1 1 1 1 1
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Figura 3.4: (S@Eﬂ vs. t (em unidades arbitrarias) para h = 0.6, Q = 27/3 e valores de
N = 12, 36, 60.
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3.2.2 Pontos Estacionarios Degenerados

A rigor sabemos que ndo héa criticalidade nos sistemas finitos. Entretanto, podemos observar
neles marcas da criticalidade que ocorre nos sistemas infinitos. A presenca de fungdes oscilatérias
nas expressoes da evolucao temporal da magnetizacao induz ao estudo de pontos estacionérios
degenerados, uma vez que a existéncia destes pontos estd ligada ao surgimento de modos criticos
na relaxacdo do sistema. Quando tratamos de cadeia infinitas no limite assintotico ¢t — oo, por
exemplo, podemos transformar as somas em integrais e estiméa-las através do método na fase

. P N . P d Qi d d A . . ﬂ .
estacionaria. Neste caso, os pontos estacionarios de e 0 grau de degenerescéncia influenciam
fortemente o conhecimento da relaxacdo uma vez que a interferéncia destrutiva serd dominante,

t i0 t d t is a taxa de variagdo de QF lagdo a k for nul
exceto para regioes em torno de pontos nos quais a taxa de variacao de em relacao a k for nula.

Dessa forma, definimos os pontos estacionérios através da equacao:
o+

dk
onde QF foi definido na eq. (3.16).

=0 (3.25)

Graficamente, nas regides em que ha pontos estacionarios degenerados das funcdes QF na
variavel k, tais funcoes sao aproximadamente constantes em um intervalo do dominio de k£ maior
que nos pontos nao degenerados.

Analiticamente h4 trés solugoes para a equagio (3.25) com Q7, a saber:

K =0 nao degenerado
kf = =« degenerado em @Q = Q. até 32 ordem (3.26)
ky = arccos(—+cosQ/2) h < h .

arccos(—hcos@/2) h > h.
onde h. é o campo magnético transverso critico do modelo de Ising com campo tranverso no sistema
infinito, isto é, h. = 1.
O ponto estacionario k;f é definido apenas para @@ > Q. e é degenerado apenas quando @ = @,
situacdo na qual torna-se igual ao ponto ky .

O ponto critico é definido da seguinte forma:

2arccos(h) h < h,
Qe = (3.27)
2arccos(1/h) h > h,

Para a parte 2~ temos apenas um ponto estacionario:
arccos(—hcos@/2) h < h,
ki = ( @/2) - (3.28)
arccos(—+cosQ/2) h > h

o qual s6 é degenerado, infinitamente, para Q = 0.
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A auséncia de degenerescéncia nas funcgdes 2~ parece indicar que neste caso ndo ha comporta-
mento critico. Além disso, estudos anteriores associaram a criticalidade em (Sé}gf) & presencga de
nesting na curva de dispersdo [11]. Isto porque ha uma alta ‘densidade’ de parcelas em (Sé)gf)
cujos periodos de oscilagao sao maiores que o tempo de reconstrucao parcial. Estas parcelas de
baixas frequéncias sao diferencas entre energias muito préximas, as quais estao associadas a pares
de autoestados sendo um autoestado situado em um dos vales da curva de dispersao e o outro
autoestado situado em outro vale. Logo, esta alta ‘densidade’ no sistema finito indica a existéncia
de nesting no sistema infinito.

Porém, como discutido na secao 2.4, no caso de Ising este fendmeno nao ocorre. Sendo assim,
analisaremos daqui por diante apenas a parcela (Sé)§+).

Além dos céalculos analiticos realizou-se também uma andlise de graficos como o mostrado
na Fig.3.5 buscando regides em k da funcio Q' praticamente constantes, nas quais ha pontos
estacionérios degenerados. Com isso determinou-se o niamero de onda () mais préximo da condi¢ao
de degenerescéncia.

Para h = 0.2 a funcao Q% possui valor praticamente constante em k ~ 7 no intervalo 0.87 <
Q < 0.97. Para h = 0.6 este intervalo ocorre para valores menores de @, a saber, 0.57 < Q < 0.67.

Este comportamento é uma indicacdo de que o Q. é menor quanto maior o campo magnético

transverso.
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Figura 3.5: Fungdo Q7 e sua primeira derivada vs. k/m para valores de

0.2,0.6. H4 regices nas quais Q7 ¢é praticamente constante.
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A eq. (3.27) nos informa o mesmo resultado. Substituindo os valores h = 0.2,0.6 encontramos
os pontos criticos Q. = 0.87187 e 0.59037, respectivamente, como se esperava da anélise grafica.
Estes pontos estacionérios sao degenerados quando as derivadas superiores também sao nulas. Na
parte inferior da Fig. 3.5 observa-se que a derivada primeira sempre se anula em k = 0, 7, que sao
08 pontos kf e k;r encontrados analiticamente na eq. (3.26). Além disso, h& um ponto estacionério,
k$, dependente do valor de Q.

Nos pontos criticos Q. do presente sistema obtemos degenerescéncia de ordem trés, como

ilustrado na Fig. 3.6.

h=02 Q=Q, =0.8718n

Figura 3.6: 490 vs. k para N = 1000, h = 0.2 ¢ Q = Q. = 0.8718.

Como a criticalidade esta ligada a tais pontos, esperamos observar uma mudanca na relaxacao

da magnetizacao nestes valores de @) criticos.

3.2.3 Ajustes com Lei de Poténcia

Procuraremos agora a marca da criticalidade no amortecimento das evolug¢oes temporais dos
+) s . - . . .
modos <Sé>§ Jaté a primeira reconstrucao parcial. Partimos do pressuposto de que este amorteci-

mento é dado por uma lei de poténcia no tempo do tipo:

y(t) = (%r”@ (3.29)

onde hé dois parametros livres 7 e vg.
A idéia para este ajuste advém do calculo de integrais através do método da fase estacionaria.
Neste método, as evolucoes temporais no limite assintético ¢ — co sao decompostas em séries de

funces oscilatérias e amortecidas por leis de poténcia:

n

; t + o t _
SZ oo K" ’L@j{t " Vn + an Z®7L t(_ v, 3'30
(Sehise ~ 3 KoeH ) 3 KO () (3:30

onde o indice n especifica os pontos estacionarios.
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As envoltérias foram encontradas da seguinte forma: primeiramente as funcgdes sdo calculadas
discretamente no tempo com intervalos dt = 0.1; em seguida, sdo selecionados os maximos locais
desta configuracao; posteriormente, sdo selecionados os méaximos dos maximos locais, até que se
encontre um ajuste fino da envolvente monotonicamente decrescente através de minimos quadrados.

O procedimento descrito ¢ ilustrado na Fig. 3.7.

N=1000 h=02 Q=02n N=1000 h=02 Q=02n
04t § 0.4} §
T 02 1 = o2} §
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N o 0 % N o 0 \Vasav
N N
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0.4f § 0.4 §
0 1000 2000 3000 0 ' 350 ' 100

N=1000 h=02 Q=094n N=1000 h=02 Q=0.94x
02
:. WW'H”!”\”H\'WI’U“\‘\ J
o A
&4 | \
Op]
Vv
0.2
0 5000 t 70000 15000 750 7000 1250

Figura 3.7: (Sé)gﬂ vs. t (unidades arbitrarias) para uma cadeia com N = 1000 sitios e campo
transverso h = 0.2. (& esquerda) Evolugdo temporal até a primeira reconstrugdo parcial. (& direita)

Selecdo de méaximos locais para a envoltoria.

Fica evidente a mudanca na envoltoria da relaxacdo. Através dos ajustes observamos que ha
uma mudanga no expoente vt de 3/2 para 1/2. Entretanto, ndo ha um ponto especifico no qual
esta transicdo ocorra bruscamente. Pelo contrario, como mostrado na Fig. 3.8 ha uma faixa de
valores de @ na qual o expoente diminui de maneira mais suave!, mostrando um efeito de tamanho

finito.

1Pode haver incerteza no expoente visto que alguns maximos utilizados podem ser escolhidos de forma aleatoria.
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N =1000 h=0.2 N=1000 h=0.6
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Figura 3.8: Expoente 1/5 para dois campos transversos: h = 0.2, 0.6.

Podemos também analisar a criticalidade em funcao do campo magnético transverso reduzido
h. A Fig. 3.9 mostra que para um ndmero de onda fixo? Q = 0.87 o expoente v+ também sofre
uma mudanga de 3/2 para 1/2; como era esperado, visto que h& uma dependéncia de Q. com o
campo transverso e vice-versa.

No entanto, para campos grandes este expoente volta a crescer. Este comportamento nao era
esperado, uma vez que ndo ha pontos estacionarios degenerados nas funcoes Q% associados a estes

parametros.

N=1000 Q=08

1.5

1.25

Figura 3.9: Expoente u(g em funcdo do campo transverso h para o nimero de onda @ = 0.87.

2Fixamos um valor para que se possa observar a transi¢io entre o expoente v+ = 3/2 para campos transversos

pequenos (pois @ = 0.87 < Q. nestes casos) e o expoente v = 1/2 para campos transversos maiores.
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Neste momento, é interessante voltarmos nossa atencao para a parcela <Sé)§7) . Se a inves-
tigarmos em fun¢do do campo transverso h, encontraremos que h& também uma mudanca no
comportamento do expoente Vg para h > 1. Dessa forma, o expoente 1/('5, que possuia valor 1/2,
passa a ter valor 3/2 e Vg que possufa valor 3/2, passa a ter valor 1/2, como é mostrado na Fig.
3.10.

1.25F 1

0.75F .

0.5, 1 ) 1 ) 1 ) ] ) 1]
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25

Figura 3.10: Expoente v, em funcao do campo transverso h para o namero de onda @ = 0.87

Exatamente no campo critico h. = 1, os expoentes 1/5 e Vé convergem para um valor vg ~ 1.
Para ter maior certeza a respeito destes expoentes, é necessario estuda-los sistematicamente em
fun¢do do tamanho do sistema. A Fig. 3.11 mostra o comportamento de ug e Vg em fungao do

inverso do tamanho da cadeia.

0.5-L . 1 . 1 . 1 . 1 .
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
1

N

Figura 3.11: Valores de v* em funcdo do inverso do tamanho da cadeia.
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As barras de erro referem-se ao processo de ajuste da lei de poténcia. Nele, ha alguns méaximos
escolhidos em detrimento de outros. Como tal escolha é arbitraria, ha um erro associado a cada
ajuste. De qualquer forma, percebemos que os expoentes tendem ao valor v* = 1, o qual situa-se
exatamente entre os dois valores dos expoentes em h < h. e h > h,.

E importante ressaltar a diferenca entre as duas mudancas que observamos no valor dos ex-
poentes. Na primeira delas, V5 muda de 3/2 para 1/2 e V¢ Permanece 0 mesmo, isto €, 3 /2. Neste
caso, a mudanca indica um comportamento critico, uma vez que esta diretamente associada aos
pontos estaciondrios degenerados das funcoes que sdo argumento dos termos oscilatérios (neste
caso, ) de (S):.

Por outro lado, no segundo caso h4 uma inversao dos valores dos expoentes: ”5 muda de 1/2
para 3/2 e v, muda de 3/2 para 1/2. Néo associamos a este comportamento qualquer criticalidade
uma vez que ele ndo esta associado a pontos estacionarios degenerados, mas apenas a predominincia
de cada parcela ((Sé)z(f)ou (Sé),(f)) em funcdo do campo transverso h.

Torna-se interessante neste momento comparar os resultados obtidos nesta secdo ao tratar uma
cadeia finita com os resultados obtidos para a cadeia infinita através do método da fase estacionéria
para condigdes de contorno c-ciclicas nos operadores fermionicos [7]. Para o tultimo caso, o expoente
dominante é graficado na Fig. 3.12 no plano h — Q. Notamos que o expoente u5 sofre a mudanga

3/2 para 1/2 nos valores de @ criticos e, para campos h > 1, o valor predominante é 1/2.

Po=Po (Y) ,Pe=p0(Z)
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Figura 3.12: Valores de v dominantes para o caso Ising com campo transverso arbitrario r. As

diferentes regides de @ e r sdo definidas pelas curvas Q = Q.(r). Figura adaptada da referéncia
[7].

Dessa forma, os resultados estdo em bom acordo, salvo para h = 1 quando o sistema finito

mostra que os expoentes convergem para vg ~ 1.
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3.3 Condigoes de Contorno nas Variaveis de Spin

3.3.1 Casos de Resolugao Analitica

Nas secoes 2.1 e 2.2, notamos que quando as condi¢oes de contorno sao dadas por g = +1 —
periddicas e antiperiddicas — podemos realizar uma abordagem analitica, semelhante & relatada
na secao anterior.

Dessa forma, partimos novamente da transformada de Fourier da magnetizacao (3.5), colocamo-
na em funcio dos operadores fermionicos {C,,C}} e utilizamos a transformada de Fourier (2.21)

para obter:

Sa(t) = Y [Bl) b(0)] — Jda 4=k-Q (3:31)
k

onde ressaltamos que os valores permitidos de &k sao determinados pelas condi¢oes de contorno nas
variavéis de spin. Estes valores estao dispostos na secao 2.1.

Neste caso ndo faremos qualquer suposicdo a respeito de simetrias nos operadores fermionicos,
uma vez que tratamos de um caso no qual as condigoes de contorno sdo impostas no Hamiltoniano
de spin. Veremos que, apesar desta diferenca, a criticalidade desenvolve-se de forma idéntica em
ambos 0s casos.

Substituindo a transformacao de Bogoliubov (2.22) diretamente na equagio anterior temos que:

Sé = — %5@70 + > | (cosGkCOSHq)mi(t)nq(t) - i(cos@ksineq)n,i(t)niq(t)
+ i(sinfrcosfy)n_k (E)ne(t) + (sinf_gsind_)n_(t)n' ()]

—q

O préximo passo consiste em inserir a dependéncia temporal, eq. (3.14), dos operadores fer-

miénicos {n',n}:

N i it —iqt —iQ~
55 = = 5o+ Y (Tie' tuing = Toe™™ i’y + Tse ™ gy + Tae™* Lyin’ ) (3.33)
k
onde definimos: 77 = cosfj.cost, T = icosbysind,
T3 = isinfjcosb, Ty = sinfysind,

O (k,Q, h) = wi, £ w,

A auséncia de simetria nos operadores fermionicos reflete-se aqui na impossibilidade de trans-

formarmos a soma em k > 0, apesar de ainda haver simetria k <> —k nos modos permitidos.
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Considerando o estado inicial com a matriz densidade po(S*) obtemos, através de calculos
analogos aos anteriores, a expressio para a evolu¢do temporal da transformada de Fourier da

magnetizacao:

<Sé>t = %<Sé>ozk [ FrocosQt + (1—Fjg)cosQTt ] +

(3.34)
z[ G‘,';Q sinQ~t — Gro sin Qtt }

onde a soma agora é realizada sobre todos os valores de k permitidos e os coeficientes sdo deter-

minados por:

1 2
Fro=(Ty — Ty)?= 3+ oo h% + 2hcos (k — %) cos( %) + cos(2k — Q) (3.35)
+ h cosk + h
Gt = (T, + Ty)(T, — Ty) = 24 3.36
ko = (T + Tu)(Th — Ty " +— (3.36)
_ cosq + h cosk + h
k,Q = (Tg + T3)(T2 — T3) = c — (337)

Wq WE

Notamos que <S§> 0 desacopla-se do somatoério e a dependéncia do estado inicial continua sendo
através de um fator de escala complexo.

Logo, podemos escalar o problema e separar as partes real e imaginaria:

SZ
| 450 ]: iZ[ FroeosQt + (1 Fygo)cosQtt ] (3.38)
<SQZ> N k
0
SZ
(sa), ) N " |

Analisaremos daqui por diante a parcela real (3.38) por dois motivos: em primeiro lugar,
temos que a parcela imaginaria (3.39) é nula quando N é par; em segundo, para N impar esta
parcela apresenta comportamento aleatério sem aparecimento de relaxacao. O interesse deste
trabalho consiste, entre outras coisas, em analisar o amortecimento por lei de poténcia das evolucoes

temporais da transformada de Fourier da magnetizagio.
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Uma, vez escolhida a parcela a ser analisada procedemos de maneira semelhante ao que foi feito

na secao anterior, separando as contribuicdes QF e Q7

SZ
Re| S8 | _ 155 4 (5530 (3.40)
(58),
onde

i 1

<SQ>§+) =N zk:( 1—Frq)cosQFt (3.41a)
z - 1 —

(S5)7) = i Zk: FrqeosQt (3.41b)

Evolugoes Temporais

A evolucao temporal dos modos (Sé>§+)e (Sé)i_), dispostos nas Eqs.(3.41), possui alguns
pontos relevantes. Em primeiro lugar, quando o nimero de sitios é pequeno e ainda nao ha sinais
de relaxacdo, as evolugbes para condicoes de contorno periddicas (P) ou antiperiodicas (AP) sao

diferentes, como mostrado na Fig. 3.13.

0.4f — AP 0.4 — P

>
>

20 40 60 EY 100
t

Figura 3.13: (S@Eﬂ e (Sé)g_) vs. t (em unidades arbitrarias) para N =6, h =06 e Q = 27/3

para os casos periodico (P) e antiperiodico (AP) nas varidveis de spin.
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Porém, ao aumentarmos o nimero de sitios, a relaxagao, quando existe, coincide para os dois

casos, como mostrado na Fig.3.14. Apesar de mudarmos a forma como determinanmos a condi¢io

de contorno, o sistema relaxa da mesma forma.

40 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Figura 3.14: (Sé)gﬂ e <Sé>§_) vs. t (em unidades arbitrarias) para N = 12, 36 ¢ 60, h = 0.6 e

@ = 27/3 para os casos periodico (P) e antiperiédico (AP) nas variaveis de spin.

Para os parametros h, N, @ escolhidos na Fig. 3.14 os modos (S@E"L)e (S@,E_)séo idénticos
aqueles do sistema com condi¢bes de contorno periddicas nas varidveis fermionicas até a primeira

reconstrugao parcial. Este comportamente é geral para qualquer conjunto de parametros.



3.3. CONDIQOES DE CONTORNO NAS VARIAVEIS DE SPIN 44

Além disso, o amortecimento por lei de poténcia para N impar é idéntico ao amortecimento
para N par, isto é, ndo ha dependéncia da paridade, como mostra a Fig. 3.15. Notamos que
(Sé>§+) possui um tempo de reconstrucao maior para N = 61 uma vez que se trata de uma cadeia
maior. Devido & diferenca de paridade ha uma pequena diferenca no valor de @ permitido, vide

equacao (3.6).

0 25 50 75 100

Figura 3.15: (Sé)gﬂ vs. t (em unidades arbitrarias) para N = 60 e N = 61. Os valores de Q
sdo 27/3 e 417 /61, respectivamente. A relaxacio coincide até a primeira reconstrugio parcial do

sistema de menor N.

Dessa forma, a criticalidade neste caso é independente tanto da condicao de contorno quanto

da paridade.

Pontos Estacionarios Degenerados

Seguindo novamente a defini¢io de ponto estacionério das fungées QF na variavel k, eq. (3.25),
buscamos as regides de degenerescéncia dessas fungoes, nas quais o niimero de onda ) atinge algum
valor critico.

Através da resolucdo analitica podemos obter dois dos quatro pontos estacionérios:

kY

k¥ = —m+Q/2 nio degenerado

2 nao degenerado
@/ & (3.42)

Os pontos k; e kjf séo definidos apenas para Q > Q.. E interessante notar que o valor de Q
critico é novamente dado pela equacao (3.27). Podemos observar os pontos kj e ki nas derivadas de
Q7F, mostradas na Fig. 3.16, para valores de ) maiores que Q.. Estes pontos sdo nio degenerados,

exceto no ponto critico, quando igualam-se ao ponto kj e ha degenerescéncia tripla, Fig. 3.17.
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—— Q=02 j T T T T —— Q=02
— Q=041 | — Q=041
— Q =061 — Q =057

V45 0 05 1 205
k/

Figura 3.16: Fungdao Q1 e sua primeira derivada vs. k/m para valores de campo transverso h =

0.2,0.6.

Novamente a funcido 2~ nio possui pontos estacionarios degenerados.

h=02 Q=Q =0.8718n
0.4_ T T r — :

n
0.3F -1
L -
0.2F -

I
1

I

d"Qt/dk"

‘T 05 0 05 1

Figura 3.17: €% 45 k para h = 0.2 e Q = Q. = 0.87187. Degenerescéncia tripla.

n
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Ajustes com Lei de Poténcia

Da secdo anterior sabemos que havera uma criticalidade para o mesmo valor de Q. do sistema
periédico nas varidveis fermionicas. Para confirmar esta criticalidade analisamos os expoentes v

e v~ tanto em funcao de @, Fig. 3.18, quanto em funcao de h, Fig. 3.19.

N =1000 h=0.2 N=1000 h=0.6

1.25
+> |
0.75
0.5 3
s 1 s 1 L 1 1 | 1 s s L 1 1
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 0.8 1
Q/m Q/m
Figura 3.18: Expoente v; para campos h = 0.2,0.6.
Observamos que o expoente v~ ¢é fixo no valor 3/2 para os casos ilustrados acima. No entanto,
para h > 1.0, os expoentes trocam de valor e ficamos com v~ =1/2 e v = 3/2.

N=1000 Q=081 _ N=1000 Q=038r

Figura 3.19: Expoentes l/é2 e Vg vs. h para o nimero de onda @ = 0.87.

Portanto, tendo como base os resultados desta segdo, podemos afirmar que o sistema com
condicoes de contorno perioddicas e antiperiodicas nas varidveis de spin comporta-se, com respeito
a relaxacao e a criticalidade, da mesma maneira que o sistema com condicoes de contorno peridédicas

nas variaveis fermionicas.
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3.3.2 Casos de Resolucao Numérica

Nesta secao desenvolveremos os célculos e discutiremos os resultados para o caso em que as
condi¢oes de contorno sao dadas por g < —1. Vale ressaltar que esta regiao foi escolhida tendo em
vista que, na pratica, 4tomos de oxigénio proximos a cadeias atdémicas podem gerar acoplamentos
antiferromagnéticos através da interagdo de supertroca.

Como a resolu¢éo neste caso é numérica, primeiramente calculamos a magnetizacao Sj (t) em

cada sitio j:

Si(t) = Cl(t)Cy(t) — 1/2 (3.43)

Em seguida tomaremos a média com a matriz densidade inicial, <Sj>t, e por fim calcularemos
a transformada de Fourier da magnetizacao. Esta abordagem fornecerd maior entendimento a
respeito do que acontece localmente e como o efeito da impureza se espalha pela cadeia.

Dessa forma, substituindo a transformagio inversa (2.20), a qual mapeia os operadores de

Jordan-Wigner diretamente nos operadores que diagonalizam o Hamiltoniano, obtemos:

$w=Zﬂ<%%wﬂ@ww+w%mmdm@@+
kk! (3.44)

(higgr e (Omier () + (highars ()l (£) - 1/2

onde os indices k, k' referem-se aos autovalores e autovetores da diagonalizacio numérica descrita
na secao 2.1.

Agora inserimos a dependéncia temporal dos operadores fermidnicos e definimos:

Th = gkjgw; 15 = grjhurj
T3 = hkjgk’j T4 = hk]hk’] (345)

OF = wp +wp

Com isso, temos a expressao para a média da magnetizagao:

(S5 = ( Te (nlnw)y + Toe™ (ulnl.), +
Kk’ (3.46)

T3€7iﬂ+t<77k77k-’>o + T4€7m*t<nkn’t’>0 ) —1/2
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As médias podem ser facilmente obtidas através do método ilustrado no apéndice A. Com isso,
apoés algumas manipulagoes algébricas, podemos separar as partes real e imaginaria da magnetiza-

¢ao:

N

R[(S7)e] = ZCOSQ_t{ [(Tl + T4)Z (T + T4)} + [(T1 - T4)Z<S;>0(T1 - T4)] }+

k},k}/ j/ j/

cosmt{ (T + )Y 5 (T + T) | + [(Te = T3) Y (S50 ( T — T3))] }

J’ J’

N =

—1/2
(3.47)

S[(S5)] = ZSiHQt{ |:(T1 - T4)Z%(T1 + T4)} + [(T1 + T4)Z<S;>0(T1 — T4)] }+

kK’

- ”

J’ J

smmt{ (15 - Tg)Z%(Tg + )| + (T2 + T3) 3 (8900( T3 — 1) }
J’ J’
(3.48)
Notamos que neste caso o estado inicial descrito por (Sj)o nao se desacopla dos somatorios,
indicando uma dependéncia da magnetizacao com a escolha do pacote inicial. Entretanto, a mag-
netizacao é uma grandeza estritamente real independentemente do estado inicial e, para manter a
consisténcia da abordagem apresentada, 3[(S7):] deve ser nula. Como era esperado, o esbogo da
funcéo confirma este fato.
Antes de partimos para a analise da transformada de Fourier de R[(S7)], realizaremos um
estudo da proépria magnetizacao em funcao do tamanho da cadeia e da impureza colocada, bem

como a dependéncia com o estado inicial.

Magnetizacao

Iniciaremos a anélise da magnetizacao através das evolugoes temporais para g < —1.0 e estados
iniciais nos quais um unico sitio é virado, sendo tal sitio vizinho ou nao & impureza. Primeira-
mente, utilizamos cadeias com um nimero de sitios pequeno, porém capaz de nos fornecer alguma

informacao sobre a influéncia da impureza.
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Na Fig. 3.20 observamos evolugoes temporais de (S7); para alguns sitios de uma cadeia com

N = 24 e o estado inicial no qual o spin virado (SV) pertence a ligagdo da impureza3.

1 1 1
0 25 50 75 100 0 50 100 150 200

L I L
0 50 100 150 200

| I I I I 1
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

0.4 B
N o2 §
<
G
C,)"ﬁ 0_
\
02H g
L 1 1 L 70 4 L 1 1 1
0 50 100 150 200 0 25 50 75 100
t t

Figura 3.20: (S7): vs. t (em unidades arbitrarias) para N =24, h=02,g=-15e SV = 1.

30 sitio em que ha a ligacdo da impureza é denominado sitio 1. Logo, neste caso, o spin virado esta situado no

sitio 1 da cadeia.
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Observamos que para os sitios participantes da ligacao da impureza as oscilagoes da magnetiza-
¢a0 ocorrem em torno de zero. Entretanto, & medida que nos afastamos da impureza, por exemplo
no sitio 6, as oscilacdes ocorrem em torno de um patamar positivo, uma vez que o estado inicial
de tais spins € a configuracio ferromagnética (T) e estdo localizados no centro da cadeia.

Notamos também que a partir de um tempo especifico ¢;, o valor médio da magnetizagao sofre
uma queda devido & influéncia da impureza. Em linhas gerais, o spin situado no centro da cadeia
(sitio N/2) recebe a informagdo a respeito da impureza ap6s um tempo maior, uma vez que a
informacao é transmitida através do transporte do valor médio da magnetizacdo. Este fato é
ilustrado na Fig. 3.21, a qual revela também que o tempo ¢; nao depende consideravelmente do

valor de g.

30

[\
(=]
T

10

1
0 5 10 15 20
Sitio

Figura 3.21: Tempo t; (unidades arbitrarias) no qual o sitio sente a influéncia da impureza em

uma cadeia com N = 24.

O sistema apresenta também reconstrucoes parciais da magnetizacdo, uma vez que tratamos
de um sistema finito. Estas reconstrucoes tornam-se mais escassas e menos pronunciadas & medida
que aumentamos o numero de sitios, o que é esperado.

Outro ponto importante é o comportamento de (.S j>t para valores maiores de h, ou seja, maiores
flutuagoes quanticas. Uma vez que tais flutuagoes sao responsaveis pelo transporte do valor médio
da magnetizagdo, esperamos que uma elevagao de h diminua o tempo no qual os sitios da cadeia
sentem o efeito da impureza. A Fig. 3.22 mostra esta diminui¢do para N = 24.

De modo geral, quanto maior h, mais desordenado é o comportamento da magnetizacao e maior

o numero de sitios necesséarios para observarmos processos de relaxacao.
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Figura 3.22: (S7);vs. t para N = 24 e dois valores de campo transverso (h = 0.2,0.6). A
influéncia da flutuagdo quantica reflete-se na maior rapidez com que o valor médio da magnetizacao

é transportado.

Antes de analisarmos (S?); para maiores valores de N, veremos a influéncia da mudanca do
sitio virado no estado inicial. Até agora analisamos evolu¢Ges temporais para o sitio virado na
ligacao da impureza. Neste caso, sitios proximos a ela sofrem rapidamente a influéncia da mesma.
A medida que nos afastamos da impureza, ha primeiramente uma oscilacio coerente em torno de
um valor fixo e, apdés um determinado tempo t;, o valor médio da magnetizacio sofre uma queda.

Quando modificamos o sitio virado do pacote inicial, a evolu¢io temporal da magnetizacao sofre
pequenas modificagoes para sitios proximos ao sitio virado. Nestes casos, (Sj)t perde a coeréncia
inicial (isto é, a primeira oscilacdo coerente) e oscila temporariamente ao redor de um patamar mais
baixo, como mostra a Fig. 3.23. Para sitios mais afastados ha também esta oscilacdo temporaria,

porém para tempos maiores.
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t
Figura 3.23: (Sj)t vs. t (em unidades arbitrarias) para N = 24, ¢ = —1.5, pacote inicial cujo sitio

virado (SV) estd em j = 12 e dois sitios analisados: um distante (j = 6) do sitio virado e outro

vizinho (j = 11) ao sitio virado.
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Além disso, (S7); nao oscila mais em torno de zero para os sitios participantes da ligacao da
impureza. Somente quando o sitio virado participa desta ligacdo obtemos as oscila¢does em torno
do patamar nulo. Para todas as outras situagoes (Sj)t oscila em um mesmo patamar acima de
Ze10.

E importante ressaltar que, apesar das mudancas citadas, (Sj)t ¢é bastante semelhante para
todos os outros sitios da cadeia que ndo estejam proximos ao sitio virado. O tempo t; também
permanece 0 mesmo.

A partir deste momento resta-nos analisar os efeitos que o aumento do nimero de sitios causa
na magnetizagao. Compararemos evolugoes para o mesmo sitio em cadeias com valores de N
diferentes. Consideraremos sitios com j menor ou igual & metade do ntimero de sitios da menor
cadeia em questao.

O primeiro efeito observado é o continuo aumento do tempo requerido para a reconstrucao no
valor médio da magnetizacao, ou seja, o valor médio tende a permanecer fixo por um tempo maior
em cadeias maiores.

A Fig. 3.24 mostra este comportamento, o qual reflete o fato de que quanto maior for um
sistema menor a probabilidade de reaver sua configuracao inicial. E também possivel observar na
Fig. 3.24 uma diminuicdo no patamar da primeira oscilacdo quando o ntmero de sitios aumenta,
indicando que no limite termodindmico o patamar se anula, como observado nas se¢oes anteriores

para condi¢oes de contorno periédicas e antiperiédicas.

N=24 g=-15 h=02
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Figura 3.24: (S’j)t vs. t para h = 0.2 e g = —1.5 e dois valores para o niimero de sitios: N =24 e

N = 100.

Um fato a ser ressaltado é que ndo ha qualquer comportamento anémalo quando h =1 (isto &,

no ponto critico do sistema no limite termodinamico).
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Transformada de Fourier da Magnetizac¢ao

Uma vez que as propriedades criticas do sistema de interesse estdo ligadas a transformada de
Fourier da magnetizacao, calcularemos nesta secao esta grandeza, a qual é definida da seguinte

forma:

N
(Sgh = e(S7), (3.49)

Em seguida, analisaremos suas partes real e imaginéria:

RU(SG)i] = 3 cos(Q4)(S] ) (3.50)
N
SUSG)] = 3 5in(Qi)(S})e (3.51)

As expressdes acima nos mostram que a parte real é simétrica em relacdo a @) e a parte
imaginaria é antissimétrica. Logo, precisamos somente analisar as evolugdes para @ > 0.

Podemos escalar as grandezas para facilitar a analise:

(Sg)i,  RI(SH)IRI(SH)ol + S((55):13([(55)ol

= — zZ\ R
%[<Sé>0] - RI(S5)0l% + RI(S5)0)? = (5Q) (3.52)

o (58)e ) _ SUSHIIRISE)] — RUSEIISUSH] _ .o
[<552>0] - RI(S5)0l% + RI(S5)0]? = (5Q): (3.53)

Veremos se a hipotese de amortecimento por lei de poténcia é valida neste caso. Se sim,
estudaremos os expoentes e 0s possiveis pontos criticos do sistema. Se ndo, tentaremos estabelecer
0 porqué de um novo comportamento.

Na Fig. 3.25 observamos as evolugoes temporais para uma cadeia pequena com nimero de sitios
N = 6. Primeiramente observamos que os modos nao oscilam mais ao redor de zero, como ocorria
nos casos periodico e antiperiddico. O patamar de oscilagdo corresponde a uma parcela constante
da eq. (3.49) e nédo tende a zero no limite de tempos longos em cadeias grandes, ao contrario
das criticalidades presentes no Hamiltoniano XY com campo transverso nas quais o patamar de

oscilacao vai a zero para t — o0.
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Além disso, a Fig. 3.25 indica que este patamar é maximo para o ntimero de onda @ = 0 (modo

homogéneo), tende a diminuir para valores do numero de onda maiores e se anula para @ = .
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Figura 3.25: R <S‘}>t vs. t (em unidades arbitrarias) para N =6, g = —1.5, h=02¢ SV = 1.
(SQ>0

Os valores de @ sdo dados pela eq.(3.6).

Este comportamento é um reflexo da falta de simetria de translacdo do Hamiltoniano e, conse-
quentemente, da magnetizacao nao uniforme do estado de equilibrio.

Ao aumentarmos o namero N de sitios da cadeia esperamos obter algum processo de rela-
xacdo. A Fig.3.26 mostra a evolucido temporal para diversos valores de N e um mesmo conjunto
de parametros {g, @, h, SV}. E importante notar que as parcelas real e imaginaria de (SE)/(58)0
oferecem resultados semelhantes. Dessa forma, enfatizaremos o estudo da parcela real, dada pela
eq.(3.52).

Observa-se para N = 60 a emergéncia de processos de relaxac¢io distintos daqueles analisados
anteriormente, uma vez que os modos (Sé)t nao se extinguem completamente. Estes processos nao
apresentam as criticalidades existentes nos modelos analisados anteriormente nas secoes 3.2 e 3.3.1,
ou seja, criticalidades nas quais os modos <Sé>t exibem comportamento critico nas vizinhancas de
um ntimero de onda critico Q.. Nos casos com impureza, had uma faixa mais larga de valores de Q

para os quais os modos (S§); oscilam em torno de um valor médio nao nulo.
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Figura 3.26: 3‘%[<SZ)>O] vs. t (em unidades arbitrarias) para diversos valores de N e parametros
g=-15h=02,Q=n/3e SV =1.

Trabalhos anteriores mostraram que, no subespaco de uma onda de spin*, o modelo de Heisen-
berg XXZ com impureza resulta em processos de relaxacao semelhantes aos encontrados nesta
dissertacao [11].

No modelo XXZ, se o estado inicial possuir spin virado em um sitio pertencente a ligacao da
impureza e se houver gap no espectro da banda de uma onda de spin também emergem processos
nos quais (S3); oscila em torno de um patamar nao nulo.

Porém, se a evolugao ocorrer a partir de estados iniciais do tipo produto direto cujo tinico spin
virado esteja em um sitio longe da impureza, emergem relaxagoes oscilatérias e amortecidas por
uma lei de poténcia com expoente 1/2. Neste caso, todos os modos (S3): oscilam em torno de

Zero.

40s estados de uma onda de spin sao definidos por:
bk >= 7= 5L e®)i >, onde | >= [ 11 T (G:) T 1>
T =1 €717 >, J J

Tais estados caracterizam um subespaco de uma onda. HAa dois subespagos deste tipo, porém em ambos as

evolucbes da magnetizacao sao equivalentes quando nao ha campos externos.

Quando ha uma impureza intersticial, todos os sitios da cadeia continuam com spin % e continua sendo possivel

definir este subespago.
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No entanto, estes resultados se aplicam uma vez que o Hamiltoniano XXZ nao possui campos
externos aplicados e, consequentemente, mesmo na presenca de impurezas, a evolucao dos modos
(Sé)t no subespaco de uma onda de spin desacopla-se dos outros subespacos de S*.

No presente trabalho, para estados iniciais com um dnico spin virado nao observamos casos nos
quais todos os modos (5§ ); oscilam em torno de zero. Além disso, para ) = 7, quando o patamar

de oscilacdo torna-se nulo, ndo podemos estabelecer uma envoltéria descrita por lei de poténcia,

como mostrado na Fig. 3.27.
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Figura 3.27: %[égg;;] vs. t (em unidades arbitrarias) para N = 160, g = —1.5, h =0.2, SV =1e

valores de @) diferentes.
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O valor N = 160 é um ntmero de sitios consideravel para a anélise da relaxacao para pequenos
campos. O aumento do campo transverso h, isto é, das flutuagdo quanticas, requer um aumento
do niimero de sitios, como era de se esperar. Entretanto, é complicado aumentar N para um valor
muito maior que N = 160, uma vez que isso demandaria um tempo computacional muito grande.

As evolugoes da Fig.3.27 ilustram que o aumento do niamero de onda @ implica uma diminui¢ao
do patamar de oscilagdo. Concomitantemente, observamos também uma dimininui¢do da ampli-
tude e um aumento da frequéncia das oscilagbes. Gradativamente, tais oscilagdes tendem a desfazer
sua forma e, no patamar nulo (@ = 7), ndo ha uma lei que possa descrevé-las bem.

Outro ponto a ser notado refere-se ao fato de que a variagao do sitio virado pode influenciar
a relaxagdo do sistema devido a dependéncia do estado inicial. A Fig. 3.28 mostra as evolugdes

<Sé>t a partir de um estado inicial cujo sitio virado esta no centro da cadeia.

L5 — Q=021
Q = 171/80
. 1
A
N o 0.5
%)
Voo
I
oAb
025 00300 . 300 400 300 0 00 300 . 300400 300
1.5 T T T T T T T T T
— Q=031 . — Q=051
. — Q=5m16| — Q=41m/80
g -
A 05 |
o
%)
\ 0 E
05 Y
0 700 z<t'>o 300 300 055 100 . 200 300
1 ; . . .
—Q=08n
— Q=13w16
5 05 4
N/\
o
¢ o
_O'Sl 1 1 i 1 1 1
0 100 200 300 0 50 100 150 200
t t
. Sz . el e
Figura 3.28: %[ésg;;] vs. t (em unidades arbitrarias) para N = 160, g = —1.5, h = 0.2, SV =80
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Nota-se que para valores de ¢’ impares (¢’ = —% +1,.., %, eq.(3.6) ) o patamar de oscilagao é
negativo enquanto que para valores pares, o patamar de oscilagdo é positivo. Ambos iniciam-se com
um valor em médulo maximo e aproximam-se de zero & medida que o ntimero de onda aumenta.

Quando o patamar de oscilagao se anula em ) = 7 ha uma interferéncia construtiva responsavel
pelo aumento da amplitude de oscilacao quando o sitio virado esta longe da impureza. Neste caso,
a evolucdo temporal toma a forma de batimentos.

Resta-nos agora saber como os modos <Sé>t comportam-se em relacao ao parametro g a4 medida

que diminuimos seu valor. A Fig. 3.29 mostra o caso no qual ¢ = —3.0. A forma das evolucdes
temporais neste caso é muito semelhante & forma das evolugbes para g = —1.5, Fig. 3.27.
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Realizaram-se anédlises para diversos valores do parametro no intervalo —5.0 < g < —1.0 e
constatou-se que ndo ha diferencas significativas entre as evoluc¢oes temporais. Entretanto, notamos
que para valores de () nos quais as oscilacdes ndo sdo bem definidas (por exemplo, para @ > 0.57
na Fig.3.29) as evolucdes oscilam com frequéncias menores quando temos g menores.

Este comportamento pode ser entendido se lembrarmos que o tempo t; necessario para que a
impureza seja sentida pelo resto da cadeia nao depende de g.

Uma anilise mais atenta nos mostra que estes processos de relaxagao distintos estdo intima-
mente ligados & estrutura do espectro de energia do Hamiltoniano. Para os casos de resolucao
analitica (¢ = £1), o espectro é totalmente determinado pela relagdo de dispersdo (2.30). Os
modos oscilam em torno de zero e apresentam evolucoes oscilatorias e amortecidas por uma lei de
poténcia no tempo, a qual por sua vez, apresenta criticalidade para certos nameros de onda Q..

Por outro lado, para os casos de resolugao namerica g # £1 (inclusive g = 0, isto &, extremidades
livres), ha o surgimento de um estado ligado que se separa da banda k. Isto implica processos de
relaxacao nos quais os modos oscilam em torno de um valor médio nao nulo.

Apesar de o estado de impureza tornar-se mais fortemente ligado quando diminuimos g — isto
é, apesar de a autoenergia do estado de impureza que se separa da banda k tornar-se ainda mais
negativa —n&o héa forte dependéncia da relaxacdo com este parametro.

E importante notar que até o presente momento nossa atencao deteve-se unicamente para os
casos nos quais o numero de sitios é par. Entretanto, sabemos que, para N impar o espectro de
autovalores e autovetores é diferente. Quando g = =£1, as relaxagOes coincidem até a primeira
reconstrucao parcial e a evolucao temporal independe da paridade. Neste momento, veremos que
para os casos de impurezas arbitrarias, ha semelhancas e diferencas na evolucao temporal dos
modos (S5§): quando o nimero de sitios da cadeia é fmpar.

Em primeiro lugar, os modos continuam oscilando ao redor de um patamar maximo quando o
naumero de onda é @@ = 0. Porém, eles ndo se anulam em ) = 7, mas sim em um valor Q < 7. Ao
continuarmos aumentando o valor de @, os modos voltam a oscilar em torno de um patamar nao
nulo e cujo valor aumenta com ). Concomitantemente, a amplitude de oscilacao também aumenta
e alcanca seu valor maximo para @ = 7. A Fig. 3.30 ilustra este comportamento para uma cadeia
com 161 sitios. Neste caso, o patamar de oscilagiao anula-se em Q = 877/161 = 0.54x.

Dessa forma, hé influéncia da paridade nas evolugoes temporais dos modos nos quais impureza
tratada é arbitraria. Por outro lado, apesar das diferencas citadas, qualitativamente os processos de
relaxacao sao mantidos, uma vez que o espectro continua apresentando um estado de energia ligado

(e os autovalores deste estado ligado sdo os mesmos tanto para N = 160 quanto para N = 161).
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valores de @) diferentes.

A paridade também influencia o comportamento das evolugoes temporais quando o sitio virado
no pacote inicial ndo participar da ligacdo da impureza. Se o numero de sitios for impar, nao
teremos 0 mesmo comportamento que o ilustrado na Fig.3.28, isto é, nao teremos mais modos
alternadamente oscilando ao redor de valores positivos e negativos. Pelo contrario, & medida que
aumentamos o valor de @, os modos passam a oscilar ao redor de patamares sucessivamente mais
baixos, porém sempre positivos. Para um valor () < 7 o patamar anula-se e permanece nulo por
um intervalo maior que nos casos em que N é par. Em seguida, os modos passam a oscilar em

torno de patamares nao nulos novamente.



Capitulo 4

Conclusoes

Nesta dissertacao, realizou-se o estudo da dinamica quéntica de cadeias de spin na presenca de
uma impureza, a qual é modelada como uma condi¢do de contorno diferente em um anel de spins.
A grandeza de interesse analisada consistiu na evolugdo em tempo real (a menos de um fator de
escala) do valor médio da transformada de Fourier da magnetizacao.

As discussOes e conclusoes serdo distribuidas em trés secoes, a saber:
1. Revisao do caso periédico nas variaveis fermionicas

Nesta primeira parte, as condiges de contorno sao periédicas nas variaveis de fermioénicas (caso
C-ciclico). A diagonalizacao do Hamiltoniano foi realizada através das transformagoes de Jordan-
Wigner, Fourier e Bogoliubov. Os autovalores obtidos implicam uma curva de dispersao sem
nesting. As condic¢oes de contorno periodicas foram tomadas nos operadores fermidnicos. Assim, a
evolugdo temporal das componentes de Fourier da magnetizacdo foi obtida analiticamente a partir
de uma matriz densidade inicial, a qual por sua vez é um funcional de apenas uma componente
de spin. Este caso ja foi resolvido na literatura [7] através do método da fase estacionaria para o
limite de cadeia e tempos infinitos. Nesta dissertacao, analisamos uma cadeia finita e comparamos
os resultados obtidos pelos dois métodos.

Observamos dois fatos marcantes nas evolugdes temporais: em primeiro lugar, a relaxacdo
é oscilatéria e amortecida por um lei de poténcia no tempo (¢/7g) "?; em segundo lugar, ha
criticalidade na lei de poténcia em funcao do ntumero de onda @ e do campo transverso h.

Todos os modos (S@t oscilam em torno de zero, indicando a simetria de translacao do Hamil-
toniano. Em nosso caso emergem também efeitos de tamanho finito, como as reconstrucgoes parciais
da magnetizacao e criticalidades ndo abruptas no expoente vq. Para certos valores do ntimero de

onda (chamados criticos @Q.), o expoente 1/5 muda de 3/2 para 1/2 e a relaxa¢do torna-se mais
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lenta. Na vizinhanca destes pontos, a funcao 2, presente no termo oscilatério de (S@t, apresenta,
pontos estacionérios degenerados, indicando a presenca de interferéncias construtivas. Para h < 1,
o valor do expoente v permanece sempre 3 /2. Estes resultados estdo em bom acordo com aqueles
de [7].

No entanto, quando h = 1, ambos os expoentes convergem para 1/25 ~ 1. Este comportamento
nao foi previsto pelo método da fase estacionaria mas é observado em nossa extrapolacao no limite
N — o0.

Em seguida, para h > 1 o expoente Vg passa a ter valor 1/2 e o expoente 1/&2|r passa a ter
valor 3/2. Esta mudanca nio esta ligada a pontos estacionarios degenerados, mas somente &

predominancia de cada termo quando h > 1.
2. Casos periodico e antiperiédico nas variaveis de spin

Na segunda parte deste trabalho, tomamos as condigoes de contorno nas varidveis de spin
no Hamiltoniano de Ising com campo transverso. Neste caso, & possivel resolver analiticamente
o problema (isto ¢, diagonalizar e encontrar a forma fechada de (S7):) novamente através das
transformacoes de Jordan-Wigner, de Fourier e de Bogoliubov. Neste caso, ndo consideramos
qualquer hipétese a respeito dos operadores fermionicos. Como no caso anterior, encontramos
relaxacoes oscilatérias e amortecidas por leis de poténcia no tempo.

Além disso, as relaxacbes periddicas e antiperiddicas coincidem até a primeira reconstrucao,
indicando que a relaxacdo dos sistemas finitos com g = +1 é idéntica & relaxacao do sistema
infinito até a primeira reconstrucao parcial. Logo, as criticalidades observadas sao iguais as do caso
anterior e, apesar de haver mudancas na funcao Q%, encontram-se os mesmos pontos estacionarios
degenerados. Lembramos que estes resultados sao vélidos para cadeias com ntmero de sitios par e

impar.
3. Casos de impurezas arbitrarias nas variaveis de spin

Na parte final desta dissertacao, assumimos a presenca de uma impureza arbitraria nas variaveis
de spin, o que implica a necessidade de resolu¢ao numérica do problema. Utilizamos novamente a
transformacao de Jordan-Wigner. Na diagonaliza¢ao, encontramos um estado ligado que se separa
da banda k, isto é, da dispersao descrita pela relacao usual encontrada nas diagonalizagoes das
partes 1 e 2.

A existéncia deste estado ligado é bastante interessante e induz processos de relaxagio distintos
de uma lei de poténcia. Estes processos sao caracterizados por modos (S@t que nao se extinguem

completamente, exceto para @ = m (quando N é par) e para @ < 7w (quando N é impar).
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Além disso, observamos que a criticalidade deste sistema é diferente daquela analisada nos casos
anteriores uma vez que nao ocorre nas vizinhancas de um niimero de onda critico. Pelo contréario,
associa-se ao processo critico uma larga faixa de valores @) para os quais obtemos evolu¢oes tempo-
rais oscilando ao redor de patamares nao nulos até a primeira reconstrugao parcial da magnetizagao.
Este valor nao nulo indica que o equilibrio é alcangado com uma magnetizacao espacialmente nao
homogénea, o que reflete a falta de simetria de transla¢do do Hamiltoniano.

Os estados iniciais analisados sdo do tipo produto direto com um tinico spin virado, seja proximo
ou distante da impureza. Para N par, os casos nos quais o spin virado esta préximo & impureza
possuem modos oscilando ao redor de um patamar nado nulo, sendo méaximo em @ = 0. Este
patamar diminui & medida que o valor de @ aumenta. Por fim, em @ = 7 o patamar é nulo.

Para os casos em que o spin estd distante da impureza, hd modos que oscilam em torno de
um patamar nao nulo positivo (¢’ par) e modos que oscilam em torno de um patamar nao nulo
negativo (¢’ par). Em ambos, quando @ — m, 0 patamar aproxima-se de zero.

Outro fator importante é o campo magnético transverso h, o qual é responsével pelas flutua¢oes
quanticas. Para campos pequenos, hé oscilacoes bem definidas e é possivel analisar os processos
de relaxacao para um numero de sitios relativamente pequeno. Entretanto, aumentando h, a
relaxacao torna-se mais cadtica, causando uma diminuicao do tempo em que o sistema se reconstroi.
Neste caso, sdo necessarios maiores valores de N para que ocorre a relaxacao. Entretanto, é
invidvel aumentar o niimero de sitios para um valor muito maior que N = 160, pois assim o custo
computacional seria muito grande.

Os resultados nos mostraram também que a relaxagdo nao depende fortemente do valor de g
quando temos g < —1.0. Em primeiro lugar, vimos que o tempo para que os outros sitios da cadeia
sintam a influéncia da impureza independe de g. Além disso, a forma da relaxagdo observada no
intervalo —1.0 < g < 5.0 é basicamente a mesma.

Portanto, a insercao de uma impureza na cadeia de spins é responsavel por um estado ligado
no espectro de enrgia e consequentemente por uma relaxacao distinta daquela observada para o

caso periddico.

4. Perspectivas Futuras

Sistemas de muitos corpos, como o estudado neste trabalho, em geral sdo intrinsecamente
emaranhados. Dessa forma, pretendemos estudar o emaranhamento da cadeia com impureza e
relacioné-lo com sua dindmica. A grandeza de interesse neste caso seré a entropia linear do sistema

[20].



Apéndice A
Calculo das Médias < ngng >

O procedimento padrdo para o calculo das médias (3.19) é escrever os termos novamente na
representagao {o",0” }. As transformagdes inversas de Bogoliubov e de Fourier sdo dadas, respec-

tivamente, por:

N, = costpby — iasing,b_y (A.la)
1
b= —=) eriCy (A.1b)
P J
VN =
onde a, u = £ e adotamos a notagdo compacta nt = nT en =mn.

Com isso obtemos a expressao para o produto dos operadores fermiénicos que diagonalizam o

Hamiltoniano:
1N
nynl = N Z eilapn+uag) | cosbycostly C/CY — ipcostysing, CrCr"
jm (A.2)

P . . —ap . . —a v
— tdasind,costy C, “C; apsindpsind, C7C; ]

Utilizando as defini¢coes 3.17 e a transformacao de Jordan-Wigner expressamos o produto por:

N
1 . . _ _
nyny = i E ei(apn +paj) Ly | 1102‘0; — ,ulgagaj B al;;a;“af — a,uha;aoj "1L; (A.3)

Jjmn
Podemos agora separar o somatério em trés regides: j =n, j < n e j > n. Entretanto, pode-se
provar [18] que em médias cuja matriz densidade inicial depende apenas de uma coordenada os

termos dependentes de outras coordenadas sao nulos.
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Dessa forma, o tnico termo que sobrevive ao tomarmos a média com py = F(S%) é aquele
para j = n visto que serd o Unico independente de x e y. Neste trabalho tomaremos sempre
po = F(S%), assim como foi feito em trabalhos anteriores [11] do grupo. Para o caso de condi¢des
de contorno periodicas nas variaveis fermionicas a dissertacio [7] realiza um estudo analitico para
po = F(5%), a = z,y, z e as criticalidades observadas sio semelhantes nos trés casos.

Uma vez que j = n temos:

nynly = Zifi::ei(aﬁ“‘”-j [ Tvo§'ol — pThoio; " — aTzo; 0k — apTyo; %o " | (A.4)
Dispondo os valores para « e p temos quatro médias:

<nine 0= %5@0 + %(T1 +T4) < 85 >0 (A5)

<nint, >0= %(TQ + T3) < 8§ >0 (A.6)

< n,pnT_q >0 = %5@0 - %(Tl = Ty) <55 >0 (A7)

< T—phlg >0 = - %(Tz + T3) < 55 >0 (A.8)

onde utilizamos a identidade S7 = O’jO'j —1/2.

Com estes resultados torna-se possivel escrever (Sé)t em uma forma compacta, como é mostrado
na segdo 3.2. Para os casos de resolugdo numérica, retorna-se a representacio {o,0~ } diretamente
através de uma transformacao candnica. Neste caso, nao sao utilizadas as transformagoes inversas
de Fourier e de Bogoliubov e as médias sdo obtidas mais rapidamente pelo processo analogo ao

descrito anteriormente.



Apéndice B

Método da Fase Estacionaria para

Funcoes Reais

Se considerarmos uma cadeia infinita de spins N — oo, os somatorios das expressoes de (Sé)t
podem ser convertidos em integrais em k. Dessa forma, o problema consiste em resolver integrais

do tipo:

J(t) = OW dkg(k)expliQ(k)t] (B.1)

onde a fase Q(k)t é uma funcéo real de uma variavel real k. A fungao de amplitude g(k) pode ser
complexa.

Se o tempo t é suficiente grande, a integral pode ser evaluada assintoticamente através do
método da fase estacionaria. A idéia central basea-se no fato de que, para t — 0o, o termo
exp[i€2(k)t] oscila muito rapidamente se comparado a g(k). Assim, varios cancelamentos ocorrem,
exceto para vizinhos infinitesimais de pontos estacionérios k = k. (para os quais dS)(k.)/dk =0) e
dos pontos das extremidades k = 0, 7.

Na prética, ha complicaches se estes pontos estao muito proximos ou proximos das extremi-
dades. Neste apéndice ilustraremos apenas o caso mais simples, no qual h& somente pontos esta-
cionéarios isolados, tendo em vista que desejamos apenas termos dominantes. As deducoes foram
retiradas da ref. [19].

Mais especificamente consideraremos o caso em que o ponto estacionario isolado encontra-se no

interior do intervalo de integracao 0 < k. < 7.
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Expandimos g(k) e Q(k) em série de Taylor ao redor deste ponto e também exp{i[Q2(k)—Q(k.)—
10" (ke)(k — ke)?]}. A integral fica:

J = exp(itQ(O))/ (g0 + g1z + gox® 4+ ) {1 +it(Q32® + Qua* 4+ ..)+
—oo (B.2)

[(it)2 /21 (Q32> + Quat 4+ ..)% + .. Jexp(itQqz?)da

onde . =k — ke, gn = 9" (ke)/n!, fu = ) (2,)/n.

E permitido indroduzir limites de integrsacio infinitos devido ao fato de que k. é um ponto
estacionério isolado, ou seja, estd longe dos extremos e de outros pontos estacionarios.

Agora integramos a equacdo (B.2) termo a termo. Por simetria, poténcias impares de z” na
fun¢do amplitude se anulam e devemos apenas considerar as contribui¢ées de poténcias pares. Com

isso reduzimos o célculo a integrais do tipo:

Jon, = / z?"exp(itQqr?)dt (B.3)

— 00

Fazendo a mudanca de varidveis s = xexp(%iargQg) obtemos:

1 o0
Jan = exp[—i(n + 5)@7‘992] / s2Mexp(it|Qa|s2)ds (B.4)

onde 0 < argQls < 27 e o caminho de integragio esta ao longo do eixo real. Esta integral converge

se R(s)S(s) > 0. Entdo, utilizando o teorema de Cauchy e o lemma de Jordan:

1 :/ s™exp(ias?)ds = 2/ s2mexp(ias?)ds (B.5)
—0o 0
onde a = t|Qs] > 0.
Finalmente, com a mudanca de varidveis u = —ias? chegamos a uma forma integral conhecida:
) 0o . 1
I= (é)’“r% /0 Ut re U dy = (é)"Jr%F(n + 5) (B.6)

de modo que a integral (B.4) tem solugdo:

T o1 o argQy., i"T(n+ 1)
Ton = (o T B.7
= G el - 5 S ®.7)

onde I'(n + 3) ¢ a fun¢do gamma.
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O intuito agora ¢ agrupar os termos da expressdo (B.2) para obtermos uma expansio assintotica
em termos de (1/k)". Da solucio (B.7) temos que um termo em (B.2) com fator t™z?" tera
contribuicdo da ordem t~'/2¢™~". Assim, selecionamos os termos para os quais m —n é constante.

Os trés primeiros termos (m —n = 0, —1, —2) implicam:

Nl

m , T argS)
7~ ) i+ = 5] Qo+ @+ Qo) (B.5)
onde Qo = go
. 2
Qo = QLQt(%QZ _ %(9193529094) + %9?;;3)

— _3 15 A _ 105 B 315 C _ 3465, (34
Qu= (QQt)2[ 194t 30, " muetaa T 5 90(53) ]

A = g3Q3 + 284 + 9195 + 9ol
B = g203 4 2912304 + g0 (2 + 2Q305)
C = 919§ + 2909%94
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