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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo feito sobre defeitos em um sélido quantico for-
mado por dtomos de “He. Embora ainda nao exista um mecanismo para explicar a fase
supersoélida deste sistema, ela tem sido frequentemente associada com a presenca de de-
sordem no cristal, que pode ocorrer com a existéncia de algum tipo de defeito. O método
do trabalho reversivel é aplicado para calcular a concentracao de vacancias e a energia
livre de ligacao entre estes defeitos pontuais. Inicialmente, esta metodologia ¢é aplicada a
um solido quantico descrito por uma funcao de onda tipo Jastrow, para em seguida ser
aplicada no nosso sistema de interesse. A funcao de onda sombra é utilizada para mo-
delar o *He s6lido hcp, cujas configuracoes sao amostradas através do método de Monte
Carlo utilizando o algoritmo de Metropolis. Além da determinacao das concentragoes de
monovacancias e divacancias, nossos resultados indicam que nao existe uma tendéncia de
se formar aglomerados deste defeito, que poderia levar a uma separacao de fases. Pos-
teriormente, utilizamos o método de Peierls-Nabarro para estudar defeitos lineares do
tipo discordancias. Para isto, determinamos as constantes elasticas do material, sendo
esta a primeira estimativa tedrica destas propriedades para o hélio sélido. Nosso modelo
indica que estes defeitos lineares possuem uma tendéncia em se separar em pares de dis-
cordancias parciais. Além disso, a resisténcia intrinseca da rede cristalina desempenha um
papel importante na mobilidade destes defeitos. Portanto, um mecanismo para explicar
a fase supersélida do *He, que envolva a presenca de discordancias, deve levar em conta

esta resisténcia.
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Abstract

In this work we present a study about defects in a quantum solid formed by atoms of *He.
Although there is no mechanism to explain the supersolid phase of this system, it has
often been associated with the presence of disorder in the crystal, which can occur with
the presence of some type of defect. The reversible work method is applied to calculate the
concentration of the vacancies and the binding free energy between these point defects.
Initially, this methodology is applied to a quantum solid described by a Jastrow wave
function, to then be applied in our system of interest. A shadow wave function is used to
model the hcp solid helium, whose configurations are sampled by the Monte Carlo method
using the Metropolis algorithm. Besides the determination of monovacancy and divacancy
concentrations, our results indicate that there is not a tendency to form clusters of these
defects, which could lead to a phase separation. Subsequently, we used the Peierls-Nabarro
method to study linear defects like dislocations. With this purpose, we determined the
elastic constants of material, this being the first theoretical estimates of these properties
for solid helium. Our model indicates that these linear defects have a tendency to separate
into pairs of partial dislocations. Furthermore, the intrinsic resistance of the crystal lattice
plays an important role in the mobility of these defects. Therefore, a mechanism to explain
the supersolid phase of helium, which involves the presence of dislocations, should take

account of this resistance.
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Capitulo 1

Introducao

O elemento Hélio foi descoberto primeiro no sol em 1869 pela andlise espectral da
coroa solar. Somente em 1895 este elemento foi encontrado na Terra e tem sido, desde
entdo, um dos mais intrigantes elementos para a fisica [1,2]. O Hélio possui a carac-
teristica de permanecer liquido quando resfriado até uma temperatura préxima a 0 K em
pressoes baixas. Nesta situacao os efeitos quanticos sao importantes, sendo responsaveis
por fendmenos interessantes como a superfluidez. A superfluidez no “He foi descoberta
no final da década de 30 por Kapitza [3] e paralelamente por Allen e Misener [4]. Pouco
depois da observacao na fase liquida, a possibilidade do mesmo fenémeno ocorrer na fase
sélida foi considerada por Wolfke [5].

A fase sélida do Hélio (o is6topo “He particularmente) pode ser observada sob uma
pressao externa de no minimo 25 atm. Neste estado, os efeitos quanticos também sao
responsaveis pela possibilidade de existéncia de defeitos pontuais no cristal em 0 K, o que
nao acontece em um sélido cléssico [6,7]. O estudo detalhado sobre o papel desempenhado
por defeitos em cristais é motivado pela especulacao de que a presenca de vacancias no

solido “He poderia admitir condensagao de Bose-Einstein [8-10], dando ao sélido pro-



priedades tipicas de superfluidos. Esta nova fase, denominada de supersélido, apresenta
ordenamento de longo alcance, quebra de simetria espontanea translacional e rotacional,
que sao propriedades tipicas de um cristal, juntamente com caracteristicas de superfluido,
devida a condensacao.

A busca pela verificacao da fase supersolida desafiou a fisica experimental até recen-
temente. A observagao experimental de uma inércia rotacional nao classica (NCRI) no
“He sélido por Kim e Chan [11,12] e sua interpretacio como uma possivel manifestagao
do fluxo de massa na fase sélida, tem provocado um esforgo intensivo em investigacoes
experimentais e tedricas sobre o assunto [13-15]. Isto ocorreu porque os resultados de
Kim e Chan foram anunciados como uma provavel observacao da fase supersélida do
‘He. Enquanto nao existe um consenso sobre a origem exata do fendmeno observado, é
geralmente aceita a idéia de que esta propriedade é afetada pela presenca de desordem no
cristal em forma de defeitos cristalinos. Em principio, estes defeitos podem ser pontuais,
como vacancias ou intersticios, ou ainda outro tipo de defeito como discordancias, graos
de contorno [16-24] ou mesmo regides amorfas no sistema [25-27].

Neste contexto, o papel das vacancias tem recebido uma atencao significativa desde
as primeiras propostas tedricas de um estado fundamental supersélido. No entanto, o
seu papel permanece controverso até hoje. De um lado, calculos feitos usando integrais
de trajetdria em temperatura finita parecem sugerir que o estado fundamental do *He
sélido nao contém vacancias [28,29]. Por outro lado, foi argumentado que uma série de
questoes técnicas, incluindo a utilizacao de condigoes periddicas de contorno e um pequeno
nimero de particulas na caixa de simulacao, podem de fato impedir tais calculos de avaliar
corretamente a verdadeira natureza do estado fundamental na temperatura 0 K [20, 30].
Além disso, dados experimentais que indicam que uma concentracao de vacancias abaixo

de 0,4% nao pode ser descartada [31], bem como os argumentos de Anderson et al. [17,24],



sustentam a possibilidade de vacancias de ponto-zero no “He sélido. Esta questao da
presenca ou nao de vacancias de ponto-zero no *He sélido permanece aberta. No caso da
existéncia deste tipo de defeito, surge a necessecidade de se estudar também a interacao
entre as vacancias.

Como vamos observar mais adiante, no estudo de defeitos pontuais leva-se em conta o
fato da funcao de onda que descreve estes sistemas nao apresenta nés no estado fundamen-
tal [6,8,32,33]. Com isso, a densidade de probabilidade, calculada a partir desta funcao
de onda, pode ser interpretada como um fator de Boltzmann classico. Consequentemente,
fica possivel a utilizacao de poderosas ferramentas para estimar a concentracao deste tipo
de defeito. Neste trabalho empregamos o chamado método do trabalho reversivel para
calcular a energia livre de formacao das vacancias, estimando assim as concentracoes e
suas energias de ligacao [34,35].

Um outro tipo de defeito muito interessante de se estudar no *He sélido é a cha-
mada discordancia. Discordancias sao defeitos lineares que tém grande influéncia sobre
o comportamento de deformagdes mecanicas em sélidos cristalinos [36]. Trabalhos expe-
rimentais recentes [16,23,37] mostram que o *He sélido apresenta uma mudanca brusca
no seu modulo de cisalhamento a partir de uma temperatura critica de cerca de 200 mK.
Este enrijecimento do cristal tem sido associado com a mobilidade de discordancias. Além
disso, especula-se [16] que este fendmeno pode estar relacionado com as observagoes da
NCRI feitas inicialmente por Kim e Chan. Portanto, um modelo para tratar o supersélido
precisaria levar em conta os efeitos da mobilidade de discordancias. Apesar disso, nao
existe uma conexao precisa entre os dois efeitos mencionados anteriormente.

Embora ainda nao exista um entendimento completo sobre a fase supersdélida de sélidos
quanticos, existe uma indicacao de que discordancias estejam envolvidas com os fenomenos

macroscépicos observados. Entretanto, embora exista muitos estudos feitos sobre o com-



portamento desses defeitos em sélidos classicos, falta ainda muitos dados experimentais
especificos para o caso quantico. Atualmente, sabe-se muito pouco [38] sobre o papel
desempenhado pelas discordancias em cristais quanticos, onde os efeitos da energia ponto
zero devem ser considerados. Diante destas dificuldades, uma opcao viavel é desenvolver
abordagens tedricas para estudar estes defeitos.

Neste trabalho [39] nés empregamos o método de Peierls-Nabarro (PN) [40,41] para
modelar o comportamento de quatro tipo de discordancias em um sélido hcp de atomos
de *He. Este método leva em conta tanto contribuicoes associadas com as proprieda-
des do caroco do defeito, quanto contribuicoes dos campos elasticos de longa distancia.
Para a descricao do sistema quantico nés utilizamos a chamada funcao de onda sombra
(SWF) [42,43], que é um modelo que tem obtido bastante sucesso na descrigao de vérias
propriedades do “He nas fases liquida e sélida, como por exemplo a energia e a fracao do
condensado.

Um dos ingredientes necessarios para se utilizar o formalismo de PN é o conjunto
de constantes elasticas do sélido. Por isso, fizemos uma estimativa das cinco constantes
elasticas do sistema, o que representa a primeira estimativa tedrica destas propriedades
para o *He sélido hep. Vale destacar que todos estas estimativas foram feitas através do
célculo quantico do valor esperado do tensor stress dado pelo teorema do virial [44]. Nossos
resultados fornecem uma contribuicao importante para a compreensao da mobilidade de
discordancias em sélidos quanticos. Além disso, eles apresentam um reflexo direto das
estruturas dos carocos dos defeitos, que demonstram uma tendéncia em se dissociar em
pares de discordancias parciais.

Esta tese esta organizada da seguinte maneira: no capitulo 2 apresentamos os sistemas
formados por dtomos de Hélio, em especial a fase sélida do *He. A sua hamiltoniana é

discutida, assim como duas funcoes de onda usadas para modelar este sistema. O capitulo



3 mostra alguns detalhes computacionais utilizados ao longo de todas as partes deste
trabalho. Em seguida, apresentamos o estudo feito com defeitos pontuais tipo vacancias
no capitulo 4. Nesta parte do trabalho é feita uma estimativa da sua concentragao e
uma analise das interacoes que ocorrem entre elas. No capitulo 5 discutimos os defeitos
lineares tipo discordancias. Para isto é feita uma estimativa das constantes elasticas do
“He sélido para em seguida fazermos uma modelagem de quatro diferentes discordancias

neste sistema.



Capitulo 2

Sistemas formados por atomos de

‘He

Este capitulo apresenta a descricao que usamos para os sistemas formados por atomos
de “He em sua fase sélida. Na secao 2.1 nés mostramos a hamiltoniana do sistema e em
seguida a sua fase sélida é discutida na secao 2.2. A ultima secao apresenta duas fungoes

de onda que utilizamos para modelar esses sistemas.

2.1 A Hamiltoniana

A hamiltoniana de um sistema formado por N &dtomos de *He de massa m pode ser

escrita como

H=--—> V:+V(R) , (2.1)

onde o primeiro termo do lado direto da igualdade é a energia cinética e o segundo termo a
energia potencial de interagao entre os dtomos. O simbolo R = {ry,ry,...,ry} representa

os vetores que localizam os N dtomos. O laplaciano da Eq. (2.1) considera as segunda



derivadas em relagao as trés componentes do vetor r; que localiza o atomo i.
O potencial interatomico utilizado neste trabalho foi proposto por Aziz et al. [45] e

tem a forma

onde
Dr. 2 r
exp |:- Tm -1 ] y — < D
F(r) = ( ) " (2.3)
1, =>0D

As constantes do potencial de Aziz tem os valores relacionados na Tabela 2.1.

A( X 106) E/kB (K) (% D m (A) 06 Cg ClO

0, 5448504 10,8 13,353384 1,241314 2,9673 1,3732412 0,4253785 0,178100

Tabela 2.1: Constantes do potencial de Aziz.

Vale mencionar que Eq. (2.2) é um potencial de pares que depende exclusivamente da
distancia entre dois d&tomos r = r;; = |r; —r;|. Termos de trés corpos também podem ser
considerados na hamiltoniana, porém a inclusao destas correlagbes modificam a energia
por particula do sistema em apenas alguns décimos de kelvin [46,47] e nado devem afetar
nossos resultados. A Fig. (2.1) mostra uma comparacao entre os potenciais de Aziz, uti-
lizado por nds, e o Lennard-Jones muito utilizado nos primeiros trabalhos tedricos sobre
sistemas formados por dtomos de Hélio [33,48-50]. Vale observar que o potencial de Aziz é
ligeiramente deslocado para a direita em relacao ao Lennard-Jones, além de ter uma ener-
gia minima menor. Apesar de existirem outras propostas para potenciais interatomicos
de sistemas compostos por dtomos de *He [51-53], acreditamos que eles nao afetam quali-
tativamente os resultados encontrados. Isto porque estes potenciais introduzem correcoes

pequenas no potencial utilizado neste trabalho.
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Figura 2.1: Energia Potencial em funcao da distancia interatomica.
Comparacgao entre o potenciais de Aziz e Lennard-Jones.

2.2 A fase solida

O Hélio pode ser observado em sua fase sélida quando submetido a uma pressao acima
de 25 atm para temperaturas tendendo a 0 K. Nesta fase, a estrutura cristalina mais
favorarel quando a temperatura tende para o zero absoluto, é a hexagonal hep [54, 55],
muito embora exista em seu diagrama de fases regioes em que ele pode apresentar outro
tipo de estrutura.

Uma caracteristica importante do sélido formado por atomos de hélio é associada com
sua energia vibracional de ponto zero. Neste caso temos que a energia de ponto zero é
muito maior do que a energia térmica de maneira que efeitos quanticos do sistema podem
ser observados macroscopicamente, por esta razao ele é denominado solido quantico. Em
um sélido quantico a amplitude vibracional dos atomos em relagao aos respectivos sitios
¢ da ordem da distancia entre os primeiros vizinhos [49]. Consequentemente, efeitos
anarmonicos sao muito importantes quando vamos tratar dos modos de vibracao deste

solido.



A importancia dos efeitos quanticos no sistema pode ser verificada analisando o parametro

de de Boer-Blaisse [56]

N (2.4)

o(me)t/?’
onde o e € sao os parametros do potencial de Lennard-Jones ajustados para o sistema de
particulas de massa m. O parametro A é simplesmente uma razao entre o comprimento de
onda térmico de de Broglie e o que é a magnitude do caroco duro do potencial Lennard-
Jones. Na pratica, quanto maior o valor de A mais importante sao os efeitos quanticos.
Na Tabela 2.2 listamos alguns valores de o e € para alguns elementos juntamente com o
valor do paramento A. Vale observar que o Hélio é o elemento mais quantico dentre os
que foram relacionados. Seguindo este mesmo raciocinio, um sélido formado por atomos

de Xenonio é o mais classico dentro os listados na mesma tabela.

Elemento o(A) €(K) A
He 2,556 10,22 0,426
Ar 3.45 119,3 0,029
Xe 3,97 228,0 0,010

Tabela 2.2: Parametro de de Boer-Blaisse para alguns elementos junta-
mente com os parametros o e € do potencial de Lennard-Jones.

No final da decdda de 60 comegaram a surgir especulagoes [9,10,57] sobre a possivel
existéncia de um comportamento superfluido em sélidos quanticos como os formados
por atomos de Hélio. A existéncia desta fase “sélida superfluida”, ou simplesmente su-
persolida, foi associada com a existéncia no cristal de defeitos pontuais tipo vacancia.
Esta idéia inicial proposta por Andreev e Lifshitz [57] tinha como base a possibilidade
da existéncia de um condensado de Bose-Einstein de defeitos do tipo vacancias. Leggett
sugeriu [10] que a propriedade da inércia rotacional nao cldssica (NCRI, do inglés nonclas-
sical rotational inertia), observada no *He liquido superfluido, poderia ser a melhor forma

de observar o estado supersoélido. Isto seria uma consequéncia da presenca de um con-
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densado, como no caso do liquido, originando uma fase supersélida. A observacao recente
de uma NCRI de 4tomos de *He na fase sélida a baixas temperaturas pode ser atribuida
a um comportamento tipo superfluido deste sistema [11,12]. Este comportamento foi
observado tanto para o Hélio confinado em um canal anular de uma célula experimental
COmMo em meios porosos.

Kim e Chan [11] usaram um péndulo de torsao para medir o periodo ressonante da
amostra como funcao da temperatura. Eles observaram uma queda abrupta da inércia
rotacional do sélido confinado abaixo de uma temperatura critica proxima de 200 mK. A
Fig. (2.2)(a) mostra um esquema do arranjo experimental usado para verificar a NCRI
no *He sélido [11]. Em um dos experimentos o *He liquido passa por um pequeno tubo
interno na haste do péndulo e é colocado em uma célula contendo um vidro bastante
poroso chamado de Vycor. Apds este vidro ser preenchido pelo liquido, uma pressao
externa é aplicada para que ocorra a solidificacao. A porosidade do vidro da origem
a uma quantidade muito grande de defeitos. Com o Hélio solido dentro da célula o
péndulo é colocado para oscilar e o periodo de oscilagao é verificado. A Fig. (2.2)(b)
mostra o resultado encontrado por Kim e Chan para diferentes amplitudes de oscilagao
do péndulo. Em todos os casos, verificou-se queda abrupta do periodo ressonante do
sistema a temperatura mencionada anteriormente.

O primeiro mecanismo [57] proposto para explicar o comportamento superfluido em
cristais quanticos envolvia a presenca de defeitos pontuais do tipo vacancia no sistema. A
presenca destes defeitos possibilitariam um fluxo de matéria através do sélido, explicando
assim a fracao de massa que se desacopla do movimento no péndulo de torcao. Em um
trabalho recente [17], Anderson, Brinkman e Huse adotaram este ponto de vista. Além
disto, experimentalmente nao se pode descartar a possibilidade de uma concentracao de

vacancias abaixo de 0,4% [31].
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Figura 2.2: a) Esquema representando o péndulo de torsao utilizado
para a observacio de NCRI no *He sélido. Extraida da referéncia [11]
b) Resultado obtido para o periodo ressonante do péndulo feito para
diferentes amplitudes de oscilacao. O grafico mostra uma queda abrupta
do periodo em uma temperatura proxima de 200mK.

Ao lado das observacoes experimentais da NCRI, confirmadas por diferentes gru-
pos [16,5861], a fase sélida do *He apresenta um comportamento incomum de outras
propriedades, como por exemplo do médulo de cisalhamento. Medidas recentes feitas por
Day e Beamish [16] mostraram um aumento abrupto do médulo de cisalhamento a partir
da temperatura critica de 200 mK. Este efeito depende fortemente da amplitude do strain
que ¢é aplicado na amostra, além de ser sensivel a impurezas de *He [62]. A Fig. (2.3)
mostra o resultado obtido por Day e Beamish onde eles medem o moédulo de cisalhamento
em funcao da temperatura. Pelo grafico podemos observar o comportamento mencionado
anteriormente para esta propriedade do sistema. A figura também apresenta medidas
tipicas da NCRI obtidas por Chan.

Apesar de todos os trabalhos feitos, nao existe um entendimento preciso entre as me-

didas das propriedades eldsticas [16,62] e o desacoplamento do *He sélido nas oscilagoes
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do péndulo de torgao [11,12]. O enrijecimento eldstico tem sido atribuido a resposta de

discordancias méveis e seu aprisionamento provocado pelas impurezas de 3He em tem-

peraturas baixas. De qualquer forma, uma vez que estes dois fendmenos parecem estar

relacionados, acredita-se que um modelo para o “He supersélido deve considerar o efeito

da mobilidade de discordancis. Por conta disso, o interesse em estudar este tipo de defeito

tem crescido bastante.

Au/Au(18 mK)

=0= 0.3 p.p.m. (NCRI) |
=0=1p.p.b. (NCRl) |

T T T

0.3 p.p.m. J
85 p.p.b.
1 p.p.b.

: : : : T
0.02 0.08 0.04 0.06 0.10
Temperature (K)

0.20 0.30 0.40

Figura 2.3: Anomalia no médulo de cisalhamento do *He sélido para di-
ferentes concentracoes de impurezas de *He. Os valores encontrados sao
escalonados com o valor obtido para a temperatura mais baixa (18mK).
Os circulos abertos com as linhas representam os dados obtidos para a

NCRI. Figura extraida da referéncia [16]

2.3 Modelos de funcao de onda

Nas préximas subsecoes vamos apresentar os modelos de fungoes de onda utilizados

neste trabalho. Os mesmos foram obtidos de calculos

variacionais muito usados para

descrever sistemas formados por atomos de *He nas fase sélida e liquida. Na subsecdo

(2.3.1) apresentamos a forma mais simples, conhecida

como funcao de onda Jastrow.

Na subsecao (2.3.2) apresentamos uma das melhores descrigoes para estes sistemas, a

chamada funcao de onda sombra.
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2.3.1 A funcao de onda Jastrow

Um produto de pares do tipo Jastrow é talvez a maneira mais simples de se modelar
uma fungao de onda para sistemas de “He. A fungiao de onda Jastrow (JWF) pode ser

escrita como

N
Uy(ry,r,.ory) =[] for) o g =1Iri—r;
i<j=1
1 N
= exp [—ﬁg’U(T”)] s (25)
7]

onde f(r;;) é uma fungdo de pares que tipicamente é pequena para r;; pequeno e aproxima-
se de uma constante quando r;; é grande e que depende de um parametro ajustavel.
O termo u(r;;) é o chamado pseudopotencial. Note que a funcdo acima é totalmente
simétrica com respeito a troca das coordenadas de dois atomos quaisquer, como deve ser

nos sistemas formados por bésons. Uma forma para o pseudopotencial bastante usada

an=(3) (26)

onde b e m sao parametros que minimizam o valor esperado do hamiltoniano. O primeiro

para o Hélio [6,33,50] é

trabalho que utilizou a Eq. (2.5) para modelar o *He foi feito por McMillan em 1965 [33]
mostrando bons resultados para a fase liquida. Este estudo foi capaz de descrever corre-
tamente a fracao de particulas que estao em um condensado de Bose-Einstein compondo
o mecanismo que explica o comportamento superfluido deste sistema.

Uma outra caracteristica da JWF é que ela é a solucao exata [6,34] da equagao de

Schrodinger de um sistema de muitos corpos no estado fundamental cuja a hamiltoniana
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é escrita como

H = i —h—2V2 + h u'(ry) | u' () — 2 u” () | +
n — om m = Y K T Y
[U (le) (4 (T1k> Ijj - Tik + Pljk] ) (27)
1<j<k

onde u' e u” sdo a primeira e a segunda derivada do pseudopotencial, respectivamente.
Os termos 1j; e Iy, sao vetores unitarios associados com as posigoes relativas dos pares de
particulas (i, j) e (i,k), respectivamente e, Py representa as demais permutagoes ciclicas
do termo de trés corpos.

A JWF também pode descrever um sélido se ajustarmos convenientemente os parametros
em uma densidade maior. Apesar disto, a energia deste sistema é excessivamente alta por
causa da forte localizagao das particulas. Na pratica, um sélido quantico descrito por uma
JWEF' é muito rigido como pode ser observado através do calculo da razao de Lindemann,
que esta relacionada com a amplitude vibracional dos atomos.

Existem outras funcoes de onda que modelam de forma mais adequada o “He na fase
solida, como por exemplo, a funcao de onda sombra que vamos apresentar no préximo
topico. Entretanto, é interessante estudar o modelo da JWF por apresentar uma fase

solida com um pseudopotencial de forma bastante simples.

2.3.2 A funcao de onda sombra

Uma melhoria na JWF escrita na Eq. (2.5) foi feita por Nosanow [48] introduzindo
na funcao de onda um termo de um tnico corpo que localiza a particula em torno de um

sitio da rede. A chamada fungao de onda de Nosanow-Jastrow (NJWF) pode ser escrita
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CcOo1mo
N

~C> (v - 1i)2] : (2.8)

=1

Uy = exp [—% > (g) m] exp

i#]

onde C' é um parametro que acopla a particula a um sitio através de uma gaussiana.
Observe que a NJWF necessita da introdugao de uma rede cristalina a priori cujos sitios
sao localizados pelo conjunto de vetores I, com k=1,..., N.

De fato a inclusao do termo de um corpo fornece um valor razoavel para a energia
do *He sdlido [49,50,63]. Porém, isto viola a propriedade de simetria da fungao de onda
para permutacoes de particulas. Ao contrario da funcao de Jastrow, a NJWF nao é
translacionalmente invariante como deve ser a funcao de onda que descreve um sistema
de bdsons.

Outra melhoria importante na descricao variacional de sistemas de *He foi introduzida
por Vitiello et al. [42] com a chamada fun¢ao de onda sombra (SWF). A SWF tem
a capacidade de descrever corretamente varias propriedades destes sistemas nas fases
liquida e sélida usando a mesma forma funcional para os dois casos [43,64]. Uma outra
grande vantagem ¢é que a solidificagao do sistema acontece naturalmente de uma quebra
espontanea de simetria prépria das correlagoes entre as particulas.

A SWF é simétrica, translacionalmente invariante e uma das melhores descrigoes dis-
poniveis para sistemas de *He. Ao contrdrio de Nosanow-Jastrow, ela nao necessita da
imposi¢ao a priori de uma rede na descricao da fase solida. A SWF é escrita em termos de

uma integral em todo o espago de um conjunto de varidveis auxiliares S = {s1,s2,...,Sy}

Us(R) = 15(R) / as [T otr ~sus(s) . (2.9)

onde os 9’s sao fatores de Jastrow, o primeiro depende das coordenadas dos atomos
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e um pseudopotencial da forma de McMillan ¥;(R) = exp {_% sz\ig (%>5}7 o outro
Ys(S) = exp |— Zf\i i 5V(asij)] depende do potencial interatomico V' reescalonado e da
distancia s;; = [s; — s;| entre as varidveis auxiliares ¢ e j. Este dltimo termo estabelece
uma interacao entre estas variaveis auxiliares que sao chamadas de particulas sombra.
Além disso, as particulas sombra sao acopladas as reais através de um fator gaussiano
O(r; —s;) = exp [-C|r; — s;]?].

Uma vez que existe uma integracao em todo espacgo das variaveis auxiliares S, a SWF
tem dependéncia apenas em R. Os parametros b, C, d e v sdo aqueles que minimizam o
valor esperado do operador hamiltoniano em um calculo variacional e foram otimizados
por MacFarland et al. [43]. Existem também outras formas de tratar a correlagao entre as
particulas sombra que utilizam geralmente uma forma de McMillan anédloga aquela usada
em 17 (R) [42]. Apesar disso, o uso do potencial V reescalonado fornece uma energia mais

baixa para o estado fundamental do hélio, por esta razao consideramos esta forma para

g tal que nossa SWF pode ser explicitamente escrita como

Ue(R) = Hexp [—% (i) ] /dSHeXp [—Cr; — si]?] Hexp =6V (asqj)] . (2.10)

i<j "ij i<j
onde dS = dsidsy...dsy. Os parametros utilizados na descricao dos atomos de hélio
através da SWF foram otimizados para a densidade de fusdo usada neste trabalho [43].

Estes parametros fornecem o mais baixo valor esperado do hamiltoniano do sistema e

estao relacionados na Tabela (2.3.2).

p(A) bA) CAT) §K o«
0,0294 2,76 0,8725 0,11 0,875

Tabela 2.3: Parametros variacionais utilizados na funcao de onda sombra para a
densidade de fusao p = 0, 0294 A
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Figura 2.4: Pseudopotenciais das particulas reais (linha cheia) e sombras
(linha tracejada) em fungao da distancia relativa.

Vale a pena observarmos que, na fungao de onda escrita na Eq. (2.10), fixamos o
parametro m = 5 reduzindo assim a quantidade de parametros que definem o modelo
utilizado por nds. Esta consideragdo é comumente feita [42,43] e é motivada pelo fato
de que, a solugao da equacao de Schrodinger para um sistema de duas particulas intera-
gindo com o potencial de Lennard-Jones, implica em m = 5 quando a distancia entre as
particulas tende para zero [65].

A Fig. (2.4) apresenta uma comparagao entre os pseudopotenciais utilizados para as
particulas reais e as sombras. A forma de McMillan utilizada para as particulas reais
resulta em um pseudopotencial puramente repulsivo andlogo a interacao de um sistema
classico de esferas macias. Para as particulas sombra, o potencial interatomico de Aziz
deslocado e reescalonado introduz uma parte atrativa no psedopotencial.

A SWF tem obtido muito sucesso na descricao de sistemas formados por *He por mo-
delar muito bem o comportamento real destes sistemas. Além de fornecer os melhores

valores para a energia nas fases liquida e sélida [43], ela também calcula corretamente
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a fracdo do condensado no superfluido dentre outras propriedades importantes. Uma
vez que esta funcao de onda permite-nos estudar defeitos no sistema, como vacancias e
discordancias, os resultados fornecidos por este modelo podem ser importantes na com-

preensao do comportamento destes defeitos no *He sélido.



Capitulo 3

Simulacoes

Neste capitulo vamos apresentar alguns detalhes importantes das simulagoes compu-
tacionais feitas neste trabalho. Na se¢ao 3.1 falamos rapidamente sobre o algoritmo de
Metropolis [66] usado para amostragem das configuragoes no método de Monte Carlo. A
segao 3.2 traz uma breve abordagem sobre o método de Parrinello-Rahman [67,68] que
¢ bastante util quando trabalhamos com uma caixa de simulacao que pode variar em

volume e formato. Finalmente, na secao 3.3 consideramos os efeitos de tamanho.

3.1 Amostragem de configuracoes pelo método de
Metropolis

Dada uma fungao de onda modelo (¥) que descreve um sistema de N bdsons intera-
gentes, podemos calcular valores esperados de operadores quanticos, como por exemplo a

hamiltoniana da Eq. (2.1) para um sistema composto de atomos de He. Neste caso, este

19
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valor esperado ¢ a energia total do sistema

f \If* R)dR
E=(H ) 3.1
Podemos ainda reescrever a energia da Eq. (3.1) na forma
L 2’@%RR>dR 1)

ou ainda

E = /p(R)ELdR (3.3)
onde E; = Z¥ & a chamada energia local e p(R) é uma densidade de probabilidade que
podemos amostrar através do método de Monte Carlo,

I‘I’( )|2
R)= —F7-"— 3.4

Analisando a Eq. (3.3) podemos notar que a energia do sistema é escrita como sendo
uma média ponderada da energia local, sendo o p(R) o peso desta média. Logo, se
amostramos um determinado nimero N de configuragoes distribuidas de acordo com pro-
babilidade p(R), a energia total pode ser estimada fazendo simplesmente

N
F— zz‘:l EL(Ri)
N Y
desde que o valor de N seja suficientemente grande.
Para amostrar as N configuracoes distruibuidas de acordo com a densidade de pro-

babilidade usamos o algoritmo de Metropolis [66]. Partimos de uma configuragao inicial

qualquer R;. Em seguida, deslocamos aleatoriamente uma das particulas do sistema para
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obtermos uma nova configuracio R}. Avaliamos entao |U(R;)|* e aceitamos a nova confi-

guragao se o seu valor for maior do que |¥(R;)|?. Quando este valor avaliado for menor,

é sorteado um nimero aleatorio ¢ entre 0 e 1 e a configuracao é aceita se EE;%};F > (.
Em todos os casos contrarios aos anteriores a configuracao tentativa é rejeitada. Chama-
mos um passo de Monte Carlo a realizacao de N tentativas de se mover aleatoriamente
uma das particulas do sistema, aceitando ou rejeitando a nova configuragao através do
algoritmo de Metropolis.

Quando realizamos este tipo de amostragem é necessario sempre descartar uma certa
quantidade de configuracoes no inicio do processo. Este procedimento que chamamos
de equilibracao serve para garantir que as configuragoes amostradas estejam realmente
distribuidas de acordo com |¥|%. Além disso, as amostras coletadas nao sao totalmente
descorrelacionadas. Para eliminar ao maximo estas correlacoes devemos tomar algumas
medidas. A primeira delas é ajustar o deslocamento aleatério realizado de maneira que
a aceitacao do Metropolis nao seja maior do que 50%. Outro procedimento necessario é
o de dividir em blocos as configuragoes amostradas e formar médias das grandezas que

queremos estimar em cada um deles. Este procedimento permite o correto calculo das

incertezas estatisticas.

3.2 0O método de Parrinello-Rahman

Quando trabalhamos com simulacao computacional é bastante comum usar uma
caixa de simulacao com condicoes periddicas de contorno juntamente com a convenc¢ao
da minima imagem [69,70], estas consideragoes sdo para evitar o surgimento de efeitos
de superficie quando estamos interessados nas propriedades de “bulk” do sistema. No

estudo de alguns tipos de defeitos, como discordancias por exemplo, é necessario promo-
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ver varios tipos de distorgcoes na caixa de simulacao, gerando assim uma necessidade de
se reajustar as condicoes periddicas a cada distorcao feita na caixa. Nestas situagoes, a
aplicacdo do método desenvolvido por Parrinello e Rahman [67,68] é bastante util. A
seguir apresentamos este método que foi adotado em nossas simulagoes.

Inicialmente vamos considerar que temos um sistema composto de N particulas ar-
ranjadas em uma caixa de simulagao ortorrombica cujos lados sao definidos pelos vetores
L,, L, e L,. O volume da caixa pode ser determinado fazendo Q = L, - (L, x L,). A
configuragao destas particulas (R = {ry,rs,...,ry}) é determinada pelos vetores que as
localizam dentro da caixa. Para uma determinada particula ¢ o vetor que localiza sua

posicao pode ser escrito como

r; = &Ly, + Ly + GL. (3.6)

onde os termos &;, 1; e (; variam entre 0 e 1. Podemos também escrever a expressao acima
da forma

r, = hSi s (37)

onde o vetor s; tem suas componentes (&;,7;, (;) variando entre 0 e 1. A matriz h escrita
na Eq. (3.7) tem nove componentes e, no caso de uma célula ortorrombica, ela é uma

matriz diagonal escrita como

L. 0 0
h = | 0 L, 0 (3.8)
0 0 L.

A estratégia para utilizarmos esta idéia de Parrinello e Rahman é construir uma caixa

de simulagao cibica de lado 1 que nao varia sua forma ou volume durante a simulacao.
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Para isto, basta multiplicar Eq. (3.7) dos dois lados pela matriz inversa de h, isolando
assim o vetor s;,

si=h'r; . (3.9)

Agora todas as condigoes periddicas e a convencao da minima imagem sao realizadas nesta
nova caixa com as coodernadas escalonadas s. Neste mesmo espirito, a distancia entre
duas particulas seré calculada fazendo r; = (s; — s;)G(s; — s;) onde G é o tensor métrico
definido como

G=nhh , (3.10)

onde h' é a matriz transposta de h.

A grande vantagem de se usar a matriz h para fazer as simulagoes estd na facilidade
de se promover variagoes no volume do sistema e distor¢coes em seu formato. Nao é dificil
notar que uma mudanca no volume pode ser feita simplesmente mudando os valores dos
termos que estao na diagonal da matriz h. Outras distor¢oes na caixa com o intuito de
modificar o seu formato sao feitas atribuindo valores diferentes de zero para os elementos
fora da diagonal. Contudo, em termos das coordenadas s a caixa permanece cubica sem
alteracao de seu volume, nao havendo assim a necessidade de modificar as condig¢oes de
contorno. Como vamos observar mais adiante, no estudo de defeitos como discordancias,
faz-se necessario submeter a caixa de simulacao a diferentes distorcoes. Neste sentido,
a metodologia apresentada nesta secao mostra-se bastante 1til por fazer as deformagoes
levando em conta as condigoes periddicas de contorno de maneira eficiente e simples.

Utilizando o método de Parrinello-Rahman descrito nesta secao, a maneira de provocar
um strain em um cristal é relativamente simples. O tensor strain representa as possiveis
deformagoes que podemos fazer no cristal e é definido no Apéndice A. Para impor as

deformagoes é necessario inicialmente introduzir um estado de referéncia do sistema a
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partir do qual faremos as deformacoes. Este estado pode ser definido a partir de uma
matriz hy, que no nosso caso corresponde a matriz do sistema sem deformacao escrita
na Eq. (3.8). Neste estado de referéncia, a posi¢cdo de uma particula qualquer pode ser

escrita a partir de suas coordenadas s;
r'? = hys; . (3.11)
O tensor strain pode ser escrito [68], dentro deste formalismo, como

€ =

(hg_lgho—1 - ]1) , (3.12)

N | —

onde G é o tensor métrico definido na Eq. (3.10) e I é a matriz identidade. De acordo
com o strain definido na Eq. (3.12), podemos determinar a matriz h do sistema apds

estabelecermos a distor¢ao através da relagao

G=h'h=h, (2¢+1)h, . (3.13)

Desta forma, uma deformagcao qualquer feita sobre o sistema pode ser interpertada como
uma modificacao nos elementos da matriz h de acordo com a Eq. (3.13).

A Fig. (3.1) mostra uma representacao de uma possivel deformagao de cisalhamento
provocada no sistema pela aplicacao de uma forga externa F. Observe que, neste caso,
a forca F distorce a caixa na direcdo x de um valor Ax. Na abordagem feita por nos,
para realizar uma deformacao onde a forca externa provoca um cisalhamento na dire¢ao
do plano basal da rede hcp, devemos atribuir um valor para os elementos €, e €,,, em
seguida determinamos a matriz h através da Eq. (3.13). Com estas distorgoes é possivel

calcular as constantes eldsticas do sistema relacionando a deformagcao com o stress causado
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no sistema, conforme apresentado no Apéndice A.

AX — e ke

Figura 3.1: Representacao das deformacoes feitas na caixa de simulagao
para calcular as constantes eldsticas do “He sélido.

3.3 Efeitos de tamanho

Quando fazemos calculos de propriedades de sistemas fisicos, como por exemplo o
da sua energia livre, temos uma limitacao computacional por nao ser possivel realizar
uma simulacao com uma quantidade muito grande de particulas. O uso de uma caixa de
simulacao finita introduz os chamados efeitos de tamanho. Para eliminar estes efeitos,
nos calculamos a energia livre para diferentes niimeros de particulas N. Em seguida,
construimos um gréfico da propriedade como funcao de 1/N, de forma que seja possivel
fazer uma extrapolacdo para um sistema infinito fazendo 1/N — 0.

Esta estratégia ¢ empregada nesta tese no estudo das vacancias. Como vamos mostrar
mais adiante, a energia livre de formacao do defeito é estimada para diferentes niimeros
de particulas. Em seguida, fazemos a extrapolacao para determinar esta propriedade para

um sistema macroscopico e assim encontrar a concentracao de vacancias.



Capitulo 4

Vacancias

Neste capitulo vamos abordar os defeitos pontuais do tipo vacancia e maneiras de se
calcular sua possivel concentragao em um sélido quantico. Fazemos uma breve introdugao
na secao 4.2 sobre a importancia de se estudar este tipo de defeito diante observagoes
experimentais recentes. A secao 4.1 apresenta um tratamento termodinamico que se baseia
na minimizagao da energia livre de Helmholtz para calcular a concentragao de vacancias.
Na secao 4.3 mostramos o método do trabalho reversivel, que é bastante eficiente para se
calcular energias livre. Em seguida, a secao 4.4 mostra de maneira sucinta a aproximagcao
harmonica, cujo resultado é 1til em uma analise da importancia dos efeitos anarmonicos
no estudo deste tipo de defeito. Finalmente, a secao 4.5 apresenta os resultados obtidos

por nos utilizando os modelos JWF e SWF.

4.1 A concentracao de vacancias

A determinacao da concentracao de vacancias em um cristal classico requer a mini-

mizagao de sua energia livre com respeito ao nimero total de vacancias n [71]. A energia

26
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livre de formagao de uma monovacancia no cristal f, é definida como a diferenca

onde F(N — 1) e F(N) s@o as energias livre de Helmholtz do cristal contendo N — 1
particulas e uma vacancia, e N particulas sem nenhuma vacancia, respectivamente. A

energia livre de um sistema de N particulas e n; monovacancias pode ser escrita como

(4.2)

F=F(N)+nif, — kgTln {M} ,

onde o tltimo termo do lado direito da igualdade pode ser escrito como T'Scont € Scont
¢ a chamada entropia configuracional que esta relacionada com o nimero de maneiras
que nés podemos arranjar as n; monovacancias nos sitios da rede. Observe que quando
o numero de vacancias é zero na expressao acima, F' reduz-se a energia livre do sistema
sem defeito.

No equilibrio termodinamico a energia livre é minima e o nimero de vacancias pode

ser determinado tomando a derivada da Eq. (4.2) com respeito a nq,

OF

ony \v,r

—0, (4.3)

N
= f, — kpTln {ﬂ}
ny

onde consideramos que N > ny, limy_.o 5 # 0 e aplicamos a aproximagao de Stirling no
termo com o logaritmo. Consequentemente, a concentracao de monovacancias ¢, é dada

por

o= q=e |-, (14)

n
N kgT

Um raciocinio andlogo ao anterior pode ser feito para determinar as concentracoes
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de divacancias (cg,), trivacancias (cs,) e assim por diante. Para um sistema contendo
ni monovacancias e no divacancias, por exemplo, a energia livre de Helmholtz pode ser

escrita como

F = F(N) —f- nlfv + 2n2fv —f- ngff; — TSCOHf(’I’Ll, TLQ) (45)

onde f, e f£ sdo as energias livre de formacao da monovacancia e de ligacao da divacancia,
respectivamente. A energia de ligacao é definida como f£ = f,, — 2f,, com fs, sendo a

energia livre de formacao da divacancia

N -2
fa = F(N = 2) = S=—=F(N) . (4.6)
onde F(N — 2) é a energia livre do sistema contendo N — 2 dtomos e duas vacancias
adjacentes.
No dltimo termo da Eq. (4.5), Scont(n1,n2) representa a entropia configuracional as-
sociada com o numero de maneiras em que os defeitos podem ser distribuidos nos sitios

de rede. Para este nosso sistema podemos escrever

N! 2N
Sconf(nl, n2> = kB In X 2 (47)

nl'(N—nl)' ng‘(%—HQ)'

onde z é o nimero de coordenacao. Para nossos propositos estamos considerando que as
concentracoes dos diferentes defeitos sao suficientemente pequenas tal que as interacoes
entre eles podem ser desconsideradas.

A minimizagao da energia livre com respeito a ny fornece a concentracao de divacancias

B
Coy = —C, €XP [ 2v } : (4.8)
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Portanto, uma vez que conhecemos o custo de energia livre necessario para criar uma
unica vacancia, a concentragdo de monovacancias pode ser encontrada usando a Eq. (4.4).
Além disso, se temos a energia de ligacao da divacancia, a Eq. (4.8) nos da a concentragao
deste defeito. As energias livre podem ser calculadas utilizando o método do trabalho
reversivel que vamos apresentar na secao 4.3, ou ainda fazendo uso de uma aproximagao
harmonica, como mostraremos na secao 4.4. Uma comparacao dos resultados encontrados
com estes dois métodos pode nos dar uma ideia clara da importancia da inclusao de efeitos
anarmonicos na estimativa da concentragao de defeitos pontuais.

Para calcular a concentragao de trivacancias (cs,), ou algum aglomerado maior des-
tes defeitos, o raciocinio utilizado é analogo ao anterior. Sendo assim, nao é necessario

apresentarmos maiores detalhes para a obtencao de cs,, dada por

B
€30 = 3C9yCy €XP [%] , (4.9)

onde f£ é a energia livre de ligagio de uma trivacancia. Neste trabalho é feita uma
estimativa das energias livre de ligagao para a divacancia e também para a trivacancia
em um sélido de *He modelado por uma SWF. Uma andlise desses valores pode nos dar
uma indicacao sobre a interacao entre vacancias e se existe alguma tendéncia de se formar

grandes aglomerados do defeito.

4.2 Fatores de Boltzmann

Uma vez que os dtomos de *He sdo bésons, a funcao de onda ¥ que descreve o estado
fundamental de N dtomos nao possui nés [6,8,32,33]. Por causa desta caracteristica,

podemos verificar que a densidade de probabilidade |¥|? pode ser formalmente escrita
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como um fator de Boltzmann classico do tipo exp [—kBLT} . Isto significa que este sistema
formado por datomos de *He possui uma descricao que é equivalente a de um sistema
classico de N particulas interagindo através do potencial U em uma temperatura absoluta
T. A partir desta correspondéncia entre o mdédulo ao quadrado da funcao de onda e o
fator de Boltzmann, iremos tratar o sistema quantico usando as ferramentas da mecanica
estatistica classica. Assim, através do calculo da energia livre deste sistema classico
ficticio, obteremos uma estimativa da concentracao de vacancias de ponto zero do sistema
quantico.

De uma maneira geral podemos escrever a funcao de onda que descreve o estado

fundamental de um sistema de N bdsons interagentes como

exp [—36U(R)]

V(R) = o~ ,

(4.10)

onde Qy é uma constante de normalizacao, 5 = (kgT)~! e kg é a constante de Boltzmann.
E interessante observar também que Qy é a funcao de particao do sistema cléssico ficticio.

Conforme mencionado, a probabilidade de encontrar o sistema de bdsons com uma
dada configuragao R é dada pelo médulo quadrado de W(R). Esta probabilidade é equi-
valente a de encontrar esta configuracao no correspondente sistema cléssico ficticio. Com
base nisto, nds nao esperamos que as caracteristicas deste cristal ficticio classico sejam

radicalmente diferentes do sistema quantico descrito pela funcao de onda.

4.2.1 O fator de Boltzmann associado a \1'3

A um sistema quantico descrito por uma JWF é possivel associar um correspondente
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classico formado por N esferas macias interagindo através do potencial

UR) =S ulry) =Y (;)m | (4.11)

i<j i<j Y
Dentro do espirito deste trabalho, a simulacao de um sélido quantico descrito por uma
JWF é equivalente a um sélido classico onde as particulas interagem conforme a Eq. (4.11)
com kg1 = 1.

Esta equivaléncia foi utilizada por Hodgdon e Stillinger [6] para calcular a concentragao
de vacancias em um sélido quantico descrito pela Eq. (2.5). Para isto empregaram uma
aproximagao harmonica para estimar o custo de energia livre de Helmholtz necessario
para formar uma tunica vacancia no cristal. Como veremos mais adiante, nosso trabalho
mostra que a inclusao de efeitos anarmonicos €, como esperavamos, muito importante na
determinacao desta concentracao.

Os parametros b e m do potencial de esferas macias podem ser ajustados para uma
determinada densidade do sistema. Estes valores estao associados com o grau de maciez
das esferas, de forma que quanto maior estes parametros mais rigidas elas se apresentam.
Neste trabalho consideramos o parametro b otimizado para o sistema classico no ponto de
fusao [72]. Convenientemente, escolhemos m = 6 para estabelecer uma comparac¢ao com

os resultados reportados por Hodgdon e Stillinger.

4.2.2 ¥% como um fator de Boltzmann

Assim como no caso da JWF, a constante de normalizacao () corresponde a funcao de

particao de um sistema classico ficticio. Tomando o quadrado da SWF podemos escrever

Uo(R)? = iszJ(R)? / / asas' [ ot —sws() [[ 00— shus(s). (1.12)

1=
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Observe que é necesséria a introducao de outro conjunto de variaveis auxiliares S’ =
{s!,s),...,sy}, ao considerarmos o quadrado de Wg. Integrando a expressdo acima em

todo o espaco temos

N N

QN = ///deSdSIZﬂJ(R)Q 1_‘[(9(1'Z — Sz)wS(S) HQ(FZ _ S;)iﬂs(S’) : (4.13)

i=1 =1

que é a funcao de particao de um sistema classico formado por 3N particulas cuja interagao

¢ dada pelo potencial

N 5 N N
UR,S.9)=> (i) + O Ity =i + [t — s + 6 [Viasy) + Vias))] .
i<j i i<j
(4.14)
Sendo assim, as configuracoes de um sistema de dtomos de *He descrito pela SWF sao
equivalentes aquelas de um sistema ficticio interagindo através da Eq. (4.14) com kT = 1.
Este sistema ficticio pode ser pensado como sendo composto de N trimeros, cada um for-
mado por um atomo e seu par de particulas sombra. Este trimero interage de uma maneira
peculiar, os a&tomos tém uma correlagdo de pares através do primeiro termo da Eq. (4.14)
e estao acoplados as sombras com gaussianas. Nao existe uma interacao direta entre duas
particulas sombra de conjuntos diferentes. Entretanto, as variaveis auxiliares de cada
conjunto sao correlacionadas através do potencial interatomico rescalonado. A Fig. (4.1)

ilustra um par de trimeros com suas interagoes. As linhas na figura representam cada

uma das interagoes entre as diferentes particulas que estao todas escritas na Eq. (4.14).

4.3 O método do trabalho reversivel

O desenvolvimento de métodos para calcular propriedades térmicas de sistemas fisicos,

como a energia livre, tem chamado muito a atencao atualmente por varios motivos. Na
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Figura 4.1: Esquema representando dois trimeros do sistema classico

ficticio. Cada um contendo uma particula real e duas particulas sombra.

As linhas ligando cada particula representam cada uma das diferentes

interacoes.
determinacao da concentracao de defeitos pontuais, por exemplo, é muito importante
calcular com precisao as energias livre de formacao de cada um dos defeitos. Por outro
lado, existe uma dificuldade de se obter estas quantidades, porque elas nao podem ser
escritas em termos de uma média em um ensemble estatistico, tal que nao podem ser
calculadas diretamente usando métodos de Monte Carlo. Como resultado, energias livre
sao usualmente determinadas usando estratégias indiretas, em que diferencas de energias
livre entre dois sistemas podem ser calculadas avaliando o trabalho associado com o
processo reversivel que conecta estes dois sistemas.

O método do trabalho reversivel (RW, do inglés reversible work) que é apresentado

neste capitulo utiliza exatamente esta ideia e tem se mostrado um poderoso método para
célculos de energia livre em sistemas classicos [69,73,74]. Neste trabalho, inicialmente

estendemos este método a sistemas quanticos formados por bésons [34], permitindo assim

calcular propriedades como a concentragao de vacancias.
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A ideia central do método do trabalho reversivel é considerar um sistema de referéncia,
para o qual a energia livre é conhecida, e conectar este com o nosso sistema de interesse
através de um parametro de acoplamento A que podemos variar. Uma forma funcional

tipica deste acoplamento é dada pelo potencial
UN) =AUy + (1 = N,y (4.15)

onde Uy e U,.; representam os potenciais dos sistemas de interesse e de referéncia res-
pectivamente. Note que esta forma permite-nos uma mudanga continua de U,.; para Uy
variando o parametro A de 0 até 1. Da mesma forma podemos fazer o caminho inverso
variando nosso parametro de 1 até 0.

Para um sistema classico composto de N particulas interagindo através de um poten-

cial U, podemos escrever a funcao de particao configuracional Z como

Z:/exp [—BU(r1,ro,...,rx)]dridry. . .dry (4.16)

onde 3 = (kgT)™!, tal que kp é a constante de Boltzmann e T a temperatura absoluta
do sistema. Como foi mencionado anteriormente, podemos estabelecer um acoplamento
entre este sistema e um outro de referéncia através do parametro A, tal que U({R}) —
U({R};)\). Com isso a expressao escrita acima para Z, pode ser usada para escrever uma

relacao entre as derivadas de F' e U com respeito a A\. Uma vez que

F=—kgThhZ | (4.17)
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temos que

OF 107
on Z O\
[ dridrs, ... drN%eXp [—BU(R; \)]
[ drydr, ... dryexp [—BU(R; )]

<%> . (4.18)

Consequentemente, a devirada da energia livre de Helmholtz com respeito a A pode ser
escrita como uma média da derivada da energia potencial U(R; \). Na expressao anterior,
os brackets indicam uma média no equilibrio em um ensemble estatistico.

A diferenca de energia livre é dada pelo trabalho reversivel W,.., necessario para ir do
sistema de referéncia até o de interesse [69]. Podemos escrever esta diferenga integrando

(4.18)

Wy = By — Fruy = / dA<M> , (4.19)
0 o\ N

onde Fj e F,.y sao as energias livre de Helmholtz dos sistemas de interesse e de referéncia,
respectivamente. A integragao feita em (4.19) nos da o trabalho total feito pela forca
generalizada OU/OX. Uma vez que ela envolve médias do sistema no equilibrio em todos
os instantes, ela reflete um processo reversivel. Observe que se conhecemos a energia livre
do sistema de referéncia podemos encontrar Fj simplesmente calculando o trabalho. Isto
pode parecer um incoveniente, uma vez que € necessario saber a priori o valor de F.s. Na
pratica isto nao é uma complicacao pois podemos utilizar, por exemplo, uma referéncia
onde a energia livre pode ser calculada analiticamente, como um cristal de Einstein [69].
Em principio, a resolugdo numérica da integral (4.19) pode ser feita por uma série

de simulacoes independentes, cada uma feita para diferentes valores do parametro de

acoplamento A entre 0 e 1. Na préatica, entretanto, tem-se mostrado bastante proveitoso
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estimar o trabalho em uma unica simulacao fora do equilibrio onde o valor de A muda
dinamicamente. Neste caso o trabalho reversivel W,., é estimado em termos do trabalho

irreversivel Wj,.,

tsim .
Wi :/ dt' {@} {w} 7 (4.20)
; 7 P R N

onde t’ representa a coordenada de “tempo” que descreve a evolucao dinamica do parametro
de acoplamento A(t), e tg, é a duracdo total do processo de desligamento. E importante
mencionar que quando usa-se o método de Monte Carlo para amostrar as configuracoes do
sistema, nao envolvemos a escala natural do tempo. Nestes casos, a varidvel ¢ é simples-
mente um indice que ordena a sequéncia de operacoes realizadas na amostragem, medido
em passos de Monte Carlo. Entao, t;,, ¢ o nimero total de passos realizados no processo.

Uma vez que o processo dinamico € intrinsecamente irreversivel, o trabalho estimado na
Eq. (4.20) apresentara sempre uma tendéncia (bias), sendo sujeito a um erro sistemético
positivo associado com a producao de entropia dissipativa inerente aos processos fora
do equilibrio [75-77]. Consequentemente, o trabalho irreversivel representa um limite
superior para W,., e para a diferenca de energia livre Fy — F,.;. Felizmente este erro
sisteméatico pode ser facilmente eliminado se o processo fora do equilibrio é realizado
dentro do regime de resposta linear. Neste regime, o erro sistematico é independente da
direcdo em que é realizado o processo de desligamento [76,77], ou seja, a produgao de
entropia é igual para os processos na ida (A = 0 — 1) e na volta (A =1 — 0). Dessa

forma, podemos obter um estimador para W,., sem bias fazendo

Wrev = [VVWT()\ =0— 1) - VVirr()\ =1— O)] s (421)

N | —

que ¢ sujeito somente a erros estatisticos.

A etapa inicial no cédlculo da energia livre de formagao de um defeito envolve o célculo
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da energia livre do cristal perfeito F'(N) com N particulas. Neste caso é bastante con-
veniente utilizar um cristal de Einstein, para qual a energia livre Fg;,s pode ser obtida
analiticamente, como sistema de referéncia [69]. Desta maneira, dada uma forma para a
energia potencial que descreve a interagao entre as particulas, podemos calcular o trabalho

reversivel que é simplesmente a diferenca
Wiew = F(N) — Frinst - (4.22)

O cristal de Einstein é formado por N osciladores harmonicos independentes acoplados
em seus respectivos sitios de rede. Para aplicar o método do trabalho reversivel, nos
introduzimos um conjunto de parametros de desligamento \;, com ¢ =1,2,..., N. Cada
termo do conjunto A; é acoplado a uma particula do sistema e pode ser variado entre 0 e 1
individualmente. Para o caso de um sélido quantico descrito por uma JWF, por exemplo,

a Eq.(4.15) fica

N

U(R: {\)}) = Z)\ Nu(rg) + 3 (1= X)) %,@ (1 - rgo>>2 | (4.23)

1<J =1

. 0
onde k é uma constante de mola e rg )

o vetor que localiza a posi¢ao do sitio onde esté
acoplado o oscilador harmonico. Uma vez que nesta primeira etapa nosso sistema de
referéncia é formado de NN osciladores independentes, o parametro de acoplamento de
todas as particulas é variado igualmente. Sendo assim, a expressao acima pode ser escrita
de maneira mais simples como

U(R;\) = A [f: <i)6

r
i<j v

+(1-1) [% Z k(r; — rg°>>2] . (4.24)

Vale notar que quando fazemos A = 1 na expressao acima estamos considerando apenas as



38

interagoes entre os 4tomos mediadas pelo potencial de esferas macias (b/r)®. No entanto,
para A = 0 estas interacgoes sao inteiramente desligadas tal que o sistema se comporta
como um cristal de Einstein. Portanto, podemos variar dinamicamente A para estimar
W, obtendo assim a energia livre de nosso sistema de interesse.

Neste processo de desligamento é conveniente fixar o centro de massa do sistema
evitando uma possivel difusao das particulas como um todo. Com este procedimento
podemos tratar de forma mais adequada os osciladores harmonicos que sao acoplados em
sitios fixos. Esta restricao introduz um vinculo nos graus de liberdades das particulas
de maneira que a energia livre do cristal de Einstein pode ser obtida analiticamente [69]

como

3 2rkpT 3
Fpinst = —§k‘BTN1D [ s } - §k‘BT1H (4.25)
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O valor da constante de mola x pode ser ajustado tal que o deslocamento quadratico
médio dos osciladores harmonicos sejam aproximadamente iguais aos das particulas inte-
ragentes no sistema de interesse. Este ajuste é bom para otimizar a integracao numérica
da Eq. (4.20), porém o valor da energia livre do cristal perfeito independe de k.

Uma vez que temos F'(N) precisamos calcular a energia livre do sistema contendo
o defeito. Neste ponto vamos nos restringir ao estudo de vacancias, muito embora o
tratamento de outros defeitos pontuais seja bastante analogo. Nesta etapa vamos estimar a
energia livre F'(N —n) do sistema contendo n vacancias utilizando a mesma estratégia que
foi empregada no caso anterior. Neste caso, tomamos o potencial da Eq. (4.23) e fazemos
A = 1 para i # ki, ko, ..., k,, onde os indices k representam as particulas cujas interagoes

com as demais podem ser desligadas. Por outro lado, tomamos { Ak, , Ak,, - - . , Ag, } variando

dinamicamente entre 0 e 1. Para o caso particular onde n = 1, o processo envolve a criagcao
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de uma monovacancia no cristal e podemos escrever

Y b\© VRN 1
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onde o ultimo termo é um oscilador harmonico que descreve o estado final da particula
k quando esta estiver totalmente desacoplada do restante do sistema. Incluimos este
termo na Eq. (4.26) para previnir que a particula k possa flutuar livremente através do
cristal. Este incoveniente tornaria possivel uma singularidade em 90U /0, quando ry, — 0
na expressao anterior. Também para evitar esta divergéncia, costuma-se proibir que as
particulas interagentes entrem na célula de Wigner-Seitz do oscilador harmoénico [73].

A partir do potencial acoplado da Eq. (4.26) podemos determinar 0U/O\ e calcular

o trabalho reversivel W’

1., necessario para desligar as interacoes entre a particula k e o

restante do sistema, ao passo que ligamos um oscilador harmonico independente. Como
no caso anterior, o processo dinamico de desligamento é tomado em ambas as diregoes
para eliminar o erro sistematico. De forma andloga, F'(N — 1) é obtido através de

F(N=1) =W/, + F(N) = Fose (4.27)

Tev

onde F,s é a energia livre de um tnico oscilador harménico [69], dada por

3 |:27Tk’BT:| (4.28)

F,o. = —=kgTIn
2 K

Finalmente, combinando os resultados das Eq. (4.27) e Eq. (4.22) podemos calcular
a energia livre de formagao da monovacancia através da Eq. (4.1). A concentragao de

monovacancias de ponto zero correspondente é entao dada pela Eq. (4.4). Neste trabalho
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esta propriedade é estimada para os dois diferentes modelos de sélidos quanticos.
Quando usamos o modelo SWF para descrever o comportamento de um sistema com-
posto de dtomos de *He, o procedimento utilizado para calcular as energias livre é andlogo
ao feito anteriormente para a JWF. Neste caso, o sistema classico correspondente é com-
posto de N trimeros interagentes, conforme mostramos na segao 4.2.2. Para determinar
as energias livre dentro do espirito do método RW nés empregamos o caminho termo-

dinamico definido pelo potencial

N 5 N
UR,S, S5 {A}) = D AN (i) +CY N [ — s + [y — )]

i<j Tij
N
1<j

N
1
t g2 =N (sifre = 2P+ sislsi — O 4+ sl — rl72)

em que cada trimero ¢ no sistema ¢ acoplado a um parametro de desligamento \;. Na
expressao anterior, quando A\; = 0 para todo 7, o sistema corresponde a um conjunto
de 3N osciladores harmonicos nao-interagentes. No modelo SWF, as particulas reais r;
e as particulas sombra s; e s; sdo transformadas em osciladores harmonicos centrados

0 . , .
). As constantes de mola dos osciladores para as particulas reais

nos sitios da rede rg
e as sombras sao ki e kg, respectivamente. Assim como feito no modelo anterior, as
constantes de mola podem ser ajustadas de forma que os deslocamentos quadratico médios

dos osciladores harmonicos sejam aproximadamente iguais aos das particulas interagentes

correspondentes.
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4.4 A aproximacao harmonica

A aproximacao harmonica (HA, do inglés harmonic approzimation) [78] é um método
que nos permite estimar a energia livre de formagao da vacancia sem fazer amostragem de
configuracoes de um ensemble estatistico. A ideia central desta aproximagao é escrever a
energia livre como a soma da energia potencial estatica mais uma parte de temperatura
finita envolvendo as frequéncias dos modos normais de vibra¢ao w;, onde? = 1,2,...,3N —
3, no caso de um sistema com o centro de massa fixo.

Desta forma [6], a energia livre de formagao da monovacancia é dada por

fo = UN-1)— (E) U(N) (4.30)

onde U(N — 1) e U(N) representam as energias potenciais estéticas do cristal contendo
uma Unica vacancia e do cristal perfeito, respectivamente. Os dois ultimos termos sao
as partes vibracionais dos cristais com e sem vacancia, respectivamente. Na pratica, as
frequéncias vibracionais sao obtidas diagonalizando a matriz Hessiana da energia potencial
estética.

O método HA negligencia os efeitos anarmonicos do cristal [6]. A compararacao dos
seus resultados com aqueles obtidos com o método RW, que inclui todos estes efeitos,
pode nos fornecer uma ideia clara da influéncia das contribui¢cées anarmonicas no calculo

de concentragao de vacancias.

4.5 Resultados

Nesta secao vamos apresentar os resultados obtidos em nossos estudos sobre vacancias.
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Na subsecao 4.5.1 apresentamos os resultados da extensao do método do trabalho re-
versivel para a determinagao da concentracao de vacancias de um sistema modelo de
bésons na fase sélida. Neste modelo, admitimos que o estado fundamental seja dado por
uma ¥ ;. Na subsecao 4.5.2 apresentamos os resultados da estimativa da concentragao de
vacancias de ponto zero do “He descrito pela funcao de onda sombra através do método

do trabalho reversivel.

4.5.1 Concentracao de vacancias em um sistema modelo de bésons

Todos os calculos feitos para este modelo foram realizados utilizando células ctibicas
fec com o nimero de particulas variando entre 108 e 1372. Para a determinagao dos
parametros utilizados no modelo JWF nés consideramos os resultados encontrados por
Prestipino et al. [72] para um sistema de esferas macias. Na maior parte de nossos calculos
nés escolhemos b = 4,396 A e a densidade p = 0, 0287 A_s, que corresponde ao ponto de
fusao do sistema classico em uma estrutura fcc. Na pratica, o sistema permanece sélido
para valores de densidade um pouco menores do que esta, por isso fizemos alguns célculos
para outras densidades também.

Nés aplicamos o algoritmo de Metropolis para amostrar as configuracoes de W ;(R)2.
No processo de desligamento do método RW o parametro A é variado linearmente fazendo
A(t) = t/tsim para o processo de ida e A(t) = 1 — t/tg,, para o processo de volta. Aqui, ¢
¢ um indice que ordena os passos de Monte Carlo realizados no processo e tg;,, representa
o numero total de passos do processo de desligamento. E importante lembrar que pre-
cisamos sempre comecar o processo de variacao de A sempre de um sistema equilibrado.
Consequentemente, estes processos em ambas as dire¢oes foram precedidos por uma equi-

libracao de pelo menos 5 x 10® passos de Monte Carlo antes de se calcular o trabalho
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através da Eq. (4.20).

Com o objetivo de garantir que os resultados RW, obtidos do processo fora do equilibrio,
esteja livre de bias, nés calculamos o estimador do trabalho irreversivel da Eq. (4.20) para
as duas direcoes do processo de variacao de A como func¢ao do tg;,, e monitoramos a con-
vergencia da Eq. (4.21). Para cada valor do t;,, nés determinamos as médias do estimador
do trabalho irreversivel fazendo 30 processos independentes.

Os graficos apresentados na Fig. (4.2) mostram os valores médios dos estimadores
do trabalho irreversivel calculados na ida e na volta bem como o estimador sem bias da
Eq. (4.21) como fungao da duragao total do processo tg,. Estes resultados monitoram a
convergéncia do calculo do trabalho reversivel para o cristal perfeito (painel a) e para o
processo de insergao da vacancia (painel b) obtidos para uma célula de 500 particulas em
kT = 1. Destes resultados podemos observar que um processo com tg, ~ 10* passos
de Monte Carlo ¢ suficientemente longo para o regime de resposta linear ser atingido
em ambos os casos, tal que o estimador sem bias do trabalho reversivel converge. A
linha horizontal nos gréficos sao médias dos quatro tltimos valores do trabalho reversivel
nesta regiao onde houve convergéncia. Baseado nestes resultados, todas as simulagoes
subsequentes com diferente niimero de particulas e temperatura foram feitas com tg;,, =
1,5 x 10* passos de Monte Carlo.

Os resultados colocados na Fig. (4.3) mostram uma comparacao entre as energias li-
vre de formacao de uma monovacancia como funcao da temperatura obtidas usando os
métodos RW e HA para uma célula de 500 particulas. O grafico demonstra claramente o
significado das contribui¢oes anarmonicas. Conforme esperado, para baixas temperaturas
os efeitos anarmonicos sao pequenos e os dois métodos convergem para a mesmo valor
da energia livre de formacao quando a temperatura tende a zero. A medida que a tem-

peratura aumenta, entretanto, a anarmonicidade torna-se mais importante e a diferenca
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Figura 4.2: Trabalho irreversivel associado com o processo de transfor-
mar o cristal perfeito em um cristal de Einstein (a) e o processo de
introduzir uma monovacancia no sélido (b) como fun¢ao da duracao do
processo tg;,, medida em passos de Monte Carlo. Os resultados exibidos
sdo para os processos de ida (A), de volta (O) e para o correspondente
estimador do trabalho reversivel da Eq. (4.21) (x). Cada ponto foi ob-
tido como uma média sobre 30 simulagoes independentes realizadas com
N = 500 particulas. A linha sélida é uma média dos quatro valores de
W,ew cujos processos sao realizados no regime de resposta linear.

entre os resultados torna-se significante. Especialmente em kT = 1, quando as descri¢oes
dos sistemas classico e quantico sao formalmente equivalentes, os efeitos anarmonicos sao
responsaveis por uma redugao de cerca de 25% no valor da energia livre de formagao com-
parado com o resultado da HA. Os efeitos anarmonicos sao associados com o significante
movimento de ponto zero em um sistema quantico em 7' = 0 K. A importancia deste
movimento pode ser aproximadamente estimada em termos da entropia de formacao do
sistema classico, s = —g—;, em kg1 =1 que pode ser calculada a partir da inclinacao da
curva que descreve a energia livre de formagao. Os valores resultantes sao s = 1,1 kg e
s = 6,0 kg para a HA e o RW, respectivamente. Esta diferenca é quase um fator de 6 e
¢é outra indicagao clara da importancia da anarmonicidade no sistema.

Para examinar a influéncia dos efeitos de tamanho, nds calculamos a energia livre
de formacao em kgT = 1 para diferentes tamanhos de célula, variando de N = 108

até N = 1372 particulas. Estes resultados sdo mostrados no gréfico da Fig. (4.4) que

apresenta a energia livre de formagao como funcao de 1/N. O inset mostra a energia livre
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Figura 4.3: Energia livre de formagao como fun¢ao da temperatura.
Resultados foram obtidos para p = 0, 0287 A7 ¢ N =500. Resultados
para aproximagao harmonica (x) e para o método do trabalho reversivel

(), os erros estatisticos sao menores que os simbolos. As linhas sao
guias para os olhos.

de formagao para diferentes tamanhos de célula como funcao de kgT'. O valor extrapolado

para f, quando 1/N — 0 é f, = (12,246 £ 0,031) a.u. na densidade p = 0,0287 A
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Figura 4.4: Energia livre de formagao como funcao do tamanho do
sistema em kgT = 1. A reta foi ajustada através do método dos minimos
quadrados. Resultados obtidos para p = 0,0287 A7 e N =108 (),
N = 256 (W), N =500 (O), N =864 (A) and N = 1372 (v7). O
inset mostra a energia livre de formagao como funcao de kgl para os
tamanhos de sistema mencionados.

A determinagao da energia livre de formagao extrapolada em kgT = 1 agora permite-
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nos calcular a concentragdo de monovacancias de ponto zero, através da Eq. (4.4), para o
sistema descrito pela func¢ao de onda de Jastrow da Eq. (2.5). Os resultados sao mostrados
no grafico da Fig. (4.5), que apresenta a energia livre de formagao extrapolada bem como
a concentracao de monovacancias associada como funcao da densidade, para os métodos
HA e RW. Os efeitos de anarmonicidade sao claramente visiveis, reduzindo a energia livre
de formagao por ~ 20 — 25% e aumentando a concentragao de vacancias em mais de uma
ordem de grandeza. Com a densidade p = 0,0267 A_g, onde o sistema ainda é sélido, o
valor da energia livre f, = (9,675 + 0,046) a.u. que corresponde a uma concentracao

de monovacancias de ¢, = 6,3 x 1075,

S
T
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Figura 4.5: Energia livre de formacao extrapolada como fungao da den-
sidade em kgT = 1, na escala do lado direito temos a concentracao de
monovancancias correspondente. Os resultados sao obtidos usando o
método RW (A) e a HA (x). As linhas desenhadas sdo para guiar os
olhos. As barras de erros sao menores do que os simbolos usados.

Apesar de considerarmos inicialmente um modelo bem simples para descrever o sis-
tema, podemos afirmar que o método do trabalho reversivel pode ser aplicado com sucesso
para o calculo da concentracao de vacancias de ponto zero de um sélido quantico. Além
disso, temos que os efeitos anarmoénicos desempenham um papel significante na deter-

minagao desta quantidade. Especialmente, nés encontramos que anarmonicidade leva a
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uma reducao da energia livre de formacao de cerca de 25%, resultando em uma concen-
tracao de vacancias que é mais que uma ordem de grandeza maior comparada com os
resultados harmonicos.

A aproximagao do trabalho reversivel aplicada neste modelo da fun¢ao de Jastrow
nao é limitada a investigagao de monovacancias somente. Ela pode também ser usada
para investigar a concentracao de outros tipos de defeitos tais como intersticios e defeitos
complexos formados por multiplas vacancias e intersticios. E importante enfatizar que
esta metodologia nao é restrita a esta fungao de onda mais simples, mas ela pode ser
aplicada para quaisquer outras formas funcionais, como a funcao de onda sombra. Uma
vez que a SWF descreve bem um sélido quantico formado por dtomos de *He, o estudo
de defeitos pontuais neste modelo torna-se muito importante. Na Subsecao (4.5.2) vamos

apresentar os resultados encontrados para o *He sélido modelado pela SWF.

4.5.2 Concentracao de vacancias de ponto zero no ‘He

Nos nossos calculos usamos células de simulacao ortorrombicas com uma estrutura
hep e o nimero de particulas reais variando entre 180 e 700 na densidade de fusao do
hélio p = 0,0294 A7, Assim como feito anteriormente, aplicamos condicoes periddicas
de contorno e a convencao da minima imagem em todos estes calculos. Os parametros
utilizados neste modelo para os atomos de hélio foram otimizados por MacFarland et
al. [43] e estao relacionados na Tabela (2.3.2).

Antes de iniciar cada processo de variacao de A, o sistema é equilibrado utilizando
2 x 10* passos de Monte Carlo, onde sao feitas 3V tentativas de movimentar uma particula
real ou uma sombra de maneira aleatéria. O algoritmo de Metropolis é empregado na

aceitacao ou rejeicao das tentativas de movimento. Todos os processos de variacao de
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\ foram feitos utilizando 1,5 x 10* passos de Monte Carlo, que ¢ suficientemente lento
para garantir o regime de resposta linear. A Fig. (4.6) mostra a convergéncia do trabalho
reversivel necessario para se criar uma tunica vacancia no sistema, indicando claramente
que a quantidade de passos utilizada faz com que o processo ocorra dentro do regime
mencionado. Assim como fizemos para o sistema modelo de bdsons, o parametro de
desligamento A é variado linearmente. As estimativas do trabalho reversivel foram obtidas

como médias sobre 120 processos independentes de variacao de A nos dois sentidos.
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Figura 4.6: Trabalho irreversivel associado com o processo de se trans-
formar o cristal perfeito em um cristal contendo uma vacancia como
funcao da duragao do processo tg;,, medida em passos de Monte Carlo.
Cada ponto é obtido como uma média sobre 120 simulagoes indepen-
dentes realizadas com N = 180 particulas.

Os resultados de nossos cédlculos sao mostrados na Fig. (4.7) que mostra as energias
livre de formacao da monovacancia e da divacancia como funcao do inverso do nimero
de particulas utilizado na célula de simulagao. Observamos que energia livre de formagao
da monovacancia diminui ligeiramente com o aumento do tamanho do sistema, que é

uma consequéncia da interagao eldstica entre as imagens do defeito, prépria das condigoes

periddicas de contorno. O mesmo ocorre para as energias livre de formacao da divacancia,
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conforme descrito no painel (b) da mesma Figura. O grafico dos resultados como funcao de
1/N e a extrapolagao para N — oo por meio de uma regressao linear, permite encontrar
estimativas para as energias livre de formagao da monovacancia e da divacancia.

Para a monovancia, obtivemos f, = (6,20 & 0,01) a.u., fazendo kg7 = 1, que resulta
em uma concentra¢ao de monovacancias igual ¢, = exp(—f,) = (2,03 £ 0,02) x 1073.
Este resultado ¢ ligeiramente maior do que o valor encontrado simultaneamente e de
forma independente por Rossi et al. [20] ¢, = (1,4 £ 0,1) x 1073. Apesar dos dois
valores apresentarem a mesma ordem de grandeza, acreditamos que o resultado obtido por
nos introduz algumas melhorias em relacao ao anterior. A integral do trabalho reversivel
é feita por nés de maneira dinamica, variando a parametro de acoplamento em um tnica
simulacao. Por outro lado, Rossi et al. fazem a integragao de maneira estatica com varias
simulagoes independentes com diferentes valores do parametro de acoplamento entre 0 e
1. Além disso, foi feita uma estimativa da energia livre de formacgao através da diferenca
de dois ntimeros relativamente grandes, dificultando assim a obtencao de um resultado
com um barra de erro menor. Em virtude disto, o erro é uma ordem de grandeza maior do
que o encontrado por nés. Adicionalmente, nés consideramos ainda efeitos de tamanho.

Os resultados encontrados para a divacancia sugerem que nao existe uma anisotropia
significante com respeito ao plano basal, conforme reportado por Mahan et al. [79]. As
energias livre de formacao extrapoladas sao fy, = 10,87%0,06 ¢ f5, = 10,8440, 06 para
as configuragoes da divacancia no plano basal e fora dele, respectivamente. Além disso,
uma comparacao com a energia livre de formacgao extrapolada da monovacancia f, mostra
uma energia de ligagdo positiva para a divacancia f2 = 2f, — fo, = 1,51, indicando
tendéncia de se formar clusters de vacancias. Contudo, apesar do valor positivo da energia

livre de ligacao, a tendéncia de formacao de cluster correspondente ¢ bem modesta.
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Figura 4.7: Energias livre de formacao como fun¢ao do inverso do
nimero de particulas na célula. Os cédlculos sao feitos fazendo kgT = 1.
(a) Monovacancia, a linha denota a regressao linear feita a partir dos
pontos. (b) Divacancia: Os triangulos representam os resultados obtidos
para a divacancia perpendicular ao plano basal. Os quadrados denotam
os resultados para a divacancia no plano basal. As linhas tracejada e
cheia sao as respectivas regressoes lineares.



51

A concentracao de divacancias dada por

Coy = gcg exp (fa) (4.32)

onde z é o nimero de primeiros sitios vizinhos na rede, é somente de 4 a 5 vezes maior
do que a concentracao de divacancias para o caso da energia de ligagao igual a zero,
Coy = 2, 5 X 10_5.

Para investigar a tendéncia de ligagao para clusters maiores nds calculamos a energia
livre de ligagado de uma trivacancia formada por primeiros vizinhos no plano basal com
respeito a divacancia. Usando uma célula com 384 dtomos nés encontramos f2 = fo, +
fo—f3, = 1,21, onde f3, é a energia livre de formacao da trivacancia. Este resultado indica
que a tendencia de ligacao diminui com o tamanho do cluster, pois o valor encontrado
para a divacancia ¢é de 1,51. De fato, a concentracao de trivacancias encontrada é muito
pequena: ¢z, = 3¢2,¢pexp (f5) = 5,2 x 1077, Estes resultados sugerem que, apesar das
vacancias formarem estados ligados, a tendéncia de ligagao dos atomos de hélio descritos
pela SWF nao é suficientemente grande para promover a criagao de um aglomerado de

vacancias o que levaria a uma separacao de fase em grande escala.



Capitulo 5

Discordancias

Discordancias sao defeitos lineares que desempenham um papel central no compor-
tamento de deformacgoes mecéanicas de sélidos cristalinos [36,80]. Suas propriedades sao
amplamente conhecidas por serem muito importantes em soélidos classicos, controlando
fenomenos tais como fraturas e transicao ductil-quebradico em metais e semicondutores.
Muito menos se conhece [38], entretanto, sobre a influéncia das discordancias nas propri-
edades de cristais quanticos, em que os efeitos quanticos de ponto zero nao podem ser
negligenciados [81,82].

O estudo deste tipo de defeito tem sido importante em sélidos em geral porque dis-
cordancias podem fornecer um dos mecanismos tedricos para explicar as deformagoes
plésticas, como por exemplo o cisalhamento [36,41]. Neste caso, o cisalhamento de um
material ao longo de um determinada dire¢ao pode ocorrer através do movimento de uma
discordancia.

Estudos experimentais recentes sobre o *He sélido cristalino, o protétipo de um sélido
quantico, indiretamente indicam que as discordancias estao realmente envolvidas com

fenomenos macroscopicos. A ocorréncia da supersolidez [11,12], e a observa¢ao da mu-

52
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danga na rigidez eldstica [16,23,37], por exemplo, tem sido associadas com a mobilidade
das discordancias. No entanto, em contraste com os sélidos classicos, para os quais existe
uma abundancia de resultados experimentais, a falta deles para sélidos quanticos, espe-
cificamente acerca do comportamento de discordancias, impede um exame mais direto
desta relacao. Em virtude destas dificuldades, é preciso recorrer a abordagens tedricas.
Em principio, um estudo realista de discordancias e suas propriedades é possivel através
de simulagoes computacionais via Monte Carlo baseadas em func¢oes de onda modelo ou
integrais de trajetéria. Entretanto, dado que a modelagem da discordancia requer um
tratamento simultaneo de diferentes escalas de comprimento [41], uma associada com as
propriedades do caroco e a outra associada com grandes distancias em comparagao com
a escala atomica, a viabilidade destas abordagens diretas continua sendo um assunto de
debate [18,19,24].

Neste trabalho, adotando uma metodologia que incorpora ambas as escalas relevantes,
nés obtemos uma maior compreensao das discordancias no *He sélido. Nés estudamos a
estrutura intrinseca e a mobilidade para quatro diferentes tipos de discordancias usando
o paradigma de multiescala do modelo semi-discreto de Peierls-Nabarro (PN) [40, 83,
84]. Ele consiste de uma abordagem hibrida continuo-atomistica que captura os campos
elasticos de longa distancia bem como os efeitos da rede associados com o caroco da
discordancia. Todos os parametros no modelo sao determinados através de resultados
quanticos de valores esperados para o “He na fase hecp usando o formalismo da funcao
de onda sombra apresentado na secao 2.3.2. Além de fornecer informagcoes fundamentais
sobre as propriedades elasticas, nossos estudos lancam uma nova luz sobre o possivel
papel das discordancias na observacao experimental da rigidez elastica dos sélidos e sua
potencial ligacao com a supersolidez do hélio.

O modelo de PN é empregado aqui para estudar quatro discordancias de diferentes
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tipos que sao discutidas na secao 5.1. Inicialmente estudamos uma discordancia do tipo
screw, neste caso, o vetor de Burgers tem a caracteristica de ser paralelo a linha do
defeito. A mesma metodologia é aplicada para estudar a discordancia tipo edge, cujo
vetor de Burgers é perpendicular a sua linha. Adicionalmente, estudamos duas diferentes
discordancias mistas, cujos vetores de Burgers fazem angulos de 30° e 60° com respeito a
linha da discordancia, respectivamente. Como vamos observar mais adiante, todos estes
defeitos apresentam uma tendéncia de se dissociarem formando pares de discordancias
parciais em virtude de uma energia de falha de empilhamento relativamente baixa.

Este capitulo estd organizado da seguinte maneira: na secao 5.1 apresentamos as
caracteristicas dos diferentes tipos de discordancia estudados por nés. Na secao 5.2 dis-
cutimos o modelo de Peierls-Nabarro. A secao 5.3 apresenta uma parte importante na
abordagem destes defeitos lineares que sao as discordancias parciais. Alguns importantes
detalhes computacionais sao mostrados na secao 5.4. Finalmente, os resultados obtidos

sao apresentados e discutidos na secao 5.5.

5.1 As discordancias

Conforme mencionamos anteriormente, discordancia é um defeito linear que esta as-
sociado com as deformagoes mecanicas em sélidos cristalinos [36]. A Fig. (5.1) abaixo
mostra uma discordancia do tipo edge que pode ser criada inserindo no cristal a metade
de um plano cristalino de atomos. A linha da discordancia pode ser melhor visualizada
neste caso, pois ela coincide com a borda do plano extra que foi introduzido [80]. Neste
caso, o vetor de Burgers (b) que caracteriza o defeito é perpendicular a sua linha.

Para o caso de uma discordancia estacionaria infinitamente longa, cuja linha coincida
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com o eixo y, seu vetor de Burgers ¢é paralelo ao eixo x

b =0, (5.1)

onde b é o médulo do vetor e 1 ¢ um vetor unitario na direcao do eixo x.

/B Rl
LA ]
- ()

Figura 5.1: Uma discordancia edge inserida em uma rede cibica com
parametro de rede a. O vetor de Burgers b é perpendicular a linha do
defeito. Extraido da referéncia [41].

O stress de uma discordancia edge ao longo do eixo y, para o caso em que os desloca-

mentos sao pequenos, pode ser escrito [36,41,80] como

./L’.’I/'Q—ZQ
gxz:ke ( )

A (5.2)

onde k. = ub/27(1 — v) é o chamado pré-fator eldstico, v é a razao de Poisson e p é o
modulo de cisalhamento.

Uma discordancia também pode ser do tipo screw e sua principal caracteristica é que
o seu vetor de Burgers ¢ paralelo a sua linha. Para uma discordancia deste tipo, cuja
linha esta ao longo do eixo y, o vetor de Burgers é b = bj, onde ] é um vetor unitario
na diregao do eixo y. A Fig. (5.2) mostra uma discordancia screw, que pode ser criada
cortando o sélido e deslizando as partes cortadas de maneira que o vetor de Burgers esteja

na mesma direcao da linha do defeito. A linha da discordéancia é representada na figura
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pela linha sdélida.

Figura 5.2: Uma discordancia screw inserida em uma rede. O vetor de
Burgers ¢ paralelo a linha do defeito. Extraido da referéncia [41].

O stress provocado pela presenca da discodancia screw com linha ao longo do eixo y

pode ser escrito [36,41,80] como

T

53 T 3 2.3
x? + 22 (5-3)

Ogr =

onde kg = pb/27 é o pré-fator elastico associado com a discordancia screw. E importante
observar que as propriedades elasticas v e p sao suficientes para modelar ambas as dis-
cordancias mencionadas anteriormente. Outro fato interessante é que o stress causado
por cada uma delas difere um do outro apenas pelo pré-fator eldstico, quando fazemos
z = 0.

Ainda podemos ter discordancias mistas, em que o vetor de Burgers tem duas compo-

nentes, sendo uma paralela a linha do defeito e outra perpendicular

b =b,i+b,j . (5.4)

onde b, e b, sao as componentes do vetor de Burgers nas direcoes x e y, respectivamente.

As componentes paralela e perpendicular sao associadas com as partes edge e screw,
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respectivamente. Neste caso, o vetor de Burgers faz um angulo arbitrario com a linha da

discordancia.

5.2 0O modelo de Peierls-Nabarro

O modelo de Peierls-Nabarro é uma abordagem hibrida para o tratamento de dis-
cordancias, que envolve as contribuicoes elasticas de longo alcance e as contribuigoes
atomisticas relacionadas com o carogo do defeito [40,41,85]. Sendo assim, este modelo
descreve os detalhes do carogo da discordancia juntamente com as contribuicoes elasticas
continuas.

Dentro do formalismo do modelo semi-discreto PN, uma linha de discordancia situada
ao longo da direcao y é representada em termos de um conjunto de vetores d; que des-
crevem o desajuste da linha atomica ¢ com relacao as suas homologas do outro lado do
plano de deslizamento. O desajuste total associado a uma determinada discordancia, des-
crito pelo vetor de Burgers, é pensado como distribuido entre as linhas atomicas ao longo
do eixo x, sujeito as condicoes de contorno d_,, = 0 e 6o, = b, conforme ilustrado na
Fig. (5.3). O painel a) mostra uma representacao esquemética de dois conjuntos de linhas
atomicas estendendo-se ao longo da dire¢ao y, um conjunto de cada lado do plano de des-
lizamento, representado pela linha tracejada. As linhas acima do plano sao identificadas
pelo indice i. O painel b) mostra uma vista superior, descrevendo o vetor de desajuste
d; para a linha 7. Consideramos entao um vetor desajuste bidimensional d; = 6% + 679,
com as componentes edge e screw ao longo das diregoes x e y, respectivamente. A estru-

tura de equilibrio da discordancia é entao representada por uma distribuicao particular
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Figura 5.3: Graus de liberdade no modelo de Peierls-Nabarro. (a) Li-
nhas atomicas do cristal perfeito sao rotuladas pelo indice i. A distancia
entre linhas adjacentes é Az, a linha pontilhada indica o plano de des-
lizamento dos dtomos da parte superior. (b) Os deslocamentos de uma
particular linha 7 de atomos com respeito aquelas do outro lado do plano
de deslizamento é descrito pelo vetor §;.

de desajustes §; que minimiza a energia da discordancia por unidade de comprimento,

Udisl = Uelast + Umisﬁt + Ustress + C, (55)

onde Ugp,st € a energia elastica, Uit € a a energia de misfit que leva em conta a perio-
dicidade da rede, Ugyess € 0 trabalho realizado pela aplicacao de um stress externo e C' é
uma constante que pode ser ignorada [40]. Nas subsegoes seguintes vamos discutir cada
um dos termos que contribuem para a energia de uma discordancia.

Uma tensao de cisalhamento atuando ao longo de um plano de deslizamento tenta
fazer os atomos se moverem passando uns pelos outros. Se uma linha de discordancia
esta sobre este plano, os atomos de cada lado podem mover-se uns em relagao aos outros
simplesmente pelo movimento da discordancia ao longo do plano de deslizamento. Intui-

tivamente nds sabemos que a tensao de cisalhamento estda empurrando a discordancia ao
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longo deste plano.

5.2.1 A energia elastica

Um meio elédstico que é deformado armazena energia associada com a presencga da
distorgao [80]. Nesta segdo vamos apresentar a energia eldstica associada com uma de-
formacao no sistema devido a presenca de um defeito linear como uma discordancia.

A energia elastica pode ser obtida calculando o trabalho necessario para inserir uma
discordancia em um sélido eldstico continuo [41]. Conhecendo o stress causado pela
presenca do defeito com sua linha ao longo da direcao y, podemos calcular o trabalho
realizado em um processo reversivel

1 0
Uelast = 5/ O'IZ(JT)U(.’L')CLZ' s (56)

onde u(x) é o campo de deslocamentos. Uma vez que z é uma varidvel continua, o
vetor deslocamento definido na Eq. (A.1) do Apéndice A é expresso como uma fungao
desta variavel [41]. No formalismo de PN, a maneira adequada de tratar o desajuste no
sistema, causado pela presenca do defeito, é definir uma funcao densidade de desajustes
pa(x) = du(x)/dx que deve ser continua e suave. Considerando a funcdo pg, o stress
devido uma discordancia edge discutido na se¢ao 5.1 e escrito na Eq. (5.2), para z = 0
pode ser reescrito como

p = pal@)
Oz 27r(1—1/)/oox—a:’ ’ (5.7)

Sendo assim, a energia elastica relacionada com a presenca de uma discordancia edge pode
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ser escrita como

R e,
Ueclast = =) /_Oo /_Oo pop drdx’ . (5.8)

A partir da definicao da densidade de desajustes como uma derivada do campo de

deslocamentos, podemos reescrever a energia eldstica [40,41] como

%mz—Eﬁ%z/m/wmmm@NM%%WMf+C (5.9)

onde C' é uma constante que pode ser ignorada, uma vez que seu valor nao depende da
forma da fungao de distribuicao, pois os valores do deslocamento nos dois limites de inte-
gracao sao fixados [41]. Nao é dificil notar que Ugjqsy — —00 quando a discordancia se espa-
lha de tal maneira que p; — 0, muito embora a condi¢ao de normalizacao ffooo pa(x)dx =b
continue sendo satisfeita.

Uma maneira bastante conveniente de se representar a integral da Eq. (5.9) de forma

discreta foi proposta por Bulatov e Kaxiras [40]
Uelast - Z Xij (Kepfpj + Kspfpj) +C ’ (510)
12

onde x;; ¢ um kernel discretizado universal [83], K, = p/4n(1 —v) e K, = p/4m sao pré-
fatores elasticos para as discordancias do tipo edge e screw, respectivamente. Além disso,
p§ = (05 — 05 1)/ Ax e p; = (67 — ;1) /Ax, onde Az é a distancia entre linhas adjacentes
no cristal sem defeito. Neste trabalho nds adotamos esta forma, escrita na Eq. (5.10),
para calcular a energia elastica, que depende basicamente do médulo de cisalhamento e
da razao de Poisson do sélido de *He através das constantes K, e K,. Estas propriedades
sao obtidas utilizando a teoria elastica, conforme apresentado no Apéndice A. Para isto, o

tensor stress é estimado utilizando o teorema do virial conforme explicamos mais adiante
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na subsecao 5.4.

5.2.2 A energia de masfit

Uma das caracteristicas do modelo original de Peierls para discordancias [86] é a sua
dificuldade de descrever adequadamente o carogo da discordancia, isto ocorre porque o
modelo é continuo. Uma maneira bastante conveniente de incluir a contribuicao do carogo
na energia da discordancia foi proposta inicialmente por Nabarro [87] e chamamos de
energia de misfit. Este termo leva em conta as interacoes interatomicas e a periodicidade

da rede. A energia de misfit pode ser escrita como [40]

Umisﬁt - Zﬁ}/(éz)Axa (511)

onde ~(4;) é uma superficie de energia, também conhecida como falha de empilhamento
generalizada (GSF, do inglés generalized stacking fault) [88], que descreve o excesso de
energia por unidade de area de um cristal que é submetido ao seguinte procedimento.
Primeiro corta-se o cristal em duas partes livres de defeitos através de um determinado
plano. As duas partes sao entao deslocadas uma em relacao a outra por um vetor § e
fixadas em seguida. A Fig. (5.4) mostra uma representagdo do procedimento realizado
para calcular a superficie GSF. Com as duas metades do cristal deslocadas uma em relagao
a outra, a energia do sistema ¢ calculada para em seguida calcularmos o excesso de energia
por unidade de area para o valor de & especifico. Calculamos entao este excesso de energia
para varios valores diferentes do vetor deslocamento e construimos a superficie GSF. Um
exemplo de configuracao de GSF sobre o plano hexagonal da estrutura hcp é a falha de
empilhamento intrinseca (ISF), em que o vetor de deslocamento § descreve o deslocamento

associado com o empilhamento planar. No contexto do modelo de PN, a superficie GSF
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reflete as interacoes interatomicas no sistema e serve para modelar os detalhes do caroco

da discordancia na escala atomica.

=l

eixo c

Figura 5.4: Esquema representando o procedimento usado para calcular
a superficie GSF. O cristal é cortado em duas partes por um plano de
deslizamento e em seguida uma parte ¢ deslocada da outra por um vetor

J.

Para termos uma idéia mais clara da ISF podemos considerar inicialmente um sélido
perfeito com uma estrutura cristalina hep. Neste caso é bastante conveniente imaginarmos
o so6lido como planos de atomos empilhados em uma sequéncia comumente representada
como ABABAB... [36,71], onde os planos hexagonais sao rotulados pelos indices A e B.
Uma ISF pode ser formada quando uma camada de atomos ¢é deslocada desta sequéncia
normal existente no sélido perfeito. Para o sélido hcep podemos ter uma falha de empi-
lhamento quando esta sequéncia é modificada de tal maneira que o empilhamento das

camadas atomica fica
...ABABAB|CACACA...

onde a barra vertical indica justamente posicao da falha de empilhamento. O indice C

representa a mesma camada atomica presente no empilhamento que origina uma estrutura

fec.

O potencial de misfit é relativamente facil de se calcular [41]. Usando o formalismo
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de Parrinello-Rahman para simular nosso sistema, os deslocamentos relativos das partes
do cristal podem ser feitas modificando adequadamente os elementos da matriz h. A
grande vantagem de se utilizar este formalismo esta na facilidade de levar em conta as
condicoes periddicas de contorno corretamente. Para fazer um deslocamento como aquele
mostrado na Fig. (5.4) devemos inserir as duas componentes do vetor deslocamento nas
direcoes x e y. Isto pode ser facilmente realizado modificando os valores dos elementos da
matriz h, hiz e hag, respectivamente. O valor atribuido ao elemento hi3 é simplesmente
a componente do vetor d na dire¢ao x, ao passo que a componente na dire¢ao y é o valor
de hsy3. Seguindo este raciocinio do formalismo de Parrinello-Rahman, podemos observar
que para simular o cristal perfeito basta zerar os elementos fora da diagonal na matriz h.
Por outro lado, para a configuracao ISF na rede hcp com parametro de rede a, tomamos
hiz = 0 e hoz = b,, onde b, = %\/ga ¢ o comprimento de um vetor de Burgers parcial, que
vamos discutir melhor na secao 5.3.

Neste trabalho, como ja mencionado, utilizamos a SWF para modelar nosso sélido de
‘He e estimar as energias, necesséarias para construir a superficie GSF, que sao obtidas
através do valor esperado do operador hamiltoniano escrito na Eq. (2.1). Os deslocamentos
sao feitos pela fixagao das componentes = e y das particulas sombra dos dtomos adjacentes
ao plano de deslizamento. Com isso, estas particulas podem se mover somente na diregao
do eixo ¢, de tal maneira que conseguimos aplicar uma forga de cisalhamento efetiva na
direcao do plano basal.

Uma vez que a superficie GSF é periddica, em virtude da rede cristalina, podemos

ajustar os pontos calculados através de uma série de Fourier que reflete a simetria da rede

¥(8) = cc exp(iG.5) (5.12)
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onde G sao vetores bidimensinais da rede reciproca associada a periodicidade do plano
basal e c¢g sdo constantes. Com a superficie ajustada através da Eq. (5.12), livre de
flutuagoes estatisticas devido ao calculo de Monte Carlo, podemos determinar a energia

de misfit como uma fungao suave dos possiveis 9; através da Eq. (5.11).

5.2.3 O trabalho do stress

Finalmente, nés inserimos em nosso estudo o termo que associa o stress aplicado no
sistema com os deslocamentos da discordancia. Com isso é possivel calcular, por exemplo
o stress de Peierls, que nos fornece uma informacao importante acerca do movimento do

defeito através do cristal. O trabalho realizado pelo stress pode ser escrito [40] como

1
Ustress = 5 Z [76(55 + 5;_1) + 7_8(5;S + (5?_1)} ASE, (513)

i
onde 7¢ e 7° denotam a magnitude das componentes do tensor stress que acoplam os
deslocamentos edge e screw, respectivamente [36]. O termo do stress na Eq. (5.13) leva
em conta o trabalho feito por todos os estresses externos.

Portanto, como afirmamos anteriormente, a estrutura de equilibrio da discordancia fica
representada por uma distribuicdo particular de desajustes §; que minimiza sua energia
por unidade de comprimento, de acordo com Eq. (5.5). As quantidades que especificam
o modelo para discordancias de um determinado material sao os parametros elasticos
e v, a superficie GSF relacionada com o plano de deslizamento de interesse, e a distancia
entre as linhas adjacentes Ax.

Através da Eq. (5.5) podemos variar o stress aplicado e em seguida determinar o
perfil de desajustes que minimiza a energia da discordancia. O aumento do stress externo

provoca uma diminuicao da barreira de energia que impede que uma discordancia se
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movimente no cristal [36,41]. Em uma tensao critica esta barreira desaparece e a partir
deste ponto nao conseguimos uma solugao de equilibrio para a Eq. (5.5). Esta tensao,
também chamada de stress de Peierls é o valor minimo que deve ser aplicado no sélido para
que uma discordancia se movimente sem levar em conta efeitos térmicos. Esta propriedade
pode ser interpertada como um medida quantitativa da resisténcia da rede cristalina ao
movimento de uma discordancia. Neste trabalho [39], o valor deste stress é calculado para

o *He sélido modelado pela SWF.

5.3 Discordancias parciais

Conforme discutimos na segao anterior, a modelagem de discordancias requer a mini-
mizacao de sua energia em termos dos desajustes. Quando o sistema é um soélido cristalino
hep como o que é considerado por nos, a superficie GSF apresenta minimos locais que
correspondem & configuracao ISF. Quando a energia da falha de empilhamento (SFE, do
inglés stacking fault energy) do sélido é baixa, como ocorre comumente, a discordancia
tem uma tendéncia de se separar em duas parciais com uma regiao contendo uma falha
de empilhamento entre elas [36,41]. Isto ocorre porque esta configuragdo possui uma
energia mais baixa que aquela com a discordancia original. Na préatica podemos analisar
esta separacao como uma decomposicao do vetor de Burgers em dois outros chamados de
parciais de Shockley [89].

O minimo local na superficie GSF mencionado anteriormente corresponde a um vetor
de deslocamento de médulo igual a b, = %\/ga, onde a ¢é igual ao parametro de rede do
cristal. Em consequéncia disto, a discordancia apresenta uma tendéncia de se dissociar

de maneira que b, ¢ o médulo dos vetores de Burgers parciais. O vetor de Burgers total
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b da discordancia pode ser escrito como a soma dos vetores das discordancias parciais

b=b, +b,, , (5.14)

onde b,, = b,, = b, sao os médulos dos vetores de Burgers que caracterizam o par de
discordancias parciais. A Fig. (5.5) mostra uma representacdo de uma dissociacao do
defeito em duas discordancias parciais com vetores de Burgers b,, e b,,. As linhas cheias
na figura representam as posicoes das discordancias parciais que tém entre elas uma regiao

contendo uma falha de empilhamento intrinseca.

Falha de -
empilhamento b

Figura 5.5: Uma discordancia com vetor de Burgers b se dissocia em
duas parciais com vetores by, e b,, com uma é&rea central contendo uma
falha de empilhamento.

Para o caso de um sélido hcp temos que o vetor de Burgers de uma discordancia
perfeita tem modulo b = a. Outra caracteristica interessante ¢ o fato da energia elastica
do defeito ser proporcional a b* [80,89], fazendo com que o defeito tenha uma tendéncia de
ter sempre o menor vetor de Burgers possivel. Se o médulo deste vetor for relativamente
grande para uma discordancia, ele se divide em dois vetores parciais. Podemos observar
que um sistema contendo um par de discordancias parciais tem uma energia elastica que
¢é proporcional a bgl + 622, que é menor do que b?. Indicando que o defeito de fato tende

a se dissociar em duas discordancias parciais, por ser energeticamente mais favoravel.
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A descrigao do vetor de Burgers de uma discordancia parcial é feita de maneira analoga
a uma discordancia perfeita [89]. Sendo assim, estes defeitos parciais podem interagir
entre si através de uma forca propria de suas interacoes elasticas. Na pratica esta forca
é inversamente proporcional a distancia entre o par de discordancias parcias, além disso
podemos escrever separadamente as forgas entre as componentes edge e screw dos defeitos.
Para o caso de duas discordancias parciais com vetores de Burgers de mddulo igual a
b, e separadas por uma distancia d, as forcas por unidade de comprimento podem ser

escritas [41,89] como

2

e H bp

Fe = —- P 1
2r(1—v)d (5.15)
p by

FP= =2 q
2 d (5.16)

onde F° e F* sao as forgas existentes entre as componentes edge e screw, respectivamente.
Vale destacar que a forca que contribui para o movimento da discordancia é aquela que é

perpendicular a sua linha.

5.4 Detalhes computacionais para o calculo das

constantes elasticas

As deformagoes provocadas na caixa de simulagao através do tensor strain mostrado na
Eq. (3.12), estao associadas a aplicacdo de um stress externo, como definido no Apéndice
A. Quando estas distor¢oes nao sao grandes, estes dois tensores estao linearmente rela-
cionados através da lei de Hooke. Conforme apresentado no Apéndice A, os coeficientes
desta relagao estao associados com as constantes elasticas do sélido, que sao necessarias

no estudo de discordancias através do modelo de Peierls-Nabarro.
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Com o objetivo de estimar as constantes eldsticas nds impomos as possiveis de-
formacoes independentes na caixa de simulacao e calculamos o tensor stress. Este tensor

pode ser calculado usando o teorema do virial [44]

2T, 1
Tap = p { Nﬁ - <‘“af’>} , (5.17)

onde p é a densidade do sistema e w,3 é o tensor virial que pode ser escrito como

N

LoV
Wap = Zri w ) (518)

7

ri* é a componente « do vetor posigao que localiza um atomo 7, V' € o potencial de interacao
entre os atomos, que no nosso caso ¢ dado pelo potencial de Aziz descrito na secao 2.1.

O tensor T, estd associado com a energia cinética do sistema

Vg Vg Vg

72 N oz} 0z;0y;  Ox;0z;
= Pus v 02w
T = 2m 8%3;2' Byfs 6yi8§i ’ (519)

92 Tg 9Tg Vg
0z;0x; 0z;0Y; 821-2

Vale lembrar que, ¥y é a funcao de onda utilizada para modelar o *He sélido. Observe que
o traco do tensor corresponde justamente ao laplaciano da funcao de onda devidamente
multiplicado pelo fator de tal maneira que temos a energia cinética associada ao sistema.

E interessante destacar que a pressao do sistema pode ser obtida a partir do trago do
tensor stress [44,70] P = %(am + oy, +0,,). Outra importante caracteristica é que o

tensor stress é simétrico, ou seja, 0;; = 0j;
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5.5 Resultados

Nesta secao vamos apresentar os resultados encontrados em nosso estudo sobre as
discordancias no “He sélido. Na subsecao 5.5.1 mostramos os valores encontrados para
as constantes eldsticas, que sao importantes na modelagem de discordancias através do
método de PN. A subsecao 5.5.2 apresenta os resultados acerca da estrutura das dis-
cordancias estudadas. Em seguida, a subsecao 5.5.3 mostra os resultados para o stress de

Peierls, que esta relacionado com a mobilidade deste tipo de defeito.

5.5.1 Constantes elasticas

Para o estudo das discordancias, nés empregamos o modelo SWF descrito na secao
2.3.2 para descrever o sélido *He em uma rede cristalina hep. Com o objetivo de de-
terminar as propriedades eldsticas, nds utilizamos uma célula computacional contendo
720 particulas na densidade de 0,0294 A_B, que corresponde aos parametros de rede
a = 3,63668 A ¢ ¢ = 5,93866 A, sujeita a condices periddicas de contorno. Esta den-
sidade corresponde ao ponto de fusao deste solido. Amostrando configuragoes a partir
da densidade de probabilidade calculada com a SWF usando o algoritmo de Metropolis,
nos calculamos entao o valor esperado do tensor stress associado com seis deformagoes
da célula periédica, impondo niveis de strain de 0,25%. Usando entao as relacoes padrao
entre os tensores stress e strain [90], nés extraimos as cinco constantes eldsticas indepen-
dentes da estrutura hcp.

Na Tabela 5.5.1 estao colocados os resultados encontrados para as constantes elasticas
do *He sélido hep. Estes valores representam a primeira estimativa teérica completa das
constantes elasticas para este sistema. E importante destacar que o médulo de cisalha-

mento p = Cyy = 17,1+£0,8 MPa estd em bom acordo com o valor de 14 MPa encontrado
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experimentalmente por Syshchenko et al. [62]. A razao de Poisson obtida a partir dos
resultados da Tabela (5.5.1) é de v = 0,151. Ambos os valores tedricos reportados por
nos sao para as direcoes de cisalhamento no plano basal, em que cristais hexagonais sao

isotrépicos [91].

Cll C133 C’44 C(12 C113
60,8+0,8 77,9+0,8 17,1+£0,8 34,4+0,8 14,4+0,8

Tabela 5.1: Constantes eldsticas do modelo SWF para o “He sélido hep, em
unidades de MPa.

5.5.2 Estrutura das discordancias

Como ¢ sabido que o deslizamento basal é o mecanismo dominante de movimento de
discordancias no “He sélido hep [92], nés focamos nossa atencao nas propriedades destas
discordancias em particular e calculamos a superficie GSF associada com o plano basal.
Com este proposito, nos utilizamos a célula de 720 atomos e impomos uma série de 400
vetores de deslizamento d no plano basal ajustando as condi¢oes periddicas de contorno
na direcao do eixo c¢. Para fazer isto, nds permitimos variagoes apenas na direcao c
das posicoes das particulas sombra dos dtomos imediatamente adjacentes ao plano de
deslizamento, mantendo assim o deslocamento relativo dos atomos no plano basal. Neste
procedimento é utilizado o método de Parrinello-Rahman que foi apresentado na secao
3.2. Em seguida, usando o algoritmo de Metropolis, nés amostramos configuragoes de
acordo com a SWF e calculamos o valor esperado do hamiltoniano como fungao de 4.
Subtraindo o valor esperado para 6 = 0 e dividindo pela area, nds obtemos a superficie
GSF.

Com o objetivo de implementar os resultados dentro do modelo de PN, ajustamos os

resultados usando uma série de Fourier que reflete da simetria de rede do plano basal da



71

estrutura hep de acordo com a Eq. (5.12), v(6) = Y g cc exp(iG.J), onde usamos um
conjunto de 81 vetores bidimensionais da rede reciproca G. Os resultados sao mostrados
na Fig. (5.6). A configuracao do cristal perfeito, que tem o valor do GSF igual a zero, é
associada com o vetor deslocamento ¢ = 0 e seus equivalentes periddicos. A configuracao
ISF, que corresponde ao vetor de deslocamento (e equivalentes) & = (0,b,), tem uma
energia em excesso de 0,0063 mJ/m? onde b, = %\/ga =2,0996 A é o comprimento de

um vetor de Burgers parcial.

a) 00

Figura 5.6: Representacao da série de Fourier da superficie GSF sobre o
plano basal do sélido de *He hcp modelado pela SWF. a) Energia GSF
(em mJ/m?) como uma funcio do deslocamento bidimensional § (em
unidades de b, = %\/ga =2,0996 A). b) O contorno da superficie GSF
reflete a simetria do plano basal da superficie hcp.

Usando nossas estimativas para as propriedades elasticas e a superficie GSF no modelo
de PN, nés investigamos a estrutura e a mobilidade intrinseca de 4 tipos de discordancias
no plano basal: (i) screw, (ii) 30°, (iii) 60° e (iv) edge. A Fig. (5.7) mostra o perfil do
desajuste para a discordancia do tipo screw, obtido minimizando a energia total colocada
na Eq. (5.5) com um stress externo igual a zero. Como esperado por nés, devido ao baixo

valor da energia da falha de empilhamento, ela se dissocia em duas discordancias parciais
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de 30° com componentes edge opostas, separadas por uma area ISF com uma largura

de 29 linhas atomicas, que corresponde a 91,33 A. A largura do caroco ¢ das parciais,

definido como a distancia sobre a qual o deslocamento muda de i para

1 de seu valor

o

total, é aproximadamente 1 linha atomica ou ~ 3,1 A. A Fig. (5.8) mostra a funcao
densidade de desajustes como funcao da linha atomica do cristal para a discordancia tipo
screw. Os picos do grafico indicam as posicoes das discordancias parciais. Vale observar
que o defeito se dissocia em duas discordancias parciais com componentes nas diregoes
edge e screw. Diferente do que ocorre no modelo de Volterra para as discordancias [41],
no modelo PN as fun¢oes deslocamento e densidade de desajustes sao continuas e suaves.
Na figura podemos também observar as duas componentes edge opostas que mencionamos
anteriormente representandas pelos quadrados azuis. Podemos também ter uma idéia da

dimensao de ¢ que esta relacionado com a largura dos picos.

1
0.8
0.6
0.4
0.2

0

-0.2

Deslocamento (b)

_O'%O 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

Linha atémica

Figura 5.7: Perfil do deslocamento otimizado §; para uma discordancia
screw sobre o plano basal: componente edge (circulos abertos) e compo-
nente screw (quadrados abertos) sao medidos em unidades do vetor de
Burgers b = a = 3,63668 A. As linhas tracejadas indicam as posicoes
das discordancias parciais.

A Fig. (5.9)a mostra o perfil do deslocamento e¢ a densidade de desajustes para a
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Linha atdbmica

Figura 5.8: Funcao densidade de desajustes como funcao da linha
atomica para uma discordancia tipo screw. Os circulos estao associ-
ados com a componente edge e os quadrados com a componente screw.
Os picos indicam as posicoes das discordancias parciais.

discordancia de 30°. Os resultados sao obtidos minimizando a energia da discordancia
escrita na Eq. (5.5) na auséncia de qualquer stress externo. Assim como no caso anterior,
o defeito se dissocia em duas discordancias parciais cujas posicoes sao indicadas pelas
linhas tracejadas. Os picos da densidade de desajustes também mostram estas posigoes.
Neste caso especifico, a area ISF que separa as discordancias parciais tem uma largura
equivalente a 35 linhas atémicas, que corresponde a 109,1 A.

Os resultados obtidos para as discordancias de 60° e a do tipo edge estao colocados
nas Fig. (5.9)b e Fig. (5.9)c, respectivamente. A discordancia do tipo edge é aquela com a
maior area ISF, com uma separacao correspondente a 41 linhas atomicas, o equivalente a
127,3 A. A primeira linha da Tabela (5.2) contém as larguras de dissociacio de todas as
discordancias estudadas nesta tese, mostrando um aumento na largura ISF com o aumento

da componente edge, consistente com a teoria de discordancias [36].
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Figura 5.9: Perfil do deslocamento otimizado d; e a densidade de desa-
justes como funcao da linha atomica para as discordancias: a) de 30°,
As componentes edge sao representadas pelos
circulos vermelhos e as componenentes screw pelos quadrados azuis.

b) de 60° e ¢) tipo edge .
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5.5.3 Mobilidade das discordancias

Além das propriedades estruturais descritas aqui, o modelo de PN permite uma esti-
mativa da mobilidade intrinseca da discordancia, que é medida em termos do stress de
Peierls. Para isto, nés impomos um stress externo de cisalhamento no plano de desli-
zamento paralelo ao vetor de Burgers. Ele produz uma forca maxima por unidade de
comprimento sobre a linha de discordancia para a magnitude da tensao aplicada. Em
seguida otimizados os vetores de desajuste da Eq. (5.5) de maneira a obter um minimo
para a energia da discordancia. A magnitude é entao aumentada em pequenos passos,
seguida pela minimizacao da energia com respeito aos vetores de desajuste §;,. Em um
valor critico do stress, o chamado stress de Peierls, uma instabilidade é alcancada e uma
solugao de equilibrio deixa de existir [83,84]. Nesta situagao, a discordancia torna-se livre
para se mover através do cristal. A segunda linha na Tabela (5.2) contém os valores da
tensao de Peierls para os quatro tipos de discordancias consideradas. O valor mais baixo
da tensao de Peierls, obtido para a discordancia 30°, ¢ da ordem de 1,5 x 1072 MPa.
Este valor é ~ 3 ordens de grandeza menor que o moédulo de cisalhamento, que é consis-
tente com a discrepancia tipica entre a forca de cisalhamento ideal e a real que produz a

deformacao em cristais [36].

Screw 30° 60° Edge
Separacio parcial (A) 91,3 109,1 119,7 127,3
Stress de Peierls (MPa) 0,41+0,01 0,015£0,01 0,23+0,01 0,08=+0,01

Stress de Peierls corrigido (MPa) 0,48 +0,01 0,045+0,01 0,394+0,01 0,08+0,01

Tabela 5.2: Estrutura do caroco e stress de Peierls de quatro discordancias no plano basal
para o *He sélido hcp modelado pela SWF.

Os nossos resultados foram obtidos usando o modelo SWF que, embora fornega uma
boa descricao do médulo de cisalhamento do *He sélido hep, subestima significativamente

uma estimativa experimental recente para a SFE, (0,07 +0,02) mJ/m? [93]. Com o obje-
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tivo de explorar a possivel influéncia do valor da SFE sobre a mobilidade da discordancia,
nos repetimos os calculos do stress de Peierls para o caso em que a largura de dissociacao
no equilibrio é reduzida por um fator de 10, que é a razao entre os valores tedricos e
experimentais da SFE. Para isto, nés aplicamos uma componente adicional no stress de
cisalhamento, cuja direcao no plano de deslizamento é perpendicular ao vetor de Burgers
total da discordancia. Esta componente do stress, conhecida como stress de Escaig [41],
nao produz uma forga sobre a discordancia como um todo, mas imita uma situagao com
diferentes valores da SFE.

Usando um stress de Escaig de 0,4 MPa nos recalculamos os valores da tensao de
Peierls para os quatro tipos de discordancias no plano basal. Os resultados sao mostrados
na ultima linha da Tabela (5.2). O efeito de um aumento efetivo no valor da SFE nao afeta
significativamente o valor do stress de Peierls do modelo. Isto é consistente com célculos
anteriores para metais, em que o stress de Peierls nao se mostrou sensivel a largura da
dissociagao [83].

Finalmente, nés examinamos nossos resultados no contexto dos experimentos con-
siderando o comportamento macroscépico do “He sélido em baixas temperaturas. Na
observacao da inércia rotacional nao classica [11,12], interpretada como a assinatura da
superfluidez, o papel de defeitos e desordem no cristal parece firmemente estabelecido.
Especialmente, o comportamento das discordancias tem atraido um interesse particular
depois da descoberta do inesperado aumento do mdédulo de cisalhamento que mostra a
mesma dependéncia com a temperatura que as observagoes originais da NCRI com a con-
centraciao de impurezas de *He [16,37]. Inspirados pela elasticidade continua baseada na
teoria de Granato-Liicke [94], tem sido colocado como hipdtese que este enrijecimento é
uma consequéncia da mudanca da mobilidade de uma rede de discordancias. Esta rede

estaria fixa apenas por impurezas de *He em temperaturas mais baixas, tornando-se mével
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em temperaturas mais elevadas.

Analisando os resultados para a mobilidade da discordancia de nosso modelo, é inte-
ressante observar que nossa mais baixa barreira de Peierls é cerca de 20 vezes maior do que
a tensao de cisalhamento de ~ 700 Pa obtida nos experimentos recentes [23]. Isto sugere
que a resisténcia intrinseca da rede é um fator essencial quando se trata da mobilidade
de discordancias no plano basal do *He sélido hcp. Realmente, nos niveis de tensao re-
portados nestes experimentos recentes, nao espera-se que tais discordancias sejam maoveis,
mesmo na auséncia de centros de aprisionamento. Além disso, nao é esperado que a tensao
de Peierls varie significativamente como uma funcao da temperatura abaixo de 0,1 K, em
que o enrijecimento é observado, dado que célculos de varias propriedades, realizados
usando métodos de Monte Carlo baseados em integrais de trajetéria com temperatura
finita, nao mostram uma significante dependéncia com a temperatura abaixo de 1K [95].
Neste contexto, uma explicacao satisfatoria para o enrijecimento elastico observado no
4He sélido hep deve envolver questoes de mobilidade intrinseca.

Em resumo, nés empregamos uma aproximagao hibrida atomistica-continua, baseada
no modelo de Peierls-Nabarro e o formalismo da funcao de onda sombra, para obter
uma compreensao direta sobre a estrutura intrinseca e as propriedades de mobilidade
de discordancias no “He sélido hcp na temperatura zero. Além de fornecer informacoes
fundamentais sobre as propriedades elasticas deste cristal quantico, os resultados revelam
uma resisténcia da rede significante com relacao ao movimento de discordancias. Ana-
lisando os nossos resultados no contexto da interpretacao proposta de aprisionamento
de discordancias e o fenomeno de enrijecimento eldstico, eles sugerem que a resisténcia
intrinseca da rede é um fator essencial quando se trata de mobilidade de discordancias. A
interpretacao proposta, que ignora inteiramente este elemento, pode portanto nao fornecer

uma explicacao satisfatéria para o enrijecimento eldstico observado no *He sélido.



Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho fizemos um estudo de defeitos pontuais e lineares em sélidos quanticos,
em especial o *He sélido hep. Nossa principal motivacao em tratar este assunto ¢ uma
possivel relacao existente entre a fase supersélida deste sistema e a presenca de algum
tipo de desordem. Esta possibilidade tem atraido muito a atengao nos tltimos anos para
o estudo de defeitos em solidos quanticos.

Inicialmente verificamos que a inclusao de efeitos anarmonicos desempenha um pa-
pel muito importante no calculo da concentracao de defeitos pontuais do tipo vacancia
em sélidos quanticos. Com um modelo bastante simples observamos que a anarmonici-
dade é responsavel pelo aumento de mais de uma ordem de grandeza na concentragao
de monovacéncias de ponto-zero. Consequentemente, uma analise desta grandeza no *He
solido deve levar em conta a inclusao de todos estes efeitos. Neste sentido, a extensao do
método do trabalho reversivel aplicado ao caso quantico tem se mostrado uma ferramenta
bastante tutil.

Abordamos também a questdo da interacao entre vacancias de ponto-zero no *He

solido modelado pela fun¢ao de onda sombra. Usando o método do trabalho reversivel e
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levando em conta os efeitos de tamanho, nés consideramos a interacao da divacancia no
plano basal e também fora dele. Além de nao encontrarmos uma anisotropia significativa
entre as duas conformagoes, a concentracao de divacancias esperada é somente ~ 4 — 5
vezes maior do que o valor esperado na auséncia de qualquer energia de ligacao. Estes
resultados sugerem que, na descricao do modelo empregado, nenhuma aglomeragao de
vacancias levando a uma separacao de fases é esperada no estado fundamental.

Na sequéncia de nosso trabalho fizemos um estudo sobre defeitos lineares do tipo dis-
cordancias no *He sélido hep. Para modelar quatro diferentes discordancias em nosso sis-
tema, nos estimamos as constantes elasticas deste solido. Estas propriedades compoem um
dos ingredientes necessarios na modelagem destes defeitos através do método de Peierls-
Nabarro. Nestes calculos nés verificamos as relagoes entre o strain provocado e o stress
calculado através do teorema do virial. Para provocar as deformacoes no sélido nés im-
plementamos o método de Parrinello-Rahman.

Os resultados encontrados para as constantes eldsticas do sélido de “*He representam
a primeira estimativa completa para estas propriedades deste sistema. Além de serem
muito importantes no estudo de defeitos lineares tipo discordancias, estes dados podem
estimular novos trabalhos com outros niveis de cdlculo para estimar estas propriedades.
E interessante destacar que o valor encontrado para o moédulo de cisalhamento estd em
bom acordo com o resultado experimental reportado por Syshchenko et al. [62].

Com o intuito de modelar as discordancias, calculamos a superficie GSF com as ener-
gias obtidas no célculo do valor esperado do hamiltoniano do sistema. Estas energias sao
estimadas através do método de Monte Carlo, onde amostramos configuracoes do ‘He
solido descrito pela funcao de onda sombra através do algoritmo de Metropolis. Esta su-
perficie juntamente com as constantes elasticas sao suficientes para estudar estes defeitos

na metodologia empregada por nés.
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Mostramos também que, no modelo utilizado, as discordancias apresentam uma forte
tendéncia em se dissociarem em pares de discordancias parciais. Esta possibilidade nao
era considerada em estudos anteriores feitos para defeitos lineares no *He sélido. Neste
trabalho fazemos inclusive uma estimativa da distancia existente entre as discordancias
parciais. Esta distancia aumenta de acordo com a componente edge do defeito, que é
consistente com a teoria de discordancias.

A mobilidade das discordancias foi estudada nesta tese, também empregando este mo-
delo hibrido que envolve contribuigoes elasticas de longo alcance e contribuicoes atomisticas
para descrever melhor o caroco do defeito. Uma das principais conclusoes foi que a rede
oferece uma resisténcia ao movimento da discordancia que é significativa. Esta carac-
teristica é sem duvida um elemento essencial na compreensao do fenéomeno do enrijeci-
mento eldstico observado inicialmente por Day et al. [16]. A primeira interpertacao deste
fenomeno desconsidera inteiramente este fato, o que pode resultar em uma explicagao
incorreta para o efeito observado.

Estas tdltimas conclusoes estao fundamentadas nos valores relativamente altos encon-
trados para o stress de Peierls. O valor mais baixo para esta propriedade ainda assim é
cerca de 20 vezes maior do que a tensao de cisalhamento experimental. Esta caracteristica
¢ uma indicacao de que as discordancias no “He sélido nao apresentam uma tendéncia de
serem moveis dentro dos niveis de stress reportados experimentalmente [16,23,37], mesmo
na auséncia de impurezas de *He no sistema.

Portanto, nossos resultados indicam que a elaboracao de um mecanismo para expli-
car o *He supersolido, que envolva a presenca de discordancias, deve levar em conta a

importancia da resisténcia intrinseca da rede na mobilidade do defeito.
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6.1 Perspectivas

Conforme mencionamos anteriormente, o método do trabalho reversivel nao é restrito
ao calculo de vacancias. Esta metodologia pode ser empregada para estudar outros tipos
de defeitos, tais como intersticios, par intersticio-vacancia, dentre outros. Para isto, basta
calcular a energia livre necessaria para se criar cada um dos defeitos a partir de um
sistema de referéncia, conforme fizemos para as vacancias. Além disso, esta técnica pode
ser empregada para qualquer modelo que descreve um sistema de N bdsons interagentes.
Portanto, podemos calcular a concentracao de uma grande quantidade de defeitos em um
solido quantico modelado por alguma funcao de onda.

Uma analise do comportamento das constantes elasticas do hélio sélido em funcao da
pressao pode ser facilmente realizada como uma sequéncia do trabalho realizado nesta
tese. A pressao pode ser calculada utilizando o teorema do virial para diferentes valores
de densidade do sistema [43]. Assim como feito na densidade de fusdo, cada constante
elastica pode se estimada para as diferentes densidades. Consequentemente podemos fazer
uma analise da mobilidade destes defeitos lineares como funcao da pressao, estimando o
stress de Peierls em cada caso.

O estudo feito com as discordancias nesta tese pode ainda ser refinado usando métodos
baseados em integrais de trajetoria para calcular as constantes eldsticas e a superficie
GSF. Outro possivel refinamento em nossos calculos é acrescentar uma componente na
direcao do ¢ no vetor de deslocamento. Com isso, podemos analisar o comportamento da
superficie GSF quando variamos também esta nova componente do vetor. Sendo possivel
assim uma modelagem mais completa das discordancias no *He sélido.

Um estudo sobre a mobilidade das discordancias em funcao da temperatura pode

ainda ser realizado usando o método de Monte Carlo com integrais de trajetéria (PIMC)
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[95], o que poderd facilitar a comparagdo com o que é observado experimentalmente.
Acreditamos que um tratamento com o referido método pode oferecer novos elementos
para um melhor entendimento do papel desempenhado pelas discordancias nos solidos

formados por atomos de hélio.



Apeéendice A

Teoria Elastica

Neste apéndice vamos abordar de maneira sucinta a teoria elastica que é necesséaria no
tratamento de discordancias em solidos cristalinos. Neste trabalho, vamos nos restringir
a teoria elastica linear, onde o stress aplicado é proporcional ao strain de acordo com a
lei de Hooke [80]. Apresentaremos também as constantes eldsticas para um sistema com
uma estrutura cristalina hep, que é o caso do sélido de *He estudado neste trabalho. Estas
constantes sao importantes no estudo de defeitos lineares como discordancias, que vamos

tratar na sequencia.

A.1 Strain

Quando aplicamos alguma forca externa em um cristal ou quando algum defeito apa-
rece na estrutura, a posicao relativa entre os atomos do sistema se modifica. Esta mudanca
¢ chamada de strain [96]. Em termos matematicos esta deformacao pode ser descrita pelo
vetor deslocamento u, que pode ser definido como sendo a diferenca entre a posicao final

de um dado ponto depois da deformacao r’ e sua posicao inicial r. Sendo assim, cada com-
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ponente do vetor deslocamento pode ser escrita como a diferenca entre as componentes

destes dois vetores. A componente x do vetor u, por exemplo, pode ser escrita como

u, =1 —x . (A1)

Em geral, cada componente do vetor deslocamento u é uma funcao de todas as trés
varidveis z, y e z [36,80]. Para pequenas deformagoes podemos definir o tensor strain a

partir das componentes do vetor u

Eij - 5 (87"j + 87”1) ’ L,]=T,Y,z . (AQ)

Para i # j na Eq. (A.2), temos as deformagoes de cisalhamento. Analisando a definigdo
do tensor € podemos observar que ele é simétrico, ou seja, €;; = €;. Além disso, existem
apenas seis possiveis deformacoes diferentes, sendo trés delas de cisalhamento, que defor-
mam o sistema modificando o seu formato, e as outras trés sao aquelas em que i = j que

podem ser de tensao ou de compressao do sistema.

A.2 Stress

Quando um sélido é deformado, forcas internas surgem de maneira que o sistema
apresente uma tendéncia de retornar para a posigao de equilibrio [96,97]. A origem destas
forcas é de natureza atomica. Entretanto, a elasticidade é uma teoria macroscépica, onde
as distancias relevantes sao grandes quando comparadas com a escala atomica.

Inicalmente, vamos considerar que a forca total aplicada em um volume € do sélido
pode ser escrita simplesmente como fQ FdQ [97]. Isto significa que a forca total é uma

soma sobre todas as forgas aplicadas em elementos de volume compreendidos em 2. De-
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vido & terceira lei de Newton, as forcas que atuam em uma dada parte de um corpo
podem ser consideradas como sendo aplicadas somente em sua superficie. Uma vez que
somente forcas aplicadas na superficie S que encerra o volume {2 podem contribuir para

a resultante, a forca total pode ser escrita como uma integral em S

/ FdQ = / %d@ - ]{ oidf; | (A.3)
Q Q 0% s

onde 0;; ¢ chamado de tensor stress e df; sao as componentes do vetor normal ao elemento
de superficie apontado para fora do volume. Na expressao acima, os indices repetidos
representam um somatorio sobre todas as componentes do tensor. O tensor stress o;
pode ser definido como a forca por unidade de area sobre a face ¢ na direcao j.

A componente i da forga sobre o elemento de superficie df é dada por o;;df;. Explici-
tamente, 0, é a componente na direcao x da forca por unidade de area aplicada em uma
superficie perpendicular ao eixo x. As componentes tangenciais nas direcoes y e z nesta
mesma superficie sao o, e 0.,, respectivamente.

Em um cristal deformado, se o stress em um ponto qualquer varia linearmente com o

strain [36,80,96] a relagao entre estas duas grandezas é conhecida como lei de Hooke
0ij = Cijri€n (A.4)

onde Cjj;i; sao constantes que formam o chamado tensor de rigidez eldstica ou simplesmente
tensor das constantes elasticas. Esta dependéncia linear ocorre quando as deformacgoes
feitas no cristal sao tais que o deslocamento dos atomos é pequeno, em outras palavras,
as deformacoes sao elasticas. Lembrando que estamos usando a convencao de Einstein

para escrever o somatorio feito sobre os termos com indices repetidos.
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Uma vez que os tensores o0;; e € sao simétricos, dentre os 81 elementos de Cjjp,
somente 36 sao independentes. Além disso, dentro da teoria elastica admitimos que existe
uma densidade de energia da deformagao W (e) que é relacionada com o tensor stress

através da expressao
ow
aeij

(A.5)

Jij

Com esta definicao podemos escrever uma relacao entre o tensor Cjjp; e a densidade de

energia W
oPW

C; ikl — 5. o
" 661‘]'86]4;[ ’

(A.6)

vale observar que, uma vez que a ordem da diferenciagao nao é importante na Eq. (A.6),
temos que Cjji; = Clyij 0 que reduz o nimero de constantes independentes no tensor para
21. Este é o nimero méaximo de constantes independentes, geralmente ele é ainda menor
por causa da simetria da rede cristalina.
Analisando o tensor Cj;x; escrito em funcao da densidade de energia local na Eq. (A.6),
podemos escrever [36]
1

W(E) = §Cijkl€ij€kl (A?)

que é a energia total armazenada em um ponto do sistema devida as suas deformagoes.
Vale destacar que a energia escrita na Eq. (A.7) pode ser interpretada como a energia
potencial generalizada de um oscilador harmonico com constante de mola dada pelo ten-
sor Ciji. A integracao em todo o volume do sélido nos da a energia total devido as

deformacoes, ou simplesmente energia do strain

Eytraim = / W (e)dQ | (A.8)
Q

onde €2 é o volume total do sistema.
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Neste momento é bastante conveniente introduzirmos uma nova notacao [36, 80, 96]
para representar os elementos do tensor constantes eldsticas de maneira mais compacta.
Uma vez que o tensor é totalmente simétrico com respeito a sua diagonal, uma contragao
em sua notacao pode ser muito 1til de forma que Cjjp — Cpupn. Na Tabela (A.2) apre-

sentamos o esquema que adotamos para esta nova notacao. A contracao é aplicada na

youkl 11 22 33 23,32 31,13 12,21
moun 1 2 3 4 5 6

Tabela A.1: Notacao matricial contraida para os coeficientes do tensor constantes
elasticas.
representag:éo de Oijkb de maneira que, 01111 — 011, 01123 — 014, 02212 — CIG) e assim

sucessivamente para todos os elementos do tensor.

A.3 Constantes elasticas

De acordo com o que vimos na se¢ao anterior, o nimero maximo de constantes elasticas
independentes é de 21. Entretanto, para um cristal hexagonal como o sistema considerado
neste trabalho, a simetria faz com que apenas 5 constantes sejam independentes [36,96]. O
solido de *He com estrutura cristalina hcp é um material transversalmente isotrépico [91],
ou seja, apresenta um plano isotréopico que neste caso é o plano basal. Para este sistema

as cinco constantes elasticas independentes que o caracterizam podem ser arranjadas na
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matriz simétrica [36,90]

Cin Cip Cis 0 0 0
Ci2 Cnn Ci3 0 0 0
Ciz3 Ciz Gz 0 0 0
0 0 0 Cyu O 0
0

0 0 0 0 Cu

Cn—-C
0o 0 0 o0 0 %o

Uma outra importante propriedade elastica de um soélido é o médulo de Young F,
definido como a razao entre o stress aplicado e o strain sofrido pelo sistema. Esta grandeza
é um parametro mecanico que representa a rigidez do solido e esta associada com o médulo
de cisalhamento, como vamos observar mais adiante.

Em um material transversalmente isotrépico temos dois valores para o mddulo de
Young. Um deles, E, é obtido pela razao do estresse aplicado ao longo da diregao ¢ pela
deformagao causada nesta mesma direcao. O outro valor para o médulo de Young E é
obtido quando consideramos um estresse aplicado no plano basal dividido pela deformagcao
que ele causa na sua direcao de aplicacao. Devido a simetria que existe no plano basal,
em qualquer direcao que seja aplicado o estresse neste plano, o valor de E sera sempre o
mesmo.

Outra constante elastica utilizada na caracterizacao de um sélido hexagonal é a razao
de Poisson. Como no caso do médulo de Young, existem dois valores distintos desta
quantidade dados pela razao entre as deformacoes na direcao de um plano perpendicular
a aplicacdo de um estresse e aquela que ocorre em sua propria direcao. Comumente
entretanto é apenas mencionada a razao de Poisson v, determinada pela razao de uma

deformagao no plano basal com respeito a deformacao causada por um estresse aplicado
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na direcao c.
Para determinar a razao de Poisson é bastante conveniente escrevermos a lei de Hooke

que relaciona os tensores stress e strain como

€ij = OijklOkl <A~10)

onde o S;ji; sao os elementos do tensor de complacéncia, que é justamente o inverso do

tensor das constantes eldsticas C. Para o caso especifico de um cristal hexagonal [91],

Siu Sz Sz 00 0
Sz S Sz 00 0
g — Si3 S1i3 Sz 00 0 (A11)
0 0 0 Sy O 0
0 0 0 0 Sy 0
0 0 0 0 0 25 —5p

A partir dos elementos do tensor S podemos escrever as propriedades elasticas que
discutimos anteriormente. Neste caso, a razao de Poisson pode ser determinada fazendo
[91,96]

vy = —— , (A12)

que é uma das propriedades eldsticas calculadas neste trabalho para o *He sélido hcp.
Para completar a caracterizacao de um sélido com isotropia transversal sao conside-
rados os moédulos de cisalhamento nos planos de isotropia e ao longo da direcao c¢. Em

particular o primeiro deles é escrito como

E

T (A.13)

M:
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Expressao analoga dependendo de E, e v, define o médulo de cisalhamento ao longo da
direcao c, uyg.

Como observamos no Capitulo 5, as propriedades elasticas importantes no estudo das
discordancias sao o médulo de cisalhamento e a razao de Poisson. Estas quantidades sao
um ingrediente necessario na modelagem destes defeitos dentro do formalismo de PN, de

forma que é muito importante uma determinacao precisa destas constantes.
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Anexos

A seguir sao apresentados os artigos publicados durante a realizacao do doutorado.
Esta tese esta fundamentada nos resultados reportados nestes trés trabalhos. No primeiro
artigo, publicado na revista Journal of Statistical Physics, apresentamos o método do
trabalho reversivel aplicado a um um sélido quantico modelado pela funcao de onda de
Jastrow. A concentracao de monovacancias é estimada incluindo todas as contribuicoes
anarmonicas no calculo da energia livre de formacao do defeito. O segundo artigo foi
publicado na revista Physical Review B e reporta nossos resultados encontrados no estudo
de vacancias em um sélido formado por 4dtomos de *He modelado pela funcao de onda
sombra.

O terceiro e tultimo artigo publicado neste periodo apresenta nossa investigacao sobre
a estrutura e mobilidade de discordancias no *He sélido hep. Os resultados foram publi-
cados na revista Physical Review Letters e trazem uma importante contribui¢ao sobre o

comportamento deste tipo de defeito em sélidos quanticos.
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Abstract We investigate the influence of anharmonic effects on the zero-point vacancy con-
centration in a boson system model in the solid phase at 7 = 0 K. We apply the reversible-
work method to compute the vacancy formation free energy and the vacancy concentration
in the system. A comparison of our results with those obtained using the harmonic approxi-
mation show that anharmonic effects reduce the formation free energy by ~25%, leading to
an increase of the zero-point vacancy concentration by more than an order of magnitude.

Keywords Quantum solids - Vacancy concentration - Anharmonic effects - Reversible
work method

1 Introduction

In this paper we continue the study of quantum solids formed by bosons. Our aim is to
perform a vacancy-concentration calculation and quantify the importance of anharmonic
effects in its value by introducing the reversible work (RW) method [22] in the context of
such systems. The importance of these effects in the solid phase of a system of light bosons
is twofold. They would manifest themselves both due to significant zero-point motion and
the local breaking of lattice symmetries in the presence of a vacancy [13, 14, 22]. In this
work we consider a simple model system for which the exact ground-state wave function is
of the Jastrow form

1 N
wJ<R>=exp[—5 Zu(rij)}/Q}v/z, (1)
i<j
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where R ={r;, ry, ..., ry} stands for the N coordinates of the particles and Q y is a normal-
ization constant. We wish to demonstrate that the RW method provides a sound approach to
pursue our aims, allowing a reliable calculation of defect concentrations in quantum solids
formed by bosons. Moreover we demonstrate that our method is efficient, enabling a system-
atic elimination of finite-size effects associated with spurious vacancy-vacancy interactions
in the results.

It is not our intention to make claims about real systems using such simple model de-
scribed by the wave function in (1). However we note that a wave function of this form has
been employed [16, 26] in the past to describe a system of helium atoms in the solid phase
using the so called pseudopotential u(r) = (b/r)" of the McMillan form. In order to con-
sider helium atoms in bulk, more reliable translational invariant descriptions of this system
in the solid phase exist [24, 34]. Here we adhere to the model system of (1) in order to keep
our calculations as simple as possible.

Nevertheless our results might be of interest in the context of the systems formed by he-
lium atoms in view of the possible role that lattice vacancies could play in relation to the
recent experimental observations of nonclassical rotational inertia (NCRI) [17, 18]. More-
over it has been noticed that the NCRI has an unusual dependence on density [19] and that
it might be related to an unexpected mechanical behavior under elastic deformations [12].
One of the possible interpretation of these phenomena is the existence of a supersolid phase,
which presents long-range order, spontaneous translational and rotational symmetry break-
ing characteristic of a crystal but displaying superfluid-like behavior present in the low-
temperature liquid phase. The pioneering theoretical proposals of a supersolid phase [3,
10] predict that vacancies are required for quantum crystals to exhibit superfluid behavior.
More recently, Anderson, Brinkman and Huse [2] have supported this view based on exper-
imentally observed behavior of the specific heat [8]. From the experimental point of view at
present there is evidence that in solid “*He, a vacancy concentration below 0.4% cannot be
ruled out [32]. However one should also note that one study [6] has concluded that the va-
cancy concentration at low temperatures in a system of *He atoms is exceedingly small. On
the other hand some theoretical calculations [5, 11] have shown that a perfect 4He solid will
not exhibit supersolidity and others [7, 29, 33] indicate that some kind of defects should be
present. In brief, even though the experimental observation of a NCRI has been confirmed in
many laboratories [23, 28, 31] a consensual theoretical interpretation of the results remains
to be found.

We determine the vacancy concentration by computing the vacancy-formation free en-
ergy f with the RW method. This is an approach that has shown to be very effective for the
computation of defect thermal equilibrium concentrations in classical solids [13, 15, 22].
We will be showing that this method can be applied equally well to quantum solids formed
by bosons in the ground state.

Since the exact wave function W describing the ground state of any system of bosons can
always be written as a real nodeless function [1, 9, 26, 27], without loss of generality, it is
possible to write

exp[-U(R)]
2N ’

where 2y is a normalization factor. The factor exp(—U (R)) can be formally thought of as
a Boltzmann factor at kg T = 1 with kg being the Boltzmann constant and 7' the absolute
temperature. In the same way, we can identify 2 as the configurational partition function
of a fictitious classical system. Accordingly, if the probability density of the classical system
predicts a given equilibrium vacancy concentration at kg T = 1, this is the expected vacancy

W2(R) = ()
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concentration of the quantum system at 7 = 0 K. In this way, the RW method, which was
developed for the calculation of classical free energies of the form —In 2y, allows the de-
termination of the equilibrium vacancy concentration of the quantum crystal in its ground
state. In case the quantum crystal behaves like a Mott “insulator” [2], the formation free
energy in the classical system will be very large, giving a ground-state equilibrium vacancy
concentration that is essentially equal to zero. Otherwise, it will be such that the concentra-
tion is finite.

In the next section we discuss how the vacancy concentration is computed for the partic-
ular quantum solid described by a wave function of the Jastrow form of (1). Furthermore,
it delineates the RW method used to determine the formation free energy of a vacancy by
taking into account both harmonic and anharmonic effects. Section 3 describes the computa-
tional details of the calculations and in Sect. 4 we discuss the obtained results. We conclude
with a summary in Sect. 5.

2 Methodology

It can be shown that the wave function v, (R) of the Jastrow form of (1) is the exact ground-
state solution of the many-body Schrodinger equation that depends on the first #” and second
derivative u” of the pseudopotential u

FE = N h? V& h2 e e 2 "
_;—% i +ZZ[M (r,,)(u (rij) — r_) —u (f’l.,)}

i<j Y

h? A oA
+— D WG (i) - Fic+ Pijel, 3)

i<j<k

where T;; and T;; are unit vectors associated with the coordinate differences of the particle
pairs (i, j), and (i, k), respectively and &7;;; represents the remaining cyclic permutations
{ijk} of the three-body term.

It is easy to see that the square of the Jastrow function w% can be rewritten in the form
of (2) if we make

UR)= u(ry). 4)

i<j

Once we consider the above expression, it is straightforward to realize that /7 (R) without
the normalization factor QO is formally equivalent to the Boltzmann factor of a classical
many-body system with potential energy function U(R) at kg7 = 1. Through the whole
paper all quantities that have the dimension of energy are measured in arbitrary energy
units. As Hodgdon and Stillinger [16] we use

b 6
ur) = <;> ; &)

where b is a parameter.
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2.1 Vacancy Thermodynamics in Classical Systems

The determination of the thermal equilibrium concentration of vacancies in a classical crys-
tal requires the minimization of its free energy with respect to the total number of vacan-
cies n [4]. Let f be the formation free energy of a monovacancy in the crystal, defined as
the free-energy difference

N -1
f=F(N—1)—TF(N), (6)

where F'(N — 1) and F(N) are respectively the Helmholtz free energies of a crystal con-
taining N — 1 particles and a single vacancy, and a defect-free crystal of N particles. It can
then be shown [4] that in thermodynamic equilibrium the vacancy concentration c is then
given by

" exp| -
c= —exp[ kBT]' (7)

2.2 Free-Energy Calculations
2.2.1 Reversible-Work Method

In order to determine the vacancy concentration we need to compute the vacancy-formation
free energy f. Since it is a thermal quantity that cannot be expressed in terms of an ensemble
average, it cannot be computed directly using Monte Carlo (MC) or Molecular Dynamics
sampling methods. As a result, free energies are usually determined using indirect strategies,
in which free-energy differences between two systems can be computed by evaluating the
work associated with a reversible process that connects these two systems. This approach has
shown to be very effective for the computation of defect thermal equilibrium concentrations
in classical solids [13, 15, 22].

We compute the free energy f using the reversible work method. Its main idea is to take
a reference system, for which the free energy is known, and perform a connection to the one
of interest by means of a varying coupling parameter A. A typical functional form of this
coupling is given by the Hamiltonian

H(A) =AHy~+ (1 — 1) Heet, ®)

where Hjy and H, represent the Hamiltonians of the system of interest and of reference,
respectively. Note that this form allows a continuous switching between H.; and Hy by
varying the parameter A between O and 1. The free-energy difference is then given by the
reversible work Wy, [15]

' JoH
WrevEFO_Fref:/ di s (9)
s M\ on

where the brackets indicate an equilibrium average in a statistical ensemble. This integration
gives the total work done by the generalized force d H/dA. Since it involves equilibrium
averages of the system at all times, it reflects a reversible process.

In principle, the numerical evaluation of the work integral equation (9) can be done by
a series of independent equilibrium simulations, each carried out at a different value of the
coupling parameter A between O and 1. In practice, however, it has shown beneficial to
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estimate the work integral along a single, nonequilibrium simulation during which the value
of A changes dynamically. In this case the reversible work Wi, is estimated in terms of the
irreversible work estimator

Isim dl oH ({r;}, A
W — / dt/[—] [M] , (10)
A ar |, L o e,

where ¢’ represents the “time” coordinate that describes the dynamical evolution of the cou-
pling parameter A(¢), and z, is the total duration of the switching process.

Since the dynamical process above is intrinsically irreversible, the work estimator of (10)
is biased, subject to a positive systematic error associated with the dissipative entropy pro-
duction inherent to nonequilibrium processes. As a result, it will represent an upper bound to
the value of the reversible work Wy, and, consequently, the free-energy difference Fy — Fiet.
Fortunately the systematic error can be readily eliminated, as long as the nonequilibrium
process remains within the regime of linear response. In this regime, the systematic error is
independent of the switching process direction, i.e., the entropy production is equal for the
forward (. = 0 — 1) and backward (. = 1 — 0), processes [20, 21]. In this way, we can
obtain an unbiased estimate for W,,, according to

1
Wrev = E[vvlrr()‘ =0— 1) - VVirr()\ =1— O)]’ (11)

subject only to statistical errors.

The initial step toward computing the formation free energy of a vacancy, (6), utilizing
the RW approach involves the calculation of the free energy F(N) of a defect-free crystal
with N particles. The strategy will be to use the Einstein crystal, of which the free energy
FEinst 1s known analytically, as a reference system [15]. In this manner, employing the po-
tential energy expression of (4) and (5), the particular form of the coupled Hamiltonian (8)
becomes

N 6 N
b 1
H(R; M) =X — 1= UROY+ = r— 1?2 12
(R; 1) [;(WHH )[ ( >+2§K( o) (12)
where R? = {I‘EO) |i=1,..., N} represents the equilibrium lattice positions of the N par-

ticles and « is a spring constant.
Since Wy, is the difference of the Helmholtz free energy between the systems of interest
and of reference, the free energy of the defect-free crystal is given by

F(N) = Wrev + FEinst~ (13)

It is convenient to fix the center of mass of the system during the switching process. In the
presence of this constraint, the free energy of the Einstein crystal is given by [15]

(14)

3 2k T 3
FEinst=U(R(O))_ EkBTNll’l[ el :|

K
2kBT1n|:87'[2(kBT)2:|.
The value of the spring constants « is adjusted such that the mean-square displacement of
the harmonic oscillators are approximately equal to those of the particles in the system of
interest.
In the second step we estimate the free energy F' (N — 1) of the system containing a single
vacancy. In order to apply the RW method we use a similar strategy to the one employed

K
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to compute F(N). In this case, the parameter A controls the strength to which a single
particle is tied to an harmonic oscillator and its interaction with all the others. The coupled
Hamiltonian for this process is given by

YrpN\ &b\ 1

HGHJJ=§:<7) +A§:&7)441—m5mm—19f, (15)
o \Tij - ik
(i;éi) (i#k)

where the index k stands for the particle that is turned on and off as X is varied between 0
and 1. The final term, the single harmonic oscillator, describes the final state of particle k
when it has been totally decoupled from the remainder of the system. It is included in (15)
to prevent the decoupled particle k from drifting freely through the system [22]. As before,
the center of mass is held fixed during the switching simulations. Furthermore, it is conve-
nient [16] to maintain the particle density p of the system constant. This is done by varying
the size L of the simulation box as the value of X is changed. Specifically, we set

L) = 3[¥, (16)

such that the density of interacting particles remains constant as A is switched on and off.

A final concern involves the applicability of the method when the vacancy diffusion may
interfere with the RW process. In this situation, one of the twelve nearest-neighbor particles
of the decoupled particle may move into the vacant lattice site by means of a diffusion event,
which may lead to singularities in the driving force. An adequate solution to this problem
is to constrain the motion of the neighboring particles such that they are forced to remain
within their respective Wigner-Seitz primitive cells [22].

From the coupled Hamiltonian in (15) we determine the driving force d H/dA and com-
pute the reversible work W/, required to turn off the interactions between particle k and the
remainder of the system and turn it into an independent harmonic oscillator. As in the previ-
ous case, the switching process is carried out in both directions to eliminate the systematic

error. Accordingly, F (N — 1) is obtained through
F(N = 1) =W, + F(N) — Fos, a7

where F. is the free energy of a single harmonic oscillator, given by

3 27TkBT
Fo = —~ksTIn : (18)
2 K

Finally, combining the results of (13), and (17) we compute the vacancy formation free
energy through (6). The corresponding zero-point vacancy concentration is then calculated

by (7).
2.2.2 Harmonic Approximation

The harmonic approximation [25] is a method that allows one to estimate the vacancy-
formation free energy without sampling configurations from a statistical ensemble. The cen-
tral idea of this approximation is to write the free energy as the sum of static potential energy
plus a finite-temperature part involving the vibrational normal mode frequencies w;, where
i=1,...,3N =3.
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In this manner [16], the vacancy formation f is given by

f=UN-=-1)-— (E)U(R«»)
N

3N—6 3N-3
—l—kBTZ [wl(N ] (N z)kBTZIn[ ‘(N)] (19)

where U(N — 1) represent the static potential energies of the crystal containing a single
vacancy. The last two terms represent the vibrational parts of the crystals with and without
vacancy, respectively. In practice the vibrational frequencies are obtained by diagonalizing
the Hessian matrix of the potential-energy functions. We want to compare results of such
harmonic calculation [16] with those obtained by the RW method that do not neglect anhar-
monic effects.

3 Computational Details

All calculations were carried out using cubic simulation cells with a fcc structure and con-
taining numbers of particles N varying between 108 and 1372. To eliminate surface effects,
we apply standard periodic boundary conditions and invoke the minimum-image conven-
tion [15]. In order to be consistent with a continuous and differentiable wave function we
force the pseudopotential to be equal to zero for interatomic distances equal to half the
side of the simulation cell, r = L /2. A convenient way to do is to slightly modifying the
pseudopotential u(r) of (5) according to [35]

u(r)—u(@r)=u@)+u(lL —r)—2u(L/2). (20)

The criterion for our choice of the density is to have a stable fcc phase for the system of soft
spheres at kg7 = 1. Based on the results for the soft sphere phase diagram by Prestipino
et al. [30] we have performed most of our calculations at a density p = 2.44b~3, which
is slightly above the melting value for this system. Few additional calculations at lower
densities have been done as well. However as our results will show, the precise value of the
density does not affect our conclusions.

We apply the Metropolis algorithm to sample configurations from 1//}(R). In RW simu-
lations the switching parameter is varied linearly according to A = ¢/t (forward process)
or A =1—1t/t4qm (backward process). It is important to remember that one must always start
the RW process from an equilibrated system. Accordingly, every run for both switching
directions was preceded by an equilibration of at least 5 x 10°M C sweeps before com-
puting the work of (10). As mentioned earlier, in order to guarantee that the RW results
obtained from nonequilibrium processes are bias-free, we have computed the irreversible
work estimators for both switching directions as a function of the total duration #,, of the
simulations. At each run we determine averages of the irreversible work estimator over 30
switching processes.

4 Results and Discussion

The graphs displayed in Fig. 1 show the average values of the forward and backward irre-
versible work estimators and the unbiased estimator of (11) as a function of the total process
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Fig. 1 (Color online) 368
Irreversible work calculations ( a)
associated with the process of
transforming the interacting,
defect-free solid into an Einstein
crystal (a) and the process of
introducing a monovacancy in
the solid (b) as a function of the
process duration Zj,, measured in
MC sweeps. Results are
displayed for the forward
processes (A), backward
processes (O), and the
corresponding unbiased estimator 356
of (11) (x). Each point was ; ; ; ’ ' 3
obtained as the average over 0 5 10 15 20 25 10
thirty independent simulations Monte Carlo sweeps

carried out with N = 500
particles. The solid line is an
average of the last four values of 1 L (b) A
the unbiased work estimator for A
which the processes have reached
the linear-response regime
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duration fg,. These results monitor the convergence of the RW calculations for the defect-
free crystal (panel a) and for the reversible vacancy insertion process (panel b) obtained
for a cell of 500 particles at kT = 1. From the results we see that £, ~ 10* sweeps is
sufficiently long for the linear response regime to be reached in both cases, for which the
unbiased estimator reaches convergence. The horizontal lines on the graphs are averages of
the last four values of the reversible work in that region. Based on these results, all subse-
quent RW switching simulations based on different numbers of particles and temperatures
were carried out with g, = 1.5 x 10* MC sweeps.

The results depicted in Fig. 2 show a comparison between the vacancy-formation free
energy as a function of temperature as obtained using the RW and HA methods for a cell of
500 particles. The plot clearly demonstrate the significance of anharmonicity. As expected,
for low temperatures, anharmonic effects are small and both the HA and the RW method
converge to the same formation free-energy value for temperatures tending to zero. As tem-
perature increases, however, anharmonicity becomes increasingly important and the devia-
tion between the RW and HA results becomes significant. Specifically, at k3T = 1, when the
classical and quantum description of the system are formally equivalent, anharmonic effects
are responsible for a reduction of about 25% in the value of the vacancy-formation free en-
ergy compared to the HA result. The anharmonic effects are associated with the significant
zero-point motion in the quantum system at 7 = 0 K. The importance of this motion can be
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16
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kgT

Fig. 2 (Color online) Vacancy-formation free energy as a function of temperature. Results were obtained for
p= 2.44p=3 and N = 500. HA (x) and RW (O) results. The lines are guides to the eyes
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Fig. 3 (Color online) Vacancy-formation free energy as a function of system size at kg7 = 1. The straight
line was obtained through a least-square linear fit. Results obtained for p = 2.44b=3 and N = 108 @),
N =256 (H), N =500 (O), N =864 (A) and N = 1372 (V). Inset shows the formation free energy as a
function of kg T for the mentioned system sizes

approximately estimate in terms of the formation entropy of the classical system, s = — % ,

at kgT = 1, which can be computed from the slope of the formation free-energy curves.
The resulting values give s = 1.1kg and s = 6.0kp for the HA and RW results, respectively.
This difference of almost a factor of six is another clear indication of the importance of
anharmonicity in the system.

To assess the influence of finite-size effects, we computed the RW vacancy-formation
free energy at kg T = 1 for different cell sizes, ranging from N = 108 to N = 1372 particles.
The results are shown in Fig. 3 that plots the formation free energy as a function of 1/N.
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Fig. 4 (Color online) Extrapolated vacancy-formation free energy as a function of p at kT = 1.0, the scale
at the right side gives the corresponding vacancy concentration. Results obtained using the RW method (&)
and the HA (). Lines are plotted to guide the eyes. The error bars are smaller than the size of used symbols

The inset shows the full formation free-energy versus temperature curves for different cell
sizes. The extrapolated vacancy-formation free energy when 1/N — O is f =12.24 a.u. at
the density p = 2.44b73.

The determination of the extrapolated vacancy-formation free energy f at kg7 = 1 now
allows us to compute the zero-point vacancy concentration, (7), for the system described by
the wave functions of (1) and (5). The results are shown in Fig. 4, which plots the extrap-
olated vacancy-formation free energy as well as the associated vacancy concentration as a
function of the density, using both the RW and HA methods. The effects of anharmonicity
are clearly visible, reducing the formation free energy by ~20-25% and increasing the va-
cancy concentration by more than an order of magnitude. At the density p = 2.27h~3, where
the system is still a solid, the value of the free energy f = 9.67 a.u. corresponds to a vacancy
concentration of 6.3 x 1075,

5 Conclusions

In this paper we have shown that the reversible-work method can be successfully applied
to the calculation of the zero-point vacancy concentration of a simple quantum solid model.
Moreover and more importantly, we demonstrate that anharmonic effects play a significant
role in the determination of this quantity. Specifically, we find that anharmonicity leads to
a decrease of the formation free energy of about 25%, resulting in a vacancy concentration
that is more than an order of magnitude larger compared to the harmonic results.

The RW approach we have used in this work is not limited to the investigation of vacan-
cies alone. It can also be used to investigate the concentration of other species of defects
such as interstitials and defect complexes formed by multiple vacancies and interstitials. It
is important to emphasize that the RW methodology is not restricted to the simple wave
function of the Jastrow form utilized here, but that it can be applied to any other functional
forms such as the shadow wave function [34], which has been shown to give one of the best
variational descriptions of solid “He.
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In summary, even if the analysis of the model system we have presented does not intend
to provide results for a real quantum solid like *He it has demonstrated quantitatively how
anharmonic effects are important and that certainly they have to be taken into account if one
wants to investigate the vacancy concentration in this quantum crystal. Moreover this paper
also shows that the calculation of defect concentrations in quantum solids formed by bosons
can be treated by the RW method in a reliable and efficient way.

Acknowledgements The authors gratefully acknowledge financial support from the Brazilian agencies
FAPESP, CNPq and CAPES. Part of the computations were performed at the CENAPAD high-performance
computing facility at Universidade Estadual de Campinas.

References

Anderson, P.W.: Physics of a superfluid solid. arXiv:cond-mat/0504731v1 (2005)
. Anderson, P.W., Brinkman, W.F., Huse, D.A.: Thermodynamics of an incommensurate quantum crystal.
Science 310, 1164 (2005)
Andreev, A.F., Lifshitz, .M.: Quantum theory of defects in crystals. Sov. Phys. JETP 29, 1107 (1969)
Ashcroft, N.W., Mermin, N.D.: Solid State Physics. Brooks/Cole (1976)
5. Boninsegni, M., Prokof’ev, N.V., Svistunov, B.V.: Superglass phase of 4He. Phys. Rev. Lett. 96, 105301
(2006)
6. Boninsegni, M., Kuklov, A.B., Pollet, L., Prokof’ev, N.V., Svistunov, B.V., Troyer, M.: Fate of vacancy-
induced supersolidity in “He. Phys. Rev. Lett. 97, 080401 (2006)
7. Boninsegni, M., Kuklov, A.B., Pollet, L., Prokof’ev, N.V., Svistunov, B.V., Troyer, M.: Luttinger liquid
in the core of a screw dislocation in helium-4. Phys. Rev. Lett. 99, 035301 (2007)
8. Burns, C.A., Goodkind, J.M.: Search for evidence of the influence of vacancies on the thermal conduc-
tivity of solid 4He. J. Low Temp. Phys. 93, 15 (1993)
9. Campbell, C.E.: The structure of quantum fluids. In: Croxton, C.A. (ed.) Progress in Liquid Physics.
Wiley, New York (1977)
10. Chester, G.V.: Speculations on Bose-Einstein condensation and quantum crystals. Phys. Rev. A 2, 256
(1970)
11. Clark, B., Ceperley, D.M.: Off-diagonal long-range order in solid 4He. Phys. Rev. Lett. 96, 105302
(2006)
12. Day, J., Beamish, J.: Low-temperature shear modulus changes in solid 4He and connection to superso-
lidity. Nature 450, 853 (2007)
13. de Debiaggi, S.R., de Koning, M., Monti, A.M.: Theoretical study of the thermodynamic and kinetic
properties of self-interstitials in aluminum and nickel. Phys. Rev. B 73, 104103 (2006)
14. Foiles, S.M.: Evaluation of harmonic methods for calculating the free energy of defects in solids. Phys.
Rev. B 49, 14930 (1994)
15. Frenkel, D., Smit, B.: Understanding Molecular Simulations: From Algorithms to Applications. Acad-
emic Press, San Diego (2002)
16. Hodgdon, J.A., Stillinger, F.H.: Equilibrium concentration of point defects in crystalline 4He at 0 K.
J. Stat. Phys. 78, 117 (1995)
17. Kim, E., Chan, M.H.W.: Observation of superflow in solid helium. Science 305, 1941 (2004)
18. Kim, E., Chan, M.H.W.: Probable observation of a supersolid helium phase. Nature 427, 225 (2004)
19. Kim, E., Chan, M.H.W.: Supersolid helium at high pressure. Phys. Rev. Lett. 97, 115302 (2006)
20. de Koning, M.: Optimizing the driving function for nonequilibrium free-energy calculations in the linear
regime: a variational approach. J. Chem. Phys. 122, 104106 (2005)
21. de Koning, M., Cai, W., Antonelli, A., Yip, S.: Efficient free energy calculations by simulation of non-
equilibrium processes. Comput. Sci. Eng. 2, 88 (2000)
22. de Koning, M., de Debiaggi, S.R., Monti, A.M.: Atomistic calculation of vacancy-formation free energies
by reversible vacancy creation. Phys. Rev. B 70, 054105 (2004)
23. Kondo, M., Takada, S., Shibayama, Y., Shirahama, K.: Observation of non-classical rotational inertia in
bulk solid “He. J. Low Temp. Phys. 148, 695-699 (2008)
24. MacFarland, T., Vitiello, S.A., Reatto, L., Chester, G.V., Kalos, M.H.: Trial shadow wave function for
the ground state of 4He. Phys. Rev. B 50, 13577 (1994)
25. Maradudin, A.A., Montroll, E.-W., Weiss, G.H., Ipatova, I.P.: Theory of Lattice Dynamics in the Har-
monic Approximation, 2nd edn. Academic, New York (1971)

N —

B w

@ Springer



780

R. Pessoa et al.

26.
217.

28.

29.

30.

31.

32.

33.
34.

35.

McMillan, W.L.: Ground state of liquid “He. Phys. Rev. 138, A442-A451 (1965)

Penrose, O., Onsager, L.: Bose-Einstein condensation and liquid helium. Phys. Rev. 104, 576-584
(1956)

Penzev, A., Yasuta, Y., Kubota, M.: Annealing effect for supersolid fraction in 4He.J. Low Temp. Phys.
148, 677-681 (2007)

Pollet, L., Boninsegni, M., Kuklov, A.B., Prokof’ev, N.V,, Svistunov, B.V., Troyer, M.: Superfluidity of
grain boundaries in solid 4He. Phys. Rev. Lett. 98, 135301 (2007)

Prestipino, S., Saija, F., Giaquinta, P.V.: Phase diagram of softly repulsive systems: the Gaussian and
inverse-power-law potentials. J. Chem. Phys. 123, 144110 (2005)

Rittner, A.S.C., Reppy, J.D.: Disorder and the supersolid state of solid “He. Phys. Rev. Lett. 98, 175302
(2007)

Simmons, R., Blasdell, R.: Precise neutron diffraction study of hcp and bec 4He. In: Meeting of the
American Physical Society (2007). URL http://meetings.aps.org/link/BAPS.2007.MAR.P31.12

Toner, J.: Quenched dislocation enhanced supersolid ordering. Phys. Rev. Lett. 100, 035302 (2008)
Vitiello, S., Runge, K., Kalos, M.H.: Variational calculations for solid and liquid 4He. Phys. Rev. Lett.
60, 1970-1973 (1988)

Vitiello, S.A., Schmidt, K.E.: Variational methods for *He using a modern He-He potential. Phys. Rev. B
60, 12342 (1999)

@ Springer



PHYSICAL REVIEW B 80, 172302 (2009)

Zero-point divacancy concentration in the shadow wave function model for solid “He
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We address the issue of interaction between zero-point vacancies in solid “He as described within the
shadow wave function model. Applying the reversible-work method and taking into account finite-size effects,
we obtain a zero-point monovacancy concentration of (2.03 +0.02) X 1073, which is slightly higher than the
result due to Reatto ef al. for the same model. Utilizing the same methodology, we then consider the divacancy,
taking into account both the in-plane as well as out-of-plane configurations with respect to the basal plane. We
find no significant anisotropy between both conformations. Furthermore, although there is a small binding
tendency, the expected divacancy concentration is only ~4-5 times larger than the value expected in the
absence of any clustering propensity, 2.5 X 107>, This result suggests that, within the employed model descrip-
tion, no vacancy aggregation leading to phase separation is to be expected in the ground state.
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The experimental observation of a nonclassical rotational
inertia by Kim and Chan'2 in solid *He and its interpretation
as a possible manifestation of mass superflow in the solid
phase, has triggered intensive research efforts both at experi-
mental and theoretical levels.’> While there is still no con-
sensus as to the precise origin of the observed phenomenol-
ogy, it is a generally accepted notion that it is not an intrinsic
property of the pristine, defect-free crystalline phase, but
rather that it is somehow related to crystal disorder, in the
form of crystal defects such as vacancies and interstitials,
dislocations and grain boundaries,'* and/or the presence of
glassy regions.!>-17

In this context, the role of vacancies has received a sig-
nificant amount of attention ever since the first theoretical
proposals of a supersolid ground state. Yet, their role remains
controversial to this day. On the one hand, finite-temperature
path-integral Monte Carlo calculations seem to suggest that
the ground state of solid “He does not contain vacancies.'s!
On the other hand it has been argued that a number of tech-
nical issues, including the use of periodic boundary condi-
tions and small numbers of particles in the simulation box,
may in fact prevent such calculations from correctly assess-
ing the true nature of the zero-temperature ground state.!%2
Moreover, experimental data indicating that a vacancy con-
centration below 0.4% cannot be ruled out,?' as well as ar-
guments due to Anderson et al.,>'* contend the possibility of
zero-point vacancies in solid “He. In this light the question
whether or not solid “He contains a finite zero-point vacancy
concentration remains open.

In case of the existence of a finite zero-point vacancy
concentration, an issue of concern involves the interaction
between vacancies'®?? and a possible propensity toward
clustering. Two recent studies'®?> have addressed this issue
from two different points of view. Mahan and Shin*? per-
formed a theoretical study of the interaction between two
fixed vacancies in solid *He using elasticity theory of the hcp
crystal. Their results indicate that the interaction is attractive
and anisotropic: the divacancy interaction energy was found
to be more strongly attractive along the ¢ axis compared to
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directions within the basal plane. These calculations, how-
ever, do not explicitly include the effects associated with the
zero-point motion of the vacancies. Rossi et al.'® addressed
this issue by performing calculations based on the shadow
wave-function (SWF) description>>?* which has been able to
reproduce many of the properties of *He in the solid
phases.?*? Their approach is based on the well-known
equivalence between the calculation of the zero-point con-
centration of point defects in the ground state of a bosonic
quantum system and that of an associated -classical
solid!%26-27 at a finite temperature. Employing this approach
and the thermodynamic integration technique,?® in which the
formation free energy of the vacancy is determined by sub-
tracting the free energies of the computational cells with and
without vacancy, they determine the zero-point monova-
cancy concentration within the SWF model. The influence of
periodic-image effects, however, due to the elastic interac-
tion between the periodic images of the vacancy, were not
taken into account. In addition to the monovacancy, vacancy-
vacancy interactions were studied by observing systems con-
taining two and three vacancies, and collecting statistics in
terms of a vacancy-vacancy correlation function. However,
the actual zero-point divacancy concentration was not deter-
mined.

In this Brief Report we refine the studies carried out by
Rossi er al.'” for the SWF model of solid “He in three ways.
First, we provide a more accurate result for the zero-point
monovacancy concentration, taking into account elastic in-
teractions between periodic images. To this end we use the
reversible-work (RW) method,? which allows a direct com-
putation of the work required to reversibly introduce a va-
cancy in an initially defect-free crystal without the need for
the subtraction of large numbers and a finite-size extrapola-
tion. This approach was recently applied in the context of
bosonic quantum crystals to determine the zero-point va-
cancy concentration of a system described by the Jastrow
wave function.”’ Second, applying the same computational
scheme, we determine the zero-point concentration of the
divacancy for the SWF model. Finally, to detect a possible

©2009 The American Physical Society
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anisotropy as in Ref. 22 we distinguish between the in-plane
and out-of-plane divacancy configurations with respect to the
basal plane.

Formally, the true wave function of a system of N bosons
in its ground state can be written as?®

W(R) = exp{— %@(R)]/Q}f, (1)

where R={r|,r,,...,ry} stands for the particle coordinates,
® is an effective potential, and Qy is a normalization con-
stant. Since W(R) is positive everywhere, |W(R)|? can, with-
out loss of generality, be interpreted as a Boltzmann factor of
a classical system described by the potential function ®(R) at
a temperature kzT=1. In the SWF variational theory of
*He,?* the ground-state wave function is given as

W(R) = ﬁ ](R)J dSH 0(r; —s;) s(S), (2

N

where i; and g are the Jastrow factors

N 5
Ui(R) =exp[— 55 (3) } 3)

2i<j ij

with rl/= |I‘i—l'j‘ and

N
Ps(S) = exp[— 2 5V(a3ij)] . 4)

i<j

The latter depends on a rescaled atomic potential V, here
taken to be the Aziz potential,*® and on the distance s;;=|s;
—s;| between auxiliary variables i and j of the set §
={s,.S,5,...,Sy}. This set of variables is coupled to the par-
ticles coordinates R through a Gaussian factor, 6(r;—s;)
=exp[-C|r;—s;*]. The volume integration in dS
=dsds,...dsy is over the whole space. The variational pa-
rameters b, C, J, and « are those that minimize the expecta-
tion value of the energy.?*

Within  this formulation, the quantum-mechanical
probability-density function |W(R)|* can be associated with
the Boltzmann factor of the classical system described by the
effective potential

N b\ N
D(R.S.S) =2 (—) + C2 e = s+ ;=5[]
i<j \Tij i
N

+ 02 [V(asy) + V(as))]. (5)

i<j

This fictitious system can be thought as composed of N in-
teracting trimers, each one composed of one actual atom and
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a pair of coupled shadow degrees of freedom. Given the
aforementioned equivalence between the quantum system
and this classical system, the zero-point vacancy and diva-
cancy concentrations in the quantum system described by
Eq. (2) is then equal to the thermal equilibrium vacancy and
divacancy concentrations in the system defined by Eq. (5) at
a temperature kg7=1.

In order to determine these concentrations we now follow
the RW method,?”** which allows the computation of the
formation-free energies of the respective defect configura-
tions in the fictitious classical system. The RW approach is
based on the construction of continuous thermodynamic
paths that connect a system of interest to a certain reference.
In practice this is achieved by introducing one or more cou-
pling parameters that measure the progress along the given
path. By measuring the reversible work along this path one
can obtain the free-energy difference between the system of
interest and the reference. In the particular cases of the
thermal-equilibrium vacancy and divacancy concentrations,
we are interested in the formation-free energies

AF,=F(N-1)- ]%F(N) = ]%IF(N) +[F(N-1)-F(N)]

(6)

and

AFy=F(N=2) - ]%F(N) = %F(N) +[F(N-2)-F(N)],
@)

respectively. Here F(N) represents the free energy of a
defect-free crystal containing N atoms, F(N—1) is the free
energy of a crystal containing N—1 atoms and a monova-
cancy and F(N-2) is the free energy of a crystal containing
N-2 atoms and two vacancies adjacent to each other. Ac-
cording to the second lines of Egs. (6) and (7) they can be
written in terms of the free energy per atom of the defect-free
system and the free-energy differences between a monova-
cancy, (divacancy), cell containing N—1, (N-2), atoms and
the defect-free cell with N atoms. Using this partition, we
construct separate thermodynamic paths that allow us to
compute both contributions. As detailed in Refs. 29 and 27
the reversible-work values along these paths are measured
along finite-time nonequilibrium simulations during which
the coupling parameters are varied dynamically. In order to
eliminate the systematic errors associated with the nonequi-
librium nature of these simulations, the switching processes
are carried out in both directions.

To determine the free-energy differences in Egs. (6) and
(7) we employ thermodynamic paths that involves a continu-
ous transformation of the defect-free interacting fictitious
classical system such that one or more of its atoms are de-
coupled from the remainder of the system. At the same time
these atoms are transformed into a collection of noninteract-
ing classical harmonic oscillators. Given the specific func-
tional form of the effective classical potential in case of the
SWF model, we define the thermodynamic path
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N N N
b 5

UR,S.S":{\)=2> )\i)\j<_) + C NI = s+ [r, = s/ P+ 62 AN [V(as;) + Vias))]
Tij i

i<j

1 N
+32 (1= M)l = xf?
i=1

in which each trimer i in the system is coupled to a switching
parameter \; that is allowed to vary between 0 and 1. When
N;=1 for all N particles i, the system corresponds to the
fictitious system described by the effective potential Eq. (5).
Similarly, when N\;=0 for all i the system corresponds to a
collection of 3N noninteracting harmonic oscillators. In this
case, in addition to the degrees of freedom of the atom r;, the
coordinates s; and s; describing the auxiliary degrees of free-
dom are also transformed into harmonic oscillators, centered
about the lattice sites rl(-o). The spring constants «; and «, are
chosen such that the mean-square displacement of the har-
monic oscillators is approximately equal to that of the atoms
and auxiliary degrees of freedom in the fully interacting
system.?’-?8

Using the general path defined by Eq. (8) we can deter-
mine both contributions in Egs. (6) and (7). To compute
F(N), we set \;=\ for all i, with \ varying between 0 and 1.
The corresponding thermodynamic path describes a transfor-
mation from the defect-free interacting system into a collec-
tion of 3N noninteracting classical harmonic oscillators, for
which the free energy is known analytically. To compute
F(N-1)-F(N), we fix \;=1 for i # k, and switch \; between
0 and 1. In this manner, the trimer associated with particle k
is decoupled from the remainder of the system, turning the
defect-free interacting system into a system containing a
monovacancy at lattice site k plus three independent har-
monic oscillators. In a similar fashion, by fixing \;=1 for i
# k,l and varying \; and \; between O and 1, one inserts two
vacancies into the defect-free interacting system, plus six
independent harmonic oscillators. When the lattice sites as-
sociated with atoms k and / are nearest neighbors in the
lattice, this corresponds to the creation of a divacancy. As
usual, to avoid singularities in the calculation of the revers-
ible work, the vacancies are not allowed to diffuse during the
reversible creation process, restricting the motion of their
nearest-neighbor particles to their respective Wigner-Seitz
primitive cells.?”?” For convenience the center of mass of the
system is held fixed during the switching simulations. The
volume during the switching simulations is held fixed. In
order for the results to become independent of this imposed
boundary condition, a finite-size extrapolation is required.

In our calculations we apply the Metropolis algorithm to
sample configurations from |¥|>. We use orthorhombic simu-
lation cells with a hcp structure and numbers of atoms vary-
ing between 180 and 700 at the melting density p
=0.0294 A3 subject to periodic boundary conditions. The
values of the variational parameters are those reported in
Table VII of Ref. 24. Before starting each switching process
the system is equilibrated for at least 2 X 10* Monte Carlo

|2 + Kols; — 1}

i<j

O+ s - rlP) ®

(MC) sweeps where 3N random attempts are made to move
an atom or shadow variable. All switching processes are per-
formed using 1.5 X 10* MC sweeps per process, which is
sufficiently slow to guarantee the regime of linear response.
The estimates of reversible work are obtained as averages
over 120 independent forward- and backward-switching pro-
cesses.

The results of the calculations are shown in Fig. 1, which
shows the monovacancy and divacancy formation-free ener-
gies as a function of the inverse particle number in the com-
putational cell. The monovacancy formation-free energy is
seen to slightly decrease with increasing system size, which
is a consequence of the elastic image interactions due to the
periodic boundary conditions. The same occurs for the diva-
cancy formation free energies as depicted in panel (b). By
plotting the results as a function of 1/N and extrapolating to
N— o by means of linear regressions, we find estimates for
the isolated monovacancy and divacancy formation-free en-
ergies. For the monovacancy we obtain AF,=6.20*+0.01, in

6.35 ; . ; . ;

Formation Free Energy

10'8 1 1 1
0.001 0.003 0.005

1/N

FIG. 1. (Color online) Vacancy formation-free energies as a
function of inverse particle number in the computational cell. Free
energies are measured in units of kg7T=1. (a) Monovacancy. Sym-
bols with error bars represent RW data. Line denotes linear regres-
sion. (b) Divacancy. Triangles represent RW data obtained for diva-
cancy perpendicular to basal plane. Square denote RW data for
divacancy in the basal plane. Dashed and full lines denote the re-
spective linear regressions.
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units of kzT=1, which gives rise to an equilibrium concen-
tration of ¢, =exp(-=AF,)=(2.03+0.02) X 1073, This result is
slightly higher than the value c,=(1.4=0.1) X 1073 reported
by Rossi et al.'” The results for the divacancy suggest that, in
contrast to the findings in Ref. 22, there is no significant
anisotropy with respect to the basal plane. The extrapolated
formation-free  energies are AF,,=10.87+0.06 and
10.84+0.06 for the in-plane and out-of-plane divacancy
configurations, respectively. Furthermore, comparison with
the extrapolated monovacancy formation-free energy AF,
shows a positive binding-free energy FEVE2AF V—AF,,
=1.51 for the divacancy, indicating a driving force toward
clustering. However, despite the positive value of the
binding-free energy, the corresponding clustering tendency is
found to be rather modest. The divacancy concentration,
given by c¢,,=(z/ 2)03 eXp(ng) where z is the number of
nearest-neighbor sites in the lattice, is only four to five times
larger than the divacancy concentration in the case of a zero
binding energy, 2.5X 107,

To investigate the binding tendency for larger clusters we
also computed the binding-free energy of the nearest-
neighbor trivacancy with respect to the divacancy. Using the
384 atom cell, it is found to be FgVEAF2V+AFV—AF3V
=1.21, where AFj;, is the trivacancy formation-free energy.
This result conveys that the binding tendency for vacancies
decreases with cluster size since the value for the divacancy
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is 1.51. Indeed, the trivacancy concentration is found to be
very small: c¢3,=3cy,c, exp(Fl;V)=5.2>< 1077, These results
suggest that, although vacancies do form bound states, the
binding tendency within the present model is not sufficiently
large to provoke vacancy aggregation leading to large-scale
phase separation. This is in agreement with the observation
of Rossi et al.'”

In summary, we address the issue of interaction between
zero-point vacancies in solid “He as described within the
shadow wave-function model. Using the reversible-work
method taking into account finite-size effects, we consider
for both the in-plane and out-of-plane configurations with
respect to the basal plane. In addition to finding no signifi-
cant anisotropy between both conformations, the expected
divacancy concentration is only ~4-5 times larger than the
value expected in the absence of any clustering propensity.
These results suggest that, within the employed model de-
scription, no vacancy aggregation leading to phase separa-
tion is to be expected in the ground state.
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performance computing facility at Universidade Estadual de
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We investigate the structure and mobility of dislocations in hcp “He crystals. In addition to fully
characterizing the five elastic constants of this system, we obtain direct insight into dislocation core
structures on the basal plane, which demonstrates a tendency toward dissociation into partial dislocations.
Moreover, our results suggest that intrinsic lattice resistance is an essential factor in the mobility of these
dislocations. This insight sheds new light on the possible correlation between dislocation mobility and the

observed macroscopic behavior of crystalline “He.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.104.085301

Dislocations are line defects that play a central role in
the mechanical deformation behavior of crystalline solids
[1]. Their activity is widely known to be pivotal in classical
solids, controlling phenomena such as fracture and brittle-
ductile transitions in metals and semiconductors. Much
less is known [2], however, about the influence of disloca-
tions on the properties of quantum crystals, which are
solids where the quantum-mechanical zero-point kinetic
energy is significant compared to the typical energy scale
of the interatomic interactions [3].

Recent experimental studies on crystalline solid “He, the
propotypical quantum solid, indirectly indicate that dislo-
cations are indeed involved in macroscopic phenomena.
The occurrence of apparent superfluidity [4,5] and the
observation of elastic stiffening [6-8], for instance, have
been linked to the mobility of dislocations. However, in
contrast to classical solids, for which an abundant body of
experimental results exists, the lack of specific experimen-
tal data concerning the behavior of dislocations prevents a
direct investigation of this relationship. In view of these
difficulties, one needs to resort to theoretical approaches.
In principle, a realistic picture of dislocations and their
properties is possible using path-integral or variational
Monte Carlo simulations. However, given that dislocation
modeling requires a simultaneous treatment of different
length scales [9], one associated with the core properties
and the other associated with distances large compared to
the atomic scale, the viability of these direct approaches
remains a subject of debate [10-12].

In this Letter, adopting a methodology that incorporates
both of the relevant scales, we obtain fundamental insight
into the properties of dislocations in the archetypal quan-
tum crystal: solid hcp “He. We compute the intrinsic dis-
location structure and mobility of four different dislocation
types using the multiscale paradigm of the semidiscrete
Peierls-Nabarro (PN) model [13-15]. It constitutes a hy-
brid continuum-atomistic approach that captures the long-
range elastic fields as well as the lattice-discreteness ef-
fects associated with the dislocation core. All parameters in
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the model are determined using quantum-mechanical ex-
pectation values for “He applying the shadow wave func-
tion (SWF) formalism [16,17]. In addition to providing key
information concerning the elastic properties, our results
shed new light onto the possible role of dislocations in the
experimental observation of the elastic stiffening of solid
and its potential connection to the apparent superfluidity in
this quantum crystal.

Within the semidiscrete PN framework, a straight dis-
location lying along the y direction is represented in terms

of a set of misfit vectors & ; that describe the disregistry of
atomic row i relative to their counterparts on the other side
of the glide plane, as depicted in Fig. 1. Panel (a) shows a
schematic representation of two sets of atomic rows ex-
tending along the y direction, one set on each side of the
glide plane. The rows above the plane are labeled by the
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FIG. 1. Degrees of freedom in the PN model. (a) Atomic rows

on one side of slip plane (dashed line) are labeled by index i.
Distance between adjacent rows in defect-free crystal is Ax.
(b) Displacements of rows with respect to those on other side of
slip plane are described by vector Si.
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index i. Panel (b) shows a top view, depicting a disregistry
vector 51- for row i. In this manner, the total misfit asso-
ciated with a given dislocation, described by the Burgers
vector b, is thought of as distributed among the atomic
rows along the x axis, subject to the boundary conditions
5 —e = 0 and 500 =b. Here, we consider two-dimensional
misfit vectors & ; = 0¢{X + 679, with edge and screw com-
ponents along the x and y directions, respectively. The
equilibrium structure of the dislocation is then represented
by that particular misfit distribution 5 ; that minimizes the
dislocation energy per unit length,

Udiss = Uslasiic T Unisfit T Ustress T G, (1)
where
Uctasic = D Xij(Kep$p§ + Kipip?), 2)
ij
Unistic = Z)’(Si)AX, (3)

1 ,
Ustress = EZ[Te(af + 61€71) + 73(8§ + 6,S'71)]AX, (4)

and C is a constant that can be ignored [13]. In the elastic
part of the dislocation energy, Eq. (2), x;; is a discretized
universal kernel [14], K, = w/47m(1 —v) and K, =
w/4m are elastic prefactors with u the shear modulus
and v the Poisson’s ratio. In addition, p¢§ = (é‘f —
8¢_,)/Ax and pj = (6! — 8!_,)/Ax, where Ax is the dis-
tance between adjacent rows in the defect-free crystal.
Equation (3) represents the misfit contribution, in which

y(g) is known as the generalized stacking-fault (GSF)
energy surface [18]. It describes the excess energy per
unit area of a crystal that is subjected to the following
procedure. It is first cut into two defect-free parts across a
given plane. The two parts are then displaced relative to

each other by a vector 5, after which they are patched
together again. An example configuration of the GSF on
the basal plane of the hcp structure is the intrinsic stacking
fault (ISF), in which the displacement vector & describes
the associated shift in the planar stacking. In the context of
the PN model, the GSF surface reflects the interatomic
interactions in the system and serves to model the details of
the dislocation core on the atomic scale. Finally, the stress
term of Eq. (4) accounts for the work done by any external
stresses, where 7¢ and 7* denote the magnitude of the
components of the stress tensor that couple to the edge
and screw displacements, respectively [1]. The quantities
that specify the model for dislocations in a particular
material are the elastic parameters p and v, the GSF
surface y(g) associated with the glide plane of interest,
and Ax.

Here, we employ the SWF model based on the parame-
ter set of Ref. [17] to determine these quantities for solid
hep “He (space group 194). In order to determine its elastic

properties, we employ a computational cell containing 720
particles at a density of 0.0294 A~3, which corresponds to
lattice parameters a = 3.63668 A and ¢ = 5.93866 A,
subject to standard periodic boundary conditions.
Sampling configurations according to the quantum-
mechanical probability density of the SWF model using
the Metropolis algorithm, we then compute expectation
values of the stress tensor [19] associated with the six
independent deformations of the periodic cell, imposing
strain levels of 0.25%. Using the standard relationship
between the stress and strain tensors [20], we extract the
five independent elastic constants of the hcp structure. The
results, which, to the best of our knowledge represent the
first complete estimate of the elastic constants in hcp “He,
are reported in Table 1. The shear modulus u = Cyy =
17.1 £ 0.8 MPa is in good agreement with the value of
14 MPa that follows from the ratio of the experimental
shear stress and strain values reported in [21]. Poisson’s
ratio, obtained from the results in Table I, is found to be
v = (0.151. Both theoretical values are those corresponding
to shear directions in the basal plane, in which hexagonal
crystals are isotropic [22].

Since basal slip is known to be the dominant dislocation
glide mechanism in hep solid “He [23], we focus on the
properties of these particular dislocations and compute the
GSF surface associated with the basal plane. For this
purpose, we utilize the 720-atom cell and impose a series
of 400 slip vectors 5 in the basal plane by adjusting the
periodic boundary condition along the ¢ axis. The shadow
degrees of freedom of the atoms immediately adjacent to
the slip plane are allowed to vary only along the ¢ direction
to maintain the relative displacement. Using the Metropolis
algorithm, we then sample configurations according to
the SWF and compute thg expectation value of the
Hamiltonian as a function of 6. Subtracting the expectation
value at 6 = 0 and dividing by the area, we then obtain the
GSF surface. In order to implement the results into the PN
model, we fit the results using a Fourier series that reflects
the lattice symmetry of the basal plane of the hcp structure:
¥(8) = 206 exp(iG - 8), in which we use a set of 81
two-dimensional reciprocal lattice vectors G. The results
are shown in Fig. 2. The perfect crystal configuration,
which has GSF value of zero, is associated with the dis-
placement 5 =0 and its periodic equivalents. The ISF
configuration, which corresponds to the displacement
vector (and equivalents) 5=1(0,b,), with b, =%\/§a =
2.0996 A the length of a partial Burgers vector, has an
excess energy of 0.0063 mJ/m?.

TABLE 1. Elastic constants of the SWF model for hep “He
within the SWF model, in units of MPa.

Cll C33 C44 C12 Cl3
60.8 =08 77.9*0.8 17.1+0.8 344+08 144=08
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FIG. 2 (color online). Fourier series representation of GSF
surface on the basal plane of hcp “He as modeled by the SWF.
(a) GSF energy (in mJ/m?) as a function of two-dimensional
displacement 5 (in units of b, = %\/ga = 2.0996 A). (b) Con-
tour plot of the GSF. It reflects the basal-plane symmetry of the
hcp structure.

Using our estimates for the elastic properties and the
GSF surface in the PN model, we investigate the structure
and intrinsic mobility of 4 dislocation types on the basal
plane: (i) screw, (ii) 30°, (iii) 60°, and (iv) edge. Figure 3
shows the optimized disregistry profile for the screw dis-
location, obtained by minimizing Eq. (1) at zero external
stress. As expected, given the low stacking-fault energy
(SFE) value, it dissociates into two 30° partial dislocations
with opposite edge components, separated by an ISF area
with aowidth of 29 atomic rows, which corresponds to
91.33 A. The core width s of the partials, defined as the
distance over which the displacement changes from % to 2

1.01
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|
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FIG. 3 (color online). Optimized displacement profile 51‘ for
screw dislocation on the basal plane: edge component (open
circles) and screw component (filled squares) are measured in
units of the Burgers vector b = a = 3.63668 A. Dashed lines
indicate positions of partial dislocations.

of it total value [14], is approximately 1 atomic row or
~3.1 A. The second line of Table II contains the dissocia-
tion widths of the other three dislocations, showing an
increasing ISF width with increasing edge component,
consistent with dislocation theory [1].

In addition to the structural properties described here,
the PN model permits an estimate of the intrinsic disloca-
tion mobility, which is measured in terms of the Peierls
stress. To this end, we impose an external shear stress in
the glide plane parallel to the total Burgers vector. It
produces maximal force per unit length [1] on the disloca-
tion line for the given stress magnitude. This magnitude is
then increased in small steps, followed by minimization
of Eq. (1) with respect to the disregistry vectors 5,-. At a
critical stress value, the so-called Peierls stress, an insta-
bility is reached and an equilibrium solution ceases to exist
[14,15]. In this situation, the dislocation becomes free to
move through the crystal. The third line of Table II con-
tains the Peierls stress values for the four considered dis-
location types. The lowest Peierls stress value, obtained for
the 30° dislocation, is of the order of 1.5 X 10~2 MPa.
This value is ~3 orders of magnitude smaller than the
shear modulus, which is consistent with the typical dis-
crepancy between the ideal shear strength and actual yield
stresses in crystals [1].

The above results were obtained using the SWF model,
which, while providing a good description of the shear
modulus for hep solid “He, significantly underestimates a
recent experimental estimate for the SFE, (0.07
0.02) mJ/m? [24]. In order to explore the possible influ-
ence of the SFE value on the dislocation mobility, we
repeat the Peierls stress calculations for the case in which
the equilibrium dissociation widths of the four dislocation
types is reduced by a factor 10, which is the ratio between
the experimental and theoretical SFE values. To this end,
we apply an additional shear stress component, whose
direction in the glide plane is perpendicular to the total
Burgers vector of the dislocation. This stress component,
known as Escaig stress [9], does not produce a force on the
dislocation as a whole, but mimics a situation with a differ-
ent SFE value. Using an Escaig stress of 0.4 MPa, we
recompute the Peierls stress values for the four dislocations
types in the basal plane. The results are shown in the fourth
row of Table II. The effect of an increased effective SFE
value does not significantly affect the Peierls stress values
of the model. This is consistent with earlier PN calcula-
tions in metals, in which the Peierls stress was not found to
be sensitive to dissociation width [14].

Finally, we examine our results in the context of recent
experiments considering the macroscopic behavior of solid
“He at low temperatures. In the observation [4,5] of non-
classical rotational inertia (NCRI), interpreted as a signa-
ture of superfluidity, the crucial role of crystal defects and
disorder seems firmly established. Specifically, the behav-
ior of dislocations has attracted a particular interest after
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TABLE II.  Core structure and Peierls Stress for four dislocations on the basal plane for the SWF model for solid hep “He.

Screw 30° 60° Edge
Partial separation (A) 91.3 109.1 119.7 127.3
Peierls Stress (MPa) 0.41 = 0.01 0.015 = 0.01 0.23 = 0.01 0.08 £ 0.01
Peierls Stress corrected SFE (MPa) 0.48 = 0.01 0.045 £ 0.01 0.39 = 0.01 0.08 = 0.01
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