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5.5 Resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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do cristal perfeito são rotuladas pelo ı́ndice i. A distância entre linhas
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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo feito sobre defeitos em um sólido quântico for-

mado por átomos de 4He. Embora ainda não exista um mecanismo para explicar a fase

supersólida deste sistema, ela tem sido frequentemente associada com a presença de de-

sordem no cristal, que pode ocorrer com a existência de algum tipo de defeito. O método

do trabalho reverśıvel é aplicado para calcular a concentração de vacâncias e a energia

livre de ligação entre estes defeitos pontuais. Inicialmente, esta metodologia é aplicada a

um sólido quântico descrito por uma função de onda tipo Jastrow, para em seguida ser

aplicada no nosso sistema de interesse. A função de onda sombra é utilizada para mo-

delar o 4He sólido hcp, cujas configurações são amostradas através do método de Monte

Carlo utilizando o algoritmo de Metropolis. Além da determinação das concentrações de

monovacâncias e divacâncias, nossos resultados indicam que não existe uma tendência de

se formar aglomerados deste defeito, que poderia levar a uma separação de fases. Pos-

teriormente, utilizamos o método de Peierls-Nabarro para estudar defeitos lineares do

tipo discordâncias. Para isto, determinamos as constantes elásticas do material, sendo

esta a primeira estimativa teórica destas propriedades para o hélio sólido. Nosso modelo

indica que estes defeitos lineares possuem uma tendência em se separar em pares de dis-

cordâncias parciais. Além disso, a resistência intŕınseca da rede cristalina desempenha um

papel importante na mobilidade destes defeitos. Portanto, um mecanismo para explicar

a fase supersólida do 4He, que envolva a presença de discordâncias, deve levar em conta

esta resistência.
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Abstract

In this work we present a study about defects in a quantum solid formed by atoms of 4He.

Although there is no mechanism to explain the supersolid phase of this system, it has

often been associated with the presence of disorder in the crystal, which can occur with

the presence of some type of defect. The reversible work method is applied to calculate the

concentration of the vacancies and the binding free energy between these point defects.

Initially, this methodology is applied to a quantum solid described by a Jastrow wave

function, to then be applied in our system of interest. A shadow wave function is used to

model the hcp solid helium, whose configurations are sampled by the Monte Carlo method

using the Metropolis algorithm. Besides the determination of monovacancy and divacancy

concentrations, our results indicate that there is not a tendency to form clusters of these

defects, which could lead to a phase separation. Subsequently, we used the Peierls-Nabarro

method to study linear defects like dislocations. With this purpose, we determined the

elastic constants of material, this being the first theoretical estimates of these properties

for solid helium. Our model indicates that these linear defects have a tendency to separate

into pairs of partial dislocations. Furthermore, the intrinsic resistance of the crystal lattice

plays an important role in the mobility of these defects. Therefore, a mechanism to explain

the supersolid phase of helium, which involves the presence of dislocations, should take

account of this resistance.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O elemento Hélio foi descoberto primeiro no sol em 1869 pela análise espectral da

coroa solar. Somente em 1895 este elemento foi encontrado na Terra e tem sido, desde

então, um dos mais intrigantes elementos para a f́ısica [1, 2]. O Hélio possui a carac-

teŕıstica de permanecer ĺıquido quando resfriado até uma temperatura próxima a 0 K em

pressões baixas. Nesta situação os efeitos quânticos são importantes, sendo responsáveis

por fenômenos interessantes como a superfluidez. A superfluidez no 4He foi descoberta

no final da década de 30 por Kapitza [3] e paralelamente por Allen e Misener [4]. Pouco

depois da observação na fase ĺıquida, a possibilidade do mesmo fenômeno ocorrer na fase

sólida foi considerada por Wolfke [5].

A fase sólida do Hélio (o isótopo 4He particularmente) pode ser observada sob uma

pressão externa de no mı́nimo 25 atm. Neste estado, os efeitos quânticos também são

responsáveis pela possibilidade de existência de defeitos pontuais no cristal em 0 K, o que

não acontece em um sólido clássico [6,7]. O estudo detalhado sobre o papel desempenhado

por defeitos em cristais é motivado pela especulação de que a presença de vacâncias no

sólido 4He poderia admitir condensação de Bose-Einstein [8–10], dando ao sólido pro-
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priedades t́ıpicas de superfluidos. Esta nova fase, denominada de supersólido, apresenta

ordenamento de longo alcance, quebra de simetria espontânea translacional e rotacional,

que são propriedades t́ıpicas de um cristal, juntamente com caracteŕısticas de superfluido,

devida a condensação.

A busca pela verificação da fase supersólida desafiou a f́ısica experimental até recen-

temente. A observação experimental de uma inércia rotacional não clássica (NCRI) no

4He sólido por Kim e Chan [11, 12] e sua interpretação como uma posśıvel manifestação

do fluxo de massa na fase sólida, tem provocado um esforço intensivo em investigações

experimentais e teóricas sobre o assunto [13–15]. Isto ocorreu porque os resultados de

Kim e Chan foram anunciados como uma provável observação da fase supersólida do

4He. Enquanto não existe um consenso sobre a origem exata do fenômeno observado, é

geralmente aceita a idéia de que esta propriedade é afetada pela presença de desordem no

cristal em forma de defeitos cristalinos. Em prinćıpio, estes defeitos podem ser pontuais,

como vacâncias ou interst́ıcios, ou ainda outro tipo de defeito como discordâncias, grãos

de contorno [16–24] ou mesmo regiões amorfas no sistema [25–27].

Neste contexto, o papel das vacâncias tem recebido uma atenção significativa desde

as primeiras propostas teóricas de um estado fundamental supersólido. No entanto, o

seu papel permanece controverso até hoje. De um lado, cálculos feitos usando integrais

de trajetória em temperatura finita parecem sugerir que o estado fundamental do 4He

sólido não contém vacâncias [28, 29]. Por outro lado, foi argumentado que uma série de

questões técnicas, incluindo a utilização de condições periódicas de contorno e um pequeno

número de part́ıculas na caixa de simulação, podem de fato impedir tais cálculos de avaliar

corretamente a verdadeira natureza do estado fundamental na temperatura 0 K [20, 30].

Além disso, dados experimentais que indicam que uma concentração de vacâncias abaixo

de 0, 4% não pode ser descartada [31], bem como os argumentos de Anderson et al. [17,24],



3

sustentam a possibilidade de vacâncias de ponto-zero no 4He sólido. Esta questão da

presença ou não de vacâncias de ponto-zero no 4He sólido permanece aberta. No caso da

existência deste tipo de defeito, surge a necessecidade de se estudar também a interação

entre as vacâncias.

Como vamos observar mais adiante, no estudo de defeitos pontuais leva-se em conta o

fato da função de onda que descreve estes sistemas não apresenta nós no estado fundamen-

tal [6, 8, 32, 33]. Com isso, a densidade de probabilidade, calculada a partir desta função

de onda, pode ser interpretada como um fator de Boltzmann clássico. Consequentemente,

fica posśıvel a utilização de poderosas ferramentas para estimar a concentração deste tipo

de defeito. Neste trabalho empregamos o chamado método do trabalho reverśıvel para

calcular a energia livre de formação das vacâncias, estimando assim as concentrações e

suas energias de ligação [34, 35].

Um outro tipo de defeito muito interessante de se estudar no 4He sólido é a cha-

mada discordância. Discordâncias são defeitos lineares que têm grande influência sobre

o comportamento de deformações mecânicas em sólidos cristalinos [36]. Trabalhos expe-

rimentais recentes [16, 23, 37] mostram que o 4He sólido apresenta uma mudança brusca

no seu módulo de cisalhamento a partir de uma temperatura cŕıtica de cerca de 200 mK.

Este enrijecimento do cristal tem sido associado com a mobilidade de discordâncias. Além

disso, especula-se [16] que este fenômeno pode estar relacionado com as observações da

NCRI feitas inicialmente por Kim e Chan. Portanto, um modelo para tratar o supersólido

precisaria levar em conta os efeitos da mobilidade de discordâncias. Apesar disso, não

existe uma conexão precisa entre os dois efeitos mencionados anteriormente.

Embora ainda não exista um entendimento completo sobre a fase supersólida de sólidos

quânticos, existe uma indicação de que discordâncias estejam envolvidas com os fenômenos

macroscópicos observados. Entretanto, embora exista muitos estudos feitos sobre o com-
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portamento desses defeitos em sólidos clássicos, falta ainda muitos dados experimentais

espećıficos para o caso quântico. Atualmente, sabe-se muito pouco [38] sobre o papel

desempenhado pelas discordâncias em cristais quânticos, onde os efeitos da energia ponto

zero devem ser considerados. Diante destas dificuldades, uma opção viável é desenvolver

abordagens teóricas para estudar estes defeitos.

Neste trabalho [39] nós empregamos o método de Peierls-Nabarro (PN) [40, 41] para

modelar o comportamento de quatro tipo de discordâncias em um sólido hcp de átomos

de 4He. Este método leva em conta tanto contribuições associadas com as proprieda-

des do caroço do defeito, quanto contribuições dos campos elásticos de longa distância.

Para a descrição do sistema quântico nós utilizamos a chamada função de onda sombra

(SWF) [42,43], que é um modelo que tem obtido bastante sucesso na descrição de várias

propriedades do 4He nas fases ĺıquida e sólida, como por exemplo a energia e a fração do

condensado.

Um dos ingredientes necessários para se utilizar o formalismo de PN é o conjunto

de constantes elásticas do sólido. Por isso, fizemos uma estimativa das cinco constantes

elásticas do sistema, o que representa a primeira estimativa teórica destas propriedades

para o 4He sólido hcp. Vale destacar que todos estas estimativas foram feitas através do

cálculo quântico do valor esperado do tensor stress dado pelo teorema do virial [44]. Nossos

resultados fornecem uma contribuição importante para a compreensão da mobilidade de

discordâncias em sólidos quânticos. Além disso, eles apresentam um reflexo direto das

estruturas dos caroços dos defeitos, que demonstram uma tendência em se dissociar em

pares de discordâncias parciais.

Esta tese está organizada da seguinte maneira: no caṕıtulo 2 apresentamos os sistemas

formados por átomos de Hélio, em especial a fase sólida do 4He. A sua hamiltoniana é

discutida, assim como duas funções de onda usadas para modelar este sistema. O caṕıtulo
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3 mostra alguns detalhes computacionais utilizados ao longo de todas as partes deste

trabalho. Em seguida, apresentamos o estudo feito com defeitos pontuais tipo vacâncias

no caṕıtulo 4. Nesta parte do trabalho é feita uma estimativa da sua concentração e

uma análise das interações que ocorrem entre elas. No caṕıtulo 5 discutimos os defeitos

lineares tipo discordâncias. Para isto é feita uma estimativa das constantes elásticas do

4He sólido para em seguida fazermos uma modelagem de quatro diferentes discordâncias

neste sistema.



Caṕıtulo 2

Sistemas formados por átomos de

4He

Este caṕıtulo apresenta a descrição que usamos para os sistemas formados por átomos

de 4He em sua fase sólida. Na seção 2.1 nós mostramos a hamiltoniana do sistema e em

seguida a sua fase sólida é discutida na seção 2.2. A última seção apresenta duas funções

de onda que utilizamos para modelar esses sistemas.

2.1 A Hamiltoniana

A hamiltoniana de um sistema formado por N átomos de 4He de massa m pode ser

escrita como

H = − ~
2

2m

N
∑

i=1

∇2
i + V (R) , (2.1)

onde o primeiro termo do lado direto da igualdade é a energia cinética e o segundo termo a

energia potencial de interação entre os átomos. O śımbolo R ≡ {r1, r2, . . . , rN} representa

os vetores que localizam os N átomos. O laplaciano da Eq. (2.1) considera as segunda

6
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derivadas em relação as três componentes do vetor ri que localiza o átomo i.

O potencial interatômico utilizado neste trabalho foi proposto por Aziz et al. [45] e

tem a forma

V (r) = ǫ

{

A exp

[−αr
rm

]

−
[

C6

(rm

r

)6

+ C8

(rm

r

)8

+ C10

(rm

r

)10
]

F (r)

}

, (2.2)

onde

F (r) =











exp
[

−
(

Drm

r
− 1

)2
]

, r
rm

6 D

1, r
rm

> D .
(2.3)

As constantes do potencial de Aziz tem os valores relacionados na Tabela 2.1.

A(×106) ǫ/kB (K) α D rm (Å) C6 C8 C10

0, 5448504 10, 8 13, 353384 1, 241314 2, 9673 1, 3732412 0, 4253785 0, 178100

Tabela 2.1: Constantes do potencial de Aziz.

Vale mencionar que Eq. (2.2) é um potencial de pares que depende exclusivamente da

distância entre dois átomos r = rij = |ri − rj|. Termos de três corpos também podem ser

considerados na hamiltoniana, porém a inclusão destas correlações modificam a energia

por part́ıcula do sistema em apenas alguns décimos de kelvin [46, 47] e não devem afetar

nossos resultados. A Fig. (2.1) mostra uma comparação entre os potenciais de Aziz, uti-

lizado por nós, e o Lennard-Jones muito utilizado nos primeiros trabalhos teóricos sobre

sistemas formados por átomos de Hélio [33,48–50]. Vale observar que o potencial de Aziz é

ligeiramente deslocado para a direita em relação ao Lennard-Jones, além de ter uma ener-

gia mı́nima menor. Apesar de existirem outras propostas para potenciais interatômicos

de sistemas compostos por átomos de 4He [51–53], acreditamos que eles não afetam quali-

tativamente os resultados encontrados. Isto porque estes potenciais introduzem correções

pequenas no potencial utilizado neste trabalho.
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Figura 2.1: Energia Potencial em função da distância interatômica.
Comparação entre o potenciais de Aziz e Lennard-Jones.

2.2 A fase sólida

O Hélio pode ser observado em sua fase sólida quando submetido a uma pressão acima

de 25 atm para temperaturas tendendo a 0 K. Nesta fase, a estrutura cristalina mais

favorárel quando a temperatura tende para o zero absoluto, é a hexagonal hcp [54, 55],

muito embora exista em seu diagrama de fases regiões em que ele pode apresentar outro

tipo de estrutura.

Uma caracteŕıstica importante do sólido formado por átomos de hélio é associada com

sua energia vibracional de ponto zero. Neste caso temos que a energia de ponto zero é

muito maior do que a energia térmica de maneira que efeitos quânticos do sistema podem

ser observados macroscopicamente, por esta razão ele é denominado sólido quântico. Em

um sólido quântico a amplitude vibracional dos átomos em relação aos respectivos śıtios

é da ordem da distância entre os primeiros vizinhos [49]. Consequentemente, efeitos

anarmônicos são muito importantes quando vamos tratar dos modos de vibração deste

sólido.
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A importância dos efeitos quânticos no sistema pode ser verificada analisando o parâmetro

de de Boer-Blaisse [56]

Λ =
~

σ(mǫ)1/2
, (2.4)

onde σ e ǫ são os parâmetros do potencial de Lennard-Jones ajustados para o sistema de

part́ıculas de massa m. O parâmetro Λ é simplesmente uma razão entre o comprimento de

onda térmico de de Broglie e σ que é a magnitude do caroço duro do potencial Lennard-

Jones. Na prática, quanto maior o valor de Λ mais importante são os efeitos quânticos.

Na Tabela 2.2 listamos alguns valores de σ e ǫ para alguns elementos juntamente com o

valor do parâmento Λ. Vale observar que o Hélio é o elemento mais quântico dentre os

que foram relacionados. Seguindo este mesmo racioćınio, um sólido formado por átomos

de Xenônio é o mais clássico dentro os listados na mesma tabela.

Elemento σ(Å) ǫ(K) Λ
He 2, 556 10, 22 0, 426
Ar 3, 45 119, 3 0, 029
Xe 3, 97 228, 0 0, 010

Tabela 2.2: Parâmetro de de Boer-Blaisse para alguns elementos junta-
mente com os parâmetros σ e ǫ do potencial de Lennard-Jones.

No final da decáda de 60 começaram a surgir especulações [9, 10, 57] sobre a posśıvel

existência de um comportamento superfluido em sólidos quânticos como os formados

por átomos de Hélio. A existência desta fase “sólida superfluida”, ou simplesmente su-

persólida, foi associada com a existência no cristal de defeitos pontuais tipo vacância.

Esta idéia inicial proposta por Andreev e Lifshitz [57] tinha como base a possibilidade

da existência de um condensado de Bose-Einstein de defeitos do tipo vacâncias. Leggett

sugeriu [10] que a propriedade da inércia rotacional não clássica (NCRI, do inglês nonclas-

sical rotational inertia), observada no 4He ĺıquido superfluido, poderia ser a melhor forma

de observar o estado supersólido. Isto seria uma consequência da presença de um con-
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densado, como no caso do ĺıquido, originando uma fase supersólida. A observação recente

de uma NCRI de átomos de 4He na fase sólida a baixas temperaturas pode ser atribúıda

a um comportamento tipo superfluido deste sistema [11, 12]. Este comportamento foi

observado tanto para o Hélio confinado em um canal anular de uma célula experimental

como em meios porosos.

Kim e Chan [11] usaram um pêndulo de torsão para medir o peŕıodo ressonante da

amostra como função da temperatura. Eles observaram uma queda abrupta da inércia

rotacional do sólido confinado abaixo de uma temperatura cŕıtica próxima de 200 mK. A

Fig. (2.2)(a) mostra um esquema do arranjo experimental usado para verificar a NCRI

no 4He sólido [11]. Em um dos experimentos o 4He ĺıquido passa por um pequeno tubo

interno na haste do pêndulo e é colocado em uma célula contendo um vidro bastante

poroso chamado de Vycor. Após este vidro ser preenchido pelo ĺıquido, uma pressão

externa é aplicada para que ocorra a solidificação. A porosidade do vidro dá origem

a uma quantidade muito grande de defeitos. Com o Hélio sólido dentro da célula o

pêndulo é colocado para oscilar e o peŕıodo de oscilação é verificado. A Fig. (2.2)(b)

mostra o resultado encontrado por Kim e Chan para diferentes amplitudes de oscilação

do pêndulo. Em todos os casos, verificou-se queda abrupta do peŕıodo ressonante do

sistema à temperatura mencionada anteriormente.

O primeiro mecanismo [57] proposto para explicar o comportamento superfluido em

cristais quânticos envolvia a presença de defeitos pontuais do tipo vacância no sistema. A

presença destes defeitos possibilitariam um fluxo de matéria através do sólido, explicando

assim a fração de massa que se desacopla do movimento no pêndulo de torção. Em um

trabalho recente [17], Anderson, Brinkman e Huse adotaram este ponto de vista. Além

disto, experimentalmente não se pode descartar a possibilidade de uma concentração de

vacâncias abaixo de 0, 4% [31].
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2.3.1 A função de onda Jastrow

Um produto de pares do tipo Jastrow é talvez a maneira mais simples de se modelar

uma função de onda para sistemas de 4He. A função de onda Jastrow (JWF) pode ser

escrita como

ΨJ(r1, r2, . . . , rN) =
N
∏

i<j=1

f(rij) , rij = |ri − rj|

= exp

[

−1

2

N
∑

i6=j

u(rij)

]

, (2.5)

onde f(rij) é uma função de pares que tipicamente é pequena para rij pequeno e aproxima-

se de uma constante quando rij é grande e que depende de um parâmetro ajustável.

O termo u(rij) é o chamado pseudopotencial. Note que a função acima é totalmente

simétrica com respeito à troca das coordenadas de dois átomos quaisquer, como deve ser

nos sistemas formados por bósons. Uma forma para o pseudopotencial bastante usada

para o Hélio [6, 33,50] é

u(r) =

(

b

r

)m

, (2.6)

onde b e m são parâmetros que minimizam o valor esperado do hamiltoniano. O primeiro

trabalho que utilizou a Eq. (2.5) para modelar o 4He foi feito por McMillan em 1965 [33]

mostrando bons resultados para a fase ĺıquida. Este estudo foi capaz de descrever corre-

tamente a fração de part́ıculas que estão em um condensado de Bose-Einstein compondo

o mecanismo que explica o comportamento superfluido deste sistema.

Uma outra caracteŕıstica da JWF é que ela é a solução exata [6, 34] da equação de

Schrödinger de um sistema de muitos corpos no estado fundamental cuja a hamiltoniana
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é escrita como

H =
N

∑

i=1

− ~
2

2m
∇2

i +
~

2

m

∑

i<j

[

u′(rij)

(

u′(rij) −
2

rij

)

− u′′(rij)

]

+

~
2

m

∑

i<j<k

[u′(rij)u
′(rik) r̂ij · r̂ik + Pijk] , (2.7)

onde u′ e u′′ são a primeira e a segunda derivada do pseudopotencial, respectivamente.

Os termos r̂ij e r̂ik são vetores unitários associados com as posições relativas dos pares de

part́ıculas (i, j) e (i,k), respectivamente e, Pijk representa as demais permutações ćıclicas

do termo de três corpos.

A JWF também pode descrever um sólido se ajustarmos convenientemente os parâmetros

em uma densidade maior. Apesar disto, a energia deste sistema é excessivamente alta por

causa da forte localização das part́ıculas. Na prática, um sólido quântico descrito por uma

JWF é muito ŕıgido como pode ser observado através do cálculo da razão de Lindemann,

que está relacionada com a amplitude vibracional dos átomos.

Existem outras funções de onda que modelam de forma mais adequada o 4He na fase

sólida, como por exemplo, a função de onda sombra que vamos apresentar no próximo

tópico. Entretanto, é interessante estudar o modelo da JWF por apresentar uma fase

sólida com um pseudopotencial de forma bastante simples.

2.3.2 A função de onda sombra

Uma melhoria na JWF escrita na Eq. (2.5) foi feita por Nosanow [48] introduzindo

na função de onda um termo de um único corpo que localiza a part́ıcula em torno de um

śıtio da rede. A chamada função de onda de Nosanow-Jastrow (NJWF) pode ser escrita
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como

ΨNJ = exp

[

−1

2

∑

i6=j

(

b

r

)m
]

exp

[

−C
N

∑

i=1

(ri − li)
2

]

, (2.8)

onde C é um parâmetro que acopla a part́ıcula a um śıtio através de uma gaussiana.

Observe que a NJWF necessita da introdução de uma rede cristalina a priori cujos śıtios

são localizados pelo conjunto de vetores lk com k = 1, . . . , N .

De fato a inclusão do termo de um corpo fornece um valor razoável para a energia

do 4He sólido [49, 50, 63]. Porém, isto viola a propriedade de simetria da função de onda

para permutações de part́ıculas. Ao contrário da função de Jastrow, a NJWF não é

translacionalmente invariante como deve ser a função de onda que descreve um sistema

de bósons.

Outra melhoria importante na descrição variacional de sistemas de 4He foi introduzida

por Vitiello et al. [42] com a chamada função de onda sombra (SWF). A SWF tem

a capacidade de descrever corretamente várias propriedades destes sistemas nas fases

ĺıquida e sólida usando a mesma forma funcional para os dois casos [43, 64]. Uma outra

grande vantagem é que a solidificação do sistema acontece naturalmente de uma quebra

espontânea de simetria própria das correlações entre as part́ıculas.

A SWF é simétrica, translacionalmente invariante e uma das melhores descrições dis-

pońıveis para sistemas de 4He. Ao contrário de Nosanow-Jastrow, ela não necessita da

imposição a priori de uma rede na descrição da fase sólida. A SWF é escrita em termos de

uma integral em todo o espaço de um conjunto de variáveis auxiliares S ≡ {s1, s2, . . . , sN}

ΨS(R) = ψJ(R)

∫

dS
∏

i

θ(ri − si)ψS(S) , (2.9)

onde os ψ’s são fatores de Jastrow, o primeiro depende das coordenadas dos átomos
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e um pseudopotencial da forma de McMillan ψJ(R) = exp

[

−1
2

∑N
i<j

(

b
rij

)5
]

, o outro

ψS(S) = exp
[

−∑N
i<j δV (αsij)

]

depende do potencial interatômico V reescalonado e da

distância sij = |si − sj| entre as variáveis auxiliares i e j. Este último termo estabelece

uma interação entre estas variáveis auxiliares que são chamadas de part́ıculas sombra.

Além disso, as part́ıculas sombra são acopladas às reais através de um fator gaussiano

θ(ri − si) = exp [−C|ri − si|2].

Uma vez que existe uma integração em todo espaço das variáveis auxiliares S, a SWF

tem dependência apenas em R. Os parâmetros b, C, δ e γ são aqueles que minimizam o

valor esperado do operador hamiltoniano em um cálculo variacional e foram otimizados

por MacFarland et al. [43]. Existem também outras formas de tratar a correlação entre as

part́ıculas sombra que utilizam geralmente uma forma de McMillan análoga àquela usada

em ψJ(R) [42]. Apesar disso, o uso do potencial V reescalonado fornece uma energia mais

baixa para o estado fundamental do hélio, por esta razão consideramos esta forma para

ψS tal que nossa SWF pode ser explicitamente escrita como

ΨS(R) =
N
∏

i<j

exp

[

−1

2

(

b

rij

)5
]

∫

dS
N
∏

i

exp
[

−C|ri − si|2
]

N
∏

i<j

exp [−δV (αsij)] , (2.10)

onde dS ≡ ds1ds2 . . . dsN . Os parâmetros utilizados na descrição dos átomos de hélio

através da SWF foram otimizados para a densidade de fusão usada neste trabalho [43].

Estes parâmetros fornecem o mais baixo valor esperado do hamiltoniano do sistema e

estão relacionados na Tabela (2.3.2).

ρ (Å
−3

) b(Å) C(Å
−2

) δ(K−1) α
0, 0294 2, 76 0, 8725 0, 11 0, 875

Tabela 2.3: Parâmetros variacionais utilizados na função de onda sombra para a

densidade de fusão ρ = 0, 0294 Å
−3

.
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Figura 2.4: Pseudopotenciais das part́ıculas reais (linha cheia) e sombras
(linha tracejada) em função da distância relativa.

Vale a pena observarmos que, na função de onda escrita na Eq. (2.10), fixamos o

parâmetro m = 5 reduzindo assim a quantidade de parâmetros que definem o modelo

utilizado por nós. Esta consideração é comumente feita [42, 43] e é motivada pelo fato

de que, a solução da equação de Schrödinger para um sistema de duas part́ıculas intera-

gindo com o potencial de Lennard-Jones, implica em m = 5 quando a distância entre as

part́ıculas tende para zero [65].

A Fig. (2.4) apresenta uma comparação entre os pseudopotenciais utilizados para as

part́ıculas reais e as sombras. A forma de McMillan utilizada para as part́ıculas reais

resulta em um pseudopotencial puramente repulsivo análogo à interação de um sistema

clássico de esferas macias. Para as part́ıculas sombra, o potencial interatômico de Aziz

deslocado e reescalonado introduz uma parte atrativa no psedopotencial.

A SWF tem obtido muito sucesso na descrição de sistemas formados por 4He por mo-

delar muito bem o comportamento real destes sistemas. Além de fornecer os melhores

valores para a energia nas fases ĺıquida e sólida [43], ela também calcula corretamente
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a fração do condensado no superfluido dentre outras propriedades importantes. Uma

vez que esta função de onda permite-nos estudar defeitos no sistema, como vacâncias e

discordâncias, os resultados fornecidos por este modelo podem ser importantes na com-

preensão do comportamento destes defeitos no 4He sólido.



Caṕıtulo 3

Simulações

Neste caṕıtulo vamos apresentar alguns detalhes importantes das simulações compu-

tacionais feitas neste trabalho. Na seção 3.1 falamos rapidamente sobre o algoritmo de

Metropolis [66] usado para amostragem das configurações no método de Monte Carlo. A

seção 3.2 traz uma breve abordagem sobre o método de Parrinello-Rahman [67, 68] que

é bastante útil quando trabalhamos com uma caixa de simulação que pode variar em

volume e formato. Finalmente, na seção 3.3 consideramos os efeitos de tamanho.

3.1 Amostragem de configurações pelo método de

Metropolis

Dada uma função de onda modelo (Ψ) que descreve um sistema de N bósons intera-

gentes, podemos calcular valores esperados de operadores quânticos, como por exemplo a

hamiltoniana da Eq. (2.1) para um sistema composto de átomos de 4He. Neste caso, este

19
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valor esperado é a energia total do sistema

E = 〈H〉 =

∫

Ψ∗(R)HΨ(R)dR
∫

Ψ∗(R)Ψ(R)dR
. (3.1)

Podemos ainda reescrever a energia da Eq. (3.1) na forma

E =

∫

|Ψ(R)|2 HΨ(R)
Ψ(R)

dR
∫

|Ψ(R)|2dR , (3.2)

ou ainda

E =

∫

p(R)ELdR (3.3)

onde EL = HΨ
Ψ

é a chamada energia local e p(R) é uma densidade de probabilidade que

podemos amostrar através do método de Monte Carlo,

p(R) =
|Ψ(R)|2

∫

|Ψ(R)|2dR. (3.4)

Analisando a Eq. (3.3) podemos notar que a energia do sistema é escrita como sendo

uma média ponderada da energia local, sendo o p(R) o peso desta média. Logo, se

amostramos um determinado número N de configurações distribúıdas de acordo com pro-

babilidade p(R), a energia total pode ser estimada fazendo simplesmente

E =

∑

N

i=1EL(Ri)

N
, (3.5)

desde que o valor de N seja suficientemente grande.

Para amostrar as N configurações distruibúıdas de acordo com a densidade de pro-

babilidade usamos o algoritmo de Metropolis [66]. Partimos de uma configuração inicial

qualquer R1. Em seguida, deslocamos aleatoriamente uma das part́ıculas do sistema para
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obtermos uma nova configuração R′
1. Avaliamos então |Ψ(R′

1)|2 e aceitamos a nova confi-

guração se o seu valor for maior do que |Ψ(R1)|2. Quando este valor avaliado for menor,

é sorteado um número aleatório ζ entre 0 e 1 e a configuração é aceita se
|Ψ(R′

1
)|2

|Ψ(R1)|2
> ζ.

Em todos os casos contrários aos anteriores a configuração tentativa é rejeitada. Chama-

mos um passo de Monte Carlo a realização de N tentativas de se mover aleatoriamente

uma das part́ıculas do sistema, aceitando ou rejeitando a nova configuração através do

algoritmo de Metropolis.

Quando realizamos este tipo de amostragem é necessário sempre descartar uma certa

quantidade de configurações no ińıcio do processo. Este procedimento que chamamos

de equilibração serve para garantir que as configurações amostradas estejam realmente

distribúıdas de acordo com |Ψ|2. Além disso, as amostras coletadas não são totalmente

descorrelacionadas. Para eliminar ao máximo estas correlações devemos tomar algumas

medidas. A primeira delas é ajustar o deslocamento aleatório realizado de maneira que

a aceitação do Metropolis não seja maior do que 50%. Outro procedimento necessário é

o de dividir em blocos as configurações amostradas e formar médias das grandezas que

queremos estimar em cada um deles. Este procedimento permite o correto cálculo das

incertezas estat́ısticas.

3.2 O método de Parrinello-Rahman

Quando trabalhamos com simulação computacional é bastante comum usar uma

caixa de simulação com condições periódicas de contorno juntamente com a convenção

da mı́nima imagem [69, 70], estas considerações são para evitar o surgimento de efeitos

de superf́ıcie quando estamos interessados nas propriedades de “bulk” do sistema. No

estudo de alguns tipos de defeitos, como discordâncias por exemplo, é necessário promo-
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ver vários tipos de distorções na caixa de simulação, gerando assim uma necessidade de

se reajustar as condições periódicas a cada distorção feita na caixa. Nestas situações, a

aplicação do método desenvolvido por Parrinello e Rahman [67, 68] é bastante útil. A

seguir apresentamos este método que foi adotado em nossas simulações.

Inicialmente vamos considerar que temos um sistema composto de N part́ıculas ar-

ranjadas em uma caixa de simulação ortorrômbica cujos lados são definidos pelos vetores

Lx, Ly e Lz. O volume da caixa pode ser determinado fazendo Ω = Lx · (Ly × Lz). A

configuração destas part́ıculas (R ≡ {r1, r2, . . . , rN}) é determinada pelos vetores que as

localizam dentro da caixa. Para uma determinada part́ıcula i o vetor que localiza sua

posição pode ser escrito como

ri = ξiLx + ηiLy + ζiLz , (3.6)

onde os termos ξi, ηi e ζi variam entre 0 e 1. Podemos também escrever a expressão acima

da forma

ri = hsi , (3.7)

onde o vetor si tem suas componentes (ξi, ηi, ζi) variando entre 0 e 1. A matriz h escrita

na Eq. (3.7) tem nove componentes e, no caso de uma célula ortorrômbica, ela é uma

matriz diagonal escrita como

h =













Lx 0 0

0 Ly 0

0 0 Lz













. (3.8)

A estratégia para utilizarmos esta idéia de Parrinello e Rahman é construir uma caixa

de simulação cúbica de lado 1 que não varia sua forma ou volume durante a simulação.
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Para isto, basta multiplicar Eq. (3.7) dos dois lados pela matriz inversa de h, isolando

assim o vetor si,

si = h−1ri . (3.9)

Agora todas as condições periódicas e a convenção da mı́nima imagem são realizadas nesta

nova caixa com as coodernadas escalonadas s. Neste mesmo esṕırito, a distância entre

duas part́ıculas será calculada fazendo r2
ij = (si − sj)

†G(si − sj) onde G é o tensor métrico

definido como

G = h†h , (3.10)

onde h† é a matriz transposta de h.

A grande vantagem de se usar a matriz h para fazer as simulações está na facilidade

de se promover variações no volume do sistema e distorções em seu formato. Não é dif́ıcil

notar que uma mudança no volume pode ser feita simplesmente mudando os valores dos

termos que estão na diagonal da matriz h. Outras distorções na caixa com o intuito de

modificar o seu formato são feitas atribuindo valores diferentes de zero para os elementos

fora da diagonal. Contudo, em termos das coordenadas s a caixa permanece cúbica sem

alteração de seu volume, não havendo assim a necessidade de modificar as condições de

contorno. Como vamos observar mais adiante, no estudo de defeitos como discordâncias,

faz-se necessário submeter a caixa de simulação a diferentes distorções. Neste sentido,

a metodologia apresentada nesta seção mostra-se bastante útil por fazer as deformações

levando em conta as condições periódicas de contorno de maneira eficiente e simples.

Utilizando o método de Parrinello-Rahman descrito nesta seção, a maneira de provocar

um strain em um cristal é relativamente simples. O tensor strain representa as posśıveis

deformações que podemos fazer no cristal e é definido no Apêndice A. Para impor as

deformações é necessário inicialmente introduzir um estado de referência do sistema a
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partir do qual faremos as deformações. Este estado pode ser definido a partir de uma

matriz h0, que no nosso caso corresponde à matriz do sistema sem deformação escrita

na Eq. (3.8). Neste estado de referência, a posição de uma part́ıcula qualquer pode ser

escrita a partir de suas coordenadas si

r
(0)
i = h0si . (3.11)

O tensor strain pode ser escrito [68], dentro deste formalismo, como

ǫ =
1

2

(

h
†
0

−1Gh0
−1 − I

)

, (3.12)

onde G é o tensor métrico definido na Eq. (3.10) e I é a matriz identidade. De acordo

com o strain definido na Eq. (3.12), podemos determinar a matriz h do sistema após

estabelecermos a distorção através da relação

G = h†h = h0
† (2ǫ+ I)h0 . (3.13)

Desta forma, uma deformação qualquer feita sobre o sistema pode ser interpertada como

uma modificacão nos elementos da matriz h de acordo com a Eq. (3.13).

A Fig. (3.1) mostra uma representação de uma posśıvel deformação de cisalhamento

provocada no sistema pela aplicação de uma força externa F. Observe que, neste caso,

a força F distorce a caixa na direção x de um valor ∆x. Na abordagem feita por nós,

para realizar uma deformação onde a força externa provoca um cisalhamento na direção

do plano basal da rede hcp, devemos atribuir um valor para os elementos ǫxy e ǫyx, em

seguida determinamos a matriz h através da Eq. (3.13). Com estas distorções é posśıvel

calcular as constantes elásticas do sistema relacionando a deformação com o stress causado





Caṕıtulo 4

Vacâncias

Neste caṕıtulo vamos abordar os defeitos pontuais do tipo vacância e maneiras de se

calcular sua posśıvel concentração em um sólido quântico. Fazemos uma breve introdução

na seção 4.2 sobre a importância de se estudar este tipo de defeito diante observações

experimentais recentes. A seção 4.1 apresenta um tratamento termodinâmico que se baseia

na minimização da energia livre de Helmholtz para calcular a concentração de vacâncias.

Na seção 4.3 mostramos o método do trabalho reverśıvel, que é bastante eficiente para se

calcular energias livre. Em seguida, a seção 4.4 mostra de maneira sucinta a aproximação

harmônica, cujo resultado é útil em uma análise da importância dos efeitos anarmônicos

no estudo deste tipo de defeito. Finalmente, a seção 4.5 apresenta os resultados obtidos

por nós utilizando os modelos JWF e SWF.

4.1 A concentração de vacâncias

A determinação da concentração de vacâncias em um cristal clássico requer a mini-

mização de sua energia livre com respeito ao número total de vacâncias n [71]. A energia

26
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livre de formação de uma monovacância no cristal fv é definida como a diferença

fv = F (N − 1) − N − 1

N
F (N), (4.1)

onde F (N − 1) e F (N) são as energias livre de Helmholtz do cristal contendo N − 1

part́ıculas e uma vacância, e N part́ıculas sem nenhuma vacância, respectivamente. A

energia livre de um sistema de N part́ıculas e n1 monovacâncias pode ser escrita como

F = F (N) + n1fv − kBT ln

[

(N + n1)!

n1!N !

]

, (4.2)

onde o último termo do lado direito da igualdade pode ser escrito como TSconf e Sconf

é a chamada entropia configuracional que está relacionada com o número de maneiras

que nós podemos arranjar as n1 monovacâncias nos śıtios da rede. Observe que quando

o número de vacâncias é zero na expressão acima, F reduz-se à energia livre do sistema

sem defeito.

No equiĺıbrio termodinâmico a energia livre é mı́nima e o número de vacâncias pode

ser determinado tomando a derivada da Eq. (4.2) com respeito a n1,

∂F

∂n1

∣

∣

∣

V,T
= fv − kBT ln

[

N + n1

n1

]

= 0, (4.3)

onde consideramos que N ≫ n1, limN→∞
n1

N
6= 0 e aplicamos a aproximação de Stirling no

termo com o logaritmo. Consequentemente, a concentração de monovacâncias cv é dada

por

cv ≡ n

N
= exp

[

− fv

kBT

]

. (4.4)

Um racioćınio análogo ao anterior pode ser feito para determinar as concentrações
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de divacâncias (c2v), trivacâncias (c3v) e assim por diante. Para um sistema contendo

n1 monovacâncias e n2 divacâncias, por exemplo, a energia livre de Helmholtz pode ser

escrita como

F = F (N) + n1fv + 2n2fv + n2f
B
2v − TSconf(n1, n2) (4.5)

onde fv e fB
2v são as energias livre de formação da monovacância e de ligação da divacância,

respectivamente. A energia de ligação é definida como fB
2v = f2v − 2fv, com f2v sendo a

energia livre de formação da divacância

f2v = F (N − 2) − N − 2

N
F (N) , (4.6)

onde F (N − 2) é a energia livre do sistema contendo N − 2 átomos e duas vacâncias

adjacentes.

No último termo da Eq. (4.5), Sconf(n1, n2) representa a entropia configuracional as-

sociada com o número de maneiras em que os defeitos podem ser distribúıdos nos śıtios

de rede. Para este nosso sistema podemos escrever

Sconf(n1, n2) = kB ln

[

N !

n1!(N − n1)!
×

zN
2

!

n2!(
zN
2
− n2)!

]

(4.7)

onde z é o número de coordenação. Para nossos propósitos estamos considerando que as

concentrações dos diferentes defeitos são suficientemente pequenas tal que as interações

entre eles podem ser desconsideradas.

A minimização da energia livre com respeito a n2 fornece a concentração de divacâncias

c2v =
z

2
c2v exp

[

fB
2v

kBT

]

. (4.8)
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Portanto, uma vez que conhecemos o custo de energia livre necessário para criar uma

única vacância, a concentração de monovacâncias pode ser encontrada usando a Eq. (4.4).

Além disso, se temos a energia de ligação da divacância, a Eq. (4.8) nos dá a concentração

deste defeito. As energias livre podem ser calculadas utilizando o método do trabalho

reverśıvel que vamos apresentar na seção 4.3, ou ainda fazendo uso de uma aproximação

harmônica, como mostraremos na seção 4.4. Uma comparação dos resultados encontrados

com estes dois métodos pode nos dar uma ideia clara da importância da inclusão de efeitos

anarmônicos na estimativa da concentração de defeitos pontuais.

Para calcular a concentração de trivacâncias (c3v), ou algum aglomerado maior des-

tes defeitos, o racioćınio utilizado é análogo ao anterior. Sendo assim, não é necessário

apresentarmos maiores detalhes para a obtenção de c3v, dada por

c3v = 3c2vcv exp

[

fB
3v

kBT

]

, (4.9)

onde fB
3v é a energia livre de ligação de uma trivacância. Neste trabalho é feita uma

estimativa das energias livre de ligação para a divacância e também para a trivacância

em um sólido de 4He modelado por uma SWF. Uma análise desses valores pode nos dar

uma indicação sobre a interação entre vacâncias e se existe alguma tendência de se formar

grandes aglomerados do defeito.

4.2 Fatores de Boltzmann

Uma vez que os átomos de 4He são bósons, a função de onda Ψ que descreve o estado

fundamental de N átomos não possui nós [6, 8, 32, 33]. Por causa desta caracteŕıstica,

podemos verificar que a densidade de probabilidade |Ψ|2 pode ser formalmente escrita
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como um fator de Boltzmann clássico do tipo exp
[

− U
kBT

]

. Isto significa que este sistema

formado por átomos de 4He possui uma descrição que é equivalente a de um sistema

clássico de N part́ıculas interagindo através do potencial U em uma temperatura absoluta

T . A partir desta correspondência entre o módulo ao quadrado da função de onda e o

fator de Boltzmann, iremos tratar o sistema quântico usando as ferramentas da mecânica

estat́ıstica clássica. Assim, através do cálculo da energia livre deste sistema clássico

fict́ıcio, obteremos uma estimativa da concentração de vacâncias de ponto zero do sistema

quântico.

De uma maneira geral podemos escrever a função de onda que descreve o estado

fundamental de um sistema de N bósons interagentes como

Ψ(R) =
exp

[

−1
2
βU(R)

]

√
QN

, (4.10)

onde QN é uma constante de normalização, β = (kBT )−1 e kB é a constante de Boltzmann.

É interessante observar também que QN é a função de partição do sistema clássico fict́ıcio.

Conforme mencionado, a probabilidade de encontrar o sistema de bósons com uma

dada configuração R é dada pelo módulo quadrado de Ψ(R). Esta probabilidade é equi-

valente a de encontrar esta configuração no correspondente sistema clássico fict́ıcio. Com

base nisto, nós não esperamos que as caracteŕısticas deste cristal fict́ıcio clássico sejam

radicalmente diferentes do sistema quântico descrito pela função de onda.

4.2.1 O fator de Boltzmann associado a Ψ2

J

A um sistema quântico descrito por uma JWF é posśıvel associar um correspondente
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clássico formado por N esferas macias interagindo através do potencial

U(R) =
∑

i<j

u(rij) =
∑

i<j

(

b

rij

)m

. (4.11)

Dentro do esṕırito deste trabalho, a simulação de um sólido quântico descrito por uma

JWF é equivalente a um sólido clássico onde as part́ıculas interagem conforme a Eq. (4.11)

com kBT = 1.

Esta equivalência foi utilizada por Hodgdon e Stillinger [6] para calcular a concentração

de vacâncias em um sólido quântico descrito pela Eq. (2.5). Para isto empregaram uma

aproximação harmônica para estimar o custo de energia livre de Helmholtz necessário

para formar uma única vacância no cristal. Como veremos mais adiante, nosso trabalho

mostra que a inclusão de efeitos anarmônicos é, como esperávamos, muito importante na

determinação desta concentração.

Os parâmetros b e m do potencial de esferas macias podem ser ajustados para uma

determinada densidade do sistema. Estes valores estão associados com o grau de maciez

das esferas, de forma que quanto maior estes parâmetros mais ŕıgidas elas se apresentam.

Neste trabalho consideramos o parâmetro b otimizado para o sistema clássico no ponto de

fusão [72]. Convenientemente, escolhemos m = 6 para estabelecer uma comparação com

os resultados reportados por Hodgdon e Stillinger.

4.2.2 Ψ2

S
como um fator de Boltzmann

Assim como no caso da JWF, a constante de normalização QN corresponde à função de

partição de um sistema clássico fict́ıcio. Tomando o quadrado da SWF podemos escrever

ΨS(R)2 =
1

QN

ψJ(R)2

∫ ∫

dSdS ′

N
∏

i=1

θ(ri − si)ψS(S)
N
∏

i=1

θ(ri − s′i)ψS(S ′). (4.12)
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Observe que é necessária a introdução de outro conjunto de variáveis auxiliares S ′ ≡

{s′1, s′2, . . . , s′N}, ao considerarmos o quadrado de ΨS. Integrando a expressão acima em

todo o espaço temos

QN =

∫ ∫ ∫

dRdSdS ′ψJ(R)2

N
∏

i=1

θ(ri − si)ψS(S)
N
∏

i=1

θ(ri − s′i)ψS(S ′) , (4.13)

que é a função de partição de um sistema clássico formado por 3N part́ıculas cuja interação

é dada pelo potencial

U(R, S, S ′) =
N

∑

i<j

(

b

rij

)5

+ C

N
∑

i

[

|ri − si|2 + |ri − s′i|2
]

+ δ
N

∑

i<j

[

V (αsij) + V (αs′ij)
]

.

(4.14)

Sendo assim, as configurações de um sistema de átomos de 4He descrito pela SWF são

equivalentes àquelas de um sistema fict́ıcio interagindo através da Eq. (4.14) com kBT = 1.

Este sistema fict́ıcio pode ser pensado como sendo composto de N tŕımeros, cada um for-

mado por um átomo e seu par de part́ıculas sombra. Este tŕımero interage de uma maneira

peculiar, os átomos têm uma correlação de pares através do primeiro termo da Eq. (4.14)

e estão acoplados às sombras com gaussianas. Não existe uma interação direta entre duas

part́ıculas sombra de conjuntos diferentes. Entretanto, as variáveis auxiliares de cada

conjunto são correlacionadas através do potencial interatômico rescalonado. A Fig. (4.1)

ilustra um par de tŕımeros com suas interações. As linhas na figura representam cada

uma das interações entre as diferentes part́ıculas que estão todas escritas na Eq. (4.14).

4.3 O método do trabalho reverśıvel

O desenvolvimento de métodos para calcular propriedades térmicas de sistemas f́ısicos,

como a energia livre, tem chamado muito a atenção atualmente por vários motivos. Na
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Figura 4.1: Esquema representando dois tŕımeros do sistema clássico
fict́ıcio. Cada um contendo uma part́ıcula real e duas part́ıculas sombra.
As linhas ligando cada part́ıcula representam cada uma das diferentes
interações.

determinação da concentração de defeitos pontuais, por exemplo, é muito importante

calcular com precisão as energias livre de formação de cada um dos defeitos. Por outro

lado, existe uma dificuldade de se obter estas quantidades, porque elas não podem ser

escritas em termos de uma média em um ensemble estat́ıstico, tal que não podem ser

calculadas diretamente usando métodos de Monte Carlo. Como resultado, energias livre

são usualmente determinadas usando estratégias indiretas, em que diferenças de energias

livre entre dois sistemas podem ser calculadas avaliando o trabalho associado com o

processo reverśıvel que conecta estes dois sistemas.

O método do trabalho reverśıvel (RW, do inglês reversible work) que é apresentado

neste caṕıtulo utiliza exatamente esta ideia e tem se mostrado um poderoso método para

cálculos de energia livre em sistemas clássicos [69, 73, 74]. Neste trabalho, inicialmente

estendemos este método a sistemas quânticos formados por bósons [34], permitindo assim

calcular propriedades como a concentração de vacâncias.
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A ideia central do método do trabalho reverśıvel é considerar um sistema de referência,

para o qual a energia livre é conhecida, e conectar este com o nosso sistema de interesse

através de um parâmetro de acoplamento λ que podemos variar. Uma forma funcional

t́ıpica deste acoplamento é dada pelo potencial

U(λ) = λU0 + (1 − λ)Uref (4.15)

onde U0 e Uref representam os potenciais dos sistemas de interesse e de referência res-

pectivamente. Note que esta forma permite-nos uma mudança cont́ınua de Uref para U0

variando o parâmetro λ de 0 até 1. Da mesma forma podemos fazer o caminho inverso

variando nosso parâmetro de 1 até 0.

Para um sistema clássico composto de N part́ıculas interagindo através de um poten-

cial U , podemos escrever a função de partição configuracional Z como

Z =

∫

exp [−βU(r1, r2, . . . , rN)] dr1dr2 . . . drN (4.16)

onde β = (kBT )−1, tal que kB é a constante de Boltzmann e T a temperatura absoluta

do sistema. Como foi mencionado anteriormente, podemos estabelecer um acoplamento

entre este sistema e um outro de referência através do parâmetro λ, tal que U({R}) →

U({R} ;λ). Com isso a expressão escrita acima para Z, pode ser usada para escrever uma

relação entre as derivadas de F e U com respeito a λ. Uma vez que

F = −kBT lnZ , (4.17)
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temos que

∂F

∂λ
= −kBT

1

Z

∂Z

∂λ

=

∫

dr1dr2 . . . drN
∂U(R;λ)

∂λ
exp [−βU(R;λ)]

∫

dr1dr2 . . . drNexp [−βU(R;λ)]

=

〈

∂U(R;λ)

∂λ

〉

. (4.18)

Consequentemente, a devirada da energia livre de Helmholtz com respeito a λ pode ser

escrita como uma média da derivada da energia potencial U(R;λ). Na expressão anterior,

os brackets indicam uma média no equiĺıbrio em um ensemble estat́ıstico.

A diferença de energia livre é dada pelo trabalho reverśıvel Wrev necessário para ir do

sistema de referência até o de interesse [69]. Podemos escrever esta diferença integrando

(4.18)

Wrev = F0 − Fref =

∫ 1

0

dλ

〈

∂U(R;λ)

∂λ

〉

λ

, (4.19)

onde F0 e Fref são as energias livre de Helmholtz dos sistemas de interesse e de referência,

respectivamente. A integração feita em (4.19) nos dá o trabalho total feito pela força

generalizada ∂U/∂λ. Uma vez que ela envolve médias do sistema no equiĺıbrio em todos

os instantes, ela reflete um processo reverśıvel. Observe que se conhecemos a energia livre

do sistema de referência podemos encontrar F0 simplesmente calculando o trabalho. Isto

pode parecer um incoveniente, uma vez que é necessário saber a priori o valor de Fref . Na

prática isto não é uma complicação pois podemos utilizar, por exemplo, uma referência

onde a energia livre pode ser calculada analiticamente, como um cristal de Einstein [69].

Em prinćıpio, a resolução numérica da integral (4.19) pode ser feita por uma série

de simulações independentes, cada uma feita para diferentes valores do parâmetro de

acoplamento λ entre 0 e 1. Na prática, entretanto, tem-se mostrado bastante proveitoso
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estimar o trabalho em uma única simulação fora do equiĺıbrio onde o valor de λ muda

dinamicamente. Neste caso o trabalho reverśıvel Wrev é estimado em termos do trabalho

irreverśıvel Wirr

Wirr =

∫ tsim

0

dt′
[

dλ

dt

]

t′

[

∂H({ri} , λ)

∂λ

]

λ(t′)

, (4.20)

onde t′ representa a coordenada de “tempo”que descreve a evolução dinâmica do parâmetro

de acoplamento λ(t), e tsim é a duração total do processo de desligamento. É importante

mencionar que quando usa-se o método de Monte Carlo para amostrar as configurações do

sistema, não envolvemos a escala natural do tempo. Nestes casos, a variável t é simples-

mente um ı́ndice que ordena a sequência de operações realizadas na amostragem, medido

em passos de Monte Carlo. Então, tsim é o número total de passos realizados no processo.

Uma vez que o processo dinâmico é intrinsecamente irreverśıvel, o trabalho estimado na

Eq. (4.20) apresentará sempre uma tendência (bias), sendo sujeito a um erro sistemático

positivo associado com a produção de entropia dissipativa inerente aos processos fora

do equiĺıbrio [75–77]. Consequentemente, o trabalho irreverśıvel representa um limite

superior para Wrev e para a diferença de energia livre F0 − Fref . Felizmente este erro

sistemático pode ser facilmente eliminado se o processo fora do equiĺıbrio é realizado

dentro do regime de resposta linear. Neste regime, o erro sistemático é independente da

direção em que é realizado o processo de desligamento [76, 77], ou seja, a produção de

entropia é igual para os processos na ida (λ = 0 → 1) e na volta (λ = 1 → 0). Dessa

forma, podemos obter um estimador para Wrev sem bias fazendo

Wrev =
1

2
[Wirr(λ = 0 → 1) −Wirr(λ = 1 → 0)] , (4.21)

que é sujeito somente a erros estat́ısticos.

A etapa inicial no cálculo da energia livre de formação de um defeito envolve o cálculo
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da energia livre do cristal perfeito F (N) com N part́ıculas. Neste caso é bastante con-

veniente utilizar um cristal de Einstein, para qual a energia livre FEinst pode ser obtida

analiticamente, como sistema de referência [69]. Desta maneira, dada uma forma para a

energia potencial que descreve a interação entre as part́ıculas, podemos calcular o trabalho

reverśıvel que é simplesmente a diferença

Wrev = F (N) − FEinst . (4.22)

O cristal de Einstein é formado por N osciladores harmônicos independentes acoplados

em seus respectivos śıtios de rede. Para aplicar o método do trabalho reverśıvel, nós

introduzimos um conjunto de parâmetros de desligamento λi, com i = 1, 2, . . . , N . Cada

termo do conjunto λi é acoplado a uma part́ıcula do sistema e pode ser variado entre 0 e 1

individualmente. Para o caso de um sólido quântico descrito por uma JWF, por exemplo,

a Eq.(4.15) fica

U(R; {λi}) =
N

∑

i<j

λiλju(rij) +
N

∑

i=1

(1 − λi)
1

2
κ

(

ri − r
(0)
i

)2

, (4.23)

onde κ é uma constante de mola e r
(0)
i o vetor que localiza a posição do śıtio onde está

acoplado o oscilador harmônico. Uma vez que nesta primeira etapa nosso sistema de

referência é formado de N osciladores independentes, o parâmetro de acoplamento de

todas as part́ıculas é variado igualmente. Sendo assim, a expressão acima pode ser escrita

de maneira mais simples como

U(R;λ) = λ

[

N
∑

i<j

(

b

rij

)6
]

+ (1 − λ)

[

1

2

N
∑

i=1

κ(ri − r
(0)
i )2

]

. (4.24)

Vale notar que quando fazemos λ = 1 na expressão acima estamos considerando apenas as
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interações entre os átomos mediadas pelo potencial de esferas macias (b/r)6. No entanto,

para λ = 0 estas interações são inteiramente desligadas tal que o sistema se comporta

como um cristal de Einstein. Portanto, podemos variar dinamicamente λ para estimar

Wrev obtendo assim a energia livre de nosso sistema de interesse.

Neste processo de desligamento é conveniente fixar o centro de massa do sistema

evitando uma posśıvel difusão das part́ıculas como um todo. Com este procedimento

podemos tratar de forma mais adequada os osciladores harmônicos que são acoplados em

śıtios fixos. Esta restrição introduz um v́ınculo nos graus de liberdades das part́ıculas

de maneira que a energia livre do cristal de Einstein pode ser obtida analiticamente [69]

como

FEinst = −3

2
kBTN ln

[

2πkBT

κ

]

− 3

2
kBT ln

[

κ

8π2(kBT )2

]

. (4.25)

O valor da constante de mola κ pode ser ajustado tal que o deslocamento quadrático

médio dos osciladores harmônicos sejam aproximadamente iguais aos das part́ıculas inte-

ragentes no sistema de interesse. Este ajuste é bom para otimizar a integração numérica

da Eq. (4.20), porém o valor da energia livre do cristal perfeito independe de κ.

Uma vez que temos F (N) precisamos calcular a energia livre do sistema contendo

o defeito. Neste ponto vamos nos restringir ao estudo de vacâncias, muito embora o

tratamento de outros defeitos pontuais seja bastante análogo. Nesta etapa vamos estimar a

energia livre F (N−n) do sistema contendo n vacâncias utilizando a mesma estratégia que

foi empregada no caso anterior. Neste caso, tomamos o potencial da Eq. (4.23) e fazemos

λi = 1 para i 6= k1, k2, . . . , kn, onde os ı́ndices k representam as part́ıculas cujas interações

com as demais podem ser desligadas. Por outro lado, tomamos {λk1
, λk2

, . . . , λkn
} variando

dinamicamente entre 0 e 1. Para o caso particular onde n = 1, o processo envolve a criação
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de uma monovacância no cristal e podemos escrever

U(R;λ) =
N

∑

i<j

i6=k

(

b

rij

)6

+ λk

N
∑

i
i6=k

(

b

rik

)6

+ (1 − λk)
1

2
κ(rk − r

(0)
k )2 , (4.26)

onde o último termo é um oscilador harmônico que descreve o estado final da part́ıcula

k quando esta estiver totalmente desacoplada do restante do sistema. Inclúımos este

termo na Eq. (4.26) para previnir que a part́ıcula k possa flutuar livremente através do

cristal. Este incoveniente tornaria posśıvel uma singularidade em ∂U/∂λ, quando rik → 0

na expressão anterior. Também para evitar esta divergência, costuma-se proibir que as

part́ıculas interagentes entrem na célula de Wigner-Seitz do oscilador harmônico [73].

A partir do potencial acoplado da Eq. (4.26) podemos determinar ∂U/∂λ e calcular

o trabalho reverśıvel W ′
rev necessário para desligar as interações entre a part́ıcula k e o

restante do sistema, ao passo que ligamos um oscilador harmônico independente. Como

no caso anterior, o processo dinâmico de desligamento é tomado em ambas as direções

para eliminar o erro sistemático. De forma análoga, F (N − 1) é obtido através de

F (N − 1) = W ′
rev + F (N) − Fosc , (4.27)

onde Fosc é a energia livre de um único oscilador harmônico [69], dada por

Fosc = −3

2
kBT ln

[

2πkBT

κ

]

. (4.28)

Finalmente, combinando os resultados das Eq. (4.27) e Eq. (4.22) podemos calcular

a energia livre de formação da monovacância através da Eq. (4.1). A concentração de

monovacâncias de ponto zero correspondente é então dada pela Eq. (4.4). Neste trabalho
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esta propriedade é estimada para os dois diferentes modelos de sólidos quânticos.

Quando usamos o modelo SWF para descrever o comportamento de um sistema com-

posto de átomos de 4He, o procedimento utilizado para calcular as energias livre é análogo

ao feito anteriormente para a JWF. Neste caso, o sistema clássico correspondente é com-

posto de N tŕımeros interagentes, conforme mostramos na seção 4.2.2. Para determinar

as energias livre dentro do esṕırito do método RW nós empregamos o caminho termo-

dinâmico definido pelo potencial

U(R, S, S ′; {λi}) =
N

∑

i<j

λiλj

(

b

rij

)5

+ C
N

∑

i

λi

[

|ri − si|2 + |ri − s′i|2
]

+ δ

N
∑

i<j

λiλj

[

V (αsij) + V (αs′ij)
]

(4.29)

+
1

2

N
∑

i=1

(1 − λi)
(

κ1|ri − r
(0)
i |2 + κ2|si − r

(0)
i |2 + κ2|s′i − r

(0)
i |2

)

em que cada tŕımero i no sistema é acoplado a um parâmetro de desligamento λi. Na

expressão anterior, quando λi = 0 para todo i, o sistema corresponde a um conjunto

de 3N osciladores harmônicos não-interagentes. No modelo SWF, as part́ıculas reais ri

e as part́ıculas sombra si e s′i são transformadas em osciladores harmônicos centrados

nos śıtios da rede r
(0)
i . As constantes de mola dos osciladores para as part́ıculas reais

e as sombras são κ1 e κ2, respectivamente. Assim como feito no modelo anterior, as

constantes de mola podem ser ajustadas de forma que os deslocamentos quadrático médios

dos osciladores harmônicos sejam aproximadamente iguais aos das part́ıculas interagentes

correspondentes.
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4.4 A aproximação harmônica

A aproximação harmônica (HA, do inglês harmonic approximation) [78] é um método

que nos permite estimar a energia livre de formação da vacância sem fazer amostragem de

configurações de um ensemble estat́ıstico. A ideia central desta aproximação é escrever a

energia livre como a soma da energia potencial estática mais uma parte de temperatura

finita envolvendo as frequências dos modos normais de vibração ωi, onde i = 1, 2, . . . , 3N−

3, no caso de um sistema com o centro de massa fixo.

Desta forma [6], a energia livre de formação da monovacância é dada por

fv = U(N − 1) −
(

N − 1

N

)

U(N) (4.30)

+ kBT

3N−6
∑

i=1

ln

[

ωi(N − 1)

kBT

]

−
(

N − 2

N − 1

)

kBT

3N−3
∑

i=

ln

[

ωi(N)

kBT

]

, (4.31)

onde U(N − 1) e U(N) representam as energias potenciais estáticas do cristal contendo

uma única vacância e do cristal perfeito, respectivamente. Os dois últimos termos são

as partes vibracionais dos cristais com e sem vacância, respectivamente. Na prática, as

frequências vibracionais são obtidas diagonalizando a matriz Hessiana da energia potencial

estática.

O método HA negligencia os efeitos anarmônicos do cristal [6]. A compararação dos

seus resultados com aqueles obtidos com o método RW, que inclui todos estes efeitos,

pode nos fornecer uma ideia clara da influência das contribuições anarmônicas no cálculo

de concentração de vacâncias.

4.5 Resultados

Nesta seção vamos apresentar os resultados obtidos em nossos estudos sobre vacâncias.



42

Na subseção 4.5.1 apresentamos os resultados da extensão do método do trabalho re-

verśıvel para a determinação da concentração de vacâncias de um sistema modelo de

bósons na fase sólida. Neste modelo, admitimos que o estado fundamental seja dado por

uma ΨJ . Na subseção 4.5.2 apresentamos os resultados da estimativa da concentração de

vacâncias de ponto zero do 4He descrito pela função de onda sombra através do método

do trabalho reverśıvel.

4.5.1 Concentração de vacâncias em um sistema modelo de bósons

Todos os cálculos feitos para este modelo foram realizados utilizando células cúbicas

fcc com o número de part́ıculas variando entre 108 e 1372. Para a determinação dos

parâmetros utilizados no modelo JWF nós consideramos os resultados encontrados por

Prestipino et al. [72] para um sistema de esferas macias. Na maior parte de nossos cálculos

nós escolhemos b = 4, 396 Å e a densidade ρ = 0, 0287 Å
−3

, que corresponde ao ponto de

fusão do sistema clássico em uma estrutura fcc. Na prática, o sistema permanece sólido

para valores de densidade um pouco menores do que esta, por isso fizemos alguns cálculos

para outras densidades também.

Nós aplicamos o algoritmo de Metropolis para amostrar as configurações de ΨJ(R)2.

No processo de desligamento do método RW o parâmetro λ é variado linearmente fazendo

λ(t) = t/tsim para o processo de ida e λ(t) = 1 − t/tsim para o processo de volta. Aqui, t

é um ı́ndice que ordena os passos de Monte Carlo realizados no processo e tsim representa

o número total de passos do processo de desligamento. É importante lembrar que pre-

cisamos sempre começar o processo de variação de λ sempre de um sistema equilibrado.

Consequentemente, estes processos em ambas as direções foram precedidos por uma equi-

libração de pelo menos 5 × 103 passos de Monte Carlo antes de se calcular o trabalho
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através da Eq. (4.20).

Com o objetivo de garantir que os resultados RW, obtidos do processo fora do equiĺıbrio,

esteja livre de bias, nós calculamos o estimador do trabalho irreverśıvel da Eq. (4.20) para

as duas direções do processo de variação de λ como função do tsim e monitoramos a con-

vergência da Eq. (4.21). Para cada valor do tsim nós determinamos as médias do estimador

do trabalho irreverśıvel fazendo 30 processos independentes.

Os gráficos apresentados na Fig. (4.2) mostram os valores médios dos estimadores

do trabalho irreverśıvel calculados na ida e na volta bem como o estimador sem bias da

Eq. (4.21) como função da duração total do processo tsim. Estes resultados monitoram a

convergência do cálculo do trabalho reverśıvel para o cristal perfeito (painel a) e para o

processo de inserção da vacância (painel b) obtidos para uma célula de 500 part́ıculas em

kBT = 1. Destes resultados podemos observar que um processo com tsim ≈ 104 passos

de Monte Carlo é suficientemente longo para o regime de resposta linear ser atingido

em ambos os casos, tal que o estimador sem bias do trabalho reverśıvel converge. A

linha horizontal nos gráficos são médias dos quatro últimos valores do trabalho reverśıvel

nesta região onde houve convergência. Baseado nestes resultados, todas as simulações

subsequentes com diferente número de part́ıculas e temperatura foram feitas com tsim =

1, 5 × 104 passos de Monte Carlo.

Os resultados colocados na Fig. (4.3) mostram uma comparação entre as energias li-

vre de formação de uma monovacância como função da temperatura obtidas usando os

métodos RW e HA para uma célula de 500 part́ıculas. O gráfico demonstra claramente o

significado das contribuições anarmônicas. Conforme esperado, para baixas temperaturas

os efeitos anarmônicos são pequenos e os dois métodos convergem para a mesmo valor

da energia livre de formação quando a temperatura tende a zero. À medida que a tem-

peratura aumenta, entretanto, a anarmonicidade torna-se mais importante e a diferença
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Figura 4.2: Trabalho irreverśıvel associado com o processo de transfor-
mar o cristal perfeito em um cristal de Einstein (a) e o processo de
introduzir uma monovacância no sólido (b) como função da duração do
processo tsim medida em passos de Monte Carlo. Os resultados exibidos
são para os processos de ida (△), de volta (©) e para o correspondente
estimador do trabalho reverśıvel da Eq. (4.21) (∗). Cada ponto foi ob-
tido como uma média sobre 30 simulações independentes realizadas com
N = 500 part́ıculas. A linha sólida é uma média dos quatro valores de
Wrev cujos processos são realizados no regime de resposta linear.

entre os resultados torna-se significante. Especialmente em kBT = 1, quando as descrições

dos sistemas clássico e quântico são formalmente equivalentes, os efeitos anarmônicos são

responsáveis por uma redução de cerca de 25% no valor da energia livre de formação com-

parado com o resultado da HA. Os efeitos anarmônicos são associados com o significante

movimento de ponto zero em um sistema quântico em T = 0 K. A importância deste

movimento pode ser aproximadamente estimada em termos da entropia de formação do

sistema clássico, s = − ∂f
∂T

, em kBT = 1 que pode ser calculada a partir da inclinação da

curva que descreve a energia livre de formação. Os valores resultantes são s = 1, 1 kB e

s = 6, 0 kB para a HA e o RW, respectivamente. Esta diferença é quase um fator de 6 e

é outra indicação clara da importância da anarmonicidade no sistema.

Para examinar a influência dos efeitos de tamanho, nós calculamos a energia livre

de formação em kBT = 1 para diferentes tamanhos de célula, variando de N = 108

até N = 1372 part́ıculas. Estes resultados são mostrados no gráfico da Fig. (4.4) que

apresenta a energia livre de formação como função de 1/N . O inset mostra a energia livre
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Figura 4.3: Energia livre de formação como função da temperatura.

Resultados foram obtidos para ρ = 0, 0287 Å
−3

e N = 500. Resultados
para aproximação harmônica (×) e para o método do trabalho reverśıvel
(©), os erros estat́ısticos são menores que os śımbolos. As linhas são
guias para os olhos.

de formação para diferentes tamanhos de célula como função de kBT . O valor extrapolado

para fv quando 1/N → 0 é fv = (12, 246 ± 0, 031) a.u. na densidade ρ = 0, 0287 Å
−3

.

Figura 4.4: Energia livre de formação como função do tamanho do
sistema em kBT = 1. A reta foi ajustada através do método dos mı́nimos

quadrados. Resultados obtidos para ρ = 0, 0287 Å
−3

e N = 108 (�),
N = 256 (�), N = 500 (©), N = 864 (△) and N = 1372 (▽). O
inset mostra a energia livre de formação como função de kBT para os
tamanhos de sistema mencionados.

A determinação da energia livre de formação extrapolada em kBT = 1 agora permite-
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nos calcular a concentração de monovacâncias de ponto zero, através da Eq. (4.4), para o

sistema descrito pela função de onda de Jastrow da Eq. (2.5). Os resultados são mostrados

no gráfico da Fig. (4.5), que apresenta a energia livre de formação extrapolada bem como

a concentração de monovacâncias associada como função da densidade, para os métodos

HA e RW. Os efeitos de anarmonicidade são claramente viśıveis, reduzindo a energia livre

de formação por ∼ 20− 25% e aumentando a concentração de vacâncias em mais de uma

ordem de grandeza. Com a densidade ρ = 0, 0267 Å
−3

, onde o sistema ainda é sólido, o

valor da energia livre fv = (9, 675 ± 0, 046) a.u. que corresponde a uma concentração

de monovacâncias de cv = 6, 3 × 10−5.

Figura 4.5: Energia livre de formação extrapolada como função da den-
sidade em kBT = 1, na escala do lado direito temos a concentração de
monovancâncias correspondente. Os resultados são obtidos usando o
método RW (N) e a HA (×). As linhas desenhadas são para guiar os
olhos. As barras de erros são menores do que os śımbolos usados.

Apesar de considerarmos inicialmente um modelo bem simples para descrever o sis-

tema, podemos afirmar que o método do trabalho reverśıvel pode ser aplicado com sucesso

para o cálculo da concentração de vacâncias de ponto zero de um sólido quântico. Além

disso, temos que os efeitos anarmônicos desempenham um papel significante na deter-

minação desta quantidade. Especialmente, nós encontramos que anarmonicidade leva a
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uma redução da energia livre de formação de cerca de 25%, resultando em uma concen-

tração de vacâncias que é mais que uma ordem de grandeza maior comparada com os

resultados harmônicos.

A aproximação do trabalho reverśıvel aplicada neste modelo da função de Jastrow

não é limitada à investigação de monovacâncias somente. Ela pode também ser usada

para investigar a concentração de outros tipos de defeitos tais como interst́ıcios e defeitos

complexos formados por múltiplas vacâncias e interst́ıcios. É importante enfatizar que

esta metodologia não é restrita a esta função de onda mais simples, mas ela pode ser

aplicada para quaisquer outras formas funcionais, como a função de onda sombra. Uma

vez que a SWF descreve bem um sólido quântico formado por átomos de 4He, o estudo

de defeitos pontuais neste modelo torna-se muito importante. Na Subseção (4.5.2) vamos

apresentar os resultados encontrados para o 4He sólido modelado pela SWF.

4.5.2 Concentração de vacâncias de ponto zero no 4He

Nos nossos cálculos usamos células de simulação ortorrômbicas com uma estrutura

hcp e o número de part́ıculas reais variando entre 180 e 700 na densidade de fusão do

hélio ρ = 0, 0294 Å
−3

. Assim como feito anteriormente, aplicamos condições periódicas

de contorno e a convenção da mı́nima imagem em todos estes cálculos. Os parâmetros

utilizados neste modelo para os átomos de hélio foram otimizados por MacFarland et

al. [43] e estão relacionados na Tabela (2.3.2).

Antes de iniciar cada processo de variação de λ, o sistema é equilibrado utilizando

2×104 passos de Monte Carlo, onde são feitas 3N tentativas de movimentar uma part́ıcula

real ou uma sombra de maneira aleatória. O algoritmo de Metropolis é empregado na

aceitação ou rejeição das tentativas de movimento. Todos os processos de variação de
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λ foram feitos utilizando 1, 5 × 104 passos de Monte Carlo, que é suficientemente lento

para garantir o regime de resposta linear. A Fig. (4.6) mostra a convergência do trabalho

reverśıvel necessário para se criar uma única vacância no sistema, indicando claramente

que a quantidade de passos utilizada faz com que o processo ocorra dentro do regime

mencionado. Assim como fizemos para o sistema modelo de bósons, o parâmetro de

desligamento λ é variado linearmente. As estimativas do trabalho reverśıvel foram obtidas

como médias sobre 120 processos independentes de variação de λ nos dois sentidos.

Figura 4.6: Trabalho irreverśıvel associado com o processo de se trans-
formar o cristal perfeito em um cristal contendo uma vacância como
função da duração do processo tsim medida em passos de Monte Carlo.
Cada ponto é obtido como uma média sobre 120 simulações indepen-
dentes realizadas com N = 180 part́ıculas.

Os resultados de nossos cálculos são mostrados na Fig. (4.7) que mostra as energias

livre de formação da monovacância e da divacância como função do inverso do número

de part́ıculas utilizado na célula de simulação. Observamos que energia livre de formação

da monovacância diminui ligeiramente com o aumento do tamanho do sistema, que é

uma consequência da interação elástica entre as imagens do defeito, própria das condições

periódicas de contorno. O mesmo ocorre para as energias livre de formação da divacância,
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conforme descrito no painel (b) da mesma Figura. O gráfico dos resultados como função de

1/N e a extrapolação para N → ∞ por meio de uma regressão linear, permite encontrar

estimativas para as energias livre de formação da monovacância e da divacância.

Para a monovância, obtivemos fv = (6, 20 ± 0, 01) a.u., fazendo kBT = 1, que resulta

em uma concentração de monovacâncias igual cv = exp(−fv) = (2, 03 ± 0, 02) × 10−3.

Este resultado é ligeiramente maior do que o valor encontrado simultaneamente e de

forma independente por Rossi et al. [20] cv = (1, 4 ± 0, 1) × 10−3. Apesar dos dois

valores apresentarem a mesma ordem de grandeza, acreditamos que o resultado obtido por

nós introduz algumas melhorias em relação ao anterior. A integral do trabalho reverśıvel

é feita por nós de maneira dinâmica, variando a parâmetro de acoplamento em um única

simulação. Por outro lado, Rossi et al. fazem a integração de maneira estática com várias

simulações independentes com diferentes valores do parâmetro de acoplamento entre 0 e

1. Além disso, foi feita uma estimativa da energia livre de formação através da diferença

de dois números relativamente grandes, dificultando assim a obtenção de um resultado

com um barra de erro menor. Em virtude disto, o erro é uma ordem de grandeza maior do

que o encontrado por nós. Adicionalmente, nós consideramos ainda efeitos de tamanho.

Os resultados encontrados para a divacância sugerem que não existe uma anisotropia

significante com respeito ao plano basal, conforme reportado por Mahan et al. [79]. As

energias livre de formação extrapoladas são f2v = 10, 87±0, 06 e f2v = 10, 84±0, 06 para

as configurações da divacância no plano basal e fora dele, respectivamente. Além disso,

uma comparação com a energia livre de formação extrapolada da monovacância fv mostra

uma energia de ligação positiva para a divacância fB
2v = 2fv − f2v = 1, 51, indicando

tendência de se formar clusters de vacâncias. Contudo, apesar do valor positivo da energia

livre de ligação, a tendência de formação de cluster correspondente é bem modesta.
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Figura 4.7: Energias livre de formação como função do inverso do
número de part́ıculas na célula. Os cálculos são feitos fazendo kBT = 1.
(a) Monovacância, a linha denota a regressão linear feita a partir dos
pontos. (b) Divacância: Os triângulos representam os resultados obtidos
para a divacância perpendicular ao plano basal. Os quadrados denotam
os resultados para a divacância no plano basal. As linhas tracejada e
cheia são as respectivas regressões lineares.
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A concentração de divacâncias dada por

c2v =
z

2
c2v exp

(

fB
2v

)

, (4.32)

onde z é o número de primeiros śıtios vizinhos na rede, é somente de 4 a 5 vezes maior

do que a concentração de divacâncias para o caso da energia de ligação igual a zero,

c2v = 2, 5 × 10−5.

Para investigar a tendência de ligação para clusters maiores nós calculamos a energia

livre de ligação de uma trivacância formada por primeiros vizinhos no plano basal com

respeito à divacância. Usando uma célula com 384 átomos nós encontramos fB
3v ≡ f2v +

fv−f3v = 1, 21, onde f3v é a energia livre de formação da trivacância. Este resultado indica

que a tendência de ligação diminui com o tamanho do cluster, pois o valor encontrado

para a divacância é de 1, 51. De fato, a concentração de trivacâncias encontrada é muito

pequena: c3v = 3c2vcv exp
(

fB
3v

)

= 5, 2 × 10−7. Estes resultados sugerem que, apesar das

vacâncias formarem estados ligados, a tendência de ligação dos átomos de hélio descritos

pela SWF não é suficientemente grande para promover a criação de um aglomerado de

vacâncias o que levaria a uma separação de fase em grande escala.



Caṕıtulo 5

Discordâncias

Discordâncias são defeitos lineares que desempenham um papel central no compor-

tamento de deformações mecânicas de sólidos cristalinos [36, 80]. Suas propriedades são

amplamente conhecidas por serem muito importantes em sólidos clássicos, controlando

fenômenos tais como fraturas e transição dúctil-quebradiço em metais e semicondutores.

Muito menos se conhece [38], entretanto, sobre a influência das discordâncias nas propri-

edades de cristais quânticos, em que os efeitos quânticos de ponto zero não podem ser

negligenciados [81,82].

O estudo deste tipo de defeito tem sido importante em sólidos em geral porque dis-

cordâncias podem fornecer um dos mecanismos teóricos para explicar as deformações

plásticas, como por exemplo o cisalhamento [36, 41]. Neste caso, o cisalhamento de um

material ao longo de um determinada direção pode ocorrer através do movimento de uma

discordância.

Estudos experimentais recentes sobre o 4He sólido cristalino, o protótipo de um sólido

quântico, indiretamente indicam que as discordâncias estão realmente envolvidas com

fenômenos macroscópicos. A ocorrência da supersolidez [11, 12], e a observação da mu-

52



53

dança na rigidez elástica [16, 23, 37], por exemplo, tem sido associadas com a mobilidade

das discordâncias. No entanto, em contraste com os sólidos clássicos, para os quais existe

uma abundância de resultados experimentais, a falta deles para sólidos quânticos, espe-

cificamente acerca do comportamento de discordâncias, impede um exame mais direto

desta relação. Em virtude destas dificuldades, é preciso recorrer a abordagens teóricas.

Em prinćıpio, um estudo realista de discordâncias e suas propriedades é posśıvel através

de simulações computacionais via Monte Carlo baseadas em funções de onda modelo ou

integrais de trajetória. Entretanto, dado que a modelagem da discordância requer um

tratamento simultâneo de diferentes escalas de comprimento [41], uma associada com as

propriedades do caroço e a outra associada com grandes distâncias em comparação com

a escala atômica, a viabilidade destas abordagens diretas continua sendo um assunto de

debate [18,19,24].

Neste trabalho, adotando uma metodologia que incorpora ambas as escalas relevantes,

nós obtemos uma maior compreensão das discordâncias no 4He sólido. Nós estudamos a

estrutura intŕınseca e a mobilidade para quatro diferentes tipos de discordâncias usando

o paradigma de multiescala do modelo semi-discreto de Peierls-Nabarro (PN) [40, 83,

84]. Ele consiste de uma abordagem h́ıbrida cont́ınuo-atomı́stica que captura os campos

elásticos de longa distância bem como os efeitos da rede associados com o caroço da

discordância. Todos os parâmetros no modelo são determinados através de resultados

quânticos de valores esperados para o 4He na fase hcp usando o formalismo da função

de onda sombra apresentado na seção 2.3.2. Além de fornecer informações fundamentais

sobre as propriedades elásticas, nossos estudos lançam uma nova luz sobre o posśıvel

papel das discordâncias na observação experimental da rigidez elástica dos sólidos e sua

potencial ligação com a supersolidez do hélio.

O modelo de PN é empregado aqui para estudar quatro discordâncias de diferentes
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tipos que são discutidas na seção 5.1. Inicialmente estudamos uma discordância do tipo

screw, neste caso, o vetor de Burgers tem a caracteŕıstica de ser paralelo à linha do

defeito. A mesma metodologia é aplicada para estudar a discordância tipo edge, cujo

vetor de Burgers é perpendicular à sua linha. Adicionalmente, estudamos duas diferentes

discordâncias mistas, cujos vetores de Burgers fazem ângulos de 30◦ e 60◦ com respeito à

linha da discordância, respectivamente. Como vamos observar mais adiante, todos estes

defeitos apresentam uma tendência de se dissociarem formando pares de discordâncias

parciais em virtude de uma energia de falha de empilhamento relativamente baixa.

Este caṕıtulo está organizado da seguinte maneira: na seção 5.1 apresentamos as

caracteŕısticas dos diferentes tipos de discordância estudados por nós. Na seção 5.2 dis-

cutimos o modelo de Peierls-Nabarro. A seção 5.3 apresenta uma parte importante na

abordagem destes defeitos lineares que são as discordâncias parciais. Alguns importantes

detalhes computacionais são mostrados na seção 5.4. Finalmente, os resultados obtidos

são apresentados e discutidos na seção 5.5.

5.1 As discordâncias

Conforme mencionamos anteriormente, discordância é um defeito linear que está as-

sociado com as deformações mecânicas em sólidos cristalinos [36]. A Fig. (5.1) abaixo

mostra uma discordância do tipo edge que pode ser criada inserindo no cristal a metade

de um plano cristalino de átomos. A linha da discordância pode ser melhor visualizada

neste caso, pois ela coincide com a borda do plano extra que foi introduzido [80]. Neste

caso, o vetor de Burgers (b) que caracteriza o defeito é perpendicular à sua linha.

Para o caso de uma discordância estacionária infinitamente longa, cuja linha coincida
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respectivamente. Neste caso, o vetor de Burgers faz um ângulo arbitrário com a linha da

discordância.

5.2 O modelo de Peierls-Nabarro

O modelo de Peierls-Nabarro é uma abordagem h́ıbrida para o tratamento de dis-

cordâncias, que envolve as contribuições elásticas de longo alcance e as contribuições

atomı́sticas relacionadas com o caroço do defeito [40, 41, 85]. Sendo assim, este modelo

descreve os detalhes do caroço da discordância juntamente com as contribuições elásticas

cont́ınuas.

Dentro do formalismo do modelo semi-discreto PN, uma linha de discordância situada

ao longo da direção y é representada em termos de um conjunto de vetores δi que des-

crevem o desajuste da linha atômica i com relação às suas homólogas do outro lado do

plano de deslizamento. O desajuste total associado a uma determinada discordância, des-

crito pelo vetor de Burgers, é pensado como distribúıdo entre as linhas atômicas ao longo

do eixo x, sujeito às condições de contorno δ−∞ = 0 e δ∞ = b, conforme ilustrado na

Fig. (5.3). O painel a) mostra uma representação esquemática de dois conjuntos de linhas

atômicas estendendo-se ao longo da direção y, um conjunto de cada lado do plano de des-

lizamento, representado pela linha tracejada. As linhas acima do plano são identificadas

pelo ı́ndice i. O painel b) mostra uma vista superior, descrevendo o vetor de desajuste

δi para a linha i. Consideramos então um vetor desajuste bidimensional δi = δe
i x̂ + δs

i ŷ,

com as componentes edge e screw ao longo das direções x e y, respectivamente. A estru-

tura de equiĺıbrio da discordância é então representada por uma distribuição particular
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Figura 5.3: Graus de liberdade no modelo de Peierls-Nabarro. (a) Li-
nhas atômicas do cristal perfeito são rotuladas pelo ı́ndice i. A distância
entre linhas adjacentes é ∆x, a linha pontilhada indica o plano de des-
lizamento dos átomos da parte superior. (b) Os deslocamentos de uma
particular linha i de átomos com respeito aquelas do outro lado do plano
de deslizamento é descrito pelo vetor δi.

de desajustes δi que minimiza a energia da discordância por unidade de comprimento,

Udisl = Uelast + Umisfit + Ustress + C, (5.5)

onde Uelast é a energia elástica, Umisfit é a a energia de misfit que leva em conta a perio-

dicidade da rede, Ustress é o trabalho realizado pela aplicação de um stress externo e C é

uma constante que pode ser ignorada [40]. Nas subseções seguintes vamos discutir cada

um dos termos que contribuem para a energia de uma discordância.

Uma tensão de cisalhamento atuando ao longo de um plano de deslizamento tenta

fazer os átomos se moverem passando uns pelos outros. Se uma linha de discordância

está sobre este plano, os átomos de cada lado podem mover-se uns em relação aos outros

simplesmente pelo movimento da discordância ao longo do plano de deslizamento. Intui-

tivamente nós sabemos que a tensão de cisalhamento está empurrando a discordância ao
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longo deste plano.

5.2.1 A energia elástica

Um meio elástico que é deformado armazena energia associada com a presença da

distorção [80]. Nesta seção vamos apresentar a energia elástica associada com uma de-

formação no sistema devido a presença de um defeito linear como uma discordância.

A energia elástica pode ser obtida calculando o trabalho necessário para inserir uma

discordância em um sólido elástico cont́ınuo [41]. Conhecendo o stress causado pela

presença do defeito com sua linha ao longo da direção y, podemos calcular o trabalho

realizado em um processo reverśıvel

Uelast =
1

2

∫ ∞

−∞

σxz(x)u(x)dx , (5.6)

onde u(x) é o campo de deslocamentos. Uma vez que x é uma variável cont́ınua, o

vetor deslocamento definido na Eq. (A.1) do Apêndice A é expresso como uma função

desta variável [41]. No formalismo de PN, a maneira adequada de tratar o desajuste no

sistema, causado pela presença do defeito, é definir uma função densidade de desajustes

ρd(x) = du(x)/dx que deve ser cont́ınua e suave. Considerando a função ρd, o stress

devido uma discordância edge discutido na seção 5.1 e escrito na Eq. (5.2), para z = 0

pode ser reescrito como

σxz =
µ

2π(1 − ν)

∫ ∞

−∞

ρd(x
′)

x− x′
dx′ . (5.7)

Sendo assim, a energia elástica relacionada com a presença de uma discordância edge pode
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ser escrita como

Uelast =
µ

4π(1 − ν)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

ρd(x
′)u(x)

x− x′
dxdx′ . (5.8)

A partir da definição da densidade de desajustes como uma derivada do campo de

deslocamentos, podemos reescrever a energia elástica [40,41] como

Uelast = − µ

4π(1 − ν)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

ρd(x)ρd(x
′) ln |x− x′|dxdx′ + C (5.9)

onde C é uma constante que pode ser ignorada, uma vez que seu valor não depende da

forma da função de distribuição, pois os valores do deslocamento nos dois limites de inte-

gração são fixados [41]. Não é dif́ıcil notar que Uelast → −∞ quando a discordância se espa-

lha de tal maneira que ρd → 0, muito embora a condição de normalização
∫ ∞

−∞
ρd(x)dx = b

continue sendo satisfeita.

Uma maneira bastante conveniente de se representar a integral da Eq. (5.9) de forma

discreta foi proposta por Bulatov e Kaxiras [40]

Uelast =
∑

i,j

χij

(

Keρ
e
iρ

e
j +Ksρ

s
iρ

s
j

)

+ C , (5.10)

onde χij é um kernel discretizado universal [83], Ke = µ/4π(1 − ν) e Ks = µ/4π são pré-

fatores elásticos para as discordâncias do tipo edge e screw, respectivamente. Além disso,

ρe
i = (δe

i − δe
i−1)/∆x e ρs

i = (δs
i − δs

i−1)/∆x, onde ∆x é a distância entre linhas adjacentes

no cristal sem defeito. Neste trabalho nós adotamos esta forma, escrita na Eq. (5.10),

para calcular a energia elástica, que depende basicamente do módulo de cisalhamento e

da razão de Poisson do sólido de 4He através das constantes Ke e Ks. Estas propriedades

são obtidas utilizando a teoria elástica, conforme apresentado no Apêndice A. Para isto, o

tensor stress é estimado utilizando o teorema do virial conforme explicamos mais adiante
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na subseção 5.4.

5.2.2 A energia de misfit

Uma das caracteŕısticas do modelo original de Peierls para discordâncias [86] é a sua

dificuldade de descrever adequadamente o caroço da discordância, isto ocorre porque o

modelo é cont́ınuo. Uma maneira bastante conveniente de incluir a contribuição do caroço

na energia da discordância foi proposta inicialmente por Nabarro [87] e chamamos de

energia de misfit. Este termo leva em conta as interações interatômicas e a periodicidade

da rede. A energia de misfit pode ser escrita como [40]

Umisfit =
∑

i

γ(δi)∆x, (5.11)

onde γ(δi) é uma superf́ıcie de energia, também conhecida como falha de empilhamento

generalizada (GSF, do inglês generalized stacking fault) [88], que descreve o excesso de

energia por unidade de área de um cristal que é submetido ao seguinte procedimento.

Primeiro corta-se o cristal em duas partes livres de defeitos através de um determinado

plano. As duas partes são então deslocadas uma em relação à outra por um vetor δ e

fixadas em seguida. A Fig. (5.4) mostra uma representação do procedimento realizado

para calcular a superf́ıcie GSF. Com as duas metades do cristal deslocadas uma em relação

à outra, a energia do sistema é calculada para em seguida calcularmos o excesso de energia

por unidade de área para o valor de δ espećıfico. Calculamos então este excesso de energia

para vários valores diferentes do vetor deslocamento e constrúımos a superf́ıcie GSF. Um

exemplo de configuração de GSF sobre o plano hexagonal da estrutura hcp é a falha de

empilhamento intŕınseca (ISF), em que o vetor de deslocamento δ descreve o deslocamento

associado com o empilhamento planar. No contexto do modelo de PN, a superf́ıcie GSF





63

de Parrinello-Rahman para simular nosso sistema, os deslocamentos relativos das partes

do cristal podem ser feitas modificando adequadamente os elementos da matriz h. A

grande vantagem de se utilizar este formalismo está na facilidade de levar em conta as

condições periódicas de contorno corretamente. Para fazer um deslocamento como aquele

mostrado na Fig. (5.4) devemos inserir as duas componentes do vetor deslocamento nas

direções x e y. Isto pode ser facilmente realizado modificando os valores dos elementos da

matriz h, h13 e h23, respectivamente. O valor atribúıdo ao elemento h13 é simplesmente

a componente do vetor δ na direção x, ao passo que a componente na direção y é o valor

de h23. Seguindo este racioćınio do formalismo de Parrinello-Rahman, podemos observar

que para simular o cristal perfeito basta zerar os elementos fora da diagonal na matriz h.

Por outro lado, para a configuração ISF na rede hcp com parâmetro de rede a, tomamos

h13 = 0 e h23 = bp, onde bp = 1
3

√
3a é o comprimento de um vetor de Burgers parcial, que

vamos discutir melhor na seção 5.3.

Neste trabalho, como já mencionado, utilizamos a SWF para modelar nosso sólido de

4He e estimar as energias, necessárias para construir a superf́ıcie GSF, que são obtidas

através do valor esperado do operador hamiltoniano escrito na Eq. (2.1). Os deslocamentos

são feitos pela fixação das componentes x e y das part́ıculas sombra dos átomos adjacentes

ao plano de deslizamento. Com isso, estas part́ıculas podem se mover somente na direção

do eixo c, de tal maneira que conseguimos aplicar uma força de cisalhamento efetiva na

direção do plano basal.

Uma vez que a superf́ıcie GSF é periódica, em virtude da rede cristalina, podemos

ajustar os pontos calculados através de uma série de Fourier que reflete a simetria da rede

γ(δ) =
∑

G

cG exp(iG.δ) (5.12)



64

onde G são vetores bidimensinais da rede rećıproca associada à periodicidade do plano

basal e cG são constantes. Com a superf́ıcie ajustada através da Eq. (5.12), livre de

flutuações estat́ısticas devido ao cálculo de Monte Carlo, podemos determinar a energia

de misfit como uma função suave dos posśıveis δi através da Eq. (5.11).

5.2.3 O trabalho do stress

Finalmente, nós inserimos em nosso estudo o termo que associa o stress aplicado no

sistema com os deslocamentos da discordância. Com isso é posśıvel calcular, por exemplo

o stress de Peierls, que nos fornece uma informação importante acerca do movimento do

defeito através do cristal. O trabalho realizado pelo stress pode ser escrito [40] como

Ustress =
1

2

∑

i

[

τ e(δe
i + δe

i−1) + τ s(δs
i + δs

i−1)
]

∆x, (5.13)

onde τ e e τ s denotam a magnitude das componentes do tensor stress que acoplam os

deslocamentos edge e screw, respectivamente [36]. O termo do stress na Eq. (5.13) leva

em conta o trabalho feito por todos os estresses externos.

Portanto, como afirmamos anteriormente, a estrutura de equiĺıbrio da discordância fica

representada por uma distribuição particular de desajustes δi que minimiza sua energia

por unidade de comprimento, de acordo com Eq. (5.5). As quantidades que especificam

o modelo para discordâncias de um determinado material são os parâmetros elásticos µ

e ν, a superf́ıcie GSF relacionada com o plano de deslizamento de interesse, e a distância

entre as linhas adjacentes ∆x.

Através da Eq. (5.5) podemos variar o stress aplicado e em seguida determinar o

perfil de desajustes que minimiza a energia da discordância. O aumento do stress externo

provoca uma diminuição da barreira de energia que impede que uma discordância se
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movimente no cristal [36, 41]. Em uma tensão cŕıtica esta barreira desaparece e a partir

deste ponto não conseguimos uma solução de equiĺıbrio para a Eq. (5.5). Esta tensão,

também chamada de stress de Peierls é o valor mı́nimo que deve ser aplicado no sólido para

que uma discordância se movimente sem levar em conta efeitos térmicos. Esta propriedade

pode ser interpertada como um medida quantitativa da resistência da rede cristalina ao

movimento de uma discordância. Neste trabalho [39], o valor deste stress é calculado para

o 4He sólido modelado pela SWF.

5.3 Discordâncias parciais

Conforme discutimos na seção anterior, a modelagem de discordâncias requer a mini-

mização de sua energia em termos dos desajustes. Quando o sistema é um sólido cristalino

hcp como o que é considerado por nós, a superf́ıcie GSF apresenta mı́nimos locais que

correspondem à configuração ISF. Quando a energia da falha de empilhamento (SFE, do

inglês stacking fault energy) do sólido é baixa, como ocorre comumente, a discordância

tem uma tendência de se separar em duas parciais com uma região contendo uma falha

de empilhamento entre elas [36, 41]. Isto ocorre porque esta configuração possui uma

energia mais baixa que aquela com a discordância original. Na prática podemos analisar

esta separação como uma decomposição do vetor de Burgers em dois outros chamados de

parciais de Shockley [89].

O mı́nimo local na superf́ıcie GSF mencionado anteriormente corresponde a um vetor

de deslocamento de módulo igual a bp = 1
3

√
3a, onde a é igual ao parâmetro de rede do

cristal. Em consequência disto, a discordância apresenta uma tendência de se dissociar

de maneira que bp é o módulo dos vetores de Burgers parciais. O vetor de Burgers total
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A descrição do vetor de Burgers de uma discordância parcial é feita de maneira análoga

a uma discordância perfeita [89]. Sendo assim, estes defeitos parciais podem interagir

entre si através de uma força própria de suas interações elásticas. Na prática esta força

é inversamente proporcional à distância entre o par de discordâncias parcias, além disso

podemos escrever separadamente as forças entre as componentes edge e screw dos defeitos.

Para o caso de duas discordâncias parciais com vetores de Burgers de módulo igual a

bp e separadas por uma distância d, as forças por unidade de comprimento podem ser

escritas [41, 89] como

F e =
µ

2π(1 − ν)

b2p
d

, (5.15)

F s =
µ

2π

b2p
d

, (5.16)

onde F e e F s são as forças existentes entre as componentes edge e screw, respectivamente.

Vale destacar que a força que contribui para o movimento da discordância é aquela que é

perpendicular à sua linha.

5.4 Detalhes computacionais para o cálculo das

constantes elásticas

As deformações provocadas na caixa de simulação através do tensor strain mostrado na

Eq. (3.12), estão associadas à aplicação de um stress externo, como definido no Apêndice

A. Quando estas distorções não são grandes, estes dois tensores estão linearmente rela-

cionados através da lei de Hooke. Conforme apresentado no Apêndice A, os coeficientes

desta relação estão associados com as constantes elásticas do sólido, que são necessárias

no estudo de discordâncias através do modelo de Peierls-Nabarro.
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Com o objetivo de estimar as constantes elásticas nós impomos as posśıveis de-

formações independentes na caixa de simulação e calculamos o tensor stress. Este tensor

pode ser calculado usando o teorema do virial [44]

σαβ = ρ

[

2Tαβ

N
− 1

N
〈ωαβ〉

]

, (5.17)

onde ρ é a densidade do sistema e ωαβ é o tensor virial que pode ser escrito como

ωαβ =
N

∑

i

rα
i .
∂V

∂rβ
i

, (5.18)

rα
i é a componente α do vetor posição que localiza um átomo i, V é o potencial de interação

entre os átomos, que no nosso caso é dado pelo potencial de Aziz descrito na seção 2.1.

O tensor Tαβ está associado com a energia cinética do sistema

T = − ~
2

2m
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. (5.19)

Vale lembrar que, ΨS é a função de onda utilizada para modelar o 4He sólido. Observe que

o traço do tensor corresponde justamente ao laplaciano da função de onda devidamente

multiplicado pelo fator de tal maneira que temos a energia cinética associada ao sistema.

É interessante destacar que a pressão do sistema pode ser obtida a partir do traço do

tensor stress [44, 70] P = 1
3
(σxx + σyy + σzz). Outra importante caracteŕıstica é que o

tensor stress é simétrico, ou seja, σij = σji
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5.5 Resultados

Nesta seção vamos apresentar os resultados encontrados em nosso estudo sobre as

discordâncias no 4He sólido. Na subseção 5.5.1 mostramos os valores encontrados para

as constantes elásticas, que são importantes na modelagem de discordâncias através do

método de PN. A subseção 5.5.2 apresenta os resultados acerca da estrutura das dis-

cordâncias estudadas. Em seguida, a subseção 5.5.3 mostra os resultados para o stress de

Peierls, que está relacionado com a mobilidade deste tipo de defeito.

5.5.1 Constantes elásticas

Para o estudo das discordâncias, nós empregamos o modelo SWF descrito na seção

2.3.2 para descrever o sólido 4He em uma rede cristalina hcp. Com o objetivo de de-

terminar as propriedades elásticas, nós utilizamos uma célula computacional contendo

720 part́ıculas na densidade de 0, 0294 Å
−3

, que corresponde aos parâmetros de rede

a = 3, 63668 Å e c = 5, 93866 Å, sujeita a condições periódicas de contorno. Esta den-

sidade corresponde ao ponto de fusão deste sólido. Amostrando configurações a partir

da densidade de probabilidade calculada com a SWF usando o algoritmo de Metropolis,

nós calculamos então o valor esperado do tensor stress associado com seis deformações

da célula periódica, impondo ńıveis de strain de 0, 25%. Usando então as relações padrão

entre os tensores stress e strain [90], nós extráımos as cinco constantes elásticas indepen-

dentes da estrutura hcp.

Na Tabela 5.5.1 estão colocados os resultados encontrados para as constantes elásticas

do 4He sólido hcp. Estes valores representam a primeira estimativa teórica completa das

constantes elásticas para este sistema. É importante destacar que o módulo de cisalha-

mento µ = C44 = 17, 1±0, 8 MPa está em bom acordo com o valor de 14 MPa encontrado
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experimentalmente por Syshchenko et al. [62]. A razão de Poisson obtida a partir dos

resultados da Tabela (5.5.1) é de ν = 0, 151. Ambos os valores teóricos reportados por

nós são para as direções de cisalhamento no plano basal, em que cristais hexagonais são

isotrópicos [91].

C11 C33 C44 C12 C13

60, 8 ± 0, 8 77, 9 ± 0, 8 17, 1 ± 0, 8 34, 4 ± 0, 8 14, 4 ± 0, 8

Tabela 5.1: Constantes elásticas do modelo SWF para o 4He sólido hcp, em
unidades de MPa.

5.5.2 Estrutura das discordâncias

Como é sabido que o deslizamento basal é o mecanismo dominante de movimento de

discordâncias no 4He sólido hcp [92], nós focamos nossa atenção nas propriedades destas

discordâncias em particular e calculamos a superf́ıcie GSF associada com o plano basal.

Com este propósito, nós utilizamos a célula de 720 átomos e impomos uma série de 400

vetores de deslizamento δ no plano basal ajustando as condições periódicas de contorno

na direção do eixo c. Para fazer isto, nós permitimos variações apenas na direção c

das posições das part́ıculas sombra dos átomos imediatamente adjacentes ao plano de

deslizamento, mantendo assim o deslocamento relativo dos átomos no plano basal. Neste

procedimento é utilizado o método de Parrinello-Rahman que foi apresentado na seção

3.2. Em seguida, usando o algoritmo de Metropolis, nós amostramos configurações de

acordo com a SWF e calculamos o valor esperado do hamiltoniano como função de δ.

Subtraindo o valor esperado para δ = 0 e dividindo pela área, nós obtemos a superf́ıcie

GSF.

Com o objetivo de implementar os resultados dentro do modelo de PN, ajustamos os

resultados usando uma série de Fourier que reflete da simetria de rede do plano basal da
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5.5.3 Mobilidade das discordâncias

Além das propriedades estruturais descritas aqui, o modelo de PN permite uma esti-

mativa da mobilidade intŕınseca da discordância, que é medida em termos do stress de

Peierls. Para isto, nós impomos um stress externo de cisalhamento no plano de desli-

zamento paralelo ao vetor de Burgers. Ele produz uma força máxima por unidade de

comprimento sobre a linha de discordância para a magnitude da tensão aplicada. Em

seguida otimizados os vetores de desajuste da Eq. (5.5) de maneira a obter um mı́nimo

para a energia da discordância. A magnitude é então aumentada em pequenos passos,

seguida pela minimização da energia com respeito aos vetores de desajuste δi. Em um

valor cŕıtico do stress, o chamado stress de Peierls, uma instabilidade é alcançada e uma

solução de equiĺıbrio deixa de existir [83,84]. Nesta situação, a discordância torna-se livre

para se mover através do cristal. A segunda linha na Tabela (5.2) contém os valores da

tensão de Peierls para os quatro tipos de discordâncias consideradas. O valor mais baixo

da tensão de Peierls, obtido para a discordância 30◦, é da ordem de 1, 5 × 10−2 MPa.

Este valor é ∼ 3 ordens de grandeza menor que o módulo de cisalhamento, que é consis-

tente com a discrepância t́ıpica entre a força de cisalhamento ideal e a real que produz a

deformação em cristais [36].

Screw 30◦ 60◦ Edge

Separação parcial (Å) 91, 3 109, 1 119, 7 127, 3
Stress de Peierls (MPa) 0, 41 ± 0, 01 0, 015 ± 0, 01 0, 23 ± 0, 01 0, 08 ± 0, 01
Stress de Peierls corrigido (MPa) 0, 48 ± 0, 01 0, 045 ± 0, 01 0, 39 ± 0, 01 0, 08 ± 0, 01

Tabela 5.2: Estrutura do caroço e stress de Peierls de quatro discordâncias no plano basal
para o 4He sólido hcp modelado pela SWF.

Os nossos resultados foram obtidos usando o modelo SWF que, embora forneça uma

boa descrição do módulo de cisalhamento do 4He sólido hcp, subestima significativamente

uma estimativa experimental recente para a SFE, (0, 07±0, 02) mJ/m2 [93]. Com o obje-
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tivo de explorar a posśıvel influência do valor da SFE sobre a mobilidade da discordância,

nós repetimos os cálculos do stress de Peierls para o caso em que a largura de dissociação

no equiĺıbrio é reduzida por um fator de 10, que é a razão entre os valores teóricos e

experimentais da SFE. Para isto, nós aplicamos uma componente adicional no stress de

cisalhamento, cuja direção no plano de deslizamento é perpendicular ao vetor de Burgers

total da discordância. Esta componente do stress, conhecida como stress de Escaig [41],

não produz uma força sobre a discordância como um todo, mas imita uma situação com

diferentes valores da SFE.

Usando um stress de Escaig de 0, 4 MPa nós recalculamos os valores da tensão de

Peierls para os quatro tipos de discordâncias no plano basal. Os resultados são mostrados

na última linha da Tabela (5.2). O efeito de um aumento efetivo no valor da SFE não afeta

significativamente o valor do stress de Peierls do modelo. Isto é consistente com cálculos

anteriores para metais, em que o stress de Peierls não se mostrou senśıvel à largura da

dissociação [83].

Finalmente, nós examinamos nossos resultados no contexto dos experimentos con-

siderando o comportamento macroscópico do 4He sólido em baixas temperaturas. Na

observação da inércia rotacional não clássica [11, 12], interpretada como a assinatura da

superfluidez, o papel de defeitos e desordem no cristal parece firmemente estabelecido.

Especialmente, o comportamento das discordâncias tem atráıdo um interesse particular

depois da descoberta do inesperado aumento do módulo de cisalhamento que mostra a

mesma dependência com a temperatura que as observações originais da NCRI com a con-

centração de impurezas de 3He [16,37]. Inspirados pela elasticidade cont́ınua baseada na

teoria de Granato-Lücke [94], tem sido colocado como hipótese que este enrijecimento é

uma consequência da mudança da mobilidade de uma rede de discordâncias. Esta rede

estaria fixa apenas por impurezas de 3He em temperaturas mais baixas, tornando-se móvel
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em temperaturas mais elevadas.

Analisando os resultados para a mobilidade da discordância de nosso modelo, é inte-

ressante observar que nossa mais baixa barreira de Peierls é cerca de 20 vezes maior do que

a tensão de cisalhamento de ∼ 700 Pa obtida nos experimentos recentes [23]. Isto sugere

que a resistência intŕınseca da rede é um fator essencial quando se trata da mobilidade

de discordâncias no plano basal do 4He sólido hcp. Realmente, nos ńıveis de tensão re-

portados nestes experimentos recentes, não espera-se que tais discordâncias sejam móveis,

mesmo na ausência de centros de aprisionamento. Além disso, não é esperado que a tensão

de Peierls varie significativamente como uma função da temperatura abaixo de 0, 1 K, em

que o enrijecimento é observado, dado que cálculos de várias propriedades, realizados

usando métodos de Monte Carlo baseados em integrais de trajetória com temperatura

finita, não mostram uma significante dependência com a temperatura abaixo de 1K [95].

Neste contexto, uma explicação satisfatória para o enrijecimento elástico observado no

4He sólido hcp deve envolver questões de mobilidade intŕınseca.

Em resumo, nós empregamos uma aproximação h́ıbrida atomı́stica-cont́ınua, baseada

no modelo de Peierls-Nabarro e o formalismo da função de onda sombra, para obter

uma compreensão direta sobre a estrutura intŕınseca e as propriedades de mobilidade

de discordâncias no 4He sólido hcp na temperatura zero. Além de fornecer informações

fundamentais sobre as propriedades elásticas deste cristal quântico, os resultados revelam

uma resistência da rede significante com relação ao movimento de discordâncias. Ana-

lisando os nossos resultados no contexto da interpretação proposta de aprisionamento

de discordâncias e o fenômeno de enrijecimento elástico, eles sugerem que a resistência

intŕınseca da rede é um fator essencial quando se trata de mobilidade de discordâncias. A

interpretação proposta, que ignora inteiramente este elemento, pode portanto não fornecer

uma explicação satisfatória para o enrijecimento elástico observado no 4He sólido.



Caṕıtulo 6

Conclusões

Neste trabalho fizemos um estudo de defeitos pontuais e lineares em sólidos quânticos,

em especial o 4He sólido hcp. Nossa principal motivação em tratar este assunto é uma

posśıvel relação existente entre a fase supersólida deste sistema e a presença de algum

tipo de desordem. Esta possibilidade tem atráıdo muito a atenção nos últimos anos para

o estudo de defeitos em sólidos quânticos.

Inicialmente verificamos que a inclusão de efeitos anarmônicos desempenha um pa-

pel muito importante no cálculo da concentração de defeitos pontuais do tipo vacância

em sólidos quânticos. Com um modelo bastante simples observamos que a anarmonici-

dade é responsável pelo aumento de mais de uma ordem de grandeza na concentração

de monovacâncias de ponto-zero. Consequentemente, uma análise desta grandeza no 4He

sólido deve levar em conta a inclusão de todos estes efeitos. Neste sentido, a extensão do

método do trabalho reverśıvel aplicado ao caso quântico tem se mostrado uma ferramenta

bastante útil.

Abordamos também a questão da interação entre vacâncias de ponto-zero no 4He

sólido modelado pela função de onda sombra. Usando o método do trabalho reverśıvel e

78
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levando em conta os efeitos de tamanho, nós consideramos a interação da divacância no

plano basal e também fora dele. Além de não encontrarmos uma anisotropia significativa

entre as duas conformações, a concentração de divacâncias esperada é somente ∼ 4 − 5

vezes maior do que o valor esperado na ausência de qualquer energia de ligação. Estes

resultados sugerem que, na descrição do modelo empregado, nenhuma aglomeração de

vacâncias levando a uma separação de fases é esperada no estado fundamental.

Na sequência de nosso trabalho fizemos um estudo sobre defeitos lineares do tipo dis-

cordâncias no 4He sólido hcp. Para modelar quatro diferentes discordâncias em nosso sis-

tema, nós estimamos as constantes elásticas deste sólido. Estas propriedades compõem um

dos ingredientes necessários na modelagem destes defeitos através do método de Peierls-

Nabarro. Nestes cálculos nós verificamos as relações entre o strain provocado e o stress

calculado através do teorema do virial. Para provocar as deformações no sólido nós im-

plementamos o método de Parrinello-Rahman.

Os resultados encontrados para as constantes elásticas do sólido de 4He representam

a primeira estimativa completa para estas propriedades deste sistema. Além de serem

muito importantes no estudo de defeitos lineares tipo discordâncias, estes dados podem

estimular novos trabalhos com outros ńıveis de cálculo para estimar estas propriedades.

É interessante destacar que o valor encontrado para o módulo de cisalhamento está em

bom acordo com o resultado experimental reportado por Syshchenko et al. [62].

Com o intuito de modelar as discordâncias, calculamos a superf́ıcie GSF com as ener-

gias obtidas no cálculo do valor esperado do hamiltoniano do sistema. Estas energias são

estimadas através do método de Monte Carlo, onde amostramos configurações do 4He

sólido descrito pela função de onda sombra através do algoritmo de Metropolis. Esta su-

perf́ıcie juntamente com as constantes elásticas são suficientes para estudar estes defeitos

na metodologia empregada por nós.
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Mostramos também que, no modelo utilizado, as discordâncias apresentam uma forte

tendência em se dissociarem em pares de discordâncias parciais. Esta possibilidade não

era considerada em estudos anteriores feitos para defeitos lineares no 4He sólido. Neste

trabalho fazemos inclusive uma estimativa da distância existente entre as discordâncias

parciais. Esta distância aumenta de acordo com a componente edge do defeito, que é

consistente com a teoria de discordâncias.

A mobilidade das discordâncias foi estudada nesta tese, também empregando este mo-

delo h́ıbrido que envolve contribuições elásticas de longo alcance e contribuições atomı́sticas

para descrever melhor o caroço do defeito. Uma das principais conclusões foi que a rede

oferece uma resistência ao movimento da discordância que é significativa. Esta carac-

teŕıstica é sem dúvida um elemento essencial na compreensão do fenômeno do enrijeci-

mento elástico observado inicialmente por Day et al. [16]. A primeira interpertação deste

fenômeno desconsidera inteiramente este fato, o que pode resultar em uma explicação

incorreta para o efeito observado.

Estas últimas conclusões estão fundamentadas nos valores relativamente altos encon-

trados para o stress de Peierls. O valor mais baixo para esta propriedade ainda assim é

cerca de 20 vezes maior do que a tensão de cisalhamento experimental. Esta caracteŕıstica

é uma indicação de que as discordâncias no 4He sólido não apresentam uma tendência de

serem móveis dentro dos ńıveis de stress reportados experimentalmente [16,23,37], mesmo

na ausência de impurezas de 3He no sistema.

Portanto, nossos resultados indicam que a elaboração de um mecanismo para expli-

car o 4He supersólido, que envolva a presença de discordâncias, deve levar em conta a

importância da resistência intŕınseca da rede na mobilidade do defeito.
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6.1 Perspectivas

Conforme mencionamos anteriormente, o método do trabalho reverśıvel não é restrito

ao cálculo de vacâncias. Esta metodologia pode ser empregada para estudar outros tipos

de defeitos, tais como interst́ıcios, par interst́ıcio-vacância, dentre outros. Para isto, basta

calcular a energia livre necessária para se criar cada um dos defeitos a partir de um

sistema de referência, conforme fizemos para as vacâncias. Além disso, esta técnica pode

ser empregada para qualquer modelo que descreve um sistema de N bósons interagentes.

Portanto, podemos calcular a concentração de uma grande quantidade de defeitos em um

sólido quântico modelado por alguma função de onda.

Uma análise do comportamento das constantes elásticas do hélio sólido em função da

pressão pode ser facilmente realizada como uma sequência do trabalho realizado nesta

tese. A pressão pode ser calculada utilizando o teorema do virial para diferentes valores

de densidade do sistema [43]. Assim como feito na densidade de fusão, cada constante

elástica pode se estimada para as diferentes densidades. Consequentemente podemos fazer

uma análise da mobilidade destes defeitos lineares como função da pressão, estimando o

stress de Peierls em cada caso.

O estudo feito com as discordâncias nesta tese pode ainda ser refinado usando métodos

baseados em integrais de trajetória para calcular as constantes elásticas e a superf́ıcie

GSF. Outro posśıvel refinamento em nossos cálculos é acrescentar uma componente na

direção do c no vetor de deslocamento. Com isso, podemos analisar o comportamento da

superf́ıcie GSF quando variamos também esta nova componente do vetor. Sendo posśıvel

assim uma modelagem mais completa das discordâncias no 4He sólido.

Um estudo sobre a mobilidade das discordâncias em função da temperatura pode

ainda ser realizado usando o método de Monte Carlo com integrais de trajetória (PIMC)
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[95], o que poderá facilitar a comparação com o que é observado experimentalmente.

Acreditamos que um tratamento com o referido método pode oferecer novos elementos

para um melhor entendimento do papel desempenhado pelas discordâncias nos sólidos

formados por átomos de hélio.



Apêndice A

Teoria Elástica

Neste apêndice vamos abordar de maneira sucinta a teoria elástica que é necessária no

tratamento de discordâncias em sólidos cristalinos. Neste trabalho, vamos nos restringir

à teoria elástica linear, onde o stress aplicado é proporcional ao strain de acordo com a

lei de Hooke [80]. Apresentaremos também as constantes elásticas para um sistema com

uma estrutura cristalina hcp, que é o caso do sólido de 4He estudado neste trabalho. Estas

constantes são importantes no estudo de defeitos lineares como discordâncias, que vamos

tratar na sequência.

A.1 Strain

Quando aplicamos alguma força externa em um cristal ou quando algum defeito apa-

rece na estrutura, a posição relativa entre os átomos do sistema se modifica. Esta mudança

é chamada de strain [96]. Em termos matemáticos esta deformação pode ser descrita pelo

vetor deslocamento u, que pode ser definido como sendo a diferença entre a posição final

de um dado ponto depois da deformação r′ e sua posição inicial r. Sendo assim, cada com-

83
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ponente do vetor deslocamento pode ser escrita como a diferença entre as componentes

destes dois vetores. A componente x do vetor u, por exemplo, pode ser escrita como

ux = x′ − x . (A.1)

Em geral, cada componente do vetor deslocamento u é uma função de todas as três

variáveis x, y e z [36, 80]. Para pequenas deformações podemos definir o tensor strain a

partir das componentes do vetor u

ǫij =
1

2

(

∂ui

∂rj

+
∂uj

∂ri

)

, i, j = x, y, z . (A.2)

Para i 6= j na Eq. (A.2), temos as deformações de cisalhamento. Analisando a definição

do tensor ǫ podemos observar que ele é simétrico, ou seja, ǫij = ǫji. Além disso, existem

apenas seis posśıveis deformações diferentes, sendo três delas de cisalhamento, que defor-

mam o sistema modificando o seu formato, e as outras três são aquelas em que i = j que

podem ser de tensão ou de compressão do sistema.

A.2 Stress

Quando um sólido é deformado, forças internas surgem de maneira que o sistema

apresente uma tendência de retornar para a posição de equiĺıbrio [96,97]. A origem destas

forças é de natureza atômica. Entretanto, a elasticidade é uma teoria macroscópica, onde

as distâncias relevantes são grandes quando comparadas com a escala atômica.

Inicalmente, vamos considerar que a força total aplicada em um volume Ω do sólido

pode ser escrita simplesmente como
∫

Ω
FdΩ [97]. Isto significa que a força total é uma

soma sobre todas as forças aplicadas em elementos de volume compreendidos em Ω. De-
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vido à terceira lei de Newton, as forças que atuam em uma dada parte de um corpo

podem ser consideradas como sendo aplicadas somente em sua superf́ıcie. Uma vez que

somente forças aplicadas na superf́ıcie S que encerra o volume Ω podem contribuir para

a resultante, a força total pode ser escrita como uma integral em S

∫

Ω

FidΩ =

∫

Ω

∂σij

∂xj

dΩ =

∮

S

σijdfj , (A.3)

onde σij é chamado de tensor stress e dfj são as componentes do vetor normal ao elemento

de superf́ıcie apontado para fora do volume. Na expressão acima, os ı́ndices repetidos

representam um somatório sobre todas as componentes do tensor. O tensor stress σij

pode ser definido como a força por unidade de área sobre a face i na direção j.

A componente i da força sobre o elemento de superf́ıcie df é dada por σijdfj. Explici-

tamente, σxx é a componente na direção x da força por unidade de área aplicada em uma

superf́ıcie perpendicular ao eixo x. As componentes tangenciais nas direções y e z nesta

mesma superf́ıcie são σyx e σzx, respectivamente.

Em um cristal deformado, se o stress em um ponto qualquer varia linearmente com o

strain [36, 80,96] a relação entre estas duas grandezas é conhecida como lei de Hooke

σij = Cijklǫkl , (A.4)

onde Cijkl são constantes que formam o chamado tensor de rigidez elástica ou simplesmente

tensor das constantes elásticas. Esta dependência linear ocorre quando as deformações

feitas no cristal são tais que o deslocamento dos átomos é pequeno, em outras palavras,

as deformações são elásticas. Lembrando que estamos usando a convenção de Einstein

para escrever o somatório feito sobre os termos com ı́ndices repetidos.
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Uma vez que os tensores σij e ǫkl são simétricos, dentre os 81 elementos de Cijkl,

somente 36 são independentes. Além disso, dentro da teoria elástica admitimos que existe

uma densidade de energia da deformação W (ǫkl) que é relacionada com o tensor stress

através da expressão

σij =
∂W

∂ǫij
. (A.5)

Com esta definição podemos escrever uma relação entre o tensor Cijkl e a densidade de

energia W

Cijkl =
∂2W

∂ǫij∂ǫkl

, (A.6)

vale observar que, uma vez que a ordem da diferenciação não é importante na Eq. (A.6),

temos que Cijkl = Cklij o que reduz o número de constantes independentes no tensor para

21. Este é o número máximo de constantes independentes, geralmente ele é ainda menor

por causa da simetria da rede cristalina.

Analisando o tensor Cijkl escrito em função da densidade de energia local na Eq. (A.6),

podemos escrever [36]

W (ǫ) =
1

2
Cijklǫijǫkl (A.7)

que é a energia total armazenada em um ponto do sistema devida às suas deformações.

Vale destacar que a energia escrita na Eq. (A.7) pode ser interpretada como a energia

potencial generalizada de um oscilador harmônico com constante de mola dada pelo ten-

sor Cijkl. A integração em todo o volume do sólido nos dá a energia total devido as

deformações, ou simplesmente energia do strain

Estrain =

∫

Ω

W (ǫ)dΩ , (A.8)

onde Ω é o volume total do sistema.
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Neste momento é bastante conveniente introduzirmos uma nova notação [36, 80, 96]

para representar os elementos do tensor constantes elásticas de maneira mais compacta.

Uma vez que o tensor é totalmente simétrico com respeito a sua diagonal, uma contração

em sua notação pode ser muito útil de forma que Cijkl → Cmn. Na Tabela (A.2) apre-

sentamos o esquema que adotamos para esta nova notação. A contração é aplicada na

ij ou kl 11 22 33 23, 32 31, 13 12, 21
m ou n 1 2 3 4 5 6

Tabela A.1: Notação matricial contráıda para os coeficientes do tensor constantes
elásticas.

representação de Cijkl, de maneira que, C1111 → C11, C1123 → C14, C2212 → C16, e assim

sucessivamente para todos os elementos do tensor.

A.3 Constantes elásticas

De acordo com o que vimos na seção anterior, o número máximo de constantes elásticas

independentes é de 21. Entretanto, para um cristal hexagonal como o sistema considerado

neste trabalho, a simetria faz com que apenas 5 constantes sejam independentes [36,96]. O

sólido de 4He com estrutura cristalina hcp é um material transversalmente isotrópico [91],

ou seja, apresenta um plano isotrópico que neste caso é o plano basal. Para este sistema

as cinco constantes elásticas independentes que o caracterizam podem ser arranjadas na
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matriz simétrica [36,90]

C =

































C11 C12 C13 0 0 0

C12 C11 C13 0 0 0

C13 C13 C33 0 0 0

0 0 0 C44 0 0

0 0 0 0 C44 0

0 0 0 0 0 C11−C12

2

































. (A.9)

Uma outra importante propriedade elástica de um sólido é o módulo de Young E,

definido como a razão entre o stress aplicado e o strain sofrido pelo sistema. Esta grandeza

é um parâmetro mecânico que representa a rigidez do sólido e está associada com o módulo

de cisalhamento, como vamos observar mais adiante.

Em um material transversalmente isotrópico temos dois valores para o módulo de

Young. Um deles, Eo é obtido pela razão do estresse aplicado ao longo da direção c pela

deformação causada nesta mesma direção. O outro valor para o módulo de Young E é

obtido quando consideramos um estresse aplicado no plano basal dividido pela deformação

que ele causa na sua direção de aplicação. Devido a simetria que existe no plano basal,

em qualquer direção que seja aplicado o estresse neste plano, o valor de E será sempre o

mesmo.

Outra constante elástica utilizada na caracterização de um sólido hexagonal é a razão

de Poisson. Como no caso do módulo de Young, existem dois valores distintos desta

quantidade dados pela razão entre as deformações na direção de um plano perpendicular

à aplicação de um estresse e aquela que ocorre em sua própria direção. Comumente

entretanto é apenas mencionada a razão de Poisson νo determinada pela razão de uma

deformação no plano basal com respeito a deformação causada por um estresse aplicado
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na direção c.

Para determinar a razão de Poisson é bastante conveniente escrevermos a lei de Hooke

que relaciona os tensores stress e strain como

ǫij = Sijklσkl , (A.10)

onde o Sijkl são os elementos do tensor de complacência, que é justamente o inverso do

tensor das constantes elásticas C. Para o caso espećıfico de um cristal hexagonal [91],

S =

































S11 S12 S13 0 0 0

S12 S11 S13 0 0 0

S13 S13 S33 0 0 0

0 0 0 S44 0 0

0 0 0 0 S44 0

0 0 0 0 0 2S11 − S12

































. (A.11)

A partir dos elementos do tensor S podemos escrever as propriedades elásticas que

discutimos anteriormente. Neste caso, a razão de Poisson pode ser determinada fazendo

[91,96]

ν0 = −S13

S33

, (A.12)

que é uma das propriedades elásticas calculadas neste trabalho para o 4He sólido hcp.

Para completar a caracterização de um sólido com isotropia transversal são conside-

rados os módulos de cisalhamento nos planos de isotropia e ao longo da direção c. Em

particular o primeiro deles é escrito como

µ =
E

2(1 + ν)
. (A.13)
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Expressão análoga dependendo de Eo e νo define o módulo de cisalhamento ao longo da

direção c, µ0.

Como observamos no Caṕıtulo 5, as propriedades elásticas importantes no estudo das

discordâncias são o módulo de cisalhamento e a razão de Poisson. Estas quantidades são

um ingrediente necessário na modelagem destes defeitos dentro do formalismo de PN, de

forma que é muito importante uma determinação precisa destas constantes.
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Anexos

A seguir são apresentados os artigos publicados durante a realização do doutorado.

Esta tese está fundamentada nos resultados reportados nestes três trabalhos. No primeiro

artigo, publicado na revista Journal of Statistical Physics, apresentamos o método do

trabalho reverśıvel aplicado a um um sólido quântico modelado pela função de onda de

Jastrow. A concentração de monovacâncias é estimada incluindo todas as contribuições

anarmônicas no cálculo da energia livre de formação do defeito. O segundo artigo foi

publicado na revista Physical Review B e reporta nossos resultados encontrados no estudo

de vacâncias em um sólido formado por átomos de 4He modelado pela função de onda

sombra.

O terceiro e último artigo publicado neste peŕıodo apresenta nossa investigação sobre

a estrutura e mobilidade de discordâncias no 4He sólido hcp. Os resultados foram publi-

cados na revista Physical Review Letters e trazem uma importante contribuição sobre o

comportamento deste tipo de defeito em sólidos quânticos.
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Abstract We investigate the influence of anharmonic effects on the zero-point vacancy con-

centration in a boson system model in the solid phase at T = 0 K. We apply the reversible-

work method to compute the vacancy formation free energy and the vacancy concentration

in the system. A comparison of our results with those obtained using the harmonic approxi-

mation show that anharmonic effects reduce the formation free energy by ∼25%, leading to

an increase of the zero-point vacancy concentration by more than an order of magnitude.

Keywords Quantum solids · Vacancy concentration · Anharmonic effects · Reversible

work method

1 Introduction

In this paper we continue the study of quantum solids formed by bosons. Our aim is to

perform a vacancy-concentration calculation and quantify the importance of anharmonic

effects in its value by introducing the reversible work (RW) method [22] in the context of

such systems. The importance of these effects in the solid phase of a system of light bosons

is twofold. They would manifest themselves both due to significant zero-point motion and

the local breaking of lattice symmetries in the presence of a vacancy [13, 14, 22]. In this

work we consider a simple model system for which the exact ground-state wave function is

of the Jastrow form

ψJ (R) = exp

[

−
1

2

N
∑

i<j

u(rij )
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Q
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N , (1)
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where R ≡ {r1, r2, . . . , rN } stands for the N coordinates of the particles and QN is a normal-

ization constant. We wish to demonstrate that the RW method provides a sound approach to

pursue our aims, allowing a reliable calculation of defect concentrations in quantum solids

formed by bosons. Moreover we demonstrate that our method is efficient, enabling a system-

atic elimination of finite-size effects associated with spurious vacancy-vacancy interactions

in the results.

It is not our intention to make claims about real systems using such simple model de-

scribed by the wave function in (1). However we note that a wave function of this form has

been employed [16, 26] in the past to describe a system of helium atoms in the solid phase

using the so called pseudopotential u(r) = (b/r)n of the McMillan form. In order to con-

sider helium atoms in bulk, more reliable translational invariant descriptions of this system

in the solid phase exist [24, 34]. Here we adhere to the model system of (1) in order to keep

our calculations as simple as possible.

Nevertheless our results might be of interest in the context of the systems formed by he-

lium atoms in view of the possible role that lattice vacancies could play in relation to the

recent experimental observations of nonclassical rotational inertia (NCRI) [17, 18]. More-

over it has been noticed that the NCRI has an unusual dependence on density [19] and that

it might be related to an unexpected mechanical behavior under elastic deformations [12].

One of the possible interpretation of these phenomena is the existence of a supersolid phase,

which presents long-range order, spontaneous translational and rotational symmetry break-

ing characteristic of a crystal but displaying superfluid-like behavior present in the low-

temperature liquid phase. The pioneering theoretical proposals of a supersolid phase [3,

10] predict that vacancies are required for quantum crystals to exhibit superfluid behavior.

More recently, Anderson, Brinkman and Huse [2] have supported this view based on exper-

imentally observed behavior of the specific heat [8]. From the experimental point of view at

present there is evidence that in solid 4He, a vacancy concentration below 0.4% cannot be

ruled out [32]. However one should also note that one study [6] has concluded that the va-

cancy concentration at low temperatures in a system of 4He atoms is exceedingly small. On

the other hand some theoretical calculations [5, 11] have shown that a perfect 4He solid will

not exhibit supersolidity and others [7, 29, 33] indicate that some kind of defects should be

present. In brief, even though the experimental observation of a NCRI has been confirmed in

many laboratories [23, 28, 31] a consensual theoretical interpretation of the results remains

to be found.

We determine the vacancy concentration by computing the vacancy-formation free en-

ergy f with the RW method. This is an approach that has shown to be very effective for the

computation of defect thermal equilibrium concentrations in classical solids [13, 15, 22].

We will be showing that this method can be applied equally well to quantum solids formed

by bosons in the ground state.

Since the exact wave function � describing the ground state of any system of bosons can

always be written as a real nodeless function [1, 9, 26, 27], without loss of generality, it is

possible to write

�2(R) =
exp[−U(R)]

QN

, (2)

where QN is a normalization factor. The factor exp(−U(R)) can be formally thought of as

a Boltzmann factor at kBT = 1 with kB being the Boltzmann constant and T the absolute

temperature. In the same way, we can identify QN as the configurational partition function

of a fictitious classical system. Accordingly, if the probability density of the classical system

predicts a given equilibrium vacancy concentration at kBT = 1, this is the expected vacancy
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concentration of the quantum system at T = 0 K. In this way, the RW method, which was

developed for the calculation of classical free energies of the form − lnQN , allows the de-

termination of the equilibrium vacancy concentration of the quantum crystal in its ground

state. In case the quantum crystal behaves like a Mott “insulator” [2], the formation free

energy in the classical system will be very large, giving a ground-state equilibrium vacancy

concentration that is essentially equal to zero. Otherwise, it will be such that the concentra-

tion is finite.

In the next section we discuss how the vacancy concentration is computed for the partic-

ular quantum solid described by a wave function of the Jastrow form of (1). Furthermore,

it delineates the RW method used to determine the formation free energy of a vacancy by

taking into account both harmonic and anharmonic effects. Section 3 describes the computa-

tional details of the calculations and in Sect. 4 we discuss the obtained results. We conclude

with a summary in Sect. 5.

2 Methodology

It can be shown that the wave function ψJ (R) of the Jastrow form of (1) is the exact ground-

state solution of the many-body Schrödinger equation that depends on the first u′ and second

derivative u′′ of the pseudopotential u

H =

N
∑

i=1

−
�

2

2m
∇2

i +
�

2

m

∑

i<j

[

u′(rij )

(

u′(rij ) −
2

rij

)

− u′′(rij )

]

+
�

2

m

∑

i<j<k

[u′(rij )u
′(rik)r̂ij · r̂ik + Pijk], (3)

where r̂ij and r̂ik are unit vectors associated with the coordinate differences of the particle

pairs (i, j ), and (i, k), respectively and Pijk represents the remaining cyclic permutations

{ijk} of the three-body term.

It is easy to see that the square of the Jastrow function ψ2
J can be rewritten in the form

of (2) if we make

U(R) =
∑

i<j

u(rij ). (4)

Once we consider the above expression, it is straightforward to realize that ψ2
J (R) without

the normalization factor QN is formally equivalent to the Boltzmann factor of a classical

many-body system with potential energy function U(R) at kBT = 1. Through the whole

paper all quantities that have the dimension of energy are measured in arbitrary energy

units. As Hodgdon and Stillinger [16] we use

u(r) =

(

b

r

)6

, (5)

where b is a parameter.
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2.1 Vacancy Thermodynamics in Classical Systems

The determination of the thermal equilibrium concentration of vacancies in a classical crys-

tal requires the minimization of its free energy with respect to the total number of vacan-

cies n [4]. Let f be the formation free energy of a monovacancy in the crystal, defined as

the free-energy difference

f = F(N − 1) −
N − 1

N
F(N), (6)

where F(N − 1) and F(N) are respectively the Helmholtz free energies of a crystal con-

taining N − 1 particles and a single vacancy, and a defect-free crystal of N particles. It can

then be shown [4] that in thermodynamic equilibrium the vacancy concentration c is then

given by

c ≡
n

N
= exp

[

−
f

kBT

]

. (7)

2.2 Free-Energy Calculations

2.2.1 Reversible-Work Method

In order to determine the vacancy concentration we need to compute the vacancy-formation

free energy f . Since it is a thermal quantity that cannot be expressed in terms of an ensemble

average, it cannot be computed directly using Monte Carlo (MC) or Molecular Dynamics

sampling methods. As a result, free energies are usually determined using indirect strategies,

in which free-energy differences between two systems can be computed by evaluating the

work associated with a reversible process that connects these two systems. This approach has

shown to be very effective for the computation of defect thermal equilibrium concentrations

in classical solids [13, 15, 22].

We compute the free energy f using the reversible work method. Its main idea is to take

a reference system, for which the free energy is known, and perform a connection to the one

of interest by means of a varying coupling parameter λ. A typical functional form of this

coupling is given by the Hamiltonian

H(λ) = λH0 + (1 − λ)Href, (8)

where H0 and Href represent the Hamiltonians of the system of interest and of reference,

respectively. Note that this form allows a continuous switching between Href and H0 by

varying the parameter λ between 0 and 1. The free-energy difference is then given by the

reversible work Wrev [15]

Wrev ≡ F0 − Fref =

∫ 1

0

dλ

〈

∂H

∂λ

〉

, (9)

where the brackets indicate an equilibrium average in a statistical ensemble. This integration

gives the total work done by the generalized force ∂H/∂λ. Since it involves equilibrium

averages of the system at all times, it reflects a reversible process.

In principle, the numerical evaluation of the work integral equation (9) can be done by

a series of independent equilibrium simulations, each carried out at a different value of the

coupling parameter λ between 0 and 1. In practice, however, it has shown beneficial to
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estimate the work integral along a single, nonequilibrium simulation during which the value

of λ changes dynamically. In this case the reversible work Wrev is estimated in terms of the

irreversible work estimator

Wirr =

∫ tsim

0

dt ′
[

dλ

dt

]

t ′

[

∂H({ri}, λ)

∂λ

]

λ(t ′)

, (10)

where t ′ represents the “time” coordinate that describes the dynamical evolution of the cou-

pling parameter λ(t), and tsim is the total duration of the switching process.

Since the dynamical process above is intrinsically irreversible, the work estimator of (10)

is biased, subject to a positive systematic error associated with the dissipative entropy pro-

duction inherent to nonequilibrium processes. As a result, it will represent an upper bound to

the value of the reversible work Wrev and, consequently, the free-energy difference F0 −Fref.

Fortunately the systematic error can be readily eliminated, as long as the nonequilibrium

process remains within the regime of linear response. In this regime, the systematic error is

independent of the switching process direction, i.e., the entropy production is equal for the

forward (λ = 0 → 1) and backward (λ = 1 → 0), processes [20, 21]. In this way, we can

obtain an unbiased estimate for Wrev according to

Wrev =
1

2
[Wirr(λ = 0 → 1) − Wirr(λ = 1 → 0)], (11)

subject only to statistical errors.

The initial step toward computing the formation free energy of a vacancy, (6), utilizing

the RW approach involves the calculation of the free energy F(N) of a defect-free crystal

with N particles. The strategy will be to use the Einstein crystal, of which the free energy

FEinst is known analytically, as a reference system [15]. In this manner, employing the po-

tential energy expression of (4) and (5), the particular form of the coupled Hamiltonian (8)

becomes

H(R;λ) = λ

[

N
∑

i<j

(

b

rij

)6
]

+ (1 − λ)

[

U(R(0)) +
1

2

N
∑

i=1

κ(ri − r
(0)
i )2

]

, (12)

where R(0) ≡ {r
(0)
i | i = 1, . . . ,N} represents the equilibrium lattice positions of the N par-

ticles and κ is a spring constant.

Since Wrev is the difference of the Helmholtz free energy between the systems of interest

and of reference, the free energy of the defect-free crystal is given by

F(N) = Wrev + FEinst. (13)

It is convenient to fix the center of mass of the system during the switching process. In the

presence of this constraint, the free energy of the Einstein crystal is given by [15]

FEinst = U(R(0)) −
3

2
kBT N ln

[

2πkBT

κ

]

−
3

2
kBT ln

[

κ

8π2(kBT )2

]

. (14)

The value of the spring constants κ is adjusted such that the mean-square displacement of

the harmonic oscillators are approximately equal to those of the particles in the system of

interest.

In the second step we estimate the free energy F(N −1) of the system containing a single

vacancy. In order to apply the RW method we use a similar strategy to the one employed
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to compute F(N). In this case, the parameter λ controls the strength to which a single

particle is tied to an harmonic oscillator and its interaction with all the others. The coupled

Hamiltonian for this process is given by

H({r};λ) =

N
∑

i<j
(i �=k)

(

b

rij

)6

+ λ

N
∑

i
(i �=k)

(

b

rik

)6

+ (1 − λ)
1

2
κ(rk − r

(0)
k )2, (15)

where the index k stands for the particle that is turned on and off as λ is varied between 0

and 1. The final term, the single harmonic oscillator, describes the final state of particle k

when it has been totally decoupled from the remainder of the system. It is included in (15)

to prevent the decoupled particle k from drifting freely through the system [22]. As before,

the center of mass is held fixed during the switching simulations. Furthermore, it is conve-

nient [16] to maintain the particle density ρ of the system constant. This is done by varying

the size L of the simulation box as the value of λ is changed. Specifically, we set

L(λ) = 3

√

N − 1 + λ

ρ
, (16)

such that the density of interacting particles remains constant as λ is switched on and off.

A final concern involves the applicability of the method when the vacancy diffusion may

interfere with the RW process. In this situation, one of the twelve nearest-neighbor particles

of the decoupled particle may move into the vacant lattice site by means of a diffusion event,

which may lead to singularities in the driving force. An adequate solution to this problem

is to constrain the motion of the neighboring particles such that they are forced to remain

within their respective Wigner-Seitz primitive cells [22].

From the coupled Hamiltonian in (15) we determine the driving force ∂H/∂λ and com-

pute the reversible work W ′
rev required to turn off the interactions between particle k and the

remainder of the system and turn it into an independent harmonic oscillator. As in the previ-

ous case, the switching process is carried out in both directions to eliminate the systematic

error. Accordingly, F(N − 1) is obtained through

F(N − 1) = W ′
rev + F(N) − Fosc, (17)

where Fosc is the free energy of a single harmonic oscillator, given by

Fosc = −
3

2
kBT ln

[

2πkBT

κ

]

. (18)

Finally, combining the results of (13), and (17) we compute the vacancy formation free

energy through (6). The corresponding zero-point vacancy concentration is then calculated

by (7).

2.2.2 Harmonic Approximation

The harmonic approximation [25] is a method that allows one to estimate the vacancy-

formation free energy without sampling configurations from a statistical ensemble. The cen-

tral idea of this approximation is to write the free energy as the sum of static potential energy

plus a finite-temperature part involving the vibrational normal mode frequencies ωi , where

i = 1, . . . ,3N − 3.
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In this manner [16], the vacancy formation f is given by

f = U(N − 1) −

(

N − 1

N

)

U(R(0))

+ kBT

3N−6
∑

i=1

ln

[

ωi(N − 1)

kBT

]

−

(

N − 2

N − 1

)

kBT

3N−3
∑

i=

ln

[

ωi(N)

kBT

]

, (19)

where U(N − 1) represent the static potential energies of the crystal containing a single

vacancy. The last two terms represent the vibrational parts of the crystals with and without

vacancy, respectively. In practice the vibrational frequencies are obtained by diagonalizing

the Hessian matrix of the potential-energy functions. We want to compare results of such

harmonic calculation [16] with those obtained by the RW method that do not neglect anhar-

monic effects.

3 Computational Details

All calculations were carried out using cubic simulation cells with a fcc structure and con-

taining numbers of particles N varying between 108 and 1372. To eliminate surface effects,

we apply standard periodic boundary conditions and invoke the minimum-image conven-

tion [15]. In order to be consistent with a continuous and differentiable wave function we

force the pseudopotential to be equal to zero for interatomic distances equal to half the

side of the simulation cell, r = L/2. A convenient way to do is to slightly modifying the

pseudopotential u(r) of (5) according to [35]

u(r) → ũ(r) = u(r) + u(L − r) − 2u(L/2). (20)

The criterion for our choice of the density is to have a stable fcc phase for the system of soft

spheres at kBT = 1. Based on the results for the soft sphere phase diagram by Prestipino

et al. [30] we have performed most of our calculations at a density ρ = 2.44b−3, which

is slightly above the melting value for this system. Few additional calculations at lower

densities have been done as well. However as our results will show, the precise value of the

density does not affect our conclusions.

We apply the Metropolis algorithm to sample configurations from ψ2
J (R). In RW simu-

lations the switching parameter is varied linearly according to λ = t/tsim (forward process)

or λ = 1 − t/tsim (backward process). It is important to remember that one must always start

the RW process from an equilibrated system. Accordingly, every run for both switching

directions was preceded by an equilibration of at least 5 × 103MC sweeps before com-

puting the work of (10). As mentioned earlier, in order to guarantee that the RW results

obtained from nonequilibrium processes are bias-free, we have computed the irreversible

work estimators for both switching directions as a function of the total duration tsim of the

simulations. At each run we determine averages of the irreversible work estimator over 30

switching processes.

4 Results and Discussion

The graphs displayed in Fig. 1 show the average values of the forward and backward irre-

versible work estimators and the unbiased estimator of (11) as a function of the total process
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Fig. 1 (Color online)

Irreversible work calculations

associated with the process of

transforming the interacting,

defect-free solid into an Einstein

crystal (a) and the process of

introducing a monovacancy in

the solid (b) as a function of the

process duration tsim measured in

MC sweeps. Results are

displayed for the forward

processes (P), backward

processes (!), and the

corresponding unbiased estimator

of (11) (∗). Each point was

obtained as the average over

thirty independent simulations

carried out with N = 500

particles. The solid line is an

average of the last four values of

the unbiased work estimator for

which the processes have reached

the linear-response regime

duration tsim. These results monitor the convergence of the RW calculations for the defect-

free crystal (panel a) and for the reversible vacancy insertion process (panel b) obtained

for a cell of 500 particles at kBT = 1. From the results we see that tsim ≈ 104 sweeps is

sufficiently long for the linear response regime to be reached in both cases, for which the

unbiased estimator reaches convergence. The horizontal lines on the graphs are averages of

the last four values of the reversible work in that region. Based on these results, all subse-

quent RW switching simulations based on different numbers of particles and temperatures

were carried out with tsim = 1.5 × 104 MC sweeps.

The results depicted in Fig. 2 show a comparison between the vacancy-formation free

energy as a function of temperature as obtained using the RW and HA methods for a cell of

500 particles. The plot clearly demonstrate the significance of anharmonicity. As expected,

for low temperatures, anharmonic effects are small and both the HA and the RW method

converge to the same formation free-energy value for temperatures tending to zero. As tem-

perature increases, however, anharmonicity becomes increasingly important and the devia-

tion between the RW and HA results becomes significant. Specifically, at kBT = 1, when the

classical and quantum description of the system are formally equivalent, anharmonic effects

are responsible for a reduction of about 25% in the value of the vacancy-formation free en-

ergy compared to the HA result. The anharmonic effects are associated with the significant

zero-point motion in the quantum system at T = 0 K. The importance of this motion can be
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Fig. 2 (Color online) Vacancy-formation free energy as a function of temperature. Results were obtained for

ρ = 2.44b−3 and N = 500. HA (×) and RW (!) results. The lines are guides to the eyes

Fig. 3 (Color online) Vacancy-formation free energy as a function of system size at kBT = 1. The straight

line was obtained through a least-square linear fit. Results obtained for ρ = 2.44b−3 and N = 108 (1),

N = 256 (2), N = 500 (!), N = 864 (P) and N = 1372 (e). Inset shows the formation free energy as a

function of kBT for the mentioned system sizes

approximately estimate in terms of the formation entropy of the classical system, s = − ∂f

∂T
,

at kBT = 1, which can be computed from the slope of the formation free-energy curves.

The resulting values give s = 1.1kB and s = 6.0kB for the HA and RW results, respectively.

This difference of almost a factor of six is another clear indication of the importance of

anharmonicity in the system.

To assess the influence of finite-size effects, we computed the RW vacancy-formation

free energy at kBT = 1 for different cell sizes, ranging from N = 108 to N = 1372 particles.

The results are shown in Fig. 3 that plots the formation free energy as a function of 1/N .
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Fig. 4 (Color online) Extrapolated vacancy-formation free energy as a function of ρ at kBT = 1.0, the scale

at the right side gives the corresponding vacancy concentration. Results obtained using the RW method (Q)

and the HA (×). Lines are plotted to guide the eyes. The error bars are smaller than the size of used symbols

The inset shows the full formation free-energy versus temperature curves for different cell

sizes. The extrapolated vacancy-formation free energy when 1/N → 0 is f = 12.24 a.u. at

the density ρ = 2.44b−3.

The determination of the extrapolated vacancy-formation free energy f at kBT = 1 now

allows us to compute the zero-point vacancy concentration, (7), for the system described by

the wave functions of (1) and (5). The results are shown in Fig. 4, which plots the extrap-

olated vacancy-formation free energy as well as the associated vacancy concentration as a

function of the density, using both the RW and HA methods. The effects of anharmonicity

are clearly visible, reducing the formation free energy by ∼20–25% and increasing the va-

cancy concentration by more than an order of magnitude. At the density ρ = 2.27b−3, where

the system is still a solid, the value of the free energy f = 9.67 a.u. corresponds to a vacancy

concentration of 6.3 × 10−5.

5 Conclusions

In this paper we have shown that the reversible-work method can be successfully applied

to the calculation of the zero-point vacancy concentration of a simple quantum solid model.

Moreover and more importantly, we demonstrate that anharmonic effects play a significant

role in the determination of this quantity. Specifically, we find that anharmonicity leads to

a decrease of the formation free energy of about 25%, resulting in a vacancy concentration

that is more than an order of magnitude larger compared to the harmonic results.

The RW approach we have used in this work is not limited to the investigation of vacan-

cies alone. It can also be used to investigate the concentration of other species of defects

such as interstitials and defect complexes formed by multiple vacancies and interstitials. It

is important to emphasize that the RW methodology is not restricted to the simple wave

function of the Jastrow form utilized here, but that it can be applied to any other functional

forms such as the shadow wave function [34], which has been shown to give one of the best

variational descriptions of solid 4He.
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In summary, even if the analysis of the model system we have presented does not intend

to provide results for a real quantum solid like 4He it has demonstrated quantitatively how

anharmonic effects are important and that certainly they have to be taken into account if one

wants to investigate the vacancy concentration in this quantum crystal. Moreover this paper

also shows that the calculation of defect concentrations in quantum solids formed by bosons

can be treated by the RW method in a reliable and efficient way.
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We address the issue of interaction between zero-point vacancies in solid 4He as described within the
shadow wave function model. Applying the reversible-work method and taking into account finite-size effects,
we obtain a zero-point monovacancy concentration of �2.03�0.02��10−3, which is slightly higher than the
result due to Reatto et al. for the same model. Utilizing the same methodology, we then consider the divacancy,
taking into account both the in-plane as well as out-of-plane configurations with respect to the basal plane. We
find no significant anisotropy between both conformations. Furthermore, although there is a small binding
tendency, the expected divacancy concentration is only �4–5 times larger than the value expected in the
absence of any clustering propensity, 2.5�10−5. This result suggests that, within the employed model descrip-
tion, no vacancy aggregation leading to phase separation is to be expected in the ground state.
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The experimental observation of a nonclassical rotational
inertia by Kim and Chan1,2 in solid 4He and its interpretation
as a possible manifestation of mass superflow in the solid
phase, has triggered intensive research efforts both at experi-
mental and theoretical levels.3–5 While there is still no con-
sensus as to the precise origin of the observed phenomenol-
ogy, it is a generally accepted notion that it is not an intrinsic
property of the pristine, defect-free crystalline phase, but
rather that it is somehow related to crystal disorder, in the
form of crystal defects such as vacancies and interstitials,
dislocations and grain boundaries,6–14 and/or the presence of
glassy regions.15–17

In this context, the role of vacancies has received a sig-
nificant amount of attention ever since the first theoretical
proposals of a supersolid ground state. Yet, their role remains
controversial to this day. On the one hand, finite-temperature
path-integral Monte Carlo calculations seem to suggest that
the ground state of solid 4He does not contain vacancies.18,19

On the other hand it has been argued that a number of tech-
nical issues, including the use of periodic boundary condi-
tions and small numbers of particles in the simulation box,
may in fact prevent such calculations from correctly assess-
ing the true nature of the zero-temperature ground state.10,20

Moreover, experimental data indicating that a vacancy con-
centration below 0.4% cannot be ruled out,21 as well as ar-
guments due to Anderson et al.,6,14 contend the possibility of
zero-point vacancies in solid 4He. In this light the question
whether or not solid 4He contains a finite zero-point vacancy
concentration remains open.

In case of the existence of a finite zero-point vacancy
concentration, an issue of concern involves the interaction
between vacancies10,22 and a possible propensity toward
clustering. Two recent studies10,22 have addressed this issue
from two different points of view. Mahan and Shin22 per-
formed a theoretical study of the interaction between two
fixed vacancies in solid 4He using elasticity theory of the hcp
crystal. Their results indicate that the interaction is attractive
and anisotropic: the divacancy interaction energy was found
to be more strongly attractive along the c axis compared to

directions within the basal plane. These calculations, how-
ever, do not explicitly include the effects associated with the
zero-point motion of the vacancies. Rossi et al.10 addressed
this issue by performing calculations based on the shadow
wave-function �SWF� description23,24 which has been able to
reproduce many of the properties of 4He in the solid
phases.24,25 Their approach is based on the well-known
equivalence between the calculation of the zero-point con-
centration of point defects in the ground state of a bosonic
quantum system and that of an associated classical
solid10,26,27 at a finite temperature. Employing this approach
and the thermodynamic integration technique,28 in which the
formation free energy of the vacancy is determined by sub-
tracting the free energies of the computational cells with and
without vacancy, they determine the zero-point monova-
cancy concentration within the SWF model. The influence of
periodic-image effects, however, due to the elastic interac-
tion between the periodic images of the vacancy, were not
taken into account. In addition to the monovacancy, vacancy-
vacancy interactions were studied by observing systems con-
taining two and three vacancies, and collecting statistics in
terms of a vacancy-vacancy correlation function. However,
the actual zero-point divacancy concentration was not deter-
mined.

In this Brief Report we refine the studies carried out by
Rossi et al.10 for the SWF model of solid 4He in three ways.
First, we provide a more accurate result for the zero-point
monovacancy concentration, taking into account elastic in-
teractions between periodic images. To this end we use the
reversible-work �RW� method,29 which allows a direct com-
putation of the work required to reversibly introduce a va-
cancy in an initially defect-free crystal without the need for
the subtraction of large numbers and a finite-size extrapola-
tion. This approach was recently applied in the context of
bosonic quantum crystals to determine the zero-point va-
cancy concentration of a system described by the Jastrow
wave function.27 Second, applying the same computational
scheme, we determine the zero-point concentration of the
divacancy for the SWF model. Finally, to detect a possible
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anisotropy as in Ref. 22 we distinguish between the in-plane
and out-of-plane divacancy configurations with respect to the
basal plane.

Formally, the true wave function of a system of N bosons
in its ground state can be written as26

��R� = exp�−
1

2
��R��/QN

1/2, �1�

where R��r1 ,r2 , . . . ,rN� stands for the particle coordinates,
� is an effective potential, and QN is a normalization con-
stant. Since ��R� is positive everywhere, 	��R�	2 can, with-
out loss of generality, be interpreted as a Boltzmann factor of
a classical system described by the potential function ��R� at
a temperature kBT=1. In the SWF variational theory of
4He,24 the ground-state wave function is given as

��R� =
1

QN
1/2�J�R�
 dS�

i

��ri − si��S�S� , �2�

where �J and �S are the Jastrow factors

�J�R� = exp�−
1

2�
i�j

N  b

rij

�5� �3�

with rij = 	ri−r j	 and

�S�S� = exp�− �
i�j

N

	V�
sij�� . �4�

The latter depends on a rescaled atomic potential V, here
taken to be the Aziz potential,30 and on the distance sij = 	si

−s j	 between auxiliary variables i and j of the set S

��s1 ,s2 , . . . ,sN�. This set of variables is coupled to the par-
ticles coordinates R through a Gaussian factor, ��ri−si�
=exp�−C	ri−si	

2�. The volume integration in dS

=ds1ds2 . . .dsN is over the whole space. The variational pa-
rameters b, C, 	, and 
 are those that minimize the expecta-
tion value of the energy.24

Within this formulation, the quantum-mechanical
probability-density function 	��R�	2 can be associated with
the Boltzmann factor of the classical system described by the
effective potential

��R,S,S�� = �
i�j

N  b

rij

�5

+ C�
i

N

�	ri − si	
2 + 	ri − si�	

2�

+ 	�
i�j

N

�V�
sij� + V�
sij� �� . �5�

This fictitious system can be thought as composed of N in-
teracting trimers, each one composed of one actual atom and

a pair of coupled shadow degrees of freedom. Given the
aforementioned equivalence between the quantum system
and this classical system, the zero-point vacancy and diva-
cancy concentrations in the quantum system described by
Eq. �2� is then equal to the thermal equilibrium vacancy and
divacancy concentrations in the system defined by Eq. �5� at
a temperature kBT=1.

In order to determine these concentrations we now follow
the RW method,27,29 which allows the computation of the
formation-free energies of the respective defect configura-
tions in the fictitious classical system. The RW approach is
based on the construction of continuous thermodynamic
paths that connect a system of interest to a certain reference.
In practice this is achieved by introducing one or more cou-
pling parameters that measure the progress along the given
path. By measuring the reversible work along this path one
can obtain the free-energy difference between the system of
interest and the reference. In the particular cases of the
thermal-equilibrium vacancy and divacancy concentrations,
we are interested in the formation-free energies

�Fm � F�N − 1� −
N − 1

N
F�N� =

1

N
F�N� + �F�N − 1� − F�N��

�6�

and

�Fd � F�N − 2� −
N − 2

N
F�N� =

2

N
F�N� + �F�N − 2� − F�N�� ,

�7�

respectively. Here F�N� represents the free energy of a
defect-free crystal containing N atoms, F�N−1� is the free
energy of a crystal containing N−1 atoms and a monova-
cancy and F�N−2� is the free energy of a crystal containing
N−2 atoms and two vacancies adjacent to each other. Ac-
cording to the second lines of Eqs. �6� and �7� they can be
written in terms of the free energy per atom of the defect-free
system and the free-energy differences between a monova-
cancy, �divacancy�, cell containing N−1, �N−2�, atoms and
the defect-free cell with N atoms. Using this partition, we
construct separate thermodynamic paths that allow us to
compute both contributions. As detailed in Refs. 29 and 27
the reversible-work values along these paths are measured
along finite-time nonequilibrium simulations during which
the coupling parameters are varied dynamically. In order to
eliminate the systematic errors associated with the nonequi-
librium nature of these simulations, the switching processes
are carried out in both directions.

To determine the free-energy differences in Eqs. �6� and
�7� we employ thermodynamic paths that involves a continu-
ous transformation of the defect-free interacting fictitious
classical system such that one or more of its atoms are de-
coupled from the remainder of the system. At the same time
these atoms are transformed into a collection of noninteract-
ing classical harmonic oscillators. Given the specific func-
tional form of the effective classical potential in case of the
SWF model, we define the thermodynamic path
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U�R,S,S�;���� = �
i�j

N

�i� j b

rij

�5

+ C�
i

N

�i�	ri − si	
2 + 	ri − si�	

2� + 	�
i�j

N

�i� j�V�
sij� + V�
sij� ��

+
1

2�
i=1

N

�1 − �i��1	ri − ri
�0�	2 + 2	si − ri

�0�	2 + 2	si� − ri
�0�	2� �8�

in which each trimer i in the system is coupled to a switching
parameter �i that is allowed to vary between 0 and 1. When
�i=1 for all N particles i, the system corresponds to the
fictitious system described by the effective potential Eq. �5�.
Similarly, when �i=0 for all i the system corresponds to a
collection of 3N noninteracting harmonic oscillators. In this
case, in addition to the degrees of freedom of the atom ri, the
coordinates si and si� describing the auxiliary degrees of free-
dom are also transformed into harmonic oscillators, centered
about the lattice sites ri

�0�. The spring constants 1 and 2 are
chosen such that the mean-square displacement of the har-
monic oscillators is approximately equal to that of the atoms
and auxiliary degrees of freedom in the fully interacting
system.27,28

Using the general path defined by Eq. �8� we can deter-
mine both contributions in Eqs. �6� and �7�. To compute
F�N�, we set �i=� for all i, with � varying between 0 and 1.
The corresponding thermodynamic path describes a transfor-
mation from the defect-free interacting system into a collec-
tion of 3N noninteracting classical harmonic oscillators, for
which the free energy is known analytically. To compute
F�N−1�−F�N�, we fix �i=1 for i�k, and switch �k between
0 and 1. In this manner, the trimer associated with particle k

is decoupled from the remainder of the system, turning the
defect-free interacting system into a system containing a
monovacancy at lattice site k plus three independent har-
monic oscillators. In a similar fashion, by fixing �i=1 for i

�k , l and varying �k and �l between 0 and 1, one inserts two
vacancies into the defect-free interacting system, plus six
independent harmonic oscillators. When the lattice sites as-
sociated with atoms k and l are nearest neighbors in the
lattice, this corresponds to the creation of a divacancy. As
usual, to avoid singularities in the calculation of the revers-
ible work, the vacancies are not allowed to diffuse during the
reversible creation process, restricting the motion of their
nearest-neighbor particles to their respective Wigner-Seitz
primitive cells.27,29 For convenience the center of mass of the
system is held fixed during the switching simulations. The
volume during the switching simulations is held fixed. In
order for the results to become independent of this imposed
boundary condition, a finite-size extrapolation is required.

In our calculations we apply the Metropolis algorithm to
sample configurations from 	�	2. We use orthorhombic simu-
lation cells with a hcp structure and numbers of atoms vary-
ing between 180 and 700 at the melting density �
=0.0294 Å−3 subject to periodic boundary conditions. The
values of the variational parameters are those reported in
Table VII of Ref. 24. Before starting each switching process
the system is equilibrated for at least 2�104 Monte Carlo

�MC� sweeps where 3N random attempts are made to move
an atom or shadow variable. All switching processes are per-
formed using 1.5�104 MC sweeps per process, which is
sufficiently slow to guarantee the regime of linear response.
The estimates of reversible work are obtained as averages
over 120 independent forward- and backward-switching pro-
cesses.

The results of the calculations are shown in Fig. 1, which
shows the monovacancy and divacancy formation-free ener-
gies as a function of the inverse particle number in the com-
putational cell. The monovacancy formation-free energy is
seen to slightly decrease with increasing system size, which
is a consequence of the elastic image interactions due to the
periodic boundary conditions. The same occurs for the diva-
cancy formation free energies as depicted in panel �b�. By
plotting the results as a function of 1 /N and extrapolating to
N→� by means of linear regressions, we find estimates for
the isolated monovacancy and divacancy formation-free en-
ergies. For the monovacancy we obtain �Fv=6.20�0.01, in

a)

b)

FIG. 1. �Color online� Vacancy formation-free energies as a
function of inverse particle number in the computational cell. Free
energies are measured in units of kBT=1. �a� Monovacancy. Sym-
bols with error bars represent RW data. Line denotes linear regres-
sion. �b� Divacancy. Triangles represent RW data obtained for diva-
cancy perpendicular to basal plane. Square denote RW data for
divacancy in the basal plane. Dashed and full lines denote the re-
spective linear regressions.
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units of kBT=1, which gives rise to an equilibrium concen-
tration of cv=exp�−�Fv�= �2.03�0.02��10−3. This result is
slightly higher than the value cv= �1.4�0.1��10−3 reported
by Rossi et al.10 The results for the divacancy suggest that, in
contrast to the findings in Ref. 22, there is no significant
anisotropy with respect to the basal plane. The extrapolated
formation-free energies are �F2v=10.87�0.06 and
10.84�0.06 for the in-plane and out-of-plane divacancy
configurations, respectively. Furthermore, comparison with
the extrapolated monovacancy formation-free energy �Fv
shows a positive binding-free energy F2v

B �2�Fv−�F2v
=1.51 for the divacancy, indicating a driving force toward
clustering. However, despite the positive value of the
binding-free energy, the corresponding clustering tendency is
found to be rather modest. The divacancy concentration,
given by c2v= �z /2�cv

2 exp�F2v
b � where z is the number of

nearest-neighbor sites in the lattice, is only four to five times
larger than the divacancy concentration in the case of a zero
binding energy, 2.5�10−5.

To investigate the binding tendency for larger clusters we
also computed the binding-free energy of the nearest-
neighbor trivacancy with respect to the divacancy. Using the
384 atom cell, it is found to be F3v

b ��F2v+�Fv−�F3v
=1.21, where �F3v is the trivacancy formation-free energy.
This result conveys that the binding tendency for vacancies
decreases with cluster size since the value for the divacancy

is 1.51. Indeed, the trivacancy concentration is found to be
very small: c3v=3c2vcv exp�F3v

B �=5.2�10−7. These results
suggest that, although vacancies do form bound states, the
binding tendency within the present model is not sufficiently
large to provoke vacancy aggregation leading to large-scale
phase separation. This is in agreement with the observation
of Rossi et al.10

In summary, we address the issue of interaction between
zero-point vacancies in solid 4He as described within the
shadow wave-function model. Using the reversible-work
method taking into account finite-size effects, we consider
for both the in-plane and out-of-plane configurations with
respect to the basal plane. In addition to finding no signifi-
cant anisotropy between both conformations, the expected
divacancy concentration is only �4–5 times larger than the
value expected in the absence of any clustering propensity.
These results suggest that, within the employed model de-
scription, no vacancy aggregation leading to phase separa-
tion is to be expected in the ground state.
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We investigate the structure and mobility of dislocations in hcp 4He crystals. In addition to fully

characterizing the five elastic constants of this system, we obtain direct insight into dislocation core

structures on the basal plane, which demonstrates a tendency toward dissociation into partial dislocations.

Moreover, our results suggest that intrinsic lattice resistance is an essential factor in the mobility of these

dislocations. This insight sheds new light on the possible correlation between dislocation mobility and the

observed macroscopic behavior of crystalline 4He.
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Dislocations are line defects that play a central role in
the mechanical deformation behavior of crystalline solids
[1]. Their activity is widely known to be pivotal in classical
solids, controlling phenomena such as fracture and brittle-
ductile transitions in metals and semiconductors. Much
less is known [2], however, about the influence of disloca-
tions on the properties of quantum crystals, which are
solids where the quantum-mechanical zero-point kinetic
energy is significant compared to the typical energy scale
of the interatomic interactions [3].

Recent experimental studies on crystalline solid 4He, the
propotypical quantum solid, indirectly indicate that dislo-
cations are indeed involved in macroscopic phenomena.
The occurrence of apparent superfluidity [4,5] and the
observation of elastic stiffening [6–8], for instance, have
been linked to the mobility of dislocations. However, in
contrast to classical solids, for which an abundant body of
experimental results exists, the lack of specific experimen-
tal data concerning the behavior of dislocations prevents a
direct investigation of this relationship. In view of these
difficulties, one needs to resort to theoretical approaches.
In principle, a realistic picture of dislocations and their
properties is possible using path-integral or variational
Monte Carlo simulations. However, given that dislocation
modeling requires a simultaneous treatment of different
length scales [9], one associated with the core properties
and the other associated with distances large compared to
the atomic scale, the viability of these direct approaches
remains a subject of debate [10–12].

In this Letter, adopting a methodology that incorporates
both of the relevant scales, we obtain fundamental insight
into the properties of dislocations in the archetypal quan-
tum crystal: solid hcp 4He. We compute the intrinsic dis-
location structure and mobility of four different dislocation
types using the multiscale paradigm of the semidiscrete
Peierls-Nabarro (PN) model [13–15]. It constitutes a hy-
brid continuum-atomistic approach that captures the long-
range elastic fields as well as the lattice-discreteness ef-
fects associated with the dislocation core. All parameters in

the model are determined using quantum-mechanical ex-
pectation values for 4He applying the shadow wave func-
tion (SWF) formalism [16,17]. In addition to providing key
information concerning the elastic properties, our results
shed new light onto the possible role of dislocations in the
experimental observation of the elastic stiffening of solid
and its potential connection to the apparent superfluidity in
this quantum crystal.
Within the semidiscrete PN framework, a straight dis-

location lying along the y direction is represented in terms

of a set of misfit vectors ~�i that describe the disregistry of
atomic row i relative to their counterparts on the other side
of the glide plane, as depicted in Fig. 1. Panel (a) shows a
schematic representation of two sets of atomic rows ex-
tending along the y direction, one set on each side of the
glide plane. The rows above the plane are labeled by the

FIG. 1. Degrees of freedom in the PN model. (a) Atomic rows

on one side of slip plane (dashed line) are labeled by index i.
Distance between adjacent rows in defect-free crystal is �x.
(b) Displacements of rows with respect to those on other side of

slip plane are described by vector ~�i.
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index i. Panel (b) shows a top view, depicting a disregistry

vector ~�i for row i. In this manner, the total misfit asso-
ciated with a given dislocation, described by the Burgers

vector ~b, is thought of as distributed among the atomic
rows along the x axis, subject to the boundary conditions
~��1 ¼ 0 and ~�1 ¼ ~b. Here, we consider two-dimensional

misfit vectors ~�i ¼ �e
i x̂þ �s

i ŷ, with edge and screw com-
ponents along the x and y directions, respectively. The
equilibrium structure of the dislocation is then represented

by that particular misfit distribution ~�i that minimizes the
dislocation energy per unit length,

Udisl ¼ Uelastic þUmisfit þUstress þ C; (1)

where

Uelastic ¼
X

i;j

�ijðKe�
e
i�

e
j þ Ks�

s
i�

s
jÞ; (2)

Umisfit ¼
X

i

�ð ~�iÞ�x; (3)

Ustress ¼
1

2

X

i

½�eð�e
i þ �e

i�1Þ þ �sð�s
i þ �s

i�1Þ��x; (4)

and C is a constant that can be ignored [13]. In the elastic
part of the dislocation energy, Eq. (2), �ij is a discretized

universal kernel [14], Ke ¼ �=4�ð1� �Þ and Ks ¼
�=4� are elastic prefactors with � the shear modulus
and � the Poisson’s ratio. In addition, �e

i � ð�e
i �

�e
i�1Þ=�x and �s

i � ð�s
i � �s

i�1Þ=�x, where �x is the dis-

tance between adjacent rows in the defect-free crystal.
Equation (3) represents the misfit contribution, in which

�ð ~�Þ is known as the generalized stacking-fault (GSF)
energy surface [18]. It describes the excess energy per
unit area of a crystal that is subjected to the following
procedure. It is first cut into two defect-free parts across a
given plane. The two parts are then displaced relative to

each other by a vector ~�, after which they are patched
together again. An example configuration of the GSF on
the basal plane of the hcp structure is the intrinsic stacking

fault (ISF), in which the displacement vector ~� describes
the associated shift in the planar stacking. In the context of
the PN model, the GSF surface reflects the interatomic
interactions in the system and serves to model the details of
the dislocation core on the atomic scale. Finally, the stress
term of Eq. (4) accounts for the work done by any external
stresses, where �e and �s denote the magnitude of the
components of the stress tensor that couple to the edge
and screw displacements, respectively [1]. The quantities
that specify the model for dislocations in a particular
material are the elastic parameters � and �, the GSF

surface �ð ~�Þ associated with the glide plane of interest,
and �x.

Here, we employ the SWF model based on the parame-
ter set of Ref. [17] to determine these quantities for solid
hcp 4He (space group 194). In order to determine its elastic

properties, we employ a computational cell containing 720

particles at a density of 0:0294 �A�3, which corresponds to
lattice parameters a ¼ 3:63668 �A and c ¼ 5:93866 �A,
subject to standard periodic boundary conditions.
Sampling configurations according to the quantum-
mechanical probability density of the SWF model using
the Metropolis algorithm, we then compute expectation
values of the stress tensor [19] associated with the six
independent deformations of the periodic cell, imposing
strain levels of 0.25%. Using the standard relationship
between the stress and strain tensors [20], we extract the
five independent elastic constants of the hcp structure. The
results, which, to the best of our knowledge represent the
first complete estimate of the elastic constants in hcp 4He,
are reported in Table I. The shear modulus � ¼ C44 ¼
17:1� 0:8 MPa is in good agreement with the value of
14 MPa that follows from the ratio of the experimental
shear stress and strain values reported in [21]. Poisson’s
ratio, obtained from the results in Table I, is found to be
� ¼ 0:151. Both theoretical values are those corresponding
to shear directions in the basal plane, in which hexagonal
crystals are isotropic [22].
Since basal slip is known to be the dominant dislocation

glide mechanism in hcp solid 4He [23], we focus on the
properties of these particular dislocations and compute the
GSF surface associated with the basal plane. For this
purpose, we utilize the 720-atom cell and impose a series

of 400 slip vectors ~� in the basal plane by adjusting the
periodic boundary condition along the c axis. The shadow
degrees of freedom of the atoms immediately adjacent to
the slip plane are allowed to vary only along the c direction
to maintain the relative displacement. Using theMetropolis
algorithm, we then sample configurations according to
the SWF and compute the expectation value of the

Hamiltonian as a function of ~�. Subtracting the expectation

value at ~� ¼ 0 and dividing by the area, we then obtain the
GSF surface. In order to implement the results into the PN
model, we fit the results using a Fourier series that reflects
the lattice symmetry of the basal plane of the hcp structure:

�ð ~�Þ ¼ P

~G
c ~G

expði ~G � ~�Þ, in which we use a set of 81

two-dimensional reciprocal lattice vectors ~G. The results
are shown in Fig. 2. The perfect crystal configuration,
which has GSF value of zero, is associated with the dis-

placement ~� ¼ 0 and its periodic equivalents. The ISF
configuration, which corresponds to the displacement

vector (and equivalents) ~�¼ð0;bpÞ, with bp¼ 1
3

ffiffiffi

3
p

a ¼
2:0996 �A the length of a partial Burgers vector, has an
excess energy of 0:0063 mJ=m2.

TABLE I. Elastic constants of the SWF model for hcp 4He
within the SWF model, in units of MPa.

C11 C33 C44 C12 C13

60:8� 0:8 77:9� 0:8 17:1� 0:8 34:4� 0:8 14:4� 0:8
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Using our estimates for the elastic properties and the
GSF surface in the PN model, we investigate the structure
and intrinsic mobility of 4 dislocation types on the basal
plane: (i) screw, (ii) 30�, (iii) 60�, and (iv) edge. Figure 3
shows the optimized disregistry profile for the screw dis-
location, obtained by minimizing Eq. (1) at zero external
stress. As expected, given the low stacking-fault energy
(SFE) value, it dissociates into two 30� partial dislocations
with opposite edge components, separated by an ISF area
with a width of 29 atomic rows, which corresponds to
91.33 Å. The core width & of the partials, defined as the
distance over which the displacement changes from 1

4
to 3

4

of it total value [14], is approximately 1 atomic row or

�3:1 �A. The second line of Table II contains the dissocia-
tion widths of the other three dislocations, showing an
increasing ISF width with increasing edge component,
consistent with dislocation theory [1].
In addition to the structural properties described here,

the PN model permits an estimate of the intrinsic disloca-
tion mobility, which is measured in terms of the Peierls
stress. To this end, we impose an external shear stress in
the glide plane parallel to the total Burgers vector. It
produces maximal force per unit length [1] on the disloca-
tion line for the given stress magnitude. This magnitude is
then increased in small steps, followed by minimization

of Eq. (1) with respect to the disregistry vectors ~�i. At a
critical stress value, the so-called Peierls stress, an insta-
bility is reached and an equilibrium solution ceases to exist
[14,15]. In this situation, the dislocation becomes free to
move through the crystal. The third line of Table II con-
tains the Peierls stress values for the four considered dis-
location types. The lowest Peierls stress value, obtained for
the 30� dislocation, is of the order of 1:5� 10�2 MPa.
This value is �3 orders of magnitude smaller than the
shear modulus, which is consistent with the typical dis-
crepancy between the ideal shear strength and actual yield
stresses in crystals [1].
The above results were obtained using the SWF model,

which, while providing a good description of the shear
modulus for hcp solid 4He, significantly underestimates a
recent experimental estimate for the SFE, ð0:07�
0:02Þ mJ=m2 [24]. In order to explore the possible influ-
ence of the SFE value on the dislocation mobility, we
repeat the Peierls stress calculations for the case in which
the equilibrium dissociation widths of the four dislocation
types is reduced by a factor 10, which is the ratio between
the experimental and theoretical SFE values. To this end,
we apply an additional shear stress component, whose
direction in the glide plane is perpendicular to the total
Burgers vector of the dislocation. This stress component,
known as Escaig stress [9], does not produce a force on the
dislocation as a whole, but mimics a situation with a differ-
ent SFE value. Using an Escaig stress of 0.4 MPa, we
recompute the Peierls stress values for the four dislocations
types in the basal plane. The results are shown in the fourth
row of Table II. The effect of an increased effective SFE
value does not significantly affect the Peierls stress values
of the model. This is consistent with earlier PN calcula-
tions in metals, in which the Peierls stress was not found to
be sensitive to dissociation width [14].
Finally, we examine our results in the context of recent

experiments considering the macroscopic behavior of solid
4He at low temperatures. In the observation [4,5] of non-
classical rotational inertia (NCRI), interpreted as a signa-
ture of superfluidity, the crucial role of crystal defects and
disorder seems firmly established. Specifically, the behav-
ior of dislocations has attracted a particular interest after

FIG. 2 (color online). Fourier series representation of GSF
surface on the basal plane of hcp 4He as modeled by the SWF.

(a) GSF energy (in mJ=m2) as a function of two-dimensional

displacement ~� (in units of bp ¼ 1
3

ffiffiffi

3
p

a ¼ 2:0996 �A). (b) Con-

tour plot of the GSF. It reflects the basal-plane symmetry of the
hcp structure.
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FIG. 3 (color online). Optimized displacement profile ~�i for
screw dislocation on the basal plane: edge component (open

circles) and screw component (filled squares) are measured in
units of the Burgers vector b ¼ a ¼ 3:63668 �A. Dashed lines
indicate positions of partial dislocations.
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the discovery of an unexpected increase of the shear
modulus that shows the same temperature and 3He impu-
rity concentration dependence as the original NCRI obser-
vations [6–8]. Inspired by the continuum-elasticity based
Granato-Lücke theory [25], it has been hypothesized that
this stiffening is a consequence of a change of mobility of a
network of dislocations. This network is thought to be
pinned by 3He impurities at lowest temperatures, while it
becomes mobile under warmer conditions. Analyzing the
dislocation mobility results of our model, it is interesting to
observe that our lowest Peierls barrier is about 20 times
larger than the shear stresses of�700 Pa reached in recent
experiments [7]. This suggests that intrinsic lattice resis-
tance is an essential factor when it comes to the mobility of
dislocations on the basal plane in hcp solid 4He. Indeed, at
the stress levels reported in these recent experiments, such
dislocations would not be expected to be mobile, not even
in the absence of any pinning centers. Moreover, it is not
expected that the Peierls stress varies significantly as a
function of temperature below 0.1 K, at which the stiffen-
ing is observed, given that finite temperature path-integral
Monte Carlo calculations of several properties do not show
a significant temperature dependence below 1 K [26]. In
this context, a satisfactory explanation for the observed
elastic stiffening in hcp solid 4He must involve intrinsic
mobility issues.

In summary, we employ a hybrid continuum-atomistic
approach, based on the Peierls-Nabarro model and the
shadow wave function formalism, to obtain direct insight
into the intrinsic structural and mobility properties of dis-
locations in hcp solid 4He at zero temperature. In addition
to providing key information concerning the elastic prop-
erties of this prototypical quantum crystal, the results
reveal a significant lattice resistance to dislocation motion.
Analyzing our results in the context of the proposed
dislocation-pinning interpretation of the similarity be-
tween the NCRI and elastic stiffening phenomena suggests
that intrinsic lattice resistance is an essential factor when it
comes to the mobility of dislocations. The proposed inter-
pretation, which entirely ignores this element, may there-
fore not provide a satisfactory explanation for the observed
elastic stiffening in hcp solid 4He.
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