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ALGEBRAS GEOMETRICAS, ROTACOES E A ELETRODINAMICA CLASSICA

As algebras de Clifford tem sido recentemente um campo intenso
de pesquisa en viarias areas da fisica. Este trabalho tem por ohje-—
tivo divulgar a utilizaclo das dlgebras de Clifford, também denomi-
nadas &Algebras geomdtricas, na Tormulagio das teorias figicos, e
para iss0 abordamos dois proablemas: a Eletrodindmica Classica, € 0s
grupos de rotagies, em especial,.as transformacoes de Loreptz. AHlém
do esturlo das transformagoes de Lorentz serem counplementares a oig-
cussdo relativista da Eletrodinfmica, os temas escolhidos para
aplicar as Algebras geométricas tiveram como objetivo dar um  maior
respaldo & utilizagio das mesmas. Nos dois casos, a formulagiho aqui
adotada apresenta-se como ama linguagem intrfnseea, g temos  nesse
fato um dos maiores méritos do esquema sladbrico saqui apresentado.

6 proposta da tese € bhdsicamente uma revisiio critica da Tormu-
laclo das teorias citadas anteriormente, em especial da Fletrodind-
mica, apresentando uma nova 1inguzgem, gue achamos, proéiéia A
maior sinelicidade nos cdlculos, dotando-os por veres de .ihterprem
tagdies significativas., A auestfo central é a linguagem. Os TFisicos
em gersl, trabalham com diversos sistemas algdbricos, cada um sendo
mais conveniente em certas investigactes. Neste ponto, compartilha-
mos do pensamento de David Hestenes, um dos idealizadores do esque-—
na algéhrico aaui apresentado, de que as algebras geométricas pev-
mitem uma unificacio de virios sistemas algéhricos, proporcionanda

uma economia sensivel de esforgo na formulacio das teovrias fisfcas.
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GL.OSSARIO

Notaglo
-

Rn'

Rn*

nimeros de Clifford

multivetores

liminas

EI‘I

Er,s

a,b,c,uua

A;B;D;F,P;---

Interpretacio

espago linear da algebra de Cliftord
de dimensiio 20

subespago de Ry de graduagfo -

subdlgebra par de Rp

elementos da dlgebra de Clitford

nUReErot de.CIEFFDrd com graduagao
definida (ou homogénean)

multivetorea formados pelo produto de
vetores ortogonais entre =i

espagn vetarial real de Qimengﬁh M
o eapago de base para Ry

espaco vetorial de assinatura r.s

vetores (primeiras letras latinas
mindsculas)

nimeros de Clifford (letras latinas
maidsculas)

componente de A no subespago Rnt

r-vetor, ou r-lamina

produto geométrico entre A e B

produtn evterjor



ALB hroduto interﬁo

% _ inversfo, inversido espacial

+ reversio, reversio no espago-tempo
il HI norma pelo reverso

Sij delta de Kroenecker

G tensor métrico

eiJ...r pernutador de ij....r

-]

inversio no eapago-tempo

& ' reversio espacial

-7

adlgebra de Pauli

M dlgebra de Minkowski
T vétores de base para P
é vetores de base (em especial, para M)
a derivada parcial
a | ) . gradiente em M
v . _ grhdiente en P
r fator de Lorentz

As referéncias a equagies na_tegto tem a seguinte orientacio!
quando nos refer imos a uma equacio no mesno parsgrafo, utilizamos
apenas o numero da equagio; quando nos referimos a equag o de outro
paragrafto, além do niumero da equagfio fornecemos também o ndmero do

pardgrato a que se refere.
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CAPT I: ESTRUTURA DAS ALGEBRAS DE CLIFFORD

Neste capitulo apresentamos a estrutura bdsica das dlgebras de
Cilifford. 81 descreve o espago vetorial das Algebras, ¢ fornece os
axiomas e defini¢ies necessirios. 82 e 83 apresentam os resultados
basicos sobre o produto geométrica. 0 84 introduzs algumas operacdes

importantes nas aplica¢des, € estuda algumas propriedades do produ-

to geométrico em termos dessas operagles. Os resultados destes pa-—
rdgrafos s3o apresentados de uma maneira intrinseca, sem referén-
cias a bases. Por fim, 85 estuda as representagies dos ndmeros em
termos de bases, € analisa algumas relagdes vélidas para o produto
geémétrico explicitamente em termos de bases.

Procuramos construir ¢ esquemna de modo autoconsistente, tor-
‘nando desnecessirio A €xposigRo, ou o conhecimenta, de outras dlge-
bras para sustentagio de nosso esquema. Os tipicos abordados nos
ap&ndices.procuram cobrir algumas lacuﬁas deste capitulo, mas tais
tdpicos &80 desnecessdrios para as aplicagies e foram renegados a
un  segundo plano. O material apresentado neste capitulo deve ser
compreensivel para quem tenha feito um curso de dlgebra linear.

As referéncias para este capitulo sXo: [He%3, CHe'), CHSI,

[SW1 e CMal.
§1. CONCEITOS PRELIMINARES E AXIOMAS

As dlgebras de Clifford sSo construidas sobre e€spagos lineares
de dimensRo 27, e possuem além da soma uma lei de composicgio in-

terna associativa, agui denominada de produto de Clifford ou »lter-
. .
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nativamente produto geométrico. Os elementos da dlgebra serfo deno~
minados nimerss de Clifford. Representamos o elemento neutro da so-
na pelo @, ¢ o elemento neutro do produto pelo 1. Assim temos as
seguintes operagioes dentro da dlgebra:

Soma: simbolizada por +; isto ¢, a soma de dois nuUmeros de
Clifford, D e P, € indicada como D + P, com as propricdades usuais,
associativa, comutativa e existéncia de inverso aditivo (oposto).

Produto de Clifford: o qual nio sersd simbalizadé, o produto
grométrico 'sendo implicito quando um numero estiver justaposto ao
outro, isto € indicamos por DP o produto de Clifford entre D e P,
neéta ordem. Supomos que o produto & associativo, nfo sendo portan-~
to necessdrio o uso de parénteses, isto é:

1) | DPF = D(PF) = (DR)IF

A associatividade do produto geomédtrico é tida como um axioma
e nfo deve éer quest fonada.

0 produto de LClifford, em geral, nio & comutativo, e assim,
devemos regspeitar a ordem dos termos no produto. Tambem, a existén-—
cia de inverso multiplicativo, ou inverso sinplesmente, nio é ne-
CEERArip.

Além das propriedades internas de cada uma das operagoies =aci-
ma, & vdlida também a propriedade distributiva da soma em relacio
an produto de Clifford, que expressa & linearidade do produto de
Clifford:

2) (D + P)F = DF + PF ou D(P + F) = DP + DF

Também supomos que estd definido o produto de um nimero de

Clifford por um escalar, o produto por escalar sendo comutativo,

isto ¢, xD = Dx ;i onde x pertence ao corpo dos escalares.



Como escalares utilizaremos apenas o corpo dos reais, indicado
por R, Os espa¢os lineares das algebras de Clifford reais serio in-
dicados por Re, onde n indica a dimensdo da sdlgebra, dada por 20,
Por abuso de linguagem, tanto a dlgebra de Clifford quanto o espa¢o
linear a e€la associado serfo indicados por Rw.

{) gue distingue a dlgebra de Clifford de outras algebras asso-
cistivas ¢ que o espago linear da algebra (Rn) pode ser decomposto
na soma direta de subespagos gque sao caracterizados pelo gue deno-
@inambs graduacso. Os elemento; dos gubeapaco% sErio aqui generica-
mente denominados de multivetores. EntRo, os multivetores, como en-
tendidos neste trabalho, representam niimeros de'CI{FFard de gradua-~
¢dn definida (ou homogé&nea). A graduaclo dos subespagos & indicada
por um ndmero, ‘ou genericamente por um indice assumindo valores de
@ & n. Indicamos os subespagos por RaX (kZn), onde k é a gra-
dua¢fo do subespago. O0s elementos de_RnK serdo também denominados
k-vetores. Essa notaglo explicita a graduacRo dos multivetores per-
tencentes & RuX. A dimensfo dos subespacos Rok € dada pelo ni-

nerg combinatorial de n & k, isto é:

33 dim RnK nt / {ln~k)! k!
Fesse resultado sera demonstrado mais adiante, apss os axiomss
I e II, onde mostramos como construir os elementos de Ra*, € em
particular construimos uma base para Rea¥. Notamos que o reswltada
.acima concorda com a dimensdo do espago total da dlgebra (R n),
Pois a dimensio de Rn € a soma da dimensfo dos subespagos RnaX.
Devemos identificar R“° (subespaco de graduaglo zero) com o

corpo dos escalares (reais). Tal fato deve-se nio sdmente a dimen-

si0 de Rn?%, que é igual a unidade, mas também a prdpria natureza



de seus elementos. 0 produto geométrico quando um dos Fatores for
um escalar deve ser entendido como sendo simplesmente o produta par
escalar. Também, denominamos os elementos de Rn" de pseudoescala-
res, devido a dimens8o de Rn" ser também igual a unidade. A dis~
tingdo entre escalares & pseudoescalares ¢ necessdria devido ao #fa-
to que o produto geometrico de um multivetor por um pseudoescalar,
em geral, resulta num multivetor de -graduagfo diferente do origi-
nal. Este resultado distingue os pseudoescalares dos escalares. En~
tretanto, os pseudoestcalares gozam de vdrias propriedades importan-—
tes, merecendo uma atengHo espgcia].

Desde que podemos decomp&r 0 @spago da d#lgebra (Ra) na soma
direta de subespagos (RnK), gualquer numero da dlgebra pode ser
eEXPresso coma a soma das componentes em cada subespago. Assim, 1
ndmeros de Clifford podem ser escritos como polinfdmios em multive—
tores de diferentes graduagioes, cada mwltivetor representando a
coﬁponente do mimero no subespa¢o correspondente & graduacﬁn- oo
multivetor. Por vezes nos referimos as componenées noas  subedpagos
como multivetores componentes, para diferenciar das componentes dos
multivetmrea em relagfo a uma base dos subespacos Rn®, nas quais
o multivetores possam estar representados.

Definimos o projetor no subespaco RnK de um nuimero de C1ifF-
faord gqualauer, indicado por Y como a oreraglo que seleciona
sdménte a componente do numero no subespago RaX, isto é, ¢ 3 ¢
upm  k-vetor, n8o tendo componentes em outros subespagos Re?  para
J¥k. Assim, geja D um nimero de Clifford gualquer, entlo podemos

escrevé-lo como!

i

4) D D> + (Dxq + (D¥a2 + ... + (D)y



0 prnietnr para o subespa¢o dos escalares nfo serada acompanhado
de ndice, pois e€le aparecerd indmeras veres, € preferimos poupar o
trabalho.

A decomposi¢io acima & de evtrema utilidade, pois em uma equa-
80 envolvendo varios niumeros de Cliftord podemos equacionar sepa-
radamente nultivetores de nesma graduaglio. Aleém disso, a decomnposi-
cRo acima reduz o estudo das operagies lineares da dlgebra (como o
produto geométrico!!l) ao estudo das operacoss entre multivetores.

0 projetor & um operador linear: (& + B> = (A} + (B>,

Para a construg¢lo do edificio tedrico das dlgebras de Clifford
adotaremos um procedimento sintético: a partir de elementos primor-
diais desenvolverenos relagoes gerais validas dentro das dlgebras
dee Clifford. Para tanto vamos utilizar um espago vetorial auxiliar,
também sobre o corpo doé reais, munidd de produto interna, a partir
do  gual serd construida uma dalgebra de Clifford. Tal espago veto-
rial, indicado genericamente por Ef, sera denominado espago de ba~
s@ para R,, a Algebra de Clifford a ele associada. A dimensio de R
é ioual a 2" gquando a dimensfo de EP for igual a n. O0s vetores de
E" s50 os elementos primordiais de Rn (Axioma Fundamental), € de-
VEmMOS identificar o subespago Rn‘ com o proprio espago de base
EF, isto €, os fi-vetores de R, s8o simplesmente os vetores de EMN.

Apesar de restringirmos o estudo A espacos vetoriais reais,
utilizaremos tanto a métrica eguclidiana quanto a métrica pseudoeu~
clidiana no espago de base, devendo representar E" por E?/K
auando for necessario tornar explicito a8 métrica adotada no espaco
oe base, onde j € k fornecem a assinatura do espago (j indica o

nymero de vetores da base com quadrado positivo, enquanto k indica
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o nimero de vetores da base com quadrado negativo, e temos que j+k=
n). Desde que as dlgehras de Clifford dependem da métrica adotada
no espaco de base (ver capt II), devemas, de acordo com a CONVENE IO
firmada na Primeira Contferéncia Internacional sohre Algebras de
Clifford (lInglaterra, 1989) indicar o espago linear da algebra de
Clifford real associado ao espago de base E'+X por Rj,k' Os vre-
sultndos deste capitulo independem da métrica utilizada no espa¢o
de base, Ef, & portanto, esacrevemos simplesmente Rn para a dlge~
bra de Clifford associada & £0N.

NS0 estamos interessados em patologia matemdtica, e ndo deve-
mos considerar espagos de base dotados de metrica 5ingplar. No ca-
pituln III faremos uma restricio maior, de modo a sd  trabalharmos
com métricas euclidianas ou lorentzianag.

Como dito anteribrmenta, a decomposicgio de qualquer numero de
Clifford em multivetores de diferentes graduagoes & um dos  fatoas
fundamentais no estudo das algebras de Clifford. Intruduzimas_aéora
UM AMioma que nos ensina a construir os multivetores mais fundamen--
tais diretamente a partir dos vetores de EP.

Axioma I (LAminas): 0 produto geométrico de vdrios vetores orto-
gonais entre si produz um elemento de Rn, denominado 18dmina, 1i-
nearmente independente dos vetores de E". Liaminas tendo diferentes
nimeros de vetores sfo linearmente independentes entre si.

As lAminas sio multivetores, sendo que o numero de vetores aue
férmam uma lamina & igual a gradua¢cfo da la&mina. Analogamente aos
awltivetores, denominamos l@minas formadas por r i-vetores de r-1a-
minas. Assim, considere um conjunto de vetores de EP, Cai,az:;..,
ar3, cujos vetores 30 ortogonais entre i, isto &, Ajedy = 0, s

i®k Entio, as 1&minas An,Bx,C, definidas a seguir:



) Anp = aiaq 33 = 313233 Ck = aiag...ak

2 Py
pertencem respect ivamente aos suybespagos Rn:' Rna, e Rnx, que
sic subespogos ortogonais entre si.

Apesar de toda 1&mina ser um nultivetor, nem todo multivetor é
uma l1Amina. A seguir, eq (13) apresentamos uma condigldo suficiente
para  um r-vetor nio ser uma r-l1&8mina. A forma mais gerél PAra  u2m
poevetor € uma soma sobre r-laminas.

Np caso de vetores, a definigio de 1aminas nido se aplica, mas
podenos nos referir a qualquer vetar como sendo uma i~-lamina. Tam—-
hem, escalares podem ser denominados @—18minas (o axioma II nos en-
sinars como obter os escalares).

0 axioma I nos sugere gue a maior graduagfo possivel para uma
Tdmina em R, € iﬁual an, desde que teﬁos no maximo n vetores orto-
gonais entre si em EO,

Para completar o estudo da estrutura vetorial de Rn' € pPOor oOil-—
tro lado, iniciar o estudo do produto geométrico, introdurimos um
Hlt imo axioma.

Axioma II (Produto Geométrico & Produto Interno de vetores): a
parte simétrica de produto geométrico de déis vetaores € igual ao
produto interno, existente em E", dos mesmos vetores. Também, se
os vetores sf8o colineares o produto geométrico € comutativo, de mo-
da que o prodﬁto geométri&o de vetores colineares € igual ao produ-
to interno dos mesmos vetores.

Ent8o, se a,b€ED, temos por detfinigio que!

&) $/2(ab + ba) = a.b

Assim, notamos que os escalares s3o0 obtidos sempre que reali-

Famos o produto geométrico entre vetores colineares. Ilustramos o
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carsdter escalar da parte simétrica do produto geométrico de dois
vetores atraveés da seguinte expressio:
7) (a + b)2 = a2 + ab + ba + b2

Ent%0, supondo que o quadrado de um vetor ¢ um escalar, neces-
sariamente a parte zmimetrica do produto geométrico tem de ser um
escalar. E natural imaginarmos o quadrado de um vetaor como sendo um
escalar; representando a grandeza do vetor. A interpretagio geomé-
trica dos elementos € re]acaes mais basicas existentes nas Algebras
de Clifford € dada no apéndice I, mas, adiantamos que a relagio
acima edpressa no plano edclidianag a relacﬁq evigtente entre a dia-
gonal de um paralelogramo, € os lados que o coqpﬁem.

Como consequéncia fundamental do axioma II, temos que o produ~
to geométrico de dois vetores ortogonais & anticomatativo, € wvice-
versa, isto é, se a,h€EN, entfo:
) ab = — ba , se& € sdmente se€: a.b = @

Fese resyltado nos permite inferir a dimensio dos subespac0$
RnK. Para istao, observamos inicialmente que se alterarmos a ordem
dos vetores que compdem uma r-1amina, a r—18mina assim obtida ndg €
linearmente independente da r—lAmina original: por causa da asso-
ciat}vidade do produto geométrico, € da anticomutatividade do pro-
duto geométrico de dois vetores ortogonais, alteragies na ordem dos
vetores que compoem uma l&mina resulta apenas em alteragdes no  si-
nal (para a determinacio do sinal, ver 8% deste capitulo, a deti-
nigdo do permutador),. Assim, para obter a dimens3o dos subespagos

”

R,*, considere uma base ortogonal para ET (& &,,.-..,8,2. Como

!

iltimo axioma, supomos que r—liminas formadas pelo produto geomé-

trico de vetores desta base, tendo diferentes vetores como fatores
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(ao menos um vetor), s$3o linearmente independentes. Assim, a dimen~
sio dos subespagos R ¥ € dada pela andlise combinatdria: qual o
mimero de diferentes combinagies que conseguimos dispondo n vetores
em k Posiches, sem repetigiies e nfo importando a ordem? A resposta
¢ o numero combinatorial de n e k, como dito anteriormente (eq 3).
Vamos agora ecstudar a descri¢io do espago vetorial Rn atraves
de bases para os subesgpagos Rnk. Assim, encontraremos uma repre-
sentagfo para os r-vetores em terno de uma base para RnK. A Tim de

facilitar a notag8o, representamos o produto geométrico de vetores

de uma base ortogonal através do acumilo de indices apds a letra &:

]

. ~ —— ol "~ ™~ - ”~ Lol e g
) -Ei = 9122 9123 = 813223 etco..
Deste modo, uma base para R,* consiste do conjunto dos K-ve-

tores {éjij?...3k3' onde os &€ s80 vetores da base de EM, & de~-

i b
J G

VEROS CORVENC ionar gue J,<J2<...<Jk, para exciuir r-vetores |inear-

mente dependentes da base de Rnk. Esta exigéncia & apenas uma con—

vieriGRo. Uma base para Rn“ € obtida considerando qualquer combina-—
¢80 dos n vetares da bose de EM em v posicles, sem repeticBo e sem
permutacio na ordem.

Um mimero qualquer de Rn. D, pode ser escrito como:

" 0 in Ji4z2 a. ..
. J§aa Jn a., . ,
- u - +D L eJiJgn-aJn
onde a convencfo da soma sobre indices repetidos deve estar impli-

cita, e tambem devemos utilizar a convengfo anterior Jglinlaaadip -

Identificamos ﬁa expressiio acima os multivetores componentes
do ndmerﬁ D nos subespagos Rn“ representados em térmos das hases
para estes subespagos como sendo dados por:

ii5 (DY = p° ; {D)i = DJéJ i (D)a = Djij2 éJiJZ H etCana

[
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0 estudo de bases terd continuidade no §5. Vamos preferir tra-
balhar os Eesultadoa sem nos referirmos a bases, de modo a desen-
volver um cdlculo intrinseco sobre Rn.

Apresentamos agora uma condigio suficiente para gque um.rhvetor
n3o seja uma r-13mina. Como coroldrio dos axiomas I e II, segue que
o quadrado de toda ladmina € um e€scelar. Por exemplo, no caso de uma
2-13mina, indicada por A, formada pelos vetores Ay € 3,5, Nessa  or-
dem, temos que! | .

12 ﬁé = (ag4an(a an) = aj(agsaqdan = - agas?

onde na segunda passagem usamos a assoclatividede do produto de
Clifford, € Na terceira passagem dsamos o0 fato de que o8 vetores
que compfiem uma ldmina sfo ortogonais, € portanto anticomutam. Co-
no, pelo axioma I, o guadrado &e um vaetor € um'escalar, n] ;uadrado
da 2-18mina, A, & também um escelar. No caso geral, adotamos o mes-
mo ﬁrocedimento que acima, permutamos 05 vetores até obter o qua-
drado da la&mina expresso come o produto dos quadrados dos vetores
quE a Compoem.

Portanto, se o gquadrado de am ¢-vetor n8o é um escalar, entio
o ¢-vetor ndo pode ser uma r—-lamina. Mostramos que tal fato pode
ocorrer. Da representacio por bases obtemos gue qualquer r-vetor
POde ser expresso como uma soma sobre r~ldminas. Considere um r-ve-
tor, P, dado pela soma de duas r-1aminas, A e B. Assim, temos que:
13) P?T = (A + BY(A + R) = A2 + a8 + BA + B2

Entdo, se (AB + BA) nfo € um escalar, P nao ¢ uma r—1&mina.

Az laminas s80 05 objetos mais simples para trabalhar em Rn.
Assim, o desenvalvimento das relagies algébricas . decorventes do

produto geonétrico serlo aqui realizadas inicialmente abordando 13-
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minas, e depois generalizadas para numeros de Clifford aquaisquer.
Notamos que o produte geométrico € associativo por de?inicﬁo, de
modo que a partir do axioma JII &€ possivel extend@-lo a qualquer nd-
mero da algebra.

Baseado na seguinte analise, fundamentada na representagio de
um rnmero de Cliffford qualquer em termnos das bases para o8  subes-—
PAGOS RnKr por causa da linearidade do produto geométrico, o co-
nhecimento do  produto geométrico entre dois nimeros de Clifford
quaisquer pode ser inferido do cnnhecimentn do produto geométrico
entre dﬁas laninas de quaisquer graduaclo; € por SUR VET, POr CAUSA
da aagociatividade do produto geométrico, o conhecimento do produfn
geométrico entre duas laminas de guaisquer gradua¢lo pode ser infe-
ride do conhecimento do produto geométrico entre uma lamina e s
vetor. Para completar a cadeia de raciocinios, também por causa da
associatividadé do produto geonédtrvico, o produto geométrico entre
uma lamina € um vetor pode ser inferidb do conhecimento do produto
geometrico entre dois vetores quaisquer; € portanto, podemos adatar
um  método construtive para o estudo do produto geométrico, gue <e
baseia num grau crescente de dificuldade no estudo do mesmo: ini—
ciamps  estudando o produto geométrico entre dois wvetores, depois
partimos para o e€studo do produto entre um vetor ¢ uma ldmina, €
cono dltimo passo estudamos o produto entre duas lAminas de quais-
quer graduacio. O produtn geométrico entre dois nidmeros de Clifford
_quaiﬁquer, € em ultima jnstﬁncia, uma soma sobre o produto geomé-
trico entre 13minas através das quais representamos os mult ivetores
componentes dos numeros. Este procedimento construtivo serd empre-

gado No que s segus.

o



§2. PRODUTO GEOMETRICO COM VETOR

Seguindo a andlise feita no fim do dltimo pardgrafa, vamos
agora estudar o produto geométrico quando um dos fatores é um ve-
tor. 0 resultado basico obtido neste pardgrafo diz respeito a gra-
duacio dos multivetores resultantes do produto geométrico, relacio~
nando-os, ctonforme a graduacio, com a simetria do produto em rela--
¢%0 a comutagio dos tatores.

Sedja a um vetor e B, um r-vetor (r21). EntHo mostraremos que
o prqdu£0 entre a e B, resulta em:
1) aB, = <aB,d,_y + (aB.), 4
au.seja, o produto geométrico de um vetor com um r-vetor tem apenas
miltivetores componentes de graduagio vr—1 e r+i. Também mostraremos
que o% multivetores resultantes do produto geométrico tem a parida-
dee de acordo c;m a graduacio, obedeceqdo & seguinte regra:
2a) CaB,_y = 1/2¢aB, - (=1)7B.a)

- _ : iy
20} (aB, > = 1/2(aBr + (-1 8 .l

r+i

A prova desses resultados sera feita para r—laminas, mas s3o
facilmente general izadas para r-vetores quaisquer desde que a forma
mais geral para um f-vetor € uma soma sobre r—laminas, a graduagio
€ a paridade sendo a mesma para todos os fatores.

De um modo geral notamos que aualquer produto de dois nidmeros
em uma algebra pode ser decomposto em partes simétricas e antisimé-
tricas de acordo com a seguinte expressio:

3) DFE = 1/2(DF + FD)Y + 41/2(DF - FD)

Tal decomposico € muito significativa no estudo do produtao

geométrico, como jid se pode ver acima (veja também §4, eq 22).

v .
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Pégn:ic
Iniciamos com um estudo mais detalhado do produto de dois ve-
tores de modo a ressaltar o procedimento a ser adotado. Considere o

praduto geométrico_de dois vetores quaisquer, a € b, entio, por um

lado podenos escrever !

4> ab = a“b + alb

onde: a" = {(a.b)/b2%lb, & a componente de a paralela a b, e al &

a componente de a perpendicular a b (a* = a - a"). Agora, pelo
axioma II (eq 6, 81i) & coroldrio subsequente (eq 8), devemos iden-
tificar:

5) a'h = 1/72¢ab + ba) = a.b i enquanto que: ath = {/2(ab -ba>

Obhserve que a equacao a esquerda resulta num €scalar, enquanto

que a da direita resulta num bivetor, o gue concorda com o regulta-

do geral apresentado no inicio deste paragrato (eqs {1 € 2).

Estudamos agora o produto geométeico de um vetor qualquer, 2,
por uma 2-1amina, B, formada pelos vetores by & by, nessa ordem.
Assim, temos que:

&) aB = albyby) = (abydb, = (a.by + atih dby,

Na segunda passagem usamos a associatividade do produto geomé-
trico, € na terceira passagem o resultado acima, onde atf & A
componente de a perpendicular a bi' 0 primgiro terme no membro  da
direita estd na sua forma final. O segunda termo pode ser desenvol-
vido notando que o produto geométrico entre a**bi ¢ anticomutati-
vO. AGSIN, ESCrevenos:

7 atibiby = =~ bgatShp = - by(ati.bs + albs)
onde al € a componente de all perpendicular ao vetor bra

Agora, desde que by e b, s¥o ortogonais, temos que:

&) alf.bp = [a - ((a.bg)/by?) byduby = a.bg
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Segue do resultado acima que al é dado por:
9) at = a = (a.by)/bg® by =~ (a.byibs? by
e € claramente ortogonal aos dois vetores_bi e bo.

Com as considera¢daes acima, o produto geométrico do vetor a
pela 2-13amina B pode ser convenientemente escrito como:
£10) aB = abyby = (a.bydby - (Aa.bpihy + athibs

Paortanto, o produto geométrico de um vetor € uma 2-18mina pro-
duz sdmente vetores e trivetores, desde que at, by € by sd0 orto-
gonais entre si (axioma Y}, que sRo dados por:
i1y (aB)gy = (a.bglbp — (a.bplby i enquanto que: <(aBly = atbsbo

Vejamos agora a paridade. Para isto, estudamos o produto comu-
tado Ba. ﬁdoténdo o mesmo procedimento anterior encontramos que:
12 Ba = bybpa = (a.bplby ~ (a.bgdby + albibé

Portanto, temos que o vetor componente do produto aB é antisi-
metrico €n relagdo a comutag8o dos fatores, enquanto que o trivetor
componente do produto aB € simétrico em relagBo a comutacfo dos fa-
tores, resultados em concordancia com & eq 2. Observe'que a parida—
de da parte trivetor é ¥dicilmente obtida, pois pelo corolirio do
axfnma II, eq 8, 81, 0 produto entre vetores ortogonais é_anticomu~
tativo, e portanto, temos que: atbib, = - byaltb, = byboat.

0 produto geométrico de um vetor com uma 3-18mina pode ser eg-
tudado adotando o mesmo procedimento acima. Apds efetuarmos os cal-—
culos, o produto geondétrico entre um vetor v e uma 3-18mina A, for-

mada pelos vetores ag, Bp € ag, ¢ na sua forma final dado por:

133 vh = vayanagy (v.ai)agaa - (v.aa)a1a3 +
+ (v.aa)aiag + v*aiaaag

onde i = ¢ - (voagd/ag? ay - (v.apn)/an? ap ~ (v.ag)/ag? ag
'
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0 bivetor e o quadrivetor resultante do produto geométrico de
v por A tem a paridade dada por:

14) (VA2 = {AV)n i enquanto que! (vAY,) = - (AvI,

A paridade da parte quadrivetor pode ser entendida rapidaments
notando~se que para comutarmos o produto vtA, o vetor v+ tem de
permutar com os tres vetores que formam A, trocando de sinal cada
vEz que isto € feito. Assim, o resultado +final & aque vita = - Avl,

Vamos agora demonstrar o caso geral.

Teoarema I: o produto geoméeétrico de um vetor qualquer, a, por uma

r-18mina, B tem como resultados samente multivetores componentes

r-J

de graduagio r—-i & r+i. Os multivetores resultantes s8o0 dados por:

15a) BBy dp.g & Epzgae (DX (alby) Bibpeeahyogbypgaeby
o wmd
i5b 7y (aBr>r.+i = a biba"'"br—ibr
onde os vetores bj's (j=1,8, .. formam o r-vetor Br‘ e al & a

componente do vetor a ortogonal a todos os vetorss que compaen Brf
1 = - . . 2
18) a a Z§=iar (a.by )/ by = by,

A4 prova deste teorema sera feita por indugio sobre a graduacio
da r~lamina. Ja mostramos que ele & valido para os casos em que + &
jigual a2 um £ dois. Assumnimos que ele ¢ valido para r e devemnos mos-
trar que ele & vdlido para r+i. Assim, considere o produto geome-
trico de um vetor a pela (r+i)-13mina Dr+j' formada pelos vetores
bysbn,weasbp,b 44, € escreva este produto como:

aDr+1 = abibz...b b

rFor+i aBrb

e+

onde a r~1&mina B, é formada pelos vetores byjba...b,.. Agora, por
hipotése, o produto entre a e B, satisfaz o tgorema I, e portanto,
o produto entre a e D 4 € dado por:

i7) aDr+1 = (aBr)br+1 = € Eﬁ=1&r (-yK*4 (a.bk)b1b2 -

“- = 'bk—ibk+il"br + ailbibguaubr} br+i
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onre ail € a componente do vetor a ortogonal aons vetores bi,b2,...

senb_gab mas nao € ortogonal ao vetor b, 4.

0 primeiro termo da direita, a somatdria, estd na sua {farma

final. 0 teorema 1 estard provado se:

18) AgtBrbpay = agthybo.ubpbpgy = (=427 (aubpypqdbibo...b, +
+ a*bibe...brbr+i
onde al = a - Fy.gneiq (2.0 /b2 by
Observamos: aue a '8, = (-1)" B as*, e portanto segue que:
9y Braytbesy = (agtobpyg)B, + Beagth .y

orde agl € a componente do vetor ail perpendicular ao vetor b..4.

Como b,,.q € ortogonal a todos os outros vetores Dg,bo,weu,by, =an*

continua ortogonal a eles, e portanto, agl & o praprio al. Taw-

beém, da forma explicita para ai* {eq 10b), deve ser clara que:
1 =
20) Ay Tabpgy T a'br+i

e portanto g teorema 1 esta demonstrado.

Para completar os resaltados apresentados no inicio do pard-
grafo, analisamos agora a paridade dos multivetores resultantes do
produto entre um vetor e uma r-18mina, utilizando o teorema I. |

A Paridade do termno de maior graduacB8o & facilmente obtida
desde que a* € ortogonal a todos os vetores b, (k=i ar), isto &,
permutamos o vetor al com cada vetar by ate obter o produto comu-
tado. Como o ﬁdmern de pe;mutacﬁes € r, ¢ em cada permutaclR0 o si~
nal & ipvertido:

24 atB,. = (~1)" B.at

A paridade do termo de menor graduagfo € obtida considerando-

5¢ 0 produto comutado, Bra, € notando que nessa ordem, realizaria-—

ros inicialmente o produto entre a ¢ b., depois entre a e br-l"'“'

¢ finalmente entre & e bi' ou seja:



22) (B,ad,.y = (@b dbyba.aab_nb._ o = (@.bp_ydbgboaaab, ob. 4+ ...
eowow F (TS (albyrbgbag. o Lbplgby

Comparando esse resultado com o enunciado no teorema I (eq 15D
é claro gue devemos ter:
23) (Bpadp.qy = (—5)F ™4 (aB,.>p.¢

Tendo provado os resultados apresentados no inicio deste para-~
grafo, vamos agora definir um modo conveniente de representar o
produteo geométrico de um vetor por um numero de Clifford gualquer.
rapreSEntacﬁo esta que serda adotada nas aplicagfes, pois €  intrin-
seca e algebricamente significativa. Hd duas maneiras de introduzir
esta representagao; ou através_da analise da graduaglo, ou através
da paridade. Vamos optar pela andlise da graduacio, pojs nas  apli-
cacies, a primeira coisa a ser feita nas equagdes envolvendo nume-
ros de Clifford é ‘igualar sepakadamente multivetoreé de mesma gra-
duacﬁd. Assim, vamos agora introduzir o conceito de operadores de
reducio e produgfo de graduacfo, isto &, operadores que, através de
vetores, atuam sobre multivetores reduzindo e aumentando em uma
unidade a graduacfo dos mesmos. E natural que esses operadores cor-
respondam a partes do produto geométrico, & devemos tratd-los como
sendo um produto entre um vetor € um nuimero de Clifford. Denomina-
mos oS operadores de redugso e produgRo de graduagio como sendo,
respect ivamente, os produtos internc e exterior em R, ginalizados
pelo ponto . & pela cunha 4, respectivamente.

No caso em que operam sobre um multivetor AL através de um ve-

tor v, os produtos interno e exterior sfo definidos por:

24) VoA, = (VALY g i engquanto quel VAR = (VALY 44 )

e apresentam, portanto, a seguinte paridade (eq 2):
- (f3F* . . v f e

295 v.ﬁr = (—~1) ﬁr.v i enquanto que! VAR = (-1} ﬁrﬂv
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No caso em que o r-vetor & uma r—-lamina, os produtos interno e
evter ior sio dados explicitamente pelo teorema I.

A idéia bdsica que leva a defini¢f0 dos produtos interno e es-
terior, além da simplicidade na notagio, & que eles podem ser defi-
nidos para operarem sobre numeros de Clifford através de um vetor
qualouer, pensando que os produtos devem ser efetuados entre 6 ve-
tor & cada multivetor componente do niimero, ou seja:

26) coab = Iooaddy = Lo (addDy 4 asdDy ) = a.Dy + asD,
onde a & um vetor e D € um nimero de Clifford qualquer.

Apesar dos produtos interﬁo € exterior de um vetor por um nu-
mero de Clifford, em geral nlo representarem as partes simétricas e
antisimétricas do produto geométrico, poderiamos chegar ao resulta~
do acima através da analise da paridade da seguinte maneira: deixe-
NS denotar Rn' e Rn' como sendo os suUbpespagos de R aue s80 ge-
rados por todos os nultivetores de graduacio par e impar, respecti-
vamente . Obviamente, RA & a soma diréta de Rn* e R,7, e portanta,
qualquer nuamero de Clitford pode ser escrito como uma soma sobre

suas componentes nestes subespacos. Vamos indicar as componentes do

niimero D em Rh* e R por Dy € D._, respectivamente. Agora, nota-

i
mos que a paridade dos produtos internos e exterior & tal que pode-

Mas escrever:

27a) a.D_. = 1/2(aD_ + D_a) a.D,

1/2¢aD, - D,a)

il
1§

i
o

270) arD 1/720al_ -y asrD 1/720aD, + D,ad

e portanto, segue que:

28} aD = aD, + aD_

a.D + aaD
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§3. EXPANSAD GERAL DO PRODUTO GEOMETRICO

Com os resultados dos pardgratos anteriores estamos aptos a
realizar um estudo geral do produto de Clifford (produto geométri-
code  Como qualguer numero de Clifford pode ser representado como
umzn sona de multivetores, e cada multivetor pode ser expresso  Comno
ums soma de laminas, por causa da linearidade do produto de Oli+-
fard nossa atencio deve estar concentrada no produto entre l1Eminas.

Além dissa, o conhecimento do produto entre laminas de gradua-
cﬁm'arbitkéria s resume ao cohhecimento do produto geomeétrico -
tre  um vetor e um multivetor, atraves da seguinte andlise: vamos
operando  com cada fator de uma das laminas sobre cada malt ivetor
resultante dos produtos anteriores. Assim, o produto entre l18minas
pode ser frabalhado com o aparato jd desenvolvido no parsgrafo an-—
terior. Nao necessitamos trabalhar com duas 1&minas, bastando ape-
Aas que um dos fatores seda uma l18mina. Para visualizar o procedi-
mento  que vamos usar, estudamos inicialmente o produto geométrico
entre uma 2-1amina, ﬁg, formada pelos vetores Ay € s, @ um multi-
vetor de graduacio s22 (Bs) (consideramos s22 para nao traba-
Tharmos com casos jd estudados). Assim, o produto geomdtrico entre

A @ B, pode ser escrito como:

[}
if

1) AoB agagnB, = aganB ) = aglagn.B. + anAB )

=¥

fl

agefan.d ) + ay lasrBg) + aghlan.B ) + aihtaaﬂBg)

A caracteristica essencial do resultado acima € que os muelti-
vetores resultantes tem graduagio diferindo por duas unidades um do
oitro. No exemplo acima os dnico miltivetores nio nulos resultantes

do produto geométrico entre A2 e B5 (622) s@o dados abaixo:
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2a) (AgBdy.o = ay.(ag.B)
2b) <AQB§>S = aj_-(:"'lg“Bs) + aiﬂ(aQ.Bg)
20 (A?BS)S*'E? = ai*(agﬁBs)

Vamos . agora demonstrar a firmula fundamental para o produto
geomnetrico entre um r-vetor (“r) e um s—vetor (Bﬁ).
Teorema II:!: o produto geometrico de um r-~vebtor por um s-vetopr

tem a seguinte Forma gevral:

it

3) A B, = EJm@ér {AB >
onde t=g-r+dj, € consideramos s3r.

A expansdo acima ¢ satisfeita pelos resultados obtidos no Ke,
quando um dos fatores & um vetgr, e & trivial no caso em que um dos
Fatores & um escalar. Neste pardgrafo jd demonstramos aue ela & vi-
lida para r=2. A prova geral & construida por indugfo finita sobre
um dos fatores. Supomos que a farmula acima é valida para v, € mos-—
traremos que ela & valida para r+i. Consideramos gque o maltivetor
de menor graduacio (A, & uma l8mina, & supomos para simplificar os -
céiculos que s&r+i. Para mostrarmos que a expansio acima & véléda
para r+i, considere um vetoar (¢) ortogonal a todos os vetores due
COmp g A« EntHo, o produto geomédtrico entre ¢ & A, reduz-se A0
ﬁroduto exterior, € o resultado € portanto um (r+idvetor, ou melhor
uma  (r+i)l&mina. Agora formamos o produto geométyico entre SCT
Bs‘ e desenvolvemos esse produto explorande a associatividade do

produto geométrico, € os resultados do 82, au seja:

cArBﬁ = c(ﬁrﬁﬁ)

4

c'(ﬁrBs) + cﬁ(ﬁrBﬁ)

r € Bs satisfaz a e~

Supondo gque 0o produteo geométrico entre A
pansdo fundamental € fdcil ver que o primeiro termo, c.(A B, tew

a graduagio ¢dos multivetores componentes nlRo nulos de (s—r—4) Pl



(gtr~1), de dois em dois, enquanto que o0 segundo termo, c*(ﬁrBS),
tem a gradua¢io dos multivetores componentes de (s—r+4) A (s+r+1),

de dois em dois. Portanto, os multivetores componentes n%o nulos
do  produto geométrico (chB.) tem a graduaglo de (s-r-1) &  (s+
r+1), de doig em dois, & assim ¢ produto geométrico entre um (r+1)-

vetor, ch., € um s-vetor, B satisfaz a expansio dada no teorema,

o
e a prova esta completa.

NRo & diticil mudar a prova acima Para O Caso que a{r+i, bas-
tando construir a prova “pela direita”, isto ¢, consideramos gue BS
¢ uma s-lamina, e introduzimos um vetor c ortogonal a todos os  ve-
tores  que comphe B~ Portanto (B.c) & uma (s+i)1&mina. Considera-
¢ues do produto geometrico Ay (B c) analdgas ao procedimento  acima
nos levariam a expansdo fundamental.

A caracteristica essencial da formula fundamental ¢ a gradua-
can dos multivetores componentes resultantes do produto geométrico,
quer seque de dois em dois. A andlise da graduacio dos multivetores
resultantes do produto geométrico permite a demonstracio de rela-
sies existentes entre as diversas parfes do produto geométrico. De
imediato, esse resultado estabelece que o produto geométrico de  um
nimero par ({mpar) de vetores tem como resultado sdmente multiveto-
rEs cdmpanentes de graduacio par (impar).

De especial interesse € o regsultado que o produto acométrico
entre multivetores de graduagio par ¢ um nimero de Clifford cujos
multtivetores componentes~tem todos gradua¢fo par. Portanto, o su-
bespago gerado por todos os multivetores de graduagifo par (indicado
POr Rn™) é fechado em relagSo so produto geométrico, sendo uma

subdlgebra de Rn, denominada a subalgebra par de Rn. Claramente,



o subespa¢go gerado pelos multivetores de graduacio ‘mpar {indicado
porr Rn") ndo & fechado em relacfo ao produto geométrico. Simboli-
camente, escrevemos as relacnes entre os subespagos Rea' @ R n_
pelo produto de Clifford como:
4) Rn” Ra* = Ryn* Rn~ Rn* = Rp~

Rn™ Rn™ = Rnp® Rn* Rn™ = Rn~

Desde que Rn' € a soma direta dos subespagos Rnk para ¢
par, a dimeﬁﬁﬁo de Rn'® & igual a 2'P %) o acgim Rp* pode
ser identificado com Rn~¢, dotado de uma métrica conveniente.
capitulo 11 Fag um levantamento geral das subdlgebras par.

A decomposigio de Ran em Rp* & Re~ & de interesse qguando
estudamos as relagdes entre és diversas dlyebras exiatan%es. Em
particular, destacamos a relagfRo entre a dAlgebra de Pauli € a alge-
bra de Minkowski: a dlaebra de Pauli é a subdlgebra par da &lgebra
de Minkowski. Assin, o multivetores de graduagio par na alaebra de
Minkowski geram os elementos da algebra de Pauli. Quando estudarmbﬁ
tais dlgebra encontraremos uma projegHo natural de uma dlgebra na
sutra, de modo a inrluivr os multivetores de graduaglo i(mpar da  &l-
gebra de Minkowski na dlgebra de Pauli.

PDefinimos o produto interno e o produto exterior entre dois
mrltivetores quaisguer como sendo os multivetores componentes de
mEnor e maior graduagfo, respectivamente, no produto geométrico on-
tre o8 dois multivetores. Assim, seja ﬁr um r-vetor, & seja Bg um
s-vetor, entfo temos por definig¢io que:

) A, -B

il

= OB gup - AptBg = (ApB oy



No caso em que A, ¢ uma r~I1admina formada pelos vetores a.»

os produtos interno e exterior sio dados por:

aa) AFABB = AL _gM @A aBL) = “r—EA{arwih(arABs) = 4 . .
= o.ow .= agMaphiilay A a,AB)0)

VR AeaBy = A je(apBo) = AL nalagg-(a,.B8,0) = . . .
e ai.{ag. ...Earmi.(ar.ﬂﬁ)l}

El

ofde escrevenss Ag . j AjRgenaBp 4 fRp.j, Para simplificar a nota-
¢can. as Fformulas acima nos dizem gue os produtos interno e exterior
entre dois multivetores podem ser obtidos por iteragfio do prodato
gntre.um vetor & um multivetor (veda eq 2).

B conveniente egxtender as definigies acima Para o CAs0 em GuUe
un  dos  fatores € um escalar, do seguinte modo,'entendemOE que o
produto  geométrico auando um dos fatores € um escalar é  igual ao
produto  exterior, o produto interno sendo nulo. Isso permite que
nossas formulas sejam lidas de maneiré'mais geral.

Da detinigio anterior para os produtos interno e exterior &
claro gue eles atuam dentro da algebra como operadores de reducio e
produgio de graduagio, respectivgmente.

Analisamos agora algumas propriedades & relagdes decarrentes
da {formula fundamental. g€ importante encarar o produto geométrico
como o produto fundamental da dlgebra, os outros produtos sendo
formados a partir deles. Assim, quando encontramos uma expressio
envolvendo varios numeros de Clifford e diferentes produtos entre
eles, devemos sempre pensar que hda um dnico produto bidsico entre
es%es nUmMeros: o produto geométrico. Por causa que os produtos  in-

terno e exterior sio dados pelos multivetores resultantes de gra-

tuacio extrema, eles gozam de algumas propriedades importantes.



Pag.:24

Vamos mostrar agora que o produto exterior & associativo. Ini-
cialmente, podemos verificar por exclusio através da andlise da
graduacio dos mulfivetores coapoanentes que 0s resultados abaixo sio
validos:

ApA(BGAC)

li

ArnlBgCeopag) = (B BGCE I dpggut

i#
H

(A, AB ) AT, (CALBLD, IAT,

o rta (A BTy

-S04

Agora, pela associatividade do produto geométricb decorre que:
7) CArBCiYrpgrt = (ALMBCLpinsr = (CALBLIC dppart
e portanto o produto exterior & associativo.

0 apéndice 2 mostra com mais claresa a associatividade do pro-
duto exterior, € o leitor pode dissipar suas ddvidas consultando-o.

RDevemos observar que apeéar do produto de Clifford ﬁe; AsHO™—
ciativo o produto interno em geral nfo € associativo. Para ilustrar
a Talta de éssociatividade do produto interno, realizamos os prodi-
tos abaixo, & observamos simplesmente a graduacio dos multivetores

resultantes .

#
[H}

8) ﬁe.(ﬁ3.ﬁﬁ) Aa.(bivetor) escalar; enquanto que:

9) (An.fig) A

il

(vetmr).ﬁs = quaderivetor
onde 0z Indices numéricos referem—-se as graduagoes dos multivetares
eﬁvolvidna no produto. Claramente os resultados sio distintos. As-
sim, por causa da falta de associatividade do produto interno, &
necessario o uso de parénteses a Tim de nfo confundir as ERPres-
sdes. Tambeém, em outras expressses nas quais aparecem varios produ-
toé devemos usar parénteses, como por exemplo:
1@) (ABY.C # AB.C) e também (ABIAC # A(BAD)

A andlise da graduagio mostra que o produto interno satisfaz
uma  lei de associatividade restrita; para tgs+r vale -quei

11 ﬂr'Bt'(:Ei &2 (ﬂl‘"'Bt).CS = ﬁf"(Bt'CS)
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0 leitor pode verificar que as igualdades abaixo sfo validas
supondo a restriclo acima (t2r+s), as quaie s%0 a prova do resul-
tado acima:

(A BLCD

tCg {(ﬁr.Bt)CS) (éF(Bt.Cs))tmﬁmr

t—5—r t-r—g

Regaaltamos que a associatividade restrita satisfeita pelo
praduto interno o € vdlida na ordem enunciada acima. Quandg troca-
mags @ ordem do mnaltivetor de maior graduaclo (Bt), encontramos .uma
formula muaito idtil para o cdlculo do produto interno entre mlt ive

tores de quaisquer graduagio, que relembra a eq &b, dada por.

i

i2al 'ﬁr.(ﬁg.ﬂt) (Arhca)'Bt i ol alternativamente:

1262 ' (B .U 0.n, By« (C 2AL) 5 onde consideramos tir+s,

A verificaglo deste resultado & imediata. Para o caso qQue - o
multivetor de maior graduagio (By) estd a direita, temos que:

<ﬁrcﬁBt>t~s~r = -<nr(cg.ﬂt)>tﬂsﬁr = <(hrhcg)3t>t~s~r

A formula acima expressa uma transposicio entre os produtaos
interno e exterior auando ha ainda um produto interno com um mult i~
vetor de maior graduagio.

Pela associatividade do produto exterior, ¢ claro que o dupla
produto exterior com o mesno vetor é nulo, isto &:
i3a araal = (aAa)ADd = @

Também notamos que se temos o duplo produto interno consecuti-
vamente com o mesmo vetor, o resultado € nulo, istao é:
L3017 Aala.D) = (arad).D = @

As propriedades acima dos produtos interno e exterior sao si-
milares as propriedades da diferencial no cﬁlculo exterior, onde
seu quadrado € nulo. Os produtos interno € exterior podem ser abor-

dados pelas propriedades acima, conhecidas como derivacio algdhrica

(ver [Mal para um tratamento deste tipoy.



Desenvolvemos agora mais algumas relagoes que ilustram a  sim-—
plicidade do esguema algébrico aaui adotado para obter resultados
que de outra forma exigiriam muito trabalho para serem demonstra--

dos. As seguintes relagdes sHo vdlidas:

f4a) aan(ALP) = (aJAIP o+ ()7 A talP)
14b) = (arA P - (-1 AL CaaR)
15a) ArM(ALP)Y = (arAIP = (1T Ala.P)
15b) = (A AP+ (-0 A (anP)

onde a €& um vetor, Ar ¢ um r-vetor, € P & um numero de Cli+tord
aqual quer.

Para provar taic relacﬁeé consideramos inicialmente que P é
um multivetor. A extensio para um nimero de Clifford gqualquer ¢ Fi-
cilemente realizada, desde que o produto geométrico entre ﬁr € U
numero de Clifford é'a soma dos produtos geownetricos entre Ar e o=
miiltivetores componentes do numero. Para ilustrar o procedimento &
seé adotado, provamns as relagies 1Sa & 15b. Considere aque P é- m
n-vetor, e ndr. Usando a formula fundamental para expandir o pro-
duto geometrico entre ﬁr e Pn, encontramos que!
165 ar(A Py = ijoér ani{APLY + onde ke n-r+a

Agora, g proaduto exterior entre um vetor a e um multivetar
componente generico de AP, € por definigio (ver 82, eq 25):

17 ar{APoo = 172 CadA Pod + (—11)¥ AP Y8l

Mas, a graduagfo dos multivetores compenentes & tal que os fa-
tores (-1)% sXo os mesmos para todas os multivetores componentes,
e 580 iguais a (~1)'*", Portanto, segue que:

18) artA Py = 1/2 (aA P, v (=0T 4 poa)

Adicionando & expressio acima a identidade nula:
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19) @ = 1/2 ((-1)7 ApaP, -~ (1) A.aP)

Obtemos as relagies desejadas, iSa e L5b, agrupando convenien-
temente® os termos, e lembrando as defini¢des do 82, eqs 24 € 25. A
relaglo 15b € obtida quando escrevemos!:

150) ar(ALP Y = /2 (aA, = (~0)F AP, +
+ 172 (-7 Ap (aPy + (-0 Puald

Por outro lado, a relagfo i%a € obtida guando escrevemos:

15a) ar(AP) = L/2 Cad,. + (-1)7 ALadP, -
| m /2 ()Y ALaP, - (~{)" P.3)
Provas andlogas podem ser construidas para as relagdes i4a ¢

i4b . Notamos que no caso de P ser um pseudoescalar, indicado por T,

as relacfes 14b ¢ 1Sh reduzem-se &:

It

20a) 2. (A, I) (ard, ) I

(a.Ar)I

i}

20b ) “an(A 1)
Tambeém, das relagies i4a e i5h, decorrem as relagdoes abaixo

envolvendo o produto interno € o produto exterior.

H]

21a) Aa (AL AP ) (R.A AP+ (=1)T A ACaLP)

(2.8,).P, + (=1)F A .(arp)

2ib) | ar(AL..PL2
A prova de-tais corolarios se faz equacianando'multivetcres de
nesma graduagio nas equagoes originais. Como exeamplo, provamos 2§ia3.
Observamos inicialmente que:. a.(A.APL) & um (n+r-~i)-vetor.
Agora notamos que o dnicos multivetores componentes com essa
'neama.graduacﬁo no membro direito de id4a s8o:
22a) CLAWALIP Y -4 ® (R.ARIAP, , € também:
220) (AL (AP I ey T ALARLPL) |
Da{ segune o coroldrio 2ia. Prova semelhante pode ser construi-

da para 2ib..
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£4. OPERACGES EM Rn

AL OPErA¢HEs que vamos agora definir s¥o muito uteis nas apli—
cagtes, pois dizem respeito a propriedades intrinsecas dos nimeros
de Clifford, em especianl dos multivetores. Todas as operaghes aqui
detinidas séo lineares, o que simplifica em muito o estudo das mes-
nns. Ubservamos também que inversS8o € reversfo sRo automorfismos em
Rn, ou seja, quando " aquadramos ™ as operagoes obtemos a identidade.

Apds a apresentaclo das operagfes estudamos mais cuidadosamen=—
te o produto com bivetores, & a paridade das diversas componentes
quw_aparedam na formula fundamental, Teorema 11, eq 3, B83. Em espe-
cial mostramos aue a2 componente escalar do produto geométrico de

dois nimeros ¢ sindtrica em relagio a comutacio dos nimeros.

INVERSAD: inversHo (ou aqui também denominada conjugagfo em
Efy.  indicada por %, é a. operacHo aue leva todo r—-vetor (A.)  em
se conjugado (ﬁP*) dado par!
i)_ Ape = (~1)7 A

Inversfo & distributiva em relagio ao produto, isto é:
27 CABY® = AXRx
além da linearidade, expressa de modo mais geral como:
i (A + BYx = A% + Bx (A% = (A)px

Pela eaquacdo i, inversio ndo altera multivetores de graduagio
par, enguanto que o conjugado de um multivetor de graduacﬁo impar e
o sed oposto (ou inverso aditivo). Portanto, inversio distingue os
subespagos Rn* & Rn~, fato que & simbolizado como:

4) (Ra)%¥ = (Rn” + Rn )% = Rp* - Rn"
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Observamos que inversio € equivalente a inverter o sentido de
todos os vetores do espago de base (E™), dai a denominag8o alter-
nativa conjuga¢fo em EN.

REVERSAD: ¢ por vezes conveniente reordenarmos os fatores no
produto entre nidmeros. Para isso introduzimos agora a operagie de

reversio, indicada par t. 0 resultado da reversfio de um nimero &

denominado reverso do ndmero. Agsim temos as seguintes definiglhes:

5a) <Ayt o= Aty i e também: (A + Bt = At + pt
5b) AY4st = (AYy i @ também: (et = (A
&) (AB)Y = _Btat

As €q5 98 expressam a linearidade da reversSoc. As egs Sb mos-—
tram que reversiio nfo altera nem vetores nem escalares. Por fim, a
eq & mostra que 0 reverso do produto ¢ igual ao produto dos rever-—
GO% .

Reversao s& refere ao'pfuduto geonétrico, € aésim. ¢ natural
trabalharmos com laminas. 0 reverso de wuma 1ﬁmina pode ser  Fagil-
mente anal isado através das equacgoes 5b e 6. Temos 0s seguintes re-
sultados para o vreverso de maltivetores de menor graduagio:

7) vetores: at = a bivetores: Bt = -p,
trivetores: Tt = ~T quadrivetores: pt = p
0s resultados si0 fdacilmente verificados para lAminas, e ve-

sulta da reordenagio dos vetores. Por esxemplo:

i

se B bib;) ] E.‘I"ltg‘.C}, B* = b2b1 &= bibr) wmo—{3

[

vevovag , entldo, Tt = valvivmit = vguavy = - vivavn

se T

Consideramos agora 0 caso geral. Seja ﬁr uma r~lamina formada

Entio, o reverso de A, & dado por:

pelos vetores AgBo,men, R "

r.a

a8’ At = a a,_(...a0aq
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PDesde de que o reverso € obtido simplesmente alterando a ordem
dos wvetores no produto, ﬂr+ estd relacionado a A_ por um Tator,
{(~1) elevado a um expoente, que depende do nudmero de inversfies ne-
cessarias  para s€ obter Qr+ a partir de A,.., A andlise abaixo es-—
clarece aual deve ser o expoente:

Q) AgApa.ad, = (~f)F74 ApRgBpua e e _q =

= (g ) (P =43 vir-2) A @p o fR {@0. e wlp 3R

& assim por diante, ate obtermos o resultado tinal para o reverso
de ﬁr, dado por

10) | Ayt m (g N2 A

- U expoente € o resultado da soma de § até r-1f.

NORMA & PRODUTO ESCALAR: utilizando a reversio, detfinimos o
produto escalar entre dois numeros guaisguer da dldebra como a comn-
ponente escalar do produto de Clifford de um numero pelo reverso do
outro, e & rep?aﬁentado da maneira usual, ou seja, (ATB).

1 produto escalar entere dois ndmefos ¢ simétrico em relagdo a
comutagio dos ndmeros, isto é,

ii? (ATB>y = <(Bta»

Este resultado seague diretamente das propriedades que definem
a operacio de reversio.

Usando o produto escalar podemos definir uma norma dada pelo
produto escalar de um ndmero por si prdprio. A norma assim definida
sevad indicada por barras verticais duplas, € denominada norma pelo
FEVErao. Assim, escrevemos para a norma (1 [} do numero A:
i2) biall = {ata)

Desde que o0 reverso de um vetor € igual a ele mesmo, a  narma

asasim definida entre os vetores resulta na norma usual em E?, a
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nenos de estar eglovada ao quadrado, como no caso de espagos eucli-
dianos. Partantg < norma acima € uma generalizagio da norma em £,

A norma 1| |t depende obviamente da métrica adotada em EN,
sendo positiva definida 89 no caso em que a metrica também € posi-
tiva deFin{da. Entretanto, nfo faremos aqui restrigies sobre a meE-
trica =a ser utjilizada, e portante nio € conveniente efetuarmos a
talz quadrada da nOrma. |

Vamos agors analisar a paridade dos multivetores resultantes
do produts geométr ico de dois multivétores, os quais sho dados peln
Teorema II, eq 3, 3. A paridade dos multivetores resultantes sera
achada para depender da graduacﬁn dos multivetores originalmente
envolvidos no produto geométrico e da graduaglo do prdprio multive-
'tnr. Mais precigamente, estamos intereaﬁaddﬁ na determinagio do e
poente n da seguinte Tormgla!
13) (B, = (=130 (B.AY,

A resposta ew LErmos gerais pode ser obtida atraveés do uso o

operacio de rever =2o. Notamos que das equagoes 10 € 6, SEgUE quE!

o - KLK =4
14) A B >, = (1) 72 LB LAYy
enguanto aue por utro lado, (A8 = B . tA.t, e segue aue:
= - Sle—q)/2+«rir-43/2
15) g ta .t - (1) B A,

¢ portanto, temos 9ue o expoente n & dado por:
149 n = fufs—1) + rdr-4) ~ k{k-£)3}/2
onde k=s—r+2j; jow,1,2,cc0u,r (82r, ver €q 3, §2)

Eastamos particularmente interessados na par idade dos produtos
interno e exterior (ver €9 5, E3). Esses a0 08 casos extremos e
que k=g-~r ol K=g4r ., respect ivamente. Assim, segue que (s2r):

173> Ay B, = (108 BoaA



171 AptBy = (~1)FE BoaA,

Obhservamos que s€ a graduagio do multivetor de menor graduagio
envolvido no produto, no caso A., tor par, os dois produtos comu-
tam.

e posse deste resultado vamos demonstrar que a componente es-
calar do produto geométrico entre dois nitmeros de Cliftord é simé-
trica em relacio a comutaclo dos ndmeros. Observamos inicialmente
que B conponente escalar do produto geométrico entre dois ndmeros &
simplesmente & soma do produto interno entre os multivetores compo-
nentes  dos rodneros de mesma graduagio, consegquéncia direta da  eux-
pansao fundamental para o produto geométrico entre doia multiveto-
res (sq 3, §3>; Mas, pela equagfio 17, podemos ver claramente que o
Produto interno entre dois multivetores de mesma graduaglo &  simé-

tiriCoa Entio, concluinos gae a componente escalar do produte de

dois numeros € simétrjca em relacio a comutagio dos numeros, isto
é: .
i) <AB> = <(Ba>

Note que a componente escalar do produto geonétrico entre dois
mult fvetores de graduagfes diferentes ¢ nula.

Yamos agora analisar um pouco mais a fundo o Produto Geométri-
ca com Bivetor, s resultados aqui obtidos s5o muito uteis nas
aplicagdes, tanto no estudo das rotagfes quanto na formulacio da
Eletrodinimica.

(1 prqdutu geométrico de um bivetor, indicado por B, € um r-ve-
tor, indicado par ﬁr, pode ser escrito come se segue {(r22):
i9) Bnr = B.A, ¢ (BAF>2 + BAR,

¢ interessante analisar a paridade dos multivetaores resultan-

tes. Das gquacdes 47a e 4i7b, sabemos que:
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20) BuA, = AL.B i e também: BAAL. = A AB

Por outro lado, o multivetor resultante de graduagiio r ¢ anti-
simétrico em relacio a comutac%o dos fatores, isto é:

21 BA_ >, = - (A B2,

Assim. os produtos interno e exterior sio a parte comutativa
do produto geométrico quando um dos fatores & um bivetor. Por outro
lado, se o ndmero envolvido no produto & ium multivetor, a parte an-
ticomutativa do produto geométrico & dada pelo multivetor resultan-

te de mesma graduacio que o multivetor, & podemos escrever:

223) 1/72¢BA. + ALB) = B.A, + BAA,
22b) 1/2¢BA, ~ ABY = (BA.), -

resultado aue € tido como uma extensio dos resultados obt idbs para
0 praduto geometrico de um vetor e um r-vetor (eq 22, 82). Note qug
no caso do produeto de um bivetor com um vetor, nossa primeira afir-
macHEn ndo & mais verdadeira, pois:
23a) 17208y + vB)Y = Hay

Entretanto, a segunda atirma¢Bo continua vdlida, pois:
23b9 1/72(Bv ~ vB) = B,v = (Bv)i

For simplicidade nas expressaes, representamos a parte antico-
muativa do produto geondterico de dois nidmeros quaisauer pelo  comu-
tador dos ndmeros, indicado por [ 1, isto &:
24) Ca,P1 = 41/2¢aP - PA)

A  dlgebra dos comietadores nio & associativa, mas satisfaz a
seguinte identidade conhecida como a identidade de Jacatyi:
2%a) LA, LB,CI1 + EB,EC,AJJ_+ CC,La,B1Y = &
e algumas outras identidades, entre as quais destacamos:
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2500) Ca+B,CJ1 = [hA,CT1 + £B,CH
25d) CA,BCY = BCLCA,CT + [LA,BIC

No nosso caso, as duas primeiras sio Jbvias. A segunda & de-
carréncia da linearidade do produto geométrico. A terceira rode ser
verificada facilmente. Uma dlgebra que goze das propriedades acima
é dita uma dlgebra de Lie.

0 comutador do produto geométrico de um bhivetor por um malti-
vetar tem uma propriedade importante: ele preserva a graduagfo do
maltivetor (eq 2Eb). Segue deste fato que a algebra dos comutadores
00 espacd dos bivetores & fechada, formando uma subalgzbra de Rn.

A élgebfa dos comutadores de bivetores € essencial na andlise
do grupo de rotagies, importdncia ressaltada pelo seguinte regqita—
do {(ver {Mal): a ﬁlgebra dos comutadoréﬁ de bivetores ¢ isomorfa a
ilgebra dos camutadmres das matrizes antiﬁfmétricaa. Comp ¢ hem co-
nhecido as matrizes antisimétricas sio os geradores do arupo das
rotagdes. O capitulo 111 traz uma andlise detalhada do grupo das
rotagfies através do esquena algébrico aqui adotado.

Fara completar o estudo dos bivetores, ressaltamos duas par{i~
cutlaridades: i) um bivetor ¢ denominado sinples se seu quadrado &
um - escalar. Das equagdes 19 e 22, uma condi¢3o necessaria e sufi-

ciente ppara um bivetor ser simples € que o produto exterior dele

K]

Por si proprio seja nuleo, isto é:
24) B2 = B.B = escalar, se e sdmente sc BAB = o

Tambeém, dois bivetores sfo ditos ortogonais se o produteo in-
terno entre os dois € nulo. Observamos que todo bivetor da base de
Rn2 construida a partir de uma bhase dé vetores ortogonais para EN

¢ simples & 580 ortogonais entre si.
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8§5. BASES

Trabalharemos somente com bases ortonormais. 0Os vetores da ba-
se serag chamados de versores, € indicados genericamente pela letra
€. Uz elementos das bases dos subespagos Rn* serfo indicados por
acumulos de (ndices apds a letra &, conforme canvengao Firmada na
§4, va P, e seric também designados por biversores (k=2), triverso-
res (k=3), eto.. Usaremos uma convengio alternativa & do &i, eq 19,
para  a representaglo de um ndmero de Clifford em termos das bases
para 06 subespagos, conforme a expressio abaixo:

i) D = D% + DY &; + (4/2)DMI® & 450 4 L.

R VN DI R - o N F PR
onde a soma sobre indices repetidos ¢ subentendida, € definimos as
coordenadas do pdmero D como D82 = — pY2IS, desde que
éjijz = - §J2J1' Nos outros 5ubespaca§ também vamos acompanhando o
sinal dJdas comrdenadas de acordo com m.sinal dos multiversores da’
base. Tal expediente requer dividirmos cada componente (ou  soma)
nias subespacos RaX por (k!), onde kK é a gradungfo do sithespago.

E conveniente em espacos ndo euclidianos introduzir a hase re-
ciproca (€'}, onde os 8''% gatisfazem a condig¢lo:

2 €'.8; = $i; , onde §i; = 4 se i=j, ¢ @ nos outros
casng, € o delta de Kroenecker usual.

A base reciproca como construida aqui estd associada a0 mesmo
espaco de base, & nado deve ser interpretada como estando associada
a algum outro espago distinto, sendo apenas um recursc de lingua-
gem. Para distinguir a base natural da base recfiproca, devemos re-
presentar os versores da base reciproca por superindices. s verso-

. .
res da base natural continuar3o. a ser indicados por subindices.
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E conveniente Fazer o balanceamento dos indices em espagos nio
enclidianos, de modo a valer a convengio da soma’ havendo um subin-
dice igual a um sﬁperwfndice a soma & subentendida.

Um vetor qualquer de E" pode ser representado tanto na base
ariginal {éj} quanto na base reciproca (&%), isto €
K v = v éJ = vy &

A representacgio dos vetores (e também multivetores) por compo-
nentes como acima esclarece um fato essencial: os vetores sa0 obje-
tos absolutos, nio dependendo da base escolhida para representa-
los. assim, se nudarmos a base do espago por meio de uma aplicagan
linear, as coordenadas dos vetores devem mudar com a inpversa da
aplicagio linear entre as bases, a fim de que os vehores peFmanssan
invar iantes frente a mudanga de base. As coordenadas que se trans-
formam de acordo com 0% versores da base reciproca 5820 Cchamadas dea
coordenadas contravariantes (v¥) e as coordenadas que se btransfor-
mam com a inversa da transformag8o dos versores da base reciproca
afo chamadas de coordenadas covariantes (VJ). Dbhservamnos que ags o
ordenadas contravariantes de um vetor sfo obtidas efetuando-se o
produto interno entre o vetor ¢ o correspondente wersor da base re-
ciproca, ou seja, temos que:

4} vy = y.e?
pois, por detiniglo &’.&; = S‘J

Pefinimas o tensor métrico segundo o produto interno dos veto-

ree da base do EU, com as componentes na forma covariante dadas

pelo produto interno dos correspondentes versores da base natural:
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Com o auxilio da bhase reciproca podemes escrever as componen—
tes contravar iantes do tensor métrico:
5 ) Gi? = 8.8/

0 tensor métrico é usualmente representado formando-se uma ma-
triz  auadrada, naXn, indicada por CGI, com suas componentes dadas
pela  equacRo acima. A matriz assim construida & simétrica, pois o
produto  interno entre dois vetores € a parte simétrica do produato
geandtrico. Além disso, trabalhando com bases ortogonais o tensor
métrigm assume uma forma diagonal, isto &, os elementos de mate iz
LG sR0 nulos se %),

0 produto internoc de dois vetores pode ser representado como:

b

Y a.b = a

2..87 = al b, = ai b,
b; €;.€ at by SI al b

De outra Tarma, podemos também escrever:

Hh) Aab = al b éi'é,j = al bt Gj‘_j = al IJi

Notamos entfo, que o tensor métrico faz o balanceamento de in-

+
dices, o seja transforma as coordenadas contravariantes em cova-~
riantes € vice-versa, de acordo com a seguinte regra’

Tad . ad = BYF oA, ou a; = § Al

i " J Ji
A Base reciproca também pode ser construida a partir do tensor

nétrico pelo mesmo processo utilizado para as coordenadas, isto ¢€:

Fh &' = gti éi

ﬁnalogamehte aps versores € as respectivas coordenadas, 0%
nalt iversores dag bases reciprocas dos subespagos Ra® sio  também
relacionados & base natural pelo tensor métrico, assim também sendo
as coordenadas contravariantes € covariantes dos multivetores.
Ilust ramos as situagmes que podem ocorrer para 0 caso das coordena-
das de rim bivetor, quie poade ser exMPpresso  coma.

&) 28 = Bt & . = BiJ g, = B, &, = B;; &



Pdg. 38

As diferentes formas das coordenadas do bivetor B est8o rela-~
cionadas pelo tensor métrico através das segnintes expressoes:
) Bid 36ir Br_ch;Js BiS:Gir GJS Br's

Mostramos abaixo alguns resultados para o produto geométrico
entre multiversores. Tais expressoes e alte}nativas s5o muito uteis
nas aplicagdes. Inicialmente, observamos que trabalhando com bases
ortogonais, o produto geométrico entre o0s versores reduz—$e a0 peo-

duto exterior, isto &:

199 €i8; = @;~8; = &;;, = - &j;; ou €,.8; = 0 , se i%j.
Por outro lado, temos que:
14 €;j = eiAeJ = &; se j=j.
Em geral, temos que:
o A &, e 3. - - S H N 5. o .Y a . 4
i é;e; Gy + €;; i ou: e, & El + &,

A- seguir mostramos alguns Fesdltados do prndutﬁ geométrico en-
tre multivergoreﬁ de menor graduagfo. Esses resultados podem ser
obtidos usando-se a associatividade do produto geométrico (escreva
éJk = éJék, para ,jfk), e a expansio para o produto geométrico en-

tre um vetor & uma l8mina (Teorema I, eq 1%, &§2).

13a) i€ = Gy & - Gy &) ¢ & 5,

13b) g‘Jéln\rl = G €an - G im &1 Gin Eim * éJlm“

i4) éijémn a= éi(éjémn) = tres multivetores componentes
14a) €ij8mn> = &y &y = B, Gy - B, Gy,

i4b) (éijémn>2 = Gjn € - Cin €im ~ Bim €in * Gin éJm

i4c) C&ij€un’gq = € r&y, = € jmn

Os resultados para expressoes envolvendo tanto os versores da

base natural quanto os versores da base reciproca podem ser obtidos

dos resultados acima através da substituicEo conveniente das compo-

nentes do tensor métrico pelo delta de Kroenecker.
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Agora mostramos como se relacionam as coordenadas de multive-
tores que 80 0 produto de outros multivetores para Casos em que  a
gradua¢gio dos objetos envolvidos € baiva. Seja F um bivetor resule
tunte do produto exterior entre os vetores a ¢ b. Entlo, temos gue:
2D, Fid = aip? - adpi , se F = asAb.

Fara o vetor v, resultante do produto interno entre o vetor u
e o nivetor F, isto &, se:

i) o= R, entfo: i o= Py onde v & u 8o vetoares.

Jj o’
¥ por  vezes Util trocarmos a ordem dos versores no  produto
;ﬁumétricm. LTeso pode ser Feifo, no caso do produto entre vetores
usando-se o fato que o produto interno € a parte simétrica do pro-
duto geometrico, isto é:
177 ah = 2a.b ~ ba
Para inverter o produto geométriqo entre um vetor € um bive~
tor, podemos esCrever:
1872 aF = @ga.F + Fa
Detinimos a unidade pseudoescalar da dlgebra, indicada por I
matusculeo, commo se segue:

199 I = &¢oq_ . (L/n1) €413293

.n R WX TRRNTY

onde definimos €1442_ 97 conp o permutador de  1,2,3,cee, -

Ma Fforma contravariante, ele € {(por defini¢80) +1 se o ndmero de
inversdes (também dito permutagSo) na ordem fundamental (1,2,3, ...,
n) € par, e ~i se o nimero de inversies ¢ mpar. Assin, temos gque:
R@n) €t23, .0 = 44 , e também:

230 €247, .0 = -§
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Considere uma r~lAmina, A formada pelos vetores Ag:8a, 0e e,

r» [
a,.. Entdo, observamos aque a definigEo do permutador de 123...r ex-
-

Pressa as permutac&ies dos vetores na E‘HP!‘"E‘SS:‘?{O Para ﬁl’" ou geja’

24 eJ{JﬁJ:!--_Jf‘ ﬁr

Fat ajiajz.,.aijr

Vamos agora enunciar & demonstrar um resultado de grande bt -
lidade nas aplica¢ides, pois ele simplifica em meito o Teorema |7
eq 3, §3, nb caso em que um dos Ffatores & um pseudoescalar.

Teorema III: o produto geométrico de um niimero gualquer da dlge~
bra por um pseudoescalar reduz-~se ao produto interno.

Para a demonstracio consideramos o profutc de um pseudoescalar
indicado por P, por uma 1amina. Iniciamos notiando que Para o  caso
do praduto com vetores o teorema € trivial, desde aue os pseudoec-
calares s8o0 os elementos de maior graduacio em R,- Considere agora
o produto de P com uma 2-18mina, AQ, formada pelos vetoreg a e b
Assim, temos que:
2e) AnP = abP = albP) = a.(bP) + aa(hP)

Agora, o primeiro termo no dltimo membro da direita € sinples-
mente o produto interno entre a 2-18mina ﬁg e P C(eg &, 83, isto &
a4y a.(bP) = aJth.P) = (ab).P = Ag. P

0 segundo termo € nulo, pois temos que {(gq 20bh, %H3):

24) an{hP) = (a.b)P = @
desde que a € b s3c0 ortogonais entre si, por hipotése.

Tendo demonstrado o teorema pars 05 Casos €m GUE O NUREro & unm
vetor ou uma 2-1amina, o caso geral é feito por indugfico. Supomos
que o teorema seja valido para uma r-18mina, isto &, Al = A LT,
e vamos mostrar que ele & vdlido para uma (r+{)l8mina. Para (%50,

consideranos uma (r+i)la&mina formada pelo produto geométrico entre
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um  vetor, v, e Ar, sendo que v € ortogonal a taodos os vetores gque

COp e Ar (portantao, vﬁr = vﬁﬁr). Agora, consideramos o produto

grometrico entre vﬂr e I, cujo desenvolvimento € dado por:

i

28) (vA )1 VAL TY = w (AT o+ VALALTY

Seguindo a argumentaclo aque estavamos dando, o primeiro termo
¢ o produto interno entre vﬁr e I, pois por khipotése o produto
geomcebtrico entre A. e 1 ¢ igual ao produteo interno, isto é:

263. velfip. 1 = walALLT) = (vAaA LD = (vA ).

0 segundo terms @ nulo, pois pela e€q 20b, 83, temos que.

272 _ vACALT) = (v.A T = @
& portanto o teorema esta demonstrado.

Considerando o produto geometrico da unidade pseudoescalar por
um nitiversor da base de Rn, o teorema III pode fdcilmente ser vi—
sunlizado através do seguinte raciocinio: como a unidade pseudoes~
calar ¢ formada por todos os versores da base de Ef, podemos €s-
crever o produto da unidade Paeudoescaiar pelo k-versor ajijg...Jk'
comng sendo o quadrado deste k~versaor multiplicado pelos versores de
Ef distintos dos versores que formam o k~versor, bastando reorde~
na-los convenientemente.

Como consequéncia do teorema, obtemos gque o resultado da  mul-
tiplicag®o de um r-vetor por um pseudoescalar ¢ um (n-r)vetor, &
vice-versa. Assim, podemps definir uma dualidade entre os subespa-—
¢ns  Ro* & Ra""K através da multiplicagio dos elementos de um
oo subespago por um pseudoescalar, denominada naturalmente de
dual idade por psecdoescalar. A dualidade exposta acima deve ser
entendida do ponto de vista da algebra linear, isto é: o0s espacos

vietoriais Ral € Ra™ ' sio isomorfos (note que o5 subespacos

Rnl e RaD77 tem a mesma dimensio).
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Nos proximos pardgrafos, onde estudamos as algebras de Pauli o
de Minkowsk i, estudaremos em maior detalhe a dualidade pela unidace
pseudoescalar, que serda muito dtil na formulagio da Eletrodindmics,
principalmente na representacio do campo e}etromagnétéco, facili-
tando em mauito os calculos.

A dualidade por pseudoescalar exposta acima, corresponde G
dual de Hodge encontrado na dlgebra exterior (ver apéndice III).

€ interessante observar as propricdades de comuttaglHo do prodit-
to geometrico entre um pseuwdoescalar € um r-vetor. Do teorema 11T,
e da equacio 17, £4, segue que:

28) IAa, = (~1)yFin=d g g
onde n & a dinenslo do espago de bhase associado a Rn.

Ent&o, se a dimensio do éspaco de base for Fmpér (Ccomp No Caso
da 3Algebra de Pauli, ver capitulo IIS os  pseudoescalares  comutam
com qualquer elemento da dlgebra, enquanto que se R ¥or'par Coono
na algebra de Minkowski), comutam com multivetores de graduagio par
{ezTementos de Rn*) e anticomutam com multivetores de graduaglfo m-
par. Note gque 0% pseudoescalares sempre comubtam entre si.

£ conveniente tambeém analisar o gquadrado da unidade pseudoes-
calar, que & igual a * 1, o ginal dependendo da dinensio do ESPALO
de base e da metrica adotada. Iniciamos escrevendo 12 como abaixo:
29) I? = (~g)NMtR*e/2 1 14

Agora, ¢ facil ver que: I It = +1, em espa¢os euclidianos.

Em espagos de base com assinatura métrica r,s onde s indica o

nimero de vetores com quadrado negativo, temos que

30) I It = (~4)¢
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CAPITULD II: ALGEBRAS FUNDAMENTAIS

Neste caltulo particularizamos o etudo geral do capitulo an-~
terior. Algumas dlgebras associadas a espacos de baixa dimensHo sHo
herm  conhecidas, como a dos complexos(8i.i) ¢ a dos quaternions
(52,37, outras nBo, como a dos pseudocomplexos (81.2). Também, en-
contramos as relagoes satisfeitas pelas matrizes de Panli natural-
mente na Algebra associada ao espaco euclidiano, € por isso denomi-
pamos-a algebra de Pauli (89). Dentro dessa dlgebra encontramos uma
subdlaebra muito conhecida: a dlgebra vetorial. Por fim, estudamos
a dlgebra -aue mais nos interessa, a alaebra de Minkowski (810), as-
so¢iada  ao eﬁﬁacmwtempo da relatividade restrita. & parte de suas
particularidades, as dalgebras aqui estudadas se enquadram perFeita“
mente bem no esauema algébrico desenvolvido no capitulo I.

No primeirg pardgrafn deste capitulo fazemos um  levantamento
geral das alasbras de baixa dimensio, e introduzimos o conceito de
inonorfismos entre duas dlgebras. Juntamente com a noglo de subal-
giabra par, o conceito de dlgebras isomorfas permite que nosso es—
tud@ e desenvolva de maneira gradual.

Parte do material aqui abordado pode ser encontrado nas se-

guintes referéncias: [He®l, £8a%], LGrl, (He%1, CVel, [SaFl.
84. ISOMORFISMOS

Isomorfismos entre duas algebras € definido em termos de uma
arlicagfo, tal que essa aplicaglo estabelega uma correspond@ncia

entre os elementos de uma dAlgebrs € os elementos da outra dAlaebra,
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e além disso, preserve o produto, ou seja, as dalgebras Ei € Cg s8¢0

isomortas se existe uma aplicagHo &

ia) & Cy ——> Co , tal que & & invertivel e também vale:
ih Fluy) = €GOy, para qualquer x,y pertencente a Cys
e B4 (nTiyTe) = oxy

I3

onde =% = &), e y~i ().

Quando nos referirmos a isomorfismos entre dlgebras de O ¢-
ford, entgndemoa que o praduto a ser preservado pelo isomorfismo &
o produto geométrico. Isomorfismos entre algebras de ClifFford e
quer  como condigdo basica, pecessdria mas nio suficiente, que as
dlgebras tenham a mesma dimensio, pois se elas sio isomorfas, 0 es-—
pagco wvetorial a elas asﬁmaiadqﬁ tambén sio isomorfos do ponto de
vista da algebra linear.

Ressaltamns que os isomorfismos entre dAlgebras de Clifford nfo
necessitam preservar a graduaﬁﬁo dos elementos entré as algebras, =
como  veremos a seguir em geral nlo preservam. Meste 1iltimo caso,
todas as operagdes existentes em uma das dlgebras que dependam  da
graduagio dos nuimeros nBo tem uma correspondente natural na  outra
dlgebra. Segue como corolario bdasico deste fato gue duas  algebras
isomor fas nem zempre tem as mesmnas subdlgebras par (vide por 2 IE T
plo, 87), desde que o conceito de subalgebra par estd  estruturado
sobre a graduag@o da dlgebra (¢ a subdlgehra gerada por todos ele-
mentos de graduaglio par, vide 83, e¢gq 4). Obviamente, deve ser pos-
sivel definir em uma dAlgebra operacoes induzxidas por operaches
existentes em outra Algebra isomorfa a primeira (vide por exemplo a
defini¢cio de inversfo expacial na algebra do espaco-tenpo, neste

capt, 81{@).
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Outra consequéncia deste Fato, € que quando Fegraduamos a
subalgebra par, Rh', isto €, a representamos por uma algebra de
Cliftford isomorfa a ela (ver tabela II mais a frente), indicada por

*Rn"i* as operagoes existentes em R como por exemplo inversio e

-
n »
FEVEFSA0, NEn Seupre correspondem as respectivas operagres existen-
tess  em *anj. Em particular, os produtos interno e exterior s

tentes em R, T e %R nao levam ao mesmo resultado. Em geral, g

no -4
merte o produto geomdtrico ¢ preservado, assinm cono requerido para
o isnomor fizmo entre Rn* e *Rnwi'

No &7 & 88 deste capitulo, mostramos que as dlgebras R@,i e
RO,E Ao somorfas aos complexos € aos quaternians, respect ivamen--
tﬁ,. indicadoﬁ.pnr C e H. Além disto, devemos usar a seguinte con-
vengao para algumas das outras dlgebras apresentadas na tabela I{

Ry @ = P (dlgebra de Paunli? Ry ¢ = (dlgebra de Majorana)
Ri,a = M (dlgebra de Minkowski) Rgq, g =D {dlgebra de Diracg)

A5 Algebras P e M SETﬁo eslutdadas nos 89 € $1@ deste capitulo.
As  dlgehras de Majorana e de Dirac ni3o ser¥o abordadas neste traﬁ
balho (ohservacido: a refer@ncia bdsica para esta tese I'He®l deno-
mina a dlgebra de Minkowski de algébra de Dirac, denominacfo j3d re-
vista pelo priprio autor em CHed1).

Fazemos aqaui uma obsevacio: os Fisicos nEo distinguem, por
desciida, as formulaghes feitas adotando-se métricas diferentes no
espago-tempo: alguns utilizam a métrica de assinatura +2 (Majora-
nal, enquanto outros utilizam a métrica de assinatura -2 (Minkows-
ki), Nmtémos que a dlgebra tensorial, associada alum espago veto-

rial, é independente da métrica adotada no espago vetorial. Entre-

tanto, as dlgebras de Clifford dependem da assinatura métrica, e en

*
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particular, as dlgebras de Minkowski e de Majorana nfo sZo  isomor -
fas (vide tabela I).

A dlgebra de Majorana é muito usada pelos fisicos considerando
o tempo como um nduero complexo imsgindrio puro. Esta consideracio.
Juntamente” com a adogio da norma euclidiana usual no RY, resulta
na norma de Lorentz-Majorana, isto é, considere um vetor quadeidi-

4

Cit, %), a norma eucidiana do vetor x &:

i

mensional

Pt

~

2) [t 2 = City® + N2 o - t2 ¢ 3{12 + }-:222 + 3-{:32
que € a porma de Lorents associada a métrica de Majorana (=, 4, 4,0,
0 estudo das diferengas obtidas usando-se métricas distintas
para o espago-tempo estd ainda em aberto, mas € um ramo de pesdquisa
proeminente na Tormulagio das teorias relativistas. Adotamos aaui =
métrica de Minkowski (+,-,-,-) por acharmos mais natural. A parte
dag diferen¢gas entre as métricas de MaJaréna e de Minkowski, a e~
presentagcio complexa da componente temporal & tida por nds como  wm
tanto artificial. Livros mais modernos, ¢ mesmos 0 reeditados Ly g
de_EJa] e CLLY) tem adotado a mesma postura que a nossa.
Apresentamos agora um resultado gue estabelece rsomor fismos en-
tre algumas Algebras de Clifford, coroldrio das equacfes % € &  que
estabelecem as subalgebras par.
32 Teorema: Rp.q q € isomorfa a Rg.g,p (p ou g i)

Assim, temos gue (isomorfismo indicado por ™)

Rp,o ™ Re g Ry,n ™ F Ry, 0 ™ M
RQ,Q | Ra,: ~ D R:.;}@ ~ Ri,4

Além destas relacdes, sHo também validas as seguintes rela-
ghes, nHo enpauadradas no teorema anterior (ver CVUWI ou [Sadl):

4) Ro, 4 ™ M Rg, 5 ~ D
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De posse destas relaghes de isomorfismos entre as dlaebras,
podenos classificar as Algebras de acordo com sua dimensioc & assi-
natura metrica, como exposto na tabela I dada a seauir {(para sim-
plificar escrevenos RE,@ = | Ri,4 = N; & também Ri,@ = F).
Tabela I: isomorfismos entre algebras de Clifford de acordo com
sup dimenslo € assinatura métrica.

Y] R

0,9
o R
i F c
o £ E H
-3 P Ro v P Ro,n
4 M J J M M
5 N D R3. o D N ‘D

G hrago esquerdo da tabela € a direglo de p crescente, enquan—
Lo que o braco.direitm ¢ a diregio de q crescente, na mesma linha.

[1hser vanos que a algebra inicialmente abordada porr Clifford
foi R@,B‘ conhecida como a algebras dos biquaternions (ver referén~
cias histdricas).

Para abordagemn das dlgebras de Cliflord por teoria de Grupos
ver CVeld, CUWD & [Saql.

01 estudo das subdlaebras par ¢ de especial interesse, pois as
dlgebras apresentadas est8o relacionadas por este conceito. Assim,
o cankecimento de algumas propriedades de uma estrutura maior (Rn)
pode ser inferido do corhecimento das propriedades correspondentes
na estrutura menor (vide por exemplo, o0s estudos do capt IId.

Um teorema que diz quais algebras de Clifford sfo isomorfas as

subdlgebras par de outras algebras pode ser encontrado em C[Vel, e

£
relata que:
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D) a subdlgebra par de Ry . ¢ isomorfa a R
} ' .

q P, a4

é) & subdlgebra par de R ¢ isomorfa @ R

P,q9 ChF’_“"i

onde os (ndices que fornecem a assinatura métrica sXo inteiros po-
sitivos, incluindo o zero.

Como  coroliario das €98 5 & &, temos aue as dlaebras R, . &
. PJ\.‘

Rq p tem a mesma subdlgebra par.
. W&

Gbhaservamos entio, gue apesar de nio ﬁereh isomorfas, as  alge-
Bras de Majorana {RB,i ouw J) & w algebra de Minkowﬁki_(Ri’S ou M2
tem a mespa subdlgebra par gue ¢ a dlgebra de Pauli, Ry g ou P No~
tammé enfr&tantn, que = sybélgebra par da Algebra de Dirac ¢ &8 &1-
gebra  de Minkowski que n¥o & isomorfa a é1gebra de Majorana. Este
resultado sugere que a élgebra de Minkowski éeja mais convenienta
dao que a algebhry de Majoraga para a foraulacio das teorias figicas,
referendando aﬁﬁig nosso ponto de vista.,

U& levantamento das subdlaebras par das dlgebras de Clifford &
dado na ﬁéguintﬁ tabela. |

Tabela I1: subdlgebras par, Rp,q'f conforme dimensio e aﬁginéw

tura métrica da algebra inteira, R Apds tabela I.

B,q"
no _ _ Ry g )
° . | - R
$ R R
2 L C F t
3 CH £ - E M
4 Ro,a P R2, ¢ P Re,a
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£7. ALGEBRAS DE CLIFFORD BIDIMENSIONAIS

Anal isaremnos agora as algebras de Clifford associadas ao espa-
o wvetorial real unidimensional, com normas distintas (4.0
£ EP-4) . dpesar das espagos de base serem i(somorfos (do ponto
de wvista da dlgebra linear), as Algebras de Clifford associadas a
EP fe EY-0 nfo slo isomorfas.

Para o estudo de tais dlgebras, vamos wtilizar outra norma,
denominada norma pelo conjugado, ao invés da norma introduxida an-
tariormente, deritvada do produto escalar (norma pelo reverso),

Ao estudarmos algebras associadas a gspago  de bhase wanidimen-
sionais, 0 versor do espaco de base € -identificado com a un}dade
paeudoescalar da dlgebra. Assim, vetores confundem—-se com psendoes-
calares. Nio devemos utilizar a base gecfpkoca, ¢ também nRo serad
MECeEsario a utilizagado de indices, desde que 0 espaco de base &
unidimensional .

Cbservamos tambeém gque no estudeo das algebras ﬂe Clifford bidi-
mensionais, o produto de Clifford é comutativo, pois o produto geo-
mtrico entre vetores reduz-se ao produto interno. Ressaltamos que
o praduto fundamental & o produto geométrico, € na gue se segue nlo

vamas nos referir a outros produtos.

£7.1 ALGEBRAS DOS COMPLEXOS
& alaebra de Clifford associada a £9¢%  gerd identificada
com a algehbra dos complexos, o que deve ficar claro da exxposicRo =&

seguir. Deste modo, a unidade pseudoescalar, um vetor unitdrio, se-
L]
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ra denomiﬁada unidade imaginaria, e serd representada por i. Um nd-
nero complexo qualguer tem uma componente real (escalar) € uma com—
ponente imaginéria (pseudoescalar), & pode ser escrito comn;
i} = = M+ 0y, onde e y s30 escalares.
Assumindo a representagiio acima, o produto entre dois niumeros
quaisaquer da dlgebra é dado por:
&) Zygn = (wg + iyg2(sip + FYn) = (xixa " Yg8n) o+ i(¥152 + Yy
Entﬁo,. o produto geometrico em R@,i € simplesmente o produto
entre numeros complexos, referendando nossa denominagio anterior .
Em particular, o quadrado de um ndmero complexo € dado por:
cH 22 = (u® 4+ y2) + 2wy

Definimos a operaglo de inversio (ou conjugacio), indicada

pov %, da maneira usual (eq 1, §4), ou seja, CONJUIRGEHED inverte o
sinal dos vetores da base. Assim, o conjugado de = & dado por:
47 - Z* = ¢ - iy , onde T = x + iy

Assim, a operagio de inversio (ou conjuaagia) produgy simﬁlmg~
mente o condugado complexo do nimero, COmo érs de S8 BESPperar.

0 produto de am nimero pelo seu conjugado, & dado por:
5) rd -1 I Y T
que ¢ um escalar positivo. Assia, deftininogs a HOrma para 0% compie-
%0% através do produto do numero pelo seu conjugado, isto é:
&) Pl ? = gxr = 32 4 g2

A norma assim definida € denominada norma pelo conjugado, @
reproduz a norma edclidiana dentro dos complexos.

Como & bem conhecido, os complexos formam uma dlgebra de divi-
%d0. 0 inverso de um numero =, € indicado por =~%, e & dado por:

7) z 4 = zw/1z1%®



£7.2 PSEUDOCOMPLEXOS
aAbordanos agora a algebra dos pseudocomplaxos, associada ao
espact de base EY/9, indicada por F. A unidade pseudoescalar se-
ri indicada por O, e temos que T2 = +1.
Um numero adalguer da dlgebra F, indicado por g, tem uama com-
ponente escalar & uma componente pseudoescalar, € € escrito como:

g) g =

e
-

+ Yy , onde M e y pertencem a R.
0 produto de dois mineros aquaisquer da algebra resulta em:
S Qo = Gig v TyydGing + Tyad = Gigun + Yidn) v Tlxgyn + ygxo)
Defintmos o conjugado espacial de q, indicado par g%, cono:
1@). _‘ 2% w2y e Ty
A norma pelo conjugado no caso dos pseudocomplexos conduz A
norma de Lorentz, jsto &:
£1) lgl? = qgrg = x? -~ y?2

Observamnaos que o escalar obtido da norma pelo conjugado pode
HE tguanl a rero, para isto basta que x=y. L5850 nos sugere que o8
puneudoconplexos nio formam uma dlgebra de divisso.

Introduzimos agora o conceito de divisibilidade seccional. A
idéia € classificar os elementos de F de modo que para ceétag clas—
ses deles a exi;t@ncia de inversa se)a assegurada.

Ll  epseudocomplex é cdita tipo luzr se (xi=Q, tiro tempo s
10 e tipo espago s€ 1zl{@. Para os pseudocomplexos tipo lur ndo
ha inversa. Para os pseudocomnplexos Tipo tenpo a inversa existe, [
¢ dada pof:

12} w74 = mw/lwd, Cl=f>0)

Claramente, a inversa satisfar zz™% = 79z = +4.



§8. ALGEBRAS QUADRIDIMENSIONAIS

Vamos agora estudar as dlgebras de Clifford associadas aos o5
pagos de base bidimensionais, F2:.0, Ef-4 o 0.2, A caprac-
teristica comuﬁ dessas dlgebras, além da dimens8o, & que os vetores
ant icomutam  com 0% pseundosscalares, desde que o0s pseudoescalares
s bivetores nessas dlgebvas, e o produto entre um pseudoescalar e
um vetor & o produto interno, que no caso & anticomutativo. Assim,
cmnaide?ando uma hase de vetores ortogonais, o0s vetores e o8 pseu—
dme&c#lar@& construido a partir do produto geométrico desses veto;
rs focmam am conjunteo de tres elementos anticomutativos. Esse &€ um
dos fatos gruciais na andlise dessas algebras. A escolha das métri-
casn  diastingue as ﬂlgebraﬁ{ selecionando a dlgebra dos quaternions

~Lonn sendo a ﬁﬁica aAlgehbra entre elas que constitue uma dlgebra de
divisao, ou seda, para qualaquer quatéknion griste e & dnica a in-

versn, no sentido usual.
88.1 A ALGEBRA DO PLAND EUCLIDIANG

A dlgebra de Clifford associada aos vetores do plano euclidia—
no. F2:49 gerd indicada por RQ}Q. Eacolhemnos uma base ortonormal
para £2:0  dada pelos versores €y € €5, que obedecem as seguin-
tes relagies:

i) E‘iz = +1 €n? = +4

2 Eya€n = @ i ou equivalentemente: €580 = — Ep@yg



A unidade pseudoescalar, indicada por i (note que i anticomnuta
com vetores) € definida comno:
35 i o= egen e satisfas: Ps o= -1

€ trivial mostirar aue a subdlgebra par de Ra,e ¢ isomorfa aos
complenos.

Os resultados para o produto entre um dos vetores da base & =&
unidade pseudoescalar podem ser calculados como Se Segue:
4} P&y w‘(eiea)ei HoEgepEy S ei‘eg = @

Analogamente, decorrem as relagies abaixo:

Sa)d €'1| = eg iE?;) == ej.
Sh E‘jl mooe E‘i IE?Q = - E‘p[

Notamps que os elementos ﬁi,eg,i nfo sao ciclicos. Tam?ém, en-—
quanto os vetores tem quadrado positivo, & wunidade paeucdoescalayr
am quadrado negat ivo.

NZo vamos analisar na dlaebra do plano euclidiano a nogie de

divisibilidade, pois Ry 4 (& também Ry 4} nos interesss como Aalge-
T ) L N

bra, e nip como subdlgebra de uma dlgebra de dimensio maior.
£8.2 A ALGEBRA DO PLANDO DE MINKOWSKI

A dlgebra de Cifford associada aos vetores do planao dg HMin-
kowski, EY+9, serda indicada por Ri,i' Umna base de vetores orto-
naormais para EY+', indicada por {dgy» 91} gatisfar as seguintes
relagiies:
ba) 942 = -1 g, 2 = +1

éh?

la)
[
L3
L
Q
Hi

® ; ou ' 948g = 7 9,84



A unidade pseudoescalar em Ry 4 sera indicada por &} e ¢ dada
por
7 T = g49, i e satisfaz: T2 = 44

g€ trivial verificar que a subdalgebra par de RQ,@’ gerada pelos
escalares € pseudoescalares, ¢ isomorfa a dlgebra dos peeudocomple~
HOIE estudada no B7.2. Note aue o pseudoescalar no plano de Min-
kowsk i tem quadrado positivo.

Hs segnintes relaghies 8o Tacilmente veriticadas:

Bal Fgyg = =gy Tge = = g0
Gh T'ey [ gc, (]"go = g §
- Yamos agora construir explicitamente uma correspondéncia entre

o5 elementos de Ri,i e ot ¢#lementos de Kp o aue estabelega 0 iso-
mar Fismo  entre as dlgebras, isto €, preserve o produto geometrico
como  exposto no 86. leso & facilmente verificado para a seguinte
correspond@ncia:
?3 o €y gy = | - 9o * o

Note que U2 = @42 = 44 e também: Yp® = es? = +{, enquan-
to auge 912 = (% = ~f, Todas as demais relacées (equaghes 3 e 5 e
as oorregspondentes 7 e 8) si3o preservadas pela correspondé&ncia aci-
P4 Notamos que se as relagdes para o praduto entre os elementos
das bases sio preservadas, o produto entre dois nimeros quaisquer e

proservado, e portanto o isomorfismo esta estabelecido,

£8.3 QUATERNIONS

A &dlgebra de Clifford asssociada aos vetores do plano eueli~

diano com métrica negativa, E%+?, gerd indicada por H, € é re-~



conhecida como a dlgebra dos gquaternions, isto &, uma algebra for-
matlas por tres elementos de gquadrado newativo, que anticomutanm en-
tre si e sBo ciclicos, além de uma componente escalar. Como & ben
conkecido, os quaternions formam uma alogebra de divisio, e esce re-
sultado serd reobtido aqui explicitamente, onde apresentamos a  in-—
versa de qualquer elemento.

Uma base de vetores ortonormais para E9.2, (vi,vpd satisfay

as seguintes relagoes:

1&al Viz = - . ng wooe-
féb) ViaVn = € , ou equivalentemente: VyVn = = vavy

ke

A unidade pseudoescalar dos quaternions, indicada por Vo
dada por:
41) Vg = v4Vvn i & satisfaxz: va? = -y

Nio serd posteriormente explorado, como no caso do estudo das
outras subdlgebras par aproveitado no prdvimo pardgrafo, mas desde
que a unidade pamudoé%calar nos guaternions tem quadrado negativu}
deve ser claro o isomorfismo entre a gubdlgebra par dos quaternions
& o0 complexos.

As  relagres satisfeitas para o produto geomdtrico de um  dos

vetores da base por Ve SAD !

12a0 ViVg o vy Vavag = T VgVp
b e —
£2hb 3 VBVi = ‘JE VEVS = Vi
Notamos entio, que em geral:
13) Vi ® Vv i para i,d.k ciclicos, e também: v;2 = -t

A equacio acima mostra a completa equivaléncia entre os ele-~
nentos VyrVo, vy da base dos quaternions. Algebricamente eles  sa0

indistinguiveis.



Deive-nag repregsentar um quaternion gqualquer como a soma de un
escalar mais um “vetor™ tridimensional, ou seja:
14) g = x + a ; onde a = quJ, e i pertence a R.

Note que a? = - z; qu %o,

.

Assim, o produto de dois quaternions quaisquer & dado por:

15) g = (x + a){(y + b} = xy + ubh + ya + ab ;
Desde que o produto de dois elementos v, e v ¢ dado por:
14) Viv = DiJ + eiJk Vi i segue que’
173 aﬁ = a.b + akb
‘onde aXb = eiJk a; bJ v ¢ & portanto podemos escrever:
18 aqr = w4y + a.b + =b + ya + arb

A representacio de aquaternions acima exposta € conveniente pa-
ra construirmos a inversa. Ubsévamoa inicia]mehte quUE a co&pnﬁimﬁm
da operacio de inversfo com a reversio em H resulta em:

19) (gtrx = . yx - q’vj = 1 -~ a

Assim, notanocs que a parte escalar permanece ina;teréda,' ey
quantco que a componente “vetor® tem seu sinal invertido. ﬁnaliﬁanﬁm
a tTorma do piroduto (eq 18) segue que:

20) (gt = (qtiwg = %2 - a? ; onde a2

Acssin, definimos uma norma positiva definida em H, dada por:
21y bal2 = q(qt)x

Note que lgl = @ se e sdmente se 9=@. Portanto, podemos defi-
nir a inversa de qualqguer guaternion como dada por:

22) q™% = (qtix/taql
Note que apesar do produto entre cuaternions nio sef comutati-

vo, o produto entre 9 & g97% & comutativo, ol seja,. temos aue:

23) qq”~% = q7iq = 4%



§2. A ALGEBRA DO ESPACO EUCLIDIANO: ALGEBRA DE PAULI

A dlgebra de Clifford associada ao espaco vetorial euclidiana
tridimensional (E¥) serd denominada algebra de Pauli, indicada por
P, pois as relagies entre os vetores da base sfo bem conhecidas
quando utilizamos a representacio matricial sugerida por Pauli.

ocolhenos om conjunto ortonormal de vetores para a base do
CHEPAGO, & 0% inaicamos pela lebra grega T (sigma) acrescida do (n-
dice correspondente A direcRo a aue se referem (reservaremos a le-
tra & para indicar os versores da dlgebra de Minkowski, sstudada no
praqimo pardgratol). Desde gue todas as componeptas do tensor métri-
co oem P sfo positivas, € igual a unidade, o0s versores da base recli-
proca sRo os mesmos da base original. Assim, trabalhandeo em P, nfo
devemos distinguir os versores da base original e os da base recl-
Prroca, € devemas portanto usar apenas subindices.

Os versores do E® satisfazem as seguintes relaghes!:
ia) TJ2 = +f i enquanta que: Wi.WJ = -0, s | #j

iy '-TIJ‘ ﬂ"k mo— ':r'k qJ i [N \.i#kn

r

Uma base para o subesspzaeo dos biversores, indicado por P2, 3
dada par:

2 {Fim, Wnn, Tind., onde: &I I AQ .
1:.. c.3 13 ]

N} d

Os biversores satisfazem as seguintes relagies:

Ba) Tj? = TjT0 0 = - €2 @ = -4

3h) Tik -Tmn Skm ®in = fkn Sim

3¢) C @ U0 = 12 00,001 = @
3d) A = @ '
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A pPrimeira igualdade estd provada explicitamenfe. A segunda &
equivalente a eq i4a, 8F. A terceira € um caso particular da eqg
t4b, &9 (veja também eg 22b, 84). A idltima relaclo € conseguéncia
do mimero de dinensdes do espago de base, que nRo permite mulbive -
tores de graduacfo maior do gue tres.

Notamos também que o produto de biversores distintos da base
de P2 & anticomutativo. Antes de mostrar esse resultado, observe
que o produto de dois biversores distintos da base deve envolver unm
tndice comum aos dois, desde que es%amos restritos a tres dimen—
sGes. ASEIm, segue que:

4) Wij qu = ey enquantn-que. WJk'wiJ = o= Oy

Este regultado, Juntamente com a equacio 3¢ merece um pouco
mais de atencHo. Comentamos no fim do 54 que a Alogebra dos comuta-
dores no espago dos bivetores € isomorfa é dlgebra dos comutadores
dos geradores das rotagdes., No espago euclidiano os geradores das
rotagies s80 os operadores de momento angular, gque satisfazem as
bem conhecidas regras de comutagio:

H) ELi,LJ]“ ei.jk I"k

A correspondéncia abaixo nos assegura o isomortismo entre =
dlgebra dos comutadores dos operadores de momento angular & ogs bi-
vetores da dlgebra de Pauli:

6) Ly = ~ 4/2 Unq b = 172 Ty i g = = 172 Uy

A egscolha do sinal & por conveni@ncia, e s serd esclarecida
no procimo  paragrato, onde estudamos a slgebra do easpago—-tempo.
Através das eq 3¢ e eq 4, é fdcil verificar que as relagfes de co-

mut agcio sio preservadas pela correspoqﬂéncia estabelecida na €9 4.
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Ainda quanto as rotacdes no espago euclidiano, como & bem co-
nhecido, os quate?nimns as descrevem de maneira simples. Atraves da
€9 4 de anticomutagio, da eq 3a que nos mostra que 0 quadrado de
qualquer biversor da base de P? & negativo, € da eq 3c que nos
mostra o carater ciclico dos biversores {(exposto claramente na
€q 9, & a correspondente eq &), deve ser claro que a sub’algebra par
da dlgebra de Pauli, Tormada pelos escalares € bivetores, € isomor-
fa =2 dlgebra dos quaternions. VYamos aproveitar essa relag3o entre
as algebras para descrever rotaglfes no espaco euclidiano. Iss0 sera
feito no §12.

A untdade pseudoescalar, indicada pela letra i, sera usada co-
mo base para o subespaso dos trivetores (ou pseudoescalares) P, e
¢ definida como:
7) i = T123 b WiWQTS

Conforme nmostramos no Caprtulo {, §5: teorema 11I, o produto
geomeétrico guando um dos Tatores é um pseudoescalar ¢ simplesmente
o produto interno. Também, desde gue a graduagio da unidade posed-
dosscalar em P ¢ tres, a unidade pseudoescalar (i).comuta com gual-
guer numero da dalgebra de Pauli. Desde que seu gquadrado € negativo
ela  desempenha em P um papel semelhante ao da unidade imaginaria
nos caonplexos.

Podemos escrever a unidade pseudoescalar | como:

8) i = (L/46)y € o

iJk iJk

e por outro lado, o permutador pode ger escrito como:
) ei.jk: I(WRJI) = “lq’le

8 permutacdor (GiJk) ¢ o (psendo) tensor de Levi-Civita. Ha
simente seis conjuntos de valores (ijk) para os quais o tensor de

[
Levi-Civita nS0 é nulo.
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05 seguintes resultados s8o uteis nas aplicaghes:

t0a) i T, e O = 1/2 &5 Ty
10b) i O

Demonstramos a primeira igualdade. Iniciamos escrevendo a wuni-

dade pseudoescalar em termos dos versores, atraves da eqg B:
ie &y = 476 €00 TipneT;

Desenvolvendo o produto interno (ver e i3b, 84), obtemos e

i .= . - s . un e} .

i T 176C€10i T €1in Tin * €imn Tan? 172 €imn Tan
onde para realizar a dltima passagem, usamos o fato de que os (ndi~
ces de soma (indices repetidos) sfo fndices "mudos”, isto &, pode-~
mos designar gualquer letra para esses indices, e usamos também as

propriedades do permutador ¢ efmi = eilm e também €,.. = =~ €. Y.

lin iln
Como exemplo da utilidade dos reasultados acima, vamos demons-
trar uma conhecida formula que relaciona o pseudotensor de Levi-Ci~

vital(pernutador eiJk) com o delta de Kiroenecker ¢ § muito uti-

i)
lizada nas demonstragdes do cdleulo vetorial a qual expressa aue !

JR skn Jn Skm

Inicialmente, escrevemos o memhro da esquerda como (ver egq 9)°
iia) eijk €imn = (i Cpjid i gimn)

Desde que o produto de Clitford & asgociativo, & a unidads
psendoescalar comuta com aualquer ndmero da algebra, temos que.

- ;2 . = i . B :

iib) ! qun ¢:nm WRJI'TImn TRJ' ¢mn

Portanto, da expansfo do produto interno do dltimo membro {(ver
€q 3b) segue a igualdade 11, como queriamos demonstrar.

A relagdo de multiplicacfo dos versores anteriormente expos-—

tas, eq 10b, pode ser posta na forma abaixo (multiplicando & ante-—

rior por i), que & ficilmente identjficada n=a representacio matri-
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cial da dlgebra de Pauli como a relagHo de multiplicacSo das matri-
res de Paul i

i=) Toan = T Tn = €imn

i o, 5 wm#n

Também, as relagies de anticomutagio dos versores da base do
R3 (eq ib), & & condigHo de normalizacio (eq ia), representam as
relacdes satisfeitas pelas matrizes de Pauli, associadas a0s opera-
doves qudnticos de spin. Também, notamos que a unidade pseudoesca-—
Yar  em P, com fodas as propriedades‘ anteriormente desenvolvidas,
reoresenta sinplesmente & unidade imagindria (i?® = -1) utiljizada
na representacfo usual da dlgebra de Pauli, como as fornecidas pe-
los livros textos de mecé&nica quantica.

Outras reltagdes também podem ser identificadas wntretanto{.nﬁm
vanns neste trabaiha desenvolver um apérato que nos permita identi-
Ficar e interpretar as relagoes usuais obtidas para os oaperadores
de spin em termnos da dlgebra ague estanos desenvolvendo.

ate agora fizemoz uma descricio exaustiva das relacfes exis-
tentes entre os elementos da base da dlgebra de Pauli. Vamos agora
real tzar uam @studo intringseco de algumas #ropriedades.

Trabalhando en P temos que o produto exterior de um multivetor
qualquer por ele praprio ¢ nulo. Entretanto, esse resultado nlo se
extende a mimeros quaisquer de P, valendo apenas para numeros conm
graduaGEes def}nidas (mulfivetures).

Qualauer numero (C) em P pode ser escrito como um polinfmio em
mielt ivetores, segundo a forma abaixo:

132 C = 3 + Loy + (Cln + iy
onde » & 4 sBo escalares, € €y e (C)pn s&0 as componentes vetar e

hivetor, respectivamente.
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Tambem, podemos expressar o nimero C em termos dos multiverso-
res dos subespagcos de P, conforme a conven¢io adotada na 85, eqi:
i4) C=x+C0 0+ (4/2) CH O, + iy

onde definimos €Y = — €Y1, desde que Tij =- ;-
Vejamos agora os resultados em P das operagoes anteriormente

definidas. 0 conjugado em P de um numero qualguer da slgebra  (in-

versio espacial, indicada por ¥), quando analisado na forma polino-

mial & dado por:

Ci5) Cx = 3 ~ (G + {Cdry — iy

0 reverso em P, reverso espacial, indicado por & (reservamos

o simbolo * para reversfo no espaco-tempo), de um nimero qual quer

da RAlgebra quando analisado por multivetores ‘componentes T resulta

e
ig) - C&F = ¢ + (C>5 - (Cls ~ iy
- [
Desde que a unidade pseudoescalar em P representa uma duali-
dade entre vetores e bivetores (e também entre escalares ¢ pseu-

doescalares), transformando vetores em bivetores e vice-versa (ver
€qs  10a e 10b), também podemos representar um nimero qualquer da
algebra de Pauli como:
17, C = (st 4+ iy) + ¢a + ib)
onde » € y &0 escalares € a € b sfo vetores., Esta representacio
introduzida para representar um escalar complexo mais um vetor com-
plexo. Tal representa¢lo além de conveniente na formulagio da Ele-
tkodinémica, € meito frutifera para o desenvolvimento de algumas
relacrfies algébricas.

A representa¢io acima da dlgebra de Pauli é reconhecida como a

algebras dos quaternions sobre o corpo dos complexos. Assim como A
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dlaehra de Pauli, tal dlgebra é.distinta da dlgebra dos biquater-
niongs (ver tabela I, 86, e tambédm, [Sa?1) que foram os objetos ﬁns
estudos iniciais de Clifford (ver referéncias histéricas).

Para completar o pardgrafo, vamos estudar a conex=o entre o
produto exterior & o produto vetorial. Para isso, lembramos a forma
explicita por componentes do produto vetorial (conforme definido no
cdlonlo vetorizl) entre dois vetores, a & b, dada povr:

163 axh F EiJk 2 IJJ '-Tk

Notamos que na algebra de Pauli, o produto exterior entre daois
vetores quando explicitado em termos de componentes pode ser egcpi-—
to como (ver.eq 12

L) arh = Ay by T = €ijk i by

Wk

FPaortanto definimos o produt o vetufial cBmo:
20) axh = -~ i{aab) ;i  ou também: arb = itaxh?

Através dessa definiclo podemos obter todas as relacdes usuais
disponiveis do cdleulo vetorial.

A ident ificaglo por componentes tem Sua vantagem: o leitor
avostumado se sentird mais seguro, e de qualquer modo, na  solugio
ns problemas temos muitas veres que explicitar as componentes. A
reducio do cdlaonlo vetorial ao cdlculo que estamos desenvolvendo é
saudave]l dada a simplicidade do cdlcoulo geométrico em queimar eta-
pas em calculos complicados. Além disso podemos construiv uma ima-
gem geometrica das relagfes, que de outra forma ficariam escondidas
sab a artimanha do manuseio de ndices usada na forma explicita por
componentes do calculo vetorial, que é o dnico meio que dispomas
para demonstrarmos algumas relagdes usando o caleulo vetorial.

Vamos agora desenvolver algumas relagics da dlgebra vetorial

pelia dlgebra de Clifford, a +im de evidenciar sua simplicidade.
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0 leitor deve se precaver que apesar da unidade pseundoescalar
comutar com todos os numeros da algebra de Pauli, ela n¥o interfere
no produto interno (ou exterior), conforme ilustrado abaivo:

24) arlib) # i(aab), e também: a.(ib) # i{a.b)
E dtil desenvalver expressies alternativas para o praprio pro-

duto vetorial pela algebra de Clifford:

22a) a¥b = — i(aab) = — (ia).h = h.¢ia?
a22h) a¥Xb = —- j{asab) = i{bara) = Eib).a = — a.lib)

Comecamos mostrando gque a norma pelo reverso do produto ewte-
rior entre dois vetores, que rep?esenta a area do paralelogramoc de-
finido por eles (ver apéndicg I, & igual a norma pelo reverso
(norma euclidiana ao guadrado) do produto vetorial entre os veto-

res. A prova & imediata, pois:

23 HaXbhll = |1~i(asb)t!l = i(aAb)(bAa)(i®)

assin, desde aue i (& (¥ também) comuta com aualquer nimero da 31~
gehra de Pauli, e i(i®) = +1, segue que:

24) ftaxXbil = (asb){(bara) = 1lanabl!

Na prdxima relacSo observamos inicialmente gque a.{(bXc) repre—
senta o volume escalar do paralelepipedo detinido por a, b & ¢,
canforme a algebra vetorial. Desde «que pela algebra de Clitford,
asbac (um trivetor) representa o mesmo volume orientado (veja os
apéndices I e XI), & em P a unidade pseudoescalar (i) desempenha

umi’ dualidade entre escalares e trivetores, devemos ter que.

25) ariac = ifa.(bXe)], ou a.l{bXc) = — i(asbac)
onde o sinal provém da prova abaixo. A prova de tal identidade &
imediata:

26) a.(bXc) = a.C-(bAC).iJ = = (aAbAC).i = - il{arbAac)



ande na passagem da segunda igualdade uwsamos a transposicio do pro-
duto interno no produto exterior quando ainda hd o produto  interno
cop um multivetor de maior graduagfo (ver edqs 12, §3).

PForr  Fim, ident ifTicamos o duplo produto vetorial entre tres
ivetores como abaixa:

270 a(bxo) = ~ a.llisac)

Dessa tdent ificacho decorre imediatamente a expansio do duple
produto vetorial, segundo a expansio para o produto interno entre
un o wvetor e um bivetor, gque € o produto exterior de dois vetoreg
ver apéndice 11, e Teorema I, §2), dada por .

E&ﬁ aabAC) = cla.b) ~ bla.c), ou: axb¥g = hla.c)y - cla.b)

Observamos que tal formula ed pode ser obtida ‘pela andl ise ve-
torial se decompormos o duplo produto vetorial por componentes, en-
quanta que el% emerge naturalmente da Algebra de Clifford através
do Uafﬁnicﬁo do produto interno entre ﬁm vetor & um multivetor.

Gpesar da identificacio entre o produto exterior e 0 produto
vietor jal dentro da dlgebra de Pauli, & evidente as vantagens de se
whar o produto exterior. Tambeém, - fora da dlgebra de Pauli, o produ-
to vetorial n¥Hoe permite generalizacio imediata para espagos  veta-
riads com dimensfo aualauer, sendo uma 'maravilha' (ou um acidente)
canzsuito pelo nidmero de dimensfes (3) do espaco fisico de nossa per—

cepgio inediata.
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§1¢. A ALGEBRA DO ESPACO~TEMPO: ALGEBRA DE MINKOWSKI

Vamos agora descrever as relagdes basicas da dAlgebra de Clif-
Tord associada ao espago vetorial de Minkowski (Ef:2), gue &
construido sobre o €spago tempo da relatividade especial. A dlgebra
assim desenvolvida sera denominada algebra de Minkowski, e indicada
por M.

Antes de comecar devemos Tazer uma COonvencao sobre os (ndices
a serem usados: indices representados pelas letras gregas (%, F,
B, 08 @ Y) podem assumir valores de @ 2 3 (9, £, 2, 3), en-
quaato'que fndﬁce& latinos assumem valaores entre 1L e 3 (4, 2, 3.
Aszsia, quando quisermos especificar, usamos além dos ndices latim
nos o Mdice numeérico zero.

Eacolhemos uma ba?e ortonormal para EY+3 cujos versores se-
rido indicados pela letra ?. Os versorég da base devem satisfarer as

seguintes relagdes:

n

I3

i
s

t£a) €,% = +i ; enquanto que: €|
1hy €h.ev = @; ou de outro modo: EuEy = -~ Sv&a (HA#V)

A base reciproca ¢ dada pelos versores 8%, tal que:
Da) gt év = &Yv ; @ portanto, temos que:

Fa

O = &, i enquanto que: é' = - @

M

el
Dizemos que o vetor &, (ou €%) ¢ tipo tempo, enquanto os ve-
tores &, (ou &K) 80 tipo espago. A componente tipo tempo de um
vietor em ﬁ ¢ chamada a componente temporal do vetof, gnquanto que
as componentes tipo espaco 8o chamadas componentes espaciais. ﬁ.
denominagdo acima pode ser extendida para multivetores em M, com as

devidos ajustes,
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A Adlgebra de Minkowski tem dimens30 igual a deresseis. 0 si-
bespacos M? & M® sHo gerados pelos biversores e triversores, res-
pect ivamente, construidos a partir de uma base do R4+ 3,

Uma base para M2 é dada pelos biversores (&40, €0y, Eng

312, 623. &Bi}, e satisfaxzem as seguintes relagies:

a. o .. N . 2. 2 . _
3a)d €5 +f i enquanto gque: €k 1.
A base reciproca no espaco dos bivetores ¢ dada por:
: 590 o B, . . . - oo n ~
abo e €jg ¢ enguanto aue: e € K
As componentes éJm de am bivetor sio chamadas componentes tem—

potrais, £ as componentes éJk s80. chamadas componentes espaciais. Lim
hivetor ¢ dito tipo-tempo se ele tem sdnente componentes temporais,

o seda, se ele & uma combinagio linear dos biversores 8. Par au-

Jar©
tro lado, um bivetor € dito tipo-espaco se ele & uma combinagio 1 -

near dos biversores & Obviamente, todo bivetor na algebra de

dk*
Minkowsk i pode ser egcrito como uma combinagio linear de bivetores
tiro-tempo e tipo-espaco. & importAncia de tal classificagio dos
bivetores & ressaltada pelos seguintes resultados (ver %4, eq 267.
Sa) gualguer bivetor tipo-tempo ou tipo-espago & simples;

oh)  um bivetor tipo-tempo é ortogonal a qualquer bivetor tipo-en-
PAGCD, € VICE-VEIrSa.

| A prova desses resultados & trivial. Comegamos pela €q Sa. (b~
serve que, quando quadramos um hivetor tipo-tempo, deve aparscer o
quadrado de éo, que € um escalar, & portanto a parfe quadr ivetor &
nula. Analogamente, no caso do gquadrado de um bivetor tipo—-tempa,
desde que estio envolvidos ﬁdmente indices espaciais, a parte gua-
dvivetor, prdveniente do produto exterior, deve ser nula, pois ha

samente tres indices espaciais distintos em M.
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Par fim, argumentamos sobre a eq Sbh. Observe que no produto de
um bivetor tipo-tempo por um tipo-espaca, o0 versor éo aparecendﬁ no
hivetor tipo~tempo € ortogonal a todos as versores tipo-espaco, &
purtanto o produto interno entre gles deve ser nulo (ver eq 246,84).

Gutros resultados uteis gue dizem respeito a classificacho dos
bivetores em tipo~tempo ¢ tipo-gspago, s3o dados abaixo, € versam
sobre as relaghes de comutacio satisfeita pelos biversores da base
de M2, .
bul s diferentes biversores tipo—-tempo anticomutam entre si, e
assim tamhém o0 & para o biversores tipo-gspago. Em qualauer caso,
o resultado do produto geométrico € um bivetor tipo-espago.

S um biversor tipo-tempo anticomuta com um biversor tipO*eﬁwéco
que tenha um fndi&e espacial igual ao éeu. Ainda, o resultado do
produto geometrico € um bhiversor tipa—tempg.

A prova dessas relacies ¢ efetuada evplicitamente, € devemos

ter em mente as egs ia e ib, deste pardaarafoa.

sa. i) &g &xo ® éjéoékém - éJk E,% = ~ &y
enauanto gue: €1 o éjn = - ékJ = éjk i Cadad.
da.ii) € & = ~ &;, &% =+ &,

enguanto que: i B = &y = - &k i cesnd.

ob} éjo éJk o éjz umk = éok = éko
enauanto que: €1 éJQ = - éjz €o * Bky 7 Cnd.d.

O0s resultados acima sio uma extensfio dos resultados obtidos na
dlgebra de Pauli. Analogamente ao comentdrio feito no &9, apds a
eqiacao 4, relembramos que no fim do §4 comentamos que a dlgebra
dos comutadores dos bivetores é isomorfa a algebra dos comutadores

dos aeradores das rotacres. No caso do espaco~tempo de Minkowski, o



PRY.HP

grupo das rotagoes & o S0(L,3), gerado pelos elementos LJ € KJ,
identificados como os geradores das rotagoes espaciais (momento an--
gular), e os geradores dos boost, respectivamente. As relacdes de

comutacio satisleitas pelos geradores L e K sio dadas abaixo:

b} ELi,KJ] az EiJk Kk
7c) [Ki’K,j:I = EiJk ""k

Hd um total de aquinze relagoes te comutagio: tres entre os
operadores LJ (eq 7a), tres entire os operadores KJ (7¢?), & nove &n-
tre os operadores |, e KJ (eq 7b).

Observamos que a €9 7a nos dizx que as rotagoes espaciais for-
mam um subgrupa dentro do grupb das rotaghies no espago-tempo. Por
outro lado, a £9 7¢ nos mostra aue as rotaches no cspaco-tempo dea-
critas por hoost nan Formam um grupa. Por fim, a €9 7b nos suaere
que podemnos construic um boost aualguer atraves da conposigiro e
uma rotaglo espacial com um outro boost conveniente.

Estabelecemos um isomorfismo entre os geradores das rotagoes
no espago-tempo, os aperadores L e K, & o5 biversores da bhase de
MZ através da seguinte correspondéncia:

y X
/72 E:Jk

8h) K; = 1/2 &,

8a) .

H i,Jd,k ciclicos.

Assim, observamos aue as relacdes 7a e 7b correspondem a €4
dba, & por outro lado, a €9 7¢, corresponde a eq 4b. A relagfo entre
o0s operadores de momento angular definidos pela sq. 8a & agqueles
definidos no &89, e&q 6, sera esclarecida quando estudarmos a relag¢Ho
entre a dlgebra de Minkowski € a dlgebra de Pauli, ainda neste pa-

ragrato. No capitulo III, 813 e §14, fazenos a descricio das rota-



Pag.’9

ches no espago-tempo, od transformacces de lLorentz, em termos dos
bivetores da #loebra do espago—-temnpo.
Unltamos agora a estudar a estrutura da algebra de Minkowski.
Una base para M® & dada pelos triversoaores £9012, €png: €p34.
E‘jﬂ,,_-,}, e satistazemn as relagdes que se seauem:
i e . 2 - H > 1 1 . e . . 2 = 4
P ) €aik i i enguanto gque ele i
MNEao necessitamos um estudo mais profundo dos trivetores., Tam-—
hen, como sera visto mais adiante, 95 trivetores podem ser obtidos
dos vetores por dualidade através da unidade pseundoescalar.
A base reciproca em M¥ & dada por:
5 N Y S D e ; .- SidKE o - &
R e €nik ¢ enquanto que! e ele
& unidade pseudoescalar &m M, sera indicada por és, e serve de
base para o subespago dos pseudoescalares (MY). A unidade pseu-
doescalar em M-2 definida como:
\ " = " ) A‘-O\ ::= ~
140 € Ep€ EnHE, €pina

Como mostirado neo ﬁﬁ.lcapt I, teorema III, o produto geomédtrico
guando um dos fatores & um Pseud065c$1ar reduz-se ao produto inter-
nh. ¢ desde que a graduagdo dos pseudoescalares em M & igual a 4,
a# pseudosecaiares em M comutam ;om muelt ivetores pares e aﬁticomum
taim com multivetores impares.

Qualquer ndmero (AY em M pode ser decomposto em uma parte es-
calar, vetor, bBivetaor, trivetor e uma parte pseudoescalar, isto €
ia2) A = u o+ <ﬁ>1 -+ (ﬁ)g + <ﬂ>3 + Séﬁ
onde x € 4 GRo escalares, e <A>1, {A)Q e (A)S s®%0 as componentes
vetaor, bivetor e trivetor, respectivamente.

Em termos da base dos subespagos MM (k=@,1,2,2,4), escrevemnos

A como:
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13) A= x + A% & + /2 AYY Euv + 1/6 AMY™ Buvy + Y&y

onde definimos: AYY = AYR, & também: A%YY = ARV

etc.. ., de modo que as coordenadas acompanhem o sinal dos multiver-

SOres.
A operagio de inversSo sm M serd denominada conjugagio no es-
paco-tenpo, € serd indicada por 2 apads o nUMEro (FESEFVAMOS * pars
conjugacao na dlgebra de Pauli, conjugacio espacial. Desde que as
duas algebras serado relacionadas nlo.é bom confundir a notagfod. O
conjugado no espago-Lempo de um numero aqualquer quando decomposto
nog subegpagos resulta em:
i4) Ag = i - (A)i + (Adn ~ <A>3 + 5&5
A operagio de reversao em M serd indicada por t. O reverso no

espaco tempo de um ndmero resulta em:

£5) At = o+ (AY - KAYy - (Ada 4 yés

wd

Vamos agora definir o permutador de @123, Inicialmente conven—

CIONamos que:

162 €0423 = 44 enguanto gue: €aing = i

Tal convengdo e conveniente, pois respeita o balanceamento dos

indices juntamente com a seguinte defini¢io:

17=0) €XELY = @ E%FPY;  enguanto aue:
1.7b) €y = é':;’- S iy

Ha “sdédmente” vinte & auatro permutacdes de €123 para as quais
o pernutador nio € nulo. Para cada indice fixo os outros indices
comportam-se ciclicamente, como itlustrado abaixo, onde mostramos
alguns resultados para o permutador na forma contravariante!

i8a) €0123 - €042

1§

€024 - 44

{1 8h) €3240 - civ20

€240

i

+1

t]
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NMote que €%iJK reduz—se ao tensor de Levi-Civita ¢ €ijk?-
Utilizando o permnutador de 0123 podemos escrever a unidade
paeudoescalar em M (65) CoOmo
19) e = i1/24 €AY Gunpy
0z seguintes resultados s8o muito utels nas aplicagdes € se-

guen diretamente da defini¢glo acima:

2Qn) &z 8% = 1/4& €XVAY Guya
Reb ) 8y EF™ w12 €FYRI Bay
2ec) é‘.‘r.:; g5 L= ECVRY B

Ent&o, abservamnos dos resultados acima que a unidade psendoes-
calar em M (és) representa uma dualidade entre vetores e triveto-
res, & opera como uma dualidade prapria entre bivetores (isto &,
transtorma bivetores em bhivetores). Ressaltamos porem que §5 trans—
forma as componentes temporais de um bivetor em componentes espa-
ciais, do nova bivetor, e vice-versa, ou de outro moda, transforma
hivetares tipo~-tempo em bivetores tipﬁmespaco, e vice versa. Tal
fato serd udtil na expressSo para o campo gletromagnetico, pois nos
permite trabalhar sdmente com bivetores tipo—tampd, representando
bivet&res tipo-gspaco comg o dual de um bivetor tipo—-tempo.

No 86, de introdugio a este capitulo, dissenos que a éigebra
dee Pauli era a subialgebra par da dAlgebra de Minkowski. Vamos agora
construir explicitamente o isomorfismo entre a subalgebra par de
Minkowski, constituida pelos escalares, bivetores ¢ pseudoescala~
Fes, e os elementos da flgebra de Pauli. Também, como exposto no
84, o isomorfismo claramente nio preserva a graduagio dos objetos,
& nem as relagles que dependam da graduaglo, como por exemplo, o0s

produtos interno & exterior. Entretanto, todas relagues qUE SEJAR
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provenientes do produto geométrico sRo preservadas, como requerido
para o isomorfismo. Em particular, a parte simétrica e antisiméteri-—
ca do produto geométrico sio as mesmas, tanto na subdlgebra par de
Minkowsk i, trabalhada em termos de base para M, quanto na Algehra

de Pauli.

A @algebra de Minkowski representa as propriedades.genmétricaﬁ
locais do espago-tempo, enguanto gue a algebra de Pauli representa
as propriedades do espa¢o. Para determinar a relacBo entre as dlge—
bras de Minkowski & de Pauli, edcalhemos os versores Lipo B@SHRAGCO &l
M para se referirem A mesma direclo dos versores de P. Deste modo,
a fim de gue as relagdes Jd estudadas entre os elementos da base de
P (89, egqs 1,3,7 € i@) ¢ as relagies vidlidas para os elementos da
base da subdlgebra M® (eqs-4,3,6) sejam mantidas, definimos a se-
gitinte correspondéncia:
2ia) . éko = ‘§k§0 ——— Ty
Astim, devemos ter a gseguinte correspondéncia entre og outroz

elementos:

&lb) Ejk = éjgk e 3 o WJk m WJTk
ate) §5 i éeéiéaéa e 3 I = Fing = TT oy,
Para ilustrar o raciocinio utilizado, mostramos a primeira re -
laglo (lembramos aue €, 2 = +f, g €, anticomuta com os éjrg)l
28 éjék = §J(§0§0>§k = (éjao)("ékéu) e UJU&

Assim, escalares ¢ pseudoescalares em M shio representados por
escalares e paseudoescalares em P, respectivamente. Bivetores tipo-
tempo em M sdo representados em P por vetores, enquanto que bivebo-

res tipo~espaco em M sio representados em P por bivetores.
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Através da relag¢lo 21ib, o leitor pode verificar que as repre-
sentagoes dos operadores de momento angular na dlgebra de Pauli co-
mo dada pela eq 6, 89, corresponde a representacio para o mesmo co-
no em termos dos bivetores de Minkowski (eq. 8, neste pardgrafo).

Nhservamos gue a decomposicio das componentes temporaic dos
bivetores de M em vetores de P dependem da particular diregio tem-
poral escolhida para relacionar as algebras, ou de outro modo, do
particular sistema de coordenadas adotado em M, tido como um parti-
coLl s re#erenci%l inercial no espago~tempo da relatividade restri-
ta. Tal fato ressalta gue a estrutura do espago~tempo € mais com—
plicada do que uma sinples decomposicio em tres componentes espa~
Ciais relacionadas ao espago fisico usual, mais uma componente re-
lacitonada ao tempo. Assim, deveriamos chamar a #lgebra de Pauli re-
Iacionada a alaebra de Minkowski por uma particular diregfo tempo-
ral dada por &

o "Entretanto, na discussio

da dlgehra de Pauli de €
quUE SEgUEe assumniremos gue isto estd implicito, a fim de eliminar
referéneias desgastantes e simplificar a leitura do texto.

# conveniente para a maioria das aplicaches F}sfcas, exprimir
A% 19&5 fisicas em termos das coordenadas de un particualar referen-—
cianl inercial, como por exemplo, o referencial do laboratério. Como
os aujeitos das leis fisicas podem, em geral, SErem quaisquer obje-
tos da &lgebra do espago-tempo, & conveniente encontrarmos uma re-
presentagao para os multivetores de graduacio impar de M. Isso pode
sar feito através da aplicagfo projetiva, exposta a seguir.

Fara relacionar os multivetores impares de M com os elementos
de P, nultiplicano~os pelo versor éo“ Agsim, transformamos os veto-

res de M em escalares + bivetores (correspondendo as componentes



temporal e espaciais, respectivamente, dos Qetores), e prajetamos
objeto assim construido em P. 0 procedimento € analdgo para trive-
tores. Assim, um vetor (v) em M apds a multiplicagio por €5, € re-
presentado em P por um escalar mais um vetor, isto &:
23) v &, e vl + v

Ohservagdo: usaremos a mesma letra para representar os objetos
tanto em M como em P, mas 150 NAo deve causar confusio pois, o
elementos de P serfo escritos em negritos.

Chservamos ent3a gue um multivetor em M €, em geral, represen-

tadao por um polinomio em multivetores em P, contorme o gquadro abai-

O, aue serve de guia para a representacio dos elementos de M em F.

Minkowski . Pauli
escalares e e 3 escalares
vetores —— vetores + escalares
bivetores e bivetores + vetores
trivetores e paetdoescalares + bivetores
peeucloescalares e - pmeudoescalares

Com excegio dos pseudosscalares e dog escalares, para os ouais
a terminolagia por componentes nRo € NecessaAria, O Primeiro oo
da coluna da dlgepra de Pauli & associado as componentes espacial
dos multivetores em M, enquanto gue o segundo termo & associado as
componegntes temporais dos multivetores em M.

No caso de bivetores em M, podemos "homogeneizar  sua repre-
sentacio em M através da dualidade por pseudoescalar, representando
um bivetor em M como a soma de um bivetor tipo-tempo e o dual de o
cutro bivetor tipo-tempo, convenientemente escolhido. Desde que o©

isomorfismo entre M* € P preserva o produto geométrico, a repre-
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sentagdo de um bivetor de M em P pode ser feita através de um vetoyr
o oo dual de outro vetor. Note gque isso sstd em concordi3ncia com a
duunl idade existente em P, gue relaciona vetores e bhivetores.

Deade que €. anticomuta com os versores €.'s, devemns respei-

0 J

tar A ordem na projecac (multiplicagio por ém) de M para P. A mul~

tirlicaglo de um vetor em M por éo A esquerda leva em:

A €y v ) v - v i enquanto que: v, - Wl o+ oy
Por fim & conveniente extender a operacio de inversfo espacial

existente em P, indicada por ¥, para M através da seguinte defini-

GRS . Héda A um ndmero em M. EntEo, o conjugado espacial de A (AX)

rm M ¥ dado por:

i Ax = §_AE

.

0 €

& conjugacio espacial atua em M “como” a transformacao dn es-
crita contravariante para a escrita covariante na linguagem tenso-
rial usogal. Coﬁo ilustracio mostramos os resultados da conjugacio
capuc ial sobre o0s versores e biversores de M, vdlidos em qualquer

representacido, aresar de serem apresentados na base original:

e ; \ ~ u "~ feriry -

=) ek eox eo ek * ek
L P ad s R~ 1 . & . = & .
el €1 ¥ €L o eJk* Cik

Eztes resultados s8o os esperados quando os projetamos em P
(vaetoregs em P, correspondendo a componente espacial de vetores e
bivetores em M, s8o invertidos, enguanto bivetores e escalares em
P, correspondendo a componente temporal de vetores € hivetores em
M. permanecem inalterados sobre conjuga¢Bo0 espacial). A conjugacHo

espacial serd muito wtil na formulagfo da Eletrodind3mica.
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CAPT III: ISOMETRIAS E ROTALGES

Este capitulo surge como a primeira aplicacio do esquema de-
senvolvido anteriormente. Neste capitulo nos restingimos a espacos
dee  base com métrica egclidiana ou lorentziana. Ds motivos de tais
restyicies sfo varios , e podem ser vistos em [Mal. Os resultados
do capitulo anterior s&o fundamentais para a construcZo deste cap (-
tulo, principalmente as relagdes de subdlgebra par. Tal relsglo pe-

mite oum eastudo deveras sinples ¢ unificado das rotaghes, sSEjm  em

GO euc}idianaﬁ, coma no espago-tempo de Minkowski. Tanbém,
apvesentamos o estudo de reflevdes, que no desenvolvimento tedrico
tevie um papel inportante (ver TMal, por ewemplo).

e tres primeiros pardgratos s80 um estudo do ponto de vista
at ivo  das isometrias, isto &, penszamos que ot vetores s8o altera—
dos. 0 dltimo pardgrafo apresenta como uma transformagio de coorde-

nadas, ou seja, uma transformagao na forma passiva, estd relacionz-

£

oA uma rotagdo na forma ativa. Tal estudo € importante para as
transTormagdes de Lorentr, estudadas no dltime pardgrafo deste ca~
pitulo. Os resultados agui obtidos para as transformacies de Lo~
renty,  apds o preludio do 8§14t bdsicamente, we apresentam de uma
forma simples, ¢ sRo tidos como uma extensfio natural das rotagfes
NoYS espacos euclidianag.

As  referéncias para este capitulo sEo: [He®l, [He*d, [Mal,

[HeYD), £8a%1, e [Jal.
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$1i. RESULTADOS GERAIS

Uma isometria em E” € concebida como uma transformacioc & de
EM em EN, tal que & peserva a norma dos vetores, isto é:

1) seja & EN ———) EN, tal que se: v'= &(v), entlo v'? = u2
dizemos gue & & uma isometria em EN.

Nosso desejo € representar as isometrias em EP, & sua ewten-
sdo em R, através de nidmeros de Clifford, de modo que possamos for-
milar o estudo das isometrias em termos do esquema algébrico desen-
volvido anteriormente. Deste modo podemos obter as condigiies que as
operadores de isometrias satisfazem através das operagihes evisten-
tes em R, estudadas nos capitulos anteriores.

A representacio que vamos USar Para um estddo geral das isome-
trias € tida como uma operagio pelos dois lados, através da multi-
plicacio por déis nimeros de Clifford, isto &, sejam v e ' perten-
centes a EM" ¢ L ¢ § pertencentes a R entRo, queremos que #s .iso-
metrias sejam dadas por:

2) v's #&(v) = Syl
€ dizemos que a isometria & descrita pelos operadores L € S.

A condigd3o fundamental que deve ser satisfeita para a trans-
formacfo descrita pelos operadores L € S ser uma isometria é que se
v'= SvlL ; ent3o, deve valer: ¢'2 = v2, gu em termos dos operado~
res L. & §, devemos ter:

3a) v'? = SulBulL = y2

Notamos gue o iinico modo da condig8o acima ser satisfeita @

que 0 produto L8 comute caoam qualquer vetor e satiafags:

3b) SLGL = +i4
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Como |5 deve comutar com qualguer vetor, segue que LS comwta
com  gualguer nuUmero em R, resultado dbvio quando aolhamos para a
representacio de um nimero de Clifford em termos de uma base de Rn
gerada por uma base de EN.

Em geral, LS deve ser um escalar, pois esses SAQ 08 1UNicCOS nid-
meros de Clifford gue comubtam com todos os outros. No caso de Rn
com n impar, os pseudoescalares também comutam com qualguer numero
die R, (ver 835). Entretanto, estamos particularmente interessados em
diescrever Votac%es, e Eomo VErEmMOs # seguir, os oreradores de rota-
¢Ho devem ser elementos da subdlgebra par. Para Rn com R impar, 0s
pueudoescalares nio sfio slementos da subdlgebra par, € portanto ndo
poden ser obtido através do produto de dois operadores de rotagfo.

fissim, se LS é um escalar, entfo . SL também deve ser um esca-
lar, & devemos ter:
4a) .8 = 1/(SL) ’

€ conveniente normalizar o produto LS, de modo a podermos es-
crever sem perda de generalidade que:
46) .8 = Gl = *{

Fnrtanto, segue que S = 7Y, onde LY & a inversa de L
em R., ou seja, LL™Y = L7 = + 1. Agsim, a determinagiao do
cxerador § & equivalenfe a determinagSo0 da inversa do operador L.
Come vimos no capitulo I, as dlgebras de Clifford nioc s3o em gersal
alaebras de divisio, mas hd elementos gque s8o invertiveis. Em par-
ticular, qualquer l1amina & invertivel. A equagio 4 nos diz que oS
operadores de isometrias slo nidmeros de Clifford invertiveis.

Vamos agora mostrar a unicidade das isometrias. Suponha que had

duas isometrias descritas pelos operadores L ¢ T respectivamente,

que satisfazem:
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5 L™fwl. = T 9T
Ent3o0, devemos ter: L = wT, onde x & um escalar (x €R).
A prova & simples. Multiplicando a equag®o anterior por L a

esquerda, € por T™! & direita, concluimos que:
é6) LT ™ = LT Sy

Entio, LT™Y deve comutar com qualaquer wetor, e deve ser por-
tanto um escalar. Assim, devemos ter:
7 L =xT i @ também: L™% = §/u T4

Apesar dos operadores de isometria serem determinados & menos
de um escalar multiplicativo, as isometrias vistas como uman  opera-
¢3o biladeada s8o determinadas univocamente, o que deve ser claro
da forma dos operadores das isometrias.

Consideramos agora a composiglo de isometrias. Deixe a compo-

sig80 de duas isometrias ﬁi e ﬁg ser representada pela igometria
¢, dada por: #& = &5( ). tal que as isometrias &y e ¥ slo
descritas pelos operacores Li’Si e LQ,SQ respect ivamente. Entiho, f

€, por defini¢lo, descrita pelos coperadores L,5, dados por:

ga) L = L4lo 8 = 8,84 ;i de modo que:
8t vis vy = Fal Fi(v)) = BaSivigla = Sl

E trivial verificar que a conposicio de isometrias ¢ uma ise-
netvria.

0 estudo de isometrias estd intimamente reiacionado ao concei-
to de grupo. Um grupo & definido como um conjunto que & fTechado en
relagi0 a uma operagao (produto), gque gora da associatividade, tal
que para qualquer elemento do grupo existe a inversa, isto & se G é
Ui gruﬁo entdo:

?a) s€ 94,9 € G, entZo: gq9» €6
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Qualquer gue seja g €6, existe € € dnico g™f, tal que:
Pk gg "% = gTig = |

Observamos gque as isomnetrias formam um grupo. Considere a iso-
metria ¢ descrita pelos operadores L.S, ent3o sua inverea ¢ dada
pela isometria 7% descrita pelos operadores S,L, isto &, se:
1950 F(v) = 8yl ; e por outro lado: &~ i(v) = LvS, entlo:

100 B (v)) FH Fw))Y = v

it

poiz do Fato aue LS & SL slo escalares (vide eq 3) e da condigio de
normalizaglo (eq 4h), temos que:
11y LEVLS = (LEY2 v = y; ¢ também: SLvSL = (S5.)2 v = v

Pela unicidade das isometrias, mostrada anteriormente, a in—-
versa & Unica.

Yamns agora utilizar as operagfes de invers3o € reversio defi-
nidas no &4 para-determinaf glgumag propriedades dos operadoares de
isonetrias. Notamos inicialmente que para gqualquer vetor vale que:
120 vt = v o (12bY wx = — v

Buasim, para v'= Gvl, devemos ter:

13ad v't = (Qui)t = v

1800 vi = (QuL)i% = -~ ¢° °
Da €9 13a segue que:! LYTvST = Gul;i ou melhor: & = #+ L+,
Assim, como § = X 7%, concluimos que: L™ = + 1+,

FPodemos considerar sdmente o operadores em que -1 =+ LY,
pois os outros podem ser obtidos deste a partir da composicio des-
'tes ilt imos com os operadores de reflexio na origem, dados por:
14) Ly = 1 i enquanto que: 8y = —1

pois, se L,,8, s8o tais que S, = (L)*, ent¥o, os operadores I_,S_

dados por L = L+L0, S =-SOS+ satisfazem a condiglo §_ = ~(._>t.



Também, de agora em diante consideraremos sdmente isometrias
em que 8 = + .7, pois a outra possibilidade, S = -~ L™, pode
pelo mesmo argumento acima, ser obtida da composicfo dos nperadores
de rg?lexﬁn na origem com 0 operadores em que § = + | 74

Observanns que as isometrias descrifaa pelos operadorgs  gue
satisfarem § = - LY, ou 8§ = ~ t, ou de outro modo, isometrias
que sa0 composicio de isometrias que satisfazem S = L%, ou § =
LY, com a isometria de reflex8p na origem nio formam um grupc. Es-
te fato € consequéncia direta de que a isometria de reflexio na
origem composta com ela meEsma gera a identidade, gue claramente nia
¢ uma reflexfo na origem. Por outro lado, as isometrias descritas

pelos operadores que satisfazem § = L* formam um grupo.

Para wver isso, considere duas isometrias ﬁi e ﬁg deseritas

pelos operadores Li’si e LQ,S?, regpect i vamente, tais  que
SJ = LJ*, i=1,2. Entio, a isometria & dada pela composicio de ﬁ?
€ 51, nessa ordem, € descrita pelas operadores L,S5 tal . que

S = {t, pois, temos que:

i5a) Fly) = Po(F (V) = SaSyviyls i & por outro lado:
15k Flv) = Gl ,
Assim, devemos ter: L = Ljls, € também: § = 848y .
Como S8y = LoThyt = (Ll-)t, segue que § = LY, c.a.d.

ii.

De passagem, observamos que a condig3o 5 - I.¥ deve estar
relacionada na representagio matricial com a condicB0 de aue o de-
terminante da matriz seja igual a —-1i.

Vamos agora a analisar a eq 13b. Notamos que:

16) ' (SvL)® = SKyxlx = - Sxulx
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Entao, para que a €9 i3b seja satisfeita, L e § devem se com-
portar do mesmo modo sobre inversfo, isto €, L e § devem ter sdmen-—

te nultivetores de graduagio par ouw (mpar, e portantea:

{7z L% = — [ (5% = -§) ; ou alternat ivamente:
$7h> L% = | (S% = &)
O0s operadores que satisfazem L¥ = L (além de § = Lt) descre-

vemn isometrias de rotagdes, enquanto que os opersdores aque saticfa-
zem L = — L, descrevem isowngtrias que s5o comnposicdes de rotagles
& reflexdes, ou refleudes puras. Tais denominaghes ficarS8c mais
claras quando estudarmos tais isometrias em algebras particulares,
coms o plano suclidiano e no espago euclidiano.

Anteriormente estudamos a estrutura de grupos das (sometrias.
Agora passamos a considerar a estrutura de grupo dos operadores de
isonetria.

Claramente o5 operadores de isometria que satisfazem L¥ = L
pertencem a subdlgebra par, & formam um grupo, pois estlo associa-
dos o igometrias, € s30 portanto invertiveis. Os operadores de iso-
metriag que satisfazem L¥ = - || pertencem ao subespago de araduacio
{mpar, R,™, e nao formam um gru;m, apesar de serem invertiveis,
pois o subespaco R, nio & fechado pelo produto geométrico.

Dentro da algebra de Clifford encontramos um garupo de especial

interesse: o grupo de Clifford em R

]

& gerado pelos numeros de Rn

ae  sHO invertiveis, além de pertencerem a um subespagco de Rn fe-
.chado relo produto geométrico, a inversa considerada em relacglo a0
produto geométrico. Claramente, o grupo de Clifford esta int imamen-
te associado aos operadores de rotagihes.

Vamng agora analisar- alguns resultados sobre isometrias.
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Um teorema devido a Hamilton (ver [Mal) relata que qualquer
rotagho pode seupre ser decomposta em duas reflexfes. Hamilton se
referia a reflexfes puras € rotagoes no plano e espago euclidiana,
pae =@ pProposigic pode ser extendida para outros espagos Jde  base,
através da seguinte definigio, que mostrard ser palpdvel na andlise

das dlgebras particulares: dma reflexdo pura & descrita por opera-

dores vetoriais. Notamos que & L. € um vetor temos que:

igy o L% = — |. , enquanto que: Lt = L ; gque se enquadra en
nossa classificagso anterior das isometrias, como sendo uma refle-
H80.

Noeso estudo sugere que o tearema de Hamilton deve ser verifi-
cado, pois claramente o produto de dois vetores pertence a subdlge-

bra par, e descreve portanto uma rotacfo. Nos prdximos pardgrafos

estudamos =2 fTorma explicita das duas reflewdes correspondentes a

rotacBo, para espacos edclidianos.

0 prdximo resultado € uma construglo ewplicita dos operadores

de rotagRo, intvoduzindo na discusslo os geradores do grueo de  ro-
tagfn. Deive--nos supor que o0s operadores de ratagido podem mer @8«

critos como:
19) . = exp(R) = 4 + B + B2/2 + B3I/31 + ... ; onde B €R,.
Nio vamos aqui discutir a convergéncia da série. pode-sg  Mmos-
trar que ela & absolutamente convergents para a escolha de una nov-
ma conveniente {(wver LCMal para maiores detalhegs). 0 resultado da «o-
Ra ¢ obvizmente um nimegro de Clifford.
Claramente a expansﬁq da exponencial nos motstra que B deve ser
um elemento da subdlgebra par, pois caso contrdrio o primeiro termo
na expansio ja nao pertenceria a Rn'. Além disso, pelas proprieda-

des da operagSo de reversio (vide 84), temos gue!

v g

e
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200 LY = (exp(B)}t = exp(B*t)

Podemas mostrar que se A & B s30 dois ndmeros que comutam en-—
t#¥a, vale que:
217 exp(Alexp(B) = evp(A+B)

Da equaglo acima, segue que a inversa de exp(R) & dada por

exp(-3). Como estamos considerando rota¢ces, onde LY = 7Y, con~
cluimos das equagaes 20, 24 e da condigio LY = L7, que:
iyt exp(~B) = exp(Bt), e portanto, temos que: BY = —-B

Nas dFlgebras de Clifford de haixa dimensfo, R, com niS, os
ﬁnfcuﬁ elementos, da subdlgebra par, que satisfazem a condigdo
Bt = -B s¥o bivetores.

Mostramos acima que todo nimero de Clifford que é da forma
exphR, onde B é um bivetor tem associado a i uma rotag8o. A4 reci-
proca também é verdadeira: toda rotagfo pode ser escrita como expB,
onde B € um bivetor. A prova pode ser encontrada em [Mal. Fsse re-
siltado € reconhecido na fepresentacﬁa matricial das isometrias co-
w0 resultado de gque toda metriz gque representa uma rotagio pode
s escrita na forma exponencial de uma matriz antisimétrica. Em
I'Mald o leitor interessado pode achar uma prova de que as matrizres
ant isimétricas n¥n formam umna aAlgebra de Lis isomorfa a dlgebra de
lLie dos bivetores de Rn.

0+ objetos que aparecem na exponencial sfo ditas os 'geradorea
das rotagdes. Na representaglo das slgebras de Clifford, os gerado—
res das rotagdies s8o os bivetores. Portanto, o nimero de parimetros
do grupo de rotagfo em R, € igual a dimensfio do subespago dos bive-

tores de Rn, dado por 1/2 nin=-1). Assim, uma rotacBo em EN, aou a

sua evtensio para Rp ¢ determinada por 172 ni(n—-1) variaveis.
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Considere agora uma rotaclio infinitesimal gerada pelo bivetor
8, istn €, .termos de ordem quadrada em B podem ser desprezados na
expansio da exponencial. Entfo, temos que:
23) L = exp(B) = {4 + B + O(B?)
onde O(B2) contém termos da ordem de B2 ou menores.

Unma rotaglo infinitesimal do vetor v resulta em:
24a) v = LYul = (§ - RIv{i + BR) = v + [v,BI + O¢BM
onde Cv,B] &€ o comutador de v com B (ver 84, eq 24). Alternat iva-
mente, podemos escrever a gxpressio acima como:
24b) v' = v + 2v.B

Claramente v' € um vetor como era de se esperar, pois conside-
ramos que L descreve uma isometria. Nate também, que:
25 v'? = v b 20v(Vv.B)Y + (Vv.RIVY + 00B2)

Agora deade que a parte simétrica do produto de dois vetores ¢
dada pela produto interno, segue que!
25a) £/72CV(V.R) + (V.BIVY = vul(v.B) = (yAy).B = @

e assim, veoltando a equagfo 25, notamos gue uma transformagfo infi-
“nitesimal preserva a norma como €ra de se esperar.

Vamos agora fazer a extensio das rotagles em EM para Rp, -

Ecte resultado & Fundamentai para a discussio relativistica da
Eletrodinamica atravéds da dlgebra de Clifford, pois ele nos mostra
que qualqguer elemento de R, se transforma com R mesma lei em rela-
¢%0 a3 uma rotagfo (transformacdes de Lorentz em Ri,S)’ de modo que
as equagies obtidas com nimeros de Clifford se escrevem do  mesng
modo quando passamos de um referencial para o outro.

Como vimos, um vetor de ET se transforma sob rotagfo como:

24) v' = Ltvl. , onde . €R.*, e também it = "1
1Ll
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Gdgora, um bhiversor da bse transtformada pode ser escrito cono:

T S . L S - T +2 . + A == +a .
270 €k € €y Cl. eJL)(L ekL> L eJkL
pois, LAt o= g,
fBogim, os elementos da base dos bivetores tem a mesma lei de

transtformagio  que os vetores. A evtensio desse resultado para um
etemento  aualauer da base & dbvia, & portanto, am ndmero qual quer
e Ui Ffaord en Rn, indicado por F, se transforma do mesmo modo  gue
os vetores, isto &
280 F'o= (YFL
Oeve‘ﬁer_claro da forma que escrevenos o biversores transfor-
mados gue uma rotagdo (ou uma isometria) ndo altera a graduagio dos
multivetores, de modo que o métndo de equacionar separadamente mql*
tivetores de mesma graduagio nfp & afetado por rotagies.
Vamos, agora analisar o efeito das rotaghes infinitesimais sobre
i multivetor qualagquer, e-confirmar assim, que NESse Cas0 a dradua-—
cHo do multivetor n8o se altera sob rotaghes. 0 procedimento & ana-
loan ao adotado no ceso de uma rotaglo infinitesimal de um vetor.
RDeixe A, ser um r-vetor., EntHo uma rotagfo infinitesimal des-—
crita pelo operador L = 4§ + B, onde B & o gerador da rotacfo, 1eva
G em ﬁrl’ dadg por:
29 Ayt = (4 - BXA (L + B) = AL + [A,,B1 + 0(B?)
Lembrando o resultado do 84, eq 22, de gue o comutador de um
miltivetaor por um bivetor preserva a graduaclo do multivetor, o re-

sultado desejado, isto ¢, que uma rotagSo infinitesimal preserva a

graduagio ¢dos multivetores, estd provado.
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§12. ISOMETRIAS EM ESPACOS EUCLIDIANOS

£§1i2.1 ISOMETRIAS NO PLANO EUCLIDYANO

Considere RE,O dado por uma base (1,ei,eg,i} (ver £8),

Estudamos inicialmente as isometrias de rotagfo, cujos apera-
dores sao e¢lementos de R'Q‘GJ ou seja 580 os complexos. Assim, oS
operadores podem ser escritos como:

1) L= w + iy ; e tanbém, temos que:
i) Lt o= sy = dy 5 o assim: LY o= Lt o= w2 4 y2

Devemos trabalhar com a forma normalizada dos operadores:
) L. = cosw + | senw = gxpliw)

s geradores das rotacies no plano euclidiano sfo os nimeros
imaginarios puros, os bivetores de Rg,@. Eles Tormam um grupo coml-
tativo a um pardmetro. 0 pardmetro w descreve o Angulo de rotagio.

Uma rotagfo no plano euclidiano & ent3o, descrita como:

3 v' = Ltol = ewp(-iw) v evpliw)

B conveniente sempre que possivel diminuir o ﬁdmero de oapera-
CaEs Ienvoividas, € Vvamos escrever as rotagoes no plano eu;lidiano
comn sendo descrita por uma dnica multiplicagfo, da forma usual.
Iﬁﬁq pode ser feito notando que:

41 Ltv = eupi{—~iw) v = v eup(iw) = vi_; pois a unidade pagig-
doescalar anticomueta com vetores de RE,@' isto &:
expliw) v = (Cosw + isenw)v = vicasw ~ isenw) = vesp(—iw)
Assim, as rotagdes podem ser escritas como:

B v' = Ltul = w2 = oy gup(2iw)



Vamos agora dar uma interpretac¢lo geomdtrica para o {fato  da

unidade pseudoesscalar anticomutar com vetores em R- o- Desde aus o

3

¥’

gerador das rota¢gtes no plane suclidiane, i, tem as seguintes rela-

Ggoaes com 0% vetores de uma hase artonormal de £2.0:

LED] eif = gs ; & por outro lado: iej T e
Lo . [
&b} Bn = ey g = ey

Assim, ¢ natural interpraetar a ordem da ettt iplicacio da i
dade pseudoescalar como forpecendo o sentido da rotagio, a0 oo ki
plicagdo por i & direita gera rotacém no sentido anti~hordario, oon-
siderando-se @y Ccomo o eixn horizontal e €n Lomo zendd O etwo v

tical, enguanto que & multiplicag®o por @ A esquerda gera roba

no  sentido hordrio. Note que o tratamento usual das rotacies  nos
complexos nio esclarece o foto de ternos dois sent idos de POt s E
ne plano.

Vamos =agora estudar as reflexdes puras no polano  suclidisno.

Conforme estrutura geral apresentada no parzgrafo anteriar, az AR

-

flewdes puras s¥o descritas por operadores aue 5o vetores, i

gyalauer  wvetor determina uma veflexwio. Trabalharemos com Yol oo

unitarios. Uma reflexBio do vetor v na diregio do vetor unitdrio o o

dada por:

73 viz gy o= 20guvig ooy

onde desenvalvenos o produto vy = 2v.n o~ uv. Da representacfo aomn

é FAcil ver aue & reflevdo no eixe u inverte a compornente et pent

cular ao eixo e mantém inalterada a componente parslela a0 eiwo.
Analisamos  agora o treorema de MHamilton no plano  ewelidr oo

toda rotaglo & descrita por duass reflesxfies. Nossa tarefa € encon-

trar as relagoes evplicitas satisfeitas pelos vetores que descrewvem
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as reflexies ¢ o @nguwlo da rotaglo correspondente. A composi¢So de

duns reflexoes na direglo dos vetores unitiarios n e u, & dada por:

H

fa) v unvinue i e desejamos escrevé-la na forma de uma rotagio:

1

ghhy ! v o eup(2iw)
quer descreve uma rotagRo no sentido anti~hordrio, do eixo 1 para o
eivwn 2, por um Angulo igual a Pw.
Obsevamos que podemds escrever o produto 4n como:
' Un = a.n 4+ oufn o= og.n i(uing - ugni)
onite g o€ Ny %20 as coordenadas dos vetores u e n em termos de umﬁ

b

artonormal de E2:0, (o es). Também, como u e n s80 vetores

unitﬁrios[ pmdgmos EHCrever !

i@ . n = cosy + i senx ; e tambem: o= oegsy + i seny

e nusim, a relagSco 9 fica:

Pa un = (Cos¥ COosY -~ sSend %enyY) + il(cose seny + cosy S&NM)
Entdo, devenos ter que a rotagfo correspondente ao produto dos

reflevies 1 e n & descrita por um Angulo w, tal que o Angulo entre

o vetores u € n seja a metade do Angulo de rotagSo, iéto &

143 Cos(x-4) = cos (Pw);, e tambem: sen(x-y) = sen{(dw)

A situagdo ¢ ilustrada na Tigura abaixo.

Tigura {4 Rotagio eauivalente a composi¢cRo de duas reflexfes
e, 4
!

Vv nvn //fu_
-

Y=yl Y A — “m

- / w //
€ j_d“’)’(é&f??; A i

artd 2wi
V'i= veé // v
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€i2.2 ISOMETRIAS ND ESPACO EUCLIDIAND

Vamos agora descrever as rotagdes no espagao, usando para i G0
a adlgebra de Pauli, P. 0s operadores de rotaghies sfo 0s elementos
da subalgebra par, que & isomorta aos quatgrniong. Gmmp as  guaber -
nions faormam uma dlgebra de divisio, podemnos di=epr QueE para  aual -
quer quaternion esti associada uma rotuacio.

Observamos que a operasio de reversioc em P corresponde a  com-
posicio das operacies de inversio e reversio em M. & operagfo do
reversio em P troca o sinal de trivetores, & assim, Segue que:

123 L= »x + in , entio: LY = 3 ~ in i  onde x€R, @ nEE3.0

Impondo a condigio de normal izagio:

13) LLt = Lt = w2 + p? =

pademos escrever o0s operadores de rotagio como abai?ot

1471 L o= ewp(iQu) = COBW toiusenw onde u & um vetor unitseia,
ﬁ grupro das rotagiies no espagn euclidiano € am gruro nRo comg—

tativo a tres pardmetros. Podemos interpretar geometricangnte esoeq

tres paranetros como sendo: dois parfmetros associados A direqﬁﬂ )
eixo sobre o gqual se faz a rotagfo (note aue as consenos  diFeborss
no  espago satisfarzem a cos() + cos?(ud) + cos2(r) = §, e por-
tanto, dire¢des no espago 30 determinadas por dois parametros), &
um terceiro snsociado ao Angulo da rotagfo.

A representacio dos overadores de rotacio espacial dada 2 ima
SUYEre que u deve ser 0 ¢iv0o sobre o qual se far a rotagfo, € gue w
fornpece uma medida do &ngulo da rotacio. No que se segui  mostrieo-

mos que tal interpretagio ¢ correta.



A condigio para que o vetor v seja igual so vetor a rodado so-
bre o eivo u por um angulo de 2w radianos € gue as componentes de a
g v paralelas (") e perpendicelares (L) a u satistacam:
$5) v’ = a” |, enquanto que: vi.at = 2u
alem da condi¢io essencial de ser uma isometria, isto é: Ivil = lat

Hotamos tambem gue das condigdes acima para A componente para-
lela ¢ do fato de preservar a noarma, segue que: vyl = Jad]

A m, a componente do vetor a paralela a0 eivo de rotagio &
inalterada, enquanto gque a componente perpendicular ao eivo de ro-
ta&ﬁol sofre uma rotagdo no plano ortogonal ao eixo de rotacio pPov
uma medida de 2w raditanos. @ figura abaivo ilustra a situacfo.
figura 2. Rotaglo do vetor a sobre o e€iwo u por 2w radianos

-\
U
&
i)
v
A 1w 2
o= € . &

Vamos agora mostrar que a rotaglo descrita peln aperador:
162 L = gxpliuw) = cosw + fusenw
¢ a rotagHo exposta acima. Assim, o vetor v deve ser dado por .

17w v

13

Ltal = ewp(—iuw) a evp(iyw) ; ogu explicitamente como:

1%

17h2 v ARcos(2wr + yMa sen{2w) + (a.udufi -~ cos(2w)l
Asgsim, ¢ imediato verificar que as equaghes 195 af80 vilidas:
i8a) v" = a® i ou equivalentemente: wv.u = a.u ; e tambeém que:

18h) vial /(ol)2 = cos(Pw) ; onde vi = v - v
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Como os operadores de rotagio em Pauli sfo elementos da dlae-
bra dos quaternions, as rotagies no espago euclidiano formam um
grupo nao comutativo. O produto de dois operadores, Ly e Ly, onde

o= ow. o+ oias, & o
LJ j |aJ, ¢ dadao por

[ =
N
Sy
-

e
—

A
[

Ky + 1tgan + KoRq) - Ag By = i(aixag)
Ohservamns entidAo, aue duas rotagfes sd comutam se e sdmente se
forem ao redor do mesmo eivo, ou wmelhor, se forem efetuadas nNne mes -
ma plano.
Discut imos agora um pouco sobre retlexles. As reflavies puras
s8o dadas pelos operadores vetoriais. 0 produto de duas reflewies
puras & uma rotaglo, descrita peln operador L, tal que:

26 L. = un = "m.n + juXn

onde u & n sRo os vetores unitdrios que descrevem as reflexdes. No-
te que: (2.n)2 + luXpi? = u%n2 = {; e portantn, L Jj& eotsd
nmémalizadn. Asaim, 0 teorema de Hamilton no espaco tem a seguinte
interpretagdo: uma rotacio a0 redor do €ivo b por um angulo éw O
responde a duas reflexdes em duss direghes {ou vvtmr@é) ortoganai s
an eixo b, que farem um Engulo w entve i, isto ¢, escrevendn:
21) Zan = cosw i € por outro lado: uAn = senw b SEGUE TUE
220 L = un = expliwb)

Por fim analisamos as operagdes de simetria. Uma simeterin &

uma composicin de reflexio na arigem por reflexSo em um vetbor, g

I}
i

sultando numa reflexBn no plano normal ao vetor, EptSo, uma  =ime-—
tria segundo o vetor unitario u, & dada por:
23) VvV = - uvu = v - 2(v.utu = vl o~ o7 onde v =(v.udu

Uma reflexio no plano xy (ou, Vi To) corresponde a uma sine-

tria segundo a diregfo do eiso = (TB).
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§13. ISOMETRIAS NO ESPAGCO-TEMPO DE MINKOWSKT

8§13.1 ISOMETRIAS NO PLANO DE MINKOWSKI

Uma base par=a Ry, s & dada por (1,845,94.7) (ver 88.2). Os ope-
radores de rotagio no plano de Minkowski s30 os pseudocomplesxas:
i) L =+ Ty ;i e tambeém: Lt = % - @y

Observe que a oper#cﬁo de reversio em Ry, corresponde.a ope-
ragao de conjugacao nos pseudocomplexos (87.2, eq 10), & temos dque:
2 LLY = Lt = 2 - y?

Ent8o, podemos adotar a forma normalizada para os operadores
de .ratacﬁo no plano de Minkowski dada pela exponencial pseudocom—
Plexa mostrada abaixo:

3) L. = exp(T8®) = ch® + Tsh® ; gnquanto qué: I+ = eup(-7e)
onde ch e sh s80 as fungfes cosseno hiperbdlico € seno hiperbdlico,
t8o: convenientes para descrever as rotagies no plano de Minkowski
quanto o s80 as funcles trigonométricas no plano euclidiano.

Uma rotaclo sobre o vetor s no plano de Minkowski & dada por:

4) &' = Ltsl = & exp(209)

onde =a rltima passagem foi possivel, pois os vetores no plano de

Minkowsk i anticomutam com a unidade pseudoescalar, .

0 grupo das rotagles em Ry, € um grupo comutativo a um  pard-~
metro. 0 parametro © & conhecido como a rapidez da transtormacSo,
¢ pode ser convenientemente interpretado através da seguinte iden-
tificaclo:

55 ch® = IN; enquanto que: ¢h® = Ny i onde [ = i7¢i-v2y4/2
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I & reconhecido como o fator de Lorentz, € v € reconhecido
como a velocidade entre os referenciais primado (K') e sem prima
(K). Apesar de como dito no inicio deste capitulo, trabalharmos na
Forma ativa, podemos simular uma transformagcio na forma passiva in-
terprgtando as coordenadas do vetor ¢’ como se referindo ao refe-
rencial (ou seja, a base primada) primado. Maiores detalhes serio
dados no prdaximo pardgrafo.

A interpretagio acima da rapidez em termo da velocidade entre
os referenciais € gignificativa para a interpretagfo fisica. Entre-
tanto, para cdlculos € mais conveniente trabalbarmos com a rapidez.
Cono  exemplo da simplicidade em se trghalhar com & rapidex, vamnos
agora estudar a lei de adiglo de velocidades. A composicao de duas

rotagdes em Ry ¢, descrita pelos operadores Ly € La, cujas rapides
, .

s8o @ e 95, respect ivamente, & descrita por um operador L, dado
por: .
&) L = Ljlay = exp (TR denp (T8,) = exp{I(8,;+8533

desde que as seguintes relagies sio validas:

7a) ch(91+92)

H]

ch®y ch®y + sh8; sh8s
7b) Sh(ei+92) = ﬁhei Ghaa + Shea Chai
¢ portanto, a rapidez da transformacio composta ¢ a soma da rapidex
das transformacgres que a compiaem. A relaglo entre a velocidade da
trasnsformagio L e as velocidades vy e vy das transformagies Ly €
Lo pode ser obtida atraves da eqs %, notando que'a veloc idade € da-
da em termos da rapidexs por:
a8’ v = tgh(8)

Assim, das regras para a soma de argumentoé da fun¢lo tangente

hiperbdlica, segue que:’

e et e s e eyl
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) v o= tgh(91+92) = (tgh®y + tah®a)/(8 + tghoy tgh®s)
¢ portanto, segue da eq 8 que: v o= (Vi + vz)/(i + v1v2)

que € a lei de adi¢fo de velocidades na relatividade restrita.

§13.2 ISOMETRIAS EM Ry

Nossa primeira tarefa é escrever os operadores das rotaglies em
Ry a3 na forma exponencial, num sentido bem definido, analdgo ao dos
pardgrafos anteriores. Como os operadores das rotaghes s8o elemen-—
tos da subdlgebra par da algebra de Minkowski (ver 810), eles podem
ser escrita como abajixo!
ie) R = 3 4+ B + ybg ; onde B € um bivetor e x e ¥4 sfo escalares.
0 reverso do operador R, & dado por (ver eq‘iS, 85i9):
14 R = % - B + y&g
A condiglo de normalizacio leva a: .
12) R Rt = Rt R = x2 + 2ug8c — y? - B2 = {
Equacionando separadamente multivetores de mesma graduacio na
equacio acima, temos que:
12a) %% - 4?2 -~ B.B = { (parte escalar)
120) 22u4és - BAB = @ (parte pseudoescalar)
Essas %0 as condiglhes mais gerais que um operador de rotaglo
na dalgebra de Minkowski deve satisfazer. NRo vamos nostrar aqui,
MAS qua]queE rotacio na.élgebra de Minkowski pode ser obtida atra-
vEs da composi¢cio de uma rotac®o espacial com um boost, os quais
passamos @ analisar agora (ver eqs 8, §10). A visualizagf8o Fisica

desse resultado, é que dois referenciais sfo relacionados da se-

guinte maneira: inicialmente fazemos uma rotaglio espaclal para pa-
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ralelizar o8 eixos espaciais entre oo dois referenciais, € depois
fazemos um boost na dire¢do do movimento relativo. Estamos parti-
cularmente interessados nos boosts, pois por simplicidade, podemos
escolher os eixos espaciais dos dois referenciais para jJia estarem
paralelos.

0 que caracterira essas particulares rotagies no espago-tempo,
¢ que a parte bivetor é dada por um bivetor simples. Desde gque o
bivetor & sinples (BAB = @, ver €q 26, B4), segue da eq9 12b  que
devenos ter » ou v igual a zero.

Analisamos inicialmente o gaso em que a parte bivetor do ope-
rador de rotagdo é tipo-tempo. Tais operadores descrevem os bo-
osts. Como o bivetor & tipowtempm, B220, & portanto a dnica opclo

que satisfaz as eqe 12 é y=@., Tambem, pela eq i2a, devemos ter:

137 %2 - B2 = {; e assim, podemos egcrever!
14) ¥ = ch® ; Juntamente com: B = Kcho
onde K & um bivetor tipo-tempo unitdrio, isto &, K& = +1.

Portanto, por analogia com as rotagdes no plano de Minkowski,
podemos escrever o operador de boost como:
i5) R = exp(K8) = ¢ch® + K L0

Ds boost 3o descritos por tres parfmetros que sEo convenien-~
temente interpretados do seguinte modo: dois associados a diregio
do movimento, dado pelas duas componentes independentes de ¥ (nate
que K2 = +{), & um associado a velocidade (ou médulo dases) rela-
tiva entre os referenciais, representada pela rapidez (8, Mostra-
remos no praximo pardgrato que tal interpretagio é correta.

Vamos agora analisar o caso em que a parte bivetor do operador

de rotagdo & tipo-espago. Como B?20, podemos ainda ter 2 ou y
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e

igual a zers, nas €95 12. As rotagoes espaciais sRe associadas ao
cato em gue Y igual A zerno. No caso em que ¢ ¢ igual a zero, é fa-
il ver que a rotacio € um boost disfarcado pela unidade pseudoes-

caltar, pois temos que:

i

(B + H)és

o]

i&? R =T + yée
onde T & um bivetor tipo-espa¢o, e B é o dual do bivetor T, sendo
portanto tipo-tempo. € facil verificar, atravéds das propriedades da
unidade paseudosscalar em M, gue a unidade pseudoescalar aparecendo
na eguagio acima nfo nuda a forma final da rotaglo, desde que es5sa
e dgﬁgrita por uma operacio biladeada.

0w operadores das rotaghes espaciais, aque &30 a soma de biQew
fmres tipo-espaco com escalares, devem ﬁatiﬁfazer a condiglo de
normalizacio i2a, isto é&:

175 R Rt = Rt R = »2 - T2 = §

Desde 4ue T240, pois T é tipo—espago, podemos escrever oS
aoperadores de rotagdo espacial como:

18 R = gosw + Lsenw = exp(lLw); e também: RY = exp(-Lw)
onde L. & um bivetor tipo-espago unitario (L% = i),

Esta representacio das rotaglfes espaciais ¢ eguivalente a dada
na paragrafo anterior, onde estudamos rotagdes no espago euclidia-
nn. As duas descri¢ies s30 relacionadas notando que a dlgebra de
Pauli € a subdlgebra par da dlgebra de Minkowski (ver 81¢, eqs 24),
e portanto, bivetares tipo-espago em Minkowski corvespondem a bive-
tores em Pauli, ou melhor, ao dual de um vetor, o gue s enquadra

melhor na nossa discussiao de rotagles espaciris feita no §12.2.
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§14. TRANSFORMACSES DE LORENTZ

No  pardgrafo anterior a discussio sobre rotagfes se deu na
forma ativa, isto é, os vetores eram alterados. Esse ponto de vista
¢ conveniente para simplificar os estudos. Uma outra vis3o das ro-
tagides, que € de maior interesse na interpretacfo fisica, & que -os
vetores em si permanecem inalterados, o que ocorre ¢ uma mudanca de
referencial, ou mudanca de coordenadas, também dita uma rotacﬁd na
forma passiva.

Representamos mudanga de coordenadas por matrizes, isto &:

1) B Rl I- LAVI Y (A*v sHo constantes)

Desde que o vetores de EM s3o tidos como os vetores tangen-
tes as linhas coordenadas, uma mudan¢ga de coordenadas leva natural-
mente a uma mudanca de base!

2) @' = DG M) = (3 RraxY) 8Y = Aty &Y
onde D € o operador gradiente (maiores detalhes sobré o operador
gradiente nop prdxime pardgrato).

Como dissemos no 85 apds introdurzirmos a base recfproca. 0%
vetores sfio tidos como objetos invariantes em relag3o a mudanca de
base (ou, mudan¢a de referenciall).Assim, para um vetor s, dado por:
§) g = gl8py = g'Rg'y
devemos ter que as coordenadas contravariantes se transformam com a
inversa dos vetores da base natural (covariante), ou seja:

#a) é&'n Tu¥ &y

]

4h) ' Afla s>

onde a matriz LTVl é a inversa da matriz CA%v], isto é:
L]
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5) A™ TYp = §Xp ' *
Podemos simular uma transformagio de coordenadas através de
uma transformacio ativa, notando que nesse caso os vetores da base
se transformam como:
éa) €'n = LésLt com a inversa dada por:
ab) €n = | t&'ylL
dssim, a transforma¢fo ativa do vetor ¢ dada por:
7) s' = Ltsgl
simula . uma transformacio de coordenadas guando interpretamos que
suas coordenadas 8o em referéncia a base transformada, ou seja, a0
novo referencial. Note que transformamos o vetor & de acordo com 2

inversa da base natural (eq &a).

0s elementos de matriz T#Y gfo dados em termos dos operado-
res da forma ativa por:

.8) o TeY = &' .8Y = (L&ultEY)

Da forma acima é Ffdcil verificar que a inversa (ver eq 3) da
matriz da transformacio € a transposta multiplicada pela matriz do
tensor metrico, isto é:
8a) T = Gun BYX Ak

A ordem dds fndiceé nfio importa (ver eq 8), pois o produto in-
~terno de dois vetores ¢ simétrico em relagfo a comutagio dos veto-
res.

Para resolver para os operadores em termos dos elementos de
matriz ¢ mais dificil, e n¥o serd discutido aqui. Isso nSa cansea
prejuizos a exposiglo, desde que vamos trabalhar intrinsecamente,

ou seja, com 0% operadores.
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Cbmo vimos no 810 cada referencial no eseaco-tempo determina
uma  inica dlgebra de Pauli, segundo sua particular direcio tempo=-
ral. Tambeém, apontamos que em geral as contas sZo feitas em umn par-
ticular referencial (o referencial de laboratdrio), de modo gque a
quest¥o  que surge €! como estHo relacionadas as flgebras de Pauli
aszoriadas a dois referenciais inerciais entre si? Para responder
tal auestfo deixe-nos exprimir a direcio temporal (vetor €q) de  um
dos  referenciais, primado, na algebra de Pauli do outro referen-
cial, sem prima, isto &:

- . F.3 = “0| 0
LR €' €4 A% g + A9 EL,

onde  A%'ay = & v _&u

)
Para uma interpretacio significativa dos coeficientes ﬁo‘k

escravenos a transformacio inversa:

10) 81 = ARy, @V
Agora, notando que & = ~ &K, &, = €%, segue que:
14 R N N I U -LEE ey U
Por outro lado, os elementos de matriz AX v sBo dados por:
1) A = (IndK/an®') = (axksan®) T
onde T = A% W = (30/an0’)

Podemos interpretar ax¥/3x?® como sendo a velacidade do Fe-

forencial primado em relagfo ao referencial sem prima, considerando

¥ como a coordenada, no referencial sem prima, de um ponto em re-

PoULEO no referencial primado. Assim, podemos escrever a representa-—
R do vetor 50' na dlgebra de Fauli de éo como abaixo:

~ - - —_ Kﬂ [ .

13 €, €, = a1 + vKg > T+ )

Para obtermos a relacio entre I e v, quadramos & relacio an-

terior:
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14) (Eyt 8,02 ~mm) T2 (4 + y)2

0 membro direito resulta em:

F2¢q4 + v)2

It

F2{s + 2v + ¢2)

enquanto que o membro esquerdo é dado por:

é ne Y - & & = D 2 —_
€,1 (28,6 &€ + &.) & 228 + ) i
Assim, segue que:

.

15) F2¢f - w2y = § ; o r

i

1/(4 — y2ys /2
que € a expressfao usual para o fator de Lbrentz.

Vamos agora relacionar o estudo acima (eq iB,_bés{camente) com
os operadores de rotagio no espago-tempo. Como exposto anteriarmen-—
te vamos nos concentrar apenas no estudo dos hoosts.

Iniciamos escrevendo o vetor éou do referencial primado em
termos do vetor éo do referencial sem prima através dos operadores
de boost como abaivo:
id4) € 1 = Ré&_Rt

Ds operadores de boost sio dados por: R = eup{wK) = chw + Kshw

onde K & um bivetor (em M) tipo-tempo unitdario. EntZo, notamos que:

73 ,KE; = Kt , e portanto: éqRéD = Rt
Assim, podenos escrever o vetor & . como:
3 = g 2 & Rt = §& 2 °
i6a) eo' eo REDR Eo R+

e portanto temos que:

18 € €50 = RTZ

Da eq 13, segue que o membro esquerdo € dado por:

i9)

m

I I Eéo.ﬁat - éonéq ey BF - T+ vy = T(i~ )
€ assim, temos a relaglio fundamental:
20 Rt2 = (4 ~ )

Também, da representacfo exponencial para o operador de hoost

temos que: .
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29a) Rt2 = exp(~2wK) —=~) ch2w -~ k shDw; e assim, devemos ter:
20b) chew = [ ; ksh2w = Ty ; e portanto: v = k tgh2w

As fdrmulas relacionando v com o meio angulo w exigem um certo
trabalhog. g ;onveniente sempre que possivel trabalhar com a expo-
nencial de &ngulo inteiro. Veremos como fazer iss0 nos casos de
maior interesse, estudados a seguir. As relacfes obtidas sR0, como
exposto anteriormente, trabalbhadas na flgebra de Pauli dos referen-
ciais. Note que os operadores de boost s3o rrojetados naturalmente
na @&lgebra de bauli, desde que eles s8o elementos da subdlgebra par

A transformagio das coordenadas de um vetor podem ser obtidas
realizando a transformagio inversa da dos vetores de base, &9 i6:
21 p” = Rt p R

Agora, projstandé na dlgebra de Pauli, e com'a ajuda da éq i7,

temos que:

¥ . = + = = + =4 n a5 PR — i
21a) p RTpRE Rtp@,*RéE, _ ¥ R+(po + pirt

Decompondo o vetor p em componentes ortogonal, jndicada por
pL, & paralela, indicada por Py, na direg¢io da velocidade relativa

v, & notando gque assim temos que:

22) ‘ Rt py = Py Rt i enquanto que: Rt pl = pl R
encontramos finalmente que:

237 Po” + P° = (py + pyIRTZ 4+ pd

ou, utilizando a eq 20 para Rt2, ¢ equacionando separadamente =a

Parte escalar da parte vetoar, temos que

il

23a) pm" ffpo - v.p)
23b) Py = r(p“ = PapV) i e também: pt® = pt
qie s30 as transforma¢cdes de Lorentz usuyais para vetoares no espago-

tempo da relatividade restrita.

»
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Estudamos =agora a transformagfo de bivetores. g conveniente
expressar o bivetor como a soma de um bivetor tipo tempo € 0  dual
de outro bivetor tipo-tempo. A convenifncia em se exprimir am hive-—
tor em M desta maneira ¢ que guando o projctamos em P, ele é escri-
to como um vetor mais o dual de outro vetor, ou seja:
24) F* = E° + 653‘ -3 E" + (B"

Agora, a representagfo do bivetor F no referencial primado @&
dada pela inversa da transformagio dos vetores de-baae, isto &
252 | F" = Rt FR -—)> RT(E + iB)R

Novamente decompondo os vetores E ¢ B em componentes paralela

e perpendicular a direglo do movimento relativo, € utilizando =a

m

q 22, encontramnos que:

h

6) E* + iB" = Ey + iﬁﬂ + RYZ(EL + iBlL)
Lembrando a expressiio fundamental para RT2, eq 20, € equa-

&ionandé separadamente a parte vetor e bivetor da equa¢So acima,

segue que:

26a) E* = Ey + T(EL + vxB)

26hb) B-

H]

By + T(BL - vxE)
aue s80 as transformagies de Lorentz para os campos elétrico & mnag-

nético.



CAPT IV: OPERADORES DIFERENCIAIS E HOLOMORFIA
€15. OPERADORES DIFERENCIAIS

Nosso trabalho até agora tem abordado apenas espagos  wveto-
riais. Entretanto, o espaco vetorial de Minkowski (R¥*3) & o eg—
pago vetorial euclidiano R3 gao simplesnente o espago tangente ém
um ponto genérico de espagos mais primitivos denominados variedades
diferenciaveis, no ctaso relacionadas ao espago~tempo da relativida-
de especial & ao espaco fisico de nossa percepcao imediata (eucli-
dianp tr;dimensional), respectivamente.,

Para construir o formalismo da Eletrodindmica, bem como o de
outras teorias fisicas, necessitamos introduzir operadores difefen*
ciais atuando sobre os pontos dessas variedades e desenvolver algy-
mas relagfe bdsicas entre eles.

Neste trabalho, voltado para a formulacio da eletrodindmica,
estamnos principalmente interessados em uma formulagio que nfo deve
ser  extrinseca, isto &, que nfo dependa do sistema de coordenada
utilizado, seja no espago de Minkowski, ou seja no espago fisico
ordinario (euclidiano, tridinensional). E conveniente lembrarmos
que  a transformagiao de Lnrenfz atua no ESPACD de Minkowski como
uma rotagHo rigida dos eixos coordenados, sendo considerada gsim-
plesmente como uma mudanca de base no espaco de Minkowski. A Forau-
lagao que pretendemos desenvolver, e na gqual geralmente se desen-
volve os formalismos da eletrodinfmica estd relacionada ao cdleculo
absoluto, ou seja, a representacio dos elementos & feita de maneira

Jntrinseca, nf¥o estando sujeita a um particular sistema de coorde—
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nadas. Os operadores utilizados nas formulagdes usuais como gra-
diente, divergente, rotacional sRo intrinsecos. Os operadores que
ﬁsaremos no que segue sio intrinsecos em relagio ao ESPACO A Jue se
referem. Para distinguir os operadares ém espagos diferentes, deve-
mos quando necessario explicitarmos a que espago os operadores eg-
t3o referidos.

0 tratamento neste pardgrafo & bdsicamente relacionado as pro-
priedades algébricas dos operadores. Ests fora do'objetivo apresen—
tar como %80 construfdos os operadores de diferenciagio sobre as
variedades. As variedades aqui abordadas 50 supostas diferencid-
veis, € supomos também que os canpos aqui estudados s3o diferencig-
veis no sentido usual da andlise matemitica.

_Estamos particularmenge interessados ﬁo estudg de éampos tijo
dominio sejam as variedades relacionadas ao espago euclidiano trij-
Himensibnal e a0 espago~tempo de Minkowski (que por abuso de lin-
guagen serfo indicados também por R® & RY:3, reapeqtfvamenfe) &
contradominio sejam respectivamente P e M, ou seja, esquematicamen—
te campos que atuam como:

Foo R¥ - P
g RY.3 ——=) M

Assim, trabalbando sobre tais espagos estamos aptos & definir
0 operador diferencial gradiente, segundo as direcfes escolhidas
Para descreverem 0 espago (usaremos a letra & para DS versoares do
espaco, mas deve ser entendido que eles nfo se referem aos VEFSOFres
do espaco de Minkowski, a abordagem € genédrica). Portanto detini-

mnos -

i) D = &Y 3
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onde aJ ¢ o operador de diferenciac8o segundo a direg¢io do j-ésimo
vetor contravariante da base. Assim deve ser pois, diferenciacﬁa
com respeito a uma coordenada contravariante gera um operador cova-
riante, desde que a derivada se transforma com a inversa da transg-
formagHo da coordenada a qual se refere., Assim, temos que:

2 a; = d Jdx?)

onde Y & a coordenada segundo a direc3o dada por &9,

Desde que nosso interesse reside no espaco euclidiano e no eg-
paso-tempo de Minkowski, podemos restringir o estudo sdmente para
eﬁpatoa chatos. Assim, os vetores da base reciproca podem ser in—
terpretados  como sendo os vetores tangentes as 1inhas coordenadas
o sistema, sendo construido pelo gradiente da coordenada  corres-
pandente, ou seja, temos que:

3 e’ = DixY)

80 operador gradiente tem todas as prapriedades de ivetor fren-—
te as operagies da dlgehbra superposta as caracteristicas dos apera-
dores diferenciais. Vejamos como ele se comporta quando opera sobre
multivetores bdsicos da dlgebra. Quando ele atua sobre fungSes es-
calares (1) ele produz um vetor:

4) D¥f = g BJ(F)

0 gradiente de uma funcio escalar tem =a interpretagio usual do
cdloulo: € um vetor cujo médulo é o maximo da variagfo da fun¢fo no
ponto, & cuda diregldo indica a direg¢fo de maior crescimento para a
FfungSo.

Antes de avaliarmos o resultado da operacfo do gradiente sobre

vetores e multivetores outros que escalar, devo ressaltar que nio

estamos interessado em coordenadas curvilineas, cujos vetores tan-
L
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gentes ndo sio constantes em todos os pontos do espago, de modo gque
as derivadas dos vetores da base serf8o aqui consideradas nulas. Se
es8e NAo fosse o caso, ao trabalharmos com vetores correspondentes
a coordenadas curvilineas, a diferenciagio deveria ocorrer antes
das operagves algébricas, de modo que o acoplamento a]gébricm do
operador gradiente a um vetor qualquer deveria ser realizado apds &
operagio de diferenciagio nfo sd das coordenadas, mas também dos
vetores da base no gual o vetor estd escrito. No estudo agui real |-
zadao  os versores da base 50 supostos constantes & passam pelos
operadores de deriva¢io, que devem atuar sdmente sobre as coordena-
das. Assim, podemos realizar as operagles alodbricas envolvendo os
versores separadamente das operagdes de derivacfo, que devem envol-~
ver sdmente as coordenadas.

Apds a observagSo acima vejamos o resultado dg operagio do
gradiente sobre umlvetori
S Dv = Dov + DAy
ou seja, o operador gradiente desenvolvido pelo cdlculo geométrico
compreende a diverdéncia e o rotacional, gquando aplicado & i»vefmw
res da dlgebra. Temos entEo, de acordo com a estrutura algébrica,
duas e¢quagfes correspondentes a aplicagio do operador gradiente so-
bre um vetor: uma escalar, cnrrespondenao a divergéncia, € a outra
en bivetores, correspondendo ao rotacional. Devemos preferic deno—
minar o rotacional para o produto exterior ap invés do. produto  ve-
torial, visto que o produto exterior & muito mais geral.

A generalizacdo da operacio do gradiente sobre multivetores de
qualquér graduagio {exceto escalares) & imediata, pois segue o re-

sultado do 82, capt I: produx dois termos, um com um graiu a mnenos
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que o maltivetor original, correspondendo a divergéncia, € 0 outro
termo com um.grau a mais que o do nultivetor, correspondende ao ro-
tacional do multivetor. Assim, a aplicagdo do gradiente sohre um
bivetor produz um ivetor e um dvetor, e assim por diante. Esse re-
sultade, juntamente com a construgdo intrinseca de nossos objietos,
permitird condensarmos os postulados da teoria eletrodinfimica em
uma equagio’ a equagio de Mamwell (ver 819).

0 operador gradiente na dlgebra de Pauli, indicacdo por 9, e
denominado gradiente espacial, é definido como abaixo:
6) ' v o= i 3

DeTinimos agora o operador gradiente em M, indicado eor um
quadradinha (), referido explicitamente como o'gradiente no espa-
Co-temnpo para ndo haver perigo de contusio com o gradiente espacial
(Y). 0 gradiente no espacq;tempo € dado por:
73 0= &% au

Devemos viaolar a convencio anterior sobre a projecfo de wveto-

res de M em P, e devemnos prajetar o operador gradiente do espago-

tenpo em P como:
; 8 e - a —— v
81 0Oe >} Q4 i ou €, O > 3, t
ontle ¥, € 0 operador de derivacio na diregio temporal. Isso deve

sar feito a fim de que nossos operadores de derivacdo nas diregoes
espaciais na forma covariante sejam 0% mesmos em M e em P.
(bservamos gue a proje¢hio acima definida do aoperador gradiente
do espago-tempo estad relacionada a métrica adotada em M (métrica de
Lorentzy, que tem como consequéncia que 05 versores da base reci-
proca ndo slo iguais ans versores da base original em M, enquanto

que em P eles 580 o mesmos versores, isto €, temos que:



Pdg. 110

9 X = Qp i enquanto que em M: éx = - 8
€ de interesse o cdlculo de algumas expressoes, € abaixo faze-
mos  uma amostragem das que mais nos interessam. Thniciamos citando
que o gradiente do produto de uma funclo escalar por um ndmero de
Cli+fard éualquer € desenvolvido pela regra de lleibniz, ¢ resulta
em:
i@) DCFAY = £(DAY + (DP)A
A expressio acima, para 0 Caso em que A € um vetor, condensn
na dlgebra de Pauli os resultados obtidos do cdloculo vetorial para

a divergéncia e o rotacional, isto é:

iiad Y.(fa)

[

f(Y.a) + (Vf)y.a

i

1ib) VA Fa) T(¥Aa) + (9F)Aaa
onde a ¢ uma Tunglo vetorial, e + uma ?unqﬁﬁ escalar.

Citamos agora que o rotacional do gradiente de uma fungio es-
calar & nuls, isto €
12} DADCE) = @

A prova € simples e ilustra algumas regras bem gerais para o
manuseio de i(ndices. Explicitando cada termo na EMPIFESSR0  AcCima,
temos que

DAD(EY = (8! BJ)A{EK I CFry = ajk(P) edK
onde @;, = d/dx? {d/duk(...)3

Notamos que as derivadas BJ ] ak comutam pois supomos que os
campos sHo tantas vezes diferenciaveis quanto necessaric. Agora, um
fator simétrico bidimensional C(ou seja, dois indices), ajk(F),
“contraido” com um Fator antisimétrico, &Y%, é nulo. Para pro-

var esse resultado procedemos como segue. Iniciamos trocando os {n-—

dices mudos: ' .
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i ¢F) &% = 3 () &K
Agora, como as derivadas comutam, isto &, aJk = akJ, o termo
da direita fica:
akJ('F) é“KJ == EQJ-kH’) g?K“ = - ajk({’) é“““‘
onre  a dltima passagem & possivel devido a ant icomutat ividade do
produto  exterior entre dois vetores. Mas, a dltima expressio ¢ o
nagat ivo  da expressio original, de modo que a sdnica alternativa &
aue gla seja nula, como gueriamos demonstrar.
O vresultado acima ¢ Fdcilmente generalirado. 0 rotacional dig-

PLs (ou seja, o rotacional do rotacional) de gual aser numero ¢  pig-

1o

13> DADACLLL) = @

Teualmente ao rotacional, podemos mostrar que o divergente do
divergente de qualquer mimero da dlgebra & também nulo:
143 DuolDutuandd = @

Esses resultados sfo de naturera aledbrica, ilustrando o carsd-
ter vetorial do operador gradiente,-sendo consequéncias de resulta-
das analogos para vetores quaisquer (ver eq 13, 8§3).

Notamos gque o operador di#érencial gradiente ao quadrado &  um
excalar. Esse resultado segue diretamente do resultado andlogo para
vetores, e da independéncia entre ag operacnes algéhbricas & as ope~
ragoes de diferenciacfo, esta 1t ima consequéncia da restficgu des—
te trabalho ano estudo de bases cujos versores ttem diferencial npue
la. Assim, temos que:

1.5) D2 (aeud = 3 3iC,..) 8Y8F = i B;Cans)

Agatra, relacionamos o operador gradiente no gspaco-tempo a0

quadrado (02) reconhecido comao o D'Alambertianc (o operador da
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equag&o de onda), com o operador gradiente espacial ao quadrade (¥
2) reconhecido como o laplaciano. 0 operador gradiente ao quadrado
€ um escalar, e assim a projecic do D'Alambertiano em P & dada por:
162 N2 = 3.2 - w2

0 reéultado de operar com o gradiente ao quadrado pode também
ser  desenvolvido através da expansio do produto de Clifford. FEfe-
tuamos abaixo o desenvolvimento quando operamos sobre multivetores
de baixa graduagio. Sobre ivetores temos gue:
i7) D® (v) = DD(v) = D(D.v + Dtv) = D(D.v) + D.(Dtv)
cujos termos sio todos ivetores, o que evidencia o carater escalar
do gradiente ao quadrado. Para tornar maislclaro a compreensio dos
termos, escrevemnos os termos acima em camponentes:
ig) B(D.v) = aJi(v‘) e
19} D.(DAV). = (34 a”(v“) g.‘k - akJ(VK) &’

Claramente a soma dos termos conduz & expressio anterior na
forma explicita por componentes para © gradiente ao quadrado.

A expansio anterior para o caso particular do laplaciano (gra-
diente ao quadrade na aAlgebra de Pauli), resulta na seginte  formg—
la, bem conhecida do cdlculo vetaorial:

29) HOxRy = PLV.v) — V()

05 operadores diferenciais também est30 sujeitos as operagies
de inversiio e reversfo. Por conveniéncia, o reverso do gradiente &
um operador diferencial que deve atuar sobre o objeto & sua esquer-
da, devendo por isso ser mantido o sinal de reversfo. Assim, a re-
presentacio do reverso do gradiente aplicado & um vetor qualquer §&

indicado por:

21) (bv)t = oDt = 3;(vk) & &)
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£16. HOLOMORFIA

Nosso objetivo nesse pardgrafo ¢ fornecer uma interpretacio
para os postulados bdsicos da Eletrodindmica, ou seja, as equaghes
de Maxwell. B bem conhecido que as equaglies da eletrostdtica livrie
da fontes no plano euclidiano s80 eauivalentes ac condigies de Cau-
chy=Riemann. Vamos mostrar bnma podemnos generalizar taigs relacﬁés a
partir de uma defini¢l8o conveniente de Holomorfia.

0 estudo de holomorfia nos complexos apresenta um rica cadeia
de  relagies extremanente dtil nos cdlculos: se uma fungio ¢ holo-

morfa, entio vale que:

i3 suas derivadas de todas as ordens existem;

&) sua integral de linha sobre um contorne fechada € nulo;
3} sUA expanslo em série de Tavylor existe;

4) suas companented siio fungies harmSnicas.

A abordagem de holomorfia em outras dlgebras, coma os quater-
nions, tem sido feita por algumas dessas condigiies, e as generali-
zagles tem se deparado com varias dificuldades.

Vamos dar aqui uma definigio técnica, tida como uma general i~
raclo das condi¢Bes de Cauchy-Riemann. Abordamos somente CRmpos
descritos no pardagrafo anterior, jsto &, campos sobre as variedades
relacionadas ao espago de base, que assumem valores na algebra de
Clifford. Também, nossa atengHo deve estar concentrada em camposg
que  tenham graduacio definida, denominados campos multivetoriais.

Defini¢R0: um campo multivetorial & holnmnr?o se set gradiente

¢ nulo, isto ¢, seja A, um campo r-vetorial, entfo se:
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1) DA, = @, A, & dito holomorto.
Pa definigdo acima segue diretamente que se um campo  muilt ive-

torial € holomorfo, entXo suas fungfes coordenadas sSo harmanicas,

pois aplicando novamente o gradiente, temos e

23 Dzﬁr = @

Este resultado Jj3 nos mostra que a definigHo anterior & um
tanto razodavel. Para dar maior credibilidade a mesma, estudamos
campos multivetoriais em particulares dlgebras. Nossa primgira ta-
refa ¢ obter os resultados rara os complexos. Para isso, considere
um campo vetorial no plano euclidiano, isto &:

3 Aly,y) = Agxt,u)8, + An (5, Y) &
A condi¢Ho de holomorfia leva a duas equaghes correspondente

an divergente & ao rotacional, gque sHo dadas explicitamente por:

4a) D.A = 3gA; + 3pAp = 0 5 ou também: 3.4 = A,
4h) DAA = 3584 - dnflg = @ i ou também: FgAn = - dohy

Ag cnndicﬁéﬁ acima para as componentes do campo vetorial A sS5o
equivalentes as condicfes de Cauchy-Riemann.

Agora, considere um campo vetorial no eapacs  euclidiano. A
condig8a de holomorfia leva as equagfes da eletrostatica livée de

fontes, iato & .

I

5 D.E @ ; e também: DAE = @

Por fim, estudamos a condicRo de holomorfin Para campos mugltj-
vetoriais no espaco—tempo de Minkowski.

Observamos inicialmente que a condigio de holomorfia para cam-
Pos  vetoriais em M € equivalente a determinagio do potencial da

campo eletromagnetico no calibre de Lorentz cuando o camnpo eletro-

magneético é nulo (eq 9, &21).
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&o ¢casa de um campo bivetarial, a condig¢io de holomorfia &
exatamente a equacao de Maxwell para campos livres (vef eq i, &iv).

Mio vamos desenvelver mais a teoria de holomorfia, mas o lei-
tor pode inquirir a respeito das condigdes 4 & 4, que sHo equiva-
lentes no caso dos complexos Também, um resultado de extrema jm-—
portdncia seria a extensio do teorema de residuos para campos  sin-
gulares. Para tanto precisariamos da formula¢fo integral, que n8o

trataremos neste trabzalho.
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CAPT V: ELETRODINAMICA

Nossos obietivos neste capitulo sfio os segintes: ) apresentar
uma  formulagc®o intrinseca na dlgebra do espaga-tempo M, ou seja,
Lima Formulacgu covariante que seja intrinseca € permita cdlculos
simples e diretos; i) explicitar os resultados finais em coordena~
das, cobrindo assim, a representacio tensorial explicita; iii) rea-
lizar @a projec8o dos resultados bdsicos na dlgebra de Payli, tida
C O é escolha de um particular referencial inercial na descrigio
relativistica, o que nos permite transpor os resultados obtidos ewm
M de uma forma simnples & natural para a linguaqem vetorial, eupli-

titando claramente as diferencas entre as formulacies relativistica

¢ a formulacHo original de Maxwell, baseada no espago—tempo de New-

ton.

Acreditamos que um dos grandes meéritos da lingauagem aqui apre-
sentada reside no Tfato de gue ela &. uma linguagem intrinseca; con-
densando as informagfes em poucas frases, e dispfem de processos
Idgicos razoavelmente simples para deduzir outras relaghes. A for-
rulagdo tensorial ewplicita epor componentes, como encontrada  em
Cdal e LLLY, é minuciosa ¢ complexa. O uso explicito das coordena=-
das resulta num rebuscamento das expressfes finais quase imemorid-
vel, proveniente da grande quantidade de {ndices que poden  ocoreer
nos calculos (o leitor pode comparar por exemplo, a forma intrinse~
ta do tensor energia-momento-tensio do campo {eq 2, E22), com =a
forma explicita por coordenadas (eq 22, 822)). Esperamos que no de-

carrer da exposigdo fique visivel a economia oferecida pelo cidlculo

s .
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geométrico, tanto na forma final das expresasnes quanto nos prnceéw
sou dedut ivas.,

Além da Fformulac®o intrinseca bisicamente outro resultado me-
rece destague! a obtengfo das leis de conservacio deiretamente da
equagdo de Maxwell, o que nos permite obter as equacues de movimen-
to para as particulas elédtricas sem necessidade de recorrer a  ou-

tras teorias, como o formalismo lagrangeano (ver [Waldyr 1),
§17. ELEMENTOS B&SICOS

Iniciamos introduzindo os campos elétrico (Y e magnético (02

Trabalharemos com a forma usual dos campos E ¢ B em P, ou sejam,

r

eles sao wvetares, de Aacordo  com ag  seguintes expressnes:

£ E

il

EJ' QJJ i B s BJ (I’J
Assim, os campos E e B devem ser representados em M por bive-—
tores tipo-tempo, e sio expressos explicitamente como:

) E = gJo

j1H]

Jo 7 B = BJo €0

Também, adotamos a convengio do 8§40, capitulo 1., segundo a
qual os objetos de P s8o0 escritos em negritos.

Introduzinos agora o bivetor de camnpo eletromadnético, indica-
do por F, cujo bivetor componente tipnwtempo € o hivetor campo elg-
trico, (E), & cujo bivetor componentes tipo-espaco & o dusl em M do
bivetor campo magnético, B. AGsim, escrevenos:

32 F = E + &5 B
Explicitamente, as componentes de F na  forma contravariante

s80 dadas por:

b FKe = EgKo | FI¥

it

€0 JK Bio
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A projegiio do bivetor de campo F em P & direta:
3 F=E + €esB -—-> E + i8

NZo devemos confundir a escrita, e usaremos a letra i para in-
dicar aque estamos trabalhando em P, e quando usarmos o sfmbolo é5
deve estar subentandidm aue estamos trabalhando em M.

Vamos preferir trabalhar diretamente em M com o bivetor F AQ
inves de trabalhar com os campos E & B. A conveniéncia em tal pre-
feréncia deve ser visivel nos paragrafos subsequente.

Dois obJetos construidos diretamente a partir do bivetor de
campo serao de grande utilidade: o dual de F pela unidade pseudoes-—
calar, e o conjugado espacial de F. O dual do bivetor de campo &

indicado por D & eMpresso como.

H

6 D = & F ~ B + &g E
Explicitamente as componentes do bivetor D s%o dadas por

7) DAY = f/0 €MV e, .

1y
&)

onde utilizamos os resultados do §10; capt Il, para o produto de

por biversores, eq 20 .

0 conjugado espacial de F & indicado por F¥%, e & dado por:
2) - F* = e Fe, = =~ E + 35 B

Os campos elétrico e magnetico podem ser obtidgs através da
combinago de F com F* como mostrado abaixo:
2} E = {/2¢(F -~ Fx) B = (-1/2) &g(F + Fx)

A representaclo acima para os campos E e B & também vdlida na
dlgebra de Pauli, sisplesmente devemos trocar 85 por_i.

Introduzimos agora o vetor densidade de corrente (ou corrente

simplesmente) indicado por J, em M:

[}

ie) J o= 2 8u , enquanto que em P:  J € ~2> & + U
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R 4+
A componente temporal do vetor corrente em M (parte escalar em

P) € simplesmente a densidade de carga (8), enquanto que as compo-
nentes espaciais (parte vetor em P) representam a densidade de cor-
rente vetorial. 0 método de projecio de M em P relaciona diretamen~
te as coordenadas contravariantes da parte espacial de um vetor en

M com as coordenadas contravariantes da parte vetor da projecio do

vetor de M em P.

§18. INVARIANTES DO CAMPO ELETROMAGNETICO

Como vimos no capitulo II}, ns operadores de rotagio pertencen
a subdlgebra par, e assim, os invariante% em R. sfo os elementos
que comutam com todo elemento da subdlgebra par. Na dlgebra do eg-
pago-tenpo de Minkowski, os escalares e os psendaoescalares comutam
com  todo elemento da subdlgebra, sendo assin o5 invariantes naty-
rais em relacfo a transformagies de Lorentz.

Para fabricarmos escalares e pseudogscalares a partir do hiﬁer
tor de campo sdmente, € uma tarefa f8cil através da dlgebra que es-
tamos trabalhando (em (8a'l se discute a existéncia de outros in-
variantes, mas o invariantes ali obtidos envolvem diretamente o
potencial, além do bivetor de campo). Notamos que das equaghes 22a
e 22b, 84, o0 quadradeo de qualquer bivetor tem sdmente componentes
escalar e pseudoescalar. Assim, temos que 08 invariantes do campo

eletromagnético sfo dados par:

1) FE = (F2) + (F%), = F.F + FAF



Explicitamente por coordenadas os invariantes s3o dados por:
2a) FuF = 474 F'Y Fao @uw, 8% = ~ (/2 FAY Fuy
2 ) FAF w= - 4/4 FRY FX% Egoes §5
unde na ultima igualdade usamos a €9 ji{ 819. Lembrando a definigio
do dual do campo eletromagnético, £q 7, § anterior, podemos escrg-
ver a dltima eoguacio como:

FAF = §/2 FY Duv e

wn

Desprexzandn fatores escalares numéricos € a unidade pseundoes—
calar, os invariantes do campo s850 explicitamente dados por:
Ja) FEY Fuw 5 & também: (3b) FE2Y Doy

Us'invariantas do campo eletromagnét ico assumem uma forma mais
sianificativa quando #pressos em ternos dos canpos e€létrico € mag-—
nétiﬁo. Isso pode ser Tacilmente efetuado através.da representacio
do bivetor de campo em termo dos campos E ¢ B (eq 3, § anteriok):
4) 2w (B + 658)2 = ER - B2 ¢ §5(EB + BE)

e portanto os invariéntea s30 dados por:
Sa) E2 - B2 ' (5b) E.B

Observe que as relagfies acima s8o vdlidas tanto na dlgebra -do
espaco-tempo, M, guanto na dlgebra do espago P.

As  eqs Ha e Sbh tem uma interpretacfo direta: a eq'ﬁa nos diz
qHE S8 06 camﬁua E e B tem intensidades iguais (ou seja, a ditferen-
¢a do midulo dos dois & nula) em relagfo a algum observador, entSo
eles tem intensidades iguais, em relaglio a qualguer outro observa-
dor inercial. Por outro lado, 2 £q Sb nos diz gue se¢ os campos s3Ho

perpendiculares entre si em algum referencial, entio eles si0 per-

pendiculares em qualauer outro referencial inercial.
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Vamos agora mostrar um resultado interessante. o8 maximos e
minimos do campo eletromagnét ico «Ha Lorentz-invariantes. Sempre
pademos expressar o cémpo eletromagnético como:

&) F = Ffeup(€g9)

onde € o campo de amplitude, ¢ & & reconhecido como a  fase do
campo  eletromagnético. Tal interpretacfo serd referendada quando
estudarmos ondas planas (820). 0 campo de amplitude & descrito por
dois bivetores ortogonais, dado abaixo:

72 A B, + é5 Ba i onde consideramos que ! Ea.B = @

A exponencial tem a forma trigonométrica usual. A deacrfcﬁm
acima do campo eletromagnético se relaciona de maneira simples com
a forma anteriormente dada (F = E + &53).'

0s quadrado do bivetor de campo é agora: dado par
8) F2 = £2 exp(R8s®)
desde que - + comqta com a exponencial, pois & um bivetor,

A expressio acima & significativa: os invariantes do campo sHo0
representados por ¥ ¢ &, e seguindo a interpretacﬁm'dada_anterior“
mente para &, tenos que a Tase do campo deve ser um invariant. Co-
Mo 0% MAXIMOs € minimos do campo eletromagnético dependem sdmente
da fase do campo eletromagndtico, eles sHo0 portanto invariantes em
rglacﬁo a qualquer referencial inercial, apesar das intensidades

serem relativas.



. 819. EQUAGGSES DE MAXWELL

Vamos agora formular as leis da eletrodinmica. 0 postuylado
bdsico para nosso trabalho s50 as equacies de Maxwell, que relacio-
nam os campos € as fontes. Trabalhamos apenas com a forma di feren-
cial das equaghes.

Vale aqui fazer um comnentdrio sobre a simplicidade Jornecida
pela desenvolvimento alaédbrico ocorrido desde a formulagio da ele-
trodin&mica por Maxwell; a fornulaglo original de Maxwell, que em-
pregava coordenadas, consistid num conjunto de oito EqUACHES esca
lares. Com a introdu¢fio do cileculo vetorial por Gibbs, as equages
de Maxwell pasgsaram a ser representadas por guatro equagdies: duas
torrespondentes ao rotacional & duas correspondentes an. divergente
dos  campos £ e B. Na formulagSo tensorial, ¢ também na formulacHo

da #laebra exterior (ou formas difefenciais), as equagnes de Max—
well sfio representadas ;or duas equagdes: uma para a divergéncia do
tensor de campo, € uma para a divergéncia do dual do tensor de cam—
Po. O formalizmo da dlgebra de Clifford permite condensarmogs a re-
presentacdo das equacfes mais ainda: na representagfo eﬁ M conden-
HSAEMos as eqﬁacﬁas de Maxwell em uma equagfo. A squacfo de Maswell
em M € expressa dizendo que o gradiente do bivetor de campo F &
igual ao vetor corrente J, isto &:
i) OF = )

Podemos equacionar separadamente a diveraéncia e 0 rotacional
do campo. Desde que a corrente ¢ um vetor, devemoé ter:

a2 O.F = J i enquanto que: OAF = @
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A representagiio das equacfes acimas em componentes & similar a
representaclo do cdlculo tensorial. 0 cdlculo explicito & direto. A
equagdo do divergente resulta em:

37 Q.7 an F*Y &v = J¥ &v , e portanto: AuFRY = v

A equacio para o rotacional do bivetor de campo tem a sgguinte
EXPressio:

4) OAF = {1/2 3*FRY &upvw = @

Apesar de termos vinte e quatro possibilidades (arranjo de
quatro possiveis indices, tres a tres), sdmente quatra desses  ar-
ranjos geram triversores linearmente independentes. Desde que crda
companente segundo um triversor da base de M? deve se anular sepa-
radamente, devemos ter: .

) ak[:'ll.'v + ARFEYX +  aYF»y = @ . -

Na dltima equa¢fo as alternativas para os indicee sXo (@,4,2)

:
(@,1,3), €0.,2,3) e (1,2,3)., Qualqguer alterag8o nas ordens dos (i
ces produz a mesna equagio, & mnenos do sinal.

Podemos também escrever a equagio para o dual de F. Para Eaﬁp
multiplicamos a equacio de Maxwell por 8e, isto &:

]

&)

m

OF = éqd i ou melhor: on = - éﬁd

POisS 35 ¢ constante e anticomuta com vetores. Jgualando separada-~
mente multivetores de mesma graduacio na equagao para D, temos que:
7) 0.0 = @ i enguanto que: OAD = - €l

A equacio para a divergéncia do dual (equagio homogénea) cor-
responde A equacio para o rotacional do bivetor de Campo, enqguanto
que a equacio para o rotacional do dual corresponde a gquagio para
a divergéncia do bivetor de campo. Devido a simplicidade em expli-

citar o divergente, é usual na representagfo por coordenadas adotar

0 par de equagries dado abaixo: ’



a) SuFEY = g JubDAY = @
como representando as equagdes de Mavwell.

Vamos agora encontrar a representagdo da equagio de Maxwell em
termos dos campos E € B na dlgebra de Pauli. Como ela & uma equagio
em multivetores de graduagSo ‘mpae, multiplicamos a equagdo por éof

9) &, OF = & J

0 Q

A projecio da equacio acima em P & dada por:

19 (g + 9ICE + iB) = § -
Desenvolvendo o produto do membro direito encontramos qite

11y dE + VE + iVB + | 3B = § - J

| Evpandindo o produto de Clitford, encontramos CIE :

127 AgE + V.E + VAE + j(9.B) + i(VAB) + i a8 = £ - 0
Equacionando separadamente multivetores.de Mesma gradua&ﬁo na -

guuagdo acima, obtemos que:

13a) Y.E = § _ (parte escalar)
13h) AL,E + i(VAB) = - g (parte vetor)

t3e) VAE + 3,8 = 0 (parte pivetor)
i3 i(Y.B) = @ (parte trivetor)

sue 530 as equacdes de Maxwell na forma vetorial usual, apds rela-
cionarmos o produto exterior com o vetorial, axh = —ilasrh).

As duas equagches Eomagéneas (a bivetor e a trivetor, resultan-
tes da projeclo de um trivetor em M) qurando expressas em  companen-
tes resultam ser as mesmas equaghes que as do rotacional do bivetaor
de campo em M, € as equagdes nlo homogeneas (a escalar e a vetor,
resultantes da projecfo de um vetor em M) sSo equivalentes a equa-

¢io do divergente do bhivetor de campo em M.



As  equagdes acima sHo muito conhecidas para. merecerem algum
comentario especial, mas vamos identifica~las: a equaglo escalar
para o divergente do campo elétrico (E) é reconhecida como a lej de
Gauss; a equaglo (pseudoescalar, ou escalar) para o divergente oo
campo magnético (B) expressa a n¥o existéncia de monopolos magnet i~
cosi A equacHo em bivetor para o ratacional do campo elétrico ¢ a
lei de inducfio de Faraday; e finalmente a equagio vetorial para o
rotacional do campo magnédtico € denominada lei de Ampere/Maxwe] ] .

A equacio de Maxwell € a lei bdsica da qual derivam outeas Fe-
lagdes importantes do eletromagnet ismo. Prosseguimos no desenvolvi-
mento da teoria trabalhande diretamente com a egquagio de Maywell.
Segue diretamente dela que o vetor corrente em M & conservadae, pois
sua divergéncia € nula. Para obtermos csse resultado aplicamos .0
cperador gradiente a equaghao de Maxwell; e assim obtemos:

14) O2F = DJ = [O.J + Ol

lembirando qué o D'Alambertiano (32 & um escalar, € desde
ane F & um bivetoar, devemos ter: ’ )
iﬁ) D2F = [Oa)) enquanto que: 0D.J =9

A Iei.de conservagio para J € a equaglo de continugidade PENFA A
carrente, que ¢ uma equacio escalar, dada por
ié) .d o+ 309 =

Por outro lado, a outra equacio relacionando o D'Alambert iano
de F com o rotacional de J, permite o desenvolvimento dos campos em
multipolos, desde que as componentes de F satisfazem a equacio de
onda. A representagio em P da equagiio é mais fdécilmente oabtida
guando projetancos a equagio original em P, isto é&:
i7a) 0?f ~~~> 0O2F + I D%B ; enquanto _que

£70) 4 = D8 8,J ——-> (3, ~ 93(F =



0 desenvolvimento do produto no membro da direita envolvends o
gradiente da corrente mostra que a projecfo em P da equacio Q2F =
OJ tem tres componentes de diferentes graduactes. A parte escalar
¢ simplesmente a equagio de continuidade (eq L4}, as outras compo-—
nentes s30 as equagies de onda para os canpos E e B, dadas por!
if=) O2E = -~ 9§ -~ d (parte vetar)

184 ICO2B) = 9ay (parte bivetor)

52¢. ONDAS PLANAS

Vamos agora estudar um exemplo especifico edtre tantos top i
cas interessantes da eletrodinfmica: o modelo de ondas planas para
Campos 1}vr95. 0 modelo de andas planaa para o campo eletromagnét i-
co no vdcuo apresenta resultados bem conhecidos: os campos E e B
sfc transversais a direcfo de propagacBo, e ortogonais entre si.

A equagdo de Maxwell em regives livres de fontes de correntes

recduz—-ae &:
i? ar = Q

Considere a solugfo de ondas planas para o campa, dada por:
) Foo= F expl@g(.x)) = flcos(K.x) + Egsen(K.x) 3
onde € o vetor posicio em M, K & um vetor constante descrevendo
o modo  de propagagdo da onda eletromagnética e £ & um bivetor
constante (f descreve a amplitude do campo). Os representantes em P
de K e de f gHo dados por:
3) K&, =---> w + K ; f&, ~--) e + ib

Quando  substituinos a soluglo de onda planas na equacio de

Maxwell, encontramos que:
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4) OF = €uf Aulexp8y(K.:)) = KF = 0 ; ou também: Kf = @
fsasim, projetando o resultado acima em P, devemos ter:

5) Kt = @ -~-—-—> wi(e + ib) = K (e + ih)
ﬂss{m, igualando separadamente multivetores de mesma graduacho

obtemas as relagtes abaix

6Ha) K.ge = @ {escalar)

&b we = {(Kab) {vetor)

bc) i wb = K~*e - (bivetor)

6d) t(K.b) = 0 (pseudosscalar}

As partes escalar e pseundoescalar mostram que 05 Campos € & b
8o  transversos a dire¢fo de propagsacio da onda, dada pelo vetor
(em P) K. Quando efetuamos o produto extériar da parte bhivetor conm
€, VveEmDs quEe 05 campos € & b %0 ortogunais entre si. Por +Fim. a
parte dvetor méﬁtﬁa comb obter um campo a partir <o outro, O gque
reduz o estudo de ondas planas a determinagio de apenas um campo.
A equacio 5 também equivale as‘equacﬁes abaiuo:

7) we

i

i Kb wbh = - i Ke

A nultiplicagio da primeira por €, e da segunda por b, todas &

direita, seguida da subtragio das duas equagoes, juntamente com
resultado obtido anteriormente que e.b = @ (do gue decorre <gue &b

= ~he), nos leva a concluivr que:
8> e? = b?

Também, obtemos informagies sobre a polariza¢io manipulando a
equacio T decorrente do modelo de ondas planas, isto é:

?) wle + ib = K(e + ib) ou wf

i

K+
Multiplicando por w + K pela esquerda, obtemos que:

10) wig = K=2¢
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temos que: '
47 w = tIKI
0 sinal corresponde a polarizagres circulares esquerda (+) on
direita (-3, isto &, s¢ w = +1KI entdo os vetores K, b, €, nesta
ordemn, formam um sistema de coordenadas mio direita, ou seja, con-
forme a onda evolue, o campo b roda na direciio do campo € (no seﬁu
tido anti-hordrio). Se w = ~JKIl, ent3o K, €, b, nesta ordem, Fformam
um sistema de coordenadas mRo direita, & nesse caso o campo € - roda
ﬁa_d;recﬁo do campo b. A Figura abaixo ilustra as
- RIKIE,

alternativas w

[(RR rwt)
F- (3+2'3\Je1{kx+w A
- A b
a
=X
b 2
—
.Y
K
-
w = +1K!

Y

w = -1kl
Ohservamos que a dlgebra de Clifford além de introduxie
dade pseadosscalar (a unidade

a uni-
inagindria nos tratados
nova

eletrodin@mica) de uma forma mais natural na formulagHo, acrescenta
também uma

nsuais de
interpretacio para a polarizagio circular. A multij-
Plicagdo dos campos de amplitude, e & b, por eﬂpé5(K.x) ¢ uma
ragido de dumlidade,
Saﬂ

que transforma vetores em

ope~
bivetores & vice-ver—



821. POTENCIAIS

Vamos agora desenvolver a teoria de potenciais Para o Campo
eletromagnético, a gual permite formulagies simples da equaglo de
Maxwell em termos do potencial.

A caracter (stica da eaunacqo de Mavwell guando trabalhada na
alagebra de Miqkmwski ¢ que ela expressa diretamente gue o rotacio-
nal do hivetor de campo & nulo. Desde que o rotacional duplo de
ﬂuaiquer vetor & nulo, o hivetor de campo pode ser expresso como o
rotacional de um vetor, aue sera denominado potencial vetor, e sera
indicado par A, & expressio do campo coao o rotacional de um  vetor
também se adequa a exigéncia de que 0 campo seja ﬁm bivetor. Assim,
podenos escrever: (1) Fo= DOas

A equagio satisfeita pelo potencial vetor & dada por:

2 O = (OAa> J

ii

f o equagdo para o potencial pode ser expressa  alternativamente

[ 4] D!C)I:
2D OOaa)y = 0246 - 0.4 =
0 potencial vetor em M ¢ representado como:
4) A = 4% &y, | e em P como: Ag, - g+ A

A componente temporal do vetor potencial em M € © potencial
escalar  em P (#), enquanto que as componentes espaciais formam 3]
potencial vetor em P (A). .

A Formulaclo da equacfo de Maxwell em termos dos potenciais &
muito importante pela liberdade que o tratamento oferece. Observa-

mos  que se& o potencial € alterado pela adigfo do gradiente de uma
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fungdo escalar entfo, o campo permanece inaltefado, desde que como
mostrado no 815, capitulo IV, o rotacional do gradiente de qunl quer
fungldo escalar é pulo. Tal transtformagio € dita uma transformagan
de calibre, e € Escrita como: )

5a) A' = A+ OX , onde X ¢ a fun¢fo de calibre.

Projetando a equagfo acima na dlgebra dé Pauli, temos que:
Sk ﬁ'éo m——) A = (e FuX? + (A - I}

Explorando a liberdade oferecida na construclo dos potenciaig,
através das transforma¢fes de calibre, podenas simplitTicar as equa-
¢cars obedecidas pelos poatenciais. Temos duas formas impartantes  da
equagio de Maxwell: a gatisfeita pelos potenciais do calibre de Lo-
rentz, € a satisfeita pelos potenciais do calibre de Coulomb. Vamos
agui desenvolver taisg equaqﬁeﬁ.e observar as exigéncias sobre os
potenciais a Ffim de que eles satisfagam a5 NESHRS.

A Qquacﬁo satisfeita pelos potenciais do calibre de Lorentzr &
simplesmente a equacio de onda desacoplada para cada componente do
potencial, tendo a correspondente componente o vetor corrente como
termo  fonte. Tal equacio € sempre obtida guando a divergénecia do
potencial em M & nula (condiglo de Lorentz), isto &:

6} s DO.A = §, entlo A pertence ao calibre de Lorentz.

E  sempre possivel encontrar um potencial aque @ solugio d=z
equagiio de Maxwell e satisfaga a condicfo de Lorentz. Para ver isso
considere um potencial, A, que seja solucio da equacfo de Marwell
mas ndo satisfaca a condiclo de Lorentz. Agora, uma transtormacHo

de calibre para um novo potencial A', dada por:

71} A" = A+ DX ; tal que a funcio de calibre satisfaca:
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8) 02X = - O.A ; gera um potencial, A', que é soluclo da
NESHA  SOURGAD dé Maxwell (no gentiﬁa que geram o mesmo campo ele~
tromagnético) e que pertence ao calibre de Loentz.

No calibre de Lorentz, desde que o divergente do potencial é
nulo o campo pode ser @xpresso simplesmente como o gradiente do po-
tancial, isto é:

) Foo= OaA

Assim, pela eguacio de Mayxwell, o potencial satisfazr a equagio

de: onda, dada por:

1) 024 = J , ou projetando a equacio em P temos que:

toby  O2¢ + Q%A = £ o+

que deve ser convenlentemsnte separada nas partes escalar & vetor
{2 posteriormente, & parte vetorial escrita por cbmponentes).

Para completar o tratamento do calibre do lorentz, observanos
que  as-transformacties de calibre invariante dentro do calibre de
Lorents, sHo obtidas reyuerendo que a funcio de calibre gsat isfaga =&
equagao  de onda homogénea. Entfo, se A pertence ao calibre de Lo-
rentz, e
i1 A' = A + [OX , onde temos que: 02x = @
ent3o A' e A produyzem O MeEsmo campo e sho solughes da mesma equacio
dentro do calibre de lLorentz.

0 calibre de lorentz € muito utilizado no estudo do comporta-
mento local dos campos, sem referencias a Fonte. 0 estudo da dtica
e de condugdo de ondas em meios homogéneos (materiais nio magnéti-
cos, dielétricos e condutores), assim como o tratamento (usual) de

oncdas planas € realizado utilizando-se o calibre de Lorentz.
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Vamos agora introduziv o calibre de Coulomb, conhecido também
como calibre de radiag¢lo ou transversal (longe da fonte de radiaglo
samente os campos transversais a direcio de propagacio sfo  impor-
tantes). Tais dénominacﬁeg alternativas decorrem de que o calibre
de Coulomb € mueito dtil no estudo da radiagho. 0 nome calibre de
Conlomb decorre de gue a equagBo satisfeita pela componente tempo-
ral do potencial resulta ser uma equagiio andloga a equacio usada na
eletrostatica (a depend&ncia temporal estando embutida na densidade
de carga).

A condiglo satisfTeita pelos potenciais do calibre de Coulomb &
melhor expressa em P! o divergente espacial do vetor potencial {em
P} & nule, isto &, temos que:
132 V.4 = @ ; ou de outro modo: 0.8 = &Oﬁ

Sempre podemos  encontrar uma solu¢fo da equaclo de Mawwell
deﬁtro do calibre de Coulomb. Para isso, considere um potencial ve-
tor em P, A, cujo divergente espacial nfo ¢ nulo. Entio, uma trans-
formagHo de calibre por uma fun¢io de calibre que indépenda do fem“
po ¢ satisfaga:

13) ?2X + 9.A = @
gera um potencial solugdo da mesma eauagio de Maxwell dentro do ca-
libre de Coulomb.

No calibre de Coulomb o campo continua sendo expresso pelo ro-
tacional do potencial. Egquagfes alternativas satisfeitas pelos po-
tenciais do calibre de Coulomb s8o0 obtidas analisando-se a equagio
de Maxwell para o potencial (gq 3), € obtemos diretamente que:

14) 024 - Ma,®) = 4 desde que: 0.4 = a,%.
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Projetando a equagio anterior em P, multiplicando-a por éo a
direita, obhtemos que:
1582 O2¢e + A - (3, — V¢ auﬁ> = 9 o+ J

Igualando separadamente multivetores de mesma graduagio na
equUagcio acima, encontramos que:

1% V2 = - B enquanto que: o%4a = J - A, (v

0O calibre de Coulomb & myito utilizado no estudo da radiagio
cansadas  por fontes com caracteristicas bem especificas. 0 estudo
da  radiagao longe das fontes & baseado nas componentes gspaciaig,
as quais cumprem as caracteri{sticas dos campos de radiaclo de cair
simente com o inverso da distincia, o que torna possivel sua trang-
missHo entré lugares distantes. Por outro lado, o potencial esﬁalar
(em P} decai com o inverso do quadrado da dist@ncia, caracteristica
dos campos coulombianos da eletrostdtica, sendo desprezivel ionge
das fontes. .

Além da sua utilidade no estudo da radiac8a, o calibre de Cou-
Tomb  também & conveniente na Formulagio lagrangeana de cargas gque
interagem, desde gue 0 potencial escalar (em P) satiefar uma equa-
ﬁﬁo tipo eletrostitica ¢ & por isso denominado potencial inatanta-
neo. EFeitoa‘de retardamento provindos da equaciio de onda nio podem
ser enquadrados na formulagiho lagrangeana éoma descrevendo part icu-
las interagindo. Assim, na descricio lagrangeana da interagao entre
elétrons e prditons separados por pequenas distfncias (como  ocorve
nos atomos), a interagfo ¢ simplesmente R interacio Coulombiana
descrita pelo potencial escalar. A interacio provinda do potencial
vietor (em P) além de nio se enquadrar completamente na descricio

lagrangeana (ha o termo de Darwin obtido por uma expansfo do poten-—
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L]
cial, que descreve uma interagio tipo magnetostitica, nXo ENnCorpan—
do efeitos de retardamento, e portante pode ser enauadrado na for-
muiacﬁo lagrangeana), ¢ desprexivel no estudo de cargas com baixas
velocidades, desde que a interagSo magnética ¢ da ardem das corre-
¢ies relativisticas. 0 calibre de Coulomb & também usado em resolig--
§80 de problemas de magnetostdat ica, em particular em meios magnet |-
cas sem fontes de corrente.

As transfornagies de calibre que deixam as ﬁmldcﬁes invarian-
tes dentrﬁ do calibre de Coulomb estio sujeitas a restricio de que
& fungfo de calibre além de ser independente do tempo cumpra a con-
digHo abaixo:
ié) veyY = @

Assim, se a Tunglo de calibre satisfax 5 equagiao de Laplace a
transformacfs de calibre restrita & uma transformacio de  invariin-
ciz dentro do calibre de Coulomb. As transformacfes de invariinciag
nas calibres dizem simglesment e que a solugio nio ¢ ﬂnica, a. meEnos
da fun¢lo de calibre restrita as condigies especiticas de favariin-
cCiag impéstas relas calibres particulares = que e referem.

As condi¢ties impostas sobre os potenciais e fungles de calibre
discutidas na andlise dos calibres de Lorentz g de Coulomb nos mog--
tram que a formulagSo do calibre de Lorentz oatd intrinsicamente
relacionado a estrutura do espago-tempo, enauanto que o calibre do
Coulomb estd intimamente relacionado a gstrutura do EHEPATO .

Apesar de termos desenvolvidos os daois calibres devemos obser -
VAr que as equagues obtidas pelo calibre de Lorentz sio invariante
em relagio as transformagres de Lorentz, enquanto que s do calibre

de Coulomb claramente nio sio Lorentz-invariante, pois envolvem re-
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feréncias explicitas a um particular referencial, isto &, a escolha
de uma particular diregao temporal 60. Isso significa aue a solugio
no calibre de Coulomb para um dado referencial inercial nSo & salu-
¢En para outro referencial que esteja em movimento em relaciio =ao
primeiro, Para estudos fora do @mbito relativistico entretanto, is—
s0 Nao deve ser motivo de preocupacio, pois o mais importante € que
s consiga mostrar gue existe uma solugfo. Também, a condicRo sohre
i funcio de calibre para gue a transformacfo de calibre HBEJA  UmR
trapsformagdo de invarifncia dentro do calibre de Coulomb nio & Lo-
‘rentﬁwinvarianteu

Vamns  agora expréssar o0t vetores de campo, B e B, dentro da

dlgebra de Pauli em termos do potencial. Reﬁﬁaltammﬁ qUE A EMprege

sies  sHo independente do calibre usado, pois as transformacies de

calibre deisam o campo invariante, e as particulares solugdes den-—
frm de cada calibre s8o obtidas por transformacfes de calibre,

Para isso, devemos expressar o rotacional do potencial em M em
termos do produto de Clifford, o qual é mais apropriado para proje-
tair em P, devido a provriedade associativa. EntRo, sgcrevenos:

172 oo O~ = DA - [A

Projetando a equagio acima em P, obtemos que:

ien E + iB (Fy =~ 9F - A) - 3¢ ~ 9.4
Expandindo o produto de Clifford, encontramos que.
9 E + iB = -~ 9(&) - 2,{AY  + Va4
Assim, igualando separadamente multivetores de mesma graduacio

na Jdltima eqguagfo, temos que .

i9a) [

- _Ecaﬁ - v_g’

S1%h) B

i

- i VAAY = PHA
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522. LEIS DE CONSERVACAD

Vamos agora desenvolver as leis de conservagiio da teoria ele-
trodindmica. Desde gue sd fornecemos a formulagfo diferencial, tra-
halkharemos apenas com densidades, isto é, abordaremos leis de con-
sxrvacio para densidade de eﬁergia, densidade de momento, densidéde
dee Forga, etc... A9 leis de conservacio exprimem relacies entre
aant idades relacionadas ao campo (energia, momento linear, tensSo)
e aquantidades relacionadas as fontes. Tambén, & possivel dedurir as
Equacaes- de movimento para cargas puntuais a partir das leis de
conservag¢io DWaldyr]

Nosso trabalho € desenvolver uma forma Simpies e ilustrativa
para o "tensor” energia-momento-tensio do  campo eletromagnéticao,

assim como para a lei de conservagfo.

# interessante notar que as leis de conservaglo aqui  obtidas
peia  dlgebra de Clifford decorrem diretamente da equagio de Max—
well,  sem necessitarmos de qualquer outra equacglo adicional. Isso
contrasta com os resultados usuais, os quais introduzew "ad hoc'
outras edqungbes, tipo equactes de movimento, além da equagio de
Marxwell, que passibilitem obter as leis de conserva¢ioc (forga de
Lorentz na formulagfo vetorial, € o formalismo lagrangeano na for-
mulagfo para campos). De outro modo, a formulagfo aqui adotada tor-
na “superfldo’ o uso do formalismo lagrangeano.

Nossoe estudo se desenvolve a partir da equaclo de Maxwell

(eq 1, 819). 0 reverso dagquela eguagio ¢ dado por:

i) FHot =



Multiplicando a equagfo de Maxwell pelo reverso do bivetar .
a esquerda, © a equacio revertida pelo bivetor de campo F pela dj-
reita, e adicionando as duas equagfes assim obtidas, temos que:
&) FtOF + FtOfF = Ftg +  JtF

Desde gue FY = - F, o membro da dire[ta ¢ dado pav:
a JF = Fd o= 2U.F = - 2 F L

A expressio acima € reconhecida como o vetor Forea de Lorent:,
indicado. por Q, definido em M pelo produto interno do hivetor ds

campo com O vetor corrente, nessa ordem, & & dado [ o T N

4) Q

il

Fod i on por componentes: Q% = FBY¥ jy

Para relacionarmos as componentes do vetor forga de  Lorentsy
com as componentes dos campos elétrico e magnético, & mais direto
ohservar a proje¢io do vetor torga de Lorentz em P:
4a) Q@ &, = (FuDE&, ===} W+ Qi onde W = Q0

E conveniente desenvolver o pradutno interno entre F & J comno =@

parte antisindtrica do produto geomdtrico, isto &:

413 (F"'I)ED = (i72) (FJ - JF')G_‘O

substituindo J(ELE,OF para JF, e lembrando que Fx = éaFéo, BEYLUE
gue ! .

41 ) (F.J)EQ t i/ {F(Jem) - (JéO)F*}

ARG im, segue qgue !
) (Fad)&q —==> (1/2) {(E + iBX(% + J) - (F + H{(~E + iB))
Portanto, devemos ter:
éa) W+ @ = PE + 1/2(EJ + JUE) + (1/2) i(BJ -JB)

ou d& outro modo, Escrevemons =a expressﬁo Aacima como:

6h ) W+ Q@ = §E + E.J -~ i JaB
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Assim, em P a parte escelar da forca de Lorents W = E..D for-
nece  a poténcia dispendida pelo campo sobre ag fontes, enquaﬁto &
parte wvetor em P (@ = FE + JMB) é a eupressio vetorial para a
torga de Lorentz.

Retornamos agora a equacio encontrada para a lei de conserva-
¢HED (eq 2). A eupressfo para os termos no membro da esquerda & e
plicitamente dada por:

7 FYOE + FYERRE = - F@M(3uF) - (auF)88F

Entdo, podemnos escrever a lei de conservacio (eq ) como:
a3 JuGr = F = -
onde deFinimos os vetores (S%) como:

@3 G4 = t/2 FH8MF = « {/p FEAF

A prova de que o obdeto acima definido & reaimente um vetor &
feita recorrendo-se as operagies de reversfo e invers%o definidas
em M. 0 reverso de cada S" é o priprio S, pois temos que:

10) (%)t = /2 (FYERFIt = §/0 (BRF)+Y F =
= {2 FPELF = gM
Por outro lado, o conjugado no espaco tempo (lembramos que in-

versio em M € indicada por 2) de 8" é dado por:

(e

1472 Gle = — (/2 (FEYF)g = - /72 Fe &M e
e desde aque: Fe = F, g também: &2 = .. 34
sSegue que . Gha = - gR

0 #nico elemento da Algebra de Minkowski que satisfar simulta~
neamente as condigdes acima, "isto é:
12 8t = 8 ; e também: 82 = -~ § ;

¢ um vetor, e portanto a prova estd terminada.
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Antes de trabalharmos a expressfo explicita para os vetores
¥, vamos colocar a equagSo anteriormente obtida para a lei de con-
servacdo (eq 8).em uma forma mais conveniente, explorando as pro-
priedades da algebra de Clifford. As coordenadas contravariantes
de cada vetor 8% sHo obtidas efetuando-se o produte interno entre
o vetor §% e o versor da base reciproca desejado, jsto &

13 (§%)Y = gk _gv¥

w}

Vamos agora mostrar que as coordenadas sRo simetricas, isto &:

ia) GEY  m g¥YR

Para isto observamos que a expressSo anterior (eq 13) para as
coordenadas 5% pode ser vista como a componente escalar do pro-
duto geomédtrico entre 8% ¢ &Y, juto é&:
15 SEY = - {2 (FEMFEY)

Comp a componente escalar do produte entre dois nimeros & si-
meétrica em relacﬁo a comutagiio dos ndmeros, obtemos gue:
i&) CCFERY(FE™ry = C(F8Y)y(Fré&hyy Caotinct.

A simetria acima expostg para as coordenadas dos veforeﬁ g
Ros permite por a lei de conservagfo (eg 8) em uma Tarma mais Sl
nificativa. & forma explicita por componentes da lei de conservagan
(eq 8) se identifica com a equacio obtida pela linguagem tensorial,
e é dada por:
i7a) u(GEY)y = FEY = . Q¥

figora, devido a simetria das componentes dos vetores 84, peo-
demos também escrever o memnbro esquerdo como:
i7h) Bu(gPYy = ak(g¥h) = Qg.g"

i8) portanto, devemnos ter: G.S” = - QY
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Assim, a lei de conservagio encontrada com o Formalismo_ adqui
adotado expressa que a divergéncia do vetor §Y & tgual ao negati-
vio da componente Y do vetor forga de Lorentz.

Para encontrarmos a expressio explicita Para  as coordenadas
§4%¥ em termos das coordenadas do bivetor de campo F seguiremos um
caminho  que explore as facilidades oferecidasg pela linguagem que
gxtanos  desenvolvendao. Devemos partir da expressio que fornece As
coordenadas %Y como a parte escalar do produto entre 8% & o
versor ¥ (eq £5). Agora, escrevendo:
19a) Fé“ = 2F &% + 84F, segue que:
£9h) AV m e ((FLEMIFEYY - §/2 (EREF23Y)y

Na peimeiro termo notamos que p produto geométrico, F&Y,. tem
samente parte vetor (F.8Y) e trivetor (FA&Y). Desde que a parte
runcalar do produto geométrico entre dois .uimeros de 01 fford quaisg-
queer € dada pelo praduto interng entre multivetores de mesma gra-
duagio, segue que o primeiro termo reduz-se A:
20a) (CFL8MH)FEYY = (F.8%) . (F.8%)

Explicitamente por componentes, o termo acima é dado por:
2Ok (F.8M)(F.8Y) = — Fi* FXY Guy
desde que: F.8% = FLL gy,

No segundo termo, o produto F2  contém sdmente parte escalayr
(F.F} & pseudoescalar (FAF), e seguindo a andlise aue precedeu  a
eaunagio (20a), temos que:

21 (EMF2EYy = (F.F)-G““ = - $ /2 FX™ Fan GAY

Portanto, as coordenadas 8% sXo dadas por:

)

22) GRY = Gus FAS EXY 4 (/4 GAY PSRN Feew

™

de onde € claro a simetria das componentes dos vetores 5%, nostra-

da anteriormente (eqs 14, (5 ¢ 16).



A expressio acima & idéntica a EXPrESSA0 para as  component eg
do tensor energia-momento-tens&o do campo eletromagnét ico encontra-—
do na formula¢Ho lagrangeana (linguagem tensorial) do campo eletro-
magnético. A expreseio acima para as coordenadas dos vetores 8% on
termos das coordenadas do bivetor de campdé F nfo tem uma relagio
simples em termos das coordenadas dos canpos elétrico e magnet ico
(os  conhecedores do formalisme tensorial deven conhecer bem a -
tuagsior.

Vamns agora desenvolver a EMPrEssao que relaciona o vetores
8% diretamente aoé vetaores dos campos elétrico e magnético. Para
880 € conveniente projetarmos os vetores S% em P, € conveniento
escrever o resultado da prpjecﬁo na seguinte forma:

23) Sh&, ~--) g20 4+ gu

Iniciamos com o desenvolvimento da expressio para o vetor &9,
Observe que podemos escrever 8°§n come !

24) 898, = (~1/2) FEOFE, = - 1,2 FFx

Agora, temos que:

il o FF% = - (FE2 4+ p2) 4 éE(EB - BED

B cdloulo da expressfo acima & mais simples guando realizadn
na dlgebra de Pauli. A projecio de 5% em P & direta, desde gue o
equagio anterior envolve gsimente o produto geonétrico & resulta em!
26 Soén =)y /2(E2 0 4+ B2y o G (EARD

A ewpressHo acima & significativa. A componente .temporal oo
vetor §9 (escalar em P) ¢ recanhecida como a densidade de energin
do  campo eletromagnético, e sera indicada por U = {/0(E2 4 By,
enquanto que as componentes espaciais (vetaor em P) sHo reconhecidas

como as componentes do vetor de Poynting, incdicado por S0 = Eup,

qie representa o fluxo de energia do campo eletromagnético.



A lei de conservacio obtida anteriormente na forma do diver-

agente (eq 18), expressa que para o vetor 59, em M, devemos ter:
27 D.§° = - Q% ; ou em P: AU + Y (ExB} = - E.J.
que relata a consevrvagfo da energia para o campo eletromagnético,
ou seja, a variacio temporal da densidade de energia do campo ele-
tromagnético dentro de um volume arbitrdrio mais o Tluxo de energia
do campo atraves da superficie fronteira desse volume deve fgualar
a poténcia dispendida pelo campo sobre as fontes encontradas dentro
dm‘valume.

Analoganmente ao vetor 59, desenvolvenos a expressio para os
vetores S7. Assim, escrevemos inicialmente 78, como:

287 8’&0-: 172 FeJFeo = 1/2 FejeoF*

fissim, a projecio do vetor $Y em P & dada por:
29a) §18, —==> 1/2(E + iBXT (= E + iB) =
29b 2 = i/ﬁ{w(EWJE + B¢JB) + i(EWJB - BTJE)}

0 primeiro termo na expressiio acima envolve o produto de um
numero impar de vetores, e deve portanto fornecer a componente ve-
tar ewm P. Este & realmente o cason, pois podemos ESCreEver .
2e) B, = REJ - T5E i € segue que: ETE = 2EYE -~ E2 T

Fazendo um célcﬁlo andlogo para BWJB, encontranos oue .
3iad ! = glK Wk = UWJ - (EYE + B'B)
ouw explicitamente, as componentes 57'¢ sRo dadas por:
31h) §'¥ = Uy &5, ~ (E'EFK + BIBK)

0 segundo termo na €9 29b envolve um ndmero par de vetores, e
deve fornecer a componente escalar, 5§99, Péla andlise anterior da

simetria das componentes dos vetores S% (eg 14), sabemos que:

32) G0 = god = SO.WJ = (EXB) .0,
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Pademos mostrar gue o segundo termo resulta nesta expreswsio,
mas o trabalho é desnecessdrio, pois o resultado ji foi obtido P i
metados mais gerais. )

A lei de conservagido para os vetores (em M) SY & dada por:
33a) A,50% 4 ajSJ“ wo- @GR oy a]te;nativamentef
33h) 0.8 = -~ @Y 5 ou em P: 3,870 + F g1 = - @Y

0 leitor pode escolher a Farma que melhor lhe convier PAFA @y~
proimie é lei de conservagio. 4 lei de conservagio para oo VEtmr@ﬁ
87 ewpressa a conservagdo do momento linear do sistema camnpos—+for -
tes. O vetor de Poynting representa tanto o Fluvo de energia quan-
to o momento linear do campo. Os vetores, emn P, 8 representam as
componentes do tensor das.tensdes do campo eletromagnético (o ben-
sar das tensdes de Maxwell). Por outro lado, as componentes Q7 re-
presentam a forega efetuada pelos cameos sobre as Fonteﬁ, ol a vae

Fiagdo temporal do momento linear dag Ffontes.
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£23. MOMENTO ANGULAR

0 momento angular do campo eletromagnético € representado em M
por quatre bivetores, indicados por L%, definidos como:
fad L% = G§hay

As componentes dos bivetores LY s8o dadas por:
ih) LAY = gl - gREu«

Vamas agora mostear o ssguinte teorema: a lei de conservaclo
do momento angular do sistema campos~fontes ¢ dada por:
2a) ‘ Il = - QA 5 oy oem componentes:
M Apl E=E = Ry - @¥uk

A prova segue diretamente a partir da de#jnicﬁo dos hivetores
L*, pois temos que: .
2) Bul w3 GhA) w (B8R Ax + SAA 0

Agare, ﬁwtamnﬁ que- o primeiro terao € Jjustamente o terno en—
contrado na lei de conservagfo acima enunciada, pois 3a8% = — @,
Resta  portanto, mostear que o segundo termo € nulon. Inicialmente,
natamos que Jux = €, € ASSIM, HEYUR que devemos mostrar que
S%Agu = (0., Para ver que is6o0 &.satisfeito, escrevemos a expres-—
30 explicitamente:
A0 GhABY = HUY Byy = @
pois a contragio de um Ffator bidimensional simdtrico (82Y) com um
fator antigimdtrico (8uy) & nulo, c.q.d.

A lei de conservagio para o momento angular € uma €quUacio no
espago dos bivetores em M ¢ corresponde portanto, a seis ecquagdes
estalares. Veremos agora sua representaclo em P. Observamos que bij-

vetores em M s8o representados em P por vetores mais bivetores,
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correspondendo a parte temporal e espacial, respectivamente dos bij—
vetores de M. € conveniente escrever a representacia do momento an-—
gular em P como:
5) LU w—ey NM o+ LM

A expressio explicita para os vetares (em P) N e L% é abti-~
da projetando em P a expressio quet define os bivetores L%, jato o
4) LA = Ghas = § /0080 ~ wgl)

Incluindo éuz entre x & $% nos dois termos da expreaasio

acima, abtemos que:

7a) LA wmmd 4720 (8RO o §U) (4 - 1) - (b 4 #) (R0~ gy 3 =
7h) = (8% - §R0u) 4+ At

Portanto, os vetores, em P, N* ¢ L% %o dados por:
g) NP = t8% — GA0 | apquanto que: LM = sngh

Os wvetores N* representam um centro e “maﬁgg' fou de  ener-—
gia-momento) paré 0 campo eletromagnético, ¢ estSo ASSOC I adOs @ UMz
lei de conservagfo relativa ao centro de “massa’ do sistema Cal
fontes. 0w vetores LR estio AGSOCiAGos ao momento angular do campo
no sent ido natural: L% & o momento do vetor de Poynting, ou 'm@w
Thor, o momento do wmomento linear do campo, engranto- que os vetores
L! =80 o momento do “tensar” dasg tenadies de Mawwell, representados
pelos vetores $7,

Vamos agora representar a lei de conservagdo do momento  angn-
lar em P. Para isso, é necessdrio expressar o termo de  interacio
campos—fontes em P. Isto & Tdcilmente realizado adotando um  proce-
dimento similar ao utilizadeo na representagcifo do momento angular smn
P. Aﬁgim, re presentado QA% em P como um vetor compleso:

@) QA = R + iT ;5 segue que:
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10> R = td - Wx i+ enquanto que: T = uxQ

0 vetor R estd associado a uma variagio temporal do centro de
engrgia-momento das fontes (a andlise Tinal necessitaria da formu-
lag@o  integral, vide [Jal ou CLLI). O vetor T representa o torque
sabre as fontes causado pelo campo eletromagnético.

A lei de conservagao obtida anteriormente em M para o momento
angular  pode entio ser ecrita em P como duas equagfes vetoriais,
apas a  representagio acima dos elementos, e & dada [ERw Tl
149 FuN® = ~ R,  enguanto gque: el o= - T

A lei de conservagio para N ¢ R relata a conservacio do cen-
tro de energia-nomento do sistema canpo~fotnes. A lei de conserva-—
¢Ao para L* ¢ T € mais conhecida, pois pode ser obtida com o cdl-
culo vetorial, e relata a conservagio do momento angular (no sent -

do da meclnica de Newton) do sistema campos—{fontes.
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§24. MONOPOLOS MAGNETICOS

Tendo ja estudado o material cldssico, mostramos agora  como
nossa formulaclo se adequa a descri¢io de pdlos magnéticos. Além do
interesse nos resultados em si, este pardgrafo ¢ discutido de ma-
neira intrinseca ¢ de Torma compacta, de modo a dar uma amostra de
como os cdlculos podem ser diretos para quem estd familiarizado com
a linguagem aqui adotada.

A inclus8o de mondpolos magnéticos na teoria € feita de moo o
tecnico: os monopilos sfo vistos para serem descritos por um  vetor
corrente magnética. Postulamos que a equaclo que descreve DS CANPOSs
associados as correntes elétricas e magnédticas é dada por:

i oF = Je - éﬁdm

AS®im,' pensamos 4que a corrente magnética.altera as equagoes de
CMaxwell usual, contribuindo com um termo fonte para a eaguagfo do
rotacional do camnpo, gue deiman portanto, de ser uma equacio homogé-
Ea.

AS  equacties acima quando projetadas e Pauli simetriza as

equagnes de Maxwell Hsdais, isto &:

2a) V.E = 8, . V.B = L
2 VAR = . v B — —
2h) B Joo aOE AF Jm 3,8
Como a expressio intrinseca para o bivetar de campg & inalte—

rada pela presenca de fontes magnéticas, os elementos da teoria re-—
lacionados sdmente ao campo, permanecem inalterados. Entre esses,
destacam-se: os invariantes de campa continuam sendo dados por FE;

03 vetores tens3o-energia-momento tem a forma usual, descrito go-

.
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mente em termos do bivetor de campo. Também, as solugfies para cam-
pas livres, como o mﬁde]og de ondas plaﬁas, estudado no 8290, dbvia-
mente permanecem inalterados.

s partes da nossa descrigfio alteradas pela inclusio do termo
de fonte magnética s¥o, € claro, aguelas intimamente relacionadas a
interacio campo~Ffontes. Abordaremos dois pontos que tem sido muito
conentados na literatura (ver CAd1): a teoria de potenciais para o
campro na presenca de fontes elétrica & magnética; e a descricio da
forgca de Lorentz nesse caso.

Desde que o rotacional do bivetor de campo nio & mais nuloe na
presenga de bolo; magneétcos, o campo nRo pode nais ser descrito soe
mente como o rotacional de um vetor. A eupressio para o campn  deve
ser  acrescida do divergente de um trivetor, que por 'cunveniéncia,-
renresentaremos o trivetor pelo dual de um vetor, indicado por M.
Assim, os potenciais vetores que descrevem o campo sXo indicadas
por A e M, & temos que:

2 Fo= sy - U.(éﬁﬁ) = OAd - éE(DAM)
onde usamos a equaglo 20, $3, para escrever a divergéncia do  dual
como o dual do rotacional.

€ conveniente adotar o calibre de Lorentz general izado, isto &
admitimos que o5 dois potenciais tem divergente nulo. Entfo, o
campo pode ser gscrito comp abaiwo:

4% F = 0(A - ESM)

A  equacdo postulada anteriormente para a degcrigﬁo do campa
(eq 1), € em termos dos potenciais no celibre de lLorentz generali-
zado obtida aplicando-se o gradiente a eq 4, e fesulta €m

=) 024 = U, a2M = .,
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+
onde JA equacionamos separadamente a parte vetor (associada a cor-
rente elétrica) &€ a parte trivetor (associada a corrente magnet -
cal), esta dltima Jjid& livre da unidade pseudoescalar ée-

Anal isamos agora a forea de Lorentz, um termo crucial na dec-
cri¢iio das interacdes campo-fontes. Adotando o mesmo procedimento
do 822, encontramos que:

&) apGh = . Fude + Dody,

Assim, temos aue a presenga de polos magnét icos contribue PREA
a forga de Lorentz, & quando projetamos na dlaebra de Pauli, encon—
tramos que:

Zal Wy = 4 B...Jm :
7b} Q,, = ?mB = I NE

A epauacRo 7a fornece a poténcia-disnendida_pe]o campo  eletro-
magnet ico sohre as fontes magnéticas, enguanto que a edguagan  7h
fornece a for¢a efetuada peln campo sobre as fontes magnét icas.

Um dos ma{urea néritos da formulacio agui adotada para & deﬁw
crigio de monordlos magnéticos_é que ela fornece o acoelamentd que
S8 sUpSEm ser o correto para a interagfo campos-fontes, ou seja, o
bivetor de campo acopla com a corrente elétrica, enquanto quUE O
dual do bivetor de campo acopla com a corrente elétrica. EntHo, na
auséncia de polos magnéticos, a teorian aqui adotada descreve @ in-—
teragfo correta, ou seja, a nossa formulagio ¢ uma generalizaclo da
teoria eletrodinfimica usual, reobtendo os resultados dessa quando

ndo temos a presencga de palos magnéticos.



APENDICE I: A INTERPRETACAO GEOMETRICA & ALGEBRA LINEAR

Neste pardgrafo vamos mostrar que os elementos bdsicos das al-
gebras de Clifford, as l&minas, contém uma significativa interpre-
tagfo geométrica. Também, desenvolvemos uma interpretacio geometr |-
ca  para o produto geométrico de dois vetores, & mostramos como o
Pradutc geométricao de um vetor por um multivetor pode auxiliar nas

questtes relativas & dlgebra linear dos subespacos do gapaco de ba-

‘.E;e-
A nogao intuitiva dos elementas mais basicos de geometria,
cong  poantos, segnentos de retas, retangulos, paralelepipecdos,

etc.o, nos sugere gue esses objetos slo intrinsicamente distintos.
Assim, a construcldo de um esquema algdébrico que faga uﬁa distingio
intrinseca de seus slementos de modo aque 2 eles correspondam €958
objetos geométricos, deve ser sauddvel, pois torna significativo o
esquema algébrico, € possibilita exuprimir mais simplesmente rela—
ghes & objetos geomdtricos. Nosso pensamento sobre tal compatibili-~
dade entre dlgebra e geometria é melhor ewpresso pelo seguinte pen-—
samento devido a David Hestenes: "Algebra sem geometria ¢ incompre-
ensfvel, geometria sem dlgebra & inexprimivel ™.

i hem conhecido pelos gefmetras a conveni&ncia da representa-
¢30 pela dlgebra vetorial dos objetos geométricﬁﬁ no espag¢o  eucli-~
diano. As demonstragdes seguem mais Tdcilmente @ assumen Lma repre-
sentagio mais compacta. Entretanto, os gedfmetras nfo deviam estar
satisfeitos em representar paralelogramos ¢ paralelepipedos por ve-
tores, provindos do produto vetorial de outros vetores, visto aque
05 tetnres estio intuitivamente associados a segmentos de retas

orientadosg.



A construgcdo algeébrica de l&minas como apresentada no aMioma I
(84, capf I vem diferenciar algebricamente, através da nocio de
independéncia linear, objetos de natureza geométrica distintas. A
correspondéncia entre os elementos bdsicos das dlaebras de C1lifford
e os elementos basicos da geometria deve ser entendida sob a lux da
seguinte correspondéncial aos escalares correspondem pontos, aos
vetores correspondem segmentos de reta orientados, &s 2-18minas
correspmndem retdngulos orientados, cujos lados sio representados
relos wvetores que formam a 2-~1amina, as 3-18minas correspondem o%
volumes retos (paralelepipedos reto retlngulo) orientados, cujas
arestas sfo definidas pelos vetores que compfem a 3-18mina, etc...
A orientagio dos vetores € intrinseca, € a partir dela se infere =&
orientagio dos outros elementos. A anticomutatividade dos vetores
que  compoe uma r—1fmina é essencial do ponto qe vista geométrico,
fato bemn coﬁhecidm da dlgebra exterior de Grassmann: a  ordem dos
vetores no produto geométrico define a orientacio externa (ou indug-
zida) da hipersuperficie gerada pela r—-18mina. Também, encontranos
naturalmente nas Algebras de Clifford uma medida da grandeﬁa da hi-
persuperficie correspondente a uma r~lamina & dada pela norma pelo
reverso (eq 12, §4).

0 produto geométrico de vériﬁs vetores nic tem uma interpreta—
¢80 geométrica clara; sua construgio deve-se a pogsibilidade de po-
dermos constrair um esquema algebrico coerente e que goze de certas
propriedades, como associatividade. Por vezes as exigéncias algé-
bricas necessitam de abstraclo nHo estando diretamente relacionada
é uma interpretacdo geometrica. Se algumas relagfes puderen ser in—
terpretadas tanto melhor, pois agreganos elementos visuais para re-—

corda-lasg,



Veremos agora a interpretagio geométrica do produto geométrico

de dois vetores. Inicialmente, notamos as consequéncias do Hioma
>, si:
i se o produto geometrico ¢ comutativo, entfo os vetores s3o co-

lineares;
ii) se o produto geométrico é aﬁticomutativo, entio os vetares sio
ortogonais.

Para . a andaliss, & conveniente analisarmos inicialmente a  in-
terpretagio geométrica dos produtos interno ¢ exterior de dois ve-
tores.,

PRODUTO INTERNO: como & usual o produto interno de dois vetores
representa a projecio escalar de um vebtor sobre o outro (adotando o
comprimnento de um dos dois como a escala), isto &:

a.b = lal bl cos(w)
onde w € o angulo entre os vetores a e b, e | | é a norma euclidia—
na usual. & figuwra 1 dada mais adiante.esclarece a situaglo.

£ conveniente obtermos a representacfo do produto interno  em
ternos das componentes dos vetores.quando estes s3o decompostos em
uma base ortonormal. Para isto, nos restringimos ao espago bidimen-
sional, descrito por uma base (&¢,€n3. Assim, a representagio dos
vetaores a & b nessa base ¢ dada por:

4§~

a = alegq + a8z = 1al (cosG8y + sen(x)énl

b

it

b'€s + b282 = (bl Ccos(yI&y + sen(y)dnd
onde 1 & y slo os dngulos que os veltores a e b, respectivamnente fa-

ZEM COMm 08 £iNO0s éi e ég, conforme a figura abaixo.



Tigura {. Visualizacio do produto interno de dois vetares
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Assim, desde que o anyulo w é dado por: w = 4y ~x, o produto

i ofl NN

interno entre a e b € dadp por :

a.b = lal bl cosw ==-ial fbt (cosx cosy + senx senyl

Portanto, temos que o produto interno.dms vetores a € b é dado
pela multiplicagio das componentes correspondentes dos vetores, is-
ta €

a.b = atht + a2hpe

PRODUTO EXTERIOR: o produto exterior de dois vetores reprssenta

a  area orientada do paralelogramo definido relos dois vetorss. @&
orfentagfo da drea estd relacionada a anticomutat ividade do produto
exterior pelo seguinte argumnento: pensamos que o plano definido pe-~
los vetores divide o espago de base em duas regibes, e podemos
olhar o plano de uma regifo ou de outra, cada visio define uma

orientacio no plano; assim, cada orientaclo corresponde a uma ordem

dos vetores no produto exterior.



Uma medida da area plana deFinida'pelnﬁ vetores € dada pela
norma pelo reversa, isto &:

Itasbid = Itathtl = al? b2 = a2 p2 —~ (a.b)2
onde a* = a ~ {((a.b)/b21b

Portanto, temos que: tlarbil = a2 b2 gen?(w)
ontle w & o fngulo entre os vetmréﬁ A & b.

i bem conhecido aue os produtos interno & exterior juntos con-
tém toda a informaclo disponivel entre dois vetares, € portanto, o
praoduto geométrico de dois vetores contem toda a informagan dispo-
nivel entre 65 dois vetores. 0 fato novo ao trabalharmos com o0 pro-
duto geométrico ¢ sua siaplicidade em reconstruir um vetor a partir
do conhecimento dessas informagbes, e do outro vator,‘wu seja, dado
um  vetor a, entlo se conhecemos o resultado do produto geomdtrico
gntre a e outro vetor b, ‘gue estamos procurando, o vetor b é dnica—
mente determinado, & & dado PO

b = 4/a® {(hadad = 1/a® {alah)) = i/a? Cala.b + aAb)3

Aanalisamos agora o produto geomdtrico de um vetor por uma 13-
mina. Veremos que tal andlise sugere que o produto geomeétrico € uma
ferramenta poderosa € sinples na investigagio da depend@ncia linear
de um vetor em relagfo a um conjunto de vetores artogonais, ou 1jf=—-
nearmente independentes.

Observamos inicialmente, que uma 18mina induz uma decomnposicio
no espaqgo de base em dois subespagos: o subegpéco gerado pelos ve—
tores que formam a 18mina, € o subespago ortogpnal a este, cujos
elementos s80 ortogonais a todo vetor que pode ser escrito como uma

comginacﬁo linear dos vetores que formam a 13mina.
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Considere o produto geométrico de um vetor, a, por uma rF-13mi-
na B, ?ormadg rpelos vetores bJ's" é‘convaniente decompor o vetor a
em dois outros vetores: a componente de a que & ortagonal a  todos
os vetores bJ's' indicada por at, e a componente de a que pode ser
escrita como uma combinacdo linear dos bjrg, indicada por a°, isto

&, escreva.

ande ai.hj = @, j=1,2, ... enquanto gue: a" = EJ (a.hJ)/bJ? b

Pelos resultados do 82, teorema [ & e4 15, segue e

at.B, = @ ; enquanto que: a"AB, = @

assim, devemos ter:

arB. = atB. ; enquanto que: A.B = "B,

Entdo, claramente o produto interno “seleciona” (isto g, &
igual éo produto geométrico com...) a componente do vetor “parale~
1a” ao r-vetor, enquanto que o produto exterior ﬁe}eciona'a compa-
nente “perpendicular . 0 produto geométrico fornece portanto  uma
medida da dependéncia lingar do vetor em relagio aos velores gie
compden & r-18mina. Em particular, se o produto aB, & jgual a um
dos termos abaivo:

a.B, ou ("% B.a  ou CaB g
ent&o  estd assegurada a dependéncia linear do vetaor a em relagio
aog vetores (e somente estes vetores) aque farmam a r-13mina L

Obviamente uma relacfo implica nas outras duas.



APENDICE II: PRODUTO GEOMETRICC E PRODUTO EXTERIOR

DE VARIOS VETORES

Neste apéndice vamos estudar algumas relagies satisfeitas pelo
produto exterior de vdrios vetores, e suan EXPressio em termos  do
produto geométrico € vice~versa.

B oinstrutivo iniciarmos analisando o produto geomdtrico de
tres vetores, uma outra continuacfo natural do estudo  do produto
goemnétrico de dois vetores. A srimeira observagfio a ser f&ita & que
pelo teorema.dﬁis apresentado no 82, os multivetores resultantes do
produto  geométrico de vdrios vetores devem ter sdmente araduagio
par  ou fmpar, conforme o nimero de vetores envolvido no produto &
PRAF O (TRPAFr .

Conﬁidgre agora tres vetores quaisguer, B, b & c. Para estudar
o produto geondlrico entre eles, usanos a assaciat ividade do produ-
to geométrico e os resultados do 82, para o produta com vetores, ¢
podemnos escrever:
iz abe = (abhdo = (a.b + arble = (a.bde + (aAbh).c + Canlr) A

.

O dais primeiros termos no membro final =50 I=-vetores, I
quanto que o terceiro termo @ um trivetor, aque corresponde za  pro-
duto exterior dos tres vetores a, b e c. Fle & igual a uma IJ-1Amina
formada por vetores obtidos destes ortogonal izando-se estes  Glt |-
mos, pelo processo de ortogonalizacfo de Gran-—-Schimdt, exposto mais
a frente. Do modo gue estd escrito, devemos aortogonal izar primeiro

2 em relagdo a b, e depois ¢ em relacio a b e 2 a ortogonal i zada.



{0 segundo termo pode ser desenvolvido como se segue:
280 (ash)ae = (adb).c = (b.cdat -~ (at.c)h
onde  al = a - ((a.b)/b%3b. Substituindo esta ewpressio para at
na equacio acima, € imediato verificar o seguinte resultado:
2b 3 (adbl)oe = (h.cda - (a.cdb

Esta € uma expressio andloga ao produto interno de um wvetor
por  uma 2-lamina. Fm geral, o resultado do produto interno de  um
vetor  por um multivetor puro, oﬁ seja, um mueltivetor {formado peln.
produto exterior de vdrios vetores, é equivalente a expressio para
o produto interno de um vetor por uma 18mina, bastando incluivr =a
cunha ., A, que sinaliza o produto exterior, convenientemente entre
ns vetores.

Assim, encontramos gque a equagio 1 para o produto geomdtrico
de trez vetoras pade ser escrita como:
) abe = (b.c)a ~ (a.cih + albetd
onde ctd = ¢ - Clc.h)/B2 ~ {(c.al)/a*Rial

Vamos agora dar a definic®o para o produto exterior de wvarios
vetores. A definicio segue a idéia apresentada no 82 de que o pi G-
duto exterior atua como um operador de produgio de graduagio dentro
da Algebra de Clitford. Assim, definimos o produto exterior de
f-vetores como a parte r-vetor do produto geomdtrico dos mesmos "
i~vetores, isto &:
4) ai“agﬁ...ﬂarmiﬂar == (aiaa...ar)r
e denominamos tais objetos de r-vetores puros.

De imediato notamos que seguindo a defini&ﬁn acima € o axioma
I apresentado no 84, que dix aue o produto geamétricm de r 4-veta-

Fes artogonais entre si & um r-vetor, concluimnos que o praduto gso-



weEtrico de vetores ortogonais entre zi & fgual ao produto exvterior
dos mesmos vetores. Este resultado tem como consequéncia que o es-
paco vetorial da algebra exterior & isomorfo ao espago vetorial das
dlgebras de Clifford, em particular o espago vetorial das r~-formas
€ isomnorfo ao espago vetorial dos r-vetores.

Umn multivetor puro € igual a aualquer l1&8mina formada por veto-
res que sio obtidas ortogonalizando-se, pelo processo de ortaogona-
lizagdo de Gran-Schmidt, os vetores originalmente envolvidos no
produto, respeitada a ordem dos vetores no produto. Assim, ¢ Tdcil
entender porque os multivetores puros comportam-se como 1ﬁmina5,
isto €, seu quadrado ¢ um escalar, e também o produto internn  de
dois mulfivetores puras tem a mesma expressio que o produto interno
entre duas 18minas, € por #im, o resultado acima citado tem comnp
consequEncia a associatividade do eroduto exterior, desde que ele
independe Qa ordem de ortogonalizacHo. Para tornar mais claro o8
resultados acima comentados, passantds & expor o procéSQO-de artogo-
nali¢gio de Grand-Scmidt.

Dade r vetores linearmente independentes entre si, Aq &n

A1 ey B4, B, entSo para construirmos am conjunto de  vetores

ortogonais a partivr destes, indicados como Vilg: @SCERVENDS!
S Vi =5 E\i V;} = E\Z) - {(ag.vi)/vi2}ui

V3 == 213 - {f(ag.vi)/vizf}vi - {(aa.\f’m)/’VQZ}V;_)

vi ®oaj - €(aj.v1)/v13}v1 - C(aJ.vg)/v233v2 - e e e

- C(Elj-V‘j.,_a)/vui,h.e“}v‘j_,a) - {(aJ'V,j““i)/V‘j“"i‘-}"'}‘j““i

Ve = 8 ~ {auavyd/vi 23y~ L L L R eV ) Ve 2
r s "4 i i FrYr—-1 -4 r—1

a



Hd vdrios modos de se fazer a ortogonal izagdo através deo  pig-
cesso  de Grand-Schimdt, eles diferem entre si na sequéncia em  gue
“artogonalizamos os vetores. No ;350 acima, iniciamos pelo vetor Ay
e seguinos a ordem natural dos vetores. Se btivessemos ortogonaliza-
do em ocutra sequéncia teriamos obtido um conjunto de vetores dife-
rente do acima. Hi no mdaximo r! conjunto diﬁtintos de vetores orto-
gnnais correspondendo as possiveis perautacdes na ordem deg ortogo-
nalizagio. Apesar dos conjuntos serem distintos, o produto euwterior
dos r wetores Rjig e igual a qualgquer 18mina que seja formada pelos
vetoras kag ohtidos por Gran-Schmidt, independente da ordem de or-
toypnalfzacﬁo dos vetores Rjtgo Vgﬁpeitada a ordem dos wvetores or-
togonalizados correspondentes aos vetores originalmente envalvidos

no produto, isto &

&) ai‘\agﬂ‘\...ﬂar._i'\ar = VJiVJQ-n-VJr

onde oS Vi'g 580 oObtidos através da ortogonalizacfo dos o (n-

Ai'se
dice j indica a sequéncia de ortogonalizagHo, como anteriormente. U-
segundo indice indica a qual vetor aj aue ele corresponde.

Para mostrar este resultado devemos entender o produto euxte-
Fior de acordo com a definigio anterimr. Assim, necessitariamos da
EMPrEXSA0 para o produto geométrico de r i-vetores quaisaquer. Para
entender o procedimento gue deveria ser adotado, voltamos a andlise
don  produto de tres vetores quaisquer. Da expressio £ € 3, temos
aque !’
7) afrbhac = abo - (bhooda + (a.c)b

Asgim, para mostrar aue o produto exterior entre os tres veto-

rEs e iguatl a8 qualquer 18mina formada por vetores obtidos PO

Grand-Schmidt dos vetores oriaginalmente envolvidos no produto, de-

& +
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. 4
veriamos mostrar gue o produto de tres vetores obtidos por Gran-

Suhmidt dos vetores a,b,c conduz a expressio acimna. NRo vamos aqui
fazer a verificacio exaustiva. Observanos ao leitor que no caso de
tres vetores had no midxine seis conjuntos de tres vetores ortogonais
entrg #i obtidos por Grand-Schmidt que sio distintos entre si. Tam-
bem, quatro desses conjuntos podem ser obtidos naturalmente como
resultado do produto exterior através da andlise anterior do prodeug-
to geométrico dos tres vetores. A caracteristica desses conjuntos
consiste em que ou o processo. de ortogonalizacio tem o vetor que
estad no meio como referéncia (no caso anterior o vetor bY, ou este
vetor foi o primeiro a ser. ortogonalizado em relagHo a um dos veto-
regs posicionado na extremidade. Esta caracteristica é resultado do
usn da associatividade au produto geometrico na andlise anterior.
0s outros dois conjuntos que podem ser ohtidasldos vetores a,b,c
ortogonalizanda-os  por Grand-Schmidt ou tem o vetor a oy vetor ¢
.CQMO referéncia para o infcio do processo de ortogonal izuagio, e cmf
mo dltimo vetor a ser ortogonalizado o vetor b. & direto verificar
que esses dois conjuntos ainda conduren a expressio coryeta para o
produta exterior como dado pela equagHo 7.

Do ponto de vista da dlgebra linear nossaos mult ivetores RUFOS
geram um subespaco do espaco de base que independe da base zscolhi-
da para descréve~lo. No entanto, eles deven preservar algumns ca-
racteristicas intimamente relacionadas a sua interpretacic geomeé-
trical um multivetor puro representa uma hipersuperficie carascteri-
zada pela sua grandeza, que pode ser medida pela norma pelo  rever-
50, € pela orientacio externa da mesma, definida pela ordem dos ve—

tores no produto exterior, que deve ser respeitada pelos wvetores
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cowreapon&entes aos originais apds efetuarmos o processo de orto-
ganal izaglo. Podemos. mostrar que a grandeza da hipersuperffcfe Re -
dida pela norma pelo reverso independe também do processo de  orto-
gonal izaclo dos vetores. Este resultado generaliza o resultado bemn
conhecido da geometria euclidiana gue a srea de um paralelogramo &
igual a drea de aualquer um dos dois ret@ngulos construidos a par-
tir doz lados do paralelogramo, ortogonalizando-se estes 1t imos.
Bivaetores puros devem ser identificados com paraleloaramos orienta-
dos, trivetores puros com paralelepipedos orientados definidos pe-
Ing vetores que ¢ compSem, € assim por diante.

Apresentamos agora o resultado do produto geomdtriceo de 4 ve-
tares  em termos do produto exterior ¢ do produtn interno entre os
mesmos vebores:

8) abod = (a.bi(c.d) + (B.edlaod) = (a.c)(b.d) + (a.b)cAad 4
+ o (bacdadrd - (a.cihAd + (c.ddarb — {(bB.d)aAc + (a.ddhac -+

+ afrhAcad

Podemnos tambem expressar o praduto exterior dog quatro vetores
em termos do produto interno & do produto geométrico entre eles:
) asbacad = abod + (alb)(e.d) - (A ci(bod) + (a.d)(b.c) +
+ (asbled + (buc)ad ~ (a.cihd + (e.drab - (b.d)ac +‘(a.d)hc
A Fformula gefal gue @xpressa o produto geomébtrico de r vetores
em termwos do produto interno e do produto exterior entre os mesmnos
vetores pode ser vista em CCal. Ela & de interesse nos calculos
efetuadaos em Eletrodindmica Quintica, e exigiria o conhecimento, ao

menos para a notagio, de pfaffianos.
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APENDICE III: ALGEBRAS TENSORIAL E EXTERIOR

Neste pardarafo comentamos cono estio relacionadas as dlachras
tensorial e evterior com a dlgebra de Clifford.

A dlgebra de Clifford pode ser obtida da dlaebra tensorial
passands  esta fltima ao gquocients por um particular elements (o
mesmo processo pode ser feito para a obtengfo da dlaebhra evterior a
partiv da Algehra teasorial). Mostra-se assim, gue a associat ivida-
de do produto tensorial € preservada pelo processo, & portanta o
produtn  de Clifford, gue é o produto tensorial apds efetuarmos o
gquociente, ¢ associstivo. Fete ¢ um método trabalhoso ¢ desgastante
de apresentar as algebras dé Clifford. Nossa postura neste trabalho
foi apresentar um esquema aloédébrico coerente, e avto-suficiente, no
sentido de nRo necessitarmos referénecias, ou resultados, de outrag
dlgebras para pmd&rmmﬁ desenvolve-lo. 0Os resultados obtidos ro  ca-
pitules I sio acessiveis a quem conhecer os resultados basicos -de
dloebra linear, como agqueles contidos em THal ou [BRI. -Tamhém,
acreditanos ser a estrutura da dlgebra de Clifford mais signiticra-
Viva do que a dlgebra tensorial, tal como pretende mostrar o oupo-
5i¢Ho do apéndice I, sendo por isso tambeémn reconhecidas como dlge-
bras geométricas. Além disso, os cdlculos real izedos com a alaehra
de EClifford sfo por vezes nais sinples do  que 0s correspondentes
cdloulos na slgebra tensorisl. 0s argumentos acima nos permitem dij-
zer que ndEo teria sentido recorrermns = dlgehra tensorial para po-
dermos aprecsentar a dlgebra de Clifford. Deste modo, a apresentagio

das @lgehbras de Clifford neste trabalho foi bAsicamente axiomdtica.
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Nossa postura € também resguardada pela andlise da histdria da
ciéncia que nos tem ensinado que o desenvolvimento de uma teoria e
me 1 kor eﬁequfvel quanﬁn elevanos sSeus réﬁultad0§ basicos A posicia
de axiomas.

O axioma I nos ensina a caonstruvir os objetos basicos das dAlge-
brag de Clifford, as laminas, & ¢ usualmente encontrado na litera-
tura matematica sob & seguinte Torma’l o espago vetorial das dlge-
bras de Clifford ¢ isomorfo ao espacgo vetorial da dlgehra exterior
associtada ao mesmo espaco de base. Em particular, o espaco vetorial
das  r-~Formas & isomnorfo ao eépacm vetorial dos r-vetores. Tal re-
sultado deve ser claro guando notamos aue o produto geométrico de r
f-vetures mrﬁogonaiﬁ entire i & igual ao eproduto exterior dos mes-
mos + it-vetares {(vber apéndice 11).

Também, notamos aue se no axioma IT zerarmos a pﬁrte camutati__
va do produto geométrico, isto &, o produto interno de quaisquer
dois vetores for considerado nulo, entfo a dlgebra assim obtida &
simplesmente a dlgebra exterior, cujo produto de dois vetores é an-—
ticomutat ivo.

Entendemos neste trabalho a graduacfo das Algebras de Clifford
comno @ graduacio de uma das suas subdlgebras: a dlgebra exterior. A
detinicio rigoreosa de dlgebras graduadas requer gque além de ser
possivel decompor o espaco vetorial na soma direta de subespagos,
requer também que o produto de um slemento de Rn“ porr um  elemento
de outro subespago R Y pertenga ao subespago Ry'*F. Isso clara-~
mente n8o acontece nas dlgebras de Clifford (ver tearema IT, 8&3).
Entretanto, pela definigio do produto exterior (ver eq %, 83) &

claro que a dlgehbra exterior & uma dlgebra graduada. & dlgebra ten~
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sorial também & graduada, sendo que a graduacfo dos tensores ¢ de-
nominada  ordem (“rank®), isto é, um tensor antisimétrice aue  cor-
responda a um bivetor na dlgebra de Clifford ¢ um tensor de aegﬁnda
ardem.

Das propriedades do produto exterior na algebra de Cliftord,
observamos que a dlgebra exterior ¢ a subalgebra mais simples para
s&  trabalbhar. Este fato bdsicamente determinou uma maior divalga-
¢80, & um estudo inicial mais nro#undb da dlgebra exterior, rele-
gando & dlgebra de Clifford como uma estrutura maidg complexa, Pt
Judicando assim, sel desenvolvimento tdorico, € SURS  pPosniveis
aplicaglies. Entretanto, o desenvolvimento do praduto interno  entre
meltivetores de gquaisguer graduacio, cujo mérito, creio, deve ser
conferido a David Hestenes, facilitou a compreensiio da estrutura
das algebras de Clitford, assim como simplificou seu manuse ja, btore
nando-a uma linguagem acessfve] e de grande utilidade nas aplica-—
CHes. A emp;eﬁsﬁo algebrica do dual de Hodge, existente na Algebra
evterior, enconteada no §5, teorema ITI, por exemplo, sinplilics em
miito oz cdaleculos realirzados com o dual de Hodae, tornando-os claro
e mais compreensivel, pois "materializa® algébricamente 5 | SO~
Fiasmo existente entre RHK & Rn““K através do produto pela  uni-
dade pseudoescalar. Os conhecedores do cidlculo exterior devem com-
parar o tratamento usual do dual de Hodge com a dualidade POr paey-
doescalar encontrada na dlgebra de Clifford, ¢ assim, julgar quzal o
tratamento que é mais simples e nais significativo. 0 dual de MHoadae
€ igual a dualidade por psesdoescalar a menos de um sinal, gue de-
rpende da métrica adotada no espaco de base, da graduacio do mylbti-

vetor envolvido na dualidade, & por Tim, da detinicio adotada PAK A
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0 dual de Hodge. Como exemplo da siplicidade da dualidade por pseu-
doescalar, comentamos agara a relagho entre o operador Qradiente
AL deffnidn (815), e a diferencial existente na dlgebra exterior.

N operador gradiente como aqui definido é rerresentado na &1-
gebra exbterior em termos de dois operadores: a diferencial exte-
riov, indicada por d, & a coderivada, ouw derivada de Hodge, indica-
da  por &, aue correspondem, a menos de sinal, respectivamente ao
rotacional, e ao divergente, nos guais & decomposto o operador gra-
diente, conforme exposto no 845. Vamos estudar algumas propriedades
basicas da.cmderivada, aque @ detinida em termos da diferencial e
tevior através do duznl de Modge (exclusivamente neste paragrato in-
.dicadm por #) pela seguinte expressio’

bA, = xd(xa.)
onde A, & uma r-Fforma (um r-vetor). Se supormes gque a derivada e~
teriner correspmndé ap rotacional definido no 8495 (& assim, & claro
aue a diferencial exterior de um r—vetor resulta em um (F+{dvetor)
e aceitarmos que a dualidade de Hodge é. dada pelo produto pela uni-
dade pseudoescalar (a menos de sinal), entRo, podemos edpressar =
coder ivada na dalgebra de L1ifford como:
SQF = {DA(AFi)}i e {(D.Ar)i3i = * D.A.

onde D ¢ o operador gradiente (ver §15), | a unidade pseudoescalar
(85, &q 19), € usamos a eq 20h, &3, para efetusr a segunda passa-
gem. O sinal € decorrente de que o guadrado da unidade poseudoecsca-
lar & maise ou menos um (ver eqs 29 e 20, §%), mas nosso estudo ndo
deve ser prejudicado pela indeterminacHo do sinal. Da eaquacio aci-

ma, ¢ claro que a coderivada de um r—vetor & um {(r-1)vetor, pois

ela corresponde ao divergente do r-vetar. Também, as relagdes que

» .
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L]
se  seguem sfo facilmente verificadas atravéds da representagio da

dualidade de Hodge pelo produto com a unidade pseudoescalar .

I}

S(uﬁr) T owd (A *(Sﬁr) = F o (rAL)

Também, =as propriedades hasicas da diterencial exterior ¢ da
coder tvada, isto €, que seus quadrados s8o nulos, s3o corresponden-—
tes as equagies encontradas para o rotacional e para 0 divergente

encontradas no 8i%, como consequencia direta da estrutursa algédherica

desases operadores {(ver eas 2, &30



CONCLUSRO

Penso gue os resultados dos capitulos II1 e V sejam por =i ad
stficientes para destacar a simplicidade do formalisme das alaehras
grométricas. Notamos que as FormulacSes usuais das transfornacoes
de Lorentz sio em termos de matrizes, e tambémn a formulagiHo covas
riante da Eletrodin@nica é usualments realizada em termos das coor-—
denadas  dos tensores. 0 uso explicito de coordenadas acarrets uma
leitura minuciosa das Tormulas, e trabalha com um algoritmo abshrea-
to,_ sem maiores relevancias, A linguagen intrinseca ayi adabada
propaorciona uma significativa economia nos calculos e expVQBQSE§.

Além da linguagem intrinseca, as dloebras de Clifford permitem
uma unificacho de vdrins sistemas algébricos, eliminando assim V-
rios esforges que terian de ser feitos para se aprender a trabalhar
com vArias dlgebras, que por veres apresentam resultados redundan-—
tes quando temos gue trabalhar com duas ou mais delas ao mesno tem-
po, como no caso da discussio usual da covaridncia da Eletrodinémi-
ta, onde os campos sio representados por tensores g ot operadores
das transformnacoes por matrizes.

Apesar da referéncia original ser do sdoulo passado (W.K.C1i1-
ford) o desenvolvimento da estrutura algdbrica ¢ recente, & se deu
basicamente nas décadas de cinguenta € sessenta, através dos estu-—
dos encabe¢ados por Marcel Riez, Chevalley, Kabhler, & Hestenes.
Mais recente ainda é a divulgacSo, que tem sido intensa e encontra—
“do aplicagtes em vdrias dreas. Assim, & compreensivel qUE O eSqUEma

+

ainda nlo esteja no seu potencial maximo, e a construcio de vdrias

"



das dlgebras existentes como derivada da es{rutura aladhrica aquyi
apresentada ainda estd ocorrendo. Por exemplo, o esauema algdbrico
agui apresentado descreve tensores antisimétricos naturalmente, no
entanto, a representacio de tensores sinetricos é um problema  im-
portante a ser resolvido. Em geral, conseguimos apenas wuma rEpre -
sentaclo de suas componentes, como Ao casn do “tensor' tensio-ener-—
gia—-momento do campo eletromagndt ico. Também, =a representagio de
spinores atravéds das dloebras de Clifford € um campo novo e  que
promete  bons resultados Cver U, Em particular, os spinaores da
Algebra de Dirac, R4J1, nos permite a fornulagiio da Fletrodinfmics
Quiint ica num esquems parecido com o apresentado para a Eletrodind-
mica cldssica, postulando-se a eqUaACio de Dirac como a equacio fan -
damental.

Dutros tdoicos que nfo Toram abordados Fornecem umé discussio
muis profunds $mhre‘0ﬁ resultados usuais; entre eles destacamos: 0
problema da existéneia - de solucdes para campas 1ivees de Tantes ou-
Jos campos eldterico e maanetico sio Faralelos, oy nfo perpendicula-
resi A discussio sobre a existéncia de outros invariantes para o
canpo eletromagnegt ico, & novas leis de CONBErVAGAD para campos .l%w
vires., Também, um estudp maig conpleto do cdloulo geondtrico nfo nos
restringiria tanto: tornaria possivel a fornulagio integral da Fle-
trﬁdinamica, € permitivia também a extensEo dos resultados aaui ob-
tidos para espagos cirvos, permitindo deste modo a  fFormulaglo da

Relatividade Beral.
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