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Resumo

Neste trabalho estudamos o comportamento das energias do 4He sólido a baixas temperatu-

ras para diferentes densidades, utilizando-se os métodos complementares de Difusão Monte

Carlo (DMC) para a temperatura de 0 K e Integrais de Trajetória Pelo Método de Monte

Carlo (PIMC) para as temperaturas de 1 e 2 K. Como os operadores das energias cinética T̂

e potencial Û não comutam, utilizou-se o teorema de Hellman-Feymann no método DMC e

propriedades termodinâmicas da energia no método PIMC, para estimar-se a energia cinética

e potencial do sistema. Obtivemos resultados com um acordo muito bom com dados experi-

mentais da literatura. O estudo da energia cinética é de interesse em sistemas que obedecem

a simetria de Bose-Einstein, onde um decréscimo da energia cinética, abaixo de uma tempe-

ratura cŕıtica Tc, pode ser considerado como uma evidência da condensação.

Abstract

In this work we have studied the behavior of the energies in solid 4He at low temperatures

for different densities, using two complementary methods, of Diffusion Monte Carlo (DMC )

method for a temperature of 0 K and Path Integrals by Monte Carlo (PIMC ) method at

temperatures of 1 and 2 K. Due to the fact that the kinetic T̂ and potential Û operators do not

commute, the Helman-Feyman theorem was used in the DMC method, and thermodynamic

properties of the energy in PIMC method, to estimate the kinetic and potential energy of

the system. We obtained results in a good agreement with experimental data. The study of

the kinetic energy is interesting in systems that obey the Bose-Einstein symmetry, where a

decrease in its value, below a critical temperature Tc, can be considered as an evidence of the

existence of a condensate.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Em um sistema de part́ıculas que obedecem a simetria de Bose-Einstein, um decréscimo

da energia cinética, a uma dada temperatura cŕıtica Tc, pode ser considerada como uma

evidência da condensação de Bose. Esta diminuição é devida aos átomos do condensado

ocuparem o estado de momento zero, diminuindo a energia cinética do sistema. Experimentos

e estudos teóricos revelaram este comportamento no He4 ĺıquido, em temperaturas menores

que a temperatura cŕıtica Tc = 2.17 K, onde há condensação. Nessa transição de fluido -

superfluido se observou que a energia cinética do sistema diminui.

Nosso objetivo é estudar o comportamento das energias no 4He sólido a baixas tempera-

turas para diferentes densidades, utilizando os métodos complementares, o de Difusão Monte

Carlo (DMC) e o de Integrais de Trajetória pelo Método de Monte Carlo (PIMC, do inglês

Path-Integral Monte Carlo). Como temos a dificuldade dos operadores das energias cinética

T̂ e potencial Û não comutarem, a avaliação destas energias é mais delicada. Por isso nós uti-

lizaremos o teorema de Hellman-Feymann no método DMC e propriedades termodinâmicas

da energia no método PIMC, para estimar a energia potencial e cinética.

Já faz mais de 40 anos que Chester, a partir de uma análise de funções de onda capazes de

descreverem um sistema formando por átomos de 4He, aponta que pode haver uma conden-

sação de Bose-Einstein com os átomos do cristal [1]. Ele baseou seus argumentos na posśıvel

similaridade que existe entre descrições das funções de onda nas fases ĺıquida e sólida. Poste-

riormente, nos anos 70 e 80 se realizaram diversos estudos tanto teóricos como experimentais

deste fenômeno no He sólido. Mas este tema foi perdendo interesse, devido à falta de evidên-

cia experimental que fundamentasse sua existência. Somente em 2004 com os experimentos

de Kim e Chan foram obtidas evidências experimentais de um comportamento anômalo no
4He sólido [2, 3, 4], possivelmente o comportamento supersólido, que revivendo o interesse

1



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 2

no tema, incentivou a sua pesquisa. No momento esta é uma área de grande interesse com

uma grande produção cientifica.

Mas o que é um supersólido ? Este é um conceito pouco intuitivo, em um sólido normal

esperamos que as part́ıculas permaneçam em torno de certos śıtios definidos, o que as torna

de certa forma distingúıveis já que se espera que a troca de part́ıculas seja pouco frequente.

Sem dúvida, em um supersólido, apesar de ter esta carateŕıstica, as part́ıculas também a-

presentam um movimento sem dissipação, indicando uma indistinguibilidade e havendo um

comportamento t́ıpico de uma condensação de Bose-Einstein. Então, há dois ordenamentos,

um no espaço de coordenadas e outro no espaço de momento, onde as part́ıculas condensadas

formam uma função de onda macroscópica, movimentando-se através do sólido.

1.1 O 4He sólido

Um candidato para exibir o fenômeno da supersolidez é o 4He sólido, isso devido as seguintes

carateŕısticas.

Os átomos tem pequena massa. Isso faz que o comprimento de onda térmica Λ =
√

~2

2πmkT

dos átomos seja maior que o parâmetro de rede do sólido. Isto motiva a pensar que

existe uma sobreposição das funções de onda das part́ıculas, possibilitando a troca

frequente das mesmas.

Os átomos são bósons. Esta simetria aumenta a possibilidade de apresentar uma conden-

sação de Bose-Einstein (BEC).

O 4He pode ser obtido com pequenas concentrações de impurezas. Amostras ultra-

puras de sólidos compostos de 4He, são relativamente fáceis de serem obtidas.

A seguir, descreverei os experimentos de Kim e Chan, que mostram as primeiras evidências

da existência do fenômeno da supersolidez.

1.2 Experimentos de Kim e Chan

Em 2004 Kim e Chan publicaram as primeiras evidências experimentais da existência da

supersolidez, eles estudaram a dependência do peŕıodo de um oscilador de torção, preenchido

com 4He sólido, em função da temperatura [2, 3, 4, 5]. Eles observaram um comportamento

inusual do peŕıodo, devido ao desacoplamento de uma certa quantidade de átomos que pos-

sivelmente sofreram uma condensação. Eles deixam de fazer parte do movimento de oscilação
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do sistema, diminuindo o momento de inércia e com isto a frequência. Este comportamento

do momento de inércia rotacional é conhecido como o momento de inércia rotacional não

clássico ( com as siglas em inglês NCRI ).

Figura 1.1: Aparelho experimental de Kim e Chan, o pendulo de torção. Esta imagem foi
tomada da referencia [2] e foi modificada incluindo as dimensões do cilindro.

Na Fig.1.1 apresento um esquema do pendulo de torção utilizado por Kim e Chan. Este

era formado por um cilindro com um núcleo de Mg, um anel que se preenche com as amostras

de He e uma casca de Al; o He era introduzido através de um orif́ıcio na barra de torção,

feita de uma liga de Be-Cu (a liga garantia que sua constante de elasticidade fosse grande,
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para que à variação devida ao He nela retido não fosse significativo). O cilindro preenchido

de He tinha duas placas metálicas, acopladas, uma a um oscilador e a outra a um detector,

que indicava a frequência da oscilação do pendulo. Kim e Chan fizeram seus experimentos

com amostras de 4He em Vycor glass, em ouro poroso e em bulk de 4He.

No pêndulo de torção, o peŕıodo em função do momento de inércia do cilindro I obedece

a seguinte relação

τ (T ) = 2π

√
I (T )

K
,

onde K é a constante de elasticidade do oscilador, a qual no intervalo de temperaturas

consideradas, praticamente não deveria variar. O momento de inércia I em um sistema

clássico não deveria mudar na fase solida com a temperatura T . Entretanto, nos experimentos

foi observado que para temperaturas maiores à Tc ≈ 200 mK, I tem um comportamento usual,

mas para temperaturas menores à Tc, I diminui, reduzindo o peŕıodo de oscilação do sistema,

fazendo evidente a NCRI e a supersolidez. Na Fig.1.2 apresento os resultados obtidos por

Kim e Cham da fração de inércia rotacional não clássica (NCRIF), definida como

NCRIF =
ρs (T )

ρ
=
τ (T0)− τ (T )

τ (T0)− τempy

, (1.1)

onde τempy é a frequência do cilindro sem He. Esta grandeza nós dá a quantidade de massa

de 4He desacoplada das paredes do cilindro. Kim e Cham obtiveram um NCRIF de 1.3%

e uma Tc ≈ 200mK. Da Fig.1.2 também se pode ver que a mudança na inércia é maior no

limite de pequenas amplitudes de est́ımulo, devido a existência de uma velocidade cŕıtica na

hidrodinâmica da superfluidez. Podemos verificar este fato examinando as curvas para as

diversas velocidades máximas do sistema, avaliadas da forma

vmax = 2πA0Rf, (1.2)

onde A0 é a amplitude da oscilação, R o raio do anel que contem o He e f a frequência de

oscilação.

Kim e Chan também estudaram a dependência da mudança do peŕıodo em função das

impurezas de átomos de 3He presentes na amostra de 4He sólido [3]. Os resultados apresen-

tados por eles se podem ser vistos na Fig.1.3, onde também podemos ver nas duas primeiras

curvas (de acima para baixo) os resultados obtidos em dois experimentos de controle. A

primeira são dados obtidos com o cilindro vazio e a segunda com um cilindro maciço. Os
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Figura 1.3: Resultados de Kim e Chan da variação no peŕıodo em função da temperatura
para diferentes tipos de concentrações de impurezas (átomos de 3He) na amostra de 4He
sólido. Os dois primeiros gráficos (de cima para abaixo), são de experimentos de controle,
a primeira corresponde ao cilindro vazio e a segunda ao cilindro maciço. O terceiro gráfico
corresponde a uma amostra de 3He onde não há um comportamento anômalo. Esta imagem
foi tomada da referencia [3]

Apesar das diferenças no valor de NCRIF entre os dados apresentados por diferentes

grupos, todos eles mostram alguns aspectos em comum. Em todos eles a temperatura cŕıtica

achada é Tc ≈ 200 mK, apresentando a NCRIF para vmax menores a 10 µm/s; as concen-

trações de impurezas de 3He diminuem a condensação no 4He sólido; e quanto maior é a

qualidade do cristal, menor é a fração de condensação com uma transição entre sólido e
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supersólido mais abrupta.

Nos caṕıtulos 3 e 4 explicamos os métodos de Difusão Monte Carlo (DMC ) e Integrais

de Trajetória pelo Método de Monte Carlo (PIMC ), respetivamente. Mas, antes de explicar

estes dois métodos, no caṕıtulo 2, é mencionado o método Variacional Monte Carlo (VMC).

Esta é a abordagem mais simples dos chamados métodos de Monte Carlo Quântico, e temos

que o método de DMC tecnicamente pode depender de algumas de suas ideias para ser

implementado de maneira eficiente. No caṕıtulo 5 apresentamos os resultados obtidos com

cada um dos métodos, com suas respetivas análises e no caṕıtulo 6 as conclusões e perspectivas

deste trabalho.



Caṕıtulo 2

Método Variacional Monte Carlo

Poucos sistemas f́ısicos possuem soluções anaĺıticas da equação de Schrödinger, desconhecendo-

se as funções de onda que os descrevem. Para estudar estes sistemas, e obter uma aproximação

dos estados estacionários e dos ńıveis de energia, fazemos uma aproximação das funções de

onda a partir das informações f́ısicas que se tenha do sistema. No método variacional se

propõe uma função de onda tentativa ΨT para o estado fundamental, contendo a maior

quantidade de informação f́ısica que se conhece do sistema e dependente dos seus graus de

liberdade e também de um grupo de parâmetros {Ci}. Neste caṕıtulo apresentamos como

implementar este método com técnicas de Monte Carlo.

2.1 Aproximação da Função de Onda

Apesar de não saber como é a forma anaĺıtica da função de onda, em geral, conhecemos al-

gumas propriedades que esta deve ter. Por exemplo, a partir do tipo de part́ıculas (férmions

ou bósons) e do Hamiltoniano podemos conhecer as simetrias que esta deve ter; em casos

simples do potencial podemos determinar posśıveis nós, máximos e mı́nimos. Das posśıveis

estruturas que pode o sistema apresentar podemos determinar certos comportamentos e igual-

mente inclui-los. No método variacional gostaŕıamos se posśıvel construir uma função de onda

tentativa ΨT que satisfaz o maior número destas propriedades.

A função de onda tentativa dependera dos graus de liberdade do sistema e de um grupo

de constantes {Ci}. Para calcular a energia a partir da função de onda de prova, calculamos

8
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o valor médio

ET ({Ci}) =
〈
Ĥ
〉
=

´

Ψ∗
T

(
~R; {Ci}

)
HΨT

(
~R; {Ci}

)
d3NR

´

∣∣∣ΨT

(
~R; {Ci}

)∣∣∣
2

d3NR
(2.1)

onde ~R é um vetor de 3N dimensões, que contem as coordenadas das N part́ıculas que

compõem os sistema1, e o denominador é inclúıdo para garantir a normalização da função de

onda. Esta energia é maior que a energia E0 do estado fundamental Ψ0, isto se pode mostrar,

ao escrever ΨT como uma soma linear de auto-estados do hamiltoniano {φi} e ao avaliar

〈
ΨT

∣∣∣Ĥ
∣∣∣ΨT

〉
=

∑

i,j=1

CiC
∗
j✘✘✘✘✘✘✘✿

Eiδi,j〈
φj

∣∣∣Ĥ
∣∣∣φi

〉

=
∑

i=1

|Ci|2Ei ≥ E0.

Para obter o minimo de energia ET ajustamos os parâmetros {Ci}. Quanto mais próxima ΨT

seja ao Ψ0, menor será a diferença entre as energia ET e a energia do estado estado funda-

mental E0. Portanto as condições que utilizamos para a escolha dos valores dos parâmetros

{Ci} são

∂
〈
Ĥ
〉

∂Ci

= 0 com
∂2

〈
Ĥ
〉

∂C2
i

> 0, (2.2)

as quais miniminizam a energia. A dificuldade deste método é que não se tem um pro-

cedimento para a escolha da forma da função ΨT , isto dependera de nossas habilidades e

intuições.

2.2 Teorema de Ritz

Uma propriedade importante do método variacional é o conhecido teorema de Ritz, que diz ser

o valor médio da energia
〈
Ĥ
〉
estacionário ante uma pequena variação do estado do sistema,

quando o mesmo coincide com um estado estacionário ou auto estado do Hamiltoniano. Para

1Aqui só inclui como graus de liberdade as coordenadas, mas se inclúımos outros graus precisamos calcular
também o valor médio sobre eles.
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demostrar este teorema consideramos um estado |Ψ >. O valor médio da energia será

〈
Ĥ
〉
=

〈
Ψ
∣∣∣Ĥ

∣∣∣Ψ
〉

〈
Ψ
∣∣Ψ

〉 . (2.3)

Fazemos uma pequena variação (denotada por δ) do estado, onde δ (|Ψ >) = |δΨ > e obser-

vamos como muda o valor médio da energia.

δ
〈
Ĥ
〉

= δ




〈
Ψ
∣∣∣Ĥ

∣∣∣Ψ
〉

〈
Ψ
∣∣Ψ

〉




=

〈
δΨ

∣∣∣Ĥ
∣∣∣Ψ

〉
+
〈
Ψ
∣∣∣Ĥ

∣∣∣ δΨ
〉

〈
Ψ
∣∣Ψ

〉 −

〈
Ψ
∣∣∣Ĥ

∣∣∣Ψ
〉 (〈

δΨ
∣∣Ψ

〉
+
〈
Ψ
∣∣δΨ

〉)

(〈
Ψ
∣∣Ψ

〉)2

=
1〈

Ψ
∣∣Ψ

〉
[〈
δΨ

∣∣∣Ĥ
∣∣∣Ψ

〉
+
〈
Ψ
∣∣∣Ĥ

∣∣∣ δΨ
〉
−
〈
Ĥ
〉 (〈

δΨ
∣∣Ψ

〉
+
〈
Ψ
∣∣δΨ

〉)]

=
1〈

Ψ
∣∣Ψ

〉
[(〈

δΨ
∣∣∣Ĥ

∣∣∣Ψ
〉
−

〈
Ĥ
〉 〈
δΨ

∣∣Ψ
〉)

+
(〈
δΨ

∣∣∣Ĥ
∣∣∣Ψ

〉
−
〈
Ĥ
〉 〈
δΨ

∣∣Ψ
〉)∗]

=
2〈

Ψ
∣∣Ψ

〉Re

[〈
δΨ

∣∣∣Ĥ
∣∣∣Ψ

〉
−

〈
Ĥ
〉 〈
δΨ

∣∣Ψ
〉]

=
2Re

[〈
δΨ

∣∣
(
Ĥ
∣∣Ψ

〉
−
〈
Ĥ
〉 ∣∣Ψ

〉)]

〈
Ψ
∣∣Ψ

〉 . (2.4)

Podemos ver que se
∣∣Ψ

〉
é um auto estado de Ĥ, Ĥ

∣∣Ψ
〉
=

〈
Ĥ
〉 ∣∣Ψ

〉
e δ

〈
Ĥ
〉

= 0 sem

importar o tipo de variação δ. Portanto o valor médio
〈
Ĥ
〉
é estacionário quando o estado do

sistema coincide com um auto estado do sistema. Este teorema nos da a fundamentação para

resolver de foma aproximada o problema de auto funções e auto energias do Hamiltoniano.

Ao propor uma função de onda tentativa ΨT , que seja uma aproximação ao estado Ψ0, o

valor médio de ET vai oscilar ao redor de um valor estacionário, e quanto mais próximo a

função de onda ΨT esteja do estado Ψ0, menor será a flutuação na estimativa de ET e seu

valor sera mais próximo a E0.

2.3 Avaliação da Energia Media

O mı́nimo de
〈
Ĥ
〉
em função dos parâmetros variacionais pode ser determinado da seguinte

forma. São testados diversos conjuntos de valores, aqueles que fornecem a menor energia são
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os escolhidos. As propriedades de interesse são então calculadas com a função tentativa assim

obtida.

A dificuldade do método esta em avaliar a integral multidimensional para obter
〈
Ĥ
〉
.

Em geral não podemos calculá-la de forma anaĺıtica, mas para sua avaliação, podemos im-

plementar o método de Monte Carlo. A Eq.(2.1) pode ser escrita como

〈
Ĥ
〉
=

´

∣∣∣ΨT

(
~R; {Ci}

)∣∣∣
2 HΨT (~R;{Ci})

ΨT (~R;{Ci})
d3NR

´

∣∣∣ΨT

(
~R; {Ci}

)∣∣∣
2

d3NR
. (2.5)

Com está expressão podemos identificar um peso para as configurações

f
(
~R; {Ci}

)
=

∣∣∣ΨT

(
~R; {Ci}

)∣∣∣
2

´

∣∣∣ΨT

(
~R′; {Ci}

)∣∣∣
2

d3NR′

, (2.6)

que tem a propriedades

f
(
~R; {Ci}

)
> 0 Para todo ~R,

ˆ

f
(
~R; {Ci}

)
d3NR = 1 Esta normalizado.

Como visto acima, este peso é uma densidade de probabilidade. Assim, pelo método de

Monte Carlo podemos fazer um amostragem do espaço de configurações com f
(
~R; {Ci}

)
, e

avaliar
〈
Ĥ
〉
da forma

〈
Ĥ
〉
=

1

M

M∑

j=0

HΨT

(
~Rj; {Ci}

)

ΨT

(
~Rj; {Ci}

) , (2.7)

onde M é o número de configurações amostras e
{
~Rj

}
são as coordenadas das part́ıculas em

cada uma das configurações.

A sequencia de passos a serem seguidos para avaliar a integral (2.5) são:

1. Começamos com uma configuração de part́ıculas, que pode ser aleatória, mas para

maior eficiência para atingir o equiĺıbrio é melhor partir de uma estrutura cristalina.

2. Movimentamos as part́ıculas aleatoriamente da forma ∆r
(j)
i = r

(j)
i +δ

(
ξi − 1

2

)
, onde r

(j)
i

é a componente i da part́ıcula j, δ é um parâmetro e ξi é um número aleatório de uma
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distribuição uniforme entre 0 e 1. Este movimento será aceito com uma probabilidade

igual a Pacept(~R → ~R′) = min

(
1,

|ΨT (~R′;{Ci})|2
|ΨT (~R;{Ci})|2

)
. Aqui podemos escolher movimentar

uma part́ıcula ou um grupo de part́ıculas antes de avaliar Pacept. Nós movimentamos

todas as part́ıculas e avaliamos Pacept. O parâmetro δ se ajusta para obter um Pacept ≈
0.5, que na pratica garantirá uma boa amostragem do espaço de fase.

3. Depois de obter o equilibro, avaliamos as quantidade de interesse.

Iniciamos os cálculos de difusão de Monte Carlo com configurações obtidas a partir do pro-

cedimento que acabamos de descrever.



Caṕıtulo 3

Método de Difusão de Monte Carlo

Neste caṕıtulo apresentamos o método de Difusão de Monte Carlo (DMC) [6, 7]1. Começamos

explicando o algoritmo básico DMC. Introduze-se o método de Amostragem Importância que

melhora o método básico, evitando por exemplo, posśıveis singularidades do potencial, pela

incorporação de informações f́ısicas do sistema na simulação. Após, introduzimos o método

DMC com multi-pesos, o qual permite calcular as energias cinética e potencial do sistema

com ajuda do teorema de Hellmann-Feynman.

Para entender em que consiste o algoritmo, partimos da equação de Schrödinger e tro-

camos o tempo real por um tempo imaginário t→ τ = i
~
t. Com isso obtemos:

∂Ψ

∂τ
= D∇2Ψ− UΨ, (3.1)

esta é a equação clássica de difusão onde a constante de difusão é dada por D = ~
2

2m
e há

um termo de fonte/absorção da forma −UΨ. Vamos ver como a solução desta equação se

relaciona com a equação de Schrödinger. Para isso partimos da solução formal da equação de

Schrödinger, dada pela combinação linear dos auto-estados estacionários {φj} multiplicado

pelo propagador temporal,

Ψ
(
~R, t

)
=

∑

j

Ajφj

(
~R
)
e−

it
~
Ej , (3.2)

onde ~R = (~r1, ~r2, · · · , ~rN) contém o conjunto de coordenadas {~ri} das N part́ıculas, {Ej}
são as auto-energias dos auto-estados {φj} e {Aj} são constantes. Se Ψ está normalizada,

1Na forma que explicamos este método, ele é aplicável para part́ıculas Bose. Nos estudamos part́ıculas de
He4, que são bósons. Para férmions se veja a referência [8].

13
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a condição
∑

i |Aj|2 = 1 é satisfeita. Então, em tempos imaginários longos os termos de

energias maiores serão filtrados.

Como os auto-estados {φj} são invariantes ante a soma de uma constante ao Hamiltoniano,

nós podemos ajustar a zero a energia do estado fundamental (E0), com a intenção de que

só sobreviva o estado fundamental em tempos maiores. Com este ajuste no hamiltoniano

obtemos a equação

∂Ψ

∂τ
= D∇2Ψ−

(
Û − E0

)
Ψ,

=
[
−T̂ −

(
Û − E0

)]
Ψ,

= −HΨ, (3.3)

onde utilizamos a definição do operador de energia cinética T̂ = −D∇2. A ideia do método de

difusão DMC é a de partir com configurações que possuam componentes de estados excitados

e propagá-las no tempo imaginário, de tal forma que estas componentes, sejam filtradas e

assim ficar só com a auto-função do estado fundamental (Ψ0). Em seguida, explicaremos o

algoritmo básico com base nessas ideias.

3.1 Algoritmo Básico

A ideia é trabalhar com a equação (3.3), mas como não conhecemos a energia do estado

fundamental (E0) introduzimos um parâmetro ET , que vamos ajustando no transcurso da

simulação, esperando que ao final da simulação ET se aproxime do valor da energia do estado

fundamental2. A equação (3.3) (onde trocamos E0 por ET ) tem um operador de Green

associado Ĝ

Ĝ (τ) = e−τĤ , (3.4)

que permite escrever

|Ψ(τ) >= Ĝ (τ) |Ψ(0) > . (3.5)

Com ajuda da relação de completeza
´

|~R 〉〈 ~R|d3NR = 1, obtemos na representação de

2Ressaltando entretanto que as estimativas de E0 são feitas de forma robusta, sendo necessário apenas
que ET ≈ E0.
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coordenadas a seguinte expressão

〈
~R′
∣∣∣Ψ(τ)

〉
=

ˆ 〈
~R′

∣∣∣Ĝ (τ)
∣∣∣ ~R

〉〈
~R
∣∣∣Ψ(0)

〉
d3NR

Ψ
(
~R′, τ

)
=

ˆ

G
(
~R → ~R′; τ

)
Ψ
(
~R, 0

)
d3NR, (3.6)

onde a função de Green no espaço de coordenadas é

G
(
~R → ~R′; τ

)
=

〈
~R′

∣∣∣e−τĤ
∣∣∣ ~R

〉
. (3.7)

Ela pode ser interpretada como a probabilidade de movimentar o sistema de ~R a ~R′ em

um tempo τ . A dificuldade da avaliação desta função de Green é que os operadores de energia

cinética (T̂ ) e potencial (Û), em general, não comutam. Para resolver esta dificuldade nós

trabalhamos com uma aproximação de G, boa o suficiente para ∆τ pequenos. Para isso

fazemos uma expansão da exponencial para ∆τ << 1 e consideramos apenas o termo em

O (∆τ)

G
(
~R, ~R′; ∆τ

)
=

〈
~R′

∣∣∣e−
∆τ
2

Ûe−∆τT̂ e−
∆τ
2

Û
∣∣∣ ~R

〉
e∆τET +O(∆τ 2)

≈
〈
~R′

∣∣∣e−
∆τ
2

Ûe−∆τT̂ e−
∆τ
2

Û
∣∣∣ ~R

〉
e∆τET .

O potencial U
(
~R
)
é só função das coordenadas e por tanto, os kets

∣∣~R′
〉
e
∣∣~R

〉
são auto-

vetores do operador e−
∆τ
2

Û , com auto-valores e−
∆τ
2

U(~R′) e e−
∆τ
2

U(~R), respectivamente. Com

isto obtemos

G
(
~R, ~R′; ∆τ

)
≈ e−

∆τ
2

U(~R′)
〈
~R′

∣∣∣e−∆τT̂
∣∣∣ ~R

〉
e−

∆τ
2

U(~R)e∆τET

= e−
∆τ
2 [U(~R′)+U(~R)]+∆τET

〈
~R′

∣∣∣e−∆τT̂
∣∣∣ ~R

〉

= Gb

(
~R′, ~R; ∆τ

)
GD

(
~R → ~R′; ∆τ

)
, (3.8)

onde definimos

Gb

(
~R′, ~R; ∆τ

)
= exp

[
−∆τ

2

(
U
(
~R′
)
+ U

(
~R
))

+∆τET

]
, (3.9)

a taxa de ramificação das trajetórias3 e

3mais tarde veremos o significado deste termo.
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GD

(
~R → ~R′; ∆τ

)
=

〈
~R′

∣∣∣e−∆τT̂
∣∣∣ ~R

〉
, (3.10)

o termo cinético, que é função só do momento. Portanto, os kets
∣∣~P

〉
são os auto-vetores do o-

perador e−∆τT̂ , com auto valores e−
∆τ
2m

P 2
. Utilizando a relação de completeza

´

|~P 〉〈 ~P |d3NP =

1 avaliamos esta expressão,

GD

(
~R → ~R′; ∆τ

)
=

ˆ 〈
~R′

∣∣∣e−∆τT̂
∣∣∣ ~P

〉〈
~P
∣∣∣~R

〉
d3NP

=

ˆ 〈
~R′
∣∣∣~P

〉〈
~P
∣∣∣~R

〉
e−

∆τ
2m

P 2

d3NP

=

(
1

2π~

)3N ˆ

e
i
~
~P ·(~R−~R′)e−

∆τ
2m

P 2

d3NP. (3.11)

Esta integral é gaussiana e pode ser avaliada facilmente,

GD

(
~R → ~R′; ∆τ

)
=

(
1

4πD∆τ

)− 3N
2

e
(~R′

−~R)2

4D∆τ , (3.12)

isto tem a forma de um propagador de difusão ordinária de um gás de part́ıculas livres. Ele

possui uma forma gaussiana com valor médio 0 e σ2 = 2D∆τ .

Nesta aproximação é preciso ter um valor pequeno de ∆τ , para obter, dentro de erros

estat́ısticos, uma estimativa correta das grandezas de interesse, fazendo-se a extrapolação

∆τ → 0. Esta é a chamada aproximação de tempos pequenos [7].

Com a aproximação da função de Green (equações (3.8), (3.9) e (3.12)) podemos avaliar

a integral (3.6) implementado o método de Monte Carlo. O termo Gb(~R
′, ~R; ∆τ) será um

peso que informa a importância da configuração e com GD

(
~R → ~R′; ∆τ

)
podemos fazer a

difusão das part́ıculas. Em seguida, apresenta-se as etapas necessárias para avaliar a integral

(3.6), utilizando o método de Monte Carlo.

3.1.1 Implementação do Algoritmo Básico

Vamos avaliar a integral (3.6), levando em conta a aproximação de tempos pequenos da

função de Green (3.8). No espaço de coordenadas temos a relação

Ψ
(
~R′, τ +∆τ

)
=

ˆ

Gb

(
~R′, ~R; ∆τ

)
GD

(
~R → ~R′; ∆τ

)
Ψ
(
~R, τ

)
d3NR, (3.13)
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valida para ∆τ << 1. Cada vez que avaliamos esta integral, os estados excitados estão

sendo filtrados. Portanto, avaliando-a varias vezes restarão somente configurações associadas

à função de onda do estado fundamental Ψ0. Para fazer a integral numericamente utilizamos

o método de Monte Carlo, através das seguintes etapas

1. Iniciamos com um ensamble deM configurações diferentes das coordenadas
{
~R
}
. Cada

configuração é um conjunto de coordenadas das N part́ıculas do sistema. Por uma

questão de eficiência nós escolhemos configurações que possuam uma boa superposição

com o estado fundamental, como aquelas obtidas amostrando uma boa função varia-

cional. O valor de M depende do problema a ser enfrentado. Na literatura é sugerido

que valores razoáveis estão em um intervalo de 400 até 1000 configurações. A elas

atribúımos o tempo imaginário τ = 0.

2. Para cada uma das M configurações,

(a) Movimentamos as coordenadas das part́ıculas. Este movimento vai satisfazer a

equação de difusão ordinária (3.12), que tem a forma de uma gaussiana com valor

médio 0 e σ2 = 2D∆τ . Se escolhemos um valor de ∆τ suficientemente pequeno, a

aproximação (3.8) pode ser boa o suficiente para evitarmos a necessidade da ex-

trapolação ∆τ → 0, uma vez que as incertezas estat́ısticas do cálculo já conteriam

está correção. Para tanto, usamos para a probabilidade de aceitação a forma [6]

pacept

(
~R → ~R′

)
= min


1,

GD

(
~R′ → ~R

) ∣∣∣ΨT

(
~R
)∣∣∣

2

GD

(
~R → ~R′

) ∣∣∣ΨT

(
~R′
)∣∣∣

2


, (3.14)

e impomos para a aceitação um valor da ordem de 99%. Esta forma da pacept

garante que o principio da balanço detalhado seja satisfeito ao propormos um

movimento de ~R → ~R′. Após movimentar as part́ıculas nós atribúımos o tempo

da nova configuração como τ = τ +∆τ .

(b) Para completar a aplicação da função de Green (3.8) temos que pesar cada confi-

guração com o peso ω = Gb

(
~R′, ~R; ∆τ

)
. Por questões de eficiência, é conveniente

aplicarmos a chamada ramificação. Onde as configurações de pequeno peso são

eliminadas. A fim de não gerarmos uma tendência nos resultados, uma forma

de implementar a ramificação é gerar um número ξ de uma distribuição aleatória

uniforme entre 0 e 1, tomar a parte inteira do número (ω + ξ) e gerar esse número
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de cópias da configuração. O número de cópias pode ser inclusive zero, que co-

rresponde ao descarte da configuração proposta. Em média o número de cópias

geradas sera igual a ω. Nos passo seguintes, estas configurações irão evoluir de

forma independente. Cada uma das cópias vai ter o mesmo tempo local. Na

Fig.3.1 é apresentada uma representação esquemática das posśıveis ramificações.

Isto gera um novo ensamble em um tempo maior, τ → τ + ∆τ , com um número de

configurações diferente M ′ . Cada uma das interações no ensamble é equivalente a

avaliação da integral

Ψ
(
~R′; τ +∆τ

)
=

ˆ

G
(
~R → ~R′; ∆τ

)
Ψ
(
~R; τ

)
d3N ~R. (3.15)

3. Independente do conjunto de configurações iniciais, Ψ
(
~R, τ

)
tenderá para solução da

equação (3.1). Mas é necessário iterar assintoticamente a expressão (3.15) para con-

vergir a distribuição do estado fundamental. Então o passo 2 tem que ser repetido

centenas de vezes, até chegar-se a uma situação de equiĺıbrio e a partir dáı começar a

formar as médias de interesse.

Durante a simulação temos que ajustar ET para garantir que a população se mantenha

estável, pois para valores de ET > E0 (ET < E0) a população pode aumentar (diminuir)

drasticamente. Este ajuste pode ser feito empiricamente ou através de algoritmos adequados

[7]. O ajuste tem que garantir a estabilidade da simulação e manter o número de configurações

sobe controle.

Este é o método básico de difusão Monte Carlo, que nos permite obter o estado fundamen-

tal do sistema. Sem dúvida esta forma do algoritmo apresenta problemas na amostragem e no

processo de ramificação. O número de configurações geradas pode aumentar excessivamente

onde o potencial seja intenso e negativo, devido ao valor elevado de ω = Gb

(
~R′, ~R; ∆τ

)

(ver Eq.(3.9)) nessa regiões. Além disso, o fato de gerar n = [ω + ξ] cópias vai agregar uma

flutuação não necessária ao número de configurações geradas devida à natureza aleatória do

número ξ e ao fato de obviamente nossas simulações serem realizadas em um tempo finito.

Para resolver estas dificuldades nos processos de ramificação e de amostragem do espaço de

fase implementamos o método de Amostragem de Importância que modifica a forma como se

faz o amostragem e a ramificação.
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ΨT

∂Ψ0

∂τ
= DΨT∇2Ψ0 −ΨT

(
Û − ET

)
Ψ0

⇒ ∂f

∂τ
−

�
�
�✒
0

∂ΨT

∂τ
Ψ0 = D

[
∇2f − 2~∇ΨT

~∇Ψ0 −
(
∇2ΨT

)
Ψ0

]
−ΨT ÛΨ0 +ΨTETΨ

⇒ ∂f

∂τ
= D∇2f − 2D~∇ ·

[
~∇ΨT

ΨT
✘✘✘✘✿f
ΨTΨ0

]
+


D

(
~∇2ΨT

)

ΨT

− ÛΨT

ΨT

+ ET


✘✘✘✘✿f
ΨTΨ0

= D∇2f − 2D~∇ ·
[
~∇ ln (ΨT )f

]
+

✘✘✘✘✘✘✘✿ Ĥ[
D~∇2 − Û

]
ΨT

ΨT

f + ETf

= D∇2f − 2D~∇ ·
[
~F
(
~R
)
f
]
− ĤΨT

ΨT

f + ETf

= D∇2f − 2D~∇ ·
[
~F
(
~R
)
f
]
+ (ET − EL) f, (3.16)

onde EL = − [D∇2+Û]
ΨT

ΨT é a energia “local” e ~F = 2~∇ lnΨT um termo de “força” quântica4.

O termo D~∇ ·
[
f ~F

(
~R
)]

leva as configurações ás regiões onde a função de onda guia é

grande. Além disso, dado que EL (que leva em conta U) terá valores mais uniformes, o

processo de ramificação será menos intenso. Este procedimento como um todo, faz com que

as configurações evitem as singularidades do potencial o que torna o fator de ramificação

sempre finito.

A solução da Eq.(3.16) também pode ser escrita em uma forma similar à equação de

Schrödinger com tempo imaginário (Eq.(3.3))

∂f

∂τ
= − ˆ̃Hf = −

(
ˆ̃T + ˆ̃U

)
f, (3.17)

com a parte cinética
ˆ̃T = −D∇2 +D~∇ · ~F +D~F · ~∇ (3.18)

e a potencial
ˆ̃U = EL − ET . (3.19)

A Eq.(3.17) também tem uma função de Green associada G̃. Nós podemos fazer uma apro-

ximação desta função de Green em ordem de ∆τ 2 como fizemos antes para G (ver Eq.(3.8)).

4Este termo é chamado de “força” ao comparamos a Eq.(3.16) com a equação de difusão de part́ıculas
clássicas, ele é o análogo da força.
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Assim nós obtemos

G̃
(
~R → ~R′; ∆τ

)
=

〈
~R′

∣∣∣e−
∆τ
2

ˆ̃
Ue−∆τ

ˆ̃
T e−

∆τ
2

ˆ̃
U
∣∣∣ ~R

〉
,

= G̃b

(
~R, ~R′; ∆τ

)
G̃D

(
~R → ~R′; ∆τ

)
, (3.20)

com

G̃b

(
~R, ~R′; ∆τ

)
= e{−∆τ

2 [EL(~R)+EL(~R′)]+∆τET} (3.21)

e o propagador

G̃D

(
~R → ~R′; ∆τ

)
=

(
1

4πD∆τ

)
e
[~R−~R′

−D∆τ ~F(~R)]2

4D∆τ . (3.22)

Nós podemos ver em G̃b

(
~R, ~R′; ∆τ

)
que EL vai controlar a ramificação na simulação.

Quanto mais próximo EL estiver de E0 (ΨT melhor aproximar Ψ0), menor vai ser a ramificação

(G̃b

(
~R, ~R′; ∆τ

)
≈ 1). O termo D∆τ ~F

(
~R
)
em G̃D

(
~R → ~R′; ∆τ

)
faz que as configurações

tendam para as regiões onde |ΨT |2 é maior.

Com o método de amostragem de importância vamos obter uma solução para f = ΨTΨ0,

avaliando a integral

f
(
~R′; τ +∆τ

)
=

ˆ

G
(
~R → ~R′; ∆τ

)
f
(
~R; τ

)
d3N ~R, (3.23)

e evitando as regiões com singularidades no potencial. Diminuiremos assim flutuações na

população, o tempo de convergência e o tamanho da própria população de configurações

necessárias aos cálculos. Como vamos trabalhar somente com amostragem de importância,

vamos a chamar G̃b e G̃D como Gb e GD respectivamente, sem confundir com as definições

anteriores. O algoritmo é semelhante ao anterior, mas agora nós temos na difusão um novo

termo que vai controlar a ramificação. Embora EL e ~F devam ser calculados para avaliar Gb

e GD o ganho em eficiência da simulação mais do que compensa este maior esforço computa-

cional.

3.2 Cálculo das Energias

Inicialmente mostramos como a energia total do sistema é usualmente calculada. É prefeŕıvel

realizar o processo de ramificação somente em algumas e utilizar os pesos como descrito a

seguir. Se ω ≥ 2 é feita uma cópia da configuração e a cada uma associamos ω/2. Se

ωthr ≤ ω < 2 a configuração é mantida com seu peso, ωthr é um parâmetro do cálculo. E as
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configurações com ω < ωthr são combinadas, este processo que será explicado mais adiante

na subseção (3.3.1). A energia é calculada em uma dada geração como uma média ponderada

com os pesos de cada configuração ω
(
~Ri

)
, sobre o ensamble ou conjunto de configurações,

E =
〈
Ĥ
〉
=

∑NR

i=1 ω
(
~Ri

)
EL

(
~Ri

)

∑NR

i=1 ω
(
~Ri

) . (3.24)

como antes EL = − [D∇2−Û]
ΨT

ΨT é a energia “local” de uma configuração e NR é o número de

configurações na geração.

3.3 Método DMC com Multi-Pesos

Como em geral os operadores de energia cinética
(
T̂
)
e potencial

(
Û
)
não comutam com o

Hamiltoniano, não há uma forma imediata para obter estas energias. Para determinar estas,

utilizamos o teorema de Hellmann-Feynman e implementamos uma simulação de DMC com

multi-pesos.

Primeiro assumimos um Hamiltoniano dependente de um parâmetro λ

Ĥ (λ) = T̂ + λÛ, (3.25)

com este Hamiltoniano podemos obter uma expressão para
〈
Û
〉
e
〈
T̂
〉
, a partir de

〈
Ĥ (λ)

〉
,

isso graças ao teorema de Hellmann-Feynman, onde se tem que.

〈
Û
〉
=

d
〈
Ĥ (λ)

〉

dλ

∣∣∣∣
λ=1

,
〈
T̂
〉
=

〈
Ĥ (1)

〉
−

〈
Û
〉
. (3.26)

Desta forma podemos fazer uma estimativa da derivada numérica de
〈
Ĥ (λ)

〉
para obter

〈
Û
〉
e
〈
T̂
〉
. Para isso, consideramos três valores de λ = {1− δλ, 1, 1 + δλ}, e a aproximação

da primeira derivada de
〈
Ĥ (λ)

〉
,

〈
Û
〉
=

〈
Ĥ (1 + δλ)

〉
−

〈
Ĥ (1− δλ)

〉

2δλ
+O(

(δλ)2

6
). (3.27)

Portanto, precisaremos calcular o valor esperado de três Hamiltonianos, com os valores

de lambda 1 − δλ, 1 e 1 + δλ. Em um cálculo ingênuo, onde são realizadas três simulações
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independentes teremos dificuldades no cálculo de
〈
T̂
〉
e
〈
Û
〉
, devido as flutuações no valor

de
〈
Ĥ (λ)

〉
, principalmente para sistemas grandes, onde a incerteza estat́ıstica pode levar a

uma completa perda de precisão. A solução desta dificuldade em principio é simples. A ideia

consiste em realizar uma única simulação e extrair as energias associadas aos três valores de

λ simultaneamente. Quando as amostras associadas aos λ estão correlacionadas é posśıvel

realizar as derivadas numéricas sem perda da significância.

Para ter amostras correlacionadas implementamos um algoritmo, onde consideramos três

pesos diferentes para cada configuração. Definimos o vector de pesos ~ω =
(
ω(−), ω(0), ω(+)

)
,

um peso para cada λ. Os super-́ındices indicam o valor de λ de cada um dos pesos associado a

uma dada configuração. Em cada geração, o conjunto de configurações utilizadas nos cálculos

das energias são as mesmas independentemente dos valores de λ. Este método é chamado de

DMC com multi-pesos. Para este método a energia para cada valor de λ será dada por

El =

∑NR

i=1 ω
l
(
~Ri

)
El

L

(
~Ri

)

∑NR

i=1 ω
l

(
~Ri

) , (3.28)

onde l = {−, 0,+} ≡ {1− δλ, 1, 1 + δλ} .

Em seguida apresentaremos a implementação do Método DMC com Multi-Pesos, definire-

mos os pesos associados a cada configuração ~ω =
(
ω(−), ω(0), ω(+)

)
e mostraremos como estes

evoluem na simulação. Veremos ainda como a equivalência deste método com aquele padrão

é garantida.

Como disse antes, neste método fazemos uma simulação simultânea para os três valores

de λ = {1− δλ, 1, 1 + δλ}. Cada uma das três simulações são equivalentes ao algoritmo de

DMC padrão. Por simplicidade definiremos o vetor

~Gb

(
~Ri, ~R

′
i; ∆τ

)
=

(
G

(−)
b

(
~R, ~R′; ∆τ

)
, G

(0)
b

(
~R, ~R′; ∆τ

)
, G

(+)
b

(
~R, ~R′; ∆τ

))
(3.29)

com l = {−, 0,+} ≡ {1− δλ, 1, 1 + δλ}, cada componente é a taxa de ramificação, para cada

valor de lambda. De forma análoga definimos os vetores de energias local, tentativas e dos
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valores estimados, respectivamente como

~EL =
(
E

(−)
L , E

(0)
L , E

(+)
L

)
(3.30)

~ET =
(
E

(−)
T , E

(0)
T , E

(+)
T

)
(3.31)

~E =
(
E(−), E(0), E(+)

)
(3.32)

Aqui podemos ver que para cada valor λ a ET é ajustada independentemente, uma vez que

elas correspondem a três valores diferentes de λ. Este método garante a correlação entre cada

uma das energias estimadas, para obter uma boa estimativa de
〈
Û
〉
e
〈
T̂
〉
.

3.3.1 Ramificação e Combinação

Vamos começar lembrando que para a cada configuração i, de coordenadas ~Ri

′
, no tempo τ ,

associamos um vetor de pesos da forma

~ωi

(
~R′
i; τ

)
=

(
ω
(−)
i

(
~R′
i; τ

)
, ω

(0)
i

(
~R′
i; τ

)
, ω

(+)
i

(
~R′
i; τ

))
, (3.33)

onde as componentes são os pesos associados a cada valor de λ. Cada componente k =

{+, 0,−} deste vetor vai mudar em cada iteração da forma

~ω(k)
(
~R′; τ +∆τ

)
= ~ω(k)

(
~R; τ

)
~G
(k)
b

(
~R → ~R′; ∆τ

)
, (3.34)

Após a atualização dos pesos poderá ou não haver ramificação de acordo com os seguintes

critérios.

1. Se para um configuração ~Ri, no tempo τ , cada um dos pesos de ~ωi são maiores ou iguais

que 2, se gera duas cópias da configuração e cada uma terá um vector de pesos ~ωi/2.

Este processo é repetido se necessário.

2. Se um dos pesos de ~ωi está entre o valor de controle ωthr e 2, esta configuração é mantida

sem nenhuma modificação.

3. Se todos os pesos de ~ωi são menores ou igual que ωthr, esta configuração é guardada

até achar outra configuração ~Rj com a mesma condição e as combinamos. No processo

de combinação comparamos os pesos das configurações ~Ri e ~Rj da seguinte forma

(a) Se calcula a soma dos vetores de pesos ~ωsum = ~ωi + ~ωj.
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(b) Avaliamos para cada componente de ~ω, ou seja para cada um dos pesos correspon-

dentes a um valor de λ, a razão ωl
i/ω

l
sum (l = {−, 0,+}). Se ωl

i/ω
l
sum é maior que

um número aleatório ξ ∈ (0, 1), atribúımos à configuração ~Ri o peso ωl
i = ωl

sum e

à configuração ~Rj o peso ωl
j = 0. Caso a razão seja menor, atribúımos à configu-

ração ~Ri o peso ωl
i = 0 e à configuração ~Rj o peso ωl

j = ωl
sum. Se todos os pesos

de uma configuração são iguais a zero ela é descartada.

Pode acontecer que em certas gerações, temos vetores de pesos ~ω com algumas de suas com-

ponentes iguais a zero, isso pode degradar a estimativa do valor médio da energia potencial〈
Û
〉
. Isso porque no cálculo de

〈
Ĥ (λ)

〉
(ver equação (3.28)) o número de configurações

(NR) é diferente para cada λ, o que gera incertezas no cálculo da derivada e portanto no

valor de
〈
Û
〉
. Para evitar isso, temos que ter precaução na escolha no valor de ωthr e no

ajuste da energia trial ET , o valor de cada um destes parâmetros dependerá do sistema que

se simula. No caso de ωthr, este parâmetro não pode ser muito grande porque aumentaria o

número de pesos com valor igual a zero. Na secção 3.4, falaremos sobre a escolha feita para

ajustar ET .

3.3.2 Implementação do Algoritmo DMC com Multi-Pesos

O algoritmo DMC com multi-pesos tem a seguinte sequência de passos.

1. O cálculo inicia-se com M configurações. Usualmente elas são obtidas utilizando a

função de onda guia ΨT . Através do método de Metropolis onde é amostrada |ΨT |2. A
cada configuração será associado os pesos iniciais ~ω

(
~R, 0

)
= (1, 1, 1) e o tempo τ = 0.

2. Para cada uma das M configurações:

(a) Evolúımos as configurações ~Ri → ~R′
i. O deslocamento vai obedecer a difusão

da Eq.(3.22). Para isso nós escolhemos um deslocamento, que satisfaz a dis-

tribuição gaussiana com σ2 = 2D∆τ , centrada em 0, e agregamos o deslocamento

D∆τ ~F
(
~Ri

)
. Este termo, como mencionado, vai evitar que o sistema vá para

regiões onde ΨT é pequeno, onde temos singularidades no potencial. Como foi

mencionado anteriormente no algoritmo básico, aceitaremos o movimento pro-

posto com uma probabilidade da forma [7]

pacept

(
~R → ~R′

)
= min


1,

GD

(
~R′ → ~R

) ∣∣∣ΨT

(
~R
)∣∣∣

2

GD

(
~R → ~R′

) ∣∣∣ΨT

(
~R′
)∣∣∣

2


. (3.35)
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Que garante que o principio do balance detalhado seja satisfeito. Igualmente,

é mantida uma aceitação superior a 99%, para garantir uma apropriada aproxi-

mação da função de Green, os deslocamentos são proporcionais a ∆τ . A está nova

configuração vamos atribuir o tempo local τ = τ +∆τ .

(b) Agora pesamos a nova configuração ~R′
i com

~ω
(
~R′
i; τ +∆τ

)
= ~ω

(
~Ri; τ

)
~Gb

(
~Ri, ~R

′
i; ∆τ

)
.

(c) Fazemos o processo de ramificação e combinação (ver subsecção 3.3.1).

Este procedimento irá gerar um novo ensamble de configurações no tempo τ = τ +

∆τ , com um número diferente M ′ de configurações. Uma iteração deste ensamble é

equivalente a fazer a integral

f
(
~R′; τ +∆τ

)
=

ˆ

G
(
~R → ~R′; ∆τ

)
f
(
~R; τ

)
d3NR. (3.36)

3. Repetimos o passo 2 o número de vezes necessárias para chegar ao equiĺıbrio.

4. Uma vez atingido o equiĺıbrio o passo 2 é repetido e as quantidades de interesse ar-

mazenadas até que a precisão desejada seja atingida.

3.4 Energia Trial

A energia trial é apenas um parâmetro do cálculo. Os resultados não dependem do seu

valor em sua escolha devemos ter em conta, que ela deve ser atualizada sempre que seja

necessário, para evitar o aumento ou diminuição exagerado do número de configurações.

O ajuste pode ser feito empiricamente ou de forma automática. Muitas formas já foram

propostas e não existe um padrão para qualquer tipo de simulação. O objetivo é manter o

número de configurações estável e evitar zeros no vector de pesos ~ω (idealmente que não os

tivéssemos).

Fazemos um ajuste para cada uma das ET correspondentes a cada valor de λ. Neste

trabalho utilizamos a seguinte função para atualizar os valores de ~ET

El
T =

〈
H l

〉
g
− C0

∆τg
ln

∑NR

i=1 ω
l
i (τ)

W
, l = {−, 0,+} , (3.37)
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onde g é o tamanho dos blocos onde El
T é mantida constante,

〈
H l

〉
g
é a energia media do

bloco, NR o número de configurações, W o valor no qual se deseja manter a soma dos pesos

(
∑NR

i=1 ω
l
i) e C0 uma constante que nos permite controlar as flutuações na soma dos pesos.

Como idealmente El
T , no equiĺıbrio deve ser igual a El

0, se incluiu o primeiro termo
〈
H l

〉
g

na função, que no equilibro vai flutuar em torno de El
0; o segundo termo leva em conta as

flutuações na soma dos pesos, o objetivo deste, é diminuir estas flutuações, para evitar um

aumento ou diminuição exagerada no número de configurações; a constante Co permite fazer

um ajuste mais forte o débil para controlar a população no ensamble. O valor de g definirá

a frequência com a qual se ajusta El
T e dependerá de cada sistema (sua densidade e número

de part́ıculas). Na fase de equilibro g tem um valor pequeno, devido a uma maior incerteza

no valor da energia El
0 e à rápida mudança da energia em cada geração. Mas no equiĺıbrio,

é posśıvel fazê-lo maior, para diminuir os erros estat́ısticos.

No inicio da simulação a soma dos pesos é igual ao número de configurações NR. Nos

começamos com um valor maior que W . O objetivo disso, é acelerar a convergência para a

situações de equiĺıbrio. Isto ainda ajudará a evitar a geração de configurações com alguns de

seus pesos iguais a zero, obtendo no equiĺıbrio configurações mais correlacionadas. Para que

ocorra a diminuição do número de configurações, El
T deve ser suficientemente menor que a

energia local El
L.

3.5 Função de Onda Guia

O principal objetivo de introduzirmos a função de onda de prova ΨT como uma função

guia é proporcionar a maior informação posśıvel do sistema à simulação. Quanto maior a

informação contida em ΨT sobre o sistema, menos flutuações teremos e menor será o tempo

de convergência e o intervalo necessário para acumular as quantidades de interesse. Isso pode

ser visto no termo que controla a ramificação

Gb

(
~R, ~R′; ∆τ

)
= e{−∆τ

2 [EL(~R)+EL(~R′)]+∆τET}, (3.38)

se ΨT se aproxima a Ψ0 a função de onda exata, do sistema, EL se aproximará a E0 a energia

do estado fundamental, o que levará a Gb → 1, não gerando mais ramificações, quanto mais

ΨT → Ψ0 melhor será a amostragem de importância. De fato se ΨT = Ψ0, a simulação dará

o resultado exato sem flutuações estat́ısticas.

Apesar de não conhecer com exatidão a função de onda do estado fundamental Ψ0 do
4He, existem boas descrições aproximados para o sistema e se conhece bem o potencial de
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interação entre átomos de He.

Para o 4He na fase ĺıquida empregamos a função de onda da forma de Jastrow

ΨJ =
N∏

i<j

e

(

−b
rij

)5

, (3.39)

onde o parâmetro b é um parâmetro do cálculo, rij é a distância entre os átomos i e j. Ela

correlaciona explicitamente pares de part́ıculas sob o chamado pseudopotencial na forma de

McMillan ((−b/rij)5); tem simetria bosônica e é invariante sob traslações. Apesar da função

de onda (3.39) ser capaz de descrever a fase solida, apenas ajustando o parâmetro b [10], os

resultados não são bons. Na fase solida a função de onda de Nosanov-Jastrow

ΨNJ = ΨJ

N∏

i

e−
C
2 (~ri−~li)

2

(3.40)

é a mais simples que apresenta resultados satisfatórios, C é também um parâmetro, os vetores{
~li

}
são as posições dos átomos na rede cristalina escolhida. No caso do He4 solido, a

estrutura experimental é a hcp.



Caṕıtulo 4

Integrais de Trajetória pelo Método

de Monte Carlo

Aqui apresentamos o conceito de Integrais de Trajetória pelo Método de Monte Carlo (PIMC

), para muitas part́ıculas. Para isso definimos primeiro a Matriz Densidade (MD) e algumas

de suas propriedades, e a partir dela introduzimos a ideia de Integrais de Trajetória (IT).

Após discutimos a implementação do método para potenciais centrais, mais especificamente

para o potencial de interação entre dois átomos de 4He.

4.1 Matriz Densidade

Nos estamos interessados no estudo de um sistema de N átomos de 4He. Em nossos cálculos

trataremos os átomos de 4He, como part́ıculas bosônicas com spin zero. Isso implica que

temos que levar em conta a simetria bosônica para obter a MD deste sistema.

O Hamiltoniano de um sistema de N part́ıculas interagentes é dado por

Ĥ = T̂ + Û ,

onde T̂ = P̂ 2

2m
é o termo cinético e Û o potencial de interação entre as part́ıculas.

A matriz densidade (MD) é definida como [11, 12]

ρ
(
~R, ~R′; β

)
=

〈
~R′

∣∣∣e−βĤ
∣∣∣ ~R

〉
, (4.1)

a partir do conjunto de auto-estados de energia
{∣∣ψs

〉}
e de sua relação de completeza

(
∑ |Ψs 〉〈Ψs| = 1), podemos expressar esta em termos das auto-funções de energia, obtendo

29
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a seguinte expressão

ρ
(
~R, ~R′; β

)
=

∑

s

〈
~R′

∣∣∣e−βĤ
∣∣∣ψs

〉〈
ψs

∣∣∣∣~R
〉

=
∑

s

e−βEsψs

(
~R′
)
ψ∗
s

(
~R
)
, (4.2)

onde ~R = {~r1, ~r2, · · · , ~rN−1, ~rN} é um vetor de dimensão 3N , contendo as coordenadas das

N part́ıculas, Es a energia do estado
∣∣ψs

〉
e β = 1/KBT com KB a constate de Boltzmann e

T a temperatura. Nesta expressão temos o fator de Gibs e−βEs , que nos dá a probabilidade

que tem o sistema de estar no estado
∣∣ψs

〉
. A matriz densidade contém toda a informação

f́ısica do sistema, sendo o ingrediente principal do método PIMC.

Uma propriedade importante da MD é a propriedade de convolução,

ρ
(
~R0, ~R2; β

)
=

〈
~R2

∣∣∣e−βĤ
∣∣∣ ~R0

〉
=

〈
~R2

∣∣∣e−(β+β′−β′)Ĥ
∣∣∣ ~R0

〉

=

ˆ 〈
~R2

∣∣∣e−(β−β′)Ĥ
∣∣∣ ~R1

〉〈
~R1

∣∣∣e−β′Ĥ
∣∣∣ ~R0

〉
d3NR1

=

ˆ

ρ
(
~R1, ~R2; β − β′

)
ρ
(
~R0, ~R1; β

′
)
d3NR1, (4.3)

a qual pode ser estendida a M posições [12]

ρ
(
~R0, ~RM ; β

)
=

ˆ

ρ
(
~RM−1, ~RM ; τ

) 1∏

t=M−1

ˆ

ρ
(
~Rt−1, ~Rt; τ

)
d3NRt, (4.4)

com τ = β/M . Esta expressão nos diz que: podemos chegar a matriz densidade em uma tem-

peratura T , com M convoluções da matriz densidade em temperatura MT . Esta formulação

da matriz densidade é adequada a cálculos de integrais de trajetórias.

Vendo a matriz densidade como um operador, se pode escrever a propriedade de con-

volução na forma:

e−βĤ =
(
e−τĤ

)M

. (4.5)

Na integral (4.4) temos uma soma sobre trajetórias, as trajetórias são discretas {Rt} quando

M é finito e continuas quandoM → ∞. Uma interpretação desta propriedade é que a matriz

densidade em uma temperatura T é o valor médio do produto de M matrizes densidade na

temperatura τ = β/M sobre as posśıveis configurações
{
~Rt

}
. Este valor será um valor médio

sobre todas as posśıveis trajetórias que possa fazer o sistema.
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4.2 Valores Esperados com Integrais de Trajetória

Uma expressão para os valores esperados de um sistema a temperatura T , pode ser obtida

da expressão do valor esperado de um operador hermitiano Ô

〈
Ô
〉

=
1

Z (N, V, T )
tr
(
Ôe−βĤ

)

=
1

Z (N, V, T )

ˆ

D(V )

〈
~R
∣∣∣Ôe−βĤ

∣∣∣ ~R
〉
d3NR, (4.6)

onde D (V ) indica que o domı́nio da integral é o volume do sistema (V ) e Z (N, V, T ) é a

função de partição, que é dada por

Z (N, V, T ) = tr
(
e−βĤ

)

=

ˆ

D(V )

〈
~R
∣∣∣e−βĤ

∣∣∣ ~R
〉
d3NR

=

ˆ

D(V )

ρ
(
~R0, ~RM ; β

)
d3NRM

∣∣∣∣
~RM=~R0

=

ˆ

D(V )

ˆ

ρ
(
~RM−1, ~RM ; τ

) 1∏

t=M−1

ˆ

D(V )

ρ
(
~Rt−1, ~Rt; τ

)
d3NRtd

3NRM

∣∣∣∣
~RM=~R0

=

ˆ

D(V )

1∏

t=M

ρ
(
~Rt−1, ~Rt; τ

)
d3NRt

∣∣∣∣
~RM=~R0

. (4.7)

Como se pode ver, o calculo da função de partição se faz com os termos diagonais da MD

(~R0 = ~RM). Em termos de trajetórias, os caminhos são fechados.

A seguir, apresentamos as formas da expressão (4.6) para os casos especiais onde o ope-

rador Ô depende apenas das posições ou momentos.

4.2.1 Observáveis Dependentes Apenas das Posições

Seja Ô um operador associado a um observável. Se Ô é apenas função das coordenadas,

os kets
∣∣~R

〉
vão ser os auto-vetores de Ô, onde notaremos seus correspondentes auto-valores

da forma o
(
~R
)
. Utilizando a equação (4.6) vamos obter a seguinte expressão paro o valor
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esperado de Ô

〈
Ô
〉

=
1

Z (N, V, T )

ˆ

D(V )

〈
~R
∣∣∣Ôe−βĤ

∣∣∣ ~R
〉
d3NR

=
1

Z (N, V, T )

ˆ

D(V )

o
(
~R
)〈

~R
∣∣∣e−βĤ

∣∣∣ ~R
〉
d3NR

=
1

Z (N, V, T )

ˆ

D(V )

o
(
~R
)
ρ
(
~R, ~R, β

)
d3NR, (4.8)

podemos observar que só precisamos dos termos diagonais da MD (~R0 = ~RM) para fazer sua

avaliação. Se utilizamos a propriedade de convolução, para expandir ρ
(
~R, ~R, β

)
, podemos

calcular o valor esperado de Ô da forma

〈
Ô
〉

=
1

Z (N, V, T )

ˆ

D(V )

o
(
~R0

)
ρ
(
~RM−1, ~RM ; τ

) 1∏

t=M−1

ρ
(
~Rt−1, ~Rt; τ

)
d3NRtd

3NRM

∣∣∣∣
~RM=~R0

=
1

Z (N, V, T )

ˆ

D(V )

o
(
~R0

) 1∏

t=M

ρ
(
~Rt−1, ~Rt; τ

)
d3NRt

∣∣∣∣
~RM=~R0

. (4.9)

Uma vez que para fazer o cálculo só é preciso termos diagonais, só temos trajetórias fechadas

que partem e terminam em ~R0. Podemos ver que na expressão anterior se fez a avaliação

de o
(
~R0

)
só em ~R0, mas esta pode ser feita em qualquer

{
~Rt

}
sem mudar o resultado, o

valor de
〈
Ô
〉
não depende das etiquetas dos

{
~Rt

}
. Portanto, todas as avaliações de o

(
~R
)

em cada um dos
{
~Rt

}
são equivalentes. Assim é posśıvel fazer uma média de cada um dos

valores calculados em cada etiqueta e obter a seguinte expressão

〈
Ô
〉
=

1

Z (N, V, T )

ˆ

D(V )

[
1

M

M∑

j=1

o
(
~Rj

)] 1∏

t=M

ρ
(
~Rt−1, ~Rt; τ

)
d3NRt

∣∣∣∣
~RM=~Ro

, (4.10)

que nos permite definir um estimador õ
({

~Rt

})
e uma função densidade de probabilidade

f
({

~Rt

})

õ
({

~Rt

})
=

1

M

M∑

j=1

o
(
~Rj

)
e (4.11)

f
({

~Rt

})
=

1

Z (N, V, T )

1∏

t=M

ρ
(
~Rt−1, ~Rt; τ

)
, (4.12)
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onde f
({

~Rt

})
esta normalizada pela função de partição

ˆ

D(V )

f
({

~Rt

})
d3NR1 · · · d3NRM = 1,

o que permitirá realizar a integral pelo método de Monte Carlo (MC ). Adiante veremos como

fazer um amostragem do espaço de trajetórias por meio desta função.

4.2.2 Observáveis Dependentes Apenas do Momento

Quando o observável Ô depende apenas do momento, os vetores
∣∣~R

〉
em geral, não são

auto-funções de Ô. Neste caso nós temos que o valor esperado é

〈
Ô
〉

=
1

Z (N, V, T )

ˆ

D(V )

〈
~R
∣∣∣o
(
~P
)
e−βĤ

∣∣∣ ~R
〉
d3NR

=
1

Z (N, V, T )

ˆ

D(V )

〈
~R
∣∣∣o
(
~P
)∣∣∣ ~R′

〉〈
~R′

∣∣∣e−βĤ
∣∣∣ ~R

〉
d3NRd3NR′

=
1

Z (N, V, T )

ˆ

D(V )

〈
~R
∣∣∣o
(
~P
)∣∣∣ ~R′

〉
ρ
(
~R, ~R′, β

)
d3NRd3NR′, (4.13)

onde utilizamos a relação de completeza
´

D(V )

∣∣∣~R 〉〈 ~R
∣∣∣d3NR. Como antes, utilizamos a ex-

pressão (4.2) para expandir ρ
(
~R, ~R′, β

)
e aplicar o conceito de IT

〈
Ô
〉

=
1

Z (N, V, T )

ˆ

D(V )

〈
~R0

∣∣∣o
(
~P
)∣∣∣ ~RM

〉
ρ
(
~RM−1, ~RM ; τ

)

×
1∏

t=M−1

ˆ

ρ
(
~Rt−1, ~Rt; τ

)
d3NRtd

3NRd3NR′

=
1

Z (N, V, T )

ˆ

D(V )

〈
~R0

∣∣∣o
(
~P
)∣∣∣ ~RM

〉 1∏

t=M

ρ
(
~Rt−1, ~Rt; τ

)
d3NRtd

3NR0

Nesta expressão os valores esperados possui termos fora da diagonal
(
~R0 6= ~RM

)
. Isso

gera trajetórias abertas. Diferentemente das trajetórias fechadas, contas com trajetórias

abertas são mais complicadas, devido as grandes flutuações nos pontos finais das trajetórias

e dos termos
〈
~RM

∣∣∣o
(
~P
)∣∣∣ ~R′

0

〉
que dependem deles.

Depois vamos ver (na secção 4.5) como as relações termodinâmicas podem ajudar a obter
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expressões para os valores esperados dos operadores dependentes apenas do momento, que

só precisarão apenas dos termos diagonais da MD.

4.3 Construção da Matriz Densidade

Como em geral o Ĥ é dependente das posições e dos momentos, vamos a precisar expressar a

MD em uma forma que nos permita separar os termos cinético e potencial, que em geral não

comutam com Ĥ. Para tanto, vamos usar a aproximação primitiva, a qual parte do teorema

de Trotter, e em seguida obter a MD total, como um produto das matrizes densidade de duas

part́ıculas do sistema.

4.3.1 Teorema de Trotter e a Aproximação Primitiva

O teorema de Trotter nos diz [13, 14, 15] que

e−β(T̂+Û) = lim
M→∞

[
e−

β
2M

Ûe−
β
M

T̂ e−
β

2M
Û
]M
. (4.14)

Esta é uma expressão exata, a partir da qual podemos fazer uma aproximação da MD. Com

este teorema na representação de posições obtemos que a MD tem a forma

ρ
(
~R, ~R′; β

)
= lim

M→∞

〈
~R′

∣∣∣∣
[
e−

β
2M

Ûe−
β
M

T̂ e−
β

2M
Û
]M ∣∣∣∣ ~R

〉
. (4.15)

É útil definir o operador

Ω̂ = e−
β

2M
Ûe−

β
M

T̂ e−
β

2M
Û , (4.16)

e assim escrever a MD como

ρ
(
~RM , ~R0; β

)
= lim

M→∞

〈
~RM

∣∣∣Ω̂M
∣∣∣ ~R0

〉

= lim
M→∞

ˆ

D(V )

〈
~RM−1

∣∣∣Ω̂
∣∣∣ ~RM

〉M−1∏

t=1

〈
~Rt−1

∣∣∣Ω̂
∣∣∣ ~Rt

〉
d3NRt. (4.17)

Com esta formulação da MD, podemos separar os termos cinéticos e potenciais. O bom é que

nestes cálculos os termos são fechados. Para ver isso vamos a calcular o elemento de matriz

〈
~Rt−1

∣∣∣Ω̂
∣∣∣ ~Rt

〉
=

〈
~Rt−1

∣∣∣e−
β

2M
Ûe−

β
M

T̂ e−
β

2M
Û
∣∣∣ ~Rt

〉
.
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O termo potencial Û é só função das coordenadas. Portanto, os kets
∣∣~Rt

〉
e
∣∣~Rt−1

〉
são auto-

vetores do operador e−
β

2M
Û , com auto-valores e−

β
2M

U(~Rt) e e−
β

2M
U(~Rt−1), respectivamente.

Com isto temos que o elemento de matriz é

〈
~Rt−1

∣∣∣Ω̂
∣∣∣ ~Rt

〉
= e−

β
2M

U(~Rt−1)
〈
~Rt−1

∣∣∣e−
β
M

T̂
∣∣∣ ~Rt

〉
e−

β
2M

U(~Rt). (4.18)

Temos ainda de avaliar o termo cinético
〈
~Rt−1

∣∣∣e−
β
M

T̂

∣∣∣ ~Rt

〉
. Este termo cinético é função só

do momento. Portanto, os kets
∣∣~P

〉
são os auto-vetores do operador e−

β
M

T̂ , com auto valores

e−
βP2

2mM . Usando a completeza do espaço de momentos I =
´

∣∣∣~P 〉〈 ~P
∣∣∣d3NP , obtemos

〈
~Rt−1

∣∣∣e−
β
M

T̂
∣∣∣ ~Rt

〉
=

ˆ 〈
~Rt−1

∣∣∣e−
β
M

T̂
∣∣∣ ~P

〉〈
~P
∣∣~Rt

〉
d3NP

=

ˆ 〈
~Rt−1

∣∣~P
〉〈

~P
∣∣~Rt

〉
e−

βP2

2mM d3NP

=

(
1

2π~

)3N ˆ

e
i
~
~P ·(~Rt−1−~Rt)e−

βP2

2mM d3NP, (4.19)

esta integral é gaussiana e pode ser avaliada facilmente.

〈
~Rt−1

∣∣∣e−
β
M

K̂
∣∣∣ ~Rt

〉
=

(
mM

2πβ~2

) 3N
2

exp

[
−mM

2β~2

(
~Rt−1 − ~Rt

)2
]
. (4.20)

Incluindo a expressão acima na equação (4.18) temos

〈
~Rt−1

∣∣∣Ω̂
∣∣∣ ~Rt

〉
=

(
mM

2πβ~2

) 3N
2

e
−
[

β
2M (U(~Rt)+U(~Rt−1))+ mM

2β~2
(~Rt−1−~Rt)

2
]

. (4.21)

E finalmente a expressão da MD fica na forma

ρ
(
~RM , ~R0; β

)
= lim

M→∞

(
mM

2πβ~2

) 3NM
2
ˆ

D(V )

M−1∏

t=1

e
−
[

β
2M (U(~Rt)+U(~Rt−1))+ mM

2β~2
(~Rt−1−~Rt)

2
]

d3NRt

= lim
M→∞

(
mM

2πβ~2

) 3NM
2
ˆ

D(V )

e
−

∑M−1
i=1

[

β
2M (U(~Rt)+U(~Rt−1))+ mM

2β~2
(~Rt−1−~Rt)

2
] M−1∏

t=1

d3NRt.

Esta aproximação é conhecida como a aproximação primitiva, nela quanto maior é M menor

o erro nos resultados. Na literaturá se sugerem que para obter bons resultados com esta

aproximação é necessário um M da ordem de 100 [15].
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Vamos definir aproximações M − ésimas de ρ como ρM

(
~RM , ~R0; β

)
e da função de

partição como ZM (N, V, T ). Quando M → ∞ , elas tendem a serem exatas. Definindo

H
(rel)
M

(
~Rt−1, ~Rt; β

)
=

1

2M

(
U
(
~Rt

)
+ U

(
~Rt−1

))
+

mM

2β2~2

(
~Rt−1 − ~Rt

)2

, (4.22)

temos

ρM

(
~RM , ~R0; β

)
=

(
mM

2πβ~2

) 3NM
2
ˆ

D(V )

e
−

∑M−1
i=1

[

βH
(rel)
M (~Rt−1, ~Rt;β)

] M−1∏

t=1

d3NRt, (4.23)

ZM (N, V, T ) =

ˆ

D(V )

1∏

t=M

ρM

(
~Rt−1, ~Rt; τ

)
d3NRt

∣∣∣∣
~RM=~R0

. (4.24)

O problema que a aproximação primitiva apresenta é que esta precisa de valores de τ

pequenos (um número M grande). Isso provoca tempos de simulação longos. Por isso,

introduziremos uma melhor aproximação de ρ
(
~R0, ~RM ; τ

)
. Iremos considerar a MD em

uma temperatura elevada, τ pequeno, e através de integrais de trajetória avaliamos a MD

em temperaturas menores. Esta é uma parte essencial do método de IT, pois como foi dito

antes, ρ
(
~R0, ~RM ; τ

)
contém toda a informação f́ısica do sistema. Então boas aproximações

nós garantirão ter cálculos em tempos de convergência curtos, com erros menores e mais

estáveis.

Na literatura podemos encontrar muitos tipos de aproximações da MD em temperaturas

elevadas [16, 17, 15, 18]. O método que utilizamos é o chamado “squarer” [16], que tem um

erro menor que O(τ 3). Assim podemos trabalhar com τ maiores, um número M menor para

descrever cada part́ıcula e obter resultados aceitáveis.

4.3.2 Método de aproximação da Matriz Densidade “Square”

Este método constrói aMD como um produto deMD de duas part́ıculas. Para calcular aMa-

triz Densidade de Duas Part́ıculas (MD-DP), vamos a considerar duas part́ıculas, interagindo

por um potencial central, que terá o seguinte Hamiltoniano

Ĥ = − ~
2

2m1

∂2

∂r21
− ~

2

2m2

∂2

∂r22
+ V̂ (4.25)
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4.3.2.1 Matriz Densidade de Duas Part́ıculas

O Hamiltoniano (4.25) pode ser dividido em duas partes, fazendo a troca de variáveis das

coordenadas das part́ıculas (~r1, ~r2) à coordenada do centro de masa (M~rcm = m1~r1 +m2~r2,

com M = m1 +m2) e à coordenada relativa (~rrel = ~r1 − ~r2). O Hamiltoniano total é igual à

soma do Hamiltoniano do centro de masa e daquele da coordenada relativa.

Ĥ = Ĥcm + Ĥrel, (4.26)

Ĥcm = − ~
2

2M

∂2

∂r2cm
, (4.27)

Ĥrel = − ~
2

2µ

∂2

∂r2rel
+ Û , (4.28)

onde µ = m1m2

M
é a masa reduzida. Os Hamiltonianos Ĥcm e Ĥrel comutam, isso nos permite

separar a Matriz densidade de duas part́ıculas (MD-DP) em uma parte de centro de masa

ρcm (~rcm, ~r
′
cm; β) e outra das posições relativas ρrel (~rrel, ~r

′
rel; β).

Vamos ver isso em detalhe, utilizando os auto-vetores
∣∣~rcm, ~rrel

〉

〈
~rcm, ~rrel

∣∣∣e−βĤ
∣∣∣~r ′

cm, ~r
′
rel

〉
=

〈
~rcm, ~rrel

∣∣∣e−βĤcme−βĤrel

∣∣∣~r ′
cm, ~r

′
rel

〉

=
〈
~rcm

∣∣∣e−βĤcm

∣∣∣~r ′
cm

〉〈
~rrel

∣∣∣e−βĤrel

∣∣∣~r ′
rel

〉

= ρcm (~rcm, ~r
′
cm; β) ρrel (~rrel, ~r

′
rel; β) , (4.29)

onde podemos avaliar ρcm e ρrel independentemente. ρcm terá a forma de uma matriz den-

sidade de uma part́ıcula livre, e ρrel de uma part́ıcula em um campo de potencial, como se

pode ver em as seguintes expressões

ρcm (~rcm, ~r
′
cm; β) =

(
M

2π~2β

) 3
2

e−β 2~2

M
(~rcm−~r ′

cm)2 , (4.30)

ρrel (~rrel, ~r
′
rel; β) =

〈
~rrel

∣∣∣e−βĤrel

∣∣∣~r ′
rel

〉
. (4.31)

Podemos aproveitar as simetrias de Ĥrel, que depende somente da magnitude do vetor ~rrel,

para isso transformamos para coordenadas esféricas a expressão (4.31), obtendo-se que

ρrel (~rrel, ~r
′
rel; β) =

∞∑

l=0

2l + 1

4πrrelr′rel
ρl (~rrel, ~r

′
rel; β)Pl (cos (θ)), (4.32)
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onde θ é o angulo entre ~rrel e ~r
′
rel. Nós podemos decompor Ĥrel em dois termos, um cinético

e outro potencial. Ĥrel = Ĥ0 + Ĥ1, com Ĥ0 = − ~
2

2µ
∂2

∂r2
rel

e Ĥ1 = Û , estes dois hamiltonianos

não comutam. Podemos expandir a MD-DP da seguinte forma

exp
{
−β

(
Ĥ1 + Ĥ0

)}
≈ exp

(
−β
2
Ĥ1

)
exp

(
−βĤ0

)
exp

(
−β
2
Ĥ1

)

−2β2 exp

(
−β
2
Ĥ1

)
exp

(
−β
2
Ĥ0

)

×c3 exp
(
−β
2
Ĥ0

)
exp

(
−β
2
Ĥ1

)
+ · · · , (4.33)

com

c3 =
1

48

[
Ĥ1,

[
Ĥ1, Ĥ0

]]
+

1

24

[
Ĥ0,

[
Ĥ1, Ĥ0

]]
. (4.34)

Como podemos ver o primeiro termo da expansão é o termo que vimos no teorema de

Trotter (ver expressão (4.3.1)). Utilizando só este termo temos um erro de ordem O (β2),

ficando a aproximação, para valores de ∆τ pequenos de ρ̂rel da forma

ρrel (~rrel, ~r
′
rel; ∆τ) ≈ exp

(
−∆τ

2
Ĥ1

)
exp

(
−∆τĤ0

)
exp

(
−∆τ

2
Ĥ1

)
, (4.35)

onde os termos ρ1 = exp
(
−∆τ

2
Ĥ1

)
e ρ(0) = exp

(
−∆τĤ0

)
satisfazem as equações diferenciais

1

2
Ĥ1ρ1 = − ∂

∂ (∆τ)
ρ1 e Ĥ0ρ

(0) = − ∂

∂ (∆τ)
ρ(0), (4.36)

e as condições

lim
∆τ→0

ρ(0) = lim
∆τ→0

ρ1 = 1. (4.37)

Através das equações (4.32) e (4.35) obtemos uma expressão para

ρl (~rrel, ~r
′
rel; ∆τ) ≈ exp

(
−∆τ

2
Ĥ l

1 (~rrel)

)
ρ
(0)
l (~rrel, ~r

′
rel; ∆τ) exp

(
−∆τ

2
Ĥ l

1 (~r
′
rel)

)
+O

(
∆τ 3

)
,

(4.38)

onde Ĥ l
1 = (~2/2µ) (−∂2/∂r2rel + l (l + 1) /r2rel) e

ρ
(0)
l (~rrel, ~r

′
rel; ∆τ) = 4πrrelr

′
rel

(
1

4π∆τ

) 3
2

exp

{
−(r2rel + r′2rel)

4∆τ

}
il

(
rrelr

′
rel

2∆τ

)
, (4.39)

il é a função esférica de Bessel modificada, que é dada em termos da função de Bessel Il+ 1
2
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por il (z) = (π/2z)
1
2 Il+ 1

2
(z).

Como vimos antes a MD tem a propriedade de convolução, ρl (~rrel, ~r
′
rel; β) também possui

esta propriedade

ρl (~r0, ~r2; 2β) =

ˆ ∞

0

ρl (~r0, ~r2; β) ρl (~r1, ~r2; β)dr1, (4.40)

a diferença que esta é uma integral em uma dimensão. Como os termos fora da diagonal

diminuem da forma exp (−r2/2β), podemos truncar a integral a partir de um l onde o valor da

matriz é insignificante. Podemos avaliar a integral com o método de integração do trapezoide,

em uma rede no espaço (r1, r2), que é equivalente ao cálculo do elemento de matriz ρi,j (β) =

ρl (i∆r, j∆r; β), com ∆r a divisão da rede, obtendo-se que um elemento de matriz será da

forma

[ρl (2β)]i,j =
∑

k

[ρl (β)]i,k [ρl (β)]k,j ∆r. (4.41)

4.4 Isomorfismo

Figura 4.1: Esquema das interações dos poĺımeros, para duas part́ıculas. As linhas em zigue-
zague são do termo cinético do Hamiltoniano, que tem a forma do potencial de uma mola.
As linhas não continuas são as interações do potencial, as quais acontecem entre monômeros
de um mesmo “tempo” nτ (0 ≤ n ≤M).

Na equação (4.21) podemos ver que o termo cinético agora tem a forma do potencial de

um oscilador harmônico, com frequência angular dada por ω2 = mM
2β~2

. Assim, a cada part́ıcula

podemos associar um poĺımero com M pontos, a cada ponto um “tempo”1 nτ (0 ≤ n ≤M).

1Nos colocamos o“tempo”entre aspas, por que este não é o tempo real, mas podemos dar uma interpretação
de tempo utilizando o isomorfismo presente neste sistema. Este “tempo” corresponde a uma temperatura
T = 1/kBnτ .
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Chamamos estes pontos de monômeros. Portanto, um monômero de um poĺımero é a posição

da part́ıcula em um “tempo” nτ .

O termo cinético nos diz que este monômero interage com seus vizinhos, correspondentes

aos “tempos” (n− 1) τ e (n+ 1) τ , com um potencial de uma mola. Este é um isomor-

fismo, onde se faz um mapeamento de um sistema quântico para um sistema clássico de

poĺımeros, com os monômeros de cada poĺımero conectados por molas com seus vizinhos.

Além disso, os poĺımeros interagem entre eles por o potencial U
(
~R
)
, esta interação acon-

tece entre monômeros que estão em um mesmo “tempo” nτ . Na figura 4.1, se pode ver um

esquema das interações entre dois poĺımeros que representam dois part́ıculas.

4.5 Relações Termodinâmicas

A representação da MD na expressão (4.21), nos permite aproveitar as relações termodinâmi-

cas, para ter novos estimadores que nos permitam calcular os valores esperados dependentes

apenas do momento, por meio de trajetórias fechadas, que só precisam termos diagonais da

MD. Em um sistema termodinâmico canônico, os observáveis macroscópicos satisfazem certas

relações termodinâmicas, por exemplo para a energia e a pressão temos

E =
〈
Ĥ
〉
= −∂ lnZ (N, V, T )

∂β
=

1

Z (N, V, T )

∂Z (N, V, T )

∂β
, (4.42)

P =
1

β

∂ lnZ (N, V, T )

∂V
=

1

Z (N, V, T ) β

∂Z (N, V, T )

∂V
, (4.43)

usando estas expressões com a definição da MD na aproximação primitiva (4.21), obteremos

os respectivos estimadores para estes observáveis nesta aproximação

Z (N, V, T ) = lim
M→∞

(
mM

2πβ~2

) 3NM
2
ˆ

D(V )

e−β
∑M

t=1 H
(rel)
M (~Rt, ~Rt−1;β)

M−1∏

t=1

d3NRt

∣∣∣∣
R1=RM

,

(4.44)

ǫM

({
~Rt

})
=

1∑

i=M

[
mM

2~2β

(
~Ri−1 − ~Ri

)2

− 1

2M

(
U
(
~Ri−1

)
− U

(
~Ri

))]
, (4.45)

ΠM

({
~Rt

})
=

6NM

βV
1
3

− 1

6V

1∑

i=M

[
−

(
mM

β2~2

)(
~Ri−1 − ~Ri

)
−

V
1
3

4M

(
~Ri−1 · ~∇i−1U

(
~Ri−1

)
− ~Ri · ~∇iU

(
~Ri

))]
, (4.46)
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com

H
(rel)
M

(
~Rt, ~Rt−1; β

)
=

1

2M

[
U
(
~Rt

)
+ U

(
~Rt−1

)]
+

mM

2β2~2

(
~Rt−1 − ~Rt

)2

. (4.47)

Denotamos ǫM e ΠM como os estimadores de energia e pressão. Eles nos permitem estimar

os valores esperados da energia, onde seus erros dependem da magnitude de M . Na forma

exata temos

E = lim
M→∞

〈
ǫM

({
~Rt

})〉
M
, (4.48)

P = lim
M→∞

〈
ΠM

({
~Rt

})〉
M
. (4.49)

Isso nos ilustra como podemos utilizar as relações termodinâmicas para obter estimadores

para observáveis que não dependem só das posições. Também podemos utilizar este método

para outros tipos de aproximações, para obter estimadores de as outras variáveis termodinâ-

micas não dependentes das posições

4.6 Estat́ıstica

Até agora, não se levou em consideração se as part́ıculas são clássicas, bósons ou férmions.

Dependendo do tipo de part́ıculas há uma estat́ıstica que estas obedecem. Por enquanto os

cálculos foram feitos para part́ıculas que obedecem a estat́ıstica de Boltzmann. Para bósons

(férmions) temos que levar em conta que as funções de onda por troca de part́ıculas são

simétricas (antissimétricas). Precisamos construir a MD que leve em conta a estat́ıstica das

part́ıculas. Para fazer isso lembremos que as funções de onda das part́ıculas satisfazem

Ψs

({
~Ri

})
=

1√
N !

∑

{P̂}
(±1)nP ψs

({
P̂ ~Ri

})
, (4.50)

onde
{
P̂
}
são os operadores de permutação; +1 para bósons e −1 para férmions; o exponente

nP é o número de part́ıculas que são permutadas com um operador P̂ . Incluindo as funções

de onda acima na expressão (4.2), todas as posśıveis permutações devem ser consideradas.

Para fazer isso, basta fazer as permutações sobre as posições ~R0 ou ~RM

ρ
(
~R0, ~RM ; β

)
=

1

N !

∑

ˆ{P}

(±1)np ρ
(
~R0, P̂ ~RM ; β

)
(4.51)
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com +1 para bósons e −1 para férmions. Utilizando o formalismo de IT temos também que

as permutações podem ser feitas sobre as part́ıculas em ~Rt em qualquer “tempo” t = nτ .

Definindo um operador Q̂i,j como

Q̂i,j =




P̂ , se i = j

Î, se i 6= j
com 0 ≤ i ≤M e 0 ≤ j ≤M

= P̂ δi,j + Î (1− δi,j) , (4.52)

onde Î é o operador identidade, temos que a MD para bósons (férmions) será

ρB,F

(
~R0, ~RM ; β

)
=

1

N !

∑

{P̂}
(±1)nP

ˆ

ρ
(
~RM−1, Q̂i,M

~RM ; τ
) 1∏

t=M−1

ˆ

ρ
(
~Rt−1, Q̂i,t

~Rt; τ
)
d3NRt

(4.53)

onde escolhemos um i qualquer para fazer as permutações com o sinal + (-) para bósons

(férmions). Nosso caso trabalhamos com bósons.

Para estimar a soma sobre as permutações, fazemos um amostragem das posśıveis per-

mutações, e avaliamos a matriz densidade com simetria de Bose. O caso de férmions é mais

delicado, uma vez que podemos obter sinais negativas. Entretanto não abordamos estes caso

neste trabalho.



Caṕıtulo 5

Analises de Resultados

Aqui apresentaremos os resultados obtidos com os métodos Variacional de Monte Carlo

(VMC), Difusão Monte Carlo (DMC) e Integrais de Trajetória com Monte Carlo (PIMC).

Comparamos os resultados obtidos com diferentes dados experimentais e mostramos que

o acordo dos resultados com dados experimentais da literatura é muito bom. Também,

explicaremos algumas limitações dos algoritmos e algumas posśıveis soluções.

O potencial de interação entre part́ıculas de He foi estudada com grade detalhe, tanto

a ńıvel teórico, como experimental; é uma das interações entre átomos melhor conhecida.

Nós utilizamos o potencial proposto por Aziz no ano 1995[19], chamado HFD-B3-FCI1, que

atualmente é um dos mais utilizados.

5.1 Resultados obtidos com o método VMC

Através do método Variacional de Monte Carlo (VMC) determinamos a função tentativa

ΨT que posteriormente será empregada como função guia no método de DMC. Nesta seção

mostramos também que tipo de resultado é posśıvel de ser obtido. Para tanto calculamos as

energias variacionais e descrevemos como elas são obtidas.

43
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com os valores b = 1.1 e c = 4.0. Na tabela 5.1 apresentamos os valores obtidos para estes

parâmetros para cada densidade considerada neste trabalho.

Tabela 5.1: Valores ótimos dos parâmetros da função de onda tentativa (5.1), que minimizam
a energia do sistema no método VMC. Os valores de b e C são dados em múltiplos de σ e
σ−2 respetivamente, com σ = 2.556 Å.

ρ (nm−3) b (σ) C(σ−2)

ĺıquido

21.85 1.20 0

Sólido

29.40 1.10 4.0
30.60 1.10 4.5
31.02 1.08 5.0
32.51 1.09 5.0

Na tabela 5.2 apresento os resultados das energias obtidas a partir do método variacional,

os quais compararemos mais adiante com aqueles obtidos com outros métodos.

Tabela 5.2: Resultados das energias obtidos com o método VMC.

ρ (nm−3) Etotal (K) Ecinética (K) Epotencial (K) # De Part.

ĺıquido

21.86 -5.8 ± 0.02 15.15 ± 0.03 -20.98 ± 0.02 180

Sólido

29.40 -5.02 ± 0.01 25.46 ± 0.02 -30.48 ± 0.03 288
30.60 -4.631 ± 0.008 27.73 ± 0.02 -32.36 ± 0.02 288
31.02 -4.364 ± 0.008 28.18 ± 0.02 -32.55 ± 0.02 288
32.52 -3.778 ± 0.009 30.28 ± 0.03 -34.06 ± 0.03 288

5.2 Resultados utilizando o método de DMC

O método de difusão de Monte Carlo (DMC) é iniciado utilizando um conjunto de M con-

figurações dos átomos do sistema. Estas configurações podem ser constrúıdas gerando as

coordenadas das part́ıculas de forma conveniente, mas para diminuir o tempo de convergên-

cia e para otimizar a simulação, podemos aproveitar a função de onda tentativa com os valores

ótimos de b e C. Para tanto, utilizamos o método de Metropolis para amostrar |Ψ|2, e no
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equilibro obter as configurações necessárias2.

Com as M configurações já obtidas podemos iniciar o cálculo como o método DMC. Mas,

antes disso, devemos estimar os valores dos parâmetros técnicos do cálculo ∆τ , δλ e ωthr

(ver capitulo 3), que garantirão uma boa estimativa das energias cinética e potencial, e um

processo ótimo de combinação das configurações.

5.2.1 Estimativa dos parâmetros técnicos ∆τ , δλ e ωthr

Como foi dito na subseção 3.1, no processo de evolução das configurações, ao passar de uma

geração para outra, temos o parâmetro técnico ∆τ , que determina a difusão das part́ıculas e

taxa de aceitação das configurações propostas. Utilizamos um valor para ∆τ que gere uma

probabilidade de aceitação do 99 %. O valor que satisfaz esta condição é ∆τ = 10−4. Este

procedimento evita a necessidade de realizar a extrapolação dos resultados para ∆τ → 0.

Isto porque com este ńıvel de aceitação as incertezas associadas ao valor finito de ∆τ estão

dentro das flutuações estat́ısticas do cálculo.

Para estimar a energia potencial utilizamos a seguinte expressão

〈
Û
〉
=

〈
Ĥ (1 + δλ)

〉
−

〈
Ĥ (1− δλ)

〉

2δλ
+O((δλ)2), (5.2)

que é uma aproximação de primeira ordem da derivada de
〈
Ĥ (λ)

〉
com respeito a λ, em

λ = 1, onde calculamos
〈
Ĥ (λ)

〉
como uma média sobre o ensamble de configurações

〈
Ĥ (λ)

〉
=

∑NR

i=1 ω
(
~Ri;λ

)
EL

(
~Ri;λ

)

∑NR

i=1 ω
(
~Riλ

) , (5.3)

e a energia cinética é estimada da forma

〈
T̂
〉

=
〈
Ĥ (1)

〉
−

〈
Û
〉

=
〈
Ĥ (1)

〉
−

〈
Ĥ (1 + δλ)

〉
−

〈
Ĥ (1− δλ)

〉

2δλ
−O((δλ)2) (5.4)

2Temos que levar em conta, que no método variacional as configurações entre uma amostragem e a imedia-
tamente posterior, estão correlacionadas. Esta correlação não beneficia a simulação, afetando negativamente
a amostragem do espaço de configurações. Por isso, devemos descartar diversas das configurações entre as
que serão utilizadas para que esta correlação não exista ou que seja no minimo pequena.
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temos em realidade MR (λ) = NR − nR (λ) configurações. As configurações com pesos nulos

não participaram na estimativa da energia associadas a este λ, aumentando a flutuação na

avaliação da energias cinética e potencial.

Fazendo esta analise para cada uma das densidades consideradas, obtivemos que para

valores de δλ entre [1× 10−4, 5× 10−4], podemos minimizar a geração de configurações com

alguns de seus pesos nulos. Com um ajuste criterioso de ET (ver seção 3.4) e coma escolha

do parâmetro ωthr = 0.3, é posśıvel obter boas estimativas das energias cinética e potencial.

Na Fig.5.2b apresentamos o comportamento da energia cinética para um o valor ótimo de

δλ.

5.2.2 Resultados

Utilizamos 1400 configurações no inicio do cálculo. No equiĺıbrio, mantivemos o tamanho da

população ao redor de 1150 configurações. Na fase sólida os cálculos foram feitos considerando

a uma estrutura hcp3. Para cada uma das densidades consideradas, os parâmetros utilizados

na função de onda guia foram ajustados adequadamente, para evitar flutuações excessivas do

peso das configurações.

O processo utilizado para estimar os valores médios das quantidades de interesse foi o

seguinte:

• Descartamos as configurações até que o equilibro seja atingido.

• A partir deste ponto calculamos a quantidade de interesse para todas as configurações

de uma dada geração,

• Calculamos os valores médios formando blocos, com médias 20-40 valores da grandeza

de interesse. Isto é feito para eliminar as correlações que existem entre populações

separados por “tempos” curtos entre elas, e assim poder estimar de forma confiável os

erros estat́ısticos a elas associados

Como exemplo, apresentamos na Fig 5.3 os gráficos das energias e do número total de

configurações Nw em função do número de gerações (“tempo”) da simulação, para a densidade

ρ = 29.40 nm−3. Nestes gráficos temos resultados das grandezas indicados em cada bloco de

40 valores. Neste caso podemos ver dos gráficos de energia que o sistema atinge o equiĺıbrio ao

redor da geração 2300, a partir dessa geração calculamos os valores médios das quantidades de

interesse. No gráfico 5.3d podemos ver que o número de configurações NW no inicio diminui

3Esta é a estrutura que tem sido observada experimentalmente no 4He na fase solida.
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5.3 Resultados obtidos com o método PIMC

O método de integrais de trajetórias de Monte Carlo (do inglês PIMC ) envolve inicialmente

a construção das matrizes densidade nas temperaturas de 20, 40, e 80 K, através do método

“squarer” que foi apresentado na subseção 4.3.2. Com elas avaliamos as energias nas tem-

peraturas de 1 e 2 K, em função da densidade, utilizando para cada uma 72 duas part́ıculas

em uma estrutura cristalina hcp. Cada part́ıcula tinha associado poĺımeros compostos de

40 monômeros, que é um número adequado de monômeros, o suficiente para fazer um bom

amostragem do espaço de trajetórias, com uma boa estimativa das quantidades de interesse.

Também tentamos obter dados para a temperatura de 0.5 K, mas não se conseguiu atingir

o equiĺıbrio. No momento não podemos dizer com certeza se é devido a uma limitação do

algoritmo ou se precisamos uma melhor aproximação da matriz densidade para temperaturas

menores de 1 K. Nós fizemos os cálculos considerando as part́ıculas tanto como bósons, como

seguindo a estat́ıstica de Boltzmann o que nos permitiu observar a relevância da simetria

das part́ıculas nestas temperaturas. Em seguida apresentaremos os resultados obtidos e as

análises feitas em diversas densidades e comparamos os resultados obtidos com aqueles do

método DMC e com dados experimentais.

5.3.1 Resultados

Para começar, falaremos sobre a relevância da simetria das part́ıculas nas temperaturas

que consideramos. Na tabela 5.4 estão os resultados das energias obtidas considerando as

part́ıculas tanto como bóson, como seguindo a estat́ıstica de Boltzmann, para as temperaturas

de 1 e 2 K. Na Fig.5.6 temos os gráficos das energias em função da densidades, para a

temperatura de 1 K.

Da Fig.5.6c, vemos que para as densidades na fase sólida, os valores da energia cinética

são os mesmos ao considerar as part́ıculas como obedecendo a estat́ıstica de Boltzamann e

como bósons. Este fato sugere que os efeitos de troca não são tão importantes na fase sólida

nas temperaturas consideradas, relativamente altas à temperatura cŕıtica da supersolidez

(0.2 K). Mas, para a densidade na fase ĺıquida notamos um pequena diferença; neste caso,

temos que a simetria bosônica das part́ıculas se faz evidente, devido estaremos em uma

temperatura menor que a temperatura cŕıtica da superfluidez (2.17 K). Nesta situação há

uma condensação de Bose-Einstein, onde as part́ıculas condensadas vão para o estado de

menor momento, diminuindo a energia cinética do sistema.

Em seguida comparamos os resultados obtidos com os métodos PIMC e DMC. Na Fig.5.7,
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Tabela 5.4: Resultados obtidos com o método PIMC, considerando as part́ıculas tanto como
bóson, como seguindo a estat́ıstica de Boltzmann. Estes resultados foram obtidos com uma
simulação feita para 72 part́ıculas, em uma estrutura hcp. Cada part́ıcula tinha associado
um poĺımero composto de 40 monômeros.

ρ (nm−3) T (K) Tipo de Sim. Etotal (K) Ecinetica (K) Epotencial (K)

Ĺıquido

21.85

2 K
Boltz. -6.1 ± 0.1 16.2 ± 0.1 -22.32 ± 0.03
Bóson -6.3 ± 0.4 16.0 ± 0.5 -22.3 ± 0.1

1 K
Boltz. -6.7 ± 0.2 15.6 ± 0.2 -22.27 ± 0.02
Bóson -7.2 ± 0.2 14.9 ± 0.3 -22.18 ± 0.04

Sólido

29.40

2 K

Boltz. -6.3 ± 0.3 25.5 ± 0.2 -31.8 ± 0.10
Bóson -6.3 ± 0.2 25.5 ± 0.2 -31.81 ± 0.03

30.60
Boltz. -5.6 ± 0.2 27.6 ± 0.2 -33.13 ± 0.06
Bóson -6.2 ± 0.2 27.2 ± 0.2 -33.31 ± 0.04

31.02
Boltz. -6.0 ± 0.2 27.7 ± 0.2 -33.70 ± 0.05
Bóson -5.3 ± 0.1 28.26 ± 0.08 -33.51 ± 0.07

32.51
Boltz. -5.3 ± 0.2 30.2 ± 0.2 -35.50 ± 0.05
Bóson -4.6 ± 0.2 30.7 ± 0.1 -35.3 ± 0.10

29.40

1 K

Boltz. -6.6 ± 0.1 25.4 ± 0.2 -31.97 ± 0.04
Bóson -6.5 ± 0.2 25.4 ± 0.3 -31.86 ± 0.06

30.60
Boltz. -6.2 ± 0.2 27.1 ± 0.3 -33.34 ± 0.09
Bóson -6.1 ± 0.2 27.1 ± 0.1 -33.26 ± 0.03

31.02
Boltz. -5.4 ± 0.1 28.1 ± 0.1 -33.53 ± 0.01
Bóson -6.14 ± 0.09 27.83 ± 0.09 -33.97 ± 0.04

32.51
Boltz. -5.3 ± 0.2 30.1 ± 0.2 -34.44 ± 0.07
Bóson -5.39 ± 0.09 30.1 ± 0.2 -35.7 ± 0.1



Caṕıtulo 6

Conclusões

6.1 Comentários finais

Neste trabalho realizamos um estudo da energia cinética de um sistema formado por átomos

de 4He. Através da implementação do teorema de Hellmann-Feynman no método de Difusão

Monte Carlo, conseguimos avaliar as energias cinética e potencial do 4He, sem nenhuma

aproximação adicional. A utilização do método DMC com multi-pesos permite manter uma

única população no transcurso da simulação para o calculo das quantidades de interesse,

o que diminui a flutuação das energias cinética e potencial que avaliamos. Os resultados

obtidos para a energia cinética concordam com dados experimentais da literatura dentro do

erro experimental, mostrado que o Método de Difusão Monte Carlo é um método eficiente

para este tipo de estudos, descrevendo adequadamente o sistema.

Com o método de Integrais de Trajetória Pelo Método Monte Carlo logramos obter as

energias do 4He sólido para as temperaturas de 1 e 2 K. Estes valores concordam com os

obtidos com o Método de Difusão Monte Carlo, dentro do erro estat́ıstico, corroborando que

o método de Difusão Monte Carlo, nós permite dar uma boa descrição deste sistema. Mas,

não foi posśıvel convergir os sistema para temperaturas menores a 1 K; no momento não se

pode afirmar qual é o motivo disto, possivelmente possa ser uma inadequada aproximação

da Matriz Densidade ou mais possivelmente uma limitação do método.

Nas temperaturas de 1 e 2 K, para as densidades da fase sólida, não se viu uma mudança

notória no comportamento das energias ao considerar as part́ıculas como obedecendo a es-

tat́ıstica de Boltzmann ou Bose. Como já mencionado, este é o comportamento esperado,

dado que só para temperaturas menores à temperatura cŕıtica da supersolidez, Tc = 0.2 K,

haveria a formação de um condensado de Bose-Einstein pelos átomos do 4He sólido. Na fase
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ĺıquida, se viu que a energia cinética das part́ıculas com simetria de Bose é menor que aquela

onde esta simetria não é satisfeita. Esta situação, é esperada, dado que as temperaturas

consideradas são menores que a temperatura cŕıtica da superfluidez, Tc = 2.17 K, onde os

átomos de 4He formam um condensado de Bose-Einstein, e as part́ıculas condensadas vão

para o estado de menor momento.

6.2 Perspectivas

No método de Difusão Mote Carlo, como vimos, para garantir uma boa estimativa das ener-

gias cinética e potencial, é desejável que a população de configurações utilizada nos cálculos

mantenha-se estável. A procura do ajuste adequado dos parâmetros de simulação pode ser um

trabalho dispendioso que pode levar um bom tempo. Assim, aprimoramentos metodológicos

são sempre valiosos e em certa situações necessários, por exemplo em simulações que envolvam

férmions. Um posśıvel desenvolvimento do método consistiria em combinar as configurações

com pesos menor a ωthr, com as de maior peso, o que seria mais eficiente, do que a combinação

de configurações de pesos menores a ωthr. Este novo procedimento poderia evitar ainda mais

a existência de configurações com pesos nulos, o que há diminuir as flutuações nas energias

cinética e potencial.

No método de Integrais de Trajetória pelo Método de Monte Carlo, não conseguimos

equilibrar o sistema para temperaturas menores a 1 K, no momento não temos certeza a que

se deve isto. Por um lado temos que a medida que diminúımos a temperatura do sistema, a

amostragem do espaço de trajetórias torna-se mais delicada, aumentando consideravelmente

o número de passo necessários para avaliar as quantidades de interesse. Para utilizamos um

número de monômeros pequeno e diminuir o tempo de cálculo, precisamos construir uma

matriz densidade de menor temperatura, com um ∆τ maior, onde talvez a aproximação da

matriz densidade (ver seção 4.3.2) pode não ser a mais indicada. Uma posśıvel solução a

esta dificuldade seria a de propor uma nova aproximação para construir a Matriz Densidade,

que nos permitiria estudar o 4He sólido em temperaturas ao redor da temperatura cŕıtica

Tc = 0.2 K da fase super sólida.

Um outro aspecto que seria desejável no estudo da energia cinética dos sistemas formados

por átomos de hélio seria o de examinar em pormenores o efeito de tamanho finito em nossos

resultados. Este aspecto entre outros é objeto de nossa atenção no momento, pois acreditamos

que o estudo desta grandeza poderá ajudar na compreensão destes fascinantes sistemas que

são os formados por átomos de hélio.
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[22] Simmons R. O. Blasdell R. C., Ceperley D. M. Neutron and PIMC determination of the

longitudinal momentum distribution of HCP, BCC and normal liquid 4He. Verlag der

Zeitschrift für Naturforschung, 48(1-2):433–437, 1993.

[23] M. A. Adams, J. Mayers, O. Kirichek, and R. B. E. Down. Measurement of the kinetic

energy and lattice constant in hcp solid helium at temperatures 0.07–0.4 k. Phys. Rev.

Lett., 98:085301, Feb 2007.
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