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Resumo

Neste trabalho estudamos o comportamento das energias do He sélido a baixas temperatu-
ras para diferentes densidades, utilizando-se os métodos complementares de Difusao Monte
Carlo (DMC) para a temperatura de 0 K e Integrais de Trajetoria Pelo Método de Monte
Carlo (PIMC) para as temperaturas de 1 e 2 K. Como os operadores das energias cinética T
e potencial U nao comutam, utilizou-se o teorema de Hellman-Feymann no método DMC' e
propriedades termodinamicas da energia no método PIMC| para estimar-se a energia cinética
e potencial do sistema. Obtivemos resultados com um acordo muito bom com dados experi-
mentais da literatura. O estudo da energia cinética é de interesse em sistemas que obedecem
a simetria de Bose-Einstein, onde um decréscimo da energia cinética, abaixo de uma tempe-

ratura critica 7., pode ser considerado como uma evidéncia da condensagao.

Abstract

In this work we have studied the behavior of the energies in solid *He at low temperatures
for different densities, using two complementary methods, of Diffusion Monte Carlo (DMC)
method for a temperature of 0 K and Path Integrals by Monte Carlo (PIMC) method at
temperatures of 1 and 2 K. Due to the fact that the kinetic T and potential U operators do not
commute, the Helman-Feyman theorem was used in the DMC' method, and thermodynamic
properties of the energy in PIMC method, to estimate the kinetic and potential energy of
the system. We obtained results in a good agreement with experimental data. The study of
the kinetic energy is interesting in systems that obey the Bose-Einstein symmetry, where a
decrease in its value, below a critical temperature 7., can be considered as an evidence of the

existence of a condensate.
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Capitulo 1

Introducao

Em um sistema de particulas que obedecem a simetria de Bose-Einstein, um decréscimo
da energia cinética, a uma dada temperatura critica 7., pode ser considerada como uma
evidéncia da condensacao de Bose. Esta diminuicao é devida aos atomos do condensado
ocuparem o estado de momento zero, diminuindo a energia cinética do sistema. Experimentos
e estudos tedricos revelaram este comportamento no He* liquido, em temperaturas menores
que a temperatura critica T, = 2.17 K, onde ha condensacao. Nessa transicao de fluido -
superfluido se observou que a energia cinética do sistema diminui.

Nosso objetivo é estudar o comportamento das energias no *He sélido a baixas tempera-
turas para diferentes densidades, utilizando os métodos complementares, o de Difusao Monte
Carlo (DMC) e o de Integrais de Trajetoria pelo Método de Monte Carlo (PIMC, do inglés
Path-Integral Monte Carlo). Como temos a dificuldade dos operadores das energias cinética
Te potencial U nao comutarem, a avaliagao destas energias é mais delicada. Por isso nds uti-
lizaremos o teorema de Hellman-Feymann no método DMC' e propriedades termodinamicas
da energia no método PIMC, para estimar a energia potencial e cinética.

Ja faz mais de 40 anos que Chester, a partir de uma anélise de funcoes de onda capazes de
descreverem um sistema formando por dtomos de * He, aponta que pode haver uma conden-
sagao de Bose-Einstein com os dtomos do cristal [1]. Ele baseou seus argumentos na possivel
similaridade que existe entre descrigoes das funcoes de onda nas fases liquida e sélida. Poste-
riormente, nos anos 70 e 80 se realizaram diversos estudos tanto tedricos como experimentais
deste fenomeno no He solido. Mas este tema foi perdendo interesse, devido a falta de evidén-
cia experimental que fundamentasse sua existéncia. Somente em 2004 com os experimentos
de Kim e Chan foram obtidas evidéncias experimentais de um comportamento anomalo no

“He solido [2, 3, 4], possivelmente o comportamento supersélido, que revivendo o interesse



CAPITULO 1. INTRODUCAO 2

no tema, incentivou a sua pesquisa. No momento esta é uma area de grande interesse com
uma grande producao cientifica.

Mas o que é um supersélido ? Este é um conceito pouco intuitivo, em um sélido normal
esperamos que as particulas permanecam em torno de certos sitios definidos, o que as torna
de certa forma distinguiveis ja que se espera que a troca de particulas seja pouco frequente.
Sem duvida, em um supersolido, apesar de ter esta carateristica, as particulas também a-
presentam um movimento sem dissipa¢ao, indicando uma indistinguibilidade e havendo um
comportamento tipico de uma condensacao de Bose-Einstein. Entao, ha dois ordenamentos,
um no espago de coordenadas e outro no espaco de momento, onde as particulas condensadas

formam uma funcao de onda macroscépica, movimentando-se através do sélido.

1.1 O *He sélido

Um candidato para exibir o fendmeno da supersolidez é o He sélido, isso devido as seguintes
carateristicas.

B2
2rmkT

dos atomos seja maior que o parametro de rede do sélido. Isto motiva a pensar que

Os atomos tem pequena massa. Isso faz que o comprimento de onda térmica A =

existe uma sobreposicao das fungoes de onda das particulas, possibilitando a troca

frequente das mesmas.

Os atomos sao bosons. Esta simetria aumenta a possibilidade de apresentar uma conden-
sa¢do de Bose-Einstein (BEC).

O “He pode ser obtido com pequenas concentracoes de impurezas. Amostras ultra-

puras de sélidos compostos de *He, sao relativamente faceis de serem obtidas.

A seguir, descreverei os experimentos de Kim e Chan, que mostram as primeiras evidéncias

da existéncia do fenémeno da supersolidez.

1.2 Experimentos de Kim e Chan

Em 2004 Kim e Chan publicaram as primeiras evidéncias experimentais da existéncia da
supersolidez, eles estudaram a dependéncia do periodo de um oscilador de torcao, preenchido
com *He sélido, em funcio da temperatura [2, 3, 4, 5]. Eles observaram um comportamento
inusual do periodo, devido ao desacoplamento de uma certa quantidade de atomos que pos-

sivelmente sofreram uma condensacao. Eles deixam de fazer parte do movimento de oscilacao



CAPITULO 1. INTRODUCAO 3

do sistema, diminuindo o momento de inércia e com isto a frequéncia. Este comportamento
do momento de inércia rotacional é conhecido como o momento de inércia rotacional nao

cldssico (com as siglas em inglés NCRI ).

T 4 Torsion cell
GEAIQTaR 108 with helium in annulus

ID=0.4mm | Filling line

- \ Mg barriel

OD=2.2mm

A L,

.-F""'-F-F-
Filling line |
Al shell

Solid helium in
annular channel

Drive

Figura 1.1: Aparelho experimental de Kim e Chan, o pendulo de torgao. Esta imagem foi
tomada da referencia [2] e foi modificada incluindo as dimensoes do cilindro.

Na Fig.1.1 apresento um esquema do pendulo de tor¢ao utilizado por Kim e Chan. Este
era formado por um cilindro com um ntcleo de Mg, um anel que se preenche com as amostras
de He e uma casca de Al; o He era introduzido através de um orificio na barra de torcao,

feita de uma liga de Be-Cu (a liga garantia que sua constante de elasticidade fosse grande,
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para que a variagao devida ao He nela retido nao fosse significativo). O cilindro preenchido
de He tinha duas placas metalicas, acopladas, uma a um oscilador e a outra a um detector,
que indicava a frequéncia da oscilacao do pendulo. Kim e Chan fizeram seus experimentos
com amostras de *He em Vycor glass, em ouro poroso ¢ em bulk de *He.

No péndulo de torcao, o periodo em funcao do momento de inércia do cilindro I obedece

a seguinte relagao

onde K é a constante de elasticidade do oscilador, a qual no intervalo de temperaturas
consideradas, praticamente nao deveria variar. O momento de inércia I em um sistema
classico nao deveria mudar na fase solida com a temperatura 7. Entretanto, nos experimentos
foi observado que para temperaturas maiores a 7, ~ 200 mK, I tem um comportamento usual,
mas para temperaturas menores a T,, I diminui, reduzindo o periodo de oscilagao do sistema,
fazendo evidente a NCRI e a supersolidez. Na Fig.1.2 apresento os resultados obtidos por

Kim e Cham da fra¢do de inércia rotacional nao classica (NCRIF), definida como

NCRIF == (1) _ 7(To) —7(T)

po (Do) = Tempy’

(1.1)

onde Tempy € a frequéncia do cilindro sem He. Esta grandeza nés dd a quantidade de massa
de *He desacoplada das paredes do cilindro. Kim e Cham obtiveram um NCRIF de 1.3%
e uma 7T, ~ 200mK. Da Fig.1.2 também se pode ver que a mudanca na inércia é maior no
limite de pequenas amplitudes de estimulo, devido a existéncia de uma velocidade critica na
hidrodinamica da superfluidez. Podemos verificar este fato examinando as curvas para as

diversas velocidades maximas do sistema, avaliadas da forma
VUmax = QWAQRf, (12)

onde Ay é a amplitude da oscilagao, R o raio do anel que contem o He e f a frequéncia de

oscilagao.

Kim e Chan também estudaram a dependéncia da mudanca do periodo em funcao das
impurezas de dtomos de 3He presentes na amostra de * He sélido [3]. Os resultados apresen-
tados por eles se podem ser vistos na Fig.1.3, onde também podemos ver nas duas primeiras
curvas (de acima para baixo) os resultados obtidos em dois experimentos de controle. A

primeira sao dados obtidos com o cilindro vazio e a segunda com um cilindro macigo. Os
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0.018 . —_— .
41 bars
—&— 3 um/s _
0.012- —¢— Gum/s |
L —m—  9um/s
o —v— 22um/s
% —&— 35um/s
. —#&— 85 um/s
0006+ \ & _@— 145 ym/s |
el . h.. —/— 205 um/s
' > ‘f; —0— 520 um/s |
r.—.-_._"'._‘.a‘”t**
0.000 Jmm= = = QM

0.02  0.04 0.1 0.2 0.4
T (K)

Figura 1.2: Dados de NCRIF em funcao da temperatura, para temperaturas menores
a T, = 200 mK se observa um comportamento anomalo, apresentando uma NCRI, uma
diminuicao do momento de inércia rotacional. Isto ¢ devido a um desacoplamento das
particulas condensadas do sistema oscilante. As curvas correspondem a diferentes veloci-
dades maximas v,,,, calculadas dela equacao (1.2). Esta imagem foi tomada da referencia

2]

dados com o cilindro vazio sao para constatar que o efeito observado nao é devido ao apare-
lho experimental e com o cilindro macico pretendia-se comprovar que o He que fica na haste
de torcao, nao mudaria a constante de elasticidade do pendulo, gerando esta anomalia. A
a terceira curva corresponde aos resultados obtidos com o cilindro preenchido com *He, o
qual tem o comportamento usual. Das outras curvas podemos observar que a medida que
aumentamos as impurezas a NCRIF diminui até seu comportamento ser similar ao dados do
cilindro com ?He. Estes experimentos mostraram que o comportamento inusual depende da

natureza bosonica dos dtomos de *He.

Apos de Kim e Chan apresentarem seus resultados, diferentes grupos repetiram os experi-
mentos feitos por eles e cada grupo encontro diferentes valores de NCRIF. Situacao que levou
a ideia que a NCRIF depende da historia ou preparagao da amostra, em outras palavras, dos

defeitos que possam existir no cristal.
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920

910+

860 S :
0.02 0.1 0.2 1 2
T (K)

Figura 1.3: Resultados de Kim e Chan da variacao no periodo em fungao da temperatura
para diferentes tipos de concentragoes de impurezas (dtomos de *He) na amostra de ‘He
sélido. Os dois primeiros gréficos (de cima para abaixo), sdo de experimentos de controle,
a primeira corresponde ao cilindro vazio e a segunda ao cilindro macigo. O terceiro grafico
corresponde a uma amostra de 3 He onde nao ha um comportamento anémalo. Esta imagem
foi tomada da referencia [3]

Apesar das diferencas no valor de NCRIF entre os dados apresentados por diferentes
grupos, todos eles mostram alguns aspectos em comum. Em todos eles a temperatura critica
achada é T, ~ 200 mK, apresentando a NCRIF para v,,, menores a 10 um/s; as concen-
tracoes de impurezas de 3He diminuem a condensacao no *He sélido; e quanto maior é a

qualidade do cristal, menor é a fracdo de condensagao com uma transicao entre sélido e
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supersélido mais abrupta.

Nos capitulos 3 e 4 explicamos os métodos de Difusao Monte Carlo (DMC) e Integrais
de Trajetoria pelo Método de Monte Carlo (PIMC), respetivamente. Mas, antes de explicar
estes dois métodos, no capitulo 2, é mencionado o método Variacional Monte Carlo (VMC).
Esta é a abordagem mais simples dos chamados métodos de Monte Carlo Quantico, e temos
que o método de DMC' tecnicamente pode depender de algumas de suas ideias para ser
implementado de maneira eficiente. No capitulo 5 apresentamos os resultados obtidos com
cada um dos métodos, com suas respetivas analises e no capitulo 6 as conclusoes e perspectivas

deste trabalho.



Capitulo 2
Método Variacional Monte Carlo

Poucos sistemas fisicos possuem solugoes analiticas da equagao de Schrodinger, desconhecendo-
se as funcoes de onda que os descrevem. Para estudar estes sistemas, e obter uma aproximacao
dos estados estacionarios e dos niveis de energia, fazemos uma aproximacgao das funcoes de
onda a partir das informagoes fisicas que se tenha do sistema. No método variacional se
propoe uma fungao de onda tentativa Wy para o estado fundamental, contendo a maior
quantidade de informacao fisica que se conhece do sistema e dependente dos seus graus de
liberdade e também de um grupo de parametros {C;}. Neste capitulo apresentamos como

implementar este método com técnicas de Monte Carlo.

2.1 Aproximacao da Funcao de Onda

Apesar de nao saber como é a forma analitica da funcdo de onda, em geral, conhecemos al-
gumas propriedades que esta deve ter. Por exemplo, a partir do tipo de particulas (férmions
ou boésons) e do Hamiltoniano podemos conhecer as simetrias que esta deve ter; em casos
simples do potencial podemos determinar possiveis nés, maximos e minimos. Das possiveis
estruturas que pode o sistema apresentar podemos determinar certos comportamentos e igual-
mente inclui-los. No método variacional gostariamos se possivel construir uma fun¢ao de onda
tentativa W, que satisfaz o maior ntimero destas propriedades.

A funcao de onda tentativa dependera dos graus de liberdade do sistema e de um grupo

de constantes {C;}. Para calcular a energia a partir da func¢do de onda de prova, calculamos
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o valor médio
[0 (E; {Ci}> HUp (E; {Ci}>d3NR

J |or (R {cy) ‘2d3NR

Er({Ci}) = <H> = (2.1)

onde R é um vetor de 3N dimensoes, que contem as coordenadas das N particulas que
compdem os sistema!, e o denominador é incluido para garantir a normalizacao da funcao de
onda. Esta energia é maior que a energia Ey do estado fundamental Wy, isto se pode mostrar,

ao escrever Wy como uma soma linear de auto-estados do hamiltoniano {¢;} e ao avaliar

(sclafer) = Soc(afifar

ij=1

=1

Eid;

Para obter o minimo de energia Er ajustamos os parametros {C;}. Quanto mais préxima W
seja ao Wy, menor serd a diferenca entre as energia Er e a energia do estado estado funda-

mental Ey. Portanto as condigoes que utilizamos para a escolha dos valores dos parametros

{C;} sao
() 2 ()
. 0 com e > 0, (2.2)
as quais miniminizam a energia. A dificuldade deste método é que nao se tem um pro-
cedimento para a escolha da forma da funcao Vr, isto dependera de nossas habilidades e

intuicoes.

2.2 Teorema de Ritz

Uma propriedade importante do método variacional é o conhecido teorema de Ritz, que diz ser
o valor médio da energia <H > estacionario ante uma pequena variacao do estado do sistema,

quando o mesmo coincide com um estado estacionario ou auto estado do Hamiltoniano. Para

1 Aqui sé inclui como graus de liberdade as coordenadas, mas se incluimos outros graus precisamos calcular
também o valor médio sobre eles.



CAPITULO 2. METODO VARIACIONAL MONTE CARLO 10

demostrar este teorema consideramos um estado | >. O valor médio da energia sera
oy A )
R 2.3
)= -

Fazemos uma pequena variagao (denotada por §) do estado, onde § (J¥ >) = [0V > e obser-

vamos como muda o valor médio da energia.
6<H> — 5 %
<5\I/‘H‘\I/>+<\II‘H‘5\P> (v || >(<5qf\\1}>+<\p{5xy>
(V]w) (v w))’
- <\1ﬁxp> [(ow || w) + (w|i|ow) - (i) ((50|w) + (w|50))]
= gy (v w) = () o) + (Govr] ) = (i) owlo))

) <\If\w>%[<5‘I’)H‘ v) - (#) (v]w)
2 [(ow] (A1) - (1) |w))]

= . 2.4
(w[v) 24

Podemos ver que se |\If> ¢ um auto estado de f[, I;[}\I/> = <f[> |\If> e (5<I:[> = 0 sem

importar o tipo de variacao d. Portanto o valor médio <If[ ¢ estacionario quando o estado do
sistema coincide com um auto estado do sistema. Este teorema nos da a fundamentacao para
resolver de foma aproximada o problema de auto funcoes e auto energias do Hamiltoniano.
Ao propor uma funcao de onda tentativa WUp, que seja uma aproximagao ao estado Wy, o
valor médio de Er vai oscilar ao redor de um valor estacionario, e quanto mais préoximo a
funcao de onda ¥ esteja do estado Wy, menor serd a flutuacao na estimativa de Er e seu

valor sera mais proximo a Fj.

2.3 Avaliacao da Energia Media

O minimo de <H > em funcao dos parametros variacionais pode ser determinado da seguinte

forma. Sao testados diversos conjuntos de valores, aqueles que fornecem a menor energia sao
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os escolhidos. As propriedades de interesse sao entao calculadas com a funcao tentativa assim
obtida.

A dificuldade do método esta em avaliar a integral multidimensional para obter <I:[ >
Em geral nao podemos calculd-la de forma analitica, mas para sua avaliacao, podemos im-
plementar o método de Monte Carlo. A Eq.(2.1) pode ser escrita como

[ | (B (0| e o

<H> — - . (2.5)
[ |wr (BAci})| @R
Com esta expressao podemos identificar um peso para as configuracoes
. 2
. ‘\I/T <R; {CZ}>‘
f(RAcy) = (2.6)

- 2 !
J or (Bs{C)[ VR
que tem a propriedades
f (ﬁ, {C’z}> > 0 Para todo R,
/f (ﬁ, {Cz}) d* R = 1 Esta normalizado.

Como visto acima, este peso é uma densidade de probabilidade. Assim, pelo método de

Monte Carlo podemos fazer um amostragem do espaco de configuracoes com f <I§, {Ci}), e

avaliar <ﬁ > da forma
HWVp (éj; {Cz}>
W (ﬁﬁ{ci}) 7

(2.7)

M
() =52

7=0

onde M é o nimero de configuracoes amostras e {ﬁj} sao as coordenadas das particulas em

cada uma das configuragoes.

A sequencia de passos a serem seguidos para avaliar a integral (2.5) sao:

1. Comegamos com uma configuracao de particulas, que pode ser aleatéria, mas para

maior eficiéncia para atingir o equilibrio é melhor partir de uma estrutura cristalina.

2. Movimentamos as particulas aleatoriamente da forma Ari(j ) = rl(j )46 (fi — %), onde rl(j )

¢ a componente i da particula j, 6 é um parametro e & é um nimero aleatério de uma
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distribuicao uniforme entre 0 e 1. Este movimento sera aceito com uma probabilidade
. — — . ) ﬁ’,{cz}>’2

la P, ') = p, [rlFaed)|
igual a Pyeept(R — R') mm( en(@on]
uma particula ou um grupo de particulas antes de avaliar P,e.,. N6s movimentamos

). Aqui podemos escolher movimentar
todas as particulas e avaliamos P,e,. O parametro ¢ se ajusta para obter um FPpyeepr &
0.5, que na pratica garantirda uma boa amostragem do espago de fase.

3. Depois de obter o equilibro, avaliamos as quantidade de interesse.

Iniciamos os célculos de difusao de Monte Carlo com configuracoes obtidas a partir do pro-

cedimento que acabamos de descrever.



Capitulo 3

Método de Difusao de Monte Carlo

Neste capitulo apresentamos o método de Difusio de Monte Carlo (DMC) [6, 7]'. Comegamos
explicando o algoritmo basico DMC. Introduze-se o método de Amostragem Importancia que
melhora o método bésico, evitando por exemplo, possiveis singularidades do potencial, pela
incorporacao de informacoes fisicas do sistema na simulacao. Apds, introduzimos o método
DMC com multi-pesos, o qual permite calcular as energias cinética e potencial do sistema
com ajuda do teorema de Hellmann-Feynman.

Para entender em que consiste o algoritmo, partimos da equagao de Schrédinger e tro-

camos o tempo real por um tempo imaginario t — 7 = ;¢. Com isso obtemos:

ov
— =DV?U - UV, (3.1)
or

esta é a equacao classica de difusao onde a constante de difusao é dada por D = % e ha

um termo de fonte/absor¢ao da forma —UW. Vamos ver como a solugao desta equagao se
relaciona com a equagao de Schrodinger. Para isso partimos da solugao formal da equacao de
Schrédinger, dada pela combinagdo linear dos auto-estados estacionarios {¢,} multiplicado

pelo propagador temporal,
w(Rt) =Y a0, (R)e o, (3.2)
J

onde R = (7,7, ,7y) contém o conjunto de coordenadas {7} das N particulas, {E;}

sao as auto-energias dos auto-estados {¢;} e {A;} sdo constantes. Se ¥ estd normalizada,

INa forma que explicamos este método, ele é aplicavel para particulas Bose. Nos estudamos particulas de
He*, que sdo bésons. Para férmions se veja a referéncia [8].
)

13
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a condicdo ), |Aj\2 = 1 é satisfeita. Entao, em tempos imaginarios longos os termos de
energias maiores serao filtrados.

Como os auto-estados {¢; } sdo invariantes ante a soma de uma constante ao Hamiltoniano,
nés podemos ajustar a zero a energia do estado fundamental (Fy), com a intengao de que
s6 sobreviva o estado fundamental em tempos maiores. Com este ajuste no hamiltoniano

obtemos a equagao

/] A
A (0 - Eo) w,
or
- [r-(o-5))
= —HV, (3.3)
onde utilizamos a definicao do operador de energia cinética T = —DV?2. A ideia do método de

difusao DMC' é a de partir com configuracoes que possuam componentes de estados excitados
e propagd-las no tempo imaginario, de tal forma que estas componentes, sejam filtradas e
assim ficar s6 com a auto-fungao do estado fundamental (¥(). Em seguida, explicaremos o

algoritmo basico com base nessas ideias.

3.1 Algoritmo Basico

A ideia é trabalhar com a equacdo (3.3), mas como nao conhecemos a energia do estado
fundamental (Ep) introduzimos um parametro Ep, que vamos ajustando no transcurso da
simulagao, esperando que ao final da simulacao E7 se aproxime do valor da energia do estado
fundamental®?. A equagao (3.3) (onde trocamos E, por Er) tem um operador de Green

associado G
G(r)=eT, (3.4)

que permite escrever

W (1) >= G (1) |¥(0) > . (3.5)

Com ajuda da relagao de completeza [ |R)(R|d*™R = 1, obtemos na representacao de

2Ressaltando entretanto que as estimativas de Ej sdo feitas de forma robusta, sendo necessario apenas
que Er ~ Ej.
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coordenadas a seguinte expressao

(Rlw(n) = /<§’

v (ﬁ’,r> - /G (é = R”;r) (ﬁ, 0>d3NR, (3.6)

onde a funcao de Green no espaco de coordenadas é

o—rH

G (fi — fi';T) = <}?

}?> . (3.7)

Ela pode ser interpretada como a probabilidade de movimentar o sistema de EaR em
um tempo 7. A dificuldade da avaliagao desta fungao de Green é que os operadores de energia
cinética (T) e potencial (U), em general, ndo comutam. Para resolver esta dificuldade nds
trabalhamos com uma aproximacao de G, boa o suficiente para A7 pequenos. Para isso

fazemos uma expansao da exponencial para AT << 1 e consideramos apenas o termo em

O (AT)
¢ (R i) - (7
(#

O potencial U (ﬁ) ¢é s6 funcao das coordenadas e por tanto, os kets }ﬁ'> e |ﬁ> sao auto-

_AT A A B
o= 50 AT, QU‘R>eA7ET+O(A7_2)

N e
o= 57U —ATT— 570 R>eATET'

Q

e

Ar AT B/ _ AT >3 .
vetores do operador e~ 2 ¥ | com auto-valores e~ 2 U(R) ¢ 0% U<R), respectivamente. Com

isto obtemos

e—ATT

G(ﬁ,é’;m) ~ o FUR) <R’

R’> e*%U(R‘) eATET

= o ae (g |o-ae7| )
- G, (é’, B AT) Gp (é =2 AT) , (3.8)
onde definimos
Gy (é', B: AT) — exp {—% (U (é’) YU (é)) n ATET] , (3.9)

a taxa de ramificacao das trajetérias® e

3mais tarde veremos o significado deste termo.
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—A7T

Gp (ﬁ — ﬁ’;AT) = <}§’ e

}?> , (3.10)

o termo cinético, que é fungao sé do momento. Portanto, os kets ‘P> sao os auto-vetores do o-

—ArT

perador e , com auto valores e~ 2m =, Utilizando a relacdo de completeza / |P)(P|a*N P =

1 avaliamos esta expressao,

GD<}§—>}§’;AT) = /<ﬁ’

AT

P) <P’R>d“NP

—’ 2
) (P|R)e#ira p

1 3N i B DB_p A‘r 2
- < ) ﬁP(R—R) m B3NP, (3.11)

Esta integral é gaussiana e pode ser avaliada facilmente,

L 1\ @
Gp (R = R;AT) - (47TDAT> e b5 (3.12)
isto tem a forma de um propagador de difusao ordinaria de um gés de particulas livres. Ele
possui uma forma gaussiana com valor médio 0 e 02 = 2DAT.

Nesta aproximacao é preciso ter um valor pequeno de Ar, para obter, dentro de erros
estatisticos, uma estimativa correta das grandezas de interesse, fazendo-se a extrapolacao
AT — 0. Esta é a chamada aproximacao de tempos pequenos [7].

Com a aproximagao da func¢ao de Green (equagoes (3.8), (3.9) e (3.12)) podemos avaliar
a integral (3.6) implementado o método de Monte Carlo. O termo Gb(ﬁ’, B; AT) serd um
peso que informa a importancia da configuragao e com Gp (ﬁ — R ; AT) podemos fazer a
difusao das particulas. Em seguida, apresenta-se as etapas necessarias para avaliar a integral
(3.6), utilizando o método de Monte Carlo.

3.1.1 Implementacao do Algoritmo Basico

Vamos avaliar a integral (3.6), levando em conta a aproximagao de tempos pequenos da

funcao de Green (3.8). No espago de coordenadas temos a relac¢ao

Y (éI,T + AT) = /Gb (R”, B AT) Gp <é — R AT) Y (ﬁ, T> d*NR,  (3.13)
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valida para A7 << 1. Cada vez que avaliamos esta integral, os estados excitados estao

sendo filtrados. Portanto, avaliando-a varias vezes restarao somente configuragoes associadas

a funcao de onda do estado fundamental W,. Para fazer a integral numericamente utilizamos

o método de Monte Carlo, através das seguintes etapas

1. Iniciamos com um ensamble de M configuracoes diferentes das coordenadas {ﬁ } Cada

configuracao é um conjunto de coordenadas das N particulas do sistema. Por uma

questao de eficiéncia nés escolhemos configuragoes que possuam uma boa superposi¢ao

com o estado fundamental, como aquelas obtidas amostrando uma boa fungao varia-

cional. O valor de M depende do problema a ser enfrentado. Na literatura é sugerido

que valores razoaveis estao em um intervalo de 400 até 1000 configuragoes. A elas

atribuimos o tempo imaginéario 7 = 0.

2. Para cada uma das M configuracoes,

(a)

Movimentamos as coordenadas das particulas. Este movimento vai satisfazer a
equagao de difusdo ordinéria (3.12), que tem a forma de uma gaussiana com valor
médio 0 e 02 = 2DAT. Se escolhemos um valor de At suficientemente pequeno, a
aproximacao (3.8) pode ser boa o suficiente para evitarmos a necessidade da ex-
trapolacao AT — 0, uma vez que as incertezas estatisticas do calculo ja conteriam

estd corregao. Para tanto, usamos para a probabilidade de aceitacao a forma [6]

2

o (7 ) |0 ()

Gp (B~ &) |wr ()

(3.14)

2 I

e impomos para a aceitagdo um valor da ordem de 99%. Esta forma da paeept
garante que o principio da balanco detalhado seja satisfeito ao propormos um
movimento de R — R Apds movimentar as particulas ndés atribuimos o tempo

da nova configuragao como 7 = 7 + A7.

Para completar a aplicacao da funcao de Green (3.8) temos que pesar cada confi-
guragao com o peso w = Gy, (ﬁ’ , ﬁ; AT). Por questoes de eficiéncia, é conveniente
aplicarmos a chamada ramificacao. Onde as configuracoes de pequeno peso sao
eliminadas. A fim de nao gerarmos uma tendéncia nos resultados, uma forma
de implementar a ramificacao é gerar um nimero £ de uma distribuicao aleatoéria

uniforme entre 0 e 1, tomar a parte inteira do nimero (w + &) e gerar esse nimero



CAPITULO 3. METODO DE DIFUSAO DE MONTE CARLO 18

de copias da configuracao. O numero de copias pode ser inclusive zero, que co-
rresponde ao descarte da configuracao proposta. Em média o ntimero de copias
geradas sera igual a w. Nos passo seguintes, estas configuragoes irao evoluir de
forma independente. Cada uma das cdpias vai ter o mesmo tempo local. Na

Fig.3.1 é apresentada uma representacao esquematica das possiveis ramificagoes.

Isto gera um novo ensamble em um tempo maior, 7 — 7 + A7, com um numero de
configuracoes diferente M’ . Cada uma das interagoes no ensamble é equivalente a

avaliagao da integral

v (EI;T + AT) = /G (E — R AT) v <é, T>d3Né. (3.15)

3. Independente do conjunto de configuracoes iniciais, ¥ (é, 7'> tendera para solucao da
equagao (3.1). Mas é necessdrio iterar assintoticamente a expressao (3.15) para con-
vergir a distribuicao do estado fundamental. Entao o passo 2 tem que ser repetido
centenas de vezes, até chegar-se a uma situacao de equilibrio e a partir dai comegar a

formar as médias de interesse.

Durante a simulacao temos que ajustar Ep para garantir que a populagdo se mantenha
estavel, pois para valores de Er > Ey (Er < Ej) a populagao pode aumentar (diminuir)
drasticamente. Este ajuste pode ser feito empiricamente ou através de algoritmos adequados
[7]. O ajuste tem que garantir a estabilidade da simula¢ao e manter o niimero de configuragoes
sobe controle.

Este é o método basico de difusao Monte Carlo, que nos permite obter o estado fundamen-
tal do sistema. Sem duvida esta forma do algoritmo apresenta problemas na amostragem e no
processo de ramificacao. O niimero de configuracoes geradas pode aumentar excessivamente
onde o potencial seja intenso e negativo, devido ao valor elevado de w = G, (ﬁ’ , ﬁ; AT)
(ver Eq.(3.9)) nessa regides. Além disso, o fato de gerar n = [w + £] cdpias vai agregar uma
flutuacao nao necessaria ao nimero de configuracoes geradas devida a natureza aleatéria do
nimero £ e ao fato de obviamente nossas simulagoes serem realizadas em um tempo finito.
Para resolver estas dificuldades nos processos de ramificagao e de amostragem do espaco de
fase implementamos o método de Amostragem de Importancia que modifica a forma como se

faz o amostragem e a ramificagao.
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A configuracéo
é descartada

. Gp . w+é<1

(a) A configuracao é descartada

® ° ® ™ L ] ®
. Gp ® e 1<(w+8&<2 | * o

(b) Esta configuragao continuard sofrendo evolugoes.

Gp

(c) Sao feitas duas cépias da configuragao, que é a parte inteira de (w + £) e ambas evoluirao
independentemente

Figura 3.1: Ilustracao de trés possiveis evolugoes de uma tinica configuracao apre-
sentada a esquerda. Na coluna seguinte ¢ mostrada possiveis configuracoes que
poderao ser obtidas utilizando-se o método de MC no célculo de Gp levando em
conta a equagao de difusdo ordinaria (3.12). A parte inteira de w + &, onde & ¢
um numero aleatorio entre 0 e 1, vai determinar quantas cépias da configuracao sao
feitas.

3.1.2 Amostragem de Importancia

Como dito anteriormente, o nimero de copias de uma configuragao serd excessivamente
grande onde o potencial é intenso e negativo. Em geral, esta situagao pode ser evitada
introduzindo todas as informacoes disponiveis sobre sistema na simulacao. Kalos e colabo-
radores seguindo este procedimento implementaram um esquema de amostragem [9] eficiente.
Nele as informagoes sao incorporadas na simulagao por meio de uma funcao guia Wy (ﬁ),
que nao pode ser ortogonal & funcao de onda procurada ¥,. Este método é chamado a
Amostragem de Importancia.

A ideia do método pode ser entendida multiplicando a equacao de Schrodinger por W,

obtendo uma expressao para a funcao f = WU,
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7 .
@T% = DUV — Uy (U - Er) ¥
T
0
of  ov , . , .
= 55— S = D|VAf =290V — (V2r) Wo| — Wr0W + UrBr
ro— _»2 ~
of ) . [VUr f (V WT) Uy
L= pvif-2pv.|—ZL D - E
= = Vef Vo, o]+ T , TP | ¥
L
L DV2=T[0y
— DV%f 2DV v1n(\1/T)f}+ - f+ Brf
- T
. o= HU
— DV?f—2DV- F(R)f] — 5 f + Erf
: T
— DV*f—2DV.|F (é) f] 4 (Br— Ep) f, (3.16)
[DVQJFU] z N4 ” - = « ” A : 4
onde Fj = — 7o Ur é a energia “local” e F' = 2V In U7 um termo de “for¢a” quantica®.

O termo DV - [ fﬁ <I3L>} leva as configuracoes as regioes onde a funcao de onda guia é
grande. Além disso, dado que Ep (que leva em conta U) terd valores mais uniformes, o
processo de ramificacao serd menos intenso. Este procedimento como um todo, faz com que
as configuracoes evitem as singularidades do potencial o que torna o fator de ramificacao
sempre finito.

A solugao da Eq.(3.16) também pode ser escrita em uma forma similar a equagao de

Schrodinger com tempo imaginério (Eq.(3.3))

0 2 2 2
_f:_Hf:_(T+U)f, (3.17)
or
com a parte cinética
T=-DV?+ DV -F+DF-V (3.18)
e a potencial
U=E,— Er. (3.19)

A Eq.(3.17) também tem uma fungao de Green associada G. Nés podemos fazer uma apro-

ximacao desta fungao de Green em ordem de A7? como fizemos antes para G (ver Eq.(3.8)).

4Este termo é chamado de “forca” ao comparamos a Eq.(3.16) com a equacio de difusdo de particulas
classicas, ele é o andlogo da forca.

f
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Assim nés obtemos

G (ﬁ — R/;AT> = <}? o~ FUe-ArT 570 §>7
= G, (ﬁ, R AT) Gp (ﬁ — R AT) , (3.20)
com
G, (E, R AT) _ {5 [Bu(B)+BL(f)]+arEr} (3.21)

e o propagador

~ " _ 1 [B—F' —DArF(R))?
G (R SR ;AT) - <m) e apar - (3.22)
Nés podemos ver em Gy (fi R ; AT) que Ep, vai controlar a ramificagao na simulagao.
Quanto mais proximo Fy, estiver de Ey (V7 melhor aproximar Wy ), menor vai ser a ramificagao
(Gy <ﬁ, R AT) ~ 1). O termo DATF (ﬁ) em Gp <ﬁ — R AT) faz que as configuracoes
tendam para as regides onde |Wp|* é maior.
Com o método de amostragem de importancia vamos obter uma solugao para f = WU,

avaliando a integral
f (é,;T + AT) = /G (ﬁ - R AT) f (ﬁ, T>d3N§, (3.23)

e evitando as regioes com singularidades no potencial. Diminuiremos assim flutuacoes na
populacao, o tempo de convergéncia e o tamanho da propria populacao de configuragoes
necessarias aos calculos. Como vamos trabalhar somente com amostragem de importancia,
vamos a chamar G, e Gp como G, e Gp respectivamente, sem confundir com as defini¢oes
anteriores. O algoritmo é semelhante ao anterior, mas agora nés temos na difusao um novo
termo que vai controlar a ramificacao. Embora EFj, e F devam ser calculados para avaliar G,
e G'p o ganho em eficiéncia da simulacao mais do que compensa este maior esfor¢co computa-

cional.

3.2 Calculo das Energias

Inicialmente mostramos como a energia total do sistema é usualmente calculada. E preferivel
realizar o processo de ramificacao somente em algumas e utilizar os pesos como descrito a
seguir. Se w > 2 é feita uma cépia da configuragdo e a cada uma associamos w/2. Se

winr < w < 2 a configuracao é mantida com seu peso, wyy,, € um parametro do calculo. E as
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configuragoes com w < wy,, Sa0 combinadas, este processo que serd explicado mais adiante
na subsecao (3.3.1). A energia é calculada em uma dada geragao como uma média ponderada

com os pesos de cada configuragao w (Ri), sobre o ensamble ou conjunto de configuragoes,

e (1) ()

Th (Ri) (3.24)

[DV2-0]
W
configuragoes na geragao.

como antes Fj = — U é a energia “local” de uma configuragao e Ng é o numero de

3.3 Método DMC com Multi-Pesos

Como em geral os operadores de energia cinética (T > e potencial <U ) nao comutam com o
Hamiltoniano, nao ha uma forma imediata para obter estas energias. Para determinar estas,
utilizamos o teorema de Hellmann-Feynman e implementamos uma simulagao de DMC' com
multi-pesos.

Primeiro assumimos um Hamiltoniano dependente de um parametro A

HO\) =T+, (3.25)

com este Hamiltoniano podemos obter uma expressao para <U > e <T>, a partir de <f] ()\)>,

isso gracas ao teorema de Hellmann-Feynman, onde se tem que.

<U> - M , <T> - <FI(1)> - <U> . (3.26)

dA
Desta forma podemos fazer uma estimativa da derivada numérica de <FI ()\)> para obter

A=1

<U> e <T> Para isso, consideramos trés valores de A = {1 — 0\, 1,14 dA}, e a aproximagao

da primeira derivada de <]:I (/\)>,

(0) - (f1(1+ M)>2;)\<ﬁ (1-63) . (9(<5)\)2). o

Portanto, precisaremos calcular o valor esperado de trés Hamiltonianos, com os valores

de lambda 1 — A, 1 e 1 +dA. Em um célculo ingénuo, onde sao realizadas trés simulagoes
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independentes teremos dificuldades no calculo de <T> e <ﬁ >, devido as flutuacoes no valor

de <I:I ()\)>, principalmente para sistemas grandes, onde a incerteza estatistica pode levar a
uma completa perda de precisao. A solucao desta dificuldade em principio é simples. A ideia
consiste em realizar uma tnica simulacao e extrair as energias associadas aos trés valores de
A simultaneamente. Quando as amostras associadas aos A\ estao correlacionadas é possivel
realizar as derivadas numéricas sem perda da significancia.

Para ter amostras correlacionadas implementamos um algoritmo, onde consideramos trés
pesos diferentes para cada configuracao. Definimos o vector de pesos W = (w(_), w©), w(+)),
um peso para cada A. Os super-indices indicam o valor de A de cada um dos pesos associado a
uma dada configuragao. Em cada geracao, o conjunto de configuracoes utilizadas nos céalculos
das energias sao as mesmas independentemente dos valores de A. Este método é chamado de

DMC com multi-pesos. Para este método a energia para cada valor de A serda dada por

e (1) 7 (1)

El — ZfV:Rl o <ﬁ2> )

(3.28)

onde [ = {—,0,+} ={1 =\ 1,1+d)\}.

Em seguida apresentaremos a implementagao do Método DMC' com Multi- Pesos, definire-
mos os pesos associados a cada configuracao W = <w(’),w(0),w(+)) e mostraremos como estes
evoluem na simulagao. Veremos ainda como a equivaléncia deste método com aquele padrao
¢ garantida.

Como disse antes, neste método fazemos uma simulagao simultanea para os trés valores
de A = {1 —-0X,1,146\}. Cada uma das trés simulagoes sao equivalentes ao algoritmo de

DMC padrao. Por simplicidade definiremos o vetor

Gy (ﬁz,ﬁg, AT) = (Gé_) (]%, R AT) ,Gl()o) (ﬁ, R AT) ,G,(:L) (ﬁ, R AT)) (3.29)

com!={—,0,+}={1—-0A, 1,14 A}, cada componente é a taxa de ramificagao, para cada

valor de lambda. De forma andloga definimos os vetores de energias local, tentativas e dos
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valores estimados, respectivamente como

EL = (EE,_)7E§,O)7EE,+)> (33())
Br = (E;‘),E;(J),E;*)) (3.31)
E = (B9, E9 E®) (3.32)

Aqui podemos ver que para cada valor A a Er é ajustada independentemente, uma vez que
elas correspondem a trés valores diferentes de A. Este método garante a correlacao entre cada

uma das energias estimadas, para obter uma boa estimativa de <U > e <T>

3.3.1 Ramificacao e Combinacao

3 — /
Vamos comecar lembrando que para a cada configuragao i, de coordenadas R; , no tempo 7,

associamos um vetor de pesos da forma

G (Rir) = (w7 (Rr) ol (Ryr) ol (Bir)) (3.33)

onde as componentes sao os pesos associados a cada valor de A\. Cada componente k =

{+,0,—} deste vetor vai mudar em cada itera¢ao da forma

G® (ﬁ'; T+ AT) = g® (é, 7'> éék) (F? —~ R AT) , (3.34)
Apoés a atualizacao dos pesos podera ou nao haver ramificagao de acordo com os seguintes
critérios.

1. Se para um configuracao R;, no tempo 7, cada um dos pesos de &; sao maiores ou iguais
que 2, se gera duas copias da configuragao e cada uma terd um vector de pesos &;/2.

Este processo € repetido se necessario.

2. Se um dos pesos de &; esta entre o valor de controle wyy,, € 2, esta configuracao é mantida

sem nenhuma modificagao.

3. Se todos os pesos de w; sao menores ou igual que wyy,, esta configuracao é guardada
até achar outra configuragao R; com a mesma condicao e as combinamos. No processo

de combinacao comparamos os pesos das configuracoes R; e R; da seguinte forma

(a) Se calcula a soma dos vetores de pesos Weym = W; + W;.
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(b) Avaliamos para cada componente de &, ou seja para cada um dos pesos correspon-

l

L m € maior que
um nimero aleatério € € (0,1), atribufmos & configuracgido R; o peso w! = wl e

dentes a um valor de ), a razdo w!/w!, (I ={—,0,+}). Se w!/w

a configuracao R; o peso wé- = 0. Caso a razao seja menor, atribuimos a configu-

racao I; o peso wf = 0 e a configuracao R; o peso wh = w!

i sum- € todos os pesos

de uma configuracao sao iguais a zero ela é descartada.

Pode acontecer que em certas geragoes, temos vetores de pesos & com algumas de suas com-
ponentes iguais a zero, isso pode degradar a estimativa do valor médio da energia potencial
<U > Isso porque no calculo de <ﬁ ()\)> (ver equagao (3.28)) o numero de configuragdes
(Ng) é diferente para cada A, o que gera incertezas no célculo da derivada e portanto no
valor de <U > Para evitar isso, temos que ter precaugao na escolha no valor de wy, € no
ajuste da energia trial Fp, o valor de cada um destes parametros dependera do sistema que
se simula. No caso de wy,,., este parametro nao pode ser muito grande porque aumentaria o
numero de pesos com valor igual a zero. Na seccao 3.4, falaremos sobre a escolha feita para

ajustar Fr.

3.3.2 Implementacao do Algoritmo DMC com Multi-Pesos

O algoritmo DMC' com multi-pesos tem a seguinte sequéncia de passos.

1. O célculo inicia-se com M configuragoes. Usualmente elas sao obtidas utilizando a
funcao de onda guia W7. Através do método de Metropolis onde é amostrada |\IIT|2. A

cada configuracao sera associado os pesos iniciais & (ﬁ, 0) =(1,1,1) e o tempo 7 = 0.
2. Para cada uma das M configuracoes:

(a) Evoluimos as configuragoes R, — ﬁ; O deslocamento vai obedecer a difusao
da Eq.(3.22). Para isso nds escolhemos um deslocamento, que satisfaz a dis-
tribuicao gaussiana com o2 = 2DAT, centrada em 0, e agregamos o deslocamento
DATF (R;) Este termo, como mencionado, vai evitar que o sistema va para
regioes onde W, é pequeno, onde temos singularidades no potencial. Como foi
mencionado anteriormente no algoritmo basico, aceitaremos o movimento pro-

posto com uma probabilidade da forma [7]

pacept <é — é/> = min 1, 7 |- (335)
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Que garante que o principio do balance detalhado seja satisfeito. Igualmente,
¢ mantida uma aceitagdo superior a 99%, para garantir uma apropriada aproxi-
macao da fungao de Green, os deslocamentos sao proporcionais a A7. A estd nova

configuracao vamos atribuir o tempo local 7 = 7 + Ar.

(b) Agora pesamos a nova configuracio &, com
w (R);;T + AT) =W (éﬁ’/‘) Gy (R;, RZ, AT) .
(¢) Fazemos o processo de ramificacdo e combinagao (ver subseccao 3.3.1).

Este procedimento ird gerar um novo ensamble de configuracoes no tempo 7 = 7 +
AT, com um nimero diferente M’ de configuragoes. Uma iteracao deste ensamble é

equivalente a fazer a integral
f <ﬁ/;7’ + AT) = /G <ﬁ — R AT) ! (ﬁ, T> d*MR. (3.36)

3. Repetimos o passo 2 o nimero de vezes necessarias para chegar ao equilibrio.

4. Uma vez atingido o equilibrio o passo 2 é repetido e as quantidades de interesse ar-

mazenadas até que a precisao desejada seja atingida.

3.4 Energia Trial

A energia trial é apenas um parametro do calculo. Os resultados nao dependem do seu
valor em sua escolha devemos ter em conta, que ela deve ser atualizada sempre que seja
necessario, para evitar o aumento ou diminuicao exagerado do nimero de configuracoes.
O ajuste pode ser feito empiricamente ou de forma automatica. Muitas formas ja foram
propostas e nao existe um padrao para qualquer tipo de simulagao. O objetivo é manter o
nimero de configuragoes estével e evitar zeros no vector de pesos & (idealmente que nao os
tivéssemos).

Fazemos um ajuste para cada uma das Ep correspondentes a cada valor de A\. Neste

trabalho utilizamos a seguinte fungao para atualizar os valores de ET

Co | Xt (7)

B = (i), - o == )

[={—0+}, (3.37)
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onde g é o tamanho dos blocos onde EY é mantida constante, <H l>g é a energia media do
bloco, Nr o nimero de configuragoes, W o valor no qual se deseja manter a soma dos pesos
(SN2 Wh) e Cy uma constante que nos permite controlar as flutuagoes na soma dos pesos.
Como idealmente EL., no equilibrio deve ser igual a E}, se incluiu o primeiro termo <H l>g
na funcio, que no equilibro vai flutuar em torno de Ej; o segundo termo leva em conta as
flutuagoes na soma dos pesos, o objetivo deste, é diminuir estas flutuacoes, para evitar um
aumento ou diminui¢ao exagerada no numero de configuragoes; a constante C, permite fazer
um ajuste mais forte o débil para controlar a populacao no ensamble. O valor de g definira
a frequéncia com a qual se ajusta EY e dependerd de cada sistema (sua densidade e niimero
de particulas). Na fase de equilibro g tem um valor pequeno, devido a uma maior incerteza
no valor da energia E} e & rdpida mudanca da energia em cada geragao. Mas no equilibrio,
é possivel fazé-lo maior, para diminuir os erros estatisticos.

No inicio da simulagao a soma dos pesos é igual ao numero de configuracoes Ng. Nos
comecamos com um valor maior que W. O objetivo disso, é acelerar a convergéncia para a
situagoes de equilibrio. Isto ainda ajudara a evitar a geracao de configuragoes com alguns de
seus pesos iguais a zero, obtendo no equilibrio configuracoes mais correlacionadas. Para que
ocorra a diminuicio do ntimero de configuracoes, E. deve ser suficientemente menor que a

energia local FY.

3.5 Funcao de Onda Guia

O principal objetivo de introduzirmos a funcao de onda de prova ¥; como uma funcao
guia ¢é proporcionar a maior informacgao possivel do sistema a simulagao. Quanto maior a
informagao contida em Wp sobre o sistema, menos flutuagoes teremos e menor serda o tempo
de convergéncia e o intervalo necessario para acumular as quantidades de interesse. Isso pode

ser visto no termo que controla a ramificacao
e (R’, R Ar) _ {-F [Bu(B)+EL ()] +arEr} (3.38)

se Ur se aproxima a ¥q a funcao de onda exata, do sistema, E, se aproximara a Ey a energia
do estado fundamental, o que levara a G, — 1, nao gerando mais ramificagoes, quanto mais
VU — Wy melhor serd a amostragem de importancia. De fato se U = Wy, a simulacao dara
o resultado exato sem flutuagoes estatisticas.

Apesar de nao conhecer com exatidao a funcao de onda do estado fundamental ¥y do

4He, existem boas descricoes aproximados para o sistema e se conhece bem o potencial de



CAPITULO 3. METODO DE DIFUSAO DE MONTE CARLO 28

interacao entre atomos de He.

Para o *He na fase liquida empregamos a funcao de onda da forma de Jastrow

v, = ﬂe(b> (3.39)

1<j

onde o parametro b ¢ um parametro do célculo, r;; ¢ a distancia entre os dtomos ¢ e j. Ela
correlaciona explicitamente pares de particulas sob o chamado pseudopotencial na forma de
McMillan ((—b/ rij)S); tem simetria bosonica e ¢ invariante sob traslacoes. Apesar da funcao
de onda (3.39) ser capaz de descrever a fase solida, apenas ajustando o parametro b [10], os

resultados nao sao bons. Na fase solida a funcao de onda de Nosanov-Jastrow
N
Uy =0, [[e 2(70) (3.40)

é a mais simples que apresenta resultados satisfatorios, C' é também um parametro, os vetores
{li} sdo as posicoes dos dtomos na rede cristalina escolhida. No caso do He* solido, a

estrutura experimental é a hcp.



Capitulo 4

Integrais de Trajetoria pelo Método
de Monte Carlo

Aqui apresentamos o conceito de Integrais de Trajetoria pelo Método de Monte Carlo (PIMC
), para muitas particulas. Para isso definimos primeiro a Matriz Densidade (MD) e algumas
de suas propriedades, e a partir dela introduzimos a ideia de Integrais de Trajetoria (IT).
Apds discutimos a implementacao do método para potenciais centrais, mais especificamente

para o potencial de interacao entre dois dtomos de *He.

4.1 Matriz Densidade

Nos estamos interessados no estudo de um sistema de N dtomos de * He. Em nossos calculos
trataremos os 4tomos de *He, como particulas bosonicas com spin zero. Isso implica que
temos que levar em conta a simetria bosonica para obter a MD deste sistema.

O Hamiltoniano de um sistema de N particulas interagentes é dado por

H=T+T1,

~ 2, e sy 7 . . ~ ,
onde T' = f—m é o termo cinético e U o potencial de interacao entre as particulas.

A matriz densidade (MD) é definida como [11, 12]

p(5) = (i

a partir do conjunto de auto-estados de energia {|¢S>} e de sua relacao de completeza

oo ‘ ﬁ> , (4.1)
(> W) (W] = 1), podemos expressar esta em termos das auto-fungoes de energia, obtendo

29
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a seguinte expressao

p(5) = 3 (i

s

e ) ) <ws

onde R = {r|, 7, -+ ,"n_1,7n} € um vetor de dimensao 3N, contendo as coordenadas das

ﬁ> =Y e Py, (ﬁ’) o (fz) . (42

N particulas, E a energia do estado ‘@Zzs> e f =1/KgT com Kp a constate de Boltzmann e
T a temperatura. Nesta expressio temos o fator de Gibs e %5, que nos d4 a probabilidade
que tem o sistema de estar no estado |z/15>. A matriz densidade contém toda a informagao
fisica do sistema, sendo o ingrediente principal do método PIMC.

Uma propriedade importante da MD ¢ a propriedade de convolucao,
P (éo, EQ?ﬁ) = <é2 ’ R0> <é2 E0>
- / <1~22 G > < , >d3NR1

= /P (ﬁh Ez; B — ﬁ/) P (Em él; 5/) dgNRb (4.3)

e /8+/8l /

e’BH

a qual pode ser estendida a M posigoes [12]

1
p(Fo.fiii8) = [ o (R Fuir) T [o(FvBar)d® Ry (19
t=M—1
com T = $/M. Esta expressao nos diz que: podemos chegar a matriz densidade em uma tem-
peratura T, com M convolugoes da matriz densidade em temperatura MT. Esta formulagao
da matriz densidade é adequada a célculos de integrais de trajetorias.
Vendo a matriz densidade como um operador, se pode escrever a propriedade de con-

volucao na forma:

e PH — (e_“q>M. (4.5)

Na integral (4.4) temos uma soma sobre trajetdrias, as trajetérias sao discretas { R} quando
M ¢ finito e continuas quando M — oo. Uma interpretagao desta propriedade é que a matriz
densidade em uma temperatura T é o valor médio do produto de M matrizes densidade na
temperatura 7 = /M sobre as possiveis configuragdes {ﬁt} Este valor serd um valor médio

sobre todas as possiveis trajetérias que possa fazer o sistema.
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4.2 Valores Esperados com Integrais de Trajetoria

Uma expressao para os valores esperados de um sistema a temperatura 7', pode ser obtida

da expressao do valor esperado de um operador hermitiano O

<O> - Z(N,lv,T)tr (OQ*BH)

onde D (V) indica que o dominio da integral é o volume do sistema (V) e Z(N,V,T) é a

funcao de particao, que é dada por
Z(N,V,T) = tr (e_BH )

- /D L (e

= /D(V) P <§07 EM; ﬁ) dBNRM
= /])(V)/p<éM1>éM§T>
— /D(v) tl:\[/o (ﬁt,l,ﬁt;7>d3NRt

Como se pode ver, o calculo da fungao de particao se faz com os termos diagonais da MD

Ry=Ro

/ p (B, Bt )™ Rd™ Ry
D(V)

t=M—1 Ru=Ro

(4.7)

E]v[ :EO

(Ro = Ry). Em termos de trajetérias, os caminhos sao fechados.
A seguir, apresentamos as formas da expressao (4.6) para os casos especiais onde o ope-

rador O depende apenas das posicoes ou momentos.

4.2.1 Observaveis Dependentes Apenas das Posicoes

Seja O um operador associado a um observavel. Se O é apenas funcao das coordenadas,
os kets }R> vao ser os auto-vetores de O, onde notaremos seus correspondentes auto-valores

da forma o (ﬁ) Utilizando a equacgao (4.6) vamos obter a seguinte expressao paro o valor
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esperado de O

() = 27 Jou §

podemos observar que sé precisamos dos termos diagonais da MD (Ry = Rj) para fazer sua

avaliacao. Se utilizamos a propriedade de convolugao, para expandir p (ﬁ, ﬁ, 6), podemos

calcular o valor esperado de O da forma

1
H 1% (ﬁt_l, ét, T) dSNthBNRM
—M—

1

(0) = i fy (1) )

— W/D(V)O<R)O> p<ﬁt_1,ét;7>d3NRt

Uma vez que para fazer o calculo s6 é preciso termos diagonais, sé temos trajetorias fechadas

t Ry=Ro

— -

(4.9)

Ryr=Ro

I
S

t

que partem e terminam em Ry. Podemos ver que na expressao anterior se fez a avaliacao

de o <§0> s6 em ]%0, mas esta pode ser feita em qualquer {R}} sem mudar o resultado, o
valor de <O> nao depende das etiquetas dos {ﬁt} Portanto, todas as avaliagoes de o (ﬁ)

em cada um dos ¢ R; ¢ s@o equivalentes. Assim é possivel fazer uma média de cada um dos
valores calculados em cada etiqueta e obter a seguinte expressao

1S .
M;‘)(Rﬁ

f[ P (ét—l, ét; T) d3NRt

t=M

. (4.10)

RAIZEU

<O> B Z(N,lv, T) /D(V)

que nos permite definir um estimador 5({]%}) e uma funcao densidade de probabilidade

r({#})
B}) = %Zo(%) e (4.11)

j=1
1

! <{ét}> - m [1 P(ﬁt—1>ét;7>, (4.12)

t=M
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onde f ({ﬁt}> esta normalizada pela fun¢ao de particao

/D(V) F ({ﬁt}>d3NR1 VR =1,

o0 que permitird realizar a integral pelo método de Monte Carlo (MC'). Adiante veremos como

fazer um amostragem do espaco de trajetorias por meio desta funcao.

4.2.2 Observaveis Dependentes Apenas do Momento

Quando o observavel O depende apenas do momento, os vetores ’R> em geral, nao sao

auto-funcoes de O. Neste caso nés temos que o valor esperado é

(0) = 271 Jou

1
~ Z(N,V.T) /D(V) <

vl

0 (.ﬁ) e_ﬂﬁ‘ §>d3NR

o (P)|#) (R

o(P)|R)p(R,R,3)*NRASVR, (4.13)
(P)| 7)o (. R.p)

]
~oL

efﬂH’ E>d3NRd3NR/

]

1
~ Z(N,V,T) /D(V) <

onde utilizamos a relagao de completeza fD(V) ‘fw( ﬁ‘d?’N R. Como antes, utilizamos a ex-

pressao (4.2) para expandir p (ﬁ, R , ﬁ) e aplicar o conceito de IT

) = w7 Jo

X f[ / p<]3Lt_1,F?t;r>d3Nth3NRd3NR’
t=M-1
(P)

Nesta expressao os valores esperados possui termos fora da diagonal (éo #* ﬁM) Isso

()] o (o )

1
Boar) TT o (Bis, R 7)™ Ra™ Ry

t=M

1 =
- B
Z (N, V,T) /D(V)< ’

gera trajetérias abertas. Diferentemente das trajetérias fechadas, contas com trajetdrias
abertas sao mais complicadas, devido as grandes flutuacoes nos pontos finais das trajetérias
e dos termos <§M ‘0 (ﬁ) ‘ ﬁ6> que dependem deles.

Depois vamos ver (na seccao 4.5) como as relagoes termodinamicas podem ajudar a obter
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expressoes para os valores esperados dos operadores dependentes apenas do momento, que

sO precisarao apenas dos termos diagonais da MD.

4.3 Construcao da Matriz Densidade

Como em geral o Hé dependente das posicoes e dos momentos, vamos a precisar expressar a
MD em uma forma que nos permita separar os termos cinético e potencial, que em geral nao
comutam com H. Para tanto, vamos usar a aproximagao primitiva, a qual parte do teorema
de Trotter, e em seguida obter a MD total, como um produto das matrizes densidade de duas

particulas do sistema.

4.3.1 Teorema de Trotter e a Aproximacao Primitiva

O teorema de Trotter nos diz [13, 14, 15] que

PN N - 1M
¢ B(H0) — i [efz%Ue*%Te*%U] . (4.14)
M—o0

Esta é uma expressao exata, a partir da qual podemos fazer uma aproximacao da MD. Com

este teorema na representacao de posicoes obtemos que a MD tem a forma

- - B B4 _ 8 51M| =
p(R,R';ﬁ) = lim <R’ [e’WUe’WTe’WU] R>. (4.15)
M—o0
E ttil definir o operador
Q0= e_%ﬁe_%TAe_%ﬁ7 (4.16)
e assim escrever a MD como
p<éM,ﬁo;5) = lim <EM’QM’EO>
M—o0
M-1
1 5 Al B 5 Al B\ 3N
=)o <RM_1 ‘Q‘RM> tl:[l <Rt_1 ‘Q‘Rt>d R.  (4.17)

Com esta formulacao da MD, podemos separar os termos cinéticos e potenciais. O bom é que
nestes céalculos os termos sao fechados. Para ver isso vamos a calcular o elemento de matriz

(s [o] ) = (. 7).

By _BA _ B D
e Ve mle a2V
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O termo potencial U és6 funcao das coordenadas. Portanto 0S kets |Rt> !Et_1> sao auto-

8 .
vetores do operador e~ AU , com auto-valores e 2™ fU(Rr) e e 2M wrU (R 1), respectivamente.
Com isto temos que o elemento de matriz é
= Al _ B y(R = _8pl 3\ —
<Rt_1 ‘Q’ Rt> =€ QMU(Rtil) <Rt_1 ’e al Rt> e QMU(Rt) (418)

eM

Temos ainda de avaliar o termo cinético <Rt 1 Rt> Este termo cinético é fungao so6

— ~ 7& ol
do momento. Portanto, os kets |P> sao os auto-vetores do operador e~ com auto valores

2 — —
e~3mi7. Usando a completeza do espago de momentos [ = [ ‘P ) P‘dgN P, obtemos

Ry, R = Ry, P){P|Ra*Np
{ ) = X ) (PI:)
/ (B |P) (P|R,) e~ ap

1 3N LB
_ <_) /en (Fea—Fe) o= 4285 43N p, (4.19)

B f B f
e~nml e~nml

21h

esta integral é gaussiana e pode ser avaliada facilmente.

> = (%m—é;) N exp {—;nﬁ—]; <Rt—1 - ﬁt> 2} (4.20)

Incluindo a expressao acima na equagao (4.18) temos

(e

E finalmente a expressao da MD fica na forma

<Rt 1 ‘e K

Q

Ri)= (%)?e[z?w@(ﬁt)w(ét-l))w<Rt SRS )

M= [ T [ 00y b (R )
LS . m 2 — |2 (U(Re)+U(Re—1))+ 20 (Ry_1—Re)”| 13N
R, Bo; ) — 2502 BVR
p( ;s Roi 5 Moo (2#5712) D) 13 ¢ t

3NM ~ B M 1
= lim ﬂ ’ e*ZfﬁIl[%(U(RtHU(Rt_l))JF% (Reo1— Rt H PBYR
M—oc0 27‘(‘6752 D(V) t-

Esta aproximacao é conhecida como a aprorimacgao primitiva, nela quanto maior é M menor
o erro nos resultados. Na literaturd se sugerem que para obter bons resultados com esta

aproximacgao é necessario um M da ordem de 100 [15].
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Vamos definir aproximagoes M — ésimas de p como pyy (RM,RO; 6) e da funcao de

partigdo como Zy; (N, V,T). Quando M — oo , elas tendem a serem exatas. Definindo

1 (B Fag) = o (U (R) +U (R)) + g (B - B) . a2

temos

3NM

s mM \ "2 S [ (R )] TT o
par (RM,RO; 5) _ b [ &¥R,  (4.23)
t=1

2w Bh?

(4.24)

1
2y = [ T o (B Fisr)a
Dwv) Zur

RA4=R0

O problema que a aproximacao primitiva apresenta é que esta precisa de valores de 7
pequenos (um numero M grande). Isso provoca tempos de simula¢ao longos. Por isso,
introduziremos uma melhor aproximacao de p (ﬁo,ﬁM;T>. Iremos considerar a MD em
uma temperatura elevada, 7 pequeno, e através de integrais de trajetéria avaliamos a MD
em temperaturas menores. Esta é uma parte essencial do método de IT, pois como foi dito
antes, p (ﬁo, ﬁM; 7‘> contém toda a informacao fisica do sistema. Entao boas aproximagoes
nos garantirao ter calculos em tempos de convergéncia curtos, com erros menores e mais
estaveis.

Na literatura podemos encontrar muitos tipos de aproximacoes da MD em temperaturas
elevadas [16, 17, 15, 18]. O método que utilizamos é o chamado “squarer” [16], que tem um
erro menor que O(73). Assim podemos trabalhar com 7 maiores, um nimero M menor para

descrever cada particula e obter resultados aceitaveis.

4.3.2 Método de aproximacao da Matriz Densidade “Square”

Este método constréi a MD como um produto de MD de duas particulas. Para calcular a Ma-
triz Densidade de Duas Particulas (MD-DP), vamos a considerar duas particulas, interagindo
por um potencial central, que terd o seguinte Hamiltoniano

~ n* 9* R oo* .

H=— +V (4.25)

2m1 8_7“% B 2m2 8_7'%
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4.3.2.1 Matriz Densidade de Duas Particulas

O Hamiltoniano (4.25) pode ser dividido em duas partes, fazendo a troca de variaveis das
coordenadas das particulas (77, 7) & coordenada do centro de masa (M7, = mi7™ + mafs,
com M = mj + ms) e a coordenada relativa (7., = | — 7). O Hamiltoniano total é igual a

soma do Hamiltoniano do centro de masa e daquele da coordenada relativa.

H = H,,+ H,, (4.26)

. h? 02

Hy = —— 2 4.2

o 2M Or2 )’ (4.27)

o h2 H? N

rel — 5 (428>
2Marrel

onde p = ™72 ¢ a masa reduzida. Os Hamiltonianos H.,, e H,q comutam, isso nos permite
separar a Matriz densidade de duas particulas (MD-DP) em uma parte de centro de masa
Pem (Tem, Trm; B) € outra das posigoes relativas pre; (Trer, Thoy; 3)-

Vamos ver isso em detalhe, utilizando os auto-vetores !'ch, Frel>

_5ﬁ

—/ —/ o — — _/B}A[ ﬁH ! —/
‘rcm’rrel> - <Tcmarrel € “re re Tcm77ﬂrel>

- - - Jai
= <7ncm r cm> <r’f'€l 5 el r rel>

= pcm (FCTHJ 7Tlc’rn’ /8) prel (TT‘el7 r rel? /8> ) (429>

<rcm y T'rel |€

ﬁHcm

onde podemos avaliar p., € p, independentemente. p.,, terda a forma de uma matriz den-
sidade de uma particula livre, e p,; de uma particula em um campo de potencial, como se

pode ver em as seguintes expressoes

3
M 2 2.,
Pem (Fcnw F/cma B) = ( ) 6_52]’;[ (Fem =7 Cm)2, (430)

2rh23
~BHa rrel> . (4.31)

Prel (Trely _‘rel’ ﬁ) = <r7“el

Podemos aproveitar as simetrias de H,.;, que depende somente da magnitude do vetor 7.,

para isso transformamos para coordenadas esféricas a expressao (4.31), obtendo-se que

21 —|— 1 o
Prel (Trela relv Z - Pl Trela relu 5) Pl (COS (9)) (4'32)
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/

re1- N6s podemos decompor H,.; em dois termos, um cinético

_r 9
2p 8T?el
nao comutam. Podemos expandir a MD-DP da seguinte forma

exp {—B (f]l + ﬁo)} A exp <—§]:[1) exp (—ﬁﬁ()) exp (—gﬁl)

—26%exp (—gﬁl) exp (—gﬁ())

onde # é o angulo entre 7., e T

e outro potencial. ]:Irel = ]:IO + f]l, com ]:IO = e ﬁl = U, estes dois hamiltonianos

X C3 eXp <—§]:I0) exp (—gﬁl) +oe (4.33)
com . .
C3 = E []:11, |:f{1,f{0:|:| + ﬂ |:f{(), []:Il,fjfo:H . (434)

Como podemos ver o primeiro termo da expansao é o termo que vimos no teorema de
Trotter (ver expressao (4.3.1)). Utilizando sé este termo temos um erro de ordem O (5?),

ficando a aproximagao, para valores de A7 pequenos de p,¢ da forma

At - - AT
Pret (Frets Treps AT) &2 €Xp (—TTPE) exp (—ATHO> exp <—TTH1), (4.35)

onde os termos p; = exp (—%[:I 1) e pl» = exp <—ATI:IO> satisfazem as equacoes diferenciais

1. 0 - 0
—Hyp) = — Hop? = — ©) 4.36
S =g 0p o (4.36)

e as condicoes
. 0 _ 1 _
AT = A = b 437
Através das equagoes (4.32) e (4.35) obtemos uma expressao para
AT AT .

1 % A7) exp (= ST ) ) G s S 0 (~ 5L (7,0 ) + © (7).
(4.38)

onde ﬁ{ = (B?/2u) (—0?/Or2, + 1 (14 1) /r2,)) e

3
0) (= 1 ? (7"36 + ,,5/36 ) . rrelfr’;«e
p§ ) (T’rel’ F'lrel; AT) = 47TTT€IT;-el (M €Xp 4§ — l4A7' L (2 ZATZ , (439)

1 € a funcao esférica de Bessel modificada, que é dada em termos da fungao de Bessel I, 41
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por i; (2) = (7r/2z)% Iy (2).
Como vimos antes a MD tem a propriedade de convolugao, p; (T, 7. ) também possui

esta propriedade
P (770, T2; 25) = / Pl (770, T2 5) Pl (7?1,77% 5)d7'17 (4-4())
0

a diferenca que esta é uma integral em uma dimensao. Como os termos fora da diagonal
diminuem da forma exp (—r?/23), podemos truncar a integral a partir de um [ onde o valor da
matriz é insignificante. Podemos avaliar a integral com o método de integracao do trapezoide,
em uma rede no espago (r1,72), que é equivalente ao calculo do elemento de matriz p; ; (5) =
pi (iAr, jAr; 8), com Ar a divisao da rede, obtendo-se que um elemento de matriz serd da

forma

(o0 (28)];5= D [0 (8], [oe (B)],; A (4.41)

k

4.4 Isomorfismo

Figura 4.1: Esquema das interagoes dos polimeros, para duas particulas. As linhas em zigue-
zague sao do termo cinético do Hamiltoniano, que tem a forma do potencial de uma mola.
As linhas nao continuas sao as interagoes do potencial, as quais acontecem entre monomeros
de um mesmo “tempo” nt (0 < n < M).

Na equagao (4.21) podemos ver que o termo cinético agora tem a forma do potencial de

um oscilador harménico, com frequéncia angular dada por w? = 2”;‘3%42 . Assim, a cada particula

podemos associar um polimero com M pontos, a cada ponto um “tempo” nr (0 < n < M).

1Nos colocamos o “tempo” entre aspas, por que este nio é o tempo real, mas podemos dar uma interpretacao
de tempo utilizando o isomorfismo presente neste sistema. Este “tempo” corresponde a uma temperatura
T =1/kgnr.



CAPITULO 4. INTEGRAIS DE TRAJETORIA PELO METODO DE MONTE CARLO 40

Chamamos estes pontos de monomeros. Portanto, um monomero de um polimero é a posicao
da particula em um “tempo” nr.

O termo cinético nos diz que este monomero interage com seus vizinhos, correspondentes
aos “tempos” (n—1)7 e (n+1)7, com um potencial de uma mola. Este é um isomor-
fismo, onde se faz um mapeamento de um sistema quantico para um sistema classico de
polimeros, com os monomeros de cada polimero conectados por molas com seus vizinhos.
Além disso, os polimeros interagem entre eles por o potencial U (E), esta interagao acon-
tece entre monomeros que estao em um mesmo “tempo” nr. Na figura 4.1, se pode ver um

esquema das interagoes entre dois polimeros que representam dois particulas.

4.5 Relacoes Termodinamicas

A representagao da MD na expressao (4.21), nos permite aproveitar as relagoes termodinami-
cas, para ter novos estimadores que nos permitam calcular os valores esperados dependentes
apenas do momento, por meio de trajetérias fechadas, que s6 precisam termos diagonais da
MD. Em um sistema termodinamico canonico, os observaveis macroscopicos satisfazem certas

relacoes termodinamicas, por exemplo para a energia e a pressao temos

_/y\_ _OmZ(NV.T) 1 87 (N,V,T)
B = <H>_ B -~ Z(N,V,T) B ’ (442)
_ 19WmZ(N,V,T) _ 1 dZ (N,V,T)
P= 8 oV ~Z(NV,T)B oV (443)

usando estas expressoes com a defini¢ao da MD na aproximacao primitiva (4.21), obteremos

os respectivos estimadores para estes observaveis nesta aproximagao

3NM M-1

(4.44)
1
() - 5[ () ) o @) aw
1
115Y: ({ t}) = 6;\‘7/]\;_%22]\4 <52h2) i—l_Ri)_

(4.46)
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com

HU <Rt, By 6) - ﬁ [U (R}) U (ﬁt_lﬂ n 2”;—%2 (ét_l - ét)z. (4.47)

Denotamos €, e 11, como os estimadores de energia e pressao. Eles nos permitem estimar

os valores esperados da energia, onde seus erros dependem da magnitude de M. Na forma

£ = g (o (1), w29
- (o (1), w2

Isso nos ilustra como podemos utilizar as relagoes termodinamicas para obter estimadores

exata temos

para observaveis que nao dependem s6 das posi¢oes. Também podemos utilizar este método
para outros tipos de aproximacoes, para obter estimadores de as outras variaveis termodina-

micas nao dependentes das posigoes

4.6 Estatistica

Até agora, nao se levou em consideracao se as particulas sao classicas, bosons ou férmions.
Dependendo do tipo de particulas ha uma estatistica que estas obedecem. Por enquanto os
calculos foram feitos para particulas que obedecem a estatistica de Boltzmann. Para bdsons
(férmions) temos que levar em conta que as fungoes de onda por troca de particulas sao
simétricas (antissimétricas). Precisamos construir a MD que leve em conta a estatistica das

particulas. Para fazer isso lembremos que as fungoes de onda das particulas satisfazem

v, ({é}) \/_Z (£1)"" ({P}i}), (4.50)

A

onde {P } sao os operadores de permutacao; +1 para bdsons e —1 para férmions; o exponente

np é o nimero de particulas que sao permutadas com um operador P. Incluindo as fungoes
de onda acima na expressao (4.2), todas as possiveis permutacoes devem ser consideradas.

Para fazer isso, basta fazer as permutagoes sobre as posicoes Ry ou Ry,

o (Ro, Rari ) = 5 3 (1) (R, PRuss ) (4.51)
(P}
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com +1 para bdsons e —1 para férmions. Utilizando o formalismo de I'T temos também que
as permutacoes podem ser feitas sobre as particulas em R, em qualquer “tempo” t = nr.

Definindo um operador (); ; como

~

A P, sei=3
Qij = 3. com0<i<MeO0<j<M
I, sei#j
= Po;+1(1-6), (4.52)

onde I é o operador identidade, temos que a MD para bésons (férmions) serd

1
PB,F (éo, ﬁbM;5> = % Z (£1)"™" /P (éM—1, Qi,MEM§T> H /P (ét—1>Qi,tﬁt;T>d3NRt
(P} t=M—1
(4.53)
onde escolhemos um i qualquer para fazer as permutagoes com o sinal + (-) para bdsons
(férmions). Nosso caso trabalhamos com bésons.
Para estimar a soma sobre as permutacoes, fazemos um amostragem das possiveis per-
mutacgoes, e avaliamos a matriz densidade com simetria de Bose. O caso de férmions é mais
delicado, uma vez que podemos obter sinais negativas. Entretanto nao abordamos estes caso

neste trabalho.



Capitulo 5
Analises de Resultados

Aqui apresentaremos os resultados obtidos com os métodos Variacional de Monte Carlo
(VMC), Difusao Monte Carlo (DMC) e Integrais de Trajetoria com Monte Carlo (PIMC).
Comparamos os resultados obtidos com diferentes dados experimentais e mostramos que
o acordo dos resultados com dados experimentais da literatura é muito bom. Também,
explicaremos algumas limitacoes dos algoritmos e algumas possiveis solugoes.

O potencial de interacao entre particulas de He foi estudada com grade detalhe, tanto
a nivel tedrico, como experimental; ¢ uma das interacoes entre atomos melhor conhecida.
Nés utilizamos o potencial proposto por Aziz no ano 1995[19], chamado HFD-B3-FCI1, que

atualmente é um dos mais utilizados.

5.1 Resultados obtidos com o método VMC

Através do método Variacional de Monte Carlo (VMC) determinamos a fungao tentativa
U que posteriormente sera empregada como funcao guia no método de DMC. Nesta secao
mostramos também que tipo de resultado é possivel de ser obtido. Para tanto calculamos as

energias variacionais e descrevemos como elas sao obtidas.

43



CAPITULO 5. ANALISES DE RESULTADOS 44

Energia Total (K)

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Valor da cosntante C

Figura 5.1: Energia variacional para a densidade p = 29.40 nm =3, em funcido do parametro

C, para trés valores diferentes do parametro b. Podemos ver que o minimo de energia ocorre
para os valores C' = 4.0072 e b= 1.10.

5.1.1 As funcgoes tentativas, sua minimizagao e energias variacionais

Na subsecgao 3.5 apresentamos a funcao de onda utilizada nosso trabalho. Ela tem a seguinte
expressao
N o N b 1 N N2
Wy =Wy, =0, [Je5(70) = [H L75) ] [[e05), (5.1)
i i<j i
e depende de dois parametro, b e C', que de certa forma estao relacionados com a distancia
média entre particulas e a estrutura cristalina do *He sélido!. Como é possivel esperar, os
valores destas constantes mudam com a densidade do sistema, sendo necessario estimara-
as para cada uma das densidades consideradas. A funcao de onda guia, com os valores
6timos de b e C', minimiza a energia do sistema e da sua melhor descricao. Para determinar
estas constantes, implementamos o método variacional, calculando as energias para diferentes
valores das constantes b e C, e determinamos quais deles minimizam a energia. Na Fig.5.1
podemos ver como exemplo os graficos da energia em funcao de C', para trés valores diferentes

de b, para uma densidade do *He sélido igual a 29.40 nm=3. O minimo de energia é obtido

ITemos que lembrar, que na faze liquida a constante C é igual 0 devido as particulas ndo possuirem
estrutura cristalina.
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com os valores b = 1.1 e ¢ = 4.0. Na tabela 5.1 apresentamos os valores obtidos para estes

parametros para cada densidade considerada neste trabalho.

Tabela 5.1: Valores 6timos dos parametros da fungao de onda tentativa (5.1), que minimizam
a energia do sistema no método VMC. Os valores de b e C' sao dados em multiplos de o e
02 respetivamente, com o = 2.556 A.

p(nm™)  b(o)  Clo7?)

liquido
21.85 1.20 0
Sélido
29.40 1.10 4.0
30.60 1.10 4.5
31.02 1.08 5.0
32.51 1.09 5.0

Na tabela 5.2 apresento os resultados das energias obtidas a partir do método variacional,

0s quais compararemos mais adiante com aqueles obtidos com outros métodos.

Tabela 5.2: Resultados das energias obtidos com o método VMC.

P (”mig) Eiota (K) Eeinética (K) Epotencial (K) # De Part.

liquido

21.86 -5.8 + 0.02 15.15 £ 0.03 -20.98 + 0.02 180
Sélido

29.40 -5.02 £+ 0.01 2546 =+ 0.02 -30.48 + 0.03 288

30.60 -4.631 =+ 0.008 2773 + 0.02 -32.36 = 0.02 288

31.02 -4.364 + 0.008 28.18 + 0.02 -32.55 + 0.02 288

32.52 -3.778 +  0.009 30.28 4+ 0.03 -34.06 + 0.03 288

5.2 Resultados utilizando o método de DMC

O método de difusao de Monte Carlo (DMC) ¢ iniciado utilizando um conjunto de M con-
figuragoes dos atomos do sistema. Estas configuragoes podem ser construidas gerando as
coordenadas das particulas de forma conveniente, mas para diminuir o tempo de convergén-
cia e para otimizar a simulacao, podemos aproveitar a funcao de onda tentativa com os valores

6timos de b e C. Para tanto, utilizamos o método de Metropolis para amostrar \\11\2, e no
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equilibro obter as configuracoes necessarias?.

Com as M configuragoes ja obtidas podemos iniciar o calculo como o método DMC'. Mas,
antes disso, devemos estimar os valores dos parametros técnicos do calculo A7, 0\ e wyp,
(ver capitulo 3), que garantirao uma boa estimativa das energias cinética e potencial, e um

processo 6timo de combinagao das configuragoes.

5.2.1 Estimativa dos parametros técnicos A7, I\ e wy,

Como foi dito na subsecao 3.1, no processo de evolugao das configuragoes, ao passar de uma
geracao para outra, temos o parametro técnico A7, que determina a difusao das particulas e
taxa de aceitagao das configuragoes propostas. Utilizamos um valor para A7 que gere uma
probabilidade de aceitacao do 99 %. O valor que satisfaz esta condicao é AT = 107%. Este
procedimento evita a necessidade de realizar a extrapolagao dos resultados para A7 — 0.
Isto porque com este nivel de aceitacao as incertezas associadas ao valor finito de A7 estao
dentro das flutuacoes estatisticas do calculo.

Para estimar a energia potencial utilizamos a seguinte expressao

<U> ) <H (1+ 5/\)>2;)\<ﬁ (1- 5)\)> o) -

que é uma aproximagcao de primeira ordem da derivada de <FI (/\)> com respeito a A, em

A =1, onde calculamos <[:I ()\)> como uma média sobre o ensamble de configuracoes

) SR (R,, /\> Er (Rl, )\)
<H ()\)> STw (R A) , (5.3)

e a energia cinética é estimada da forma

(#) = (1)~ {0)

) <H (1)> ) <H (1+ 5A)>2;)\<Ifl (1- 6>\)> o o

2Temos que levar em conta, que no método variacional as configuracdes entre uma amostragem e a imedia-
tamente posterior, estao correlacionadas. Esta correlagao nao beneficia a simulagao, afetando negativamente
a amostragem do espago de configuragoes. Por isso, devemos descartar diversas das configuragoes entre as
que serao utilizadas para que esta correlagao nao exista ou que seja no minimo pequena.
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Para determinar o valor 6timo de d A que garantisse uma boa estimativa das energias potencial
e cinética, analisei o comportamento da energia cinética estimada para diversos valores de d\.

Como exemplo apresento o analise feita para a densidade 28.68 nm =3

. Temos que escolher
um valor suficientemente pequeno de 0\, para obter uma boa estimativa da primeira derivada

de <H ()\)>, mas também, temos que levar em conta as flutuacoes proprias da quantidade

<f]()\)>.

—
IS_’ 40 ' ' dA=0.00020 —— 40 ' ' " 9A=0.00010 ——
~ 35} dA=0.00017 - — 35} i
Z; 30 | dA=0.00014 -t <
= dA=0.00010 I
it S 30F 1
n 25 =
3 2
= ol 3 o Pttt i, |
>

L ©
g 1° ® 20|
> 10} 0
€ - o 15 1
s O A
O O r"]. poeeiick. E 10 1 1 1 1 1 1 1
& o 1 2 3 4 5 6 7 8 o 1 2 3 4 5 6 7 8

Geracdes (1 02) Geracobes (1 02)

(a) (b)

Figura 5.2: (a) O grafico apresenta a razao entre o nimero de configuragoes com alguns
de seus trés pesos iguais a zero e o numero total de configuragoes, em funcao do niimero de
geracoes, para quatro valores de d\. Podemos ver que a medida que aumentamos o valor
de 0\ se gera mais configuragoes com alguns de seus pesos nulos sao gerados, e além disso,
eles surgem mas rapidamente. (b) Grafico do comportamento da energia cinética, para o
valor 6timo de dA. Se observa que para este valor de d\ a flutuacao da energia tem um
comportamento mais estavel.

Por outro lado quanto maior for 0\, a diferenca entre os trés pesos de cada configuracao
serao maiores, aumentando probabilidade de ter configuracoes com alguns de seus pesos iguais
a zero. Na Fig.5.2a podemos ver como o aumento de d\ pode gerar um aumento no nimero
de configuracoes com alguns de seus pesos nulos. Este tipo de configuragoes aumentam as
flutuacoes na diferenca <H’ (1+ 5)\)> —<ﬁ[ (1-— (5)\)>, utilizada para estimar a energia cinética

(ver Eq.(5.4)). O motivo do aumento da flutuagao na diferenga <ﬁ (1+ 5)\)>— <FI (1-— (5)\)>,
se deve ao fato de que nas avaliagoes das quantidades <1f[ (1+ (5)\)> e <1f[ (1— (5)\)> nao é

utilizado o mesmo grupo de configuragdes. Para entender isso, podemos ver a expressao (5.3);

se para um certo A, temos ng () pesos nulos, para a estimativa da energia associada a este A
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temos em realidade Mg (\) = Nr — ng (A) configuragdes. As configuragoes com pesos nulos
nao participaram na estimativa da energia associadas a este A, aumentando a flutuacao na
avaliacao da energias cinética e potencial.

Fazendo esta analise para cada uma das densidades consideradas, obtivemos que para
valores de 0\ entre [1 x 10745 x 107, podemos minimizar a geracao de configuragoes com
alguns de seus pesos nulos. Com um ajuste criterioso de Ep (ver se¢ao 3.4) e coma escolha
do parametro wy,, = 0.3, é possivel obter boas estimativas das energias cinética e potencial.

Na Fig.5.2b apresentamos o comportamento da energia cinética para um o valor étimo de
oM.

5.2.2 Resultados

Utilizamos 1400 configuragoes no inicio do calculo. No equilibrio, mantivemos o tamanho da
populacao ao redor de 1150 configuragoes. Na fase solida os calculos foram feitos considerando
a uma estrutura hep?. Para cada uma das densidades consideradas, os parametros utilizados
na funcao de onda guia foram ajustados adequadamente, para evitar flutuacoes excessivas do
peso das configuracoes.

O processo utilizado para estimar os valores médios das quantidades de interesse foi o

seguinte:
e Descartamos as configuragoes até que o equilibro seja atingido.

e A partir deste ponto calculamos a quantidade de interesse para todas as configuracoes

de uma dada geragao,

e Calculamos os valores médios formando blocos, com médias 20-40 valores da grandeza
de interesse. Isto é feito para eliminar as correlagoes que existem entre populagoes
separados por “tempos” curtos entre elas, e assim poder estimar de forma confiavel os

erros estatisticos a elas associados

Como exemplo, apresentamos na Fig 5.3 os graficos das energias e do nimero total de
configuragoes N, em fungao do nimero de geragoes (“tempo”) da simulagao, para a densidade
p = 29.40 nm 3. Nestes graficos temos resultados das grandezas indicados em cada bloco de
40 valores. Neste caso podemos ver dos gréaficos de energia que o sistema atinge o equilibrio ao
redor da geracao 2300, a partir dessa geracao calculamos os valores médios das quantidades de

interesse. No grafico 5.3d podemos ver que o ntimero de configuracoes Ny no inicio diminui

3Esta é a estrutura que tem sido observada experimentalmente no * He na fase solida.
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Gréafico dos resultados obtidos com DMC para a densidade p = 29.40 nm =3,

eles sao feitos em funcao do nimero de geracoes ou de novas configuragoes geradas em cada
passo da simulagao.

suavemente até atingir o equilibrio, esta diminuicao ¢ a desejada, uma vez que assim estamos

eliminando as configuragoes com maiores componentes de estados excitados.

No gréafico 5.3d podemos ver, como no equilibro o niimero de configuracoes Ny, é estavel

ao redor de 1150, com um desvio de apenas do 4 %, gracas a o método utilizado para ajustar
a energia trial Er (ver subsegao 3.4). O Ny, apresenta diferentes mudangas em sua amplitude

de oscilagao, isto é devido aos reajustes feitos nos parametros utilizados para ajustar Er em

diferentes estdgios da simulagao e garantir que a populacao se mantenha em média estavel.
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Figura 5.4: Graficos das energia obtidas com os métodos DMC e VMC, em funcao da
densidade. Podemos ver como a energia total obtida com o método VMC é maior que do
método DMC, uma vez que no método VMC' calculamos as energias com a funcao W que
possui componentes de estados excitados, obtendo-se uma energia total maior que do estado
fundamental, a qual é calculada com o método DMC.

Na tabela 5.3 e na Fig.5.4 apresentamos os resultados obtidos com os métodos DMC e
VMC para cada uma das densidades avaliadas. No gréafico 5.4a vemos que a energia obtida
com o método VMC' é maior que do método DMC, uma vez que no método VMC' calculamos
as energias com a funcao W, que possui componentes de estados excitados, obtendo-se uma
energia total maior que do estado fundamental, que foi calculada com o método DMC. Isto
evidéncia o filtragem de estados excitados, feito pelo método DMC, até ficar somente com

o estado fundamental. Também podemos ver, que qualitativamente, o comportamento da
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Tabela 5.3: Resultados obtidos com o método de difusdo. A estrutura considerada na fase

sélida foi hep.

p (A3) Eiotal Eecinética FEpotencial # De Part.
liquido

0.02185 -7.174 £ 0.099 14.20 £ 0.49 -21.38 £+ 0.49 180
Sélido

0.02940 -598 £+ 0.07 25.68 £ 0.60 -31.67 =+ 0.60 288

0.03060 -5.54 £ 0.05 2713 + 0.39 -32.66 £+ 0.039 288

0.03102 -5.15 £ 0.15 28.23 =+ 0.40 -33.52 £+ 0.41 288

0.03251 -4.7%5 £ 0.17 30.58 £ 0.68 -35.33 £ 0.70 288

energias do método VMC, ¢é similar ao do DMC. Que nos indica que a funcao guia Wrp,

descreve qualitativamente bem o *He sélido.

Na Fig.5.5 mostramos, que dentro do erro experimental, os valores obtidos para as energias

cinética na fase sélida, concordam com os dados experimentais achados nas referencias [20,

21, 22, 23|. Isto indica que o método DMC, é capaz de obter resultados satisfatérios da

energia cinética do estado fundamental do *He sélido.

Energia Cinética (K)

30 |
27
24
21
18

15

Liquido

+

Solido

12

20 22 24 26 28 30 32

Densidade (nm™

%)

34

Figura 5.5: Comparacao dos resultados da energia cinética obtidos com o método DMC' com
dados experimentais achados nas referencias [20, 21, 22, 23|. Se pode ver que os resultados
da simulacao concordam com os dados experimentais, dentro do erro experimental.
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5.3 Resultados obtidos com o método PIMC

O método de integrais de trajetorias de Monte Carlo (do inglés PIMC') envolve inicialmente
a construcao das matrizes densidade nas temperaturas de 20, 40, e 80 K, através do método
“squarer” que foi apresentado na subsegao 4.3.2. Com elas avaliamos as energias nas tem-
peraturas de 1 e 2 K, em funcao da densidade, utilizando para cada uma 72 duas particulas
em uma estrutura cristalina hcp. Cada particula tinha associado polimeros compostos de
40 monomeros, que é um numero adequado de monoémeros, o suficiente para fazer um bom
amostragem do espago de trajetérias, com uma boa estimativa das quantidades de interesse.
Também tentamos obter dados para a temperatura de 0.5 K, mas nao se conseguiu atingir
o equilibrio. No momento nao podemos dizer com certeza se é devido a uma limitacao do
algoritmo ou se precisamos uma melhor aproximacao da matriz densidade para temperaturas
menores de 1 K. Nés fizemos os calculos considerando as particulas tanto como bdsons, como
seguindo a estatistica de Boltzmann o que nos permitiu observar a relevancia da simetria
das particulas nestas temperaturas. Em seguida apresentaremos os resultados obtidos e as
analises feitas em diversas densidades e comparamos os resultados obtidos com aqueles do

método DMC' e com dados experimentais.

5.3.1 Resultados

Para comecar, falaremos sobre a relevancia da simetria das particulas nas temperaturas
que consideramos. Na tabela 5.4 estao os resultados das energias obtidas considerando as
particulas tanto como bdson, como seguindo a estatistica de Boltzmann, para as temperaturas
de 1 e 2 K. Na Fig.5.6 temos os graficos das energias em funcao da densidades, para a
temperatura de 1 K.

Da Fig.5.6¢c, vemos que para as densidades na fase sélida, os valores da energia cinética
sao os mesmos ao considerar as particulas como obedecendo a estatistica de Boltzamann e
como bésons. Este fato sugere que os efeitos de troca nao sao tao importantes na fase solida
nas temperaturas consideradas, relativamente altas a temperatura critica da supersolidez
(0.2 K). Mas, para a densidade na fase liquida notamos um pequena diferenga; neste caso,
temos que a simetria bosonica das particulas se faz evidente, devido estaremos em uma
temperatura menor que a temperatura critica da superfluidez (2.17 K). Nesta situacao hé
uma condensacao de Bose-Finstein, onde as particulas condensadas vao para o estado de
menor momento, diminuindo a energia cinética do sistema.

Em seguida comparamos os resultados obtidos com os métodos PIMC e DMC. Na Fig.5.7,
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Figura 5.6: Graficos das energias, para 1 K considerando as particulas tanto obedecendo
a estatistica de Boltzmann como sendo boésons. Estes resultados foram obtidos para 180
particula para na fase liquida e 288 particulas na fase sélida, com uma estrutura hcp.

apresentamos os graficos das energias em funcao da densidade para os resultados obtidos para
1 e 2 K, e fazemos uma comparacao destes com os resultados obtidos com o método DMC.
Podemos ver que o comportamento dos resultados das energias obtidos com o método DMC,
esta acordo com os resultados do método PIMC. Isto indica, que apesar de nao ter sido
possivel estimar as energias para as temperaturas menores a um 1 K eles nos indicam que o
método DMC pode ser utilizado para fazer uma boa estimativa da energias do sistema na
temperatura de 0 K. Na Fig.5.8 comparamos os resultados obtidos para a energia cinética

com os dados experimentais achados na literatura [20, 21, 22, 23]. Vemos como os resul-
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Figura 5.7: Nesta figura apresentamos os graficos dos resultados das energias, obtidos com
os métodos PIMC e DMC. Se pode ver que os resultados obtidos com o método DMC,
concordam com os resultados obtidos com o método PIMC, dentro do erro estatistico.

tados obtidos para esta grandeza concordam, dentro do erro experimental, com os dados
experimentais.
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Figura 5.8: Comparacao dos resultados da energia cinética, obtidos como os métodos PIMC
e DMC, comparados com dados experimentais das referencias [20, 21, 22, 23]. Vemos que
os resultados obtidos nas simulacoes concordam com os dados experimentais, dentro de seus
erros.
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Tabela 5.4: Resultados obtidos com o método PIMC, considerando as particulas tanto como
béson, como seguindo a estatistica de Boltzmann. Estes resultados foram obtidos com uma
simulagao feita para 72 particulas, em uma estrutura hcp. Cada particula tinha associado
um polimero composto de 40 monomeros.

P (nm_3> T <K> TlpO de Slm Etoml (K) Ecinetica (K) Epotencial (K)

Liquido
9 K Boltz. -6.1 + 01 162 £ 01 -2232 £+ 0.03
Béson -63 £ 04 160 £ 05 -223 £ 0.1

21.85

1K Boltz. -6.7 £ 02 156 £+ 0.2 -2227 £ 0.02
Béson 72 £ 02 149 £+ 03 -2218 £ 0.04

Sélido
99.40 Boltz. -6.3 £ 03 255 +£ 02 -318 £ 0.10
Béson -6.3 £ 02 255 £ 0.2 -31.81 £ 0.03
20.60 Bc/>ltz. 56 £ 02 276 +£ 02 -3313 £ 0.06
9 K Béson -6.2 + 02 272 £ 02 -3331 £+ 0.04
3102 Boltz. -6.0 + 02 277 £+ 02 -33.70 £ 0.05
) Béson -3 £ 0.1 2826 £+ 0.08 -33.51 £ 0.07
39 51 Boltz. 5.3 £ 02 302 £ 0.2 -3550 £ 0.05
Béson -46 =+ 02 307 £+ 01 -353 £ 0.10
99.40 Boltz. -6.6 + 01 254 £ 02 -31.97 £+ 0.04
Béson -65 £ 02 254 £ 03 -31.86 £ 0.06
320,60 B(?ltz. -6.2 + 02 271 £+ 03 -33.34 £ 0.09
1K Béson -6.1 + 02 271 £+ 0.1 -3326 £ 0.03
31,02 Boltz. 54 £ 01 281 £+ 0.1 -3353 £ 0.01
Béson -6.14 + 0.09 2783 £+ 0.09 -3397 £ 0.04
39 51 Boltz. -3 £ 02 301 £+ 02 -3444 <+ 0.07
‘ Béson -39 + 009 301 £+ 0.2 -357 +£ 0.1



Capitulo 6

Conclusoes

6.1 Comentarios finais

Neste trabalho realizamos um estudo da energia cinética de um sistema formado por atomos
de *He. Através da implementacao do teorema de Hellmann-Feynman no método de Difusdo
Monte Carlo, conseguimos avaliar as energias cinética e potencial do *He, sem nenhuma
aproximacao adicional. A utilizagdo do método DMC' com multi-pesos permite manter uma
unica populacao no transcurso da simulacao para o calculo das quantidades de interesse,
o que diminui a flutuagao das energias cinética e potencial que avaliamos. Os resultados
obtidos para a energia cinética concordam com dados experimentais da literatura dentro do
erro experimental, mostrado que o Método de Difusao Monte Carlo é um método eficiente
para este tipo de estudos, descrevendo adequadamente o sistema.

Com o método de Integrais de Trajetoria Pelo Método Monte Carlo logramos obter as
energias do ‘He sélido para as temperaturas de 1 e 2 K. Estes valores concordam com os
obtidos com o Método de Difusao Monte Carlo, dentro do erro estatistico, corroborando que
o método de Difusao Monte Carlo, nés permite dar uma boa descricao deste sistema. Mas,
nao foi possivel convergir os sistema para temperaturas menores a 1 K; no momento nao se
pode afirmar qual é o motivo disto, possivelmente possa ser uma inadequada aproximacao
da Matriz Densidade ou mais possivelmente uma limitacao do método.

Nas temperaturas de 1 e 2 K, para as densidades da fase sélida, nao se viu uma mudanca
notdria no comportamento das energias ao considerar as particulas como obedecendo a es-
tatistica de Boltzmann ou Bose. Como ja mencionado, este é o comportamento esperado,
dado que s6 para temperaturas menores a temperatura critica da supersolidez, T, = 0.2 K,

haveria a formacao de um condensado de Bose-Einstein pelos dtomos do *He sélido. Na fase

o7
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liquida, se viu que a energia cinética das particulas com simetria de Bose é menor que aquela
onde esta simetria nao é satisfeita. Esta situacao, é esperada, dado que as temperaturas
consideradas sao menores que a temperatura critica da superfluidez, T, = 2.17 K, onde os
atomos de *He formam um condensado de Bose-Einstein, e as particulas condensadas vao

para o estado de menor momento.

6.2 Perspectivas

No método de Difusao Mote Carlo, como vimos, para garantir uma boa estimativa das ener-
gias cinética e potencial, é desejavel que a populacao de configuracoes utilizada nos céalculos
mantenha-se estavel. A procura do ajuste adequado dos parametros de simulacao pode ser um
trabalho dispendioso que pode levar um bom tempo. Assim, aprimoramentos metodoldgicos
sao sempre valiosos e em certa situacoes necessarios, por exemplo em simulagoes que envolvam
férmions. Um possivel desenvolvimento do método consistiria em combinar as configuracgoes
com pesos mMenor a wyy,,, com as de maior peso, o que seria mais eficiente, do que a combinacao
de configuracoes de pesos menores a wyy,.. Este novo procedimento poderia evitar ainda mais
a existéncia de configuragoes com pesos nulos, o que ha diminuir as flutuagoes nas energias
cinética e potencial.

No método de Integrais de Trajetoria pelo Método de Monte Carlo, nao conseguimos
equilibrar o sistema para temperaturas menores a 1 K, no momento nao temos certeza a que
se deve isto. Por um lado temos que a medida que diminuimos a temperatura do sistema, a
amostragem do espago de trajetérias torna-se mais delicada, aumentando consideravelmente
o numero de passo necessarios para avaliar as quantidades de interesse. Para utilizamos um
nimero de monomeros pequeno e diminuir o tempo de céalculo, precisamos construir uma
matriz densidade de menor temperatura, com um A7 maior, onde talvez a aproximacao da
matriz densidade (ver segao 4.3.2) pode ndo ser a mais indicada. Uma possivel solugdo a
esta dificuldade seria a de propor uma nova aproximacao para construir a Matriz Densidade,
que nos permitiria estudar o *He sélido em temperaturas ao redor da temperatura critica
T. = 0.2 K da fase super sélida.

Um outro aspecto que seria desejavel no estudo da energia cinética dos sistemas formados
por atomos de hélio seria o de examinar em pormenores o efeito de tamanho finito em nossos
resultados. Este aspecto entre outros é objeto de nossa atencao no momento, pois acreditamos
que o estudo desta grandeza podera ajudar na compreensao destes fascinantes sistemas que

sao os formados por atomos de hélio.
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