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Resumo

Este trabalho propoe duas fungoes de onda variacionais baseadas no conceito
de particulas sombra e que descrevem a fase sélida dos sistemas formados por
atomos de “He. Uma delas, denominada Funcao de Onda Sombra Livre e
Periédica (¢ prg) fornece bons resultados para esta fase aferidos pelas suas
propriedades, entre elas as energias do sistema e a distribuicao radial de pares
que se mostraram em bom acordo com outros resultados da literatura. A
outra, denominada Fungdo de Onda Sombra Periédica (¢)ps) além de fornecer
bons resultados para as propriedades de interesse, se destaca por conseguir
descrever a fase supersoélida e desse modo predizer uma Condensacao de Bose-
Einstein na fase sélida. Todos os resultados que obtivemos foram decorrentes
de nossas préprias implementagoes numéricas através do método Monte Carlo

Variacional.

Palavras-Chave: Método Variacional de Monte Carlo, Supersoélido.
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Abstract

This work proposes two variational wave functions based on the concept of
shadow particles that describes the solid phase of systems formed by atoms
of “He. One of them, called Periodic Free Shadow Wave Function (¥ppg)
provides good results for this phase like the energies of the system and the
Radial Distribution Function that proved to be in good agreement with other
results of the literature. The other, called the Periodic Shadow Wave Function
(¥pg) in addition to providing good results for these properties, describes the
supersolid phase and thus predicts a Bose-Einstein Condensation of the solid
phase. All the results that have been obtained are due to our own numerical

implementations of the Variational Monte Carlo method.

Key-words: Variational Monte Carlo Method, Supersolid.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

O atomo de Hélio possui dois isétopos estaveis:

e 3He: ntcleo formado por dois prétons e um néutron. Podemos atribuir

ao atomo spin total % e portanto ele segue a estatistica de Fermi-Dirac;

e ‘He: ntcleo formado por dois prétons e dois néutrons, spin total 0 e

portanto segue a estatistica de Bose-Einstein.

Os sistemas formados por dtomos de *He apresentam fenomenos como o da
superfluidez, que desperta ha muito tempo, um interesse tanto teérico como
experimental. Esta situacao levou sob muitos aspectos a um conhecimento
bastante razoavel destes sistemas na fase liquida. A fase sélida, obtida so-
mente com a aplicagao de uma pressao externa de cerca de 25 atm mesmo
para temperaturas tendendo a zero, sempre mostrou-se de entendimento mais
delicado. Uma teoria variacional que descrevesse a fase sélida considerando
uma funcao tentativa completamente simétrica, como exigido pela estatistica
de Bose-Einstein satisfeita pelos 4tomos de *He, e que apresentasse conseqiién-
cias praticas palpaveis surgiu somente em 1988 [1].

A superfluidez na fase sélida é objeto de especulagoes tedricas ha muito

tempo [2, 3]. Entretanto, a observacao deste novo estado da matéria desafiou
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a fisica experimental até recentemente. Esta situacao comegou a mudar a
partir do ano de 2004, quando Moses Chan da Pennsylvania State University
anunciou a possivel observacao de superfluidez do hélio sélido [4]. Foi proposto,
no mesmo ano, um novo diagrama de fases para o “He [5]. Nos trabalhos
teodricos, a origem do comportamento superfluido da fase sélida é atribuida as
vacancias e ao correspondente fluxo de massa. Essa concepgao persiste até a
atualidade [6]. A experiéncia, entretanto, nao fornece evidéncias conclusivas
para esse mecanismo [5]. E colocada até mesmo a intrigante possibilidade da

fase supersdlida nao estar associada a Condensacao de Bose-Einstein (BEC).

1.2 Sélidos quanticos

Como foi mencionado na secao 1.1, até 2004 havia apenas especulagoes de um
comportamento superfluido na fase sélida do *He. O termo sélido quantico é
muitas vezes empregado independentemente de haver ou nao algum fenéomeno
semelhante a superfluidez nessa fase.

E chamado de sélido quantico, um solido que apresenta uma energia de
ponto zero, efeito puramente quantico, dominante em relacao a energia tér-
mica. A amplitude vibracional dos atomos em relagao aos sitios da rede nao
¢ desprezivel quando comparadas as distancias de primeiros vizinhos, logo,
a analise para os modos de vibracao da rede utilizando expansoes de Taylor
em torno das posicoes de equilibrio nao pode ser realizada, isto é, os efeitos
anarmonicos sao predominantes nos solidos quanticos.

Para se ter uma idéia, uma medida experimental do fator de Debye-Waller
7] para uma estrutura HCP de *He, forneceu o valor de (26.2 4 0.6)% para o
deslocamento quadréatico médio de um atomo em relagao a distancia de primei-
ros vizinho na dire¢ao do eixo ¢ em T' & 0.7K no ponto de fusao [8]. Sélidos em
geral, possuem um deslocamento da ordem de 10% da distancia entre primeiros
vizinhos no ponto de fusao [9].

Nos sélidos, as interagoes de um atomo com o hard core do potencial sao

eventos infreqiiéntes, ja nos solidos quanticos, essas interagoes tem grande pa-
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pel na descricao do sistema. A importancia dos efeitos quanticos nos solidos

pode ser aferida através do parametro de Boer-Blaisse [10]

h
A= W. (1.1)
Originalmente, as constantes o e € se referiam aos parametros do potencial
Lennard-Jonnes' para sistema formados por dtomos de massa m. Essencial-
mente, o parametro A compara o comprimento de onda () de de Broglie com
a magnitude do hard core do potencial, 0. Se A é da ordem de grandeza de o,
o so6lido & altamente quantico. Quanto maior o valor de A, maior a vibracao

anarmonica da rede [11].

Elemento m[u. m. a] e[K] o[A] A
He 4 10.2 256 0.426
Ne 20 36.3 2.82 0.092
Ar 40 119.3 3.45 0.029
Kr 84 159  3.60 0.017
Xe 131 228 397 0.010

Tabela 1.1: Parametro de de Boer-Blaisse (A) para os elementos de gés nobre
indicados. Dados: massa atomica, parametros € e o do potencial de Lennard-
Jones para cada elemento [10].

A tabela (1.1) contém os parametros do potencial de Lennard-Jonnes para

os elementos gases nobres assim como o parametro A de de Boer-Blaisse. Os

Wirs(r) = 4e [(%)12 — (%)G} Embora o presente trabalho nao utilize esse potencial

interatomico, muitos trabalhos atuais utilizam-se dos parametros o e € desse potencial como
unidades de medida de comprimento e energia, respectivamente.
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efeitos quanticos tornam-se mais importantes quanto mais leve o elemento.
Por exemplo, para o sélido de He em relagao ao de Xe os efeitos quanticos sao
mais importantes pois Ag. > Ax.. Portanto, o potencial fracamente atrativo
e um hard core de curto alcance fazem do sélido formado por dtomos de *He

um sélido quantico.

1.3 A fase supersodlida

A fase superfluida de *He liquido é bem conhecida e é atribuida a condensacao
de Bose-Einstein a origem de tal fenomeno, isto é, nessa fase ha um nimero
finito de particulas que compoem o sistema em um mesmo estado quantico, o
estado de momento igual a zero [12]. Embora a fase superfluida tenha origem
quantica, efeitos macroscépicos sao observados tais como o escoamento com
baixa viscosidade do liquido por orificios e a baixa resisténcia ao fluxo de
calor.

A fase solida é menos conhecida sob o ponto de vista tedrico. Este fato fica
especialmente evidenciado agora, apds os recentes resultados experimentais
[4, 5, 13] da assim chamada fase supersélida do *He. Esses resultados sio
apresentados de forma sintética a seguir.

Com a finalidade de detectar uma inércia de rotagao nao classica foram rea-
lizadas medidas do periodo de oscilagao para varias amplitudes do movimento
em funcao da temperatura utilizando um arranjo experimental tipo péndulo
de torcao. Tal arranjo contém um compartimento onde o liquido de *He é
armazenado e posteriormente solidificado por acao de uma pressao externa e
a temperaturas proximas ao zero absoluto, vide Fig. (1.1).

Esse péndulo de tor¢ao possui um periodo dado por

7= 27r\/g. (1.2)

Na expressao (1.2), I é o momento de inércia do conjunto (péndulo + “He
sélido) e G é a constante de tor¢ao do aparato experimental. Observou-se uma

acentuada diminuicao do periodo de oscilacao abaixo de uma temperatura
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< ’ g He Solido
(a) (b)

Figura 1.1: Montagem experimental para a deteccao da fase supersélida do
“He. (a) Péndulo de torgao. (b) Compartimento com “He sélido [5].

de transigao de cerca de 0.2 K [4] e conseqiientemente uma diminuigdo no
momento de inércia do conjunto oscilante.

Os compartimentos que armazenam o *He sélido foram preparados de duas
formas. Em uma delas um tipo de vidro poroso denominado Vycor é preen-
chido com *He liquido, logo em seguida aplica-se pressao externa até a amostra
se solidificar. Devido a porosidade do Vycor, o processo de solidificacao induz
uma cristalizagdo com muitos defeitos [4]. Na outra ¢ utilizado o *He em bulk.
No recipiente ha apenas o hélio sob pressao. Como em ambos os casos foi
observado um momento de inércia nao cldssico, esta é uma propriedade do *He

que parece ser independente do processo de cristalizacao realizado.

Esse efeito, a Inércia Rotacional Nao-Classica (NCRI) é quantificado por

I = Iclassic [1 - fs(T)] ) (13)

onde f,(T) é a “fragao superfluida”. No *He liquido, f,(T) tende a 1 no limite
de temperatura zero e tende a 0 quando T' = T, a temperatura critica [14].
Embora na fase sélida a fracao superfluida mesmo em T' = 0K seja muito menor
que 1, uma parte dos dtomos que constituem o bulk de *He nao acompanham
o movimento do péndulo de torcao, diminuindo assim a inércia rotacional do
sistema. Tipicamente, cerca de 1.5% das particulas estao nessa condi¢ao. A
Fig. (1.2) exibe o diagrama de fases para o *He.

Estes resultados experimentais levaram a muitas investigacoes teédricas dos
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Figura 1.2: (a) Diagrama de fases usual para o *He [10]. (b) Proposta de um
diagrama de fases para o *He considerando a fase supersdlida [5].

sistemas formados por atomos de Hélio na fase sélida na tentativa de adquirir-se
um maior entendimento desta fase. Calculos como Path Integral Monte Carlo
(PIMC) [15] e Shadow Path Integral Ground State (SPIGS) [16] apresenta-
ram resultados interessantes mais ainda assim, nao conclusivos sobre a fase
supersélida. Algumas das possibilidades para a explicacao do comportamento
superfluido na fase sélida do *He [14] sao as seguintes.

1. O nimero de atomos nao é igual ao nimero de sitios da rede, isto é, em
uma temperatura proxima a zero ha uma concentragao de vacancias de

ponto-zero que podem induzir eventualmente BEC;

2. As amostras experimentais contém varios (possivelmente fora do equili-

brio) defeitos como deslocamentos;

3. O nimero de atomos ¢é igual ao nimero de sitios da rede mas podem
ocorrer processos de troca entre atomos vizinhos (sabe-se ocorrer em

taxas nao despreziveis em sélido de *He) levando o sistema a exibir NCRI.
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1.4 Organizacao e Objetivos

O principal objetivo desta dissertagao de mestrado é o de desenvolver uma fun-
¢ao de onda variacional que descreva a fase supersélida dos sistemas formados
por dtomos de “He em T = 0K. Neste trabalho utilizam-se simulacoes compu-
tacionais baseadas no Método Variacional com Monte Carlo para a obtencao
dos resultados.

Os métodos de Monte Carlo Quantico representam muito mais que uma
simples ferramenta numérica para abordar problemas analiticamente intrata-
veis. Com a aplicagao de alguns desses métodos é possivel aumentarmos de
fato nosso conhecimento dos sistemas de muitos corpos quanticos, ja que alguns
deles incorporam e dependem de aspectos fisicos essenciais dos sistemas. O Mé-
todo Variacional com Monte Carlo permite testar, sem nenhuma aproximagao
adicional além da abordagem variacional, possiveis descrigoes dos fendmenos
fisicos, é de facil implementacao e requer equipamentos computacionais mo-
destos. Além disto, por utilizar muitos recursos empregados nos métodos mais
avangados e até mesmo por fornecer resultados necesséarios a estes métodos,
representa uma excelente abordagem dos sistemas de muitos corpos quanticos.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma: No capitulo 2 a Hamil-
tonina dos sistemas de atomos de “He é descrita e o potencial de interacao ab
initio empregado ¢é apresentado assim como trés dos modelos variacionais da
literatura. As novas fungoes variacionais para a fase sélida propostas por este
trabalho sdo apresentadas no capitulo 3. A metodologia empregada nas simu-
lagoes esta descritas no capitulo 4. Os calculos das propriedades dos sistemas
formados por atomos de hélio estao apresentados no capitulo 5. Os principais
resultados obtidos com os modelos variacionais desta dissertacao encontram-se

no capitulo 6. As conclusoes e discussao final s@o debatidas no capitulo 7.
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Capitulo 2
Teorias Variacionails

Este capitulo apresenta a Hamiltonima do sistema em estudo assim como
aborda o Método Variacional para o calculo da energia e de outras propri-
edades do estado fundamental para os sistemas formados por dtomos de “He.
Também sao apresentadas trés funcoes tentativas da literatura que descrevem

as fases liquida e solida desses sistemas.

2.1 A Hamiltoniana

Descreve-se um sistema de N atomos de “He com massa m que interagem entre

si através de um potencial interatomico V', pela Hamiltoniana

RSN,
H=— - ;vi +V(R), (2.1)

onde R = {ry,rq,...,ry} representa o conjunto dos vetores posigdo dos N
atomos de *He. O primeiro termo é simplesmente a soma das contribuicoes
da energia cinética de cada atomo i. O segundo termo representa a energia

potencial que depende das 3NN coordenadas das particulas.
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2.2 Potencial interatomico

Embora uma descricao acurada dos sistemas de atomos de hélio na fase con-
densada requeira ao menos interagoes de trés corpos para se reproduzir de
maneira precisa as energias totais por atomo medidas experimentalmente [17],
a sofisticacao de se adicionar essas interagoes produz um ganho de apenas dé-
cimos de Kelvin na energia [18]. Dentro de nossos objetivos, a aproximagao de
se considerar um potencial de pares é razoavel tendo em vista o menor custo

computacional exigido pelas simulagoes.

- - - Lennard-Jones |]
—— SAPT2

[K]

V(r)

Figura 2.1: Potenciais de Interagao SAPT2 e Lennard-Jones. O parametro de
de Boer-Blaisse pode ser calculado com potenciais mais sofisticados V'(r) onde
o e € sdo constantes tais que V(r=0) =0e % =0. esapre = 11.0610 K,

OSAPT2 — 2.96463 A

Para o sistema em estudo deste trabalho, considera-se um potencial inte-
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ratomico ab initio de dois corpos denominado SAPT2 [19]. Para uma dada
distancia r entre dois atomos, r = r;; = |r; — r;|, o potencial SAPT2 é dado

por

6

V(r)= Aexp(—ar+ pr?) — {1 - (Z(ér)’“/k;!)] exp(—dr)Cs f (1) /r°

k=0

— i {1 — (%(57")’“/1{:') exp(—ér)} Copn /7",
n=4 k=0 22)
onde f(r) é uma fungao de retardamento relativistico a qual suavemente muda
o comportamento do termo de dispersao dipolo-dipolo nas regioes intermedié-
rias e de longo alcance [20]. A figura (2.1) ilustra a forma desse potencial

comparado com o de Lennard-Jonnes 12-6.

2.3 Método Variacional

A equacao de Schrodinger independente do tempo para um sistema formado
por atomos de Hélio é uma equacao de autovalores e autofuncoes da Hamilto-
nina da Eq. (2.1)

H |on) = En|¢n), (2.3)

onde o espectro de energia sao os F, e as autofuncoes ou autoestados sao os
kets |¢n), sendo Ejy a energia do estado fundamental |pg). Para este sistema
de muitos corpos quanticos, essa equacao nao é analiticamente solivel, logo
nao se conhece os autoestados exatos da Hamiltonina nem suas respectivas
energias. Nesta situacao, métodos de aproximagao sao de grande valia na
busca de estimativas as propriedades de interesse.

O Método Variacional [21] é usualmente aplicado quando se deseja obter
uma estimativa da energia do estado fundamental do sistema. Para aplica-lo,

é necessaria uma percepcao fisica do problema em questao que possa guiar a
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construcao de uma aproximacao para a fungao de onda do estado fundamental.
Esta funcao é denominada funcao de onda teste, funcao de onda tentativa
ou simplesmente funcao de onda variacional. Detalhes da construcao de tais

fungoes estao contidos na secao 2.4.

Seja um estado variacional representado por [¢)r) nao necessariamente nor-
malizado. A estimativa da energia do estado fundamental é denominada ener-

gia variacional Er e é calculada por

(Urlvr)

De acordo com um teorema que serd demonstrado a seguir

Er > Ey, (2.5)

isto é, a energia variacional é um limite superior para energia do estado funda-
mental. O sinal de igual é para a situacao onde a fungao variacional é idéntica

a funcao exata do estado fundamental.
Demonstracao

Seja {|pn)} um conjunto completo de autoestados da Hamiltoniana H e

{|En)} o conjunto dos autovalores.

Expande-se a fungao tentativa nesses autoestados:

r) = Z |9n) (@nlthT) - (2.6)
n=0
Agora, a expressao (2.4) ¢é calculada usando-se (2.6)

ZZO:O ZZ?:O (@n|H|on) <S0n|¢T>* {(w|r) (2.7)
ZZO:O Z?:o {@nlon) <90n|wT>* (owlbr) ‘

O conjunto {|¢,)} é ortonormal, dai decorre que (@;,|¥n) = dpn. Usando

Er =

essa ortonormalidade e a equagao de autovalor (2.3), calcula-se o elemento de
matriz (pn|H|pn) = Eyon,. Rearranjando esses resultados na equagao (2.7),

chega-se a
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_SnBlledunl L SreBledil g
Zn:() |<90n|,¢T>| Zn:O |<(l0n|¢T>|
onde por hipdtese Ey < E; < Fy < ... < E,. Logo, a sentenca (2.5) foi

demonstrada.

Uma funcao tentativa pode conter varios parametros, denominados pa-
rametros variacionais. Entao, se uma funcao tentativa for dada por ¢y =
r(A1, Ag,y ...y Ay) onde os \; sdo parametros variacionais, a energia variacional
(2.4) deve ser minimizada com respeito a eles:

OEr 0Er 0... OEr

o O 0N,

= 0. (2.9)

2.4 Funcoes de Onda Tentativas

O objetivo na construcao de uma teoria variacional é a obtencao de uma funcao
de onda tentativa que exprima as caracteristicas do sistema em estudo. Em-
bora essa construcao tenha um forte apelo intuitivo sobre o comportamento
do sistema fisico real, existem algumas propriedades gerais que essas fungoes

devem possuir.

No caso de um sistema de bdsons, a fungao deve ser simétrica, isto €, o
sinal da funcao deve permanecer inalterado sobre permutacao de particulas.
A funcao deve ser translacionalmente invariante. A fungdo de onda do es-
tado fundamental nao deve ter nés. Como o sistema é investigado impondo-se
condicoes periddicas de contorno, a funcao tentativa e sua primeira derivada
devem ser continuas nos limites da caixa de simulagao. Maiores detalhes sobre

essa questao estao discutidas no capitulo 4.

A funcao de onda exata de um sistema de muitos corpos quanticos formado
por N bésons na representagao de Feenberg [22] pode ser escrita como pro-
dutos de fatores de correlacao de dois corpos f, de trés corpos ) e assim

sucessivamente até N corpos
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er@®) =[] re) TT £50 TI 150 (2.10)
i<j <j<k 1<J...<w

Esta secao apresenta a formulagao de Jastrow na subsecao 2.4.1 que des-
creve a fase liquida do *He apenas pelo primeiro termo da expansao de Feen-
berg. Em seguida, na subsecao 2.4.2 é discutida a formulacao de Nosanow-
Jastrow para a fase sélida que considera além do termo de Jastrow de dois
corpos, um termo adicional de campo médio de um corpo que localiza os ato-
mos nos sitios de uma dada rede. A teoria de Nosanow-Jastrow portanto,
introduz um termo que destréi a simetria da funcao de onda e que a torna
nao translacionalmente invariante. A funcao de onda sombra, cuja descrigao
da fase liquida e sélida é feita sob a mesma forma funcional é mostrada na
subsecao 2.4.3. Esta funcao tentativa além de possuir fortes motivacoes fisi-
cas, introduz de forma tratavel correlacoes de todas as ordens até o nimero de

particulas do sistema como esperado na representacao de Feenberg.

2.4.1 Fungao de onda Jastrow (1))

Dado o problema dos N corpos quanticos da Eq. (2.1), a chamada fungao de
Jastrow possui a forma de produtos de pares apenas 1, (R) = Hf\i ;1 (rij) [23].
A funcao tentativa mais simples que pode ser construida para um sistema de

atomos de Hélio considera apenas o primeiro termo da expansao da Eq. (2.10).

Portanto, para compor vy é necessario determinar f(r), uma fungao que
depende apenas da coordenada relativa de duas particulas e que incorpore uma
descrigao adequada das mesmas. Os principios que nortearam a elaboragao da
funcao de Jastrow sao descritos a seguir. Nesta funcao tentativa é suposto
que o comportamento do sistema como um todo é determinado pelos pares de

atomos vizinhos.
Sejam dois dtomos de “He com massa m que interagem devido a um po-
tencial interatomico V' (r). A Hamiltoniana para o centro de massa do sistema

é dada por
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H=——V*+V(r), (2.11)

onde g =m/2 é a massa reduzida do par.
As condigoes de contorno para a solugao aproximada f(r) da equagao de

Schrodinger usando a Hamiltoniana da Eq. (2.11) sdo [24]

lim,_of(r) =0, (2.12)
lim,_ f(r) = constante. (2.13)

Claramente, a Eq. (2.12) expressa o fato que nao deve haver sobreposicoes
entre as particulas devido a grande repulsao do potencial interatomico a pe-
quenas distancias. A Eq. (2.13) diz respeito a descorrelacdo existente entre as
particulas a grandes distancias.

Sem perda de generalidade, uma possivel forma para a func¢ao f(r) é dada

por

f(r) =720, (2.14)

onde a funcdo u(r), é o chamado pseudo potencial que deve ser determinado.

Uma forma funcional para u(r) que incorpora as exigéncias impostas pela
Eq. (2.12) e pela Eq. (2.13) para f(r) foi proposta por McMillan [25]

u(r) = (Q)n (2.15)

onde b e n sao dois parametros variacionais. Para o potencial Lennard-Jonnes
b n
12-6, f(r) = e 3(7)" 6 uma solucao aproximada para a equacao de Schrodinger

H f(r) = Ef(r) no limite assintdtico » — 0. Em coordenadas esféricas

110 = B0 =~ L o+ (9)” - (2)'] s = B10)
(2.16)

que apos alguma &algebra se reduz a equagao
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h_Q{ln(n%—l)b” 1 n2p* N nb" } e l(g)m_ (g)ﬁ} _ B (217)

m 2 2 4p2et]) T opni2 r r

Analisando o comportamento dominante para r — 0 a Eq. (2.17) se reduz a

B2 (1 n2p* o 12
m {_Zﬂ(nﬂ) } e [(?) ] =0, (2.18)

de onde se conclui que

16 € o2 m\
n=>5e b=——— . 2.19
(“5") 219
Estas estimativas dos parametros variacionais n e b revelam-se bastante boas.
McMillan [25] foi o primeiro a realizar o calculo variacional com Monte Carlo

para a fase liquida do “*He obtendo excelentes resultados com essa funcao.

Como para um sistema de bésons o estado fundamental é descrito por uma
funcao de onda sem nés, é possivel estabelecer uma correspondéncia entre sis-
temas classicos e quanticos devido a forma funcional da solugao aproximada
f(r). Essa correspondéncia ¢ estabelecida pela analogia que existe entre o fator
de Boltzmann de um sistema ficticio e a grandeza [;(R)|* dR pois, ambos di-
zem respeito a probabilidade de um sistema acessar um estado configuracional
em particular. Dai decorre a escolha da forma de f(r) e também por u(r) ser

conhecido como pseudo potencial.

No trabalho de McMillan, a minimizacao da energia revelou os valores dos
parametros variacionais como sendon =5e b = 2.6A. Calculando diretamente
o valor de b da expressdo da Eq. (2.19), chega-se a b = 2.9A, uma excelente

estimativa em relacao ao resultado do calculo variacional.

Como o potencial SAPT2 é muito semelhante em forma ao potencial Lennard-
Jonnes (vide Fig. (2.1)), pode-se fixar o expoente n = 5 e tomar apenas b um
parametro variacional. Assim, a funcao de Jastrow com pseudo potencial Mc-

Millan é dada por
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wJ<R>=ﬁexp - (i) | (2.20)

rij

onde b é um parametro variacional. Essa funcao é invariante translacional-

mente e simétrica em relacao a permutacao de particulas.

f(r)

Figura 2.2: Termo de dois corpos da funcao de Jastrow com pseudo potencial
McMillan onde b é um parametro variacional e r é a distancia entre duas
particulas.

A grandeza |f(r)|* é proporcional a densidade de probabilidade! de se en-
contrar um par de particulas a uma dada distancia r. Pode-se observar na
Fig. (2.2) como o parametro variacional b ajusta essa densidade de proba-
bilidade. Com um valor de b relativamente pequeno, a probabilidade de se
encontrar duas particulas proximas uma a outra é maior que a probabilidade
da situagao onde o valor de b é maior. O valor 6timo para esse parametro
variacional quando o potencial SAPT2 é usado na Hamiltoniana da Eq. (2.1)
foi determinadao pela minimizacao da energia variacional Eq. (2.4).

Essa formulagao variacional fornece bons resultados para a fase liquida do

!Geralmente, o médulo ao quadrado da funcio de onda denota uma densidade de pro-
babilidade. Porém, como no caso de ondas planas, existe uma dificuldade em usar essa
interpretacao até que a normalizacao no volume da caixa de simulagao seja estabelecida.
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“He [25] inclusive descreve a fase superfluida com uma fracao de condensado de
aproximadamente 11% na densidade de equilibrio em bom acordo com os dados
experimentais. Os resultados para essa funcao de onda usando o potencial

SAPT2 sao apresentados no capitulo 6.

2.4.2 Funcao de onda Nosanow-Jastrow (i)

Embora a funcao de Jastrow reproduzisse com sucesso as propriedades do *He
liquido, ela nao foi capaz de descrever a fase solida de forma adequada. A
funcao de Jastrow apresenta efeitos de correlagao de curto alcance apenas.

Uma proposta de funcao variacional que descreve com sucesso a fase solida
foi dada por L. H. Nosanow [24]

N

Uns(R) =9, (R) [ & (Jre — 1)), (2.21)

k=1

onde 15 é a funcao de Jastrow e ¢ é uma funcao de um corpo que localiza cada
particula ry em torno de um sitio 1, de uma dada rede cristalina.

Da maneira que essa formulacao é feita, pode-se perceber que esta fungao

de onda nao ¢é simetrizada sobre permutacoes de particulas. Por exemplo, para

duas particulas a Eq. (2.21) fica explicitamente escrita como

Yn(re,12) = ¥y(r1,12)¢ (|11 — Lif) ¢ (|Jr2 — 12f) - (2.22)

Na Eq. (2.22), a func@o de Jastrow 1; permanece inalterada sob permuta-
¢ao das duas particulas pois depende apenas de |r; — ra|, porém o segundo e
o terceiro termo tornam a funcao de onda claramente nao simétrica.

Uma maneira de levar em conta os efeitos de simetria é a de localizar todas
as particulas em todos os sitios da rede. No caso de dois dtomos a fungao pode

ser reescrita como

Yna(ry,re) = P (r1, 1) (@ (Jrr — Li]) @ (Jr2 — Lof) + & (|r1 — 1ao|) & (|r2 — Lu])]
(2.23)
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o que claramente leva a correta simetrizacao da fungao de onda.

A energia total por dtomo tipica da fase sélida é da ordem de 5 K [26].
A simetrizacao da funcao de onda tentativa diminui a energia variacional por
um quantidade proporcional a energia de troca por cerca de 3uK/dtomo [15].
Logo, ¢ uma boa aproximacao considerar o acoplamento de uma particula a
um sitio da rede apenas.

A funcdo [[o, ¢ (|rx — Ix]) é uma funcéo de onda tentativa de Hartree [24].

As condigoes de contorno gerais para ¢(r) sao

lim,_o¢(r) = finito, (2.24)
lim, oo (r) = 0. (2.25)

A forma analitica usual utilizada para a fungao ¢(r) que incorpora as condigoes
impostas pela Eq. (2.24) e pela Eq. (2.25) é

o(r) = exp (—Cr?), (2.26)

onde C' é um parametro variacional que ajusta a largura da gaussiana como
ilustrado na Fig. (2.3).

A funcao de Nosanow-Jastrow é dada explicitamente por

Yns(R) = Hexp [—% (%) ] Hexp [—C|ri — lkﬂ : (2.27)

com b e C parametros variacionais e 1 as coordenadas dos sitios de uma dada

rede cristalina imposta.

2.4.3 Fungao de onda Sombra (1g)

Fungoes tentativas baseadas no conceito de particulas sombra [1] representam
uma classe bastante poderosa para o tratamento de sistemas quanticos de
muitos corpos. FEstas fungoes podem ser pensadas como representagoes da

forma de Feenberg (Eq. (2.10)) onde se introduz correlagoes de ordem igual
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$(x)

Figura 2.3: Termo de um corpo da funcao de Nosanow-Jastrow. C' é um para-
metro variacional que acopla por uma gaussiana uma particula a um particular
sitio da rede 1.

até o numero N de particulas do sistema considerado de forma tratavel.

A funcao de onda sombra ¢é definida em termos de uma integral de variaveis

auxiliares S = {sy, 89, ..., Sy} em todo o espago

Vs(R) = / =(R.S)dS, (2.28)
onde = é dada por
N N
=Z(R,S) = vsR) [T o (Irx —sil) [T v (si = sml), (2:29)
k=1 I<m

onde 1 ; é a funcao de Jastrow que depende apenas das coordenadas do espaco
de configuragoes R, ¢ é um acoplamento gaussiano entre as variaveis espaci-
ais rp e as variaveis auxiliares s, e v é um termo na forma de Jastrow que

correlaciona as s; entre si.

A funcao de onda sombra é simétrica. Se as particulas k e k' sdo permuta-
das, os produtos do acoplamento antes da permutagao ¢ (|rx — sg|) ¢ (Jre — spr|)

e apds a permutacao ¢ (|ry — si|) ¢ (|rr — sp|) ndo alteram a fungao variaci-
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onal pois o conjunto S = {si,8s,...,sy} é formado por varidveis mudas de
integracao portanto, basta fazer a mudanca de variavel s, — s e sp — si

para que a funcao g fique inalterada.

Além de apresentar a correta simetria, a funcao 1g(R) é translacionalmente
invariante. Logo, ela possui propriedades inerentes ao sistema de *He e por-
tanto o descreve de uma forma mais adequada. Na formulagao original para a

fungao de onda sombra [1] ela é explicitamente dada por

al 1/b\° N N L /b
v¥s(R) = Hexp [_5 <_> ] /dSHeXP [—C i — sl Hexp [—5 (ih
i<j "ij P i<m Sij

(2.30)
onde dS = d®s d>sy...d>sy € Sy, = |8; — S,|. Os parametros variacionais sio b,
Ce bsh~

N———

Desde que as variaveis auxiliares sao isomorficas a coordenadas de um sis-
tema de particulas correlacionadas através de um pseudo potencial como o
dado pelo tltimo fator da Eq. (2.30), pensa-se estas varidveis como coordena-

das de particulas ficticias, as particulas sombra.

As interacoes existentes entre as particulas do sistema podem ser examina-

das considerando a densidade de probabilidade de uma configuracao R ocorrer

lhs(R)|? _//dSAdSBE(R, S4)Z(R, Sp), (2.31)
onde Sy = {s{,s5,....,sy} e Sp = {sf,sF,...,s§}. Como ilustrado na Fig.

(2.4) pode-se notar que nao ha interacao direta entre os conjuntos S e Sg.
H4 interacoes diretas apenas entre os atomos assim como entre as particulas
sombra de um determinado conjunto. Cada dtomo do sistema também interage
diretamente com duas particulas sombra, uma de cada conjunto. Este arranjo

formado por um atomo e duas particulas sombra recebe o nome de trimero.
A funcado de onda sombra apresenta a mesma forma analitica para o es-
tudo da fase liquida e da fase sélida dos sistemas formados por atomos de

“He, a tnica diferenca surge da atribuicao de diferentes valores aos parametros
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Figura 2.4: Representagao das interacoes dos trimeros que surgem de |¢5(R)|2.
A linha reta continua representa o pseudo potencial de interagao u(r) entre as
particulas reais, as linhas pontinhadas mostram a interacao entre as particulas
sombra devido a v(s) e as linhas onduladas representam as interagoes ¢ (|r — s|)
entre as particulas reais e as particulas sombra.

variacionais para cada fase.

As elaboragdes das idéias da fungao de onda sombra [27, 28, 29] fornecem
os melhores resultados variacionais para os sistemas de *He tanto para a fase
liquida quanto para a fase sélida. Na fase solida, esta funcao de onda variaci-
onal permite o estudo de cristalizagao [27], defeitos pontuais como vacancias
[30] e em principio permite o estudo de efeitos de troca ja que a Eq. (2.30)
nao contém termos que localizam explicitamente uma particula em uma regiao
privilegiada do espago como a funcao de Nosanow-Jastrow faz. No entanto,
essas formulacoes variacionais da funcao de onda sombra nao prevéem na fase

supersélida uma fragao de condensado com a correta magnitude [16].



Capitulo 3

Funcao de onda Sombra
Extendida

Como exposto na subsecao 2.4.3, a funcao de onda sombra é uma excelente
formulacao variacional para os sistemas de atomos de *He. Apesar das suas
propriedades nao excluirem a possibilidade da existéncia de uma condensacao
de Bose-Einstein na fase sélida dos sistemas de dtomos de *He, esta possibili-
dade nao foi ativamente explorada na época de sua formulacao. A observacao

experimental da fase supersoélida sé foi realizada muito posteriormente.

Calculos mais recentes [6] mostraram que vacancias induzem o surgimento
da BEC. Apés a confirmacao experimental da fase supersélida [4], alguns re-
sultados tedricos [15, 16] sugerem que o estado fundamental do sélido de *He
é incomensuravel, isto é, o nimero de atomos é diferente do nimero de sitios
da rede. Isto porque até onde pode-se constatar, nao se observou BEC em um
solido comensuravel ou perfeito, isto ¢, o nimero de dtomos igual ao ntimero de
sitios da rede. Além disso, a fra¢do de condensado induzida por vacancias [16]
nao corresponde em magnitude aos efeitos medidos experimentalmente [13].
Diante desse contexto, surge a motivacao para o desenvolvimento de funcoes
de onda variacionais que possam trazer resultados que permitam aumentar

nosso entendimento da fase supersélida.

Como mencionado, a formulagao original da funcao de onda sobra exibida

23
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pela Eq. (2.30) permite, em principio, o mecanismo de troca entre particulas
ja que nesta formulacao nao ha nenhuma restricao explicita que imponha a
localizacao das particulas no cristal. Porém, do ponto de vista pratico como
demonstrado por resultados de simulacoes, nas funcoes de onda sombra os
processos de troca sao infreqiiéntes e dificeis de serem observados. Atribui-
se a dificuldade dos processos de troca devido ao “tamanho” das particulas
sombra (vide Fig. (2.4)). A mobilidade de uma particula sombra é menor que
a mobilidade de um atomo, isto é, seu desvio quadratico médio em torno de
sitios de uma rede abstrata por elas definida é menor que o desvio observado
dos dtomos [28]. Pode-se pensar que as particulas sombra restringem demais

o volume no espaco no qual os atomos podem se movimentar.

Tendo essas idéias como base, o modelo proposto por este trabalho visa
proporcionar uma maior mobilidade as particulas sombra para promover me-
canismos de troca entre os dtomos. Para tanto um novo termo foi adicionado
a funcao de onda sombra que sem explicitamente localizar os a&tomos em sitios

da rede fornece informagoes ao sistema sobre a estrutura de uma possivel rede.

No modelo proposto as coordenadas das particulas sombra interagem com

os vetores reciprocos G da rede cristalina em estudo

©(s,) = exp {Z t|G|eiG'S"} , (3.1)

onde s,, é a coordenada da particula sombra n, G representam os vetores do
espaco reciproco de uma rede cristalina e fjg| ¢ um novo parametro variacional
para cada camada de vizinhos do cristal. Diferentemente de um outro trabalho
da literatura [31] que usa esse termo de expansao nas coordenadas atomicas
propriamente e sem sucesso, acreditamos que expandir as coordenadas das
particulas sombra nos vetores reciprocos pode contribuir de maneira positiva
para a mobilidade atomica e conseqiientemente para a fracao de um condensado

na fase solida.

Este trabalho considera os vetores reciprocos G de uma rede Ctbica de

Face Centrada (FCC). Como visto no diagrama de fases do *He na Fig. (1.2),



25

em T = 0K e pressoes acima de 25 atm, o sélido formado cristaliza em uma
estrutura Hexagonal Compacta (HCP). Porém, cdlculos mostraram [39] que
as energias relativas das estruturas HCP e FCC diferem em centésimos de
K. Além disso, as duas estruturas sao semelhantes nas primeiras camadas de
vizinhos [7]. Por fim, a literatura apresenta predominantemente [18] resultados
tedricos obtidos para redes FCC que serao comparados com os resultados deste
trabalho. Acredita-se que a escolha da rede FCC para a descricao da fase solida
nao possa alterar de forma aprecidvel os resultados, dai em todos os calculos

realizados neste trabalho ela é adotada.

z [al
z [4m/al

(a) FCC (b) BCC

Figura 3.1: Célula Convencional. (a) Cubica de Face Centrada (FCC) com

parametro de rede a. (b) Cubica de Corpo Centrado (BCC) com parametro

de rede 2 (reciproca). Estdo destacados os trés vetores primitivos em (a) e

apenas um em (b).

A Fig. (3.1) apresenta a célula convencional da rede FCC tendo por reci-
proca uma rede Ctbica de Corpo Centrado (BCC). Os vetores primitivos da

rede FCC com parametro de rede a sao [7]

ng@+a, (3.2)
a = 2 (R4+2), (3.3)
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%=§@+ﬂ- (3.4)

A partir, das transformagoes usuais que geram os vetores da rede reciproca

Ay X Ag
b =2r——r——— 3.9
1 Tral . (a2 « a3)7 ( )
az X aj
by, =2r—— 3.6
2 Wal . (ag X ag>7 ( )
b3 =21 a X & (37)

escreve-se um vetor genérico G pertencente ao espago reciproco como combi-

nacgao linear dos vetores de base {b;}:

G = hby + kb, + Ibs, (3.8)

com h, k e [ inteiros.

Na representagao das coordenadas X, y e z, o vetor da Eq. (3.8) pode ser

escrito como

G:%gmw+k+o§+m—k+m§m+k—oa. (3.9)

Uma atengao deve ser tomada na interpretacao dos planos cristalinos de-
signados pelos indices de Miller {hkl} pois ao invés de considerar a rede FCC
constituida por uma rede cuibica simples mais a base, considerou-se a compo-
sicao da rede FCC diretamente a partir dos vetores primitivos expressos nas
Egs. (3.2), (3.3) e (3.4).

Dessa forma, os vetores de norma |G| = 27”\/§ que representam os oito
primeiros vizinhos da rede réciproca da FCC que é uma BCC e que ligam o
vértice da célula convencional aos centros dos cubos vizinhos sao dados pelas
coordenadas (h kl): £(100), £(010), £(001) e £(111). Substituindo esses

vetores na Eq. (3.1), é obtida a expressao
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2 2 2
©(s,) = exp {8t|G1| CoS (—ﬂsn . i) CoS (—Wsn . ?) cos <—7Tsn E) } . (3.10)
a a a

y [o]
vy (o]

Figura 3.2: (a) ¢(s,) em fungdo de x e y no plano Z = 0. As regioes claras
representam maximos e as escuras, minimos. (b) Plano Z = 0 da caixa de
simulagao de 108 atomos onde as linhas vermelhas tracejadas representam
possiveis trocas (exchange) entre as particulas.

A Fig. (3.2) ilustra a modulacao introduzida pelo termo da fungao de onda
sombra ¢(s,) considerando apenas os primeiros vizinhos da rede reciproca.
Observa-se que o novo termo estrutural adicionado a funcao de onda pode em
principio favorecer o mecanismo de troca entre os atomos. Isto se deve ao fato
da fungao de onda sombra variacional extendida introduzir uma periodicidade
igual a da rede. Desta forma, a cristalizacao do sistema pode ser obtida com
correlagoes de muitos corpos menos intensas (de alcance menor), o que pode
ocasionar uma diminuicao de efeitos estéricos e facilitar o processo de troca de
atomos.

O termo expresso na Eq. (3.1) pode utilizar a primeira, segunda, terceira ou
um nimero maior de camadas de vizinhos. E apresentada a seguir a expansao
até segundos vizinhos. Os préoximos seis vetores reciprocos da rede FCC com

norma |G| = 4= que ligam um vértice do cubo aos outros vértices pelas arestas
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sao dados pelas coordenadas (hkl): +(110), £(011) e £(101). Acrescentando
esses seis segundos vizinhos além dos oito primeiros na expansao da Eq. (3.1),

a expressao fica:

8tG,| cos (Zs,, - X) cos (s, - y) cos (s, - Z) +
i s (o0 5) + con (5, 5) + con (55,5
(3.11)

A Fig. (3.3) apresenta uma representagao tridimensional do plano Z = 0

©(s,) = exp

do termo usando expansoes de primeiros e segundos vizinhos da Eq. (3.11). No
caso da expansao utilizando duas camadas de vizinhos Fig. (3.3) (b), observa-
se que ha uma combinagao dos parametros variacionais tal que surgem regioes
intersticiais em que a densidade de probabilidade é comparavel com as densida-
des das regioes dos sitios da rede. Acreditamos que os calculos usando apenas
os primeiros vizinhos da rede reciproca sejam suficientes para os propdsitos
desta dissertacao. Deixaremos de lado portanto a possibilidade de incluir em
@ efeitos de segundos vizinhos ou de outros mais distantes. Esses comentarios
sobre os segundos vizinhos foram incluidos para ilustrar a flexibilidade desta

abordagem aqui proposta.

Figura 3.3: Termo ¢(s,) da Funcao de Onda Sombra em funcao de x e y no
plano Z = 0 considerando vetores do espago reciproco (a) Primeiros vizinhos,
tig,| = 0.10. (b) Primeiros e Segundos vizinhos, t|g,| = 0.01 e ¢, = 0.10.
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3.1 Funcao de onda Sombra Livre e Periédica

(Vprs)

Nesta versao simplificada do modelo, admite-se que as particulas sombra nao
interagem entre si, isto é, é imposto by, = 0. Portanto, a Funcao de onda

Sombra Livre e Periddica (ppg) é escrita como

Urrs(R) = f[exp [—% (i)] / dsﬁexp [~C e~ sif?) nf:[lga(sn),

(3.12)
com ¢(s,) considerando apenas os primeiros vizinhos da rede reciproca na
expansao dada pela Eq. (3.10). Os parametros variacionais neste modelo sao

apenas trés: b, C e t|q,|-

3.2 Fungao de onda Sombra Periddica (¢pg)

Esta versao da funcao de onda sombra considera as interacoes entre as par-
ticulas sombra entre si além do termo de um corpo ¢(s,), a Fun¢ao de onda

Sombra Periédica (1pg) é explicitamente escrita como

Ups(R) = ff[] exp {—% (iﬂ [ds ;ﬁ[l exp [—C |ry — 7] %
[T exp {—% (%)5} nﬁlw(sn),

l<m

(3.13)

Os parametros variacionais sao b, C, by, € t|q,|-
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Capitulo 4
Metodologia

Este capitulo apresenta sucintamente alguns pontos relevantes sobre a meto-
dologia empregada nos cédlculos realizados. Maiores detalhes sobre os métodos

discutidos aqui podem ser encontrados nas referéncias 32, 33, 34, 35].

4.1 Monte Carlo Variacional

Uma vez construida uma funcao tentativa para o sistema em estudo, a sua

energia é calculada a partir da Eq. (2.4) que na representacao das coordenadas
R é dada por

_ JdRGH(R)Hur(R)
IR U3(R) G (R)

Porém, como ja mencionado anteriormente, em muitas situagoes encontra-se

Er

(4.1)

uma impossibilidade analitica em resolvé-la. O método numérico denominado
Monte Carlo Variacional (MCV) é entao utilizado para avaliar o valor espe-
rado da Hamiltoniana com respeito ao estado tentativo e assim fornecer uma
estimativa para a energia.

A aplicagao do método MCV se inicia introduzindo-se o fator ¥7(R) /11 (R)
no integrando do numerador da Eq. (4.1) onde agora o sinal de complexo

conjugado pode ser abandonado ja que todas as fungoes tentativas presentes

31
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nesse trabalho s@o reais. Fazendo os rearranjos pertinentes na Eq. (4.1), a

energia variacional pode ser escrita como

Er = JIRVHR) (4.2)
g JdR¢Z(R) '

Levando em conta a densidade de probabilidade p(R) associada a fungao

tentativa e definindo a energia local Er(R)

vr(R) Hyr(R)

p(R) = m e EL(R) = @R (4.3)
a energia variacional torna-se
Er— / JR p(R)EL(R). (4.4)

Utilizando a linguagem estatistica a energia variacional Er é uma média
de E;, ponderada pelo peso p no espaco amostral que no caso é o conjunto de

configuragoes das posicoes das particulas

(R} = {Ry, Ry, ... R,, .. Rus}. (4.5)

Cabe nesse momento utilizar algum procedimento que amostre {R} a partir
da densidade de probabilidade p(R,) de uma determinada configuracao R,
ocorrer. Assim, utilizando o teorema do valor médio do célculo, a expressao

da Eq. (4.4) pode ser reescrita como

1 M
Er=+ g EL(R,), (4.6)

onde os “pontos” R, estao distribuidos em todo o intervalo de integracao. No
limite de um nimero “muito grande” de pontos considerados M, Er tende ao
valor exato.

Portanto, construida a funcao tentativa os resultados estao sujeitos ape-
nas a incertezas de natureza estatistica o que torna essencial a estimativa da

variancia
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o’ = Ml_ =D 1BL(Ry) — Brl”. (4.7)

q=1

O erro padrao na medida de Er é dado por

AFEr = T (4.8)

4.2 Algoritmo de Metropolis

Para avaliar a integral da Eq. (4.4) se faz necessario amostrar p(R). Para
tanto, o método utilizado neste trabalho é o algoritmo de Metropolis [36]. Para
exemplificar esse algoritmo, a Fig. (4.1) ilustra um problema unidimensional

para uma particula.

O algoritmo baseia-se no principio de aceitagao ou rejeicao de uma possi-
vel mudanca da configuracao atual para uma nova a partir da densidade de
probabilidade p dessas configuracoes. A partir da comparacao entre o calculo
da razao das densidades de probabilidades entre configuragoes sucessivas e um
nimero aleatério, configuracoes vao sendo geradas numa seqiiéncia distribui-
das com probabilidade p. E interessante notar que a funcao variacional nao
precisa estar normalizada ja que no terceiro passo desse algoritmo (vide Fig.

(4.1)) ela seria cancelada algebricamente.

Para um sistema tridimensional, como é o caso do problema abordado por
esta dissertacao de mestrado, cada passo Monte Carlo M estd associado a um
sweep que corresponde a uma varredura entre todas as particulas que compoe
o sistema onde testa-se pelo Algoritmo de Metropolis um movimento para cada

particula independentemente.
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Configuragao
inicial = x {24

Katual € Xiza

I

p|  este € awa * ({1- 0.5)4

!

{p()éteste) ! p(xatual)} B €2 i

B Ao

K L Hieste <«
Hatual < Hieste Kit Hetual

| !

Ultima amostra?

ism

Fim

NAD

Figura 4.1: Exemplo da aplicagao do algortimo de Metropolis unidimensional
para uma particula. Os simbolos (; e (5 sao niimeros aleatérios no intervalo
[0,1]. A é um parametro que define a amplitude do deslocamento da parti-
cula e os resultados em principio ndo dependem dele. p(xy) é a densidade de
probabilidade da k-ésima configuracao xj ocorrer.

4.3 Minimizacao das correlacoes produzidas pelo

algoritmo

Fica claro que o processo de amostragem ilustrado pela Fig. (4.1) traz correla-
¢Oes nas amostras, pois para gerar uma nova configuragao o algoritmo utiliza a
informacao da configuracao anterior. Devemos considerar esse fato e para eli-
minarmos as correlagoes um procedimento chamado de médias por blocos [35]
¢ utilizado. Além disso, deve-se também descartar algumas configuragoes inici-
ais para se evitar qualquer tendéncia nos resultados devido a escolha arbitraria

da posicao inicial em um processo denominado equilibracgao.

A média por blocos consiste em dividir os M elementos amostrados em J
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blocos e calcular valores médios de energia considerando os M/.J elementos
do i-ésimo bloco Ep, (onde i = 1,2,...,J) e tratar cada um destes Ep, como
valores independentes para o calculo da variancia. O valor médio da energia
¢ dado pela média dos valores Ep, e independe do ntimero J, ao contrario
da variancia que depende diretamente do nimero de blocos escolhidos. O
parametro .J, portanto, permite que a correlacao entre as amostras seja levada

em conta e que as incertezas estatisticas sejam corretamente avaliadas.

4.4 Condigoes Peridédicas de Contorno

Para simular um sistema atomico é necessario considerar apenas alguns atomos
ja que torna-se impossivel realizar calculos com uma quantidade da ordem do
numero de Avogadro de particulas devido ao esfor¢co computacional necessério.
Porém, ao considerar um nimero relativamente pequeno de atomos, efeitos
de superficie tornam-se importantes. Para diminuir esses efeitos até mesmo
elimind-los e assim permitir o estudo do bulk formado por dtomos de *He, sao
impostas condigoes periédicas de contorno (PBC).

Embora o sistema em estudo seja tridimensional e possua centenas de ato-
mos de ‘He a Fig. (4.2) na qual ilustra um sistema bidimensional composto
por N = 5 particulas auxilia a compreensao da aplicacao das PBC. As setas
indicam possiveis deslocamentos promovidos pelo algoritmo de Metropolis. A
caixa ou célula de simulacao esta destacada no centro e suas réplicas estao no
em torno.

No decorrer da simulagao, quando uma determinada particula se desloca
no interior da célula principal sua imagem em todas as réplicas reproduzem o
mesmo movimento, dessa forma, quando essa particula deixa a caixa de simu-
lacao através de alguma face, sua imagem entra pela parte oposta conservando
o numero total de particulas na caixa de simulacao.

As interagoes entre particulas sao diretamente calculadas apenas para dis-
tancias menores que um raio de corte ro usualmente a metade do menor com-

primento da célula de simulagao. Para distancias entre dois atomos maiores
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que o raio de corte, a energia potencial associada a esse par é levada em conta

por uma correcao discutida na proxima segao.

Figura 4.2: Exemplo bidimensional da aplicagao das Condigoes Periddicas de
Contorno e Convencao da Minima Imagem. O circulo representa o raio de
corte r¢ do potencial interatémico onde impomos V(r > r¢) = 0.

A Convengao da Minima Imagem (MIC) decorre da aplicagao das PBC.
No exemplo ilustrado pela Fig. (4.2), a particula no centro do circulo com
raio de corte r¢o interage com as particulas que estao a uma distancia r <
rc. Como ha duas particulas que residem na célula principal fora da regiao
de atuagao do potencial, sao suas respectivas imagens que interagem com a

particula considerada.

4.5 Correcao de cauda do potencial interato-
mico

O potencial de pares V(r) ilustrado na Fig. (2.1) ¢é truncado para distancias
maiores que o raio de corte ro. Impomos V(r > rg) = 0. Desse modo, é
necessario fazer uma correcao para que as interacoes de longo alcance sejam
levadas em conta.

Com um ntimero N de dtomos de *He em uma densidade p, a aresta L
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1/3
da caixa de simulacao cubica é dada simplesmente por L = (%) . Neste

trabalho apenas a rede FCC foi utilizada. Assim, havendo quatro atomos por
célula convencional, o nimero de 4tomos é dado por N = 4¢3 onde i = 1,2, 3, ...
representa a quantidade de células convencionais necessarias em cada dimensao
(xyz) para compor a caixa de simulagao ctbica. Logo, para simular um sélido
FCC perfeito, isto é, sem defeitos pontuais como vacancias ou intersticios, ¢é
necessario considerar 4, 32,108, 256, 500, 864, ... &tomos para que se preencha
toda a rede no interior da caixa de simulacao. Entretanto, nossos resultados
descritos no capitulo 6 foram obtidos apenas com sistemas maiores ou iguais

a 108 atomos.

vV (r) [K]

-12 1 1 1 1 1 1 I I I I
o8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4 2,6 2,8 3,0

r [o]

Figura 4.3: Representagao do raio de corte para um sistema de N = 32 par-
ticulas na densidade 0.6000~3 comparada com o range do potencial. Nesta
figura ilustramos uma situagao pior que a presente nas simulagoes utilizadas
para obter os resultados de interesse, onde foram empregados pelo menos 108
atomos.

O raio de corte utilizado é a metade da aresta da caixa de simulagao

i (43
_r(4 4.
e 2(p) ’ (4.9)

A Fig. (4.3) representa quantitativamente uma situagao para um sistema em
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uma alta densidade de sélido.
Para corrigir o efeito do truncamento do potencial em r¢, a chamada cor-

recao de cauda do potencial (por particula) é dada por

Ccauda = g/ d3rg(r)V(r), (41())
r>rco

onde g(r) é distribuigao radial de pares que seré detalhada no capitulo 5. Ela
fornece a densidade de probabilidade de se encontrar um par de atomos a uma
dada distancia r um do outro.

Podera ser visto no capitulo 5 que uma boa aproximacao para a corregao de
cauda do potencial para os tamanhos de sistemas que consideramos é impor
g(r > r¢) = 1. Realizando uma integracao esférica em todo o espago para
r > r¢ na expressao da Eq. (4.10), a corregao para a energia potencial (por

particula) é dada por

Crouda = 27T,0/ 2V (r)dr. (4.11)

rc

4.6 Continuidade da Funcao de Onda

Além da correcao da cauda do potencial interatomico é necessario impor a
continuidade da fun¢ao de onda assim como sua primeira derivada no limite
r = rg, isto porque a densidade de probabilidade ?(R) nao estaria bem
definida caso este fato fosse negligenciado.

Analisando as funcoes tentativas exibidas na secao 2.4, verifica-se que todas
contém um termo de Jastrow. Paras as funcoes que descrevem um solido, além
desse termo um outro gaussiano é utilizado para acoplar as coordenadas dos
atomos a sitios da rede (Nosanow-Jastrow) ou a variaveis auxiliares (Fungao
de Onda Sombra).

Vale lembrar que devido as PBC e a MIC, o i-ésimo atomo considerado
estd sempre localizado no centro da célula principal e interage com os N — 1
restantes. Deste modo, os termos gaussianos rapidamente se aproximam de

zero préximo a fronteira da caixa de simulagdo a uma distancia r¢ = L/2
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desse i-ésimo atomo. Logo, é necessario reescalar apenas o termo de Jastrow
para as fungoes variacionais consideradas, ja que na fronteira L/2, este termo

possui um valor diferente de zero como ilustra a Fig. (4.4).

u(r) + u(L-r) - 2u(L/2)

---um

L2 —

ulr]

Figura 4.4: Reescalamento do pseudo potencial de McMillan para impor a
continuidade da func¢ao de onda na fronteira da caixa de simulagao r¢ = L/2
para um sistema com N = 256 atomos na densidade p = 0.49102. O quadro
interno é uma ampliagao da regido proxima a fronteira da caixa L/2 ~ 40. A

curva tracejada é dada por u(r) = (2)5 A curva sélida é o reescalamento do
pseudo potencial.

O pseudo potencial reescalado @(r) para o termo de Jastrow é dado por

i(r) = ulr) + u(L — 1) — 2u (g) , (4.12)

onde L é a aresta da caixa de simulacao que é ajustada para um determinado
nimero de particulas N e uma densidade p. Com essa modificacao, tanto o
novo pseudo pontecial %(r) quanto sua primeira derivada se anulam em r =

rc = L/2. Como podemos ver na Fig. (4.4) essa modificagao altera pouco o
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pseudo potencial. Na escala da figura maior, ndo é possivel distinguir u(r) de
a(r).

Logo, o termo de Jastrow que ¢ do tipo exp [—%u('r’)} devido a modificacao
u(r) — u(r) tem sua primeira derivada continua em r = r¢, o que implica dizer
que as funcoes variacionais utilizadas neste trabalho sao continuas e derivaveis

na fronteira da caixa de simulacao.



Capitulo 5

Calculo das propriedades de

interesse

Este capitulo aborda o cédlculo das propriedades fisicas que sao estudadas a
partir do uso das fungoes variacionais presentes na secao 2.4 e no capitulo 3.
Em geral, o célculo dessas propriedades envolvem o uso de um ensemble de
configuracgoes equilibradas, isto é, para tais configuragoes a energia tentativa

apenas flutua em torno de uma média.

5.1 Energia Total

Uma das propriedades mais importantes do sistema de *He é sua Energia Total.
Na abordagem variacional, essa grandeza é simplesmente a energia tentativa
que é composta por uma parte cinética e outra potencial.

O valor esperado da Hamiltoniana da Eq. (2.1) para o estado tentativo iy

é escrito como

Z [dR¢r(R v%T J dR ¢p(R (R)l/}T(R).

TdR (2R '+ TdR (Z(R) (5:1)

O primeiro termo estd associado a energia cinética e o segundo, a energia

41
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potencial do sistema.

Seguindo os principios do método de Monte Carlo Variacional, a energia
tentativa Er é obtida a partir de M configuragoes {R} = {R1,Ra, ..., Ry, ..., Ry}
amostradas a partir da densidade de probabilidade 1%. Conforme descrito na
secao 4.3, estas configuracoes devem estar equilibradas para que se possa re-
alizar as médias de ensemble em uma etapa denominada producao. Mais es-
pecificamente, a energia total é obtida a partir da média do estimador energia
local

- H 7vZ)T(Rq)

EL(R,) = “Ur(Ry) (5.2)

em todo o conjunto {R} amostrado. Este estimador é desmembrado em dois
outros: a energia cinética local FX e a energia potencial local EY. Estes
termos serao discutidos nas secoes seguintes e sao utilizados para extrair a
média de ensemble destas préprias grandezas de forma analoga aquela que foi
discutida para a energia variacional na Eq. (4.6). Assim, para um conjunto de

configuragoes {R} a energia variacional do sistema pode ser escrita como

Er =(Bp )y + (EL)n) - (5.3)

5.2 Energia Potencial

Como V(R) néo atua no estado variacional ¢r, o segundo termo da Eq. (5.1)

que representa a energia potencial Ep pode ser reescrito como

o _ JARUIR)V(R)
PT U TdrR¢2(R)

Tendo em vista a amostragem da densidade de probabilidade 2., iden-

(5.4)

tificamos na Eq. (5.4) a energia potencial local como EF(R) = V(R). A
partir do potencial interatomico SAPT2 de pares, o calculo das interacoes en-
tre todas particulas usando a MIC ¢ realizado para cada configuracao R, =

{rf rd .. r%} amostrada. Ao final, uma média de ET (R,) para M dessas con-



5.3. ENERGIA CINETICA 43

figuracoes ¢ feita e com a adigao do termo de correcao de cauda do potencial

o estimador da energia potencial por particula é obtido

+ Ccaudaa (55>

1M N—-1 N
<EP>{R} M N 1[ gv ri —1j

=1 j=1

onde o termo entre colchetes é considerado se |r§ - rg‘ < rc e representa o

potencial de pares V(R,).

5.3 Energia Cinética

A termo de energia cinética proveniente do cédlculo do valor esperado da Ha-

miltoniana é dado por

B [ dR ¢ (R)VZ)r(R)
Ex == QmZ [dR¢2(R)

A Eq. (5.6) pode ser reescrita de trés maneiras diferentes [29] e assim

(5.6)

a partir de trés métodos distintos para o calculo desta propriedade pode-se
analisar melhor a consisténcia dos resultados gerados pelas simulagoes ja que
estes devem concordar estatisticamente. Estas trés maneiras sao discutidas a

seguir.

5.3.1 Estimador Pandharipande-Bethe

O primeiro método para o calculo da energia cinética é denominado Pandharipande-
Bethe (PB). Neste método, a Eq. (5.6) é reescrita como

V2
N[ dR 3 (R) Ta&ﬁ

Bre=- 2m; [dRYZ(R)

(5.7)

onde foi introduzido o fator ¥r(R)/¢r(R) no integrando do numerador da Eq.

(5.6). A energia cinética local ¢ identificada como



44 CAPITULO 5. CALCULO DAS PROPRIEDADES DE INTERESSE

EER) = QmZV%T , (5.8)

que a partir das configuragoes amostradas, a média do estimador na forma da
Eq. (5.8) ¢ calculada. Assim, o estimador da energia cinética pelo método PB

é dado por

1 1 R? \%
<EL>{R} NMQmZZ wT (5.9)

5.3.2 Estimador Clark-Westhaus

Um segundo método para estimar a energia cinética surge ao se efetuar uma

integragao por partes no numerador da Eq. (5.6)

/ IR §r(R)V20r(R) = 6 (R)Viior(R) — / MR (Var(R),  (5.10)

lembrando que os limites de integracao respeitam as PBC. Portanto, o termo
apos o sinal de igualdade se anula ja que o gradiente da funcao de onda é zero

na fronteira da caixa de simulagdo. Desse modo, a Eq. (5.6) é reescrita como

h2 JdR (Vir(R ) o» N [dR¢y3(R) <%§){))2
Z J@RGR) o JARUGER)
(5.11)

e a energia cinética local é dada por

N

EXR) = +2h—m ; (%ﬁg)) . (5.12)

A partir desta nova definicao de energia cinética local, o estimador Clark-

Westhaus (CW) é escrito como
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K 11 m Vir(Ry)\’
(B >{R} NM%ZZ( ) : (5.13)

onde em relacao a Eq. (5.9) essencialmente usa-se o gradiente da fungao de

onda ao invés do seu laplaciano.

5.3.3 Estimador Jackson-Feenberg

O estimador de Jackson-Feenberg (JF) apenas usa os outros estimadores dis-

cutidos e realiza uma média deles em cada configuragao R,

M N 2
(E =i o3 | o) - ()] s
g=1 i=1 q T\Mq

Logo, usando a expressao para a energia potencial da Eq. (5.5) e uma das
formas para a energia cinética (Eq. (5.9), Eq. (5.13) ou ainda Eq. (5.14)),
obtém-se a energia total por particula a partir da Eq. (5.3). Analogamente a
energia total variacional, as estimativas da energia potencial e energia cinética
estao sujeitas as incertezas estatisticas aferidas pela variancia Eq. (4.7) e o erro
padrao Eq. (4.8). Entretanto, enquanto o estimador de Pandharipande-Bethe
¢ o que d4 a menor variancia para a energia total [32] é o de Jackson-Feenberg
que apresenta a menor variancia quando consideramos apenas a energia cinética

[29].

5.4 Equacao de Estado e Pressao

A energia variacional Er do sistema é resultante do modelo escolhido (fungao
tentativa ¢r) e também do potencial interatomico V(). E importante inves-
tigar como essa energia varia em funcao da densidade do sistema pois a partir
dessa curva denominada equacao de estado Er(p), vérias propriedades podem

ser obtidas tais como a velocidade do som, a constante de compressibilidade
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isotérmica e a pressao [17]. Neste trabalho, apenas a pressao ¢ calculada a
partir da equagao de estado.

A pressao P(p) pode ser derivada da equacao de estado Er(p) usando a
primeira lei da termodinamica e admitindo que o sistema nao troca calor com

o ambiente. Assim,

20Er(p)
op

onde p = N/V, sendo que V = L? é o volume da caixa de simulagao.

P(p)=p (5.15)

A partir de célculos de Er para algumas densidades p, é estabelecida uma
curva na qual muitas vezes é ajustada [40] por um polindémio de terceiro grau

na forma

Po Po

onde A, B, C e py sao constantes a serem determinadas.

ET(p):A+B(p_p0>2+0(p_p0)3, (5.16)

Logo, a Eq. (5.15) que fornece a pressao do sistema em fungao de sua

densidade considerando a Eq. (5.16), torna-se

P(p) = (ﬁ) 2500 )+ (50 ) (0= | (5.17)

Po

5.5 Funcao de distribuicao radial de pares

A disposicao dos dtomos seja no liquido ou no sélido de *He caracteriza sua es-
trutura e é dada pela Funcao de Distribuicao Radial de Pares ou simplesmente
g(r). Normalizada convenientemente [33], essa quantidade fornece a densidade
de probabilidade de se encontrar um par de atomos a uma dada distancia r.
A Fig. (5.1) d4 uma interpretagao para essa quantidade.

Dependendo do tamanho do sistema simulado, um ntimero maior ou menor
de camadas de vizinhos residirao no interior da caixa de simulagao. A Fig. (5.2)
mostra em uma determinada densidade o nimero de vizinhos de uma rede FCC

perfeita em funcao da distancia entre pares de atomos.
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Figura 5.1: Interpretagdo da grandeza Distribuicao Radial de Pares g(r). Os
pequenos discos representam atomos e os circulos sombreados, as duas primei-
ras camadas de vizinhos.

Espera-se que a corregao da energia potencial fazendo a aproximagao g(r >
rc) = 1, conforme discutido na segao 4.5, seja melhor nos sistemas maiores.
Esta aproximagao converge mais rapidamente para liquidos pois, estes possuem

uma menor correlacao a longa distancia que os sistemas sélidos e assim g(r)

Numero de Vizinhos

Figura 5.2: Numero de vizinhos de uma rede FCC perfeita em funcao da
distancia. Devido as PBC, na densidade p = 0.4910% um sistema de N = 32
particulas inclui apenas duas camadas de vizinhos na caixa de simulacao. Ja
um sistema maior com N = 864 atomos, dezessete camadas sao consideradas.
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rapidamente atinge a unidade conforme a distancia entre dois &tomos aumenta.

O calculo da Distribuicao Radial de Pares é feito pela expressao

g(r) = N—Z<5(\ri—r]’ —r[)), (5.18)

Pz

onde o sinal () diz respeito a média no ensemble sobre os pares de dtomos.

5.6 Distribuicao de Particula Unica em torno

de sitio da rede

Uma propriedade interessante para os sistemas sélidos é a distribui¢ao de uma

particula em torno de sitio da rede

p(r) = (6(jr; —=1; —r])), (5.19)

onde 1; é o i-ésimo sitio da rede cristalina associado ao atomo 1.

Os momentos de p(r) sdo tteis para obtermos informagoes de quanto as
distribuicoes obtidas por nossos modelos assemelham-se a uma gaussiana. Para
uma distribui¢do pyquss(r) perfeitamente Gaussiana e a partir de trés de seus

momentos (r?), (r*) e (r®) as razoes abaixo sao identicamente iguais a unidade:

3 4

- <7; >2 ~ 1, (5.20)
) gt

9 6

- <r2 >3 = 1. (5.21)
<T> PgauSS("”)

Na secao 1.2 foi dito que o sélido de “He possui natureza essencialmente
quantica devido a sua alta delocalizacao em torno dos sitios da rede cristalina.
Esta propriedade pode ser monitorada calculando-se a razao de Lindemann. O
desvio quadratico médio das posicoes dos atomos em tornos dos pontos da rede

é o segundo momento de p(r). Define-se a partir dessa quantidade a Razao de
Lindemann (L.R.)
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(r?)

LR. =
dpy

(5.22)

onde dp, ¢ a distancia de primeiros vizinhos associada a rede perfeita em uma

determinada densidade p.

5.7 Matriz densidade de particula tinica

O célculo da fracao de condensado ng é de especial interesse ja que um valor
nao nulo desta quantidade indica que o sistema em estudo possui uma BEC.
Ela caracteriza o estado de ocupagao de momento-zero da fase superfluida de
um sistema de Bose [27] e seu célculo pode ser feito nos sistemas sélidos sem
nenhum problema. Se a fase sélida admitir uma fragao de condensado ng nao
nula, diz-se que o sistema possui uma fase supersélida.

A quantidade ngy ¢é extraida da matriz densidade de particula unica n(r)

para r = |r; — r;| cuja definicio [32]

_ [dR Y% (ry,Ta, .oy Ty, oo, TN ) (T1, oy o Ty oy T)

[dR [y

n(r) : (5.23)
permite verificar se um determinado atomo com coordendada r; esta correla-

. .« o~ ! o~ .
cionado com o vetor posi¢ao r; que pode estar em qualquer regiao do sistema.
A matriz densidade de particula tnica n(r) estd associada a distribuigao

de momentos n(k) através de uma transformada de Fourier

n(r) = /dk k2e™* n(k). (5.24)

A fragao de condensado do sistema (ng > 0) representa um niumero finito de
particulas que estao no estado de momento k = 0 assim, para se extrair essa
fracdo de particulas a partir de n(r) associada ao espago das coordenadas,

basta tomar o limite
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no = lim,_eon(r). (5.25)

Um valor nao nulo de ng caracteriza a Condensacao de Bose-Einstein.

5.7.1 Calculo de n(r) amostrando ¥ (R)

Na pratica, n(r) da Eq. (5.23) nos casos mais simples pode ser calculada
de forma andloga a energia tentativa utilizando as configuracoes geradas pelo
Algoritmo de Metropolis. Abandonando o sinal de complexo conjugado devido
as fungoes tentativas deste trabalho serem reais, a Eq. (5.23) reescrita para

aplicar a amostragem de ¥4 (R) fica

’

2 Yr(R)
L JamumEE

J AR $7(R)

onde R = {ry,ry,...,1;,....,.tx} € R = {ry,rq,...,1;,...,Tx}.

(5.26)
Dai, usando o conjunto de configuragoes {R} equilibradas pode-se construir

[ vr(R)
n(r) = <wT(R) >{R}, (5.27)

onde o simbolo () (R} denota média no ensemble e r; é um ponto qualquer da

a curva n(r) a partir de

célula de simulacao.

5.7.2 Calculo de n(r) amostrando 7 (R)yr(R)

Uma maneira alternativa [27] para se obter a curva n(r) a partir da definigao
exposta pela Eq. (5.23), é justamente amostrar o integrando do numerador

diretamente a partir da probabilidade

Yr(R)Yr(R)
JdR ¢r(R)yr(R)

Para fungoes reais, a Eq. (5.23) pode ser reescrita na forma,

!/

p(R,R) = (5.28)
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/

JdR ¢r(R)Yr(R) _ [dR ¢r(R)¥r(R)/ [ dR Yr(R)yr(R)

JdR¢Z(R) dewT /dewT Jer(R)
(5.29)

que deixando de lado a normalizacao devido ao denominador do termo da

n(r) =

segunda igualdade, convenientemente define-se a grandeza n(r) como

[ dR ¢r(R)¢r(R))
[ dR 7 (R)yr(R')

Portanto, ao se usar a técnica de Monte Carlo para amostrar as confi-

n(r) =

= / dR p(R,R). (5.30)

guragoes considerando a probabilidade da Eq. (5.28), a nova grandeza n(r)

torna-se

a(r) = <5(yr; - r|)>. (5.31)

A normalizagao de n(r) é feita notando-se que n(0) = 1 na Eq. (5.23). A

partir disto, a matriz densidade de particula tinica resultante da amostragem

wT(R)wT(R,) é dada por

n(r) = An(r), (5.32)

onde a constante de normalizacao A é obtida por extrapolacao da curva nao

normalizada 7(r) em r = 0.

Em particular, para a fungdo de onda sombra que tem a forma ¥(R) =
[ dS E(R,S), a expressao que define n(r) (Eq. (5.23)) pode ser interpretada
[6] como uma média de um sistema de N + 1 dtomos mais 2N particulas
sombra. Destes N + 1 atomos, N — 1 aparecem duas vezes na funcao de
onda, entao eles sao inteiramente correlacionadas como no caso do célculo da
energia. Dois &tomos restantes, um na posicao r; outro em r; aparecem somente
uma vez na fungao de onda e eles tem apenas 1/2 correlagdo com os outros
N —1 enquanto nenhuma correlacao esta presente entre eles. Além disso, estes

dois atomos ou duas meia-particulas estao ligados a apenas uma particula
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sombra cada conforme ilustrado na Fig. (5.3), j4 os N — 1 4tomos constituem
trimeros (vide Fig. (2.4)). Logo, a auséncia de BEC para o formalismo das
funcoes de onda sombra corresponde a uma probabilidade finita de formar uma
“molécula” enquanto a presenca de BEC corresponde a uma probabilidade
finita de dissocid-la, isto é, de encontrarmos com uma probabilidade finita
~ L

/
I‘i—ri‘ ~ 5

Figura 5.3: Representagao das meia-particulas. O surgimento de uma BEC é
interpretada por uma probabilidade finita de dissociar a “molécula”.

Uma vez construida a curva n(r) a partir da Eq. (5.27) ou da Eq. (5.32),
basta tomar o limite para grandes distancias conforme a prescricao da Eq.

(5.25) e extrair a fragdo do condensado para o modelo variacional 9.

5.8 Influéncia de vacancias para a BEC

Dentre os possiveis mecanismos mencionados na secao 1.3 para a fase superso-
lida, a presenca de defeitos pontuais especialmente as vacancias podem ter um
papel fundamental para o surgimento desta nova fase da matéria. Isto porque,
é possivel que os efeitos de troca entre atomos e vacancias possam ser tais que
possibilitem parte do sistema permanecer em repouso dentro do péndulo de
tor¢ao de tal forma a nao contribuirem para o momento de inércia total do
sistema.

Para se investigar a influéncia da presenca de vacancias na magnitude da
fracao do condensado, basta realizar simulacoes independentes onde uma ou

mais vacancias sao introduzidas no sistema e a densidade é mantida constante.
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Para um sistema perfeito, com N atomos a uma dada densidade p a aresta

1/3
da caixa de simulacao é dada por L = (%) . Para um sistema com n

vacancias, define-se [6] a concentragdo de vacancias como

n
X, = —. 5.33
N ( )

Deste modo, a aresta L, da caixa de simulagao para o sistema com vacancias

deve ser ajustada para

L,=L(1-X,)"3, (5.34)

a fim da densidade nao ser alterada.

5.8.1 Mobilidade atomica

Em principio, as vacancias podem produzir uma maior mobilidade dos atomos
no sistema, favorecendo os mecanismos de troca entre eles. Embora o calculo
seja feito em uma mesma densidade em que o equivalente sistema perfeito se
encontre, localmente, no em torno da vacancia ha um maior volume para que
dois ou mais atomos permutem suas posicoes. Para medir essa mobilidade,
recorre-se ao procedimento descrito a seguir.

Em cada configuragdo R do conjunto {R}, é feita uma varredura para

todos os atomos em relacao a todos os sitios da rede usando o procedimento

lp = min{|r; — L;|} com j =1, ..., N. (5.35)

Isto significa avaliar entre todos os sitios qual deles esta mais préximo do atomo
na posicao r;.

Ao final da varredura, pode-se constatar que ha sitios l;—, que nao sao
referenciados pelo procedimento proposto pela Eq. (5.35) e que outros l;—, sao
referenciados mais de uma vez, isso significa dizer que ha Células de Wigner-
Seitz (CWS) desocupadas e que outras células estdo ocupadas por um ou mais

atomos. Para essas flutuacoes da-se o nome de pseudo Pares de Intersticios-
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Vacancias (PIV) [30].

Portanto, para se medir a mobilidade das configuracoes atomicas devido a
introducao de defeitos, dois sistemas semelhantes na mesma densidade sao pre-
parados, um perfeito e outro com vacancias. Realizando em ambos os sistemas
um mesmo numero de passos Monte Carlo e construindo um histograma de
contagem de desocupacao em fungao de cada CWS, pode-se verificar se houve
ou nao uma variacao média da contagem de desocupagcao por sitio no sistema
com vacancias em relagao ao perfeito. Se houver um aumento dessa contagem,
trata-se de vacancias moveis que se propagam por todo o sistema, caso haja
um pico pronunciado no histograma em alguma CWS, significa que a vacan-
cia é estatica e que permaneceu na mesma regiao onde ela foi inicializada na

simulagao.



Capitulo 6

Resultados

Neste capitulo, os resultados estao apresentados em quatro partes. A primeira
parte, abordada na secao 6.2, trata a Funcao de Jastrow para o liquido e a
Fungao de Nosanow-Jastrow para o solido dos sistemas formados por atomos
de *He. As secoes 6.3 e 6.4 englobam os resultados gerados pelos novos modelos
variacionais propostos. Na secao 6.5, é feita uma comparacao das equagoes
de estado de ambos os modelos propostos. Na tultima parte apresentada na
secao 6.6 sao discutidos os aspectos pelos quais os resultados do calculo da
matriz densidade indicam haver uma fase supersdlida descrito por um dos

nossos modelos.

6.1 Correcao de Cauda do Potencial SAPT?2

O truncamento do potencial V'(r), devido ao tamanho limitado dos sistemas
tratados, impoe a necessidade de uma correcao para se levar em conta a energia
potencial associada a distancias interatomicas de longo alcance conforme foi
discutido na segao 4.5. Utilizando o potencial SAPT2 da Eq. (2.2) e a expres-
sao para essa corre¢ao na forma da Eq. (4.11) os resultados desses calculos
para diversos tamanho de sistema em diversas densidades sao mostrados na
Fig. (6.1).

A partir da Fig. (6.1) se observa que para um sistema de 32 dtomos deve

95
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Figura 6.1: Correcao de Cauda devido ao truncamento do Potencial Interato-
mico. A regiao delimitada pelas retas verticais indica a coexisténcia da fase
liquida e solida.

haver uma corregdo de cauda relativamente grande, cerca de —6K/atomo na
fase sélida. Como podemos constatar [26], esse resultado ¢ da mesma ordem de
grandeza da energia total experimental por atomo obtida nesta fase. Isso quer
dizer que a informagao proveniente do termo de correcao de cauda tem um
papel fundamental para o valor da energia variacional, isto €, se nao houvesse
uma correcao da energia potencial nesta situacao, o sistema poderia exibir uma
energia total positiva. O termo de correcao ¢ obtido fazendo-se uma média
esférica além dos limites da caixa de simulacao e efetuando-se a aproximacao

g(r > r¢) = 1 que como ja foi dito, é mais adequada para a fase liquida.
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Portanto, podemos concluir que um sistema formado por 32 atomos é pequeno
demais. Neste caso, os resultados ficam afetados por efeitos de tamanho e
sistemas tao pequenos como este nao devem ser utilizados principalmente na
fase sélida.

A medida que o sistema aumenta, o termo de correcao de cauda torna-se
cada vez menos significativo tanto para a fase liquida quanto para a sélida, pois
ao se aumentar as dimensoes da caixa de simulacao, maior o range considerado
do potencial que rapidamente se aproxima a zero no limite r — ro implicando
um termo de correcao menor. Entretanto, a medida em que é considerado um
nimero maior de particulas para o cdlculo, um maior tempo computacional
¢é necessario. Logo, a escolha do nimero de atomos utilizado no calculo deve
levar em conta os efeitos que o tamanho do sistema exerce nas propriedades

de interesse.

6.2 Funcoes de Jastrow e Nosanow-Jastrow

O objetivo principal deste trabalho é abordar os resultados gerados por novos
modelos variacionais para a fase solida dos sistema formados por atomos de
4He visando uma melhor compreensiao da fase supersélida deste sistema. En-
tretanto, do ponto de vista da metodologia das simulacoes utilizadas, torna-se
util testd-la empregando funcoes variacionais da literatura. Os resultados apre-
sentados nesta se¢ao sdo obtidos com a Fungao de Jastrow da Eq. (2.20) que
representa o liquido na densidade p = 0.3650 2 e a Funcao de Nosanow-Jastrow
da Eq. (2.27) que representa o sélido de *He na densidade p = 0.550073. Até
onde pudemos constatar, os trabalhos da literatura nao utilizam o potencial
interatomico SAPT2 nos calculos variacionais logo, os resultados das energias
obtidas com o uso dessas funcoes variacionais sao inéditos. Nossa unidade de
comprimento o = 2.556 A é usual na literatura. Para o potencial de Lennard-
Jones que descreve um sistemas de atomos de hélio V7 ;(r = o) = 0.

Para o célculo das propriedades de interesse, o primeiro passo consiste em

otimizar a funcao de onda variacional com respeito aos seus parametros variaci-
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onais conforme a Eq. (2.9). A Funcado de Jastrow possui apenas um parametro
b, logo para otimizar essa funcao de onda basta varia-lo construindo a curva
Er(b) que tem como resultado o grafico ilustrado na Fig. (6.2 (a)). Cada
um dos 41 pontos desse grafico esta associado ao resultado de uma simulacao
independente. Nesta mesma figura, observa-se que o valor minimo da energia
ocorre em torno de b = 1.200. E interessante notar que existem regioes do pa-
rametro variacional b onde se obtém energias positivas e que representam um
sistema nao-ligado. Observa-se que valores de b << 1.200 nao sao suficientes
para que o sistema esteja ligado. A interpretacao desse parametro discutida
através da Fig. (2.2) indica que nesta regido um par de atomos frequentemente
possui uma distancia r < ogapre, onde V(r = gsapro) = 0. Para essas dis-
tancias interatomicas tipicas, o potencial é altamente repulsivo dificultando o
surgimento de um sistema ligado. Ja para a regiao de b >> 1.200 o sistema
torna-se mais “rigido” ja que a menor distancia permitida entre dois atomos
¢ maior que no caso anterior. Assim, os atomos tornam-se mais localizados e
pelo principio de incerteza de Heisenberg sua energia cinética tende a aumen-
tar vencendo a energia potencial resultando em uma energia total positiva. De
fato, nesta regiao do espago de parametros a funcao de Jastrow descreve de

forma bastante ruim um sélido.

A Fungao de Nosanow-Jastrow que descreve um sélido ligado possui dois
parametros, b e C', logo uma das maneiras para se obter a energia minima é
varia-los simultaneamente dentro de uma regiao {b x C} e registrar a energia
obtida para cada combinacao (b, C'). Entretanto, para restringir o intervalo de
variacao desses parametros na busca do minimo pode-se utilizar a interpretacao
que eles fornecem. Como visto na fase liquida, a regiao de b >> 1.200 mostra
que o sistema nao é ligado pois os atomos estao demasiadamente localizados.
Portanto, ao se introduzir um termo de um corpo que localiza as particulas
em torno de sitios da rede conforme o parametro C', o valor étimo para b deve
ser menor que aquele utilizado para descrever um sélido quando empregamos
apenas a funcao de Jastrow. De fato é facil observar que o valor étimo de b

para a funcao variacional de Nosanow-Jastrow tende a ser menor que 1.200
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Figura 6.2: Minimizacao da Energia. (a) Fungao de Jastrow na densidade de
equilfbrio p = 0.3650 2. (b) Func¢ao de Nosanow-Jastrow para *He sélido na
densidade p = 0.5500 3. Célculos com N = 108 dtomos.

e com isso a regiao de investigagao {b x C'} é reduzida economizando tempo
computacional. O gréfico da Fig. (6.2 (b)) mostra o resultado da minimizagao
para a Funciao de Nosanow-Jastrow na densidade p = 0.5500 3 da fase sélida.
A regido de variacao desses parametros foi 1.020 < b < 1.200 e 44072 < C <
6.00 2.

Er [K] Ex" K] Ep [K] blo]  Clo~]
Liquido -5.877 £ 0.001 15.104 &£ 0.002 -20.981 £ 0.002 1.20 -
Solido  -3.671 £ 0.001 30.888 + 0.003 -34.559 + 0.003 1.10 4.8

Tabela 6.1: Energias variacionais total, cinética e potencial para a Funcao de
Jastrow (Liquido, p = 0.36502) e para a Funcao de Nosanow-Jastrow (Sélido,
p = 0.55007?). Calculo com N = 108 atomos.

Resultados para as energias nas fases liquida e sélida do *He obtidos respec-
tivamente com as funcoes de Jastrow e Nosanow-Jastrow estao apresentados

na Tab. (6.1). As energias variacionais deste trabalho foram melhoradas em
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torno de 0.2 K com respeito aos da Ref. [1] devido ao uso do potencial SAPT2
que é mais sofisticado e possui uma profundidade ligeiramente maior que o

potencial usado naquele trabalho.

A Distribuicao Radial de Pares também foi calculada nas mesmas densida-
des para esses sistemas. A Fig. (6.3) mostra os resultados. Verifica-se que a
curva ¢(r) obtida com a Fungao de Jastrow é tipica de um liquido, para r > 30
observa-se g(r) — 1, logo esse sistema nao possui correlagdo de longo alcance,
ha apenas uma probabilidade acentuada de se encontrar um par de particulas a
uma distancia r = 1.40 uma da outra. Ja a distribuic¢ao g(r) calculada a partir

da Funcao de Nosanow-Jastrow apresenta correlagoes tipicas de um sélido.

| ' | ' | i 1
—— Liquido | |
- - - Sdlido

r [o]

Figura 6.3: Distribuicao Radial de Pares. Liquido: Funcao de Jastrow, p =
0.3650 3. Sélido: Funcao de Nosanow-Jastrow, p = 0.55002. Calculo com

N = 256 atomos.
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O resultado para a fase sdlida fornece sucessivos picos em ¢g(r) devido a
ordem cristalina imposta pela funcao variacional de Nosanow-Jastrow. Para
associar os maximos de g(r) da fase sélida com as distancias de uma atomo a

sua n-ésima camada de vizinhos, basta considerar o parametro de rede a de

. (g)“‘”’, 6.1)

e as distancias interatomicas tipicas na densidade utilizada pela simulacao

uma rede FCC perfeita

escritas como funcoes de a. Em uma rede perfeita com densidade p = 0.5500 3,
os doze primeiros vizinhos de um atomo se localizariam a uma distancia d; =
\% ~ 1.370 dele. A segunda camada estaria a dy = a ~ 1.940. Os préximos
vinte e quatro atomos da terceira camada estariam a uma distancia d3 =
%g ~ 2.370 assim por diante até a distancia de sexto vizinho que distaria
d¢ = 2a = 3.870 do atomo. Comparando esses resultados como os da Fig.
(6.3), observa-se que o primeiro maximo de g(r) corresponde a distancia de
primeiros vizinhos e o segundo corresponde a terceira camada.

A verificagdo da existéncia ou nao de um condensado de Bose-Einstein
nos sistemas descritos pela Funcao de Jastrow (liquido) e Fungao de Nosanow-
Jastrow (sélido) é feita pela anélise da cauda da curva n(r) - a matriz densidade
de particula tnica. A Fig. (6.4) mostra os resultados do calculo desta curva
para a liquido e o sélido de *He utilizando a expressao da Eq. (5.27).

O curva n(r) obtida com a Fungao de Jastrow para a fase liquida apresenta
um patamar na regiao r > 20 indicando a existéncia de BEC com uma fragao
de condensado de ng = 0.094+0.001, isto significa que cerca de 9% dos dtomos
constituintes do sistema de helio liquido a T' = 0K e na densidade p = 0.3650 3
estao no estado de menor energia.

Por outro lado, a Funcao de Nosanow-Jastrow utilizada para descrever
a fase sélida ndo apresenta um condensado de Bose-Einstein pois n(r) — 0
quando r — oo. Logo, o sélido descrito por esta funcao de onda nao apresenta
uma fase supersolida. Este resultado ja era esperado, ja que o cdlculo de n(r)

a partir da Eq. (5.27) envolve avaliar ¥y (R) = t¥ns(r1,T2,..., s, ..., TN) €
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—— Liquido ||
- - - Solido |

n(r)

Figura 6.4: Matriz Densidade de Particula Unica. Liquido: Funcao de Jastrow,
p = 0.365073. Sélido: Funcdo de Nosanow-Jastrow, p = 0.5500 3. Calculos
com N = 108 atomos.

! ’ , .
Uny(R) =¢ny(ry,ro, ... 1, ..., T ) € desse modo, quando se desloca o atémo i
o« o~ . o~ / . A . ~
da posigao r; para a posi¢ao r; por uma grande distancia r, a Funcao de Onda
de Nosanow-Jastrow praticamente se anula pois cada atomo 7 estd explicita-

mente preso em um sitio da rede 1; por uma gaussiana.

A curvatura de n(r) para r — 0 estd associada a energia cinética do sis-
tema [37]. Quanto maior a curvatura, maior a energia cinética e vice-versa.
Logo, sistemas mais localizados como os sélidos tendem a possuir uma curva-
tura maior em n(r) que os analogos liquidos pois possuem em geral energia
cinética mais elevada. Outro resultado interessante [28] mostra que a fragao

de condensado na fase liquida é maior na densidade de equilibrio do que a



6.3. FUNCAO DE ONDA SOMBRA LIVRE E PERIODICA 63

fracao calculada na densidade de solidificacao. Este comportamento que in-
dica a diminuicao da fracao de condensado com o aumento da densidade, entre
outros, é um dos motivos pelo qual ainda nao se tem uma compreensao clara
dos resultados experimentais da fase supersdlida [13] que apresenta uma regiao
em que ha um crescimento dessa propriedade conforme a densidade de sélido

aumenta.

6.3 Funcao de Onda Sombra Livre e Periédica

Foi apresentado no capitulo 3 uma forma de se estabelecer um vinculo das
chamadas particulas sombra com os vetores reciprocos da rede cristalina. Na-
quele capitulo, os dois modelos propostos neste trabalho sao discutidos. Um
deles, apresentado na secao 3.1 é denominado de Funcao de Onda Sombra Li-
vre e Periddica (¢ ppg), onde ndo ha uma interacao explicita entre as particulas
sombra. Os resultados a seguir foram obtidos usando a funcao de onda vari-
acional dada pela Eq. (3.12) e Eq.(3.10) que em algumas vezes no texto sera
representada por ¥prs = Yprg(b, C,t1) para enfatizar seus trés parametros

variacionais.

6.3.1 Minimizacao da Energia

A minimizagao da energia variacional utilizando a fungao de onda ¥ ppg(b, C, t1)
foi realizada em quatro densidades de sélido: 0.491073, 0.5260 3, 0.5600 3 e
0.58907%. A Fig. (6.5) mostra os resultados obtidos para a menor e a maior
densidade estudada. Como a energia depende de trés parametros variacionais
a Fig. (6.5) mostra uma regiao na qual sao variados b e C' com ¢, fixo, embora
este tdltimo parametro foi variado na busca do minimo de energia também.
Para a densidade 0.4910~3 por exemplo, o parametro ¢, foi variado na regiao
1.50 < t; < 3.50 e a Fig. (6.5 (a)) indica que o valor t; = 2.5 j& estd otimi-
zado. As energias e os parametros variacionais encontrados para cada uma das

quatro densidades estdo organizados na Tab. (6.2).
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Figura 6.5: Minimizagdo da Funcdo de Onda ©ppg(b, C, ;) nas densidades
(a) 0.491073 e (b) 0.589073. Os trés parametros variacionais foram variados
independentemente e a figura apenas mostra a regiao onde foi encontrado o
minimo de energia.
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plo] blo] Cle™?] t Er[K] By K] Ey[K]

0.491 1.12 4.0 2.5 -5.082 £ 0.003 26.158 £ 0.007 -31.241 4 0.007

0.526 1.12 4.5 3.5 -4.347 £ 0.003 29.560 £ 0.008 -33.907 £+ 0.007

0.560 1.10 2.5 2.0 -3.280 £ 0.005 31.630 &= 0.014 -34.910 + 0.015

0.589 1.10 6.0 2.0 -2.079 £0.004 34.938 £0.019 -37.017 £ 0.019

Tabela 6.2: Energia total, cinética e potencial para os parametros variaci-
onais otimizados em algumas densidades de sélido com a Funcao de Onda
Yprs(b,C,ty). Calculo com N = 108 dtomos.

6.3.2 Efeitos de Tamanho

O que se espera das simulagoes de sistemas de muitas particulas é que a par-
tir de um numero reduzido de elementos os resultados obtidos sejam o tanto
quanto possivel préximos aqueles obtidos no limite termodinamico (N — o0).
Mais precisamente, é desejavel que os efeitos de tamanho sejam menores que
as incertezas de natureza estatistica de nossos resultados. Caso se verifique
que o valor de uma determinada propriedade para sistemas analogos, porém
com tamanhos diferentes nao varia significativamente se diz que o tamanho
do sistema nao é relevante para o calculo dessa propriedade. Caso contrario é
necessario estabelecer um nimero adequado de particulas para que os resulta-
dos gerados pelas simulagoes possam produzir interpretacoes razoaveis destes

sistemas.

Um ntmero N de atomos no formalismo das Fungdes de Onda Sombra
representa na verdade um conjunto de 3N particulas que devem ser amostradas
pelo Algoritmo de Metropolis pois, para cada &tomo do sistema, duas particulas
sombra independentes estao associadas a ele constituindo trimeros, conforme

descrito na subsecao 2.4.3. Portanto, para essa classe de fungoes o niimero por
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exemplo, igual a N = 256 atomos de *He representa 256 trimeros, constituindo
um sistema de 768 particulas no total.

A Fig. (6.6 (a)) mostra a dependéncia da energia variacional obtida com a
funcdo tentativa 1ppg para diferentes tamanhos de sistema. E observado que
héa uma diminuigao praticamente linear da energia total conforme o nimero
de atomos N aumenta, excecao feita ao sistema formado por 32 atomos que
como ja sabemos, apresenta efeitos de tamanho acentuados. J& a Fig. (6.6
(b)) mostra o que ocorre com o valor da energia cinética. Analisando a Fig.
(6.6 (b)), verifica-se que hd um razodvel acordo entre os valores obtidos para
N > 108 e que o uso de um sistema de N = 32 atomos nao ¢ suficiente para

se obter um valor adequado da energia cinética.
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Figura 6.6: Efeitos do tamanho do sistema no valor da energia para a funcao
de onda ¢ ppg para um sélido de hélio na densidade p = 0.49103 e parametros
variacionais da Tab. (6.2). (a) Energia Total. (b) Energia Cinética por trés
métodos diferentes. Calculos foram efetuados com N =32, 108, 256, 500 e 864
atomos.

O declinio da energia total indicado pela Fig. (6.6 (a)) deve-se apenas ao
termo de energia potencial. Foi mencionado na secao 5.5, que a aproximacao
g(r > r¢) = 1 no calculo do termo de corregdo de cauda do potencial é
menos eficiente para solidos que para liquidos pois sistemas cristalinos possuem

uma correlagao de longo alcance produzindo maximos e minimos em ¢(r) que
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decaem mais lentamente. Valores mais acurados para a correcao de cauda
podem ser obtidos ajustando-se sendides com um decaimento exponencial na
cauda de g(r) [41].

Se o propoésito é apenas inferir qual é o limite minimo de atomos na caixa de
simulacao no qual o valor das propriedades que dependam explicitamente da
funcao de onda nao seja significativamente dependente do tamanho do sistema,
o comportamento da energia cinética (depende do laplaciano de 1) pode dar
essa informacao. Em nosso trabalho verificamos que a energia cinética para
sistemas com o nimero de atomos NV igual ou maior a 108 estao em bom acordo
entre si. Portanto, sistemas com N = 108 podem ser usados com seguranca

para os nossos propositos.

6.3.3 Momentos de p(r)

A distribuicao p(r) dos dtomos em torno dos sitios da rede é de especial inte-
resse pois, através de seu segundo momento pode-se ter uma medida da razao
de Lindemann que indica a amplitude do movimento atomico relativamente a
distancia dos primeiros vizinhos; grandeza que ainda esta relacionada ao fator
de Debye-Waller. Além do segundo momento de p(r), o uso do quarto e sexto
momento dao uma indicacao de quao gaussiana esta distribuicao é através da
razao destes coeficientes.

Os resultados do segundo (r?), do quarto (r*) e do sexto (r) momento
da distribui¢ao p(r) estao organizados na Tab. (6.3) em fungao da densidade.
Nas duas ultimas colunas estao apresentadas as razoes dos coeficientes que sao
iguais a 1 para uma distribuicao Gaussiana.

Os resultados da Tab. (6.3) mostram que os momentos de p(r) sdo menores
para sistemas mais densos. O desvio quadratico médio dos atomos em torno
dos sitios da rede em altas densidades é menor devido justamente ao volume
disponivel para os dtomos vibrarem ser reduzido. Na densidade p = 0.4910 73,
a raiz do desvio quadratico médio é (0.86 i0.04)A, onde usou-se 1o = 2.556A.
Uma medida experimental dessa grandeza para o sélido HCP ao longo do

o

eixo ¢ é (0.96 + 0.02)A [8]. Pode-se verificar também a partir da peniltima
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plo~®] () [107°- 0] (r1) [107%- %] (r%) [107 - 0]

orw

0.491 113.9 £ 0.2 21.8 £ 0.1 5.82 £0.01 1.008 £ 0.006 1.013 +£ 0.007

0.526 99.1 £ 0.2 16.5 £ 0.1 3.87 £0.01 1.008 £ 0.007 1.022 £+ 0.007

0.560 90.2 £0.2 141 £ 0.1 3.17£0.01 1.040 £0.009 1.111 £ 0.008

0.589 80.2 £ 0.1 11.0 £ 0.1 2.15£0.01 1.026 £ 0.010 1.072 £ 0.006

Tabela 6.3: Momentos da Distribuicao de Particula Unica usando a Funcao de
Onda ¥ prg. Nas duas iltimas colunas as razoes dos coeficientes seriam 1 para
uma distribuicao Gaussiana. Calculos usando 108 atomos.

coluna que a distribui¢ao p(r) é praticamente uma gaussiana dentro dos erros
estatisticos, porém a ultima coluna revela que trata-se de uma distribuicao com
menor largura em relagao a uma curva gaussiana ja que (r?) menor implica

um coeficiente gaussiano maior.

ple™3  dpy[o] L.R. Atomos L.R. Shadows

0.491 1.4228 0.2372 £ 0.0003 0.0894 £ 0.0004

0.526 1.3905 0.2264 £ 0.0003 0.0751 £ 0.0005

0.560 1.3618 0.2205 £ 0.0003 0.1004 £ 0.0004

0.589 1.3391 0.2079 £ 0.0002 0.1002 £ 0.0004

Tabela 6.4: Razao de Lindemann nas densidades indicadas. Célculo usando a
Fungao de Onda ©¥pprg e 108 atomos.
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A Tab. (6.4) mostra os resultados do célculo da Razao de Lindemann
para os atomos e as particulas sombra. Uma caracteristica marcante desses
dados é que as particulas sombra se comportam como particulas de sélidos
convencionais onde a Razao de Lindemann é da ordem de 0.1 [9]. Ja os dtomos

possuem um comportamento de um sélido quantico, onde a L.R. é maior que

0.2.

6.3.4 Distribuicao Radial de Pares

A Distribuicao Radial de Pares g(r) calculada tanto para os dtomos de ‘He
quanto para as particulas sombra para as quatro densidades estudadas é mos-
trada na Fig. (6.7).
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Figura 6.7: Distribuicao Radial de Pares nas densidades dadas. (a) Atomos.
Os pontos indicam resultados de GFMC da Ref. [18] (b) Particulas Sombra.
Simulagao usando N = 108 atomos e parametros variacionais dados na Tab.
(6.2).

Um breve comparagao entre as Fig. (6.7 (a)) e a Fig. (6.7 (b)) revela que
ao contrario da distribuicao atomica, a distribuicao das particulas sombra no
sistema é mais localizada, situacao evidenciada pelos maximos acentuados da
Fig. (6.7 (b)). Este fato corrobora com os resultados das L.R. observadas na

Tab. (6.4) os quais indicam que esse tipo de particula, para a fun¢ao ¥ prg, se
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comporta aproximadamente como uma particula em um cristal classico com
pequena amplitude vibracional em torno de sitios da rede. Os deslocamentos
dos maximos de g(r) para a esquerda conforme a densidade aumenta sao espe-

rados ja que um aumento de p proporciona distancias entre vizinhos menores.

2,0 T T T T T
1,5hF 7
c 1,0 T
o
0,5} : o PRB(24), 115 (1981) | ]
*He
------ Shadows
0,0 L 3 g ] f ] L 1
0 1 2 3 4

Figura 6.8: Distribuicao Radial de Pares. Simulagao realizada com 256 parti-
culas na densidade 0.49102 com ¥ prg. Os pontos sdo resultados de calculos

“exatos” (GFMC) da Ref.[18].

A Fig. (6.7 (a)) mostra que os resultados deste trabalho possuem bom
acordo com outro da literatura [18] onde se considerou um sistema de 108 dto-
mos obtidos através do método de Monte Carlo da Fungao de Green (GFMC).
Porém, a Fig. (6.8) para um sistema maior de 256 &tomos, mostra que os
resultados comparados sao ligeiramente diferentes a partir de r > 30. A curva

tracejada representa g(r) para as particulas sombra e seus maximos estao loca-
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lizados aproximadamente nas distancias de vizinhos calculadas para uma rede
FCC perfeita. Observa-se também que os maximos de g(r) para os 4tomos es-
tao centrados em maximos da distribuicao das particulas sombra. Logo, como
as particulas sombra possuem uma distribuicao mais localizada em torno dos
sitios da rede FCC perfeita e uma amplitude vibracional pequena, os atomos

que estao presos a elas formam um sélido cristalino.

6.3.5 Matriz Densidade de Particula Unica

A primeira metodologia de calculo da Matriz Densidade de Particula Unica
abordada neste trabalho indica que em principio n(r) pode ser calculada a
partir da amostragem de 1¥?(R) e aplicacio da Eq. (5.27) diretamente como
foi feito para a fase liquida descrita pela fungao tentativa na forma de Jastrow.
Uma metodologia alternativa para o calculo desta grandeza foi explorada na
subsecio 5.7.2 onde ¢)(R)1(R’) é diretamente amostrado. A estrutura de uma
funcdo de onda tipo sombra que tem a forma ¢(R) = [ dS Z(R, S), introduz
dificuldades adicionais ao calculo de n(r) o que torna necessario o emprego da

segunda metodologia.

A Fig. (6.9) mostra os resultados obtidos na fase sélida para a matriz
densidade com o uso da fungdo de onda ¥ppg. Constata-se que n(r) — 0
quando r — o0, logo o modelo variacional proposto ¥prg nao descreve uma

fase supersolida onde ha uma Condensagao de Bose-Einstein.

Os resultados apresentados na subsecao 6.3.3 mostram que a raiz do desvio
quadratico médio estd cerca de 10% abaixo do valor experimental [8] indi-
cando que o sélido formado com o uso da Funcao de Onda Variacional ¢¥ppg
nio permite que as meia-particulas (dtomos r; e r;) difundam-se independen-
temente pelo sistema devido uma maior localizacao das configuragoes atomicas
em torno dos sitios da rede. Devido a pequena amplitude vibracional dos ato-
mos, o trimero inicial que da origem as meia-particulas e suas sombras nao

tem a oportunidade de difundirem pelo sistema.
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n(r)

Figura 6.9: Matriz Densidade de Particula Unica para ¢ ppg nas densidades
indicadas. Célculo com N = 108 atomos.

6.3.6 Vacancias

Na literatura é mencionado com frequéncia que um dos mecanismos que pode-
ria dar origem a fase supersélida seria a presenca de defeitos como vacancias,
por exemplo. O primeiro trabalho que abordou essa possibilidade é encontrado
na Ref. [42]. Uma tentativa de contornar as dificuldades encontradas no mo-
delo da funcao de onda ¥prs que nao descreve uma fase supersélida para um
solido comensuravel, é considerar portanto, a introducao de vacancias no sis-
tema pois, com alguns dos sitios vazios espera-se que no em torno do defeito o
aumento da mobilidade atomica local propicie uma permutacao das posicoes de
um atomo com uma vacancia. Em termos do nosso modelo variacional, pode-

riamos esperar que as meia-particulas pudessem difundir independentemente
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por todo o sistema, dando origem a um Condensado de Bose-Einstein.

A metodologia de cédlculo para a mobilidade atomica esta descrita na sub-
secao 5.8.1. Um histograma de desocupacao de sitios ou equivalentemente,
de Células de Wigner-Seitz (CWS) é construido para que possa se ter uma
idéia da influéncia da introdugao de vacancias na contagem desocupagao/sitio
ao longo de uma simulagdo. Os resultados estdo apresentados na Fig. (6.10).
Verifica-se nas Figs. ((6.10) (a) e (c¢)) que hda Pseudo Pares de Intersticios-
Vacancia (PIV) em sélidos perfeitos. Em algumas configuragoes amostradas
foram encontrados pelo menos dois atomos ocupando uma CWS, ja que o his-
tograma mede a ocorréncia de desocupacoes. Esse comportamento é uniforme

em todo o sistema que esta sendo simulado.

Nas Figs. ((6.10) (a) e (c)) pode ser observado que o aumento da densi-
dade influi na diminui¢cao da mobilidade atomica verificada por uma menor
desocupacao/sitio. Em 2000 configuragdes medidas, um sitio foi encontrado
desocupado em média 4 vezes na densidade p = 0.491073 e menos de 2 vezes
em p = 0.5260 3.

Pode ser visto nas Figs. ((6.10) (b) e (d)) que a introdugao de uma vacancia
no sistema nao permite uma maior mobilidade atomica, isto porque a vacancia
nao consegue se propagar pelo cristal. Na densidade p = 0.4910~3 por exem-
plo, entre 2000 configuracoes analisadas uma CWS foi encontrada 1944 vezes
desocupada, ou seja, praticamente durante toda a simulacao o defeito criado

naquela célula esteve presente na mesma regiao do solido.

Os célculos da Matriz Densidade de Particula Unica realizados para siste-
mas com uma vacancia nao permitiram que uma BEC fosse observada sendo
os resultados muito semelhantes ao mostrado na Fig. (6.9) com o uso da Fun-
¢ao de Onda Sombra Livre e Periddica obtidos para um sélido comensurado.
Todos os resultados obtidos com a funcao ¥ prg e discutidos nesta secao su-
gerem que neste modelo, os efeitos de troca nao sao favorecidos e mesmo com
a introducgao de vacancias, as configuragoes amostradas nao permitem que as
meia-particulas difundam-se pelo cristal dando origem a fase supersolida. Os

resultados obtidos sao uma indicagao que o valor encontrado para o parametro
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Figura 6.10: Histograma de desocupacao das Células de Wigner-Seitz ao longo
de uma simulacao para ¥ prg. Dados de 2000 configuracoes estatisticamente
independentes de uma simulacao com 1 - 10% sweeps Monte Carlo. Resultados

para as densidade p = 0.49107% e p = 0.52603: (a) e (c) Sélido Perfeito com

256 atomos. (b) e (d) Sélido com uma vacancia. Nota-se em (c) e (d) que hd
uma célula de Wigner-Seitz que esteve desocupada durante praticamente todo
o calculo, isto é, a vacancia criada é estatica.
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t; é de uma magnitude suficiente para localizar demasiadamente as particulas
sombra e consecutivamente os a&tomos em torno dos sitios. Com a intencao de
relaxar essa interagao, um outro modelo desenvolvido neste trabalho denomi-
nado Funcao de Onda Periddica ¢ pg foi proposto e discutido na segao 3.2. Os
resultados obtidos com ele sao apresentados na préoxima segao.

Apesar do modelo ¥ ppgs nao descrever um comportamento superfluido na
fase solida, as outras propriedades calculadas indicam que este ainda é um bom

modelo para a fase sélida dos sistemas formados por dtomos de *He.

6.4 Funcao de Onda Sombra Periddica

Nesta secao apresentamos os resultados obtidos com a Funcao de Onda Sombra
Periddica ¥ pg. Neste modelo, ao contrario do anterior, o termo de interacao
entre as particulas sombra é mantido como na formulacao original da Funcao
de Onda Sombra [1]. Este termo correlaciona diretamente as particulas sombra
entre si e depende de um parametro variacional by,. Esta correlagao permite
que a interacao das particulas sombra com os vetores reciprocos da rede sejam
tomadas com menor intensidade e que portanto haja uma menor localizacao
das mesmas no volume em torno dos sitios da rede. A diminui¢ao do parametro
t; ajudam na delocalizacao dos atomos, permitindo que os efeitos de troca

sejam favorecidos como veremos a seguir.

6.4.1 Minimizacao da Energia

Os parametros variacionais b e C' encontrados no processo de minimizacao da
energia com o uso da Funcao de Onda Sombra Peridédica ¢pg sao praticamente
os mesmos encontrados para o modelo ¥prg devido a similaridade entre essas
fungoes de onda. A Fig. (6.11) mostra que hd uma regido de convergéncia
para o resultado da energia variacional obtida com o modelo ¢ ppg, aproxi-
madamente —5K na densidade p = 0.491072 e —2K em p = 0.5890 3, para
diversas combinagoes dos parametros by, (interagdo entre sombras) e ¢; (inte-

racao das sombras com a rede reciproca).
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Figura 6.11: Minimizagao da Fungao de Onda ¢ pg(b, C,, bsp, t1) nas densidades
(a) 0.491073 e (b) 0.5890 3 com 108 &tomos. As duas figuras mostram que
ha uma regiao de convergéncia da energia para o valor minimizado no modelo

¢PFS-
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Uma analise da influéncia dos parametros by, e t; na energia cinética e
potencial pode ser realizada a partir da Fig. (6.12). O comportamento da
energia cinética na Fig. (6.12 (a)) é basicamente crescente com o aumento dos
valores deste parametros. Como foi dito anteriormente, uma maior localizagao
atomica é promovida pelo aumento do parametro t; e este excesso de locali-
zacao gera um aumento da energia cinética. Esse mesmo comportamento é
percebido com o aumento de by, que representa a intensidade das interacgoes
entre particulas sombra. Quanto maior for a interagao entre particulas sombra
(maior bgy,), maior o “caro¢o” repulsivo entre elas restringindo o volume no
qual o atomo habita ja que este estd acoplado a elas. A Fig. (6.12 (b)) mostra
que o aumento nos valores dos parametros variacionais by, e t; promove uma
energia potencial cada vez menor indicando que nesta situacao a distribuicao

dos atomos tende aquela de uma rede perfeita no minimo do potencial.
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Figura 6.12: (a) Energia Cinética e (b) Potencial por atomo para a densidade
0.491073 em funcao dos parametros variacionais by, e t;.

Com o prop¢sito de obter a minima energia total possivel e ainda favorecer
uma maior mobilidade atomica, os parametros variacionais encontrados estao
organizados na Tab. (6.5), que mostra nas densidades indicadas as energias

total, cinética e potencial por atomo de hélio.



78 CAPITULO 6. RESULTADOS

plo? blo] Clo? bule] t  BrlK] Ef(K] By [K]

0.491 1.12 4.2 1.30 0.2 -4.916 £ 0.003 24.938 £ 0.005 -29.854 £ 0.006

0.526 1.12 4.5 1.30 0.2 -4.077 £ 0.003 27.865 £ 0.005 -31.943 £ 0.006

0.560 1.10 2.5 1.30 0.2 -3.036 £ 0.004 30.354 £ 0.006 -33.391 £ 0.007

0.589 1.10 6.0 1.30 0.2 -1.764 &= 0.004 33.210 = 0.006 -34.973 £ 0.007

Tabela 6.5: Energias e Parametros Variacionais otimizados para algumas den-
sidades de sélido usando a fungao de onda ¥pg = V¥pg(b, C, by, t1) . Céleulo
usando 256 particulas.

6.4.2 Momentos da Distribuicao de Particula Unica

O célculo dos momentos da distribuicao p(r) foi efetuado para a Funcao de
Onda Sombra Periédica ¢ pg e os resultados estao apresentados na Tab. (6.6).
Comparando esses resultados com os obtidos para a funcao variacional ¢ ppg
(Tab. (6.3)), verifica-se que a distribuicdo dos atomos em torno dos sitios
da rede calculada para o modelo ¥pg é mais larga que a obtida com o uso
da funcao de onda Ypprg devido aos desvios quadraticos médios calculados
com 1 pg serem maiores. Razoes dos momentos apresentados na ultima coluna
mostram também que as distribuicoes p(r) para as duas densidades mais baixas
sao mais largas (menores que 1) do que em uma distribuicao gaussiana. A raiz
do desvio quadratico médio na densidade p = 0.49167% é (0.97 + 0.04)A e
encontra-se em excelente acordo com o resultado experimental [8] que é de

o

(0.96 & 0.02)A.

A partir dos desvios quadraticos médios da Distribuicao de Particula Unica
foi calculada a Razao de Lindemann (L.R.) que consiste, como ja mencionado,
numa medida de quao espalhada essa distribuicao é em relagao a distancia entre

primeiros vizinhos do cristal perfeito. Os resultados do calculo da L. R. para
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r4 r6
plo) (0707 (Y107 at) (610707 HE &
0491 1429+ 0.2 34.1 £ 0.1 11.06 £ 0.04 1.002 &= 0.003 0.978 £ 0.003
0.526 1271 £ 0.1 271+ 0.1 7.92 +£0.01 1.006 £ 0.004 0.992 % 0.003
0.560  108.8 = 0.1 19.9 £ 0.1 5.09 = 0.02  1.009 £ 0.005 1.016 & 0.005
0.589 98.2 + 0.1 16.3 £ 0.1 3.77 £0.02 1.014 £ 0.006 1.024 £ 0.006

Tabela 6.6: Momentos da Distribuicao de Particula Unica usando a Funcao de
Onda ¥pg. As duas ultimas colunas seriam iguais a 1 para uma distribui¢ao
Gaussiana. Calculos usando 256 particulas.

plo~]

dpy[0]

L.R. Atomos

L.R. Shadows

0.491

0.526

0.560

0.589

1.4228

1.3905

1.3618

1.3391

0.2656 £ 0.0003

0.2564 £ 0.0001

0.2422 £ 0.0001

0.2340 £ 0.0002

0.2191 £ 0.0002

0.2098 =+ 0.0002

0.1989 =+ 0.0002

0.1923 £ 0.0002

Tabela 6.7: Razdo de Lindemann (L.R.) nas densidades indicadas, d,, ¢ a
distancia entre primeiros vizinhos. Célculos usando a Funcao de Onda ¢pg
para 256 particulas.

os atomos e particulas sombra nas quatro densidades de sélido estudadas estao

organizados na Tab. (6.7). Diferentemente dos resultados obtidos com o uso

da funcao v¥pprg as particulas sombra possuem um comportamento altamente

quantico (L.R. ~ 0.2) quando é usado o modelo da Funcao de Onda Sombra
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Periddica ¢pg.

6.4.3 Distribuicao Radial de Pares

A Fig. (6.13) mostra os resultados de g(r) para os d4tomos e para as particulas
sombra obtidos com a funcao de onda ¥pg. O comportamento observado é
similar entre as curvas apresentadas na figura, apenas uma maior localizacao
das particulas sombra é notada devido as magnitudes dos maximos do grafico

presente na Fig. (6.13 (b)) serem maiores que as da Fig. (6.13 (a)).

25 ———7—+—FT—"—T""—T""—T"—T"—T T

I s B e o e e e e e e T

— p=0.4915" _ p=o.491c':
ver —— p=0.5260" | ] 2,01 — r’=°-526‘ﬁ3 i
1,4k p=0.5600" || \ p=0.560c

—— p=0.5895"

g(r)

Figura 6.13: Distribuigao Radial de Pares nas densidades indicadas. (a) Ato-
mos. (b) Particulas Sombra. Simulac¢do usando N = 256 dtomos e parametros
variacionais dados na Tab. (6.5).

Na fungao de onda variacional ¥ pg(b, C, bsp,t1), as interagoes das parti-
culas sombra com os vetores reciprocos da rede foram atenuadas em relagao
aquelas presentes no modelo ¥ prg(b, C,t1) no qual as particulas sombra estao
excessivamente confinadas em torno de sitios da rede. Esta atenuacao seguida
da introducao de correlagoes entre particulas sombra, permitem ao modelo
Yps(b, C, by, t1) exprimir em g(r) as mesmas caracteristicas estruturais expe-

rimentais dos atomos no sélido conforme podemos ver na Fig. (6.14).
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T T T T T T ' T " 1
® PRB(24), 115 (1981) | |

1,8F e i

1,6 L.... “.' ------ Shadows _

g(r)

Figura 6.14: Distribuicao Radial de Pares. Simulacao realizada com 256 par-
ticulas na densidade 0.491072 com 1pg. Os pontos sao resultados de célculos
exatos (GFMC) da Ref.[18].

6.4.4 Vacancias

A Funcao de Onda Sombra Periédica foi construida com a preocupagao de
que os mecanismos de troca fossem favorecidos. Nossos resultados mostram
uma maior distribuicao em torno dos sitios da rede e em principio isso pode
facilitar a permutacao entre particulas vizinhas. A contagem de desocupacao
por Célula de Wigner-Seitz feita como ja descrito anteriormente é apresentada
na Fig. (6.15).

Comparando os resultados obtidos com a Fungao de Onda Sombra Livre
e Periddica na Fig. (6.10 (a)) com os da Fungao de Onda Sombra Periddica

na Fig. (6.15(a)), claramente nota-se um grande aumento na contagem de
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Figura 6.15: Histograma de desocupagao das Células de Wigner-Seitz ao longo
de uma simulagao utilizando ©¥pg. Dados de 2000 configuragoes estatistica-
mente independentes de uma simulacao com 1 - 10° sweeps Monte Carlo. Re-
sultados para as densidade p = 0.491073 e p = 0.526073: (a) e (c) Sélido
Perfeito com 256 dtomos. (b) e (d) Sélido com uma vacancia. Nota-se em (c)
e (d) que a contagem de desocupagao é maior em todas as células na presenga
de vacancias em relagao a um sélido perfeito, significando que a vacancia é
movel.
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desocupagao em cada CWS usando-se a funcao variacional ¥pg que registrou
dezoito vezes em média uma CWS desocupada em relagao aos quatro obtidos
usando-se a funcao Ypprg. Este aumento deve-se a uma maior delocalizacao
dos dtomos permitida no modelo ¥pg com a relaxacao do termo estrutural das
particulas sombra que as acopla em torno de sitios da rede. Essa relaxacao
tem grande influéncia na mobilidade de vacancias como pode ser visto nas
Figs. (6.15(b) e (d)) onde, ao contrario dos resultados obtidos com a fun¢ao
Yprg, 08 resultados com o uso da fungao ¢ pg mostram uma maior contagem de
desocupagao em todas as CWS permitindo concluir que a vacancia introduzida
pode se propagar pelo cristal.

Os histogramas de desocupacao obtidos com a Funcao de Onda Sombra
Periddica indicam que freqiientemente uma CWS abriga ao menos dois ato-
mos durante a simulagao, logo os Pseudo Pares de Intersticio-Vacancia (PIV)
induzidos por esta funcao de onda tem uma grande contribui¢ao no surgimento

da fase supersolida como serd visto na secao 6.6.

6.5 Equacoes de Estado para ¢Yprg e 1Ypg

As equagoes de estado obtidas a partir dos dois modelos propostos neste tra-
balho permitem determinar a qualidade das funcoes de onda tentativas com
respeito as energias e outras grandezas como, por exemplo, a pressao estimada
em funcao da densidade.

As curvas que representam as Equagoes de Estado para os modelos ¢pprg
e 1¥pg estao na Fig. (6.16 (a)) juntamente com os dados experimentais. Como
era de se esperar, a energia variacional calculada para ambos modelos estao
acima da energia medida experimentalmente. Embora o modelo ¢¥pg produza
energias um pouco maiores que as obtidas com a funcao ¥pprg, as curvaturas
da equacao de estado sao praticamente iguais entre si e aproximadamente a
mesma da curva experimental. A curvatura é importante pois esta associada
a pressao do sistema corforme discussao presente na segao 5.4.

Os coeficientes do ajuste polinomial realizado utilizando a Eq. (5.16) para
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Figura 6.16: (a) Equagao de Estado para os modelos ¢¥ppgs € ¥pg. (b) Pressao
calculada usando as fungoes ¥prg € ¥ps. Os dados experimentais sao dados

na Ref. [26].

as equagoes de estado encontram-se na Tab. (6.8). A partir desses dados, a
curva de pressao em fungao da densidade é construida e exibida na Fig. (6.16
(b)). As pressoes calculadas para os dois modelos concordam muito bem com
os resultados experimentais. Como mencionado na introducao deste trabalho,

os sistemas formados por dtomos de *He mesmo a uma temperatura préxima

Modelo A K] polo™?] B [K] C K]
Exp. -6.27 £ 0.01 0.4262 + 0.001 20.7 £ 0.07 124 £ 0.2
Yprs = Ypps(b,C,t) -5.62 + 0.01 0.426 218+ 0.1 6.0%+0.1
bps = Ups(b, Cr b, t1)  -5.46 £ 0.02 0.426 233+02 49405

Tabela 6.8: Coeficientes do ajuste polinomial das Equacgoes de Estado da Eq.
(5.16). A primeira linha refere-se a um ajuste feito utilizando os dados expe-
rimentais.
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ao zero absoluto nao se solidificam a menos que uma pressao externa de cerca

de vinte e cinco atmosferas seja aplicada a eles.

6.6 A Fase supersdlida descrita por v¥pg

Neste trabalho, uma fase supersélida dos sistemas formados por atomos de
“He ou equivalentemente uma Condensacao de Bose-Einstein ¢ obtida quando
usamos a Funcao Onda Sombra Peridédica ©pg na descricao variacional do
sistema. A Fig. (6.17) mostra os resultados obtidos para a n(r) a partir da
Eq. (5.32) na densidade p = 0.49167% com diversos valores do parametro
variacional by,. Para by, = 1.100, uma fracdo de condensado cerca de 1% é
encontrada, porém para by, = 1.450 verifica-se que a cauda da curva n(r) nao
possui um limite definido quando r — oo dai nesta situacao nao deve haver

BEC.

Analisando o comportamento da cauda de n(r) para todos os valores de
bsn, da Fig. (6.17), nota-se que este parametro controla a magnitude da fracao
do condensado. Para by, < 1.300 notamos que para r — oo, n(r) possui um
limite ndo nulo. A medida que aumentamos b, as particulas sombra tornam-
se cada vez mais localizadas. Logo, devido ao acoplamento gaussiano entre os
atomos e as particulas sombra, um by, suficientemente grande nao permite que
os atomos tenham mobilidade suficiente para permutar suas posi¢oes com seus
vizinhos e assim as meia-particulas nao tem a possibilidade de se difundirem.
Ja para um by, suficientemente pequeno, a mobilidade dos atomos é mais in-
tensa. Entretanto, como o parametro t; que acopla as particulas sombra a rede
reciproca possui um valor pequeno, existe um limite para by,. Um valor sufici-
entemente pequeno de by, levaria o sistema a comportar-se como um liquido.
Um critério auxiliar para determinarmos o melhor parametro variacional by,
que produz uma fracao de condensado no sélido sera discutido posteriormente
considerando o desvio quadratico médio dos atomos com respeito aos sitios da
rede.

Para entendermos a presenca de um Condensado de Bose-Einstein no mo-
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Figura 6.17: Fracao do condensado para a densidade 0.4910 2 e funcao de onda
1ps variando-se o parametro que representa a interacao entre as particulas
sombra na regiao 1.100 < by, < 1.450.

delo ¥pg para o sélido de “He mostraremos que as meia-particulas tem a
oportunidade de se difundirem pelo cristal. A Fig. (6.18) mostra a configu-
racao inicial arbitraria de uma simulagao onde os atomos estao dispostos em
uma rede FCC perfeita. A localizacao inicial das meia-particulas encontra-se

a dois planos abaixo do plano em destaque da figura.

Partindo da configuracao inicial representada pela Fig. (6.18), a simulagao
passa pela etapa de equilibracao. A seguir, apds o sistema atingir o equilibrio,
algumas das configuragoes amostradas nessa etapa estao sobrepostas na Fig.
(6.19). Nesta figura, uma projecao no plano XY é feita a partir das configu-

ragoes atomicas presentes em um volume em torno do plano z = 0. Os pontos
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z [o]

Figura 6.18: Caixa de simulacao com 256 particulas arranjadas em uma rede
FCC perfeita na densidade p = 0.491072 . O plano z = 0 estd em destaque
assim como as posicoes iniciais das meia-particulas nas coordenadas aproxi-
madamente iguais a (—2, -2, —2)0.

vermelhos e azuis representam as projecoes das posicoes das meia-particulas
e os pontos escuros referem-se as projegoes dos atomos. Claramente nota-se
uma estrutura cristalina, mais especificamente um plano da rede FCC na di-
regao [001]. A difusao das meia-particulas pelo cristal também é observada,
ja que nas diversas configuracoes registradas nesta figura, as posicoes dessas
particulas estiveram associadas a diferentes sitios da rede ao longo da simu-
lagdo. E importante lembrar que nada se pode dizer sobre a dinadmica desse
processo ja que as simulagoes de Monte Carlo permitem amostrar as configu-

ragoes provaveis e nao dizem nada a respeito sobre a ordem cronolégica dos
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eventos observados. Os atomos que constituem o sistema sao indistinguiveis
e desse modo, o rotulo de cores para as meia-particulas é feito apenas para o

controle operacional dos eventos presentes na simulagao.

vy [ol

Figura 6.19: Configuracoes atomicas amostradas pela simulacao. Projecao no

plano XY do volume tal que —% < z < +7. Os pontos vermelhos e azuis
correspondem as posicoes das meia-particulas. Simulacao realizada com 7-10°
sweeps e com os parametros variacionais b = 1.12, C = 4.2, by, = 1.25,

t; = 0.20 com N = 256 dtomos na densidade p = 0.4910 3.

O principio variacional descrito na secao 2.3 é baseado na minimizagao do
valor esperado da Hamiltoniana do sistema. Outros autores [38] elaboraram um

outro principio denominado Mazimum-overlap que consiste basicamente em
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otimizar os parametros variacionais para se obter uma superposi¢ao maxima
com a funcao de onda exata do sistema conhecida numericamente apenas.
Naquele trabalho, esses autores ajustaram o pseudo potencial da fungao de
Jastrow para reproduzir a distribuicao radial de pares que pode ser obtida
através de experimentos de espalhamento (de néutrons ou raios-X) e com esse

procedimento obtiveram bons resultados tanto para ¢g(r) quanto para a energia

propriamente.
0,20 — 77T
2
= PRB (19), 5598 (1979) |
------ lim. erro estat.
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A b, =125
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Figura 6.20: Desvio quadratico médio em fungao da densidade. A curva sdlida
liga os resultados de GEFMC [40]. As linhas pontilhadas representam o limite do
erro estatistico destes dados (trés vezes o erro nominal). Os quatro pontos mais
abaixo da figura s@o os resultados obtidos com o modelo ¥prs = Yprs(b, C,t1)
com os parametros da Tab. (6.2). Os pontos restantes sao resultados obtidos
com o modelo ¥ps = Wpg(b,C,, b, t1) com b,C e t; dados na Tab. (6.5),
bsp, = 1.15,1.25,1.30, 1.500.
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A escolha do parametro by, que fornece a melhor fracao de condensado
serd feita seguindo as idéias do principio do Maximum-overlap em relagao ao
desvio quadratico médio que é obtido experimentalmente através de medidas
do fator de Debye-Waller ou entao de calculos exatos dessa propriedade como
os realizados pelo método de Monte Carlo da fun¢ao de Green (GFMC). Os
desvios quadraticos médios de referéncia escolhidos sao resultados do método
GFMC [40]. Além dos dados de GFMC, a Fig. (6.20) mostra os resultados

obtidos com o modelo ¥ pprg € com 0 Ypg.

Ja foi discutido que os resultados obtidos com a funcao de onda ¥pprg lo-
caliza demasiadamente os atomos em torno de sitios da rede. Isto é mais uma
vez confirmado quando se comparam aqueles resultados com os obtidos pelo
GFMC, em todas as densidades estudadas os desvios estao abaixo do resul-
tado considerado exato. Ja para a Funcao de Onda Sombra Periddica, existem
situacoes para valores de by, > 1.500 em que encontram-se pequenos desvios e
outras como para by, < 1.15 em que os atomos estao excessivamente delocali-
zados, caracterizados pelo alto desvio quadratico médio calculado nesta regiao
de parametros. Ha dois valores para by, (1.250 e 1.300) nos quais juntos com os
outros parametros variacionais fazem os resultados para os desvios quadraticos
calculados com a funcao Y pg se localizarem na regiao dos resultados GFMC

dentro do limite de erro estatistico.

A Fig. (6.21) mostra resultados da fra¢ao do condensado para quatro densi-
dades de um sélido perfeito e a Fig. (6.22) mostra que a presenga de vacancias
aumentam a BEC. Tanto para sélidos perfeitos como para aqueles com defei-
tos, o limite de n(r) quando r — oo é mais bem definido quando se usa o valor
bsn = 1.250, logo acreditamos que esse valor seja adequado para caracterizar
a fase supersélida dos sistemas formados por dtomos de *He dentro do nosso

modelo ¥pg.

Os resultados obtidos para a fracao do condensado com o uso a Funcao de
Onda Sombra Periddica podem ser resumidos no grafico da Fig. (6.23) onde
um comportamento essencialmente decrescente é notado conforme a densidade

do sistema aumenta. Para um sélido perfeito, por exemplo, a menor densidade
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Figura 6.21: Matriz Densidade de Particula Unica nas densidades indicadas
usando ¥pg com N = 256 atomos e parametros variacionais b, C' e t; da Tab.

(6.5) e (a) bgp, = 1.250 e (b) bs, = 1.300.
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Figura 6.22: Influéncia de vacancias na magnitude da fragao do condensado.
Célculo para a densidade p = 0.4910~3 com parametros variacionais b, C' e t;
retirados da Tab. (6.5) e (a) bs, = 1.250 (b) by, = 1.300.

apresenta uma fracao da ordem de 0.15% que é substancialmente maior para

um sistema com duas vacancias onde sao encontradas um pouco mais de 0.25%

dos atomos no estado de momento igual a zero. Em geral, vacancias aumen-

tam a fracao do condensado pois aumentam a mobilidade atomica presente no

10

10°

10

10"
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modelo ¥ pg. As meia-particulas podem se difundirem pelo cristal de maneira

mais livre que em um sistema perfeito.

-3
3,0x10 ; , . , ; , . , : ,
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Figura 6.23: Fragao do Condensado (ng) em fungdo da densidade usando o
modelo ¥ps = ¥pg(b, C, by, t1). Calculo utilizando parametros b,C' e t; da
Tab. (6.5) e by, = 1.25.

Os resultados experimentais [13] da fase supersdlida do “He indicam haver
uma fracao de condensado da ordem de 1.5%, isto é, uma ordem de grandeza
dos resultados obtidos com a fungao ¥pg. Vimos que a introducao de vacan-
cias aumentam a magnitude de ng levando acreditar que bastaria introduzir
um numero maior desses defeitos para que os resultados obtidos por nosso
modelo variacional entrassem em acordo com aqueles experimentais. Porém,
duas vacancias representam uma concentracao de X, = 0.78% de defeitos in-

troduzidos para um sistema de N = 256 atomos e outros célculos mostram [43]
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que a concentracao de vacancias no sélido de “He em 7' = 0K é muito menor
que um por cento. Entretanto, ainda esta em aberto qual é o verdadeiro valor
dessa concentracao mas hd um consenso que este deve ser menor que 1%. Dai
a introducao de um numero arbitrario de vacancias no sistema levaria cada vez
mais a resultados duvidosos.

Em resumo a Funcao de Onda Sombra Periddica ¢pg ¢ capaz de descrever
acuradamente diversas propriedades dos sistemas formados por atomos de hé-
lio. Além disto, e mais importante, é capaz de dar origem a uma Condensagao
de Bose-Einstein, que como ja mencionamos e discutiremos a seguir podera
fornecer uma fracao de condensado em um acordo muito melhor com a ex-
periéncia, isto através de idéias que ja apresentamos e de uma generalizacao

simples dos calculos aqui realizados.
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Capitulo 7

Conclusoes e Perspectivas
Futuras

Neste trabalho de dissertacao de mestrado, propusemos duas fungoes de onda
tentativa baseadas no conceito de particulas sombra e que descrevem a fase
solida. Uma delas denominada Funcao de Onda Sombra Livre e Periddica
(vYprg) fornece bons resultados para esta fase aferidas pelas suas proprieda-
des, entre elas as energias do sistema e a Distribuicao Radial de Pares que
mostrou-se em bom acordo com outros resultados tedricos da literatura. A
outra, denominada Fun¢do de Onda Sombra Periédica (1 pg) além de fornecer
bons resultados para as propriedades de interesse, se destaca por conseguir
descrever a fase supersoélida e desse modo predizer uma Condensacao de Bose-

Einstein na fase sélida.

Adicionalmente, abordamos dois modelos variacionais da literatura, a Fun-
¢ao de Jastrow que descreve a fase liquida e a Fun¢ao de Nosanow-Jastrow para
a fase sélida dos sistemas formados por dtomos de *He com a finalidade de de-
terminarmos algumas propriedades do estado fundamental quando o potencial
SAPT2 é utilizado na descricao do sistema. Outro motivo para estudarmos
estas fungoes variacionais foi testar a consisténcia da nossa metodologia empre-
gada nos calculos, ja que todos os resultados que obtivemos foram decorrentes

de nossas préprias implementacoes numéricas através do método Monte Carlo
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Variacional.

No modelo ¥prg onde nao sao consideradas as correlacoes entre particulas
sombra, as interacoes entre esse tipo de particula e a rede reciproca sao de-
masiadamente intensas que acabam produzindo uma distribuicao de particula
unica em torno dos sitios da rede estreita, isto é, o desvio quadratico mé-
dio desta distribuicao é menor que o obtido experimentalmente. Observou-se
um comportamento aproximadamente “classico” das particulas sombra neste
modelo pois, a Razao de Lindemann, que mede a amplitude vibracional dos
atomos em relacao a distancia entre primeiros vizinhos da rede, obtida nas
quatro densidades de estudo é da ordem de 0.1 na qual um sélido cléssico se
funde quando atinge esse valor. Dentre os mecanismos possiveis para o sur-
gimento da fase supersélida, a permutacao entre atomos podem em principio
favorecer o surgimento de uma fracao de condensado. Porém como foi visto, o
modelo ¥ pprg nao permite esse mecanismo ocorrer. Nem mesmo a introducao
de vacancias favorece a mobilidade atomica na funcao ¢ pprg, isto porque esses
defeitos tornam-se estaticos e assim os atomos nao conseguem se difundirem
entre os sitios da rede. Logo, nenhuma fracao finita de particulas no estado
de momento k = 0 foi encontrada usando a Fungao de Onda Sombra Livre e

Periddica.

Desenvolvemos também a Fun¢ao de Onda Sombra Periddica ¢/ pg que per-
mitiu uma melhor descricao da distribuicao de particula tnica em torno dos
sitios da rede e com isto, uma maior mobilidade atomica permitiu que os me-
canismos de troca entre as particulas do sistema fossem favorecidos dando
origem a fase supersélida do sélido de *He. Para atingir este objetivo, as
interacoes das particulas sombra com a rede reciproca do cristal foram rela-
xadas porém as correlagoes entre esse tipo de particula foram introduzidas no
modelo ¥ pg. Para otimizar o parametro variacional do termo de correlacao
entre particulas sombra, nos valemos de um principio variacional auxiliar de-
nominado Mazimum-Querlap que consistiu em ajustar esse parametro para as
nossas simulagoes reproduzirem os resultados para o desvio quadratico mé-

dio apresentados por um trabalho da literatura considerado um célculo exato
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(GFMC) dessa propriedade. Com este procedimento, observamos que a funcao
tentativa ¥ pg além de fornecer bons resultados para as energias, distribuicao
radial de pares e Razao de Lindemann exibe uma fase supersdlida. A fracao
de condensado é decrescente com o aumento da densidade. A introducao de
vacancias permite um aumento dessa fracao pois como foi possivel observar,
esse defeitos sao méveis no modelo 1 pg permitindo que os mecanismos de troca
sejam favorecidos.

Uma descricao dos mecanismos que permitem o surgimento do comporta-
mento superfluido da fase sélida dos sistemas de dtomos de *He ainda nao é
um consenso na area. Como foi dito na introducao deste trabalho, existe até
mesmo a intrigante possibilidade desse fenomeno nao estar associado a um
Condensado de Bose-Einstein.

Até o momento nao tivemos a oportunidade de explorar toda a potenci-
alidade de nossa teoria variacional, que mesmo assim se mostrou capaz de
produzir uma fracao de condensado para a fase sélida e indicar que vacan-
cias aumentam a Condensacao de Bose-Einstein em nosso modelo. Apesar dos
nossos resultados concordarem em boa aproximacao com os trabalhos teéricos
disponiveis na literatura, nenhum deles estd em acordo com os dados experi-
mentais.

Acreditamos que sera possivel aumentar em muito o acordo quantitativo
dos nossos resultados da fracao do condensado da fase supersélida com a experi-
éncia. Para tanto iremos considerar as informacoes estruturais da rede levando
explicitamente em conta os primeiros vizinhos como feito até o momento, mas
também aquelas devidas aos segundos vizinhos. Em particular, estamos inte-
ressados em estudar como efeitos estéricos do nosso modelo variacional estao
afetando de forma negativa nossos resultados da fracao do condensado na fase

solida e procurar os meios de atenua-los.
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