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Ao Daniel Carreiro (in memorian).

“Mark my words believe my soul lives on.

Don’t worry now that I have gone.

I’ve gone beyond to see the truth.

When you know that your time is close at hand.

Maybe then you’ll begin to understand,

Life down here is just a strange illusion.”

in Hallowed Be Thy Name - Iron Maiden
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Resumo

Este trabalho propõe duas funções de onda variacionais baseadas no conceito

de part́ıculas sombra e que descrevem a fase sólida dos sistemas formados por

átomos de 4He. Uma delas, denominada Função de Onda Sombra Livre e

Periódica (ψPFS) fornece bons resultados para esta fase aferidos pelas suas

propriedades, entre elas as energias do sistema e a distribuição radial de pares

que se mostraram em bom acordo com outros resultados da literatura. A

outra, denominada Função de Onda Sombra Periódica (ψPS) além de fornecer

bons resultados para as propriedades de interesse, se destaca por conseguir

descrever a fase supersólida e desse modo predizer uma Condensação de Bose-

Einstein na fase sólida. Todos os resultados que obtivemos foram decorrentes

de nossas próprias implementações numéricas através do método Monte Carlo

Variacional.

Palavras-Chave: Método Variacional de Monte Carlo, Supersólido.
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Abstract

This work proposes two variational wave functions based on the concept of

shadow particles that describes the solid phase of systems formed by atoms

of 4He. One of them, called Periodic Free Shadow Wave Function (ψPFS)

provides good results for this phase like the energies of the system and the

Radial Distribution Function that proved to be in good agreement with other

results of the literature. The other, called the Periodic Shadow Wave Function

(ψPS) in addition to providing good results for these properties, describes the

supersolid phase and thus predicts a Bose-Einstein Condensation of the solid

phase. All the results that have been obtained are due to our own numerical

implementations of the Variational Monte Carlo method.

Key-words: Variational Monte Carlo Method, Supersolid.
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3.1 Célula Convencional. (a) Cúbica de Face Centrada (FCC) com
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átomos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

6.3 Distribuição Radial de Pares. Ĺıquido: Função de Jastrow, ρ =
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Motivação

O átomo de Hélio possui dois isótopos estáveis:

• 3He: núcleo formado por dois prótons e um nêutron. Podemos atribuir

ao átomo spin total 1
2

e portanto ele segue a estat́ıstica de Fermi-Dirac;

• 4He: núcleo formado por dois prótons e dois nêutrons, spin total 0 e

portanto segue a estat́ıstica de Bose-Einstein.

Os sistemas formados por átomos de 4He apresentam fenômenos como o da

superfluidez, que desperta há muito tempo, um interesse tanto teórico como

experimental. Esta situação levou sob muitos aspectos a um conhecimento

bastante razoável destes sistemas na fase ĺıquida. A fase sólida, obtida so-

mente com a aplicação de uma pressão externa de cerca de 25 atm mesmo

para temperaturas tendendo a zero, sempre mostrou-se de entendimento mais

delicado. Uma teoria variacional que descrevesse a fase sólida considerando

uma função tentativa completamente simétrica, como exigido pela estat́ıstica

de Bose-Einstein satisfeita pelos átomos de 4He, e que apresentasse conseqüên-

cias práticas palpáveis surgiu somente em 1988 [1].

A superfluidez na fase sólida é objeto de especulações teóricas há muito

tempo [2, 3]. Entretanto, a observação deste novo estado da matéria desafiou

1
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a f́ısica experimental até recentemente. Esta situação começou a mudar a

partir do ano de 2004, quando Moses Chan da Pennsylvania State University

anunciou a posśıvel observação de superfluidez do hélio sólido [4]. Foi proposto,

no mesmo ano, um novo diagrama de fases para o 4He [5]. Nos trabalhos

teóricos, a origem do comportamento superfluido da fase sólida é atribúıda às

vacâncias e ao correspondente fluxo de massa. Essa concepção persiste até a

atualidade [6]. A experiência, entretanto, não fornece evidências conclusivas

para esse mecanismo [5]. É colocada até mesmo a intrigante possibilidade da

fase supersólida não estar associada a Condensação de Bose-Einstein (BEC).

1.2 Sólidos quânticos

Como foi mencionado na seção 1.1, até 2004 havia apenas especulações de um

comportamento superfluido na fase sólida do 4He. O termo sólido quântico é

muitas vezes empregado independentemente de haver ou não algum fenômeno

semelhante a superfluidez nessa fase.

É chamado de sólido quântico, um sólido que apresenta uma energia de

ponto zero, efeito puramente quântico, dominante em relação à energia tér-

mica. A amplitude vibracional dos átomos em relação aos śıtios da rede não

é despreźıvel quando comparadas às distâncias de primeiros vizinhos, logo,

a análise para os modos de vibração da rede utilizando expansões de Taylor

em torno das posições de equiĺıbrio não pode ser realizada, isto é, os efeitos

anarmônicos são predominantes nos sólidos quânticos.

Para se ter uma idéia, uma medida experimental do fator de Debye-Waller

[7] para uma estrutura HCP de 4He, forneceu o valor de (26.2 ± 0.6)% para o

deslocamento quadrático médio de um átomo em relação a distância de primei-

ros vizinho na direção do eixo c em T ≈ 0.7K no ponto de fusão [8]. Sólidos em

geral, possuem um deslocamento da ordem de 10% da distância entre primeiros

vizinhos no ponto de fusão [9].

Nos sólidos, as interações de um átomo com o hard core do potencial são

eventos infreqüêntes, já nos sólidos quânticos, essas interações tem grande pa-
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pel na descrição do sistema. A importância dos efeitos quânticos nos sólidos

pode ser aferida através do parâmetro de Boer-Blaisse [10]

Λ =
~

σ (mǫ)1/2
. (1.1)

Originalmente, as constantes σ e ǫ se referiam aos parâmetros do potencial

Lennard-Jonnes1 para sistema formados por átomos de massa m. Essencial-

mente, o parâmetro Λ compara o comprimento de onda (λ) de de Broglie com

a magnitude do hard core do potencial, σ. Se λ é da ordem de grandeza de σ,

o sólido á altamente quântico. Quanto maior o valor de Λ, maior a vibração

anarmônica da rede [11].

Elemento m [u. m. a.] ǫ [K] σ [Å] Λ

He 4 10.2 2.56 0.426

Ne 20 36.3 2.82 0.092

Ar 40 119.3 3.45 0.029

Kr 84 159 3.60 0.017

Xe 131 228 3.97 0.010

Tabela 1.1: Parâmetro de de Boer-Blaisse (Λ) para os elementos de gás nobre
indicados. Dados: massa atômica, parâmetros ǫ e σ do potencial de Lennard-
Jones para cada elemento [10].

A tabela (1.1) contém os parâmetros do potencial de Lennard-Jonnes para

os elementos gases nobres assim como o parâmetro Λ de de Boer-Blaisse. Os

1VLJ(r) = 4ǫ
[(

σ

r

)12 −
(

σ

r

)6
]
. Embora o presente trabalho não utilize esse potencial

interatômico, muitos trabalhos atuais utilizam-se dos parâmetros σ e ǫ desse potencial como
unidades de medida de comprimento e energia, respectivamente.
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efeitos quânticos tornam-se mais importantes quanto mais leve o elemento.

Por exemplo, para o sólido de He em relação ao de Xe os efeitos quânticos são

mais importantes pois ΛHe > ΛXe. Portanto, o potencial fracamente atrativo

e um hard core de curto alcance fazem do sólido formado por átomos de 4He

um sólido quântico.

1.3 A fase supersólida

A fase superfluida de 4He ĺıquido é bem conhecida e é atribúıda a condensação

de Bose-Einstein a origem de tal fenômeno, isto é, nessa fase há um número

finito de part́ıculas que compõem o sistema em um mesmo estado quântico, o

estado de momento igual a zero [12]. Embora a fase superfluida tenha origem

quântica, efeitos macroscópicos são observados tais como o escoamento com

baixa viscosidade do ĺıquido por orif́ıcios e a baixa resistência ao fluxo de

calor.

A fase sólida é menos conhecida sob o ponto de vista teórico. Este fato fica

especialmente evidenciado agora, após os recentes resultados experimentais

[4, 5, 13] da assim chamada fase supersólida do 4He. Esses resultados são

apresentados de forma sintética a seguir.

Com a finalidade de detectar uma inércia de rotação não clássica foram rea-

lizadas medidas do peŕıodo de oscilação para várias amplitudes do movimento

em função da temperatura utilizando um arranjo experimental tipo pêndulo

de torção. Tal arranjo contém um compartimento onde o ĺıquido de 4He é

armazenado e posteriormente solidificado por ação de uma pressão externa e

a temperaturas próximas ao zero absoluto, vide Fig. (1.1).

Esse pêndulo de torção possui um peŕıodo dado por

τ = 2π

√
I

G
. (1.2)

Na expressão (1.2), I é o momento de inércia do conjunto (pêndulo + 4He

sólido) e G é a constante de torção do aparato experimental. Observou-se uma

acentuada diminuição do peŕıodo de oscilação abaixo de uma temperatura
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(a) (b)

Figura 1.1: Montagem experimental para a detecção da fase supersólida do
4He. (a) Pêndulo de torção. (b) Compartimento com 4He sólido [5].

de transição de cerca de 0.2 K [4] e conseqüentemente uma diminuição no

momento de inércia do conjunto oscilante.

Os compartimentos que armazenam o 4He sólido foram preparados de duas

formas. Em uma delas um tipo de vidro poroso denominado Vycor é preen-

chido com 4He ĺıquido, logo em seguida aplica-se pressão externa até a amostra

se solidificar. Devido a porosidade do Vycor, o processo de solidificação induz

uma cristalização com muitos defeitos [4]. Na outra é utilizado o 4He em bulk.

No recipiente há apenas o hélio sob pressão. Como em ambos os casos foi

observado um momento de inércia não clássico, esta é uma propriedade do 4He

que parece ser independente do processo de cristalização realizado.

Esse efeito, a Inércia Rotacional Não-Clássica (NCRI) é quantificado por

I = Iclassic [1 − fs(T )] , (1.3)

onde fs(T ) é a “fração superfluida”. No 4He ĺıquido, fs(T ) tende a 1 no limite

de temperatura zero e tende a 0 quando T = TC , a temperatura cŕıtica [14].

Embora na fase sólida a fração superfluida mesmo em T = 0K seja muito menor

que 1, uma parte dos átomos que constituem o bulk de 4He não acompanham

o movimento do pêndulo de torção, diminuindo assim a inércia rotacional do

sistema. Tipicamente, cerca de 1.5% das part́ıculas estão nessa condição. A

Fig. (1.2) exibe o diagrama de fases para o 4He.

Estes resultados experimentais levaram a muitas investigações teóricas dos
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(a) (b)

Figura 1.2: (a) Diagrama de fases usual para o 4He [10]. (b) Proposta de um
diagrama de fases para o 4He considerando a fase supersólida [5].

sistemas formados por átomos de Hélio na fase sólida na tentativa de adquirir-se

um maior entendimento desta fase. Cálculos como Path Integral Monte Carlo

(PIMC) [15] e Shadow Path Integral Ground State (SPIGS) [16] apresenta-

ram resultados interessantes mais ainda assim, não conclusivos sobre a fase

supersólida. Algumas das possibilidades para a explicação do comportamento

superfluido na fase sólida do 4He [14] são as seguintes.

1. O número de átomos não é igual ao número de śıtios da rede, isto é, em

uma temperatura próxima a zero há uma concentração de vacâncias de

ponto-zero que podem induzir eventualmente BEC;

2. As amostras experimentais contém vários (possivelmente fora do equiĺı-

brio) defeitos como deslocamentos;

3. O número de átomos é igual ao número de śıtios da rede mas podem

ocorrer processos de troca entre átomos vizinhos (sabe-se ocorrer em

taxas não despreźıveis em sólido de 3He) levando o sistema a exibir NCRI.



1.4. ORGANIZAÇÃO E OBJETIVOS 7

1.4 Organização e Objetivos

O principal objetivo desta dissertação de mestrado é o de desenvolver uma fun-

ção de onda variacional que descreva a fase supersólida dos sistemas formados

por átomos de 4He em T = 0K. Neste trabalho utilizam-se simulações compu-

tacionais baseadas no Método Variacional com Monte Carlo para a obtenção

dos resultados.

Os métodos de Monte Carlo Quântico representam muito mais que uma

simples ferramenta numérica para abordar problemas analiticamente intratá-

veis. Com a aplicação de alguns desses métodos é posśıvel aumentarmos de

fato nosso conhecimento dos sistemas de muitos corpos quânticos, já que alguns

deles incorporam e dependem de aspectos f́ısicos essenciais dos sistemas. O Mé-

todo Variacional com Monte Carlo permite testar, sem nenhuma aproximação

adicional além da abordagem variacional, posśıveis descrições dos fenômenos

f́ısicos, é de fácil implementação e requer equipamentos computacionais mo-

destos. Além disto, por utilizar muitos recursos empregados nos métodos mais

avançados e até mesmo por fornecer resultados necessários a estes métodos,

representa uma excelente abordagem dos sistemas de muitos corpos quânticos.

Esta dissertação está organizada da seguinte forma: No caṕıtulo 2 a Hamil-

tonina dos sistemas de átomos de 4He é descrita e o potencial de interação ab

initio empregado é apresentado assim como três dos modelos variacionais da

literatura. As novas funções variacionais para a fase sólida propostas por este

trabalho são apresentadas no caṕıtulo 3. A metodologia empregada nas simu-

lações está descritas no caṕıtulo 4. Os cálculos das propriedades dos sistemas

formados por átomos de hélio estão apresentados no caṕıtulo 5. Os principais

resultados obtidos com os modelos variacionais desta dissertação encontram-se

no caṕıtulo 6. As conclusões e discussão final são debatidas no caṕıtulo 7.
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Caṕıtulo 2

Teorias Variacionais

Este caṕıtulo apresenta a Hamiltonima do sistema em estudo assim como

aborda o Método Variacional para o cálculo da energia e de outras propri-

edades do estado fundamental para os sistemas formados por átomos de 4He.

Também são apresentadas três funções tentativas da literatura que descrevem

as fases ĺıquida e sólida desses sistemas.

2.1 A Hamiltoniana

Descreve-se um sistema de N átomos de 4He com massa m que interagem entre

si através de um potencial interatômico V , pela Hamiltoniana

H = − ~
2

2m

N∑

i=1

∇2
i + V (R), (2.1)

onde R ≡ {r1, r2, ..., rN} representa o conjunto dos vetores posição dos N

átomos de 4He. O primeiro termo é simplesmente a soma das contribuições

da energia cinética de cada átomo i. O segundo termo representa a energia

potencial que depende das 3N coordenadas das part́ıculas.

9



10 CAPÍTULO 2. TEORIAS VARIACIONAIS

2.2 Potencial interatômico

Embora uma descrição acurada dos sistemas de átomos de hélio na fase con-

densada requeira ao menos interações de três corpos para se reproduzir de

maneira precisa as energias totais por átomo medidas experimentalmente [17],

a sofisticação de se adicionar essas interações produz um ganho de apenas dé-

cimos de Kelvin na energia [18]. Dentro de nossos objetivos, a aproximação de

se considerar um potencial de pares é razoável tendo em vista o menor custo

computacional exigido pelas simulações.

Figura 2.1: Potenciais de Interação SAPT2 e Lennard-Jones. O parâmetro de
de Boer-Blaisse pode ser calculado com potenciais mais sofisticados V (r) onde

σ e ǫ são constantes tais que V (r = σ) = 0 e dV (r=ǫ)
dr

= 0. ǫSAPT2 = 11.0610 K,

σSAPT2 = 2.96463 Å.

Para o sistema em estudo deste trabalho, considera-se um potencial inte-
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ratômico ab initio de dois corpos denominado SAPT2 [19]. Para uma dada

distância r entre dois átomos, r = rij ≡ |ri − rj|, o potencial SAPT2 é dado

por

V (r) = A exp (−αr + βr2) −
[
1 −

(
6∑

k=0

(δr)k/k!

)]
exp(−δr)C6f(r)/r6

−
8∑

n=4

[
1 −

(
2n∑
k=0

(δr)k/k!

)
exp(−δr)

]
C2n/r

2n,

(2.2)

onde f(r) é uma função de retardamento relativ́ıstico a qual suavemente muda

o comportamento do termo de dispersão dipolo-dipolo nas regiões intermediá-

rias e de longo alcance [20]. A figura (2.1) ilustra a forma desse potencial

comparado com o de Lennard-Jonnes 12-6.

2.3 Método Variacional

A equação de Schrödinger independente do tempo para um sistema formado

por átomos de Hélio é uma equação de autovalores e autofunções da Hamilto-

nina da Eq. (2.1)

H |ϕn〉 = En |ϕn〉 , (2.3)

onde o espectro de energia são os En e as autofunções ou autoestados são os

kets |ϕn〉, sendo E0 a energia do estado fundamental |ϕ0〉. Para este sistema

de muitos corpos quânticos, essa equação não é analiticamente solúvel, logo

não se conhece os autoestados exatos da Hamiltonina nem suas respectivas

energias. Nesta situação, métodos de aproximação são de grande valia na

busca de estimativas às propriedades de interesse.

O Método Variacional [21] é usualmente aplicado quando se deseja obter

uma estimativa da energia do estado fundamental do sistema. Para aplicá-lo,

é necessária uma percepção f́ısica do problema em questão que possa guiar a



12 CAPÍTULO 2. TEORIAS VARIACIONAIS

construção de uma aproximação para a função de onda do estado fundamental.

Esta função é denominada função de onda teste, função de onda tentativa

ou simplesmente função de onda variacional. Detalhes da construção de tais

funções estão contidos na seção 2.4.

Seja um estado variacional representado por |ψT 〉 não necessariamente nor-

malizado. A estimativa da energia do estado fundamental é denominada ener-

gia variacional ET e é calculada por

ET =
〈ψT |H|ψT 〉
〈ψT |ψT 〉

. (2.4)

De acordo com um teorema que será demonstrado a seguir

ET ≥ E0, (2.5)

isto é, a energia variacional é um limite superior para energia do estado funda-

mental. O sinal de igual é para a situação onde a função variacional é idêntica

a função exata do estado fundamental.

Demonstração

Seja {|ϕn〉} um conjunto completo de autoestados da Hamiltoniana H e

{|En〉} o conjunto dos autovalores.

Expande-se a função tentativa nesses autoestados:

|ψT 〉 =
∞∑

n=0

|ϕn〉 〈ϕn|ψT 〉 . (2.6)

Agora, a expressão (2.4) é calculada usando-se (2.6)

ET =

∑∞
n=0

∑∞
n′=0 〈ϕn|H|ϕn′〉 〈ϕn|ψT 〉∗ 〈ϕn′|ψT 〉∑∞

n=0

∑∞
n′=0 〈ϕn|ϕn′〉 〈ϕn|ψT 〉∗ 〈ϕn′|ψT 〉

. (2.7)

O conjunto {|ϕn〉} é ortonormal, dáı decorre que 〈ϕn|ϕn′〉 = δnn′ . Usando

essa ortonormalidade e a equação de autovalor (2.3), calcula-se o elemento de

matriz 〈ϕn|H|ϕn′〉 = En′δnn′ . Rearranjando esses resultados na equação (2.7),

chega-se a
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ET =

∑∞
n=0En |〈ϕn|ψT 〉|

2

∑∞
n=0 |〈ϕn|ψT 〉|

2 ≥
∑∞

n=0E0 |〈ϕn|ψT 〉|2∑∞
n=0 |〈ϕn|ψT 〉|

2 = E0, (2.8)

onde por hipótese E0 < E1 < E2 < ... < En. Logo, a sentença (2.5) foi

demonstrada.

Uma função tentativa pode conter vários parâmetros, denominados pa-

râmetros variacionais. Então, se uma função tentativa for dada por ψT =

ψT (λ1, λ2, ..., λn) onde os λi são parâmetros variacionais, a energia variacional

(2.4) deve ser minimizada com respeito a eles:

∂ET
∂λ1

= 0,
∂ET
∂λ2

= 0 · · · ∂ET
∂λn

= 0. (2.9)

2.4 Funções de Onda Tentativas

O objetivo na construção de uma teoria variacional é a obtenção de uma função

de onda tentativa que exprima as caracteŕısticas do sistema em estudo. Em-

bora essa construção tenha um forte apelo intuitivo sobre o comportamento

do sistema f́ısico real, existem algumas propriedades gerais que essas funções

devem possuir.

No caso de um sistema de bósons, a função deve ser simétrica, isto é, o

sinal da função deve permanecer inalterado sobre permutação de part́ıculas.

A função deve ser translacionalmente invariante. A função de onda do es-

tado fundamental não deve ter nós. Como o sistema é investigado impondo-se

condições periódicas de contorno, a função tentativa e sua primeira derivada

devem ser cont́ınuas nos limites da caixa de simulação. Maiores detalhes sobre

essa questão estão discutidas no caṕıtulo 4.

A função de onda exata de um sistema de muitos corpos quânticos formado

por N bósons na representação de Feenberg [22] pode ser escrita como pro-

dutos de fatores de correlação de dois corpos f , de três corpos f (3) e assim

sucessivamente até N corpos
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ψT (R) =
∏

i<j

f(rij)
∏

i<j<k

f
(3)
ijk · · ·

∏

i<j...<w

f
(N)
ij...w. (2.10)

Esta seção apresenta a formulação de Jastrow na subseção 2.4.1 que des-

creve a fase ĺıquida do 4He apenas pelo primeiro termo da expansão de Feen-

berg. Em seguida, na subseção 2.4.2 é discutida a formulação de Nosanow-

Jastrow para a fase sólida que considera além do termo de Jastrow de dois

corpos, um termo adicional de campo médio de um corpo que localiza os áto-

mos nos śıtios de uma dada rede. A teoria de Nosanow-Jastrow portanto,

introduz um termo que destrói a simetria da função de onda e que a torna

não translacionalmente invariante. A função de onda sombra, cuja descrição

da fase ĺıquida e sólida é feita sob a mesma forma funcional é mostrada na

subseção 2.4.3. Esta função tentativa além de possuir fortes motivações f́ısi-

cas, introduz de forma tratável correlações de todas as ordens até o número de

part́ıculas do sistema como esperado na representação de Feenberg.

2.4.1 Função de onda Jastrow (ψJ)

Dado o problema dos N corpos quânticos da Eq. (2.1), a chamada função de

Jastrow possui a forma de produtos de pares apenas ψJ(R) =
∏N

i<j f(rij) [23].

A função tentativa mais simples que pode ser constrúıda para um sistema de

átomos de Hélio considera apenas o primeiro termo da expansão da Eq. (2.10).

Portanto, para compor ψJ é necessário determinar f(r), uma função que

depende apenas da coordenada relativa de duas part́ıculas e que incorpore uma

descrição adequada das mesmas. Os prinćıpios que nortearam a elaboração da

função de Jastrow são descritos a seguir. Nesta função tentativa é suposto

que o comportamento do sistema como um todo é determinado pelos pares de

átomos vizinhos.

Sejam dois átomos de 4He com massa m que interagem devido a um po-

tencial interatômico V (r). A Hamiltoniana para o centro de massa do sistema

é dada por
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H = − ~
2

2µ
∇2 + V (r), (2.11)

onde µ = m/2 é a massa reduzida do par.

As condições de contorno para a solução aproximada f(r) da equação de

Schrödinger usando a Hamiltoniana da Eq. (2.11) são [24]

limr→0f(r) = 0, (2.12)

limr→∞f(r) = constante. (2.13)

Claramente, a Eq. (2.12) expressa o fato que não deve haver sobreposições

entre as part́ıculas devido a grande repulsão do potencial interatômico a pe-

quenas distâncias. A Eq. (2.13) diz respeito a descorrelação existente entre as

part́ıculas a grandes distâncias.

Sem perda de generalidade, uma posśıvel forma para a função f(r) é dada

por

f(r) = e−
1

2
u(r), (2.14)

onde a função u(r), é o chamado pseudo potencial que deve ser determinado.

Uma forma funcional para u(r) que incorpora as exigências impostas pela

Eq. (2.12) e pela Eq. (2.13) para f(r) foi proposta por McMillan [25]

u(r) =

(
b

r

)n

, (2.15)

onde b e n são dois parâmetros variacionais. Para o potencial Lennard-Jonnes

12-6, f(r) = e−
1

2
( b

r )
n

é uma solução aproximada para a equação de Schrödinger

Hf(r) = Ef(r) no limite assintótico r → 0. Em coordenadas esféricas

Hf(r) = Ef(r) ⇒ −~
2

m

1

r

∂2

∂r2
[rf(r)] + 4ǫ

[(σ
r

)12

−
(σ
r

)6
]
f(r) = Ef(r),

(2.16)

que após alguma álgebra se reduz a equação
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~
2

m

{
1

2

n(n+ 1)bn

rn+2
− 1

4

n2b2n

r2(n+1)
+
nbn

rn+2

}
+ 4ǫ

[(σ
r

)12

−
(σ
r

)6
]

= E. (2.17)

Analisando o comportamento dominante para r → 0 a Eq. (2.17) se reduz a

~
2

m

{
−1

4

n2b2n

r2(n+1)

}
+ 4ǫ

[(σ
r

)12
]

= 0, (2.18)

de onde se conclui que

n = 5 e b =

(
16 ǫ σ12 m

25 ~2

)1/10

. (2.19)

Estas estimativas dos parâmetros variacionais n e b revelam-se bastante boas.

McMillan [25] foi o primeiro a realizar o cálculo variacional com Monte Carlo

para a fase ĺıquida do 4He obtendo excelentes resultados com essa função.

Como para um sistema de bósons o estado fundamental é descrito por uma

função de onda sem nós, é posśıvel estabelecer uma correspondência entre sis-

temas clássicos e quânticos devido a forma funcional da solução aproximada

f(r). Essa correspondência é estabelecida pela analogia que existe entre o fator

de Boltzmann de um sistema fict́ıcio e a grandeza |ψJ(R)|2 dR pois, ambos di-

zem respeito a probabilidade de um sistema acessar um estado configuracional

em particular. Dáı decorre a escolha da forma de f(r) e também por u(r) ser

conhecido como pseudo potencial.

No trabalho de McMillan, a minimização da energia revelou os valores dos

parâmetros variacionais como sendo n = 5 e b = 2.6Å. Calculando diretamente

o valor de b da expressão da Eq. (2.19), chega-se a b = 2.9Å, uma excelente

estimativa em relação ao resultado do cálculo variacional.

Como o potencial SAPT2 é muito semelhante em forma ao potencial Lennard-

Jonnes (vide Fig. (2.1)), pode-se fixar o expoente n = 5 e tomar apenas b um

parâmetro variacional. Assim, a função de Jastrow com pseudo potencial Mc-

Millan é dada por
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ψJ(R) =
N∏

i<j

exp

[
−1

2

(
b

rij

)5
]
, (2.20)

onde b é um parâmetro variacional. Essa função é invariante translacional-

mente e simétrica em relação a permutação de part́ıculas.

Figura 2.2: Termo de dois corpos da função de Jastrow com pseudo potencial
McMillan onde b é um parâmetro variacional e r é a distância entre duas
part́ıculas.

A grandeza |f(r)|2 é proporcional a densidade de probabilidade1 de se en-

contrar um par de part́ıculas a uma dada distância r. Pode-se observar na

Fig. (2.2) como o parâmetro variacional b ajusta essa densidade de proba-

bilidade. Com um valor de b relativamente pequeno, a probabilidade de se

encontrar duas part́ıculas próximas uma a outra é maior que a probabilidade

da situação onde o valor de b é maior. O valor ótimo para esse parâmetro

variacional quando o potencial SAPT2 é usado na Hamiltoniana da Eq. (2.1)

foi determinadao pela minimização da energia variacional Eq. (2.4).

Essa formulação variacional fornece bons resultados para a fase ĺıquida do

1Geralmente, o módulo ao quadrado da função de onda denota uma densidade de pro-
babilidade. Porém, como no caso de ondas planas, existe uma dificuldade em usar essa
interpretação até que a normalização no volume da caixa de simulação seja estabelecida.
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4He [25] inclusive descreve a fase superfluida com uma fração de condensado de

aproximadamente 11% na densidade de equiĺıbrio em bom acordo com os dados

experimentais. Os resultados para essa função de onda usando o potencial

SAPT2 são apresentados no caṕıtulo 6.

2.4.2 Função de onda Nosanow-Jastrow (ψNJ)

Embora a função de Jastrow reproduzisse com sucesso as propriedades do 4He

ĺıquido, ela não foi capaz de descrever a fase sólida de forma adequada. A

função de Jastrow apresenta efeitos de correlação de curto alcance apenas.

Uma proposta de função variacional que descreve com sucesso a fase sólida

foi dada por L. H. Nosanow [24]

ψNJ(R) = ψJ(R)
N∏

k=1

φ (|rk − lk|) , (2.21)

onde ψJ é a função de Jastrow e φ é uma função de um corpo que localiza cada

part́ıcula rk em torno de um śıtio lk de uma dada rede cristalina.

Da maneira que essa formulação é feita, pode-se perceber que esta função

de onda não é simetrizada sobre permutações de part́ıculas. Por exemplo, para

duas part́ıculas a Eq. (2.21) fica explicitamente escrita como

ψNJ(r1, r2) = ψJ(r1, r2)φ (|r1 − l1|)φ (|r2 − l2|) . (2.22)

Na Eq. (2.22), a função de Jastrow ψJ permanece inalterada sob permuta-

ção das duas part́ıculas pois depende apenas de |r1 − r2|, porém o segundo e

o terceiro termo tornam a função de onda claramente não simétrica.

Uma maneira de levar em conta os efeitos de simetria é a de localizar todas

as part́ıculas em todos os śıtios da rede. No caso de dois átomos a função pode

ser reescrita como

ψNJ(r1, r2) = ψJ(r1, r2) [φ (|r1 − l1|)φ (|r2 − l2|) + φ (|r1 − l2|)φ (|r2 − l1|)] ,
(2.23)
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o que claramente leva a correta simetrização da funçao de onda.

A energia total por átomo t́ıpica da fase sólida é da ordem de 5 K [26].

A simetrização da função de onda tentativa diminui a energia variacional por

um quantidade proporcional a energia de troca por cerca de 3µK/átomo [15].

Logo, é uma boa aproximação considerar o acoplamento de uma part́ıcula a

um śıtio da rede apenas.

A função
∏N

k=1 φ (|rk − lk|) é uma função de onda tentativa de Hartree [24].

As condições de contorno gerais para φ(r) são

limr→0φ(r) = finito, (2.24)

limr→∞φ(r) = 0. (2.25)

A forma anaĺıtica usual utilizada para a função φ(r) que incorpora as condições

impostas pela Eq. (2.24) e pela Eq. (2.25) é

φ(r) = exp
(
−Cr2

)
, (2.26)

onde C é um parâmetro variacional que ajusta a largura da gaussiana como

ilustrado na Fig. (2.3).

A função de Nosanow-Jastrow é dada explicitamente por

ψNJ(R) =
N∏

i<j

exp

[
−1

2

(
b

rij

)5
]

N∏

k=1

exp
[
−C |rk − lk|2

]
, (2.27)

com b e C parâmetros variacionais e lk as coordenadas dos śıtios de uma dada

rede cristalina imposta.

2.4.3 Função de onda Sombra (ψS)

Funções tentativas baseadas no conceito de part́ıculas sombra [1] representam

uma classe bastante poderosa para o tratamento de sistemas quânticos de

muitos corpos. Estas funções podem ser pensadas como representações da

forma de Feenberg (Eq. (2.10)) onde se introduz correlações de ordem igual
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Figura 2.3: Termo de um corpo da função de Nosanow-Jastrow. C é um parâ-
metro variacional que acopla por uma gaussiana uma part́ıcula a um particular
śıtio da rede lk.

até o número N de part́ıculas do sistema considerado de forma tratável.

A função de onda sombra é definida em termos de uma integral de variáveis

auxiliares S = {s1, s2, ..., sN} em todo o espaço

ψS(R) =

∫
Ξ (R,S) dS, (2.28)

onde Ξ é dada por

Ξ (R,S) = ψJ(R)
N∏

k=1

φ (|rk − sk|)
N∏

l<m

υ (|sl − sm|) , (2.29)

onde ψJ é a função de Jastrow que depende apenas das coordenadas do espaço

de configurações R, φ é um acoplamento gaussiano entre as variáveis espaci-

ais rk e as variáveis auxiliares sk e υ é um termo na forma de Jastrow que

correlaciona as sl entre si.

A função de onda sombra é simétrica. Se as part́ıculas k e k′ são permuta-

das, os produtos do acoplamento antes da permutação φ (|rk − sk|)φ (|rk′ − sk′|)
e após a permutação φ (|rk′ − sk|)φ (|rk − sk′|) não alteram a função variaci-
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onal pois o conjunto S = {s1, s2, ..., sN} é formado por variáveis mudas de

integração portanto, basta fazer a mudança de variável sk → sk′ e sk′ → sk

para que a função ψS fique inalterada.

Além de apresentar a correta simetria, a função ψS(R) é translacionalmente

invariante. Logo, ela possui propriedades inerentes ao sistema de 4He e por-

tanto o descreve de uma forma mais adequada. Na formulação original para a

função de onda sombra [1] ela é explicitamente dada por

ψS(R) =
N∏

i<j

exp

[
−1

2

(
b

rij

)5
] ∫

dS
N∏

k=1

exp
[
−C |rk − sk|2

] N∏

l<m

exp

[
−1

2

(
bsh
sij

)5
]
,

(2.30)

onde dS = d3s1d
3s2...d

3sN e slm = |sl − sm|. Os parâmetros variacionais são b,

C e bsh.

Desde que as variáveis auxiliares são isomórficas a coordenadas de um sis-

tema de part́ıculas correlacionadas através de um pseudo potencial como o

dado pelo último fator da Eq. (2.30), pensa-se estas variáveis como coordena-

das de part́ıculas fict́ıcias, as part́ıculas sombra.

As interações existentes entre as part́ıculas do sistema podem ser examina-

das considerando a densidade de probabilidade de uma configuração R ocorrer

|ψS(R)|2 =

∫ ∫
dSAdSBΞ(R,SA)Ξ(R,SB), (2.31)

onde SA =
{
sA1 , s

A
2 , ..., s

A
N

}
e SB =

{
sB1 , s

B
2 , ..., s

B
N

}
. Como ilustrado na Fig.

(2.4) pode-se notar que não há interação direta entre os conjuntos SA e SB.

Há interações diretas apenas entre os átomos assim como entre as part́ıculas

sombra de um determinado conjunto. Cada átomo do sistema também interage

diretamente com duas part́ıculas sombra, uma de cada conjunto. Este arranjo

formado por um átomo e duas part́ıculas sombra recebe o nome de tŕımero.

A função de onda sombra apresenta a mesma forma anaĺıtica para o es-

tudo da fase ĺıquida e da fase sólida dos sistemas formados por átomos de
4He, a única diferença surge da atribuição de diferentes valores aos parâmetros
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Figura 2.4: Representação das interações dos tŕımeros que surgem de |ψS(R)|2.
A linha reta cont́ınua representa o pseudo potencial de interação u(r) entre as
part́ıculas reais, as linhas pontinhadas mostram a interação entre as part́ıculas
sombra devido a υ(s) e as linhas onduladas representam as interações φ (|r − s|)
entre as part́ıculas reais e as part́ıculas sombra.

variacionais para cada fase.

As elaborações das idéias da função de onda sombra [27, 28, 29] fornecem

os melhores resultados variacionais para os sistemas de 4He tanto para a fase

ĺıquida quanto para a fase sólida. Na fase sólida, esta função de onda variaci-

onal permite o estudo de cristalização [27], defeitos pontuais como vacâncias

[30] e em prinćıpio permite o estudo de efeitos de troca já que a Eq. (2.30)

não contém termos que localizam explicitamente uma part́ıcula em uma região

privilegiada do espaço como a função de Nosanow-Jastrow faz. No entanto,

essas formulações variacionais da função de onda sombra não prevêem na fase

supersólida uma fração de condensado com a correta magnitude [16].



Caṕıtulo 3

Função de onda Sombra

Extendida

Como exposto na subseção 2.4.3, a função de onda sombra é uma excelente

formulação variacional para os sistemas de átomos de 4He. Apesar das suas

propriedades não exclúırem a possibilidade da existência de uma condensação

de Bose-Einstein na fase sólida dos sistemas de átomos de 4He, esta possibili-

dade não foi ativamente explorada na época de sua formulação. A observação

experimental da fase supersólida só foi realizada muito posteriormente.

Cálculos mais recentes [6] mostraram que vacâncias induzem o surgimento

da BEC. Após a confirmação experimental da fase supersólida [4], alguns re-

sultados teóricos [15, 16] sugerem que o estado fundamental do sólido de 4He

é incomensurável, isto é, o número de átomos é diferente do número de śıtios

da rede. Isto porque até onde pode-se constatar, não se observou BEC em um

sólido comensurável ou perfeito, isto é, o número de átomos igual ao número de

śıtios da rede. Além disso, a fração de condensado induzida por vacâncias [16]

não corresponde em magnitude aos efeitos medidos experimentalmente [13].

Diante desse contexto, surge a motivação para o desenvolvimento de funções

de onda variacionais que possam trazer resultados que permitam aumentar

nosso entendimento da fase supersólida.

Como mencionado, a formulação original da função de onda sobra exibida

23
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pela Eq. (2.30) permite, em prinćıpio, o mecanismo de troca entre part́ıculas

já que nesta formulação não há nenhuma restrição expĺıcita que imponha a

localização das part́ıculas no cristal. Porém, do ponto de vista prático como

demonstrado por resultados de simulações, nas funções de onda sombra os

processos de troca são infreqüêntes e dif́ıceis de serem observados. Atribui-

se a dificuldade dos processos de troca devido ao “tamanho” das part́ıculas

sombra (vide Fig. (2.4)). A mobilidade de uma part́ıcula sombra é menor que

a mobilidade de um átomo, isto é, seu desvio quadrático médio em torno de

śıtios de uma rede abstrata por elas definida é menor que o desvio observado

dos átomos [28]. Pode-se pensar que as part́ıculas sombra restringem demais

o volume no espaço no qual os átomos podem se movimentar.

Tendo essas idéias como base, o modelo proposto por este trabalho visa

proporcionar uma maior mobilidade às part́ıculas sombra para promover me-

canismos de troca entre os átomos. Para tanto um novo termo foi adicionado

à função de onda sombra que sem explicitamente localizar os átomos em śıtios

da rede fornece informações ao sistema sobre a estrutura de uma posśıvel rede.

No modelo proposto as coordenadas das part́ıculas sombra interagem com

os vetores rećıprocos G da rede cristalina em estudo

ϕ(sn) = exp

{
∑

G

t|G|e
iG·sn

}
, (3.1)

onde sn é a coordenada da part́ıcula sombra n, G representam os vetores do

espaço rećıproco de uma rede cristalina e t|G| é um novo parâmetro variacional

para cada camada de vizinhos do cristal. Diferentemente de um outro trabalho

da literatura [31] que usa esse termo de expansão nas coordenadas atômicas

propriamente e sem sucesso, acreditamos que expandir as coordenadas das

part́ıculas sombra nos vetores rećıprocos pode contribuir de maneira positiva

para a mobilidade atômica e conseqüentemente para a fração de um condensado

na fase sólida.

Este trabalho considera os vetores rećıprocos G de uma rede Cúbica de

Face Centrada (FCC). Como visto no diagrama de fases do 4He na Fig. (1.2),
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em T = 0K e pressões acima de 25 atm, o sólido formado cristaliza em uma

estrutura Hexagonal Compacta (HCP). Porém, cálculos mostraram [39] que

as energias relativas das estruturas HCP e FCC diferem em centésimos de

K. Além disso, as duas estruturas são semelhantes nas primeiras camadas de

vizinhos [7]. Por fim, a literatura apresenta predominantemente [18] resultados

teóricos obtidos para redes FCC que serão comparados com os resultados deste

trabalho. Acredita-se que a escolha da rede FCC para a descrição da fase sólida

não possa alterar de forma apreciável os resultados, dáı em todos os cálculos

realizados neste trabalho ela é adotada.

(a) FCC (b) BCC

Figura 3.1: Célula Convencional. (a) Cúbica de Face Centrada (FCC) com
parâmetro de rede a. (b) Cúbica de Corpo Centrado (BCC) com parâmetro
de rede 4π

a
(rećıproca). Estão destacados os três vetores primitivos em (a) e

apenas um em (b).

A Fig. (3.1) apresenta a célula convencional da rede FCC tendo por rećı-

proca uma rede Cúbica de Corpo Centrado (BCC). Os vetores primitivos da

rede FCC com parâmetro de rede a são [7]

a1 =
a

2
(ŷ + ẑ) , (3.2)

a2 =
a

2
(x̂ + ẑ) , (3.3)
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a3 =
a

2
(x̂ + ŷ) . (3.4)

A partir, das transformações usuais que geram os vetores da rede rećıproca

b1 = 2π
a2 × a3

a1 · (a2 × a3)
, (3.5)

b2 = 2π
a3 × a1

a1 · (a2 × a3)
, (3.6)

b3 = 2π
a1 × a2

a1 · (a2 × a3)
, (3.7)

escreve-se um vetor genérico G pertencente ao espaço rećıproco como combi-

nação linear dos vetores de base {bi}:

G = hb1 + kb2 + lb3, (3.8)

com h, k e l inteiros.

Na representação das coordenadas x̂, ŷ e ẑ, o vetor da Eq. (3.8) pode ser

escrito como

G =
2π

a
[(−h+ k + l) x̂ + (h− k + l) ŷ (h+ k − l) ẑ] . (3.9)

Uma atenção deve ser tomada na interpretação dos planos cristalinos de-

signados pelos ı́ndices de Miller {hkl} pois ao invés de considerar a rede FCC

constituida por uma rede cúbica simples mais a base, considerou-se a compo-

sição da rede FCC diretamente a partir dos vetores primitivos expressos nas

Eqs. (3.2), (3.3) e (3.4).

Dessa forma, os vetores de norma |G1| = 2π
a

√
3 que representam os oito

primeiros vizinhos da rede réćıproca da FCC que é uma BCC e que ligam o

vértice da célula convencional aos centros dos cubos vizinhos são dados pelas

coordenadas (h k l): ±(1 0 0), ±(0 1 0), ±(0 0 1) e ±(1 1 1). Substituindo esses

vetores na Eq. (3.1), é obtida a expressão
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ϕ(sn) = exp

{
8t|G1| cos

(
2π

a
sn · x̂

)
cos

(
2π

a
sn · ŷ

)
cos

(
2π

a
sn · ẑ

)}
. (3.10)

(a) (b)

Figura 3.2: (a) ϕ(sn) em função de x e y no plano Z = 0. As regiões claras
representam máximos e as escuras, mı́nimos. (b) Plano Z = 0 da caixa de
simulação de 108 átomos onde as linhas vermelhas tracejadas representam
posśıveis trocas (exchange) entre as part́ıculas.

A Fig. (3.2) ilustra a modulação introduzida pelo termo da função de onda

sombra ϕ(sn) considerando apenas os primeiros vizinhos da rede rećıproca.

Observa-se que o novo termo estrutural adicionado à função de onda pode em

prinćıpio favorecer o mecanismo de troca entre os átomos. Isto se deve ao fato

da função de onda sombra variacional extendida introduzir uma periodicidade

igual a da rede. Desta forma, a cristalização do sistema pode ser obtida com

correlações de muitos corpos menos intensas (de alcance menor), o que pode

ocasionar uma diminuição de efeitos estéricos e facilitar o processo de troca de

átomos.

O termo expresso na Eq. (3.1) pode utilizar a primeira, segunda, terceira ou

um número maior de camadas de vizinhos. É apresentada a seguir a expansão

até segundos vizinhos. Os próximos seis vetores rećıprocos da rede FCC com

norma |G2| = 4π
a

que ligam um vértice do cubo aos outros vértices pelas arestas
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são dados pelas coordenadas (hkl): ±(110), ±(011) e ±(101). Acrescentando

esses seis segundos vizinhos além dos oito primeiros na expansão da Eq. (3.1),

a expressão fica:

ϕ(sn) = exp

{
8t|G1| cos

(
2π
a
sn · x̂

)
cos

(
2π
a
sn · ŷ

)
cos

(
2π
a
sn · ẑ

)
+

2t|G2|
[
cos

(
4π
a
sn · x̂

)
+ cos

(
4π
a
sn · ŷ

)
+ cos

(
4π
a
sn · ẑ

)]
}

(3.11)

A Fig. (3.3) apresenta uma representação tridimensional do plano Z = 0

do termo usando expansões de primeiros e segundos vizinhos da Eq. (3.11). No

caso da expansão utilizando duas camadas de vizinhos Fig. (3.3) (b), observa-

se que há uma combinação dos parâmetros variacionais tal que surgem regiões

intersticiais em que a densidade de probabilidade é comparável com as densida-

des das regiões dos śıtios da rede. Acreditamos que os cálculos usando apenas

os primeiros vizinhos da rede rećıproca sejam suficientes para os propósitos

desta dissertação. Deixaremos de lado portanto a possibilidade de incluir em

ϕ efeitos de segundos vizinhos ou de outros mais distantes. Esses comentários

sobre os segundos vizinhos foram inclúıdos para ilustrar a flexibilidade desta

abordagem aqui proposta.

(a) (b)

Figura 3.3: Termo ϕ(sn) da Função de Onda Sombra em função de x e y no
plano Z = 0 considerando vetores do espaço rećıproco (a) Primeiros vizinhos,
t|G1| = 0.10. (b) Primeiros e Segundos vizinhos, t|G1| = 0.01 e t|G2| = 0.10.
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3.1 Função de onda Sombra Livre e Periódica

(ψPFS)

Nesta versão simplificada do modelo, admite-se que as part́ıculas sombra não

interagem entre si, isto é, é imposto bsh = 0. Portanto, a Função de onda

Sombra Livre e Periódica (ψPFS) é escrita como

ψPFS(R) =
N∏

i<j

exp

[
−1

2

(
b

rij

)5
] ∫

dS
N∏

k=1

exp
[
−C |rk − sk|2

] N∏

n=1

ϕ(sn),

(3.12)

com ϕ(sn) considerando apenas os primeiros vizinhos da rede rećıproca na

expansão dada pela Eq. (3.10). Os parâmetros variacionais neste modelo são

apenas três: b, C e t|G1|.

3.2 Função de onda Sombra Periódica (ψPS)

Esta versão da função de onda sombra considera as interações entre as par-

t́ıculas sombra entre si além do termo de um corpo ϕ(sn), a Função de onda

Sombra Periódica (ψPS) é explicitamente escrita como

ψPS(R) =
N∏
i<j

exp

[
−1

2

(
b
rij

)5
] ∫

dS
N∏
k=1

exp
[
−C |rk − sk|2

]
×

N∏
l<m

exp

[
−1

2

(
bsh

slm

)5
]

N∏
n=1

ϕ(sn),

(3.13)

Os parâmetros variacionais são b, C, bsh e t|G1|.



30 CAPÍTULO 3. FUNÇÃO DE ONDA SOMBRA EXTENDIDA



Caṕıtulo 4

Metodologia

Este caṕıtulo apresenta sucintamente alguns pontos relevantes sobre a meto-

dologia empregada nos cálculos realizados. Maiores detalhes sobre os métodos

discutidos aqui podem ser encontrados nas referências [32, 33, 34, 35].

4.1 Monte Carlo Variacional

Uma vez constrúıda uma função tentativa para o sistema em estudo, a sua

energia é calculada a partir da Eq. (2.4) que na representação das coordenadas

R é dada por

ET =

∫
dR ψ∗

T (R)HψT (R)∫
dR ψ∗

T (R)ψT (R)
. (4.1)

Porém, como já mencionado anteriormente, em muitas situações encontra-se

uma impossibilidade anaĺıtica em resolvê-la. O método numérico denominado

Monte Carlo Variacional (MCV) é então utilizado para avaliar o valor espe-

rado da Hamiltoniana com respeito ao estado tentativo e assim fornecer uma

estimativa para a energia.

A aplicação do método MCV se inicia introduzindo-se o fator ψT (R)/ψT (R)

no integrando do numerador da Eq. (4.1) onde agora o sinal de complexo

conjugado pode ser abandonado já que todas as funções tentativas presentes

31
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nesse trabalho são reais. Fazendo os rearranjos pertinentes na Eq. (4.1), a

energia variacional pode ser escrita como

ET =

∫
dR ψ2

T (R)HψT (R)
ψT (R)∫

dR ψ2
T (R)

. (4.2)

Levando em conta a densidade de probabilidade p(R) associada a função

tentativa e definindo a energia local EL(R)

p(R) ≡ ψ2
T (R)∫

dR ψ2
T (R)

e EL(R) ≡ HψT (R)

ψT (R)
, (4.3)

a energia variacional torna-se

ET =

∫
dR p(R)EL(R). (4.4)

Utilizando a linguagem estat́ıstica a energia variacional ET é uma média

de EL ponderada pelo peso p no espaço amostral que no caso é o conjunto de

configurações das posições das part́ıculas

{R} ≡ {R1,R2, ...,Rq, ...RM}. (4.5)

Cabe nesse momento utilizar algum procedimento que amostre {R} a partir

da densidade de probabilidade p(Rq) de uma determinada configuração Rq

ocorrer. Assim, utilizando o teorema do valor médio do cálculo, a expressão

da Eq. (4.4) pode ser reescrita como

ET =
1

M

M∑

q=1

EL(Rq), (4.6)

onde os “pontos” Rq estão distribúıdos em todo o intervalo de integração. No

limite de um número “muito grande” de pontos considerados M , ET tende ao

valor exato.

Portanto, constrúıda a função tentativa os resultados estão sujeitos ape-

nas a incertezas de natureza estat́ıstica o que torna essencial a estimativa da

variância
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σ2 =
1

M − 1

M∑

q=1

[EL(Rq) − ET ]2 . (4.7)

O erro padrão na medida de ET é dado por

∆ET =
σ√
M
. (4.8)

4.2 Algoritmo de Metropolis

Para avaliar a integral da Eq. (4.4) se faz necessário amostrar p(R). Para

tanto, o método utilizado neste trabalho é o algoritmo de Metropolis [36]. Para

exemplificar esse algoritmo, a Fig. (4.1) ilustra um problema unidimensional

para uma part́ıcula.

O algoritmo baseia-se no prinćıpio de aceitação ou rejeição de uma posśı-

vel mudança da configuração atual para uma nova a partir da densidade de

probabilidade p dessas configurações. A partir da comparação entre o cálculo

da razão das densidades de probabilidades entre configurações sucessivas e um

número aleatório, configurações vão sendo geradas numa seqüência distribúı-

das com probabilidade p. É interessante notar que a função variacional não

precisa estar normalizada já que no terceiro passo desse algoritmo (vide Fig.

(4.1)) ela seria cancelada algebricamente.

Para um sistema tridimensional, como é o caso do problema abordado por

esta dissertação de mestrado, cada passo Monte Carlo M está associado a um

sweep que corresponde a uma varredura entre todas as part́ıculas que compõe

o sistema onde testa-se pelo Algoritmo de Metropolis um movimento para cada

part́ıcula independentemente.
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Figura 4.1: Exemplo da aplicação do algortimo de Metropolis unidimensional
para uma part́ıcula. Os śımbolos ζ1 e ζ2 são números aleatórios no intervalo
[0,1]. ∆ é um parâmetro que define a amplitude do deslocamento da part́ı-
cula e os resultados em prinćıpio não dependem dele. p(xk) é a densidade de
probabilidade da k-ésima configuração xk ocorrer.

4.3 Minimização das correlações produzidas pelo

algoritmo

Fica claro que o processo de amostragem ilustrado pela Fig. (4.1) traz correla-

ções nas amostras, pois para gerar uma nova configuração o algoritmo utiliza a

informação da configuração anterior. Devemos considerar esse fato e para eli-

minarmos as correlações um procedimento chamado de médias por blocos [35]

é utilizado. Além disso, deve-se também descartar algumas configurações inici-

ais para se evitar qualquer tendência nos resultados devido a escolha arbitrária

da posição inicial em um processo denominado equilibração.

A média por blocos consiste em dividir os M elementos amostrados em J
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blocos e calcular valores médios de energia considerando os M/J elementos

do i -ésimo bloco EBi
(onde i = 1, 2, ..., J) e tratar cada um destes EBi

como

valores independentes para o cálculo da variância. O valor médio da energia

é dado pela média dos valores EBi
e independe do número J, ao contrário

da variância que depende diretamente do número de blocos escolhidos. O

parâmetro J , portanto, permite que a correlação entre as amostras seja levada

em conta e que as incertezas estat́ısticas sejam corretamente avaliadas.

4.4 Condições Periódicas de Contorno

Para simular um sistema atômico é necessário considerar apenas alguns átomos

já que torna-se imposśıvel realizar cálculos com uma quantidade da ordem do

número de Avogadro de part́ıculas devido ao esforço computacional necessário.

Porém, ao considerar um número relativamente pequeno de átomos, efeitos

de superf́ıcie tornam-se importantes. Para diminuir esses efeitos até mesmo

eliminá-los e assim permitir o estudo do bulk formado por átomos de 4He, são

impostas condições periódicas de contorno (PBC).

Embora o sistema em estudo seja tridimensional e possua centenas de áto-

mos de 4He a Fig. (4.2) na qual ilustra um sistema bidimensional composto

por N = 5 part́ıculas auxilia a compreensão da aplicação das PBC. As setas

indicam posśıveis deslocamentos promovidos pelo algoritmo de Metropolis. A

caixa ou célula de simulação está destacada no centro e suas réplicas estão no

em torno.

No decorrer da simulação, quando uma determinada part́ıcula se desloca

no interior da célula principal sua imagem em todas as réplicas reproduzem o

mesmo movimento, dessa forma, quando essa part́ıcula deixa a caixa de simu-

lação através de alguma face, sua imagem entra pela parte oposta conservando

o número total de part́ıculas na caixa de simulação.

As interações entre part́ıculas são diretamente calculadas apenas para dis-

tâncias menores que um raio de corte rC usualmente a metade do menor com-

primento da célula de simulação. Para distâncias entre dois átomos maiores
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que o raio de corte, a energia potencial associada a esse par é levada em conta

por uma correção discutida na próxima seção.

Figura 4.2: Exemplo bidimensional da aplicação das Condições Periódicas de
Contorno e Convenção da Mı́nima Imagem. O ćırculo representa o raio de
corte rC do potencial interatômico onde impomos V (r > rC) = 0.

A Convenção da Mı́nima Imagem (MIC) decorre da aplicação das PBC.

No exemplo ilustrado pela Fig. (4.2), a part́ıcula no centro do ćırculo com

raio de corte rC interage com as part́ıculas que estão a uma distância r <

rC . Como há duas part́ıculas que residem na célula principal fora da região

de atuação do potencial, são suas respectivas imagens que interagem com a

part́ıcula considerada.

4.5 Correção de cauda do potencial interatô-

mico

O potencial de pares V (r) ilustrado na Fig. (2.1) é truncado para distâncias

maiores que o raio de corte rC . Impomos V (r > rC) = 0. Desse modo, é

necessário fazer uma correção para que as interações de longo alcance sejam

levadas em conta.

Com um número N de átomos de 4He em uma densidade ρ, a aresta L
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da caixa de simulação cúbica é dada simplesmente por L =
(
N
ρ

)1/3

. Neste

trabalho apenas a rede FCC foi utilizada. Assim, havendo quatro átomos por

célula convencional, o número de átomos é dado por N = 4i3 onde i = 1, 2, 3, ...

representa a quantidade de células convencionais necessárias em cada dimensão

(xyz) para compor a caixa de simulação cúbica. Logo, para simular um sólido

FCC perfeito, isto é, sem defeitos pontuais como vacâncias ou interst́ıcios, é

necessário considerar 4, 32, 108, 256, 500, 864, ... átomos para que se preencha

toda a rede no interior da caixa de simulação. Entretanto, nossos resultados

descritos no caṕıtulo 6 foram obtidos apenas com sistemas maiores ou iguais

a 108 átomos.

Figura 4.3: Representação do raio de corte para um sistema de N = 32 par-
t́ıculas na densidade 0.600σ−3 comparada com o range do potencial. Nesta
figura ilustramos uma situação pior que a presente nas simulações utilizadas
para obter os resultados de interesse, onde foram empregados pelo menos 108
átomos.

O raio de corte utilizado é a metade da aresta da caixa de simulação

rC =
i

2

(
4

ρ

)1/3

, (4.9)

A Fig. (4.3) representa quantitativamente uma situação para um sistema em
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uma alta densidade de sólido.

Para corrigir o efeito do truncamento do potencial em rC , a chamada cor-

reção de cauda do potencial (por part́ıcula) é dada por

Ccauda =
ρ

2

∫

r>rC

d3rg(r)V (r), (4.10)

onde g(r) é distribuição radial de pares que será detalhada no caṕıtulo 5. Ela

fornece a densidade de probabilidade de se encontrar um par de átomos a uma

dada distância r um do outro.

Poderá ser visto no caṕıtulo 5 que uma boa aproximação para a correção de

cauda do potencial para os tamanhos de sistemas que consideramos é impor

g(r > rC) = 1. Realizando uma integração esférica em todo o espaço para

r > rC na expressão da Eq. (4.10), a correção para a energia potencial (por

part́ıcula) é dada por

Ccauda = 2πρ

∫ ∞

rC

r2V (r)dr. (4.11)

4.6 Continuidade da Função de Onda

Além da correção da cauda do potencial interatômico é necessário impor a

continuidade da função de onda assim como sua primeira derivada no limite

r = rC , isto porque a densidade de probabilidade ψ2(R) não estaria bem

definida caso este fato fosse negligenciado.

Analisando as funções tentativas exibidas na seção 2.4, verifica-se que todas

contém um termo de Jastrow. Paras as funções que descrevem um sólido, além

desse termo um outro gaussiano é utilizado para acoplar as coordenadas dos

átomos a śıtios da rede (Nosanow-Jastrow) ou a variáveis auxiliares (Função

de Onda Sombra).

Vale lembrar que devido as PBC e a MIC, o i-ésimo átomo considerado

está sempre localizado no centro da célula principal e interage com os N − 1

restantes. Deste modo, os termos gaussianos rapidamente se aproximam de

zero próximo a fronteira da caixa de simulação a uma distância rC = L/2
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desse i-ésimo átomo. Logo, é necessário reescalar apenas o termo de Jastrow

para as funções variacionais consideradas, já que na fronteira L/2, este termo

possui um valor diferente de zero como ilustra a Fig. (4.4).

Figura 4.4: Reescalamento do pseudo potencial de McMillan para impor a
continuidade da função de onda na fronteira da caixa de simulação rC = L/2
para um sistema com N = 256 átomos na densidade ρ = 0.491σ−3. O quadro
interno é uma ampliação da região próxima a fronteira da caixa L/2 ≈ 4σ. A

curva tracejada é dada por u(r) =
(
b
r

)5
. A curva sólida é o reescalamento do

pseudo potencial.

O pseudo potencial reescalado ũ(r) para o termo de Jastrow é dado por

ũ(r) = u(r) + u(L− r) − 2u

(
L

2

)
, (4.12)

onde L é a aresta da caixa de simulação que é ajustada para um determinado

número de part́ıculas N e uma densidade ρ. Com essa modificação, tanto o

novo pseudo pontecial ũ(r) quanto sua primeira derivada se anulam em r =

rC = L/2. Como podemos ver na Fig. (4.4) essa modificação altera pouco o
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pseudo potencial. Na escala da figura maior, não é posśıvel distinguir u(r) de

ũ(r).

Logo, o termo de Jastrow que é do tipo exp
[
−1

2
u(r)

]
devido a modificação

u(r) → ũ(r) tem sua primeira derivada cont́ınua em r = rC , o que implica dizer

que as funções variacionais utilizadas neste trabalho são cont́ınuas e deriváveis

na fronteira da caixa de simulação.



Caṕıtulo 5

Cálculo das propriedades de

interesse

Este caṕıtulo aborda o cálculo das propriedades f́ısicas que são estudadas a

partir do uso das funções variacionais presentes na seção 2.4 e no caṕıtulo 3.

Em geral, o cálculo dessas propriedades envolvem o uso de um ensemble de

configurações equilibradas, isto é, para tais configurações a energia tentativa

apenas flutua em torno de uma média.

5.1 Energia Total

Uma das propriedades mais importantes do sistema de 4He é sua Energia Total.

Na abordagem variacional, essa grandeza é simplesmente a energia tentativa

que é composta por uma parte cinética e outra potencial.

O valor esperado da Hamiltoniana da Eq. (2.1) para o estado tentativo ψT

é escrito como

ET = − ~
2

2m

N∑

i=1

∫
dR ψT (R)∇2

iψT (R)∫
dR ψ2

T (R)
+

∫
dR ψT (R)V (R)ψT (R)∫

dR ψ2
T (R)

. (5.1)

O primeiro termo está associado à energia cinética e o segundo, à energia

41
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potencial do sistema.

Seguindo os prinćıpios do método de Monte Carlo Variacional, a energia

tentativaET é obtida a partir deM configurações {R} = {R1,R2, ...,Rq, ...,RM}
amostradas a partir da densidade de probabilidade ψ2

T . Conforme descrito na

seção 4.3, estas configurações devem estar equilibradas para que se possa re-

alizar as médias de ensemble em uma etapa denominada produção. Mais es-

pecificamente, a energia total é obtida a partir da média do estimador energia

local

EL(Rq) =
HψT (Rq)

ψT (Rq)
, (5.2)

em todo o conjunto {R} amostrado. Este estimador é desmembrado em dois

outros: a energia cinética local EK
L e a energia potencial local EP

L . Estes

termos serão discutidos nas seções seguintes e são utilizados para extrair a

média de ensemble destas próprias grandezas de forma análoga àquela que foi

discutida para a energia variacional na Eq. (4.6). Assim, para um conjunto de

configurações {R} a energia variacional do sistema pode ser escrita como

ET =
〈
EK
L

〉
{R} +

〈
EP
L

〉
{R} . (5.3)

5.2 Energia Potencial

Como V (R) não atua no estado variacional ψT , o segundo termo da Eq. (5.1)

que representa a energia potencial EP pode ser reescrito como

EP =

∫
dR ψ2

T (R)V (R)∫
dR ψ2

T (R)
. (5.4)

Tendo em vista a amostragem da densidade de probabilidade ψ2
T , iden-

tificamos na Eq. (5.4) a energia potencial local como EP
L (R) ≡ V (R). A

partir do potencial interatômico SAPT2 de pares, o cálculo das interações en-

tre todas part́ıculas usando a MIC é realizado para cada configuração Rq =

{rq1, rq2, ..., rqN} amostrada. Ao final, uma média de EP
L (Rq) para M dessas con-
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figurações é feita e com a adição do termo de correção de cauda do potencial

o estimador da energia potencial por part́ıcula é obtido

〈
EP
L

〉
{R} =

1

M

1

N

M∑

q=1

[
N−1∑

i=1

N∑

j=i

V (
∣∣rqi − rqj

∣∣)
]

+ Ccauda, (5.5)

onde o termo entre colchetes é considerado se
∣∣rqi − rqj

∣∣ < rC e representa o

potencial de pares V (Rq).

5.3 Energia Cinética

A termo de energia cinética proveniente do cálculo do valor esperado da Ha-

miltoniana é dado por

EK = − ~
2

2m

N∑

i=1

∫
dR ψT (R)∇2

iψT (R)∫
dR ψ2

T (R)
, (5.6)

A Eq. (5.6) pode ser reescrita de três maneiras diferentes [29] e assim

a partir de três métodos distintos para o cálculo desta propriedade pode-se

analisar melhor a consistência dos resultados gerados pelas simulações já que

estes devem concordar estatisticamente. Estas três maneiras são discutidas a

seguir.

5.3.1 Estimador Pandharipande-Bethe

O primeiro método para o cálculo da energia cinética é denominado Pandharipande-

Bethe (PB). Neste método, a Eq. (5.6) é reescrita como

EK = − ~
2

2m

N∑

i=1

∫
dR ψ2

T (R)
∇2

iψT (R)

ψT (R)∫
dR ψ2

T (R)
, (5.7)

onde foi introduzido o fator ψT (R)/ψT (R) no integrando do numerador da Eq.

(5.6). A energia cinética local é identificada como
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EK
L (R) = − ~

2

2m

N∑

i=1

∇2
iψT (R)

ψT (R)
, (5.8)

que a partir das configurações amostradas, a média do estimador na forma da

Eq. (5.8) é calculada. Assim, o estimador da energia cinética pelo método PB

é dado por

〈
EK
L

〉PB
{R} = − 1

N

1

M

~
2

2m

M∑

q=1

N∑

i=1

∇2
iψT (Rq)

ψT (Rq)
. (5.9)

5.3.2 Estimador Clark-Westhaus

Um segundo método para estimar a energia cinética surge ao se efetuar uma

integração por partes no numerador da Eq. (5.6)

∫
dR ψT (R)∇2

iψT (R) = ψT (R)∇iψT (R) −
∫
dR (∇iψT (R))2 , (5.10)

lembrando que os limites de integração respeitam as PBC. Portanto, o termo

após o sinal de igualdade se anula já que o gradiente da função de onda é zero

na fronteira da caixa de simulação. Desse modo, a Eq. (5.6) é reescrita como

EK = +
~

2

2m

N∑

i=1

∫
dR (∇iψT (R))2

∫
dR ψ2

T (R)
= +

~
2

2m

N∑

i=1

∫
dR ψ2

T (R)
(

∇iψT (R)
ψT (R)

)2

∫
dR ψ2

T (R)
,

(5.11)

e a energia cinética local é dada por

EK
L (R) = +

~
2

2m

N∑

i=1

(∇iψT (R)

ψT (R)

)2

. (5.12)

A partir desta nova definição de energia cinética local, o estimador Clark-

Westhaus (CW) é escrito como
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〈
EK
L

〉CW
{R} = +

1

N

1

M

~
2

2m

M∑

q=1

N∑

i=1

(∇iψT (Rq)

ψT (Rq)

)2

, (5.13)

onde em relação a Eq. (5.9) essencialmente usa-se o gradiente da função de

onda ao invés do seu laplaciano.

5.3.3 Estimador Jackson-Feenberg

O estimador de Jackson-Feenberg (JF) apenas usa os outros estimadores dis-

cutidos e realiza uma média deles em cada configuração Rq

〈
EK
L

〉JF
{R} = − 1

N

1

M

~
2

4m

M∑

q=1

N∑

i=1

[
∇2
iψT (Rq)

ψT (Rq)
−

(∇iψT (Rq)

ψT (Rq)

)2
]
. (5.14)

Logo, usando a expressão para a energia potencial da Eq. (5.5) e uma das

formas para a energia cinética (Eq. (5.9), Eq. (5.13) ou ainda Eq. (5.14)),

obtêm-se a energia total por part́ıcula a partir da Eq. (5.3). Analogamente à

energia total variacional, as estimativas da energia potencial e energia cinética

estão sujeitas às incertezas estat́ısticas aferidas pela variância Eq. (4.7) e o erro

padrão Eq. (4.8). Entretanto, enquanto o estimador de Pandharipande-Bethe

é o que dá a menor variância para a energia total [32] é o de Jackson-Feenberg

que apresenta a menor variância quando consideramos apenas a energia cinética

[29].

5.4 Equação de Estado e Pressão

A energia variacional ET do sistema é resultante do modelo escolhido (função

tentativa ψT ) e também do potencial interatômico V (r). É importante inves-

tigar como essa energia varia em função da densidade do sistema pois a partir

dessa curva denominada equação de estado ET (ρ), várias propriedades podem

ser obtidas tais como a velocidade do som, a constante de compressibilidade
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isotérmica e a pressão [17]. Neste trabalho, apenas a pressão é calculada a

partir da equação de estado.

A pressão P (ρ) pode ser derivada da equação de estado ET (ρ) usando a

primeira lei da termodinâmica e admitindo que o sistema não troca calor com

o ambiente. Assim,

P (ρ) = ρ2∂ET (ρ)

∂ρ
, (5.15)

onde ρ = N/V , sendo que V = L3 é o volume da caixa de simulação.

A partir de cálculos de ET para algumas densidades ρ, é estabelecida uma

curva na qual muitas vezes é ajustada [40] por um polinômio de terceiro grau

na forma

ET (ρ) = A+B

(
ρ− ρ0

ρ0

)2

+ C

(
ρ− ρ0

ρ0

)3

, (5.16)

onde A, B, C e ρ0 são constantes a serem determinadas.

Logo, a Eq. (5.15) que fornece a pressão do sistema em função de sua

densidade considerando a Eq. (5.16), torna-se

P (ρ) =

(
ρ

ρ0

)2 [
2B(ρ− ρ0) +

(
3C

ρ0

)
(ρ− ρ0)

2

]
. (5.17)

5.5 Função de distribuição radial de pares

A disposição dos átomos seja no ĺıquido ou no sólido de 4He caracteriza sua es-

trutura e é dada pela Função de Distribuição Radial de Pares ou simplesmente

g(r). Normalizada convenientemente [33], essa quantidade fornece a densidade

de probabilidade de se encontrar um par de átomos a uma dada distância r.

A Fig. (5.1) dá uma interpretação para essa quantidade.

Dependendo do tamanho do sistema simulado, um número maior ou menor

de camadas de vizinhos residirão no interior da caixa de simulação. A Fig. (5.2)

mostra em uma determinada densidade o número de vizinhos de uma rede FCC

perfeita em função da distância entre pares de átomos.
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Figura 5.1: Interpretação da grandeza Distribuição Radial de Pares g(r). Os
pequenos discos representam átomos e os ćırculos sombreados, as duas primei-
ras camadas de vizinhos.

Espera-se que a correção da energia potencial fazendo a aproximação g(r >

rC) = 1, conforme discutido na seção 4.5, seja melhor nos sistemas maiores.

Esta aproximação converge mais rapidamente para ĺıquidos pois, estes possuem

uma menor correlação a longa distância que os sistemas sólidos e assim g(r)

Figura 5.2: Número de vizinhos de uma rede FCC perfeita em função da
distância. Devido as PBC, na densidade ρ = 0.491σ−3 um sistema de N = 32
part́ıculas inclui apenas duas camadas de vizinhos na caixa de simulação. Já
um sistema maior com N = 864 átomos, dezessete camadas são consideradas.
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rapidamente atinge a unidade conforme a distância entre dois átomos aumenta.

O cálculo da Distribuição Radial de Pares é feito pela expressão

g(r) =
1

Nρ

∑

i6=j
〈δ(|ri − rj − r|)〉 , (5.18)

onde o sinal 〈〉 diz respeito a média no ensemble sobre os pares de átomos.

5.6 Distribuição de Part́ıcula Única em torno

de śıtio da rede

Uma propriedade interessante para os sistemas sólidos é a distribuição de uma

part́ıcula em torno de śıtio da rede

ρ(r) = 〈δ(|ri − li − r|)〉 , (5.19)

onde li é o i-ésimo śıtio da rede cristalina associado ao átomo i.

Os momentos de ρ(r) são úteis para obtermos informações de quanto as

distribuições obtidas por nossos modelos assemelham-se a uma gaussiana. Para

uma distribuição ρgauss(r) perfeitamente Gaussiana e a partir de três de seus

momentos 〈r2〉, 〈r4〉 e 〈r6〉 as razões abaixo são identicamente iguais a unidade:

3

5

〈r4〉
〈r2〉2

∣∣∣∣
ρgauss(r)

= 1, (5.20)

9

35

〈r6〉
〈r2〉3

∣∣∣∣
ρgauss(r)

= 1. (5.21)

Na seção 1.2 foi dito que o sólido de 4He possui natureza essencialmente

quântica devido a sua alta delocalização em torno dos śıtios da rede cristalina.

Esta propriedade pode ser monitorada calculando-se a razão de Lindemann. O

desvio quadrático médio das posições dos átomos em tornos dos pontos da rede

é o segundo momento de ρ(r). Define-se a partir dessa quantidade a Razão de

Lindemann (L.R.)
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L.R. =

√
〈r2〉
dpv

, (5.22)

onde dpv é a distância de primeiros vizinhos associada a rede perfeita em uma

determinada densidade ρ.

5.7 Matriz densidade de part́ıcula única

O cálculo da fração de condensado n0 é de especial interesse já que um valor

não nulo desta quantidade indica que o sistema em estudo possui uma BEC.

Ela caracteriza o estado de ocupação de momento-zero da fase superfluida de

um sistema de Bose [27] e seu cálculo pode ser feito nos sistemas sólidos sem

nenhum problema. Se a fase sólida admitir uma fração de condensado n0 não

nula, diz-se que o sistema possui uma fase supersólida.

A quantidade n0 é extráıda da matriz densidade de part́ıcula unica n(r)

para r = |r′

i − ri| cuja definição [32]

n(r) =

∫
dR ψ∗

T (r1, r2, ..., r
′

i, ..., rN)ψT (r1, r2, ..., ri, ..., rN)
∫
dR |ψT |2

, (5.23)

permite verificar se um determinado átomo com coordendada ri está correla-

cionado com o vetor posição r
′

i que pode estar em qualquer região do sistema.

A matriz densidade de part́ıcula única n(r) está associada a distribuição

de momentos n(k) através de uma transformada de Fourier

n(r) =

∫
dk k2eikrn(k). (5.24)

A fração de condensado do sistema (n0 > 0) representa um número finito de

part́ıculas que estão no estado de momento k = 0 assim, para se extrair essa

fração de part́ıculas a partir de n(r) associada ao espaço das coordenadas,

basta tomar o limite
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n0 = limr→∞n(r). (5.25)

Um valor não nulo de n0 caracteriza a Condensação de Bose-Einstein.

5.7.1 Cálculo de n(r) amostrando ψ2
T
(R)

Na prática, n(r) da Eq. (5.23) nos casos mais simples pode ser calculada

de forma análoga a energia tentativa utilizando as configurações geradas pelo

Algoritmo de Metropolis. Abandonando o sinal de complexo conjugado devido

as funções tentativas deste trabalho serem reais, a Eq. (5.23) reescrita para

aplicar a amostragem de ψ2
T (R) fica

n(r) =

∫
dR ψ2

T (R)ψT (R
′

)
ψT (R)∫

dR ψ2
T (R)

, (5.26)

onde R = {r1, r2, ..., ri, ..., rN} e R
′

= {r1, r2, ..., r
′

i, ..., rN}.
Dáı, usando o conjunto de configurações {R} equilibradas pode-se construir

a curva n(r) a partir de

n(r) =

〈
ψT (R

′

)

ψT (R)

〉

{R}

, (5.27)

onde o śımbolo 〈 〉{R} denota média no ensemble e r
′

i é um ponto qualquer da

célula de simulação.

5.7.2 Cálculo de n(r) amostrando ψT (R)ψT (R
′

)

Uma maneira alternativa [27] para se obter a curva n(r) a partir da definição

exposta pela Eq. (5.23), é justamente amostrar o integrando do numerador

diretamente a partir da probabilidade

p(R,R
′

) ≡ ψT (R)ψT (R
′

)∫
dR ψT (R)ψT (R

′

)
. (5.28)

Para funções reais, a Eq. (5.23) pode ser reescrita na forma,
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n(r) =

∫
dR ψT (R)ψT (R

′

)∫
dR ψ2

T (R)
=

∫
dR ψT (R)ψT (R

′

)/
∫
dR ψT (R)ψT (R

′

)∫
dR ψ2

T (R)/
∫
dR ψT (R)ψT (R

′

)
,

(5.29)

que deixando de lado a normalização devido ao denominador do termo da

segunda igualdade, convenientemente define-se a grandeza ñ(r) como

ñ(r) ≡
∫
dR ψT (R)ψT (R

′

)∫
dR ψT (R)ψT (R

′

)
=

∫
dR p(R,R

′

). (5.30)

Portanto, ao se usar a técnica de Monte Carlo para amostrar as confi-

gurações considerando a probabilidade da Eq. (5.28), a nova grandeza ñ(r)

torna-se

ñ(r) =
〈
δ(|r′

i − ri − r|)
〉
. (5.31)

A normalização de n(r) é feita notando-se que n(0) = 1 na Eq. (5.23). A

partir disto, a matriz densidade de part́ıcula única resultante da amostragem

ψT (R)ψT (R
′

) é dada por

n(r) = λ ñ(r), (5.32)

onde a constante de normalização λ é obtida por extrapolação da curva não

normalizada ñ(r) em r = 0.

Em particular, para a função de onda sombra que tem a forma ψ(R) =
∫
dS Ξ(R,S), a expressão que define n(r) (Eq. (5.23)) pode ser interpretada

[6] como uma média de um sistema de N + 1 átomos mais 2N part́ıculas

sombra. Destes N + 1 átomos, N − 1 aparecem duas vezes na função de

onda, então eles são inteiramente correlacionadas como no caso do cálculo da

energia. Dois átomos restantes, um na posição ri outro em r
′

i aparecem somente

uma vez na função de onda e eles tem apenas 1/2 correlação com os outros

N−1 enquanto nenhuma correlação está presente entre eles. Além disso, estes

dois átomos ou duas meia-part́ıculas estão ligados a apenas uma part́ıcula
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sombra cada conforme ilustrado na Fig. (5.3), já os N − 1 átomos constituem

tŕımeros (vide Fig. (2.4)). Logo, a ausência de BEC para o formalismo das

funções de onda sombra corresponde a uma probabilidade finita de formar uma

“molécula” enquanto a presença de BEC corresponde a uma probabilidade

finita de dissociá-la, isto é, de encontrarmos com uma probabilidade finita∣∣r′

i − ri
∣∣ ≈ L

2
.

Figura 5.3: Representação das meia-part́ıculas. O surgimento de uma BEC é
interpretada por uma probabilidade finita de dissociar a “molécula”.

Uma vez constrúıda a curva n(r) a partir da Eq. (5.27) ou da Eq. (5.32),

basta tomar o limite para grandes distâncias conforme a prescrição da Eq.

(5.25) e extrair a fração do condensado para o modelo variacional ψT .

5.8 Influência de vacâncias para a BEC

Dentre os posśıveis mecanismos mencionados na seção 1.3 para a fase supersó-

lida, a presença de defeitos pontuais especialmente as vacâncias podem ter um

papel fundamental para o surgimento desta nova fase da matéria. Isto porque,

é posśıvel que os efeitos de troca entre átomos e vacâncias possam ser tais que

possibilitem parte do sistema permanecer em repouso dentro do pêndulo de

torção de tal forma a não contribúırem para o momento de inércia total do

sistema.

Para se investigar a influência da presença de vacâncias na magnitude da

fração do condensado, basta realizar simulações independentes onde uma ou

mais vacâncias são introduzidas no sistema e a densidade é mantida constante.
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Para um sistema perfeito, com N átomos a uma dada densidade ρ a aresta

da caixa de simulação é dada por L =
(
N
ρ

)1/3

. Para um sistema com n

vacâncias, define-se [6] a concentração de vacâncias como

Xv =
n

N
. (5.33)

Deste modo, a aresta Lv da caixa de simulação para o sistema com vacâncias

deve ser ajustada para

Lv = L (1 −Xv)
1/3, (5.34)

a fim da densidade não ser alterada.

5.8.1 Mobilidade atômica

Em prinćıpio, as vacâncias podem produzir uma maior mobilidade dos átomos

no sistema, favorecendo os mecanismos de troca entre eles. Embora o cálculo

seja feito em uma mesma densidade em que o equivalente sistema perfeito se

encontre, localmente, no em torno da vacância há um maior volume para que

dois ou mais átomos permutem suas posições. Para medir essa mobilidade,

recorre-se ao procedimento descrito a seguir.

Em cada configuração R do conjunto {R}, é feita uma varredura para

todos os átomos em relação a todos os śıtios da rede usando o procedimento

lk = min{|ri − lj|} com j = 1, ..., N. (5.35)

Isto significa avaliar entre todos os śıtios qual deles está mais próximo do átomo

na posição ri.

Ao final da varredura, pode-se constatar que há śıtios lk=q que não são

referenciados pelo procedimento proposto pela Eq. (5.35) e que outros lk=r são

referenciados mais de uma vez, isso significa dizer que há Células de Wigner-

Seitz (CWS) desocupadas e que outras células estão ocupadas por um ou mais

átomos. Para essas flutuações dá-se o nome de pseudo Pares de Interst́ıcios-
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Vacâncias (PIV) [30].

Portanto, para se medir a mobilidade das configurações atômicas devido a

introdução de defeitos, dois sistemas semelhantes na mesma densidade são pre-

parados, um perfeito e outro com vacâncias. Realizando em ambos os sistemas

um mesmo número de passos Monte Carlo e construindo um histograma de

contagem de desocupação em função de cada CWS, pode-se verificar se houve

ou não uma variação média da contagem de desocupação por śıtio no sistema

com vacâncias em relação ao perfeito. Se houver um aumento dessa contagem,

trata-se de vacâncias móveis que se propagam por todo o sistema, caso haja

um pico pronunciado no histograma em alguma CWS, significa que a vacân-

cia é estática e que permaneceu na mesma região onde ela foi inicializada na

simulação.



Caṕıtulo 6

Resultados

Neste caṕıtulo, os resultados estão apresentados em quatro partes. A primeira

parte, abordada na seção 6.2, trata a Função de Jastrow para o ĺıquido e a

Função de Nosanow-Jastrow para o sólido dos sistemas formados por átomos

de 4He. As seções 6.3 e 6.4 englobam os resultados gerados pelos novos modelos

variacionais propostos. Na seção 6.5, é feita uma comparação das equações

de estado de ambos os modelos propostos. Na última parte apresentada na

seção 6.6 são discutidos os aspectos pelos quais os resultados do cálculo da

matriz densidade indicam haver uma fase supersólida descrito por um dos

nossos modelos.

6.1 Correção de Cauda do Potencial SAPT2

O truncamento do potencial V (r), devido ao tamanho limitado dos sistemas

tratados, impõe a necessidade de uma correção para se levar em conta à energia

potencial associada a distâncias interatômicas de longo alcance conforme foi

discutido na seção 4.5. Utilizando o potencial SAPT2 da Eq. (2.2) e a expres-

são para essa correção na forma da Eq. (4.11) os resultados desses cálculos

para diversos tamanho de sistema em diversas densidades são mostrados na

Fig. (6.1).

A partir da Fig. (6.1) se observa que para um sistema de 32 átomos deve

55
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Figura 6.1: Correção de Cauda devido ao truncamento do Potencial Interatô-
mico. A região delimitada pelas retas verticais indica a coexistência da fase
ĺıquida e sólida.

haver uma correção de cauda relativamente grande, cerca de −6K/átomo na

fase sólida. Como podemos constatar [26], esse resultado é da mesma ordem de

grandeza da energia total experimental por átomo obtida nesta fase. Isso quer

dizer que a informação proveniente do termo de correção de cauda tem um

papel fundamental para o valor da energia variacional, isto é, se não houvesse

uma correção da energia potencial nesta situação, o sistema poderia exibir uma

energia total positiva. O termo de correção é obtido fazendo-se uma média

esférica além dos limites da caixa de simulação e efetuando-se a aproximação

g(r > rC) = 1 que como já foi dito, é mais adequada para a fase ĺıquida.
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Portanto, podemos concluir que um sistema formado por 32 átomos é pequeno

demais. Neste caso, os resultados ficam afetados por efeitos de tamanho e

sistemas tão pequenos como este não devem ser utilizados principalmente na

fase sólida.

A medida que o sistema aumenta, o termo de correção de cauda torna-se

cada vez menos significativo tanto para a fase ĺıquida quanto para a sólida, pois

ao se aumentar as dimensões da caixa de simulação, maior o range considerado

do potencial que rapidamente se aproxima a zero no limite r → rC implicando

um termo de correção menor. Entretanto, a medida em que é considerado um

número maior de part́ıculas para o cálculo, um maior tempo computacional

é necessário. Logo, a escolha do número de átomos utilizado no cálculo deve

levar em conta os efeitos que o tamanho do sistema exerce nas propriedades

de interesse.

6.2 Funções de Jastrow e Nosanow-Jastrow

O objetivo principal deste trabalho é abordar os resultados gerados por novos

modelos variacionais para a fase sólida dos sistema formados por átomos de
4He visando uma melhor compreensão da fase supersólida deste sistema. En-

tretanto, do ponto de vista da metodologia das simulações utilizadas, torna-se

útil testá-la empregando funções variacionais da literatura. Os resultados apre-

sentados nesta seção são obtidos com a Função de Jastrow da Eq. (2.20) que

representa o ĺıquido na densidade ρ = 0.365σ−3 e a Função de Nosanow-Jastrow

da Eq. (2.27) que representa o sólido de 4He na densidade ρ = 0.550σ−3. Até

onde pudemos constatar, os trabalhos da literatura não utilizam o potencial

interatômico SAPT2 nos cálculos variacionais logo, os resultados das energias

obtidas com o uso dessas funções variacionais são inéditos. Nossa unidade de

comprimento σ = 2.556 Å é usual na literatura. Para o potencial de Lennard-

Jones que descreve um sistemas de átomos de hélio VLJ(r = σ) = 0.

Para o cálculo das propriedades de interesse, o primeiro passo consiste em

otimizar a função de onda variacional com respeito aos seus parâmetros variaci-
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onais conforme a Eq. (2.9). A Função de Jastrow possui apenas um parâmetro

b, logo para otimizar essa função de onda basta variá-lo construindo a curva

ET (b) que tem como resultado o gráfico ilustrado na Fig. (6.2 (a)). Cada

um dos 41 pontos desse gráfico está associado ao resultado de uma simulação

independente. Nesta mesma figura, observa-se que o valor mı́nimo da energia

ocorre em torno de b = 1.20σ. É interessante notar que existem regiões do pa-

râmetro variacional b onde se obtêm energias positivas e que representam um

sistema não-ligado. Observa-se que valores de b << 1.20σ não são suficientes

para que o sistema esteja ligado. A interpretação desse parâmetro discutida

através da Fig. (2.2) indica que nesta região um par de átomos frequentemente

possui uma distância r < σSAPT2, onde V (r = σSAPT2) = 0. Para essas dis-

tâncias interatômicas t́ıpicas, o potencial é altamente repulsivo dificultando o

surgimento de um sistema ligado. Já para a região de b >> 1.20σ o sistema

torna-se mais “ŕıgido” já que a menor distância permitida entre dois átomos

é maior que no caso anterior. Assim, os átomos tornam-se mais localizados e

pelo prinćıpio de incerteza de Heisenberg sua energia cinética tende a aumen-

tar vencendo a energia potencial resultando em uma energia total positiva. De

fato, nesta região do espaço de parâmetros a função de Jastrow descreve de

forma bastante ruim um sólido.

A Função de Nosanow-Jastrow que descreve um sólido ligado possui dois

parâmetros, b e C, logo uma das maneiras para se obter a energia mı́nima é

variá-los simultaneamente dentro de uma região {b× C} e registrar a energia

obtida para cada combinação (b, C). Entretanto, para restringir o intervalo de

variação desses parâmetros na busca do mı́nimo pode-se utilizar a interpretação

que eles fornecem. Como visto na fase ĺıquida, a região de b >> 1.20σ mostra

que o sistema não é ligado pois os átomos estão demasiadamente localizados.

Portanto, ao se introduzir um termo de um corpo que localiza as part́ıculas

em torno de śıtios da rede conforme o parâmetro C, o valor ótimo para b deve

ser menor que aquele utilizado para descrever um sólido quando empregamos

apenas a função de Jastrow. De fato é fácil observar que o valor ótimo de b

para a função variacional de Nosanow-Jastrow tende a ser menor que 1.20σ
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(a) (b)

Figura 6.2: Minimização da Energia. (a) Função de Jastrow na densidade de
equiĺıbrio ρ = 0.365σ−3. (b) Função de Nosanow-Jastrow para 4He sólido na
densidade ρ = 0.550σ−3. Cálculos com N = 108 átomos.

e com isso a região de investigação {b × C} é reduzida economizando tempo

computacional. O gráfico da Fig. (6.2 (b)) mostra o resultado da minimização

para a Função de Nosanow-Jastrow na densidade ρ = 0.550σ−3 da fase sólida.

A região de variação desses parâmetros foi 1.02σ < b < 1.20σ e 4.4σ−2 < C <

6.0σ−2.

ET [K] EPB
K [K] EP [K] b[σ] C[σ−2]

Ĺıquido -5.877 ± 0.001 15.104 ± 0.002 -20.981 ± 0.002 1.20 -

Sólido -3.671 ± 0.001 30.888 ± 0.003 -34.559 ± 0.003 1.10 4.8

Tabela 6.1: Energias variacionais total, cinética e potencial para a Função de
Jastrow (Ĺıquido, ρ = 0.365σ−3) e para a Função de Nosanow-Jastrow (Sólido,
ρ = 0.550σ−3). Cálculo com N = 108 átomos.

Resultados para as energias nas fases ĺıquida e sólida do 4He obtidos respec-

tivamente com as funções de Jastrow e Nosanow-Jastrow estão apresentados

na Tab. (6.1). As energias variacionais deste trabalho foram melhoradas em



60 CAPÍTULO 6. RESULTADOS

torno de 0.2 K com respeito aos da Ref. [1] devido ao uso do potencial SAPT2

que é mais sofisticado e possui uma profundidade ligeiramente maior que o

potencial usado naquele trabalho.

A Distribuição Radial de Pares também foi calculada nas mesmas densida-

des para esses sistemas. A Fig. (6.3) mostra os resultados. Verifica-se que a

curva g(r) obtida com a Função de Jastrow é t́ıpica de um ĺıquido, para r > 3σ

observa-se g(r) → 1, logo esse sistema não possui correlação de longo alcance,

há apenas uma probabilidade acentuada de se encontrar um par de part́ıculas a

uma distância r ≈ 1.4σ uma da outra. Já a distribuição g(r) calculada a partir

da Função de Nosanow-Jastrow apresenta correlações t́ıpicas de um sólido.

Figura 6.3: Distribuição Radial de Pares. Ĺıquido: Função de Jastrow, ρ =
0.365σ−3. Sólido: Função de Nosanow-Jastrow, ρ = 0.550σ−3. Cálculo com
N = 256 átomos.
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O resultado para a fase sólida fornece sucessivos picos em g(r) devido a

ordem cristalina imposta pela função variacional de Nosanow-Jastrow. Para

associar os máximos de g(r) da fase sólida com as distâncias de uma átomo à

sua n-ésima camada de vizinhos, basta considerar o parâmetro de rede a de

uma rede FCC perfeita

a =

(
4

ρ

)1/3

, (6.1)

e as distâncias interatômicas t́ıpicas na densidade utilizada pela simulação

escritas como funções de a. Em uma rede perfeita com densidade ρ = 0.550σ−3,

os doze primeiros vizinhos de um átomo se localizariam a uma distância d1 =
a√
2
≈ 1.37σ dele. A segunda camada estaria a d2 = a ≈ 1.94σ. Os próximos

vinte e quatro átomos da terceira camada estariam a uma distância d3 =
a
√

3√
2

≈ 2.37σ assim por diante até a distância de sexto vizinho que distaria

d6 = 2a = 3.87σ do átomo. Comparando esses resultados como os da Fig.

(6.3), observa-se que o primeiro máximo de g(r) corresponde a distância de

primeiros vizinhos e o segundo corresponde à terceira camada.

A verificação da existência ou não de um condensado de Bose-Einstein

nos sistemas descritos pela Função de Jastrow (ĺıquido) e Função de Nosanow-

Jastrow (sólido) é feita pela análise da cauda da curva n(r) - a matriz densidade

de part́ıcula única. A Fig. (6.4) mostra os resultados do cálculo desta curva

para a ĺıquido e o sólido de 4He utilizando a expressão da Eq. (5.27).

O curva n(r) obtida com a Função de Jastrow para a fase ĺıquida apresenta

um patamar na região r > 2σ indicando a existência de BEC com uma fração

de condensado de n0 = 0.094±0.001, isto significa que cerca de 9% dos átomos

constituintes do sistema de helio ĺıquido a T = 0K e na densidade ρ = 0.365σ−3

estão no estado de menor energia.

Por outro lado, a Função de Nosanow-Jastrow utilizada para descrever

a fase sólida não apresenta um condensado de Bose-Einstein pois n(r) → 0

quando r → ∞. Logo, o sólido descrito por esta função de onda não apresenta

uma fase supersólida. Este resultado já era esperado, já que o cálculo de n(r)

a partir da Eq. (5.27) envolve avaliar ψNJ(R) = ψNJ(r1, r2, ..., ri, ..., rN) e
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Figura 6.4: Matriz Densidade de Part́ıcula Única. Ĺıquido: Função de Jastrow,
ρ = 0.365σ−3. Sólido: Função de Nosanow-Jastrow, ρ = 0.550σ−3. Cálculos
com N = 108 átomos.

ψNJ(R
′

) = ψNJ(r1, r2, ..., r
′

i, ..., rN) e desse modo, quando se desloca o atómo i

da posição ri para a posição r
′

i por uma grande distância r, a Função de Onda

de Nosanow-Jastrow praticamente se anula pois cada átomo i está explicita-

mente preso em um śıtio da rede li por uma gaussiana.

A curvatura de n(r) para r → 0 está associada a energia cinética do sis-

tema [37]. Quanto maior a curvatura, maior a energia cinética e vice-versa.

Logo, sistemas mais localizados como os sólidos tendem a possuir uma curva-

tura maior em n(r) que os análogos ĺıquidos pois possuem em geral energia

cinética mais elevada. Outro resultado interessante [28] mostra que a fração

de condensado na fase ĺıquida é maior na densidade de equiĺıbrio do que a
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fração calculada na densidade de solidificação. Este comportamento que in-

dica a diminuição da fração de condensado com o aumento da densidade, entre

outros, é um dos motivos pelo qual ainda não se tem uma compreensão clara

dos resultados experimentais da fase supersólida [13] que apresenta uma região

em que há um crescimento dessa propriedade conforme a densidade de sólido

aumenta.

6.3 Função de Onda Sombra Livre e Periódica

Foi apresentado no caṕıtulo 3 uma forma de se estabelecer um v́ınculo das

chamadas part́ıculas sombra com os vetores rećıprocos da rede cristalina. Na-

quele caṕıtulo, os dois modelos propostos neste trabalho são discutidos. Um

deles, apresentado na seção 3.1 é denominado de Função de Onda Sombra Li-

vre e Periódica (ψPFS), onde não há uma interação expĺıcita entre as part́ıculas

sombra. Os resultados a seguir foram obtidos usando a função de onda vari-

acional dada pela Eq. (3.12) e Eq.(3.10) que em algumas vezes no texto será

representada por ψPFS ≡ ψPFS(b, C, t1) para enfatizar seus três parâmetros

variacionais.

6.3.1 Minimização da Energia

A minimização da energia variacional utilizando a função de onda ψPFS(b, C, t1)

foi realizada em quatro densidades de sólido: 0.491σ−3, 0.526σ−3, 0.560σ−3 e

0.589σ−3. A Fig. (6.5) mostra os resultados obtidos para a menor e a maior

densidade estudada. Como a energia depende de três parâmetros variacionais

a Fig. (6.5) mostra uma região na qual são variados b e C com t1 fixo, embora

este último parâmetro foi variado na busca do mı́nimo de energia também.

Para a densidade 0.491σ−3 por exemplo, o parâmetro t1 foi variado na região

1.50 < t1 < 3.50 e a Fig. (6.5 (a)) indica que o valor t1 = 2.5 já está otimi-

zado. As energias e os parâmetros variacionais encontrados para cada uma das

quatro densidades estão organizados na Tab. (6.2).
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(a) 0.491σ−3

(b) 0.589σ−3

Figura 6.5: Minimização da Função de Onda ψPFS(b, C, t1) nas densidades
(a) 0.491σ−3 e (b) 0.589σ−3. Os três parâmetros variacionais foram variados
independentemente e a figura apenas mostra a região onde foi encontrado o
mı́nimo de energia.
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ρ[σ−3] b[σ] C[σ−2] t1 ET [K] EPB
K [K] EV [K]

0.491 1.12 4.0 2.5 -5.082 ± 0.003 26.158 ± 0.007 -31.241 ± 0.007

0.526 1.12 4.5 3.5 -4.347 ± 0.003 29.560 ± 0.008 -33.907 ± 0.007

0.560 1.10 5.5 2.0 -3.280 ± 0.005 31.630 ± 0.014 -34.910 ± 0.015

0.589 1.10 6.0 2.0 -2.079 ± 0.004 34.938 ± 0.019 -37.017 ± 0.019

Tabela 6.2: Energia total, cinética e potencial para os parâmetros variaci-
onais otimizados em algumas densidades de sólido com a Função de Onda
ψPFS(b, C, t1). Cálculo com N = 108 átomos.

6.3.2 Efeitos de Tamanho

O que se espera das simulações de sistemas de muitas part́ıculas é que a par-

tir de um número reduzido de elementos os resultados obtidos sejam o tanto

quanto posśıvel próximos àqueles obtidos no limite termodinâmico (N → ∞).

Mais precisamente, é desejável que os efeitos de tamanho sejam menores que

as incertezas de natureza estat́ıstica de nossos resultados. Caso se verifique

que o valor de uma determinada propriedade para sistemas análogos, porém

com tamanhos diferentes não varia significativamente se diz que o tamanho

do sistema não é relevante para o cálculo dessa propriedade. Caso contrário é

necessário estabelecer um número adequado de part́ıculas para que os resulta-

dos gerados pelas simulações possam produzir interpretações razoáveis destes

sistemas.

Um número N de átomos no formalismo das Funções de Onda Sombra

representa na verdade um conjunto de 3N part́ıculas que devem ser amostradas

pelo Algoritmo de Metropolis pois, para cada átomo do sistema, duas part́ıculas

sombra independentes estão associadas a ele constituindo tŕımeros, conforme

descrito na subseção 2.4.3. Portanto, para essa classe de funções o número por
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exemplo, igual a N = 256 átomos de 4He representa 256 tŕımeros, constituindo

um sistema de 768 part́ıculas no total.

A Fig. (6.6 (a)) mostra a dependência da energia variacional obtida com a

função tentativa ψPFS para diferentes tamanhos de sistema. É observado que

há uma diminuição praticamente linear da energia total conforme o número

de átomos N aumenta, exceção feita ao sistema formado por 32 átomos que

como já sabemos, apresenta efeitos de tamanho acentuados. Já a Fig. (6.6

(b)) mostra o que ocorre com o valor da energia cinética. Analisando a Fig.

(6.6 (b)), verifica-se que há um razoável acordo entre os valores obtidos para

N ≥ 108 e que o uso de um sistema de N = 32 átomos não é suficiente para

se obter um valor adequado da energia cinética.

(a) (b)

Figura 6.6: Efeitos do tamanho do sistema no valor da energia para a função
de onda ψPFS para um sólido de hélio na densidade ρ = 0.491σ3 e parâmetros
variacionais da Tab. (6.2). (a) Energia Total. (b) Energia Cinética por três
métodos diferentes. Cálculos foram efetuados com N =32, 108, 256, 500 e 864
átomos.

O decĺınio da energia total indicado pela Fig. (6.6 (a)) deve-se apenas ao

termo de energia potencial. Foi mencionado na seção 5.5, que a aproximação

g(r > rC) = 1 no cálculo do termo de correção de cauda do potencial é

menos eficiente para sólidos que para ĺıquidos pois sistemas cristalinos possuem

uma correlação de longo alcance produzindo máximos e mı́nimos em g(r) que
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decaem mais lentamente. Valores mais acurados para a correção de cauda

podem ser obtidos ajustando-se senóides com um decaimento exponencial na

cauda de g(r) [41].

Se o propósito é apenas inferir qual é o limite mı́nimo de átomos na caixa de

simulação no qual o valor das propriedades que dependam explicitamente da

função de onda não seja significativamente dependente do tamanho do sistema,

o comportamento da energia cinética (depende do laplaciano de ψT ) pode dar

essa informação. Em nosso trabalho verificamos que a energia cinética para

sistemas com o número de átomos N igual ou maior a 108 estão em bom acordo

entre si. Portanto, sistemas com N = 108 podem ser usados com segurança

para os nossos propósitos.

6.3.3 Momentos de ρ(r)

A distribuição ρ(r) dos átomos em torno dos śıtios da rede é de especial inte-

resse pois, através de seu segundo momento pode-se ter uma medida da razão

de Lindemann que indica a amplitude do movimento atômico relativamente a

distância dos primeiros vizinhos; grandeza que ainda está relacionada ao fator

de Debye-Waller. Além do segundo momento de ρ(r), o uso do quarto e sexto

momento dão uma indicação de quão gaussiana esta distribuição é através da

razão destes coeficientes.

Os resultados do segundo 〈r2〉, do quarto 〈r4〉 e do sexto 〈r6〉 momento

da distribuição ρ(r) estão organizados na Tab. (6.3) em função da densidade.

Nas duas últimas colunas estão apresentadas as razões dos coeficientes que são

iguais a 1 para uma distribuição Gaussiana.

Os resultados da Tab. (6.3) mostram que os momentos de ρ(r) são menores

para sistemas mais densos. O desvio quadrático médio dos átomos em torno

dos śıtios da rede em altas densidades é menor devido justamente ao volume

dispońıvel para os átomos vibrarem ser reduzido. Na densidade ρ = 0.491σ−3,

a raiz do desvio quadrático médio é (0.86±0.04)Å, onde usou-se 1σ = 2.556Å.

Uma medida experimental dessa grandeza para o sólido HCP ao longo do

eixo c é (0.96 ± 0.02)Å [8]. Pode-se verificar também a partir da penúltima
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ρ[σ−3] 〈r2〉 [10−3 · σ2] 〈r4〉 [10−3 · σ4] 〈r6〉 [10−3 · σ6] 3
5

〈r4〉
〈r2〉2

9
35

〈r6〉
〈r2〉3

0.491 113.9 ± 0.2 21.8 ± 0.1 5.82 ± 0.01 1.008 ± 0.006 1.013 ± 0.007

0.526 99.1 ± 0.2 16.5 ± 0.1 3.87 ± 0.01 1.008 ± 0.007 1.022 ± 0.007

0.560 90.2 ± 0.2 14.1 ± 0.1 3.17 ± 0.01 1.040 ± 0.009 1.111 ± 0.008

0.589 80.2 ± 0.1 11.0 ± 0.1 2.15 ± 0.01 1.026 ± 0.010 1.072 ± 0.006

Tabela 6.3: Momentos da Distribuição de Part́ıcula Única usando a Função de
Onda ψPFS. Nas duas últimas colunas as razões dos coeficientes seriam 1 para
uma distribuição Gaussiana. Cálculos usando 108 átomos.

coluna que a distribuição ρ(r) é praticamente uma gaussiana dentro dos erros

estat́ısticos, porém a última coluna revela que trata-se de uma distribuição com

menor largura em relação a uma curva gaussiana já que 〈r2〉 menor implica

um coeficiente gaussiano maior.

ρ[σ−3] dpv[σ] L.R. Átomos L.R. Shadows

0.491 1.4228 0.2372 ± 0.0003 0.0894 ± 0.0004

0.526 1.3905 0.2264 ± 0.0003 0.0751 ± 0.0005

0.560 1.3618 0.2205 ± 0.0003 0.1004 ± 0.0004

0.589 1.3391 0.2079 ± 0.0002 0.1002 ± 0.0004

Tabela 6.4: Razão de Lindemann nas densidades indicadas. Cálculo usando a
Função de Onda ψPFS e 108 átomos.
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A Tab. (6.4) mostra os resultados do cálculo da Razão de Lindemann

para os átomos e as part́ıculas sombra. Uma caracteŕıstica marcante desses

dados é que as part́ıculas sombra se comportam como part́ıculas de sólidos

convencionais onde a Razão de Lindemann é da ordem de 0.1 [9]. Já os átomos

possuem um comportamento de um sólido quântico, onde a L.R. é maior que

0.2.

6.3.4 Distribuição Radial de Pares

A Distribuição Radial de Pares g(r) calculada tanto para os átomos de 4He

quanto para as part́ıculas sombra para as quatro densidades estudadas é mos-

trada na Fig. (6.7).

(a) (b)

Figura 6.7: Distribuição Radial de Pares nas densidades dadas. (a) Átomos.
Os pontos indicam resultados de GFMC da Ref. [18] (b) Part́ıculas Sombra.
Simulação usando N = 108 átomos e parâmetros variacionais dados na Tab.
(6.2).

Um breve comparação entre as Fig. (6.7 (a)) e a Fig. (6.7 (b)) revela que

ao contrário da distribuição atômica, a distribuição das part́ıculas sombra no

sistema é mais localizada, situação evidenciada pelos máximos acentuados da

Fig. (6.7 (b)). Este fato corrobora com os resultados das L.R. observadas na

Tab. (6.4) os quais indicam que esse tipo de part́ıcula, para a função ψPFS, se
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comporta aproximadamente como uma part́ıcula em um cristal clássico com

pequena amplitude vibracional em torno de śıtios da rede. Os deslocamentos

dos máximos de g(r) para a esquerda conforme a densidade aumenta são espe-

rados já que um aumento de ρ proporciona distâncias entre vizinhos menores.

Figura 6.8: Distribuição Radial de Pares. Simulação realizada com 256 part́ı-
culas na densidade 0.491σ−3 com ψPFS. Os pontos são resultados de cálculos
“exatos” (GFMC) da Ref.[18].

A Fig. (6.7 (a)) mostra que os resultados deste trabalho possuem bom

acordo com outro da literatura [18] onde se considerou um sistema de 108 áto-

mos obtidos através do método de Monte Carlo da Função de Green (GFMC).

Porém, a Fig. (6.8) para um sistema maior de 256 átomos, mostra que os

resultados comparados são ligeiramente diferentes a partir de r > 3σ. A curva

tracejada representa g(r) para as part́ıculas sombra e seus máximos estão loca-
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lizados aproximadamente nas distâncias de vizinhos calculadas para uma rede

FCC perfeita. Observa-se também que os máximos de g(r) para os átomos es-

tão centrados em máximos da distribuição das part́ıculas sombra. Logo, como

as part́ıculas sombra possuem uma distribuição mais localizada em torno dos

śıtios da rede FCC perfeita e uma amplitude vibracional pequena, os átomos

que estão presos à elas formam um sólido cristalino.

6.3.5 Matriz Densidade de Part́ıcula Única

A primeira metodologia de cálculo da Matriz Densidade de Part́ıcula Única

abordada neste trabalho indica que em prinćıpio n(r) pode ser calculada a

partir da amostragem de ψ2(R) e aplicação da Eq. (5.27) diretamente como

foi feito para a fase ĺıquida descrita pela função tentativa na forma de Jastrow.

Uma metodologia alternativa para o cálculo desta grandeza foi explorada na

subseção 5.7.2 onde ψ(R)ψ(R
′

) é diretamente amostrado. A estrutura de uma

função de onda tipo sombra que tem a forma ψ(R) =
∫
dS Ξ(R,S), introduz

dificuldades adicionais ao cálculo de n(r) o que torna necessário o emprego da

segunda metodologia.

A Fig. (6.9) mostra os resultados obtidos na fase sólida para a matriz

densidade com o uso da função de onda ψPFS. Constata-se que n(r) → 0

quando r → ∞, logo o modelo variacional proposto ψPFS não descreve uma

fase supersólida onde há uma Condensação de Bose-Einstein.

Os resultados apresentados na subseção 6.3.3 mostram que a raiz do desvio

quadrático médio está cerca de 10% abaixo do valor experimental [8] indi-

cando que o sólido formado com o uso da Função de Onda Variacional ψPFS

não permite que as meia-part́ıculas (átomos ri e r
′

i) difundam-se independen-

temente pelo sistema devido uma maior localização das configurações atômicas

em torno dos śıtios da rede. Devido a pequena amplitude vibracional dos áto-

mos, o tŕımero inicial que dá origem as meia-part́ıculas e suas sombras não

tem a oportunidade de difundirem pelo sistema.



72 CAPÍTULO 6. RESULTADOS

Figura 6.9: Matriz Densidade de Part́ıcula Única para ψPFS nas densidades
indicadas. Cálculo com N = 108 átomos.

6.3.6 Vacâncias

Na literatura é mencionado com frequência que um dos mecanismos que pode-

ria dar origem a fase supersólida seria a presença de defeitos como vacâncias,

por exemplo. O primeiro trabalho que abordou essa possibilidade é encontrado

na Ref. [42]. Uma tentativa de contornar as dificuldades encontradas no mo-

delo da função de onda ψPFS que não descreve uma fase supersólida para um

sólido comensurável, é considerar portanto, a introdução de vacâncias no sis-

tema pois, com alguns dos śıtios vazios espera-se que no em torno do defeito o

aumento da mobilidade atômica local propicie uma permutação das posições de

um átomo com uma vacância. Em termos do nosso modelo variacional, pode-

ŕıamos esperar que as meia-part́ıculas pudessem difundir independentemente
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por todo o sistema, dando origem a um Condensado de Bose-Einstein.

A metodologia de cálculo para a mobilidade atômica está descrita na sub-

seção 5.8.1. Um histograma de desocupação de śıtios ou equivalentemente,

de Células de Wigner-Seitz (CWS) é constrúıdo para que possa se ter uma

idéia da influência da introdução de vacâncias na contagem desocupação/śıtio

ao longo de uma simulação. Os resultados estão apresentados na Fig. (6.10).

Verifica-se nas Figs. ((6.10) (a) e (c)) que há Pseudo Pares de Interst́ıcios-

Vacância (PIV) em sólidos perfeitos. Em algumas configurações amostradas

foram encontrados pelo menos dois átomos ocupando uma CWS, já que o his-

tograma mede a ocorrência de desocupações. Esse comportamento é uniforme

em todo o sistema que está sendo simulado.

Nas Figs. ((6.10) (a) e (c)) pode ser observado que o aumento da densi-

dade influi na diminuição da mobilidade atômica verificada por uma menor

desocupação/śıtio. Em 2000 configurações medidas, um śıtio foi encontrado

desocupado em média 4 vezes na densidade ρ = 0.491σ−3 e menos de 2 vezes

em ρ = 0.526σ−3.

Pode ser visto nas Figs. ((6.10) (b) e (d)) que a introdução de uma vacância

no sistema não permite uma maior mobilidade atômica, isto porque a vacância

não consegue se propagar pelo cristal. Na densidade ρ = 0.491σ−3 por exem-

plo, entre 2000 configurações analisadas uma CWS foi encontrada 1944 vezes

desocupada, ou seja, praticamente durante toda a simulação o defeito criado

naquela célula esteve presente na mesma região do sólido.

Os cálculos da Matriz Densidade de Part́ıcula Única realizados para siste-

mas com uma vacância não permitiram que uma BEC fosse observada sendo

os resultados muito semelhantes ao mostrado na Fig. (6.9) com o uso da Fun-

ção de Onda Sombra Livre e Periódica obtidos para um sólido comensurado.

Todos os resultados obtidos com a função ψPFS e discutidos nesta seção su-

gerem que neste modelo, os efeitos de troca não são favorecidos e mesmo com

a introdução de vacâncias, as configurações amostradas não permitem que as

meia-part́ıculas difundam-se pelo cristal dando origem a fase supersólida. Os

resultados obtidos são uma indicação que o valor encontrado para o parâmetro
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(a) N = 256, 0.491σ−3 (b) N = 255, 0.491σ−3

(c) N = 256, 0.526σ−3 (d) N = 255, 0.526σ−3

Figura 6.10: Histograma de desocupação das Células de Wigner-Seitz ao longo
de uma simulação para ψPFS. Dados de 2000 configurações estatisticamente
independentes de uma simulação com 1 · 106 sweeps Monte Carlo. Resultados
para as densidade ρ = 0.491σ−3 e ρ = 0.526σ−3: (a) e (c) Sólido Perfeito com
256 átomos. (b) e (d) Sólido com uma vacância. Nota-se em (c) e (d) que há
uma célula de Wigner-Seitz que esteve desocupada durante praticamente todo
o cálculo, isto é, a vacância criada é estática.



6.4. FUNÇÃO DE ONDA SOMBRA PERIÓDICA 75

t1 é de uma magnitude suficiente para localizar demasiadamente as part́ıculas

sombra e consecutivamente os átomos em torno dos śıtios. Com a intenção de

relaxar essa interação, um outro modelo desenvolvido neste trabalho denomi-

nado Função de Onda Periódica ψPS foi proposto e discutido na seção 3.2. Os

resultados obtidos com ele são apresentados na próxima seção.

Apesar do modelo ψPFS não descrever um comportamento superfluido na

fase sólida, as outras propriedades calculadas indicam que este ainda é um bom

modelo para a fase sólida dos sistemas formados por átomos de 4He.

6.4 Função de Onda Sombra Periódica

Nesta seção apresentamos os resultados obtidos com a Função de Onda Sombra

Periódica ψPS. Neste modelo, ao contrário do anterior, o termo de interação

entre as part́ıculas sombra é mantido como na formulação original da Função

de Onda Sombra [1]. Este termo correlaciona diretamente as part́ıculas sombra

entre si e depende de um parâmetro variacional bsh. Esta correlação permite

que a interação das part́ıculas sombra com os vetores rećıprocos da rede sejam

tomadas com menor intensidade e que portanto haja uma menor localização

das mesmas no volume em torno dos śıtios da rede. A diminuição do parâmetro

t1 ajudam na delocalização dos átomos, permitindo que os efeitos de troca

sejam favorecidos como veremos a seguir.

6.4.1 Minimização da Energia

Os parâmetros variacionais b e C encontrados no processo de minimização da

energia com o uso da Função de Onda Sombra Periódica ψPS são praticamente

os mesmos encontrados para o modelo ψPFS devido a similaridade entre essas

funções de onda. A Fig. (6.11) mostra que há uma região de convergência

para o resultado da energia variacional obtida com o modelo ψPFS, aproxi-

madamente −5K na densidade ρ = 0.491σ−3 e −2K em ρ = 0.589σ−3, para

diversas combinações dos parâmetros bsh (interação entre sombras) e t1 (inte-

ração das sombras com a rede rećıproca).
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(a) 0.491σ−3

(b) 0.589σ−3

Figura 6.11: Minimização da Função de Onda ψPS(b, C, , bsh, t1) nas densidades
(a) 0.491σ−3 e (b) 0.589σ−3 com 108 átomos. As duas figuras mostram que
há uma região de convergência da energia para o valor minimizado no modelo
ψPFS.
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Uma análise da influência dos parâmetros bsh e t1 na energia cinética e

potencial pode ser realizada a partir da Fig. (6.12). O comportamento da

energia cinética na Fig. (6.12 (a)) é basicamente crescente com o aumento dos

valores deste parâmetros. Como foi dito anteriormente, uma maior localização

atômica é promovida pelo aumento do parâmetro t1 e este excesso de locali-

zação gera um aumento da energia cinética. Esse mesmo comportamento é

percebido com o aumento de bsh que representa a intensidade das interações

entre part́ıculas sombra. Quanto maior for a interação entre part́ıculas sombra

(maior bsh), maior o “caroço” repulsivo entre elas restringindo o volume no

qual o átomo habita já que este está acoplado a elas. A Fig. (6.12 (b)) mostra

que o aumento nos valores dos parâmetros variacionais bsh e t1 promove uma

energia potencial cada vez menor indicando que nesta situação a distribuição

dos átomos tende àquela de uma rede perfeita no mı́nimo do potencial.

(a) Energia Cinética (b) Energia Potencial

Figura 6.12: (a) Energia Cinética e (b) Potencial por átomo para a densidade
0.491σ−3 em função dos parâmetros variacionais bsh e t1.

Com o propósito de obter a mı́nima energia total posśıvel e ainda favorecer

uma maior mobilidade atômica, os parâmetros variacionais encontrados estão

organizados na Tab. (6.5), que mostra nas densidades indicadas as energias

total, cinética e potencial por átomo de hélio.
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ρ[σ−3] b[σ] C[σ−2] bsh[σ] t1 ET [K] EPB
K [K] EV [K]

0.491 1.12 4.2 1.30 0.2 -4.916 ± 0.003 24.938 ± 0.005 -29.854 ± 0.006

0.526 1.12 4.5 1.30 0.2 -4.077 ± 0.003 27.865 ± 0.005 -31.943 ± 0.006

0.560 1.10 5.5 1.30 0.2 -3.036 ± 0.004 30.354 ± 0.006 -33.391 ± 0.007

0.589 1.10 6.0 1.30 0.2 -1.764 ± 0.004 33.210 ± 0.006 -34.973 ± 0.007

Tabela 6.5: Energias e Parâmetros Variacionais otimizados para algumas den-
sidades de sólido usando a função de onda ψPS = ψPS(b, C, bsh, t1) . Cálculo
usando 256 part́ıculas.

6.4.2 Momentos da Distribuição de Part́ıcula Única

O cálculo dos momentos da distribuição ρ(r) foi efetuado para a Função de

Onda Sombra Periódica ψPS e os resultados estão apresentados na Tab. (6.6).

Comparando esses resultados com os obtidos para a função variacional ψPFS

(Tab. (6.3)), verifica-se que a distribuição dos átomos em torno dos śıtios

da rede calculada para o modelo ψPS é mais larga que a obtida com o uso

da função de onda ψPFS devido aos desvios quadráticos médios calculados

com ψPS serem maiores. Razões dos momentos apresentados na última coluna

mostram também que as distribuições ρ(r) para as duas densidades mais baixas

são mais largas (menores que 1) do que em uma distribuição gaussiana. A raiz

do desvio quadrático médio na densidade ρ = 0.491σ−3 é (0.97 ± 0.04)Å e

encontra-se em excelente acordo com o resultado experimental [8] que é de

(0.96 ± 0.02)Å.

A partir dos desvios quadráticos médios da Distribuição de Part́ıcula Única

foi calculada a Razão de Lindemann (L.R.) que consiste, como já mencionado,

numa medida de quão espalhada essa distribuição é em relação a distância entre

primeiros vizinhos do cristal perfeito. Os resultados do cálculo da L. R. para
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ρ[σ−3] 〈r2〉 [10−3 · σ2] 〈r4〉 [10−3 · σ4] 〈r6〉 [10−3 · σ6] 3
5

〈r4〉
〈r2〉2

9
35

〈r6〉
〈r2〉3

0.491 142.9 ± 0.2 34.1 ± 0.1 11.06 ± 0.04 1.002 ± 0.003 0.978 ± 0.003

0.526 127.1 ± 0.1 27.1 ± 0.1 7.92 ± 0.01 1.006 ± 0.004 0.992 ± 0.003

0.560 108.8 ± 0.1 19.9 ± 0.1 5.09 ± 0.02 1.009 ± 0.005 1.016 ± 0.005

0.589 98.2 ± 0.1 16.3 ± 0.1 3.77 ± 0.02 1.014 ± 0.006 1.024 ± 0.006

Tabela 6.6: Momentos da Distribuição de Part́ıcula Única usando a Função de
Onda ψPS. As duas últimas colunas seriam iguais a 1 para uma distribuição
Gaussiana. Cálculos usando 256 part́ıculas.

ρ[σ−3] dpv[σ] L.R. Átomos L.R. Shadows

0.491 1.4228 0.2656 ± 0.0003 0.2191 ± 0.0002

0.526 1.3905 0.2564 ± 0.0001 0.2098 ± 0.0002

0.560 1.3618 0.2422 ± 0.0001 0.1989 ± 0.0002

0.589 1.3391 0.2340 ± 0.0002 0.1923 ± 0.0002

Tabela 6.7: Razão de Lindemann (L.R.) nas densidades indicadas, dpv é a
distância entre primeiros vizinhos. Cálculos usando a Função de Onda ψPS
para 256 part́ıculas.

os átomos e part́ıculas sombra nas quatro densidades de sólido estudadas estão

organizados na Tab. (6.7). Diferentemente dos resultados obtidos com o uso

da função ψPFS as part́ıculas sombra possuem um comportamento altamente

quântico (L.R. ≈ 0.2) quando é usado o modelo da Função de Onda Sombra
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Periódica ψPS.

6.4.3 Distribuição Radial de Pares

A Fig. (6.13) mostra os resultados de g(r) para os átomos e para as part́ıculas

sombra obtidos com a função de onda ψPS. O comportamento observado é

similar entre as curvas apresentadas na figura, apenas uma maior localização

das part́ıculas sombra é notada devido as magnitudes dos máximos do gráfico

presente na Fig. (6.13 (b)) serem maiores que as da Fig. (6.13 (a)).

(a) (b)

Figura 6.13: Distribuição Radial de Pares nas densidades indicadas. (a) Áto-
mos. (b) Part́ıculas Sombra. Simulação usando N = 256 átomos e parâmetros
variacionais dados na Tab. (6.5).

Na função de onda variacional ψPS(b, C, bsh, t1), as interações das part́ı-

culas sombra com os vetores rećıprocos da rede foram atenuadas em relação

aquelas presentes no modelo ψPFS(b, C, t1) no qual as part́ıculas sombra estão

excessivamente confinadas em torno de śıtios da rede. Esta atenuação seguida

da introdução de correlações entre part́ıculas sombra, permitem ao modelo

ψPS(b, C, bsh, t1) exprimir em g(r) as mesmas caracteŕısticas estruturais expe-

rimentais dos átomos no sólido conforme podemos ver na Fig. (6.14).
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Figura 6.14: Distribuição Radial de Pares. Simulação realizada com 256 par-
t́ıculas na densidade 0.491σ−3 com ψPS. Os pontos são resultados de cálculos
exatos (GFMC) da Ref.[18].

6.4.4 Vacâncias

A Função de Onda Sombra Periódica foi constrúıda com a preocupação de

que os mecanismos de troca fossem favorecidos. Nossos resultados mostram

uma maior distribuição em torno dos śıtios da rede e em prinćıpio isso pode

facilitar a permutação entre part́ıculas vizinhas. A contagem de desocupação

por Célula de Wigner-Seitz feita como já descrito anteriormente é apresentada

na Fig. (6.15).

Comparando os resultados obtidos com a Função de Onda Sombra Livre

e Periódica na Fig. (6.10 (a)) com os da Função de Onda Sombra Periódica

na Fig. (6.15(a)), claramente nota-se um grande aumento na contagem de
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(a) N = 256, 0.491σ−3 (b) N = 255, 0.491σ−3

(c) N = 256, 0.526σ−3 (d) N = 255, 0.526σ−3

Figura 6.15: Histograma de desocupação das Células de Wigner-Seitz ao longo
de uma simulação utilizando ψPS. Dados de 2000 configurações estatistica-
mente independentes de uma simulação com 1 · 106 sweeps Monte Carlo. Re-
sultados para as densidade ρ = 0.491σ−3 e ρ = 0.526σ−3: (a) e (c) Sólido
Perfeito com 256 átomos. (b) e (d) Sólido com uma vacância. Nota-se em (c)
e (d) que a contagem de desocupação é maior em todas as células na presença
de vacâncias em relação a um sólido perfeito, significando que a vacância é
móvel.
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desocupação em cada CWS usando-se a função variacional ψPS que registrou

dezoito vezes em média uma CWS desocupada em relação aos quatro obtidos

usando-se a funçao ψPFS. Este aumento deve-se a uma maior delocalização

dos átomos permitida no modelo ψPS com a relaxação do termo estrutural das

part́ıculas sombra que as acopla em torno de śıtios da rede. Essa relaxação

tem grande influência na mobilidade de vacâncias como pode ser visto nas

Figs. (6.15(b) e (d)) onde, ao contrário dos resultados obtidos com a função

ψPFS, os resultados com o uso da função ψPS mostram uma maior contagem de

desocupação em todas as CWS permitindo concluir que a vacância introduzida

pode se propagar pelo cristal.

Os histogramas de desocupação obtidos com a Função de Onda Sombra

Periódica indicam que freqüentemente uma CWS abriga ao menos dois áto-

mos durante a simulação, logo os Pseudo Pares de Interst́ıcio-Vacância (PIV)

induzidos por esta função de onda tem uma grande contribuição no surgimento

da fase supersólida como será visto na seção 6.6.

6.5 Equações de Estado para ψPFS e ψPS

As equações de estado obtidas a partir dos dois modelos propostos neste tra-

balho permitem determinar a qualidade das funções de onda tentativas com

respeito as energias e outras grandezas como, por exemplo, a pressão estimada

em função da densidade.

As curvas que representam as Equações de Estado para os modelos ψPFS

e ψPS estão na Fig. (6.16 (a)) juntamente com os dados experimentais. Como

era de se esperar, a energia variacional calculada para ambos modelos estão

acima da energia medida experimentalmente. Embora o modelo ψPS produza

energias um pouco maiores que as obtidas com a função ψPFS, as curvaturas

da equação de estado são praticamente iguais entre si e aproximadamente a

mesma da curva experimental. A curvatura é importante pois está associada

a pressão do sistema corforme discussão presente na seção 5.4.

Os coeficientes do ajuste polinomial realizado utilizando a Eq. (5.16) para
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(a) (b)

Figura 6.16: (a) Equação de Estado para os modelos ψPFS e ψPS. (b) Pressão
calculada usando as funções ψPFS e ψPS. Os dados experimentais são dados
na Ref. [26].

as equações de estado encontram-se na Tab. (6.8). A partir desses dados, a

curva de pressão em função da densidade é constrúıda e exibida na Fig. (6.16

(b)). As pressões calculadas para os dois modelos concordam muito bem com

os resultados experimentais. Como mencionado na introdução deste trabalho,

os sistemas formados por átomos de 4He mesmo a uma temperatura próxima

Modelo A [K] ρ0[σ
−3] B [K] C [K]

Exp. -6.27 ± 0.01 0.4262 ± 0.001 20.7 ± 0.07 12.4 ± 0.2

ψPFS = ψPFS(b, C, t1) -5.62 ± 0.01 0.426 21.8 ± 0.1 6.0 ± 0.1

ψPS = ψPS(b, C, bsh, t1) -5.46 ± 0.02 0.426 23.3 ± 0.2 4.9 ± 0.5

Tabela 6.8: Coeficientes do ajuste polinomial das Equações de Estado da Eq.
(5.16). A primeira linha refere-se a um ajuste feito utilizando os dados expe-
rimentais.
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ao zero absoluto não se solidificam a menos que uma pressão externa de cerca

de vinte e cinco atmosferas seja aplicada a eles.

6.6 A Fase supersólida descrita por ψPS

Neste trabalho, uma fase supersólida dos sistemas formados por átomos de
4He ou equivalentemente uma Condensação de Bose-Einstein é obtida quando

usamos a Função Onda Sombra Periódica ψPS na descrição variacional do

sistema. A Fig. (6.17) mostra os resultados obtidos para a n(r) a partir da

Eq. (5.32) na densidade ρ = 0.491σ−3 com diversos valores do parâmetro

variacional bsh. Para bsh = 1.10σ, uma fração de condensado cerca de 1% é

encontrada, porém para bsh = 1.45σ verifica-se que a cauda da curva n(r) não

possui um limite definido quando r → ∞ dáı nesta situação não deve haver

BEC.

Analisando o comportamento da cauda de n(r) para todos os valores de

bsh da Fig. (6.17), nota-se que este parâmetro controla a magnitude da fração

do condensado. Para bsh ≤ 1.30σ notamos que para r → ∞, n(r) possui um

limite não nulo. A medida que aumentamos bsh as part́ıculas sombra tornam-

se cada vez mais localizadas. Logo, devido ao acoplamento gaussiano entre os

átomos e as part́ıculas sombra, um bsh suficientemente grande não permite que

os átomos tenham mobilidade suficiente para permutar suas posições com seus

vizinhos e assim as meia-part́ıculas não tem a possibilidade de se difundirem.

Já para um bsh suficientemente pequeno, a mobilidade dos átomos é mais in-

tensa. Entretanto, como o parâmetro t1 que acopla as part́ıculas sombra a rede

rećıproca possui um valor pequeno, existe um limite para bsh. Um valor sufici-

entemente pequeno de bsh levaria o sistema a comportar-se como um ĺıquido.

Um critério auxiliar para determinarmos o melhor parâmetro variacional bsh

que produz uma fração de condensado no sólido será discutido posteriormente

considerando o desvio quadrático médio dos átomos com respeito aos śıtios da

rede.

Para entendermos a presença de um Condensado de Bose-Einstein no mo-
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Figura 6.17: Fração do condensado para a densidade 0.491σ−3 e função de onda
ψPS variando-se o parâmetro que representa a interação entre as part́ıculas
sombra na região 1.10σ < bsh < 1.45σ.

delo ψPS para o sólido de 4He mostraremos que as meia-part́ıculas tem a

oportunidade de se difundirem pelo cristal. A Fig. (6.18) mostra a configu-

ração inicial arbitrária de uma simulação onde os átomos estão dispostos em

uma rede FCC perfeita. A localização inicial das meia-part́ıculas encontra-se

a dois planos abaixo do plano em destaque da figura.

Partindo da configuração inicial representada pela Fig. (6.18), a simulação

passa pela etapa de equilibração. A seguir, após o sistema atingir o equiĺıbrio,

algumas das configurações amostradas nessa etapa estão sobrepostas na Fig.

(6.19). Nesta figura, uma projeção no plano XY é feita a partir das configu-

rações atômicas presentes em um volume em torno do plano z = 0. Os pontos



6.6. A FASE SUPERSÓLIDA DESCRITA POR ψPS 87

Figura 6.18: Caixa de simulação com 256 part́ıculas arranjadas em uma rede
FCC perfeita na densidade ρ = 0.491σ−3 . O plano z = 0 está em destaque
assim como as posicões iniciais das meia-part́ıculas nas coordenadas aproxi-
madamente iguais a (−2,−2,−2)σ.

vermelhos e azuis representam as projeções das posições das meia-part́ıculas

e os pontos escuros referem-se as projeções dos átomos. Claramente nota-se

uma estrutura cristalina, mais especificamente um plano da rede FCC na di-

reção [001]. A difusão das meia-part́ıculas pelo cristal também é observada,

já que nas diversas configurações registradas nesta figura, as posições dessas

part́ıculas estiveram associadas a diferentes śıtios da rede ao longo da simu-

lação. É importante lembrar que nada se pode dizer sobre a dinâmica desse

processo já que as simulações de Monte Carlo permitem amostrar as configu-

rações prováveis e não dizem nada a respeito sobre a ordem cronológica dos
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eventos observados. Os átomos que constituem o sistema são indistingúıveis

e desse modo, o rótulo de cores para as meia-part́ıculas é feito apenas para o

controle operacional dos eventos presentes na simulação.

Figura 6.19: Configurações atômicas amostradas pela simulação. Projeção no
plano XY do volume tal que −a

4
< z < +a

4
. Os pontos vermelhos e azuis

correspondem as posições das meia-part́ıculas. Simulação realizada com 7 ·106

sweeps e com os parâmetros variacionais b = 1.12, C = 4.2, bsh = 1.25,
t1 = 0.20 com N = 256 átomos na densidade ρ = 0.491σ−3.

O prinćıpio variacional descrito na seção 2.3 é baseado na minimização do

valor esperado da Hamiltoniana do sistema. Outros autores [38] elaboraram um

outro prinćıpio denominado Maximum-overlap que consiste basicamente em
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otimizar os parâmetros variacionais para se obter uma superposição máxima

com a função de onda exata do sistema conhecida numericamente apenas.

Naquele trabalho, esses autores ajustaram o pseudo potencial da função de

Jastrow para reproduzir a distribuição radial de pares que pode ser obtida

através de experimentos de espalhamento (de nêutrons ou raios-X) e com esse

procedimento obtiveram bons resultados tanto para g(r) quanto para a energia

propriamente.

Figura 6.20: Desvio quadrático médio em função da densidade. A curva sólida
liga os resultados de GFMC [40]. As linhas pontilhadas representam o limite do
erro estat́ıstico destes dados (três vezes o erro nominal). Os quatro pontos mais
abaixo da figura são os resultados obtidos com o modelo ψPFS = ψPFS(b, C, t1)
com os parâmetros da Tab. (6.2). Os pontos restantes são resultados obtidos
com o modelo ψPS = ψPS(b, C, , bsh, t1) com b, C e t1 dados na Tab. (6.5),
bsh = 1.15, 1.25, 1.30, 1.50σ.
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A escolha do parâmetro bsh que fornece a melhor fração de condensado

será feita seguindo as idéias do prinćıpio do Maximum-overlap em relação ao

desvio quadrático médio que é obtido experimentalmente através de medidas

do fator de Debye-Waller ou então de cálculos exatos dessa propriedade como

os realizados pelo método de Monte Carlo da função de Green (GFMC). Os

desvios quadráticos médios de referência escolhidos são resultados do método

GFMC [40]. Além dos dados de GFMC, a Fig. (6.20) mostra os resultados

obtidos com o modelo ψPFS e com o ψPS.

Já foi discutido que os resultados obtidos com a função de onda ψPFS lo-

caliza demasiadamente os átomos em torno de śıtios da rede. Isto é mais uma

vez confirmado quando se comparam aqueles resultados com os obtidos pelo

GFMC, em todas as densidades estudadas os desvios estão abaixo do resul-

tado considerado exato. Já para a Função de Onda Sombra Periódica, existem

situações para valores de bsh ≥ 1.50σ em que encontram-se pequenos desvios e

outras como para bsh ≤ 1.15 em que os átomos estão excessivamente delocali-

zados, caracterizados pelo alto desvio quadrático médio calculado nesta região

de parâmetros. Há dois valores para bsh (1.25σ e 1.30σ) nos quais juntos com os

outros parâmetros variacionais fazem os resultados para os desvios quadráticos

calculados com a função ψPS se localizarem na região dos resultados GFMC

dentro do limite de erro estat́ıstico.

A Fig. (6.21) mostra resultados da fração do condensado para quatro densi-

dades de um sólido perfeito e a Fig. (6.22) mostra que a presença de vacâncias

aumentam a BEC. Tanto para sólidos perfeitos como para aqueles com defei-

tos, o limite de n(r) quando r → ∞ é mais bem definido quando se usa o valor

bsh = 1.25σ, logo acreditamos que esse valor seja adequado para caracterizar

a fase supersólida dos sistemas formados por átomos de 4He dentro do nosso

modelo ψPS.

Os resultados obtidos para a fração do condensado com o uso a Função de

Onda Sombra Periódica podem ser resumidos no gráfico da Fig. (6.23) onde

um comportamento essencialmente decrescente é notado conforme a densidade

do sistema aumenta. Para um sólido perfeito, por exemplo, a menor densidade
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(a) bsh = 1.25σ (b) bsh = 1.30σ

Figura 6.21: Matriz Densidade de Part́ıcula Única nas densidades indicadas
usando ψPS com N = 256 átomos e parâmetros variacionais b, C e t1 da Tab.
(6.5) e (a) bsh = 1.25σ e (b) bsh = 1.30σ.

(a) bsh = 1.25σ (b) bsh = 1.30σ

Figura 6.22: Influência de vacâncias na magnitude da fração do condensado.
Cálculo para a densidade ρ = 0.491σ−3 com parâmetros variacionais b, C e t1
retirados da Tab. (6.5) e (a) bsh = 1.25σ (b) bsh = 1.30σ.

apresenta uma fração da ordem de 0.15% que é substancialmente maior para

um sistema com duas vacâncias onde são encontradas um pouco mais de 0.25%

dos átomos no estado de momento igual a zero. Em geral, vacâncias aumen-

tam a fração do condensado pois aumentam a mobilidade atômica presente no
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modelo ψPS. As meia-part́ıculas podem se difundirem pelo cristal de maneira

mais livre que em um sistema perfeito.

Figura 6.23: Fração do Condensado (n0) em função da densidade usando o
modelo ψPS = ψPS(b, C, bsh, t1). Cálculo utilizando parâmetros b, C e t1 da
Tab. (6.5) e bsh = 1.25.

Os resultados experimentais [13] da fase supersólida do 4He indicam haver

uma fração de condensado da ordem de 1.5%, isto é, uma ordem de grandeza

dos resultados obtidos com a função ψPS. Vimos que a introdução de vacân-

cias aumentam a magnitude de n0 levando acreditar que bastaria introduzir

um número maior desses defeitos para que os resultados obtidos por nosso

modelo variacional entrassem em acordo com aqueles experimentais. Porém,

duas vacâncias representam uma concentração de Xv = 0.78% de defeitos in-

troduzidos para um sistema de N = 256 átomos e outros cálculos mostram [43]
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que a concentração de vacâncias no sólido de 4He em T = 0K é muito menor

que um por cento. Entretanto, ainda está em aberto qual é o verdadeiro valor

dessa concentração mas há um consenso que este deve ser menor que 1%. Dáı

a introdução de um número arbitrário de vacâncias no sistema levaria cada vez

mais a resultados duvidosos.

Em resumo a Função de Onda Sombra Periódica ψPS é capaz de descrever

acuradamente diversas propriedades dos sistemas formados por átomos de hé-

lio. Além disto, e mais importante, é capaz de dar origem a uma Condensação

de Bose-Einstein, que como já mencionamos e discutiremos a seguir poderá

fornecer uma fração de condensado em um acordo muito melhor com a ex-

periência, isto através de idéias que já apresentamos e de uma generalização

simples dos cálculos aqui realizados.
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Caṕıtulo 7

Conclusões e Perspectivas

Futuras

Neste trabalho de dissertação de mestrado, propusemos duas funções de onda

tentativa baseadas no conceito de part́ıculas sombra e que descrevem a fase

sólida. Uma delas denominada Função de Onda Sombra Livre e Periódica

(ψPFS) fornece bons resultados para esta fase aferidas pelas suas proprieda-

des, entre elas as energias do sistema e a Distribuição Radial de Pares que

mostrou-se em bom acordo com outros resultados teóricos da literatura. A

outra, denominada Função de Onda Sombra Periódica (ψPS) além de fornecer

bons resultados para as propriedades de interesse, se destaca por conseguir

descrever a fase supersólida e desse modo predizer uma Condensação de Bose-

Einstein na fase sólida.

Adicionalmente, abordamos dois modelos variacionais da literatura, a Fun-

ção de Jastrow que descreve a fase ĺıquida e a Função de Nosanow-Jastrow para

a fase sólida dos sistemas formados por átomos de 4He com a finalidade de de-

terminarmos algumas propriedades do estado fundamental quando o potencial

SAPT2 é utilizado na descrição do sistema. Outro motivo para estudarmos

estas funções variacionais foi testar a consistência da nossa metodologia empre-

gada nos cálculos, já que todos os resultados que obtivemos foram decorrentes

de nossas próprias implementações numéricas através do método Monte Carlo
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Variacional.

No modelo ψPFS onde não são consideradas as correlações entre part́ıculas

sombra, as interações entre esse tipo de part́ıcula e a rede rećıproca são de-

masiadamente intensas que acabam produzindo uma distribuição de part́ıcula

única em torno dos śıtios da rede estreita, isto é, o desvio quadrático mé-

dio desta distribuição é menor que o obtido experimentalmente. Observou-se

um comportamento aproximadamente “clássico” das part́ıculas sombra neste

modelo pois, a Razão de Lindemann, que mede a amplitude vibracional dos

átomos em relação a distância entre primeiros vizinhos da rede, obtida nas

quatro densidades de estudo é da ordem de 0.1 na qual um sólido clássico se

funde quando atinge esse valor. Dentre os mecanismos posśıveis para o sur-

gimento da fase supersólida, a permutação entre átomos podem em prinćıpio

favorecer o surgimento de uma fração de condensado. Porém como foi visto, o

modelo ψPFS não permite esse mecanismo ocorrer. Nem mesmo a introdução

de vacâncias favorece a mobilidade atômica na função ψPFS, isto porque esses

defeitos tornam-se estáticos e assim os átomos não conseguem se difundirem

entre os śıtios da rede. Logo, nenhuma fração finita de part́ıculas no estado

de momento k = 0 foi encontrada usando a Função de Onda Sombra Livre e

Periódica.

Desenvolvemos também a Função de Onda Sombra Periódica ψPS que per-

mitiu uma melhor descrição da distribuição de part́ıcula única em torno dos

śıtios da rede e com isto, uma maior mobilidade atômica permitiu que os me-

canismos de troca entre as part́ıculas do sistema fossem favorecidos dando

origem a fase supersólida do sólido de 4He. Para atingir este objetivo, as

interações das part́ıculas sombra com a rede rećıproca do cristal foram rela-

xadas porém as correlações entre esse tipo de part́ıcula foram introduzidas no

modelo ψPS. Para otimizar o parâmetro variacional do termo de correlação

entre part́ıculas sombra, nos valemos de um prinćıpio variacional auxiliar de-

nominado Maximum-Overlap que consistiu em ajustar esse parâmetro para as

nossas simulações reproduzirem os resultados para o desvio quadrático mé-

dio apresentados por um trabalho da literatura considerado um cálculo exato
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(GFMC) dessa propriedade. Com este procedimento, observamos que a função

tentativa ψPS além de fornecer bons resultados para as energias, distribuição

radial de pares e Razão de Lindemann exibe uma fase supersólida. A fração

de condensado é decrescente com o aumento da densidade. A introdução de

vacâncias permite um aumento dessa fração pois como foi posśıvel observar,

esse defeitos são móveis no modelo ψPS permitindo que os mecanismos de troca

sejam favorecidos.

Uma descrição dos mecanismos que permitem o surgimento do comporta-

mento superfluido da fase sólida dos sistemas de átomos de 4He ainda não é

um consenso na área. Como foi dito na introdução deste trabalho, existe até

mesmo a intrigante possibilidade desse fenômeno não estar associado a um

Condensado de Bose-Einstein.

Até o momento não tivemos a oportunidade de explorar toda a potenci-

alidade de nossa teoria variacional, que mesmo assim se mostrou capaz de

produzir uma fração de condensado para a fase sólida e indicar que vacân-

cias aumentam a Condensação de Bose-Einstein em nosso modelo. Apesar dos

nossos resultados concordarem em boa aproximação com os trabalhos teóricos

dispońıveis na literatura, nenhum deles está em acordo com os dados experi-

mentais.

Acreditamos que será posśıvel aumentar em muito o acordo quantitativo

dos nossos resultados da fração do condensado da fase supersólida com a experi-

ência. Para tanto iremos considerar as informações estruturais da rede levando

explicitamente em conta os primeiros vizinhos como feito até o momento, mas

também aquelas devidas aos segundos vizinhos. Em particular, estamos inte-

ressados em estudar como efeitos estéricos do nosso modelo variacional estão

afetando de forma negativa nossos resultados da fração do condensado na fase

sólida e procurar os meios de atenuá-los.
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