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Resumo

Esta dissertacao tem como objetivo apresentar um estudo critico dos condensados
atomicos de Bose-Einstein (BEC). Tomando como ponto de partida a fisica do gas
livre, estudamos o efeito de potenciais fracamente confinantes. Dois casos foram estu-
dados em detalhe: i) um gas atoémico em um po¢o de potencial quadrado finito com
poucos estados ligados; e ii) um sistema confinado em duas dimensdes por um potencial
oscilador harmonico isotrépico, sendo fracamente confinado na terceira dimensao. Para
o primeiro exemplo, estudamos as propriedades termodinamicas, comparando-as com
a transicao de fase do gas livre. Interacoes entre bdsons sao introduzidas segundo a
teoria de Bogoliubov para tratar interagoes elasticas de dois corpos. Dentro da aproxi-
macao de campo médio, as propriedades do condensado sao descritas por uma funcao
de onda macroscopica, que satisfaz a equagao de Gross-Pitaevskii (GP). Analisamos os
efeitos de comprimentos de espalhamento de onda s, atrativos e negativos, para BEC
aprisionados no poco de potencial finito, onde o sistema suporta excitagoes quanticas
coerentes nao-lineares. Solucoes numeéricas, para a equacao GP independente do tempo,
foram encontradas para a funcao de onda do estado condensado a temperatura zero,
bem como para as suas excitacoes elementares nao lineares. Para analisar os resultados,
usamos valores realistas de parametros para os gases atomicos atualmente estudados
experimentalmente. Para o segundo caso mencionado acima, desenvolvemos um pro-
grama destinado ao estudo de nao-linearidades mais gerais. A fisica nao é restrita
s6 ao BEC, alguns sistemas de interesse sao modelados por familias de equagoes de

Schrodinger nao-lineares, sendo a equacao GP um caso particular. Para um potencial
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harmonico, apesar da nao-linearidade, uma vez que uma solucao é conhecida, muitas
outras solucoes podem ser construidas por uma translacao espacial do centro do pa-
cote de onda. O método ¢ testado analiticamente no limite da equacao de Schrodinger
linear com um potencial de oscilador harménico em duas dimensoes. As solugoes sao
obtidas através de uma superposicao de solucoes estacionarias construidas por desloca-
mentos espaciais de uma solucao exata. O método pode ser estendido para o regime de
nao-linearidades fracas, e tem uma aplicacao direta na geracao de estados vortice em
BEC.



Abstract

A critical study of atomic Bose-Einstein condensates (BECs) is presented. Taking as
a starting point the physics of the free gas, we study the effect of weakly confining
potentials. Two cases were studied in detail: i) an atomic gas in a finite square well
potential with a few bound states; and ii) a system confined in two-dimensions by an
isotropic harmonic oscillator potential, while being weakly confined in the third dimen-
sion. For the first example, we study the thermodynamic properties, comparing with
the phase transition of the free gas. Interactions between bosons are introduced fol-
lowing Bogoliubov’ s approach to treat two-body elastic interactions. Within the mean
field approximation, the properties of the condensate are described by a macroscopic
wave function, which satisfies the Gross-Pitaevskii equation (GPE). We analyze the
effects of both, positive and negative s-wave scattering lengths for BEC trapped in a
finite well, where the system supports quantum nonlinear coherent excitations. Numer-
ical solutions for the time-independent GPE have been found for the condensate wave
function at zero temperature, as well as for its nonlinear elementary excitations. To
analyze the results, we use realistic values of parameters for atomic gases currently been
studied experimentally. For the second case mentioned above, we develop a program
aimed at the study of more general nonlinearities. The physics is not restricted only
to BEC, and the systems of interest are modeled by families of non-linear Schodinger
equations, being the GPE a particular case. For the harmonic potential, in spite of the
nonlinearities, once a solution is known, many other solutions can be constructed by

spatial translations of the center of the wave packet. The method is probed analytically
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in the limit of the linear Schédinger equation with a harmonic oscillator potential in
two dimensions. Solutions are obtained through a superposition of stationary solutions
built from spatial displacements of an exact solution. The method can be extended
to the regime of weak nonlinearities, and has a direct application in generating vortex

states in BEC.
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Capitulo

INTRODUCAO

A condensacao de Bose-Einstein (BEC) foi prevista por Einstein em 1924 [1] para um
gas ideal de particulas bosonicas', segundo o trabalho de Bose consistente em uma
derivacao alternativa da lei de Planck para a radiacio de um corpo negro®. Trata-
se de um fenémeno muito singular, onde um géas de particulas nao interagentes sofre
uma transicao de fase, causada exclusivamente por correlagoes de carater quantico. O
fenomeno é caracterizado por uma fragao macroscopica das particulas do gas que ocupa
o estado fundamental, isto sob certas condicoes de densidade e temperatura no sistema
[2, 3]. A superfluidez do *He foi considerada como a primeira manifestagao conhecida
do BEC e motivou importantes estudos sobre sistemas de bosons interagentes [4, 5],
mas a visao corrente é que a superfluidez do hélio estd muito longe do quadro de um
gés de Bose ideal. Evidéncias experimentais diretas de BEC foram obtidas a partir de
1995 em vapores atomicos diluidos de gases alcalinos, ¥ Rb [6], 2*Na [7] e "Li [8], depois

em gases de 'H [9] e de “He metaestével [10], e mais recentemente nos alcalino-terrosos

IBosons sao definidos como particulas de spin inteiro, porém, inicialmente foram definidos a partir

de seu comportamento estatistico.
?Bose introduz originalmente dois conceitos: o primeiro, era considerar as particulas como indis-

tinguiveis (diferenca fundamental ao tratamento classico), e o segundo, que tais particulas poderiam

ocupar um mesmo estado quantico, caso contrario aos férmions
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10Ca [11] e 3Sr [12], isto a ultra-baixas temperaturas, da ordem de 100 nK, e confinados

por armadilhas magnéticas ou oticas.

2

A transicdo ocorre quando o comprimento de onda térmico A = (27h?/mkgT)"/? é
comparavel, ou da mesma ordem de grandeza, da distancia média entre as particulas,

—1/3 Aqui m é a massa de uma particula, kg é a constante de Boltzmann, T é a

ren
temperatura e n é a densidade. O parametro que controla a condensacao é a “densidade

adimensional do espaco de fase” ue se expressa por
)

p=nhA> (1.1)

A teoria de Einstein prediz o valor de p > 2.612... para ter BEC, porém o valor encon-
trado na experiéncia para 3’Rb é pex, = 0.3 [6], uma ordem de grandeza inferior. A
diferenca é atribuida em parte a presenca do potencial harmonico confinante e a efeitos
de interagao entre os atomos do gas. Outro problema para identificar a experiéncia com
uma condensacao de um gés uniforme, é o baixo nimero de particulas presente no con-
densado (tipicamente da ordem de 10000 4tomos, até um maximo de 107), esperando-se
a presenca de efeitos de tamanho [13], devido a que o limite termodinamico (N — oo,
V — 00) nunca é atingido. Uma consequéncia disso é que estritamente ndo acontece

uma transicao de fase neste tipo de sistemas [14].

Em sistemas BEC, os atomos sao aprisionados por campos magnéticos ou por campos
opticos. Nessas armadilhas, os atomos sao super-resfriados utilizando o processo de
resfriamento evaporativo, onde as particulas mais energéticas sao removidas do sistema
em equilibrio. Isto tem despertado muito interesse para pesquisar o comportamento e
as propriedades de um sistema confinado em diferentes tipos de potenciais: potenciais
harménicos [15] e outros tipos de potenciais, como é o caso de aqueles que crescem
como uma lei de poténcias r* [17], e potenciais com termos anarmonicos [16]. A im-
portancia destes estudos, além do interesse académico, deve-se principalmente a que

mudando dindmicamente a forma do potencial, poderiamos modificar de maneira adi-
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abatica a densidade de atomos, e portanto, a temperatura do condensado ao resfriar
o sistema evitando a perda de particulas desde a armadilha [18]. Todos os potenciais
mencionados apresentam simetria esférica ou cilindrica, e tém uma caracteristica co-
mum, que a profundidade e o alcance do potencial sao infinitos. Estes tipos de sistemas
bosonicos, confinados em um potencial externo, podem ser descritos pela equacao de
Gross-Pitaevskii [19] (um tipo de equagao de Schrodinger nao-linear), a qual descreve
com sucesso as propriedades de equilibrio do condensado e a dinamica da expansao
do mesmo, assim como uma grande variedade de estruturas nao-lineares observadas
experimentalmente em matéria atomica super-resfriada, em particular, solitons escuros
[20], solitons claros |21], “gap"solitons |22], solitons vetoriais |23], redes de vortices 24|,
vortices anéis [25], ondas escuras |26], ondas de choque [27]|, ondas de Faraday [28] e

ondas que colapsam [29].

Propomos um estudo critico de um sistema de bosons diluido, tal que é de esperar que
seja dominado pelas interacoes de dois corpos, em potenciais fracamente confinantes.
Sao considerados dois casos: i) um géas atomico em um poco de potencial finito, com
poucos estados ligados; e ii) um sistema confinado em duas dimensées por um poten-
cial harmonico isotropico, sendo fracamente confinado na terceira dimensao. Para o
primeiro caso, o modelo mais simples ¢ um poco de potencial quadrado com um tnico
estado ligado, separado por um “gap” do espectro continuo (tipo particula livre com um
termo de massa efetiva). Este tipo de potencial tem sido estudado analiticamente em
uma dimensao [30] e numericamente no caso tridimensional [31]. O interessante deste
potencial é que preserva a idéia original da condensagdo em um gas livre (mediante
a utilizacao do limite termodinimico) e, além disso, permite controlar experimental-
mente muitos parametros. Um resultado importante para o caso de uma barreira de
potencial, é a possibilidade de penetragao da funcao de onda do condensado na barreira
[32]. Devido a que é possivel modificar, em muitas ordens de grandeza, as interagoes
entre as particulas no sistema mediante a utilizacao de ressonancias de Feshbach [33],
estudaremos particularmente o fenomeno de penetracao da funcao de onda na regiao
classicamente proibida, isto através de mudancas espaciais no parametro chamado de

comprimento de espalhamento, incluindo mudancas no sinal, o que permite descrever
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interacoes repulsivas ou atrativas. Além de sua conveniéncia analitica, este modelo
pode satisfazer condi¢oes experimentais reais, mostrando-se um dos mais simples para

a manifestacao de fend6menos nao-lineares.

Para o segundo caso, vamos encontar solugoes da equagao de Schrédinger nao-linear com
um potencial harmonico isotropico, usando uma transformagcao simétrica [34]. Partindo
de uma solucao conhecida, muitas outras solucoes podem ser construidas por uma
translacao espacial do centro do pacote de onda, produzindo uma familia de solu¢oes
deslocadas espacialmente. Isto tem uma aplicagao direta na dinamica de condensados
de Bose-Einstein, como mecanismo para a geracao de vortices. Em geral, o método é
aplicavel para nao-linearidades que sejam simétricas por translacoes e que dependam
somente da norma da funcao de onda. Do ponto de vista analitico, o método s6 pode
ser testado no limite da equacao de Schrodinger linear com um potencial harmonico,
devido a auséncia de solucoes exatas no regime nao-linear. Utilizamos o resultado para
encontrar solugoes no limite de um gas de particulas nao interagentes e confinadas no
plano x — y, fazendo uma possivel extensao ao caso nao-linear através de simulacoes

numeéricas.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: no capitulo 2 fazemos uma breve re-
visao da teoria BEC, introduzindo as ferramentas que vamos utilizar em nossa pesquisa.
No capitulo 3 desenvolvemos o modelo do potencial com poucos estados ligados e sepa-
rados por um “gap” do espectro continuo, aqui definimos um limite termodinamico apro-
priado em uma aproximacao semi-classica e analisamos as propriedades de equilibrio da
transicao de fase. No capitulo 4, apresentamos solu¢oes numéricas da equacao de Gross-
Pitaevskii (GP) para estados estacionarios no condensado e em excita¢oes nao-lineares
deste, incluindo os graficos do perfil da funcao de onda. Algoritmos Runge-Kutta [35] e
o método “Shooting” [36] sao implementados para resolver numericamente as equagoes
diferenciais envolvidas. Finalmente, no capitulo 5 procuramos solucoes analiticas da
equacao de Schrodinger linear, mediante a translagao espacial de uma solucao inicial

gaussiana.



Capitulo

TEORIA DA CONDENSACAO DE
BOSE-EINSTEIN

A condensagao de Bose-Einstein (BEC) em gases diluidos tem sido uma das realizag¢oes
mais importantes em fisica quantica, e portanto, este fenomeno macroscopico tem re-
cebido uma discussao bastante ampla na literatura. Neste capitulo apresentamos uma
perspectiva da teoria BEC desde o modelo original de Einstein, para um gas ideal de
bosons, até a formulacao atual que inclui uma teoria de campo médio para um sistema

de d4tomos interagentes e confinado em algum tipo de potencial.

2.1 Gas de Bose nao interagente

Vamos fazer uma descricao das propriedades de equilibrio de um gas ideal de bosons.
No contexto dos experimentos, com atomos alcalinos, isto significa que estamos con-
siderando vapores atdmicos bem diluidos, isto é, que a distancia média entre os &tomos
¢ muito maior que o alcance da interagao. Esta teoria vai ser aplicada em um gas de
bosons nao interagentes uniforme e sera estendida para o caso de um sistema confinado

em armadilhas harmonicas.
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2.1.1 Estatistica de Bose-Einstein

No formalismo estatistico para um gas de bdsons escrevemos o potencial grande candnico

como

Q= kBTZln [1- 65(“’@] , com p < €, (2.1)
J

onde § = 1/kgT, com kp a constante de Boltzmann e €; sao os estados de energia de
uma particula. Consideramos €y < €; < ... < ¢; < ... e para cada €; associamos um 7,
correspondente ao valor médio do ntimero de particulas que ocupam este estado. Em
(2.1) p é o potencial quimico, o qual é introduzido como um multiplicador de Lagrange
associado com o energia média necessaria para adicionar uma particula ao sistema. Por
convenc¢ao assumimos que a energia do estado fundamental seja igual a zero, ¢y = 0.
Deste modo, temos p < 0, sendo uma consequéncia da condicao de convergéncia da

funcao particao grande canonica para este sistema.

O valor médio do nimero de particulas total, de uma configuracao dada, é escrito como:

N = Zﬁpb (2'2)
J
onde

_ o0 1
sendo esta ultima a funcao de distribuicdo de Bose. Na figura 2.1 é demonstrada
a distribugao (2.3) como func¢ao da energia, isto para diferentes valores do potencial

quimico. O valor de i = 0 corresponde ao caso de temperaturas abaixo da temperatura

de transicao em BEC.
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Figura 2.1: Fungao distribugao de Bose 7, como fungio da energia € (em unidades de kpT) para

diferentes valores do potencial quimico pu.

2.1.2 Temperatura critica em um gas uniforme

Das equagoes (2.2) e (2.3), podemos escrever a expressao para o valor médio do nimero

total de particulas no sistema como:

ze =P

= Z iyt (2.4)

onde z = eP# é conhecida como a fugacidade, sendo 0 < z < 1. A Eq. (2.4) é separada

COo11no

N =N, + N, (2.5)
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tal que

_65 .

- z ze P

N = S 2.6

T (2.6)
3>0

com Ny = z/(1—2) o nimero médio de particulas no estado fundamental e N’ o niimero

médio de particulas nos estados excitados.

Para um géas de bosons ideal em uma caixa tridimensional de volume V' e com condigoes
de contorno periodicas, podemos transformar a soma na Eq. (2.6) em uma integral |2, 3|

incluindo uma densidade de estados (ver figura 2.2),

Do) = T (am)2 Ve, 2.7)
D(e)
sl

Figura 2.2: Densidade de estados para uma sistema de bosons em uma caixa tridimensional, com

condicoes de contorno periodicas.

assim a Eq. (2.6) fica

_ — V
N = Ny + ngz/z('z)’ (2.8)

com A = h/\/2mmkgT, chamado de comprimento de onda térmico, e g3/2(2) uma das

funcgoes integrais de Bose-Einstein, as quais sao revisadas no Apéndice A.
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Dado que g;,(2) < g3/5(1), existe

Ninax(T) = Vg a(1)/A%, (2.9)

tal que N’ < N/

max?

e portanto, para

N >N

(2.10)

a populacdo do estado fundamental é diferente de zero (Ny # 0). Dado que ((z) = g.(1)

é a funcao zeta de Riemann, obtemos um critério para a condensacao de Bose-Einstein:

nA® > ((3/2) ~ 2.612, (2.11)

com n = N/V a densidade média de particulas.

Definimos uma temperatura critica T°, para um volume especifico v = 1/n, tal que

Ae = vgy)p(1) (2.12)

e portanto,

h? 1 2/3 R
TY = ~ 3.31—n?/? 2.1
¢ 2mmkp (UC(?)/Q)) m (2.13)

sendo definida esta T° como a mais alta temperatura em que comega a populagao
macroscopica do nivel de menor energia. Para temperaturas menores que 7, o nimero

Ny de 4tomos no estado fundamental é proporcional ao nimero total N de atomos

para T < T2, (2.14)
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onde os atomos restantes sao distribuidos em concordancia com a Eq. (2.3), mas com

o potencial quimico p igual a zero. Assim

o, =—0 T <TY 2.15
np] e’BEj o 1’ c ( )

Igualmente, dada uma temperatura 7' definimos um volume critico v..:

A3
v = a7 (2.16)

onde o estado condensado aparece para uma combinacao apropriada de temperatura
e densidade, tal que a regido de condensacdo corresponde & regiao onde T < TP ou

v < V.
Um anélise similar em duas dimensoes leva ao resultado

nA? = ¢(1), (2.17)

portanto, devido a que a fungao ((1) diverge, para uma temperatura finita nao existe

BEC nesta configuragao.

2.1.3 Gas confinado em um potencial tipo oscilador harmoénico

Consideremos um géas de bosons confinado em um potencial harmonico anisotropico

1
V(r) = Em(wfxg + wiy? + wiz?), (2.18)

onde os niveis de energia €,, n,n; S0
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1 1 1
€ny,nang — (m + 5)7%)1 -+ (TLQ + 5)77/4}2 + (n3 + 5)77/(,03 (219)

Para este caso, temos que a densidade de estados é dada por

2

D(e) (2.20)

= )
2h3w1w2w3

sendo uma funcao do quadrado da energia. Em analogia com o gas uniforme, introdu-
zimos a densidade de estados no niimero de particulas em estados excitados e trocamos

a soma pela integral. Assim

N' = /000 deD(e)n(€). (2.21)

Da mesma maneira, quando o potencial quimico alcanca o valor da energia do estado

fundamental (1 = €y), a temperatura de transigao T, é determinada pela condigao

N = N'(T., = 0), (2.22)

aqui redefinimos como zero, em lugar de ¢y = 3/2, a energia do estado fundamental.

Assim encontramos que

1/3 B
{—} ~ 0.94hw N3, (2.23)

onde

W= (wlwgwg)l/?’. (224)
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Finalmente, o niimero de atomos no estado condensado é dado por

No=N |1- (1)3 . (2.25)

2.2 Efeito do nimero finito de particulas

Na se¢ao anterior discutimos dois casos, primeiro um gas uniforme de bésons nao intera-
gente, e segundo, o mesmo gas confinado em um potencial tipo oscilador harménico. Em
ambas situacoes consideramos o limite termodinamico no sistema. Isto é, que a razao
N/V ¢ finita, embora que considera-se que tanto o volume como o nimero de particu-
las no sistema ¢ infinito (V, N — 00), porém, na pratica isto esta longe de acontecer.
Experimentos de BEC mostram um ntmero da ordem de 10*> — 107 4tomos no estado
condensado, portanto, como consequéncia o limite termodinamico nunca é atingido. O
efeito mais importante nessa situacao é que nao ocorre uma transicao de fase rigorosa-
mente, em parte, como mostraremos posteriormente, pela auséncia de descontinuidades
nas funcoes termodinamicas. Nao obstante, nestes sistemas é possivel identificar uma
temperatura critica associada a transi¢ao, devido ao aumento macroscépico do niimero
de particulas no estado fundamental para certas temperaturas. Para observar isto, va-
mos avaliar N diretamente da soma na Eq. (2.4). Para simplificar vamos examinar um
gas confinado em um potencial tipo oscilador harmonico isotropico [37], assim temos

que

K (u—3/2hw)

e
- (1 — e—kn)3”

N = com pu < €y = (3/2)hw, (2.26)

[e’e)
k=

onde é definida a variavel adimensional n = fw/kgT, sendo w a frequéncia angular que

caracteriza o oscilador harmoénico isotropico de niveis de energia E,, n, s = fw(ng +
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ne + ng + 3/2). Normalmente a temperatura critica é identificada como a temperatura
na qual 4 = ¢y = (3/2)fw. Redefinimos

w=hw(3/2—c¢), (2.27)

tal que a transi¢ao ocorrera quando € = 0. Da equagao (2.26) calculamos o niimero de

particulas no estado fundamental,

— 1
Noy= —— 2.2
0 e — 17 ( 8)

dado que N = Ny + N, isto ¢ N > Nj, encontramos da equacio (2.28) que

_ 1 1 1
N > — > -In {1 + ﬁ} : (2.29)

portanto, a igualdade ¢ = 0 s6 é possivel no caso que N — oo. E neste sentido que
falamos que rigorosamente nao pode dar-se uma transicao de fase, tal como acontece no
gas uniforme onde tomamos o limite termodinamico (N — oo,V — o0). Reescrevendo
(2.26) em termos de ¢, pela Eq. (2.27) obtemos que

0
N = kZ:: T (2.30)

1

Esta equacao permite, dado um ntmero de particulas, calcular implicitamente £ como
fungao de 7. Um gréafico dessa relagao é mostrado na figura 2.3. Aqui encontra-se
que para 7 bastante pequeno, mas sem atingir o zero, acontece uma mudanca abrupta
em e. Portanto, pela equacdo (2.28) apresenta-se um rapido incremento no nimero
de particulas no estado fundamental, comportamento similar & condensacao de Bose-

Einstein.
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Figura 2.3: ¢ como funcio de n = hw/kpT para N = 2000 4tomos.

Em ordem de identificar uma temperatura critica no sistema, fazemos um anélise da

capacidade calorica, dada pela expressao (37|,

S2
com we N constantes, e
o e—kan
S, = k——, (2.32)
e
o e—ken—kn
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e—ksn—an

Sy = ; km. (2.34)

Na figura 2.4 mostramos o grafico da capacidade calorica como funcao de 7. Uma ob-
servacao importante é que corresponde a uma curva suave, por tal razao, nao apresenta
descontinuidades em nenhuma de suas derivadas, o que seria um indicador da ocorrén-
cia da transicao de fase. Um critério “standard” para identificar a temperatura critica

neste caso, é olhar para o ponto onde encontra-se o maximo da capacidade calorica [38|.

LSG[}O | T T T T T T T T T T

16000

14000

12000

10000

8000

C rk, para N=2000

6000

4000

I I T I T A SN AN SN (NS SR NSNS ST S M
0.09 0.1 011 o012 013 014 015 o066 017 018 019

2000

Figura 2.4: C, como fungio de n = hw/kgT para N = 2000 atomos.

Uma correcdo de tamanho finito para a fracio do condensado Ny(T)/ N foi avaliada ana-
liticamente em [39], onde encontram que efeitos de tamanho finito s6 sao significativos

para valores de N menores a 10%. O resultado da correcio é

No (Z)3 _ 3w0(2) (Z)QN—VS, (2.35)
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onde wyo = (wWewyw,)? e @ = (w, +w, +w.)/3. A Eq. (2.35) mostra que a fragio do

condensado é reduzida pelos efeitos de tamanho finito.

2.3 Teoria de campo médio de sistemas interagentes

O Hamiltoniano que descreve N bosons interagentes, confinados em um potencial ex-

terno V (r), no formalismo de segunda quantizagao é dado pela expressao

N ~ A 1 A ~ ~ A
H= /dr\I’T(r)Ho\If(r) - é/drdr’\lﬁ(r)\lﬁ(r’)‘/}m(r — 1)U (x")¥(r), (2.36)
com
Hy= —— 2.
b= 237)

o hamiltoniano de uma particula, m a massa atéomica, ¥(r) e Ui(r) os operadores de
campo bosonicos, de destruicao e criacao de particulas na posicao r respectivamente, e
Vit (r — r’) é o potencial de interagdo entre duas particulas. Os operadores de campo

bosonicos satisfazem as relagoes de comutacao,

[@(r), \IIT(r/)} = 5(r—1), (2.38)

[@(r),if(r')] - [@T(r),\wr')] — 0. (2.39)

Para determinar a evolucao temporal do operador \i/(r) utilizamos a equacao de Heisen-

berg ihali//at = [\if,j':]], sendo H o Hamiltoniano da equagdo (2.36), junto com as
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relagoes de comutagao (2.38) e (2.39), assim

a 2 hz 2
i h— U = | = :
ih r (r,t)

o V() + / AU (2 ) Vi (r — 2O (e, )| U(r,t).  (2.40)

Um estudo de um BEC deve-se dar a partir do hamiltoniano (2.36), porém, por tratar-
se de muitos corpos interagentes torna-se um problema complicado e impraticavel para
um nimero grande N de particulas. Portanto, é aqui onde uma aproximacao de campo
médio tem sucesso em descrever grande parte das propriedades do sistema. As teorias de
campo médio permitem resolver o problema de muitos corpos, substituindo a presenca
das mutuas interacoes por um campo externo apropriadamente escolhido, o que permite
uma simplificagao do problema do ponto de vista analitico e numérico. A idéia original
de uma descricao de campo médio, para um gas de bdsons uniforme, apareceu com
Bogoliubov em 1947 [4]. Uma generalizagdo para o caso nao-uniforme é obtida ao

separar o operador de campo bosonico em duas componentes [41],

U(r,t) = (r,t) + V'(r, 1), (2.41)

aqui ¥(r,t) = (U(r,t)) ¢ uma funcdo complexa definida como o valor esperado do
operador de campo, também conhecida como parametro de ordem. Este termo esta
relacionado com a contribuicao dos &tomos condensados ao operador de campo, e geral-
mente, é chamado de funcao de onda macroscopica porque o quadrado de sua norma
fixa a densidade do condensado, isto ¢, no(r,t) = [ (r,t)[>. O segundo termo em (2.41)

é atribuido aos atomos nao condensados, e é conhecido como a componente térmica.

Quando ¥’'(r) é pequena comparada com 1)(r,t), pode ser tratada como uma pertur-
bagao ao sistema, tal que a separagao (2.41) é bastante atil. Em particular, no limite de
temperatura zero, a componente térmica é inexistente, e portanto, nessa aproximagao
consideramos W'(r,t) — 0, e U(r,t) — t(r,t). O limite de temperatura zero é enten-

dido como temperaturas muito mais baixas do que a temperatura de transicao. Se o
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gas de bosons é suficientemente diluido, as interagoes atomicas sao dominadas pelas de
baixa energia, assim s6 as colisoes bindrias sao importantes. As colisoes sao caracteri-
zadas por um s6 parametro a, chamado de comprimento de espalhamento de onda s, e

podem ser representadas por um pseudo-potencial da forma

Vig(r —1') = gd(r — 1), (2.42)

também conhecido como potencial efetivo. Aqui g é um coeficiente de espalhamento

dado por

4 h?
g=—"2 (2.43)
m

assim, se g > 0 temos interacoes repulsivas e g < 0 corresponde a interacoes atrativas.
Substituindo o pseudo-potencial da Eq. (2.42) na Eq. (2.40) e ‘i/(r,t) por ¥(r,t) no
limite de temperatura zero, obtemos uma func¢ao de onda (ou parametro de ordem) que
satisfaz uma equacao de Schrodinger nao-linear, sugerida por Gross (1961) e Pitaevskii
(1961) [19], essa equacdo é conhecida como a equagdo de Gross-Pitaevskii (GP) e é
frequentemente usada para estudar as propriedades do condensado de Bose-Einstein.
Sua validez é baseada na condicao que o nimero de 4tomos no condensado seja muito
maior do que um, Ny > 1, e que o comprimento de espalhamento de onda s seja muito
menor do que a distancia média entre os atomos, isto é na® < 1, sendo n a densidade

atomica.

A equacao de GP, dependente do tempo, que descreve a funcao de onda do estado
condensado é:
h2

O (E, 1) = 2 R 1) 4 V(0 + gl DU D), (244

o termo nao-linear |¢|? carrega importantes efeitos sobre as propriedades do sistema,

sendo uma consequéncia direta das interagoes atomicas. A Eq. (2.44) aparece também
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em Optica nao-linear, onde descreve a propagagao de um pulso em um meio com uma
nao-linearidade do tipo Kerr [40]. Uma derivacao alternativa da Eq. (2.44) pode ser

obtida por um procedimento variacional, onde minimizamos o funcional de energia:

B0l = [ de [grIvul+ ViR + ot (2.49

Solugoes estacionarias da Eq. (2.44), podem ser escritas da forma

P(r, 1) = ¢(r) exp[—iut/h], (2.46)

substituindo (2.46) na Eq. (2.44) obtemos a equagdo GP independente do tempo:

— S V0(x) + Vo) + gl6e) o) = o) (247)

que descreve a fungao de onda do estado condensado ¢(r), com p o potencial quimico,
isto é, a energia necessaria para adicionar uma particula ao sistema. A funcao de onda

satisfaz a condicao de normalizacao

/d3r]¢(r)|2 = N, (2.48)

com Ny o numero de dtomos no estado condensado.

Devido a consideracao que ¥’ = 0 o formalismo descrito anteriormente ¢ valido estrita-
mente s6 no limite de temperatura zero. As equacoes GP, dependente e independente do
tempo, dao uma excelente descricao das propriedades estaticas e dinamicas do sistema,
tais como (ver por exemplo revisao [41, 42|) perfil de densidade e expansao dinamica

do condensado, efeitos de interferéncia, excitacoes coletivas, vortices e solitons.

A equacao GP conduz a uma representacao em termos de equacoes equivalentes de
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hidrodinamica, para a densidade de particulas |¢)|> e para o gradiente de sua fase.

Assim de (2.44) obtemos que

oy h

+ V- = (VY — V) | =0,

ot 2mi

onde (2.49) tem a forma de uma equagao de continuidade:

9
%+v.(nov>:o,

onde ng = [¢|? é a densidade, e

b (VY =9 VYY)
© 2mi ||

(2.49)

(2.50)

(2.51)

é definida como a velocidade do condensado, sendo j = ngv, a densidade de corrente.

Essas quantidades podem ser convenientemente representadas empregando a transfor-

magao de Madelung [43],

w(rv t) = f exp[iS(r, t)],

com f uma amplitude e S uma fase macroscopica. Assim obtemos que

n0:f27

e a velocidade v é

(2.52)

(2.53)

(2.54)
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Devido a que v é o gradiente de uma quantidade escalar, em auséncia de singularidades

na fase S da funcao de onda 1,

h
va:EVxVS:O, (2.55)

isto é, o movimento do condensado é irrotacional. A condicao de auséncia de singulari-
dades na fase S cai em muitos casos, exemplos de isto sao os nicleos de estruturas do
tipo vortice. Como consequéncia de que a funcao de onda do estado condensado deve
ter um valor tnico, a variacao AS na fase da funcao de onda em um contorno fechado

devem ser multiplos de 27, assim

AS = j[vs -dl = 2rl, (2.56)

com ¢ um inteiro. De maneira equivalente, a circulacao I', ao redor do contorno fechado

é quantizada em unidades de h/m,

= ]{v = o (2.57)
m

As estruturas do tipo voértice sao excitagoes topoldgicas que tém como caracteristica
uma circulagao quantizada. Em geral, solugoes vortice bidimensionais sao representadas

da forma

G(r,t) = e e ny (r), (2.58)

onde 7 e 0 sao coordenadas polares, €2 a frequéncia de rotacao e £ é a carga topologica
do vortice, a qual corresponde a um estado vortice para ¢ positivo e a um estado anti-

vortice para ¢ negativo, isto é, com um sentido de rotacao contrario. Um vortice é
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caracterizado por uma velocidade de rotacao infinita na parte central (ou niicleo) o que
corresponde a uma singularidade da fase. Assim, a fim de manter uma densidade de
energia finita, a densidade do condensado ¢ imposta como zero. Isto vai ser ilustrado
com mais clareza no capitulo final deste trabalho, onde utilizaremos a equagao GP para

descrever a dindmica de um condensado com estados de vortice.



Capitulo

GAS DE BOSE CONFINADO EM UM
POTENCIAL FINITO

Consideramos um modelo para um gas de bosons confinado em um poco de potencial
finito, em trés dimensoes e com simetria esférica. Mostramos que neste caso acontece
uma transicao de fase de primeira ordem e estudamos algumas propriedades termodi-
namicas do sistema. O interesse nesse tipo de potencial ¢ devido a possibilidade de
soluciona-lo de forma analitica, conservando a idéia do limite termodinamico. Além
disso, tem um alcance e uma profundidade finita, e portanto, possui s6 um nimero
finito de estados ligados. Para os estados excitados esperamos que a presenca do po-
tencial confinante provoque uma diferenca no espectro de energia para este sistema
quando é comparado com o espectro da particula livre. Portanto, o efeito do potencial
e possiveis efeitos das interagoes entre as particulas aproxima-se mediante a adicao de

um termo de massa efetiva.

3.1 Potencial com um estado ligado

O modelo mais simples para o espectro de um potencial finito é supor um tnico estado

ligado separado por um ‘gap’ A do espectro continuo, tipo particula livre, dependente

23
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do vetor de onda k (ver figura 3.1). Deste modo, escrevemos os niveis de energia como

0 para j = 0,
A + B?k%/2meg  para j > 0

onde o vetor de onda escreve-se como

27
:m

(Mg, My, 2. (3.2)

r

Figura 3.1: Representacido de um potencial confinante com um estado ligado

Na Eq. (3.1) é introduzido um termo de massa efetiva meg, 0 qual poderia incluir de
maneira fenomenologica o efeito do potencial e das interagoes entre bosons sobre os
estados excitados. Similarmente, esperamos que a densidade de estados (ver figura 3.2)

seja tipo particula livre, com a correcao do termo da massa efetiva,

2V )
D(e) = 6(0) + ?(zmeﬂ)d/2 e—A. (3.3)
A equacgao (2.4) para este sistema pode ser escrita, incluindo a densidade de estados,

como
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Di(e)

4(0)

Figura 3.2: Densidade de estados para uma sistema de bosons em um potencial com um tnico estado

ligado

B _ oV ] — e
N = N() + %(27”63)3/2/ dE\/ € — A%, (34)
A — ze

com z = e’ e Ny = z/(1 — 2). Em (3.4) fazemos a troca de varidvel £ = ¢ — A, tal que

—, 2V e (ze PRt
N' =~ (2m, 3/2/ deet? : 3.5
e ( m ﬂ) o gg 1 — (ZG_QA)G_[% ( )
Portanto, chamando = = ze™”?, obtemos
- V
N'= 383/2(2); (3.6)

com A* = \/h2/(2rmeakpT).

A equagdo (3.6) é semelhante ao caso de um gés livre. Dado que 0 <z <1 e gg)5(7) &

uma fungao crescente neste intervalo (ver figura A.1), vamos ter

83/2@) = gs/Q(ZQ_BA) < g3/2(6_BA)a (3.7)

onde consideramos o limite critico (transi¢ao de fase) quando o potencial quimico atinge
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o valor da energia do estado fundamental €, isto ¢ p = 0'. Assumimos de (3.7) que

existe um N’ (T), tal que para

max

N >N/, = Ny#0, (3.8)
assim, obtemos o critério da condensac¢ao
_ Vv 5
N = Eg:a/z(@ 8, (3.9)
ou, de maneira equivalente,
nA¥ = g3/2(6_60A). (3.10)

Para resolver a equagao trascendental (3.10) e encontrar a temperatura critica do sis-
, . . *3 —BcA x

tema, nos podemos fazer o grafico, de maneira separada, nA}” e g3/2(e PeA) em funcao

da temperatura 7. Deste modo, determinamos o ponto de interseccao das duas curvas,

onde o valor da temperatura neste ponto correspondera a 7..

Para obter solugoes numéricas para a equacao (3.10), vamos considerar como nosso
potencial confinante um pogo quadrado finito, com simetria esférica (figura 3.3). O
interesse neste tipo de potencial deve-se, principalmente, ao conhecimento analitico
que temos do sistema [44]. Para uma particula livre confinada em um potencial desta
forma, sabemos que a existéncia e o nimero de estados ligados no sistema, depende dos
parametros V; (profundidade) e 7y (alcance) do potencial. A condigdo para que exista,

ao menos, um estado ligado é

I'Consideramos ¢y = 0.



GAS DE BOSE CONFINADO EM UM POTENCIAL FINITO 27

h27?

8m

Vorg > (3.11)

]
-W+A

70—

Figura 3.3: Poco de potencial quadrado com um dnico estado ligado, separado por um ’gap‘ A do
g

espectro continuo

Assim, fixando 7y e definindo o = hA?7?/8mr3, o nimero de estados ligados no poco
de potencial vai depender da profundidade V;. Portanto, encontramos que para ¢ = 0,
apresenta-se um so estado ligado quando a < Vj < 9«; aparecem dois estados ligados
quando 9a < Vj < 25a; trés estados ligados quando 25a < Vi < 49a. Além de isso,

temos o primeiro estado excitado para ¢ = 1 quando V, > 4a.

A seguir ilustramos na figura 3.4, um exemplo da solugao grafica da Eq. (3.10). Exa-
minamos atomos de ®"Rb confinados em um pogo de potencial com 79 = 5.76um e um
ntimero de densidade n = 2.5 x 10'? atomos/cm?3. Consideramos meg = m = 86.9099
uma? e garantimos um so estado ligado com Vy = 4a = 7.16 x 107 eV, com um
correspondente ‘gap’ A = 3.28 x 107 eV. O ponto de intersecao entre os dois graficos,

nA*® e e B2 fornece a temperatura critica na qual ocorre a condensacio, neste
3/2 ’ )

21 uma = 9.3147 x 10% eV/c2.
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exemplo, T, = 38 nK, sendo comparada com a temperatura critica 7° = 35 nK no caso
de um gas uniforme. Portanto, devido ao confinamento, o primeiro efeito encontrado é
o aumento da temperatura da transicao de fase. Isso é observado mais claramente na
figura 3.5, onde determinamos a temperatura critica, 7., como funcao do “gap", A, a

partir da Eq. (3.10) com meg = m.

O L | L | L
0 50 100 150

T (nK)

Figura 3.4: Solugao grafica da equacio (3.10) para um ‘gap’ A = 3.28 x 10~ eV. O ponto de
intersecdo das duas curvas, nA*3 e 83/2 (e=P%), dao a temperatura critica na qual ocorre a condensacao.

A linha em 2.612 representa a solucdo com A = 0.

O parametro de massa efetiva meg carrega os efeitos do potencial sobre o espectro de
particula livre, assim como também possiveis efeitos produto das interacoes entre os
atomos do gés. Deste modo a figura 3.6 mostra a temperatura critica 7, como funcao
de meg. O resultado estd em concordancia com o mostrado anteriormente, porque uma
diminui¢ao de meg produz uma diminui¢ao na densidade de estados (3.3), e portanto,
estariamos nos distanciando do espectro de particula livre, o que conduz a um aumento

da temperatura 7..
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Figura 3.5: Temperatura critica 7. como fungio do ‘gap’ A, para um estado ligado no pogo de

potencial.

3.2 Potencial com dois estados ligados

Consideremos agora o caso de dois estados ligados dentro de nosso potencial confinante,

tal que a densidade de estados (Fig. 3.7) a escrevemos como

D(e) = 5(0) + 5(A') + 27};—3V(2meﬁ)3/2\/6 X, (3.12)

aqui A’ é 0 “gap"entre os dois estados ligados e A ¢é o0 “gap"de separacao entre o espectro

de energia continuo e o primeiro estado ligado.

O ntimero médio de particulas é,
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3001

100

0 . | . | |
4] 0.5 1 1.5 2

meﬁ/m

Figura 3.6: Temperatura critica T, como fungdo da massa efetiva meg, para um estado ligado no

poco de potencial, para A = 3.28 x 107 eV,

D(e)
5(0)| 8(A)
o A

Figura 3.7: Densidade de estados para um sistema de bésons em um potencial com dois estados

ligados
- x ze Y 2V > re P
N = 2m, 3/2/ dev/e — AT 1
1—x+1—xe—3A'+ h? (2rmer) A Ve 1 — zePe (3:.13)
N=Ny+ N (3.14)

onde separamos a expressao em termos do nimero de particulas no estado fundamental
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Ny e dos estados excitados N'. Assim, relacionamos N’ com

- ze A V _
N/ = m + Fggﬂ(l‘e 5A) (315)

e novamente, Ny = 2/(1 — ). Analogamente, ao caso de um gas livre de bosons,
identificamos o caso critico quando p = 0, portanto, como a funcao integral de Bose-

Einstein g3/2(x) ¢ monoétona crescente, isto é

8s(xe %) < ggn(e ) (3.16)
entao,
_ _ e_ﬁA/ V _
N < N = 7= + 7aar(e ), (3.17)

portanto, encontramos uma equacao implicita para a temperatura de condensacao

quando o ntimero médio total de particulas N = N/ Assim,

max*

N 1 e P4A 1
v ‘ e (3.18)

TV ean T gt

ou equivalentemente, em termos da densidade de particulas

3 Bl
A2 e

3 _
ni; = VI Z o B + 832

(e7PeB), (3.19)
A solucao gréfica da Eq. (3.19) exibe-se na Fig. 3.8 para A’ = 4.62 x 107 eV e
A = 9.66 x 1071* eV, correspondente a um Vy, = 8a = 1.43 x 10713, desta forma

encontra-se que 7. = 40 nK. Nessa mesma figura compara-se com o caso anterior de
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um s6 estado ligado, onde T, = 38 nK, o que confirma um aumento da temperatura de

condensagao com o aumento da profundidade do pogo de potencial (mais confinante).

| ' | '
v — A=328x107 eV
HA - . -14 - -1
A =4.623x10 eV, A=9662x 10 eV

0 | 1 | L
0 50 100 150

T (nK)
Figura 3.8: Exemplo da solucio grafica da equacio (3.19) para um A’ = 4.623 x 10714 eV A =

’
e PA

9.662 x 10714 eV. O ponto de interse¢io das duas graficas, nA*3 (1 — m) e g3/2(67[m), dao

a temperatura critica na qual ocorre a condensacao.

3.3 Comportamento Termodinamico

Para um gas de Bose ideal temos a relacao

PV = —kpT Y In(l— ze™7), (3.20)

J

onde # = 1/kgT e z é a fugacidade, a qual esta relacionada com o potencial quimico
por z = eP*. Agora, na preséncia de um potencial confinante com um estado ligado,
separado por um “gap'"do espectro de energia de particula livre, podemos transformar

a soma em (3.20) em uma integral (introduzindo a densidade de estados) para obter
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PV = —kgT / deD(e)In(1 — ze™7), (3.21)

onde consideramos a densidade de estados da Eq. (3.3),

27V

5 (2m) Ve — A, (3.22)

Assim a equagado (3.21) a escrevemos como

P 1 2 o
T —Vln(l —z)— ]1—7;(2m)3/2/A dev/e — Aln(1 — ze™79). (3.23)

Fazendo a troca de varidvel £ =€ — A,

P 1 2 o
o= (= 2) - T (em) /0 den/Eln(1 — ze=% 5D, (3.24)

identificamos o segundo termo na Eq. (3.24) com a funcdo integral de Bose-Einstein

85/2(2) (ver apéndice A), com z = ze 72,

P 1 1
Temos o caso critico quando p — 0, o equivalentemente z — 1, dessa maneira segundo o
analise de Huang [3], consideramos duas regioes separadas pela superficie bidimensional

nA3 = gg/g(e_ﬁA), e dado um n = N/V definimos uma temperatura critica 7,

A} = vgy (e, (3.26)

ou dada uma temperatura 7', definimos um volume critico v.,
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A3
Ve =

N g3/2(6_ﬁA>.

Finalmente obtemos a expressao,

P %gf,/g(x)? T>1T,ouv > v,

%&5/2(6_5%, T <T, ouv <,

onde o termo V'n(1 — 2) é zero quando V — oo nas duas regioes.

Da relacao

obtemos que

3EatV g n(e7PY), T < T,

-
I
|

SEplV g (), T>T,.

A capacidade calorica, a volume constante, matematicamente é definida como

oU
= <a—T)N,V’

assim, para 7' < T, temos que:

15 kgV 3kgV 0o 0O
Cy, = ZT&/Q(@) + 5?8_718_9%/2(@)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

onde ¢ = e P2, Agora bem, 0o/0T = oA /kpT?, e utilizando a relacio de recorréncia

(A4),
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8%5/2(@)
0 o = g3/2(49);

chegamos na expressao

31 A

Cy 15 1
— _l’___

_ 2 —BA a2 —BA
Nkp 4 nA3g5/2(e ) 2 A3 Tk3g3/2<6 )

De maneira equivalente, para T' > T,. obtemos

15 1 3T Or 0
Cy = ngs/z(x) - §W8—T%gs/z($)~

agora bem, da relagao de recorréncia (A.4)

0
x%ggﬂ(m) = g1/2(95)7

e de

0 3
{O_ng/z(x)] . = _ﬁgs/z(m)y

obtemos que

1 % B _ig:s/z(z)
x \0T ), 2T gy 5() ’
e portanto,

C, Egsm(@ _ 9@3/2(95)

Nkp 4 g3/2<x) 4g1/2(x)'

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)
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Resumindo, obtemos que

Cy :Eg5/2(e_ﬁA) +§ A g3/2(e_ﬁA)
N]{?B 4 TLAS 2Tk’B TLA3

, T<T. (3.40)

c, 15 x 9 T
_ _g5/2( ) B _g3/2( )7 T>T. (3.41)

Nkp 4 g3/2(90) 4g1/2(x)

Se tomamos os limites pela esquerda (7' — T.7) e pela direita (T — T.7) nas Eqs. (3.40)

e (3.41) respectivamente, chegamos a

C, _15gp(e™?) 3 A
Nkg 4 ggpp(e P2) 2T kg’

(3.42)

Cr _ Egsp(@fﬁCA) _ 2%3/2(67[3&) (3.43)
Nkp 4 gypp(ePR)  dgp(efer) .

Isto corresponde a um resultado importante que indica uma descontinuidade na ca-
pacidade calorica, algo que nao tinha precedentes no caso do gés uniforme, ou no caso
de um gés confinado em um potencial tipo oscilador harmonico. A manifestacao da
descontinuidade na capacidade caldrica é uma consequéncia direita do “gap"A da ener-
gia proveniente do potencial confinante finito. Na figura 3.9 mostramos um grafico da

capacidade calorica em funcdo da temperatura para diferentes valores de A.

3.4 Ordem da Transicao de Fase

A regiao do condensado é definida por T" < T, ou v < v, sendo P independente de v.

Portanto, da equagao (3.28), reescrevemos a pressdo P na regido da condensagio como
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2.5 T

— A0
A=328x10"" eV
A=70x10"ev |

Figura 3.9: Capacidade calérica normalizada C,/kgT como uma fungio da temperatura 7', para

diferentes valores de A.

kT _
P(T) = gy ofe2/%7) (3.44)

Derivando a expressao anterior con respeito a 7' obtemos

dP(T) 5]{,’3 “A/krT A —A/kgT
T - §ng/z(€ /EsT) 4 mgm(e "), (3.45)
onde fizemos uso da relacdo (A.4), tal que
0
To—85/2(2) = g3/2(2). (3.46)

ox

Podemos reescrever (3.45) como
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dP(T) _ 1[5, gsa(c™)
dl Tu, |27 g3/2(e792)

+A| (3.47)

Quando as duas fases coexistem, fase condensada e nao condensada, o volume da fase

condensada é zero, e o volume da fase térmica é v.. Portanto, a Eq. (3.47) tem a forma

dP(T) L
dT B T(UQ — U1>’ (348)

conhecida como a equacao de Clausius-Clapeyron, sendo L o calor latente da transicao

de fase e v — v; = v.. O calor latente entao vem dado pela expressao

5 e P8
L(T) = —kBT%_BA) +A. (3.49)

2 g3/2(€ )
Na Fig. 3.10 mostramos o calor latente como fun¢ao de A. O resultado da Eq. (3.49)
demonstra formalmente que a condensagao de Bose-Einstein neste sistema ¢ uma tran-

si¢ao de fase de primeira ordem, igual ao gas uniforme (A = 0), onde

(3.50)

3.5 Condensacao de Bose-Einstein em duas dimensoes

A continuacao vamos considerar um gas de bosons aprisionado em uma caixa bidimen-

sional de area A. Deste modo, escrevemos a densidade de estados como

D(e) = 6(0) + — 5 Mes, (3.51)



GAS DE BOSE CONFINADO EM UM POTENCIAL FINITO 39

8e-12

Te-12

6e-12

L (eV)

Se-12

4e-12

L | L | L | L | L
0 2e-13 4e-13 6e-13 8e-13 le-12
A (eV)

3e-12

Figura 3.10: Calor latente L como fungao do “gap"A.

CcoI1n

_ z 21 A & ze P
N = ——. de——, 3.52
l—z+ h2mH/A 1 ze e (3:52)

fazendo a mudanca de variavel £ = ¢ — A na Eq. (3.52),

- z 21 A o0 re P
N = — M, d§ ————, )
l—z+ h? mﬁ/o gl—xe—ﬁ£ (3:53)

onde x = ze 2. Separando N = N, + N’, identificamos

N/ N QWkBTA

2 e (0) (3.54)

Como g, (z) é uma fun¢do monotona crescente e z < 1, entdo
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g1 (Zeilm) <g (675A>

e NN < N'  com

max?

— 27T]€BTA _
ernax = Tmeﬂgl(e ﬁA)-

Assim, comega a populacao do estado de mais baixa energia quando

N > N/

max’

sendo o caso critico (Ny # 0) atingido quando

MAZ = gy (e ),

com A* = \/h2/2mmegksT e n = N/A.

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

Uma solugao da Eq. (3.58) é determinada da mesma forma que no caso tridimensional,

ficando demonstrada a possibilidade de condensacao de Bose-Einstein neste sistema

bidimensional. Para A = 0 (caso do gés uniforme), como mencionamos, anteriormente,

nao é possivel, para uma temperatura finita, que exista uma condensacao de Bose-

Einstein.



Capitulo

SOLUCOES ESTACIONARIAS DA
EQUACAO GP

No formalismo estatistico da teoria de campo médio, para um sistema de muitos corpos,
a equacao de Gross-Pitaevskii (GP) descreve as propriedades estaticas e dinamicas da
funcao de onda do estado condensado de Bose-Einstein. O objetivo neste capitulo é
estudar as solugoes numéricas da equagao GP para um gas de bosons interagentes, do-
minado pelas interacoes de duas particulas, e confinado em um poco de potencial finito
com simetria esférica. Aplicaremos os algoritmos Runge-Kutta e método “shooting”
para resolver a equacao diferencial resultante, tendo em conta que o problema envolve

condicoes de contorno sobre a funcao de onda.

4.1 Modos coerentes nao lineares da equacao GP

Em baixas temperaturas, 7' — 0, a dinamica de um sistema de bdsons interagentes
aprisionado em uma armadilha magnética ¢ descrita pela equacao GP. Esta equagao,
devido ao termo de interacao, tem uma estrutura idéntica a equagao de Schrédinger nao-
linear, portanto, para um potencial externo V(r), a equagdo GP admite como solugao

um conjunto discreto de estados estacionarios, com uma distribuicao espacial bastante

41
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diferente para cada estado. Esses sao conhecidos como modos coerentes nao-lineares ou
modos topologicos |45, 46]. A solucdo para o estado fundamental corresponde ao con-
densado de Bose-Einstein “standard” para um sistema em equilibrio. Porém, também é
possivel estudar as solucoes para a fungao de onda do condensado em estados excitados,
isto abre uma completa discussao sobre a possibilidade de criar uma condensacao em

um estado diferente do fundamental|47].

Dentro da aproximagio de campo médio a Eq. (2.44), conhecida como equagao GP,

para o parametro de ordem 1 (r,t) fica da forma:

oY (r,t) h?

ih=— = = = =V20(r, 1) + V()i (r, 1) + gl (r, 1) P (x, 1), (4.1)

com g = 4wh*a/m.
Fazemos uma derivacao alternativa da equacao GP para uma funcao de onda coerente.

Utilizamos a equacao de Heisenberg para a evolugao temporal do operador de campo
T (r, 1),

com

H[U] = —%W +V(r) 4 g¥f(r, )T (r,1). (4.3)

Um estado coerente |v) é definido como sendo um autoestado do operador de campo

de destruicao, isto é,

U(r,t)|v) =v(r,t)|v). (4.4)
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onde v(r,t) é chamada de fungao de onda coerente ou campo coerente, e faz o papel

de autovalor em (4.3). Tomando a média da equagao (4.2) sobre o estado |v), obtemos

que
L, 0 A
zhau(r, t) = H[v]v(r,t), (4.5)
com A 2 2
Hlv] = =5 V" + V(r) + glv(r, )] (4.6)

e o modo coerente v(r,t) normalizado a N. Neste capitulo, por conven¢ao, fazemos
a substituicao de N por Ny, para indicar o nimero médio de particulas no estado

condensado.

A equagao (4.5) corresponde a mesma equagdo GP dependente do tempo (4.1), e
justifica o nome de modos coerentes nao lineares para as solucoes da dita equacao.
Solugoes estacionérias para a equagao GP dependente do tempo sao da forma ¢ (r,t) =

e~ #t/Mg(r), com p o potencial quimico.

Reescrevendo a equagao (4.1) obtemos,

2 2
— () + V(o) + T

[6(r)P(r) = pe(r), (4.7)

m

onde

/ﬁwmﬁzN (48)

A solugao da equagao (4.7), devido a simetria esférica do potencial, pode ser separada
em sua componente radial e sua componente angular, tal que escrevemos a parte radial

como
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o(r) = A20) (4.9)

onde A é uma constante de normalizac¢do. Introduzindo (4.9) em (4.7) obtemos uma
equacao de segunda ordem nao-linear para a funcao radial ¢, aplicidvel a um potencial

arbitrario V' (r) com simetria esférica,

h? d?o(r) dxh’a o [lo(r)]”
S 2m dr? +VIr)elr) + m A [ 72

} or) = po(r). (4.10)

4.2 Equacao GP para um poco de potencial quadrado com

simetria esférica

Consideremos um potencial quadrado finito da forma,

0 para 1 > 1y,
V(r) = ’ (4.11)
—Vo para r <rg.

com Vj a profundidade do poco e rg o alcance. Para um poco de potencial finito
unidimensional sdo conhecidas solugbes analiticas [30] da equac¢do GP, assim como uma
discussao para o problema do pogo finito 3D com simetria esférica, na mesma equagao,
é apresentada em [31], onde solugoes numéricas e variacionais tem sido apresentadas.
Procuramos solu¢oes numéricas da equagao (4.10) para o primeiro e segundo modo
coerente nao-linear, fazendo um andlise em termos do niimero de estados ligados no

poco, os quais tem uma dependéncia direta dos parametros V; e ry do potencial.

Na equacao (4.10), fazemos a troca de variavel:
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9 1/2
xr = { mVO} T, (4.12)

tal que, reescrevemos a equacao GP radial como uma equacao adimensional, isto para

facilitar o calculo numeérico. Desta maneira, temos que para xr < g

o, (z (2)|?
—5;2 ) + [ﬁj +1— A (—Mi@” )] p;(x) =0, (4.13)
com
5= (114)
v = 8ra (4.15)
e
omV,]?
To = { = “] To, (4.16)

neste capitulo redefinimos [ (que antes estava relacionada com a constante de Boltz-
mann) como um potencial quimico normalizado e escrevemos o sub-indice j para ressaltar
que existe uma familia de solu¢bes para (4.13), caracterizada pela dependéncia da norma
Cn, = [ dz|g;j(z)|* com o parametro §;. Lembramos que para o caso de interagoes re-

pulsivas temos a > 0, e para interagoes atrativas a < 0.

Para x > 2y temos que a equacao adimensional fica

L) [@. A (M)} oy(z) = 0. (4.17)

dx? 2
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Da condigao de normalizacao (4.8) para ¢(r), obtemos a normaliza¢ao para ¢;(x),
definindo um ndmero real C’Nj relacionado ao nimero de atomos N; no estado conden-

sado:

o omVi\ /2
/ dz|p;(z)|* = Cy,, onde Cy, = 2[al ( = 0> N;. (4.18)
0
A expressao para energia total do sistema é dada por
* 1 [BG]? || des) | s (@)I!
E= — , — Jops ()| F L 4.19
/0 2|al [ 2m } dx lpi@)l” F 222 (4.19)

para x < xg. Na regiao r > x, tem-se uma expressao equivalente ao segundo termo

em (4.19) igual a zero. Em (4.18) e (4.19) por conveniéncia escolhemos a constante de
normalizagao A igual a 1/1/87|al.

O método numérico, assim como exemplos de solucoes equivalentes para a equacao
GP com um potencial tipo oscilador harmonico sdo apresentadas em |15, 48|, e para

potenciais que crescem com uma lei de poténcias em [17].

4.3 Condigoes de contorno da fungao de onda

Para que a solucao proposta em (4.9) fique bem definida na origem (r = 0), devemos
ter que ¢(0) = 0. Portanto, no limite quando r — 0, ¢(0) — Ap’(0). Além disso,
devido a descontinuidade do poco de potencial, separamos o espaco em duas regioes:
para x < xg e para r > xg, onde deve-se ter que em z a funcao de onda do condensado
e sua primeira derivada sejam continuas, finitas e monovalentes. Essas exigéncias tém
como consequéncia que a densidade de particulas n = |¢|?> e a densidade de corrente j

sejam finitas e continuas em todo o espaco.



SOLUCOES ESTACIONARIAS DA EQUACAO GP 47

Ainda, ja que estamos considerando estados de energia ligados, isto é, de energia ne-
gativa, é de esperar que a funcao de onda anule-se no infinito. Aqui vamos supor que
existe um x,., distante de xg, que imite o infinito, para o qual a funcao de onda é zero,
O(Tmax) = 0. O valor de z,, sera estimado quando implementarmos os programas

numeéricos.

Finalmente, dado que a equacao para a funcao de onda do condensado é uma equacao
diferencial de segunda ordem em x, precisamos conhecer de duas condic¢bes iniciais,
uma que ja conhecemos para a funcao, ¢(0) = 0 e a outra desconhecida para sua
derivada ¢’(0). Entao o problema é, comeg¢ando com ¢(0) = 0, determinar o valor do

correspondente ¢'(0) que satisfaga a condigao de contorno em .

4.4 Solugao numérica da equacao GP

O método numérico que vamos implementar permite encontrar as solucoes para as
equagbes adimensionais (4.13) e (4.17), que satisfazem as condigbes de contorno de-
scritas anteriormente. Conhecida a condi¢ao ¢(0) = 0 usamos os métodos “shooting”
[36] e Runge-Kutta [35], dando a condigao inicial ¢'(0) e propagando a solugao em =z,

até encontrar o valor inicial que satisfaga a condigao de contorno ¢(xmax) = 0.

Da maneira que escrevemos as equagoes (4.13) e (4.17), as solugoes dependerdo dos
parametros (3;, v e A. Dados os valores iniciais para ¢(0) e ¢'(0), quando todos os
parametros tenham um valor numérico fixo atribuido, usamos o método Runge-Kutta
para propagar em x a solugdo ¢(z). Porém, a solugdo nao tem porque satisfazer a
condigao de contorno em Z.y, portanto, devemos variar ¢'(0) para encontrar o valor
adequado. Dado que p(x) é uma fung¢io de ¢'(0), sendo desconhecida esta dependéncia
de forma analitica, para encontrar o ¢'(0) que faz ¢(z) anular-se em 2,,, usamos o
método de bissecgao, precisando para tal caso fornecer um intervalo [¢f(0), ¢;(0)] onde
vamos achar com certeza o ¢'(0) que procuramos. O numero de dtomos no estado

condensado N; ficara determinado pela condigdo de normalizacao (4.18).
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4.5 Resultados numeéricos

Nesta secao apresentamos os resultados numéricos da equacao GP para o potencial
quadrado. Como exemplo, aqui analisamos alguns valores especificos dos parametros
Vo e 1o, lembrando que o ntmero de estados ligados no pogo de potencial depende

desses. Em particular, para que existam estados ligados:

h2m?

Vorg - 8m

(4.20)
Os resultados que vamos mostrar agora, trabalhamos com unidades adimensionais, serao
aplicados a um gas de atomos de “Li, tal que a = —1.45nm. Na figura 4.1 exibimos o
comportamento da fungdo de onda do estado condensado ¢(z) em fungio da distancia
radial adimensional z, para Vo = 4a = 7.16 x 107" eV sendo a = h*7?/8mri e
escolhemos rg = 5.76pum, ou de maneira equivalente, zo = 3.141. Aqui fazemos o
grafico para diferentes valores do parametro 3, o qual esta relacionado ao potencial
quimico pela equagao (4.14), tendo em cada caso um nimero diferente de particulas
no condensado. No eixo vertical temos ¢(z) = Ap(z)/x, no lugar de ¢(r) = Ap(r)/r.
A linha partilhada da uma imagem pictorica da localizacao da fronteira do potencial

quadrado.

Nas figuras 4.2 e 4.3 apresentamos novamente os graficos da funcao de onda do estado
condensado ¢(x) em fungao da distancia radial adimensional z, mas agora para V; =
10 = 1.79 x 10~ 13eV. Neste caso sabemos que existem dois estados ligados no poco de
potencial com ¢ = 0, o primeiro modo, figura 4.2, corresponde ao estado fundamental
e o segundo modo, figura 4.3, corresponde a uma excitacao nao-linear do condensado
para o mesmo potencial quimico, mas com um nimero N; de &tomos condensados
diferentes. Dado que N; depende (além de ;) de ¢;(x), e este ultimo depende do
¢'(0) que reproduz a condigao de contorno em Tp,,, no programa numérico a forma

de encontrar os modos coerentes nao-lineares do sistema é mediante a introducao do
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Figura 4.1: Funcao de onda do estado condensado ¢(z), para diferentes valores do parametro 3, com
Vo = 7.16 x 107 eV e xo = 3.141. A distancia radial foi escalada em unidades de (2mVy/h?)'/2. O

eixo vertical também foi escalado por este namero.

intervalo [¢[(0),©}(0)]. Na figura 4.4 mostramos mais um exemplo para o primeiro

estado excitado com ¢ = 0, V, = 10, com outros valores de [3;.

Como mencionamos anteriormente, a equagao GP é uma equacao de Schrédinger nao-
linear, portanto, exigimos da funcao de onda e da sua primeira derivada continuidade
na fronteira do potencial, além disso, dado que esta funcao de onda corresponde a um
estado ligado do potencial, esta vai a zero na regiao fora do potencial. Uma das particu-
laridades notaveis das solugoes encontradas nos exemplos anteriores, é a possibilidade
de penetracao da funcao de onda do condensado na barreira de potencial, um fenémeno
quantico macroscopico com a particularidade de nao ter um equivalente em um sistema
classico. Um cenario onde pode ser acessivel experimentalmente a observagao neste tipo
de fendbmeno é em um condensado de Bose-Einstein, fora da armadilha confinante. Um
resultado interessante ¢ mostrado na figura 4.5, onde mostramos um grafico da funcao
de onda do condensado, para V) = 4a e § = —1.0, variando a. Neste grifico podemos

ver que a penetracao da funcao de onda, na barreira de potencial, pode ser ajustada
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Figura 4.2: Fungdo de onda do estado condensado ¢(z) para o primeiro modo coerente com £ = 0,

isto para diferentes valores do parametro 3. Aqui Vp = 1.79 x 10~ 13eV e 29 = 4.967.
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Figura 4.3: Funcio de onda do estado condensado, ¢(z), para o segundo modo coerente com £ = 0,

isto para diferentes valores do parametro 3. Aqui Vp = 1.79 x 10~ 13eV e g = 4.967.

com o comprimento de espalhamento a. No caso de interagao atrativa entre os atomos,

quanto mais negativo seja o comprimento a, o alcance da penetracao, assim como a



SOLUCOES ESTACIONARIAS DA EQUACAO GP 51

30000
— B=-0.17;N=1034
— B=-043;N=2015
e e B=-0.77; N = 4024
20000 |- a

[
|
|
|
|
|

X I
/;\ I
< |
= 10000 x | -
|
|
|
|
|
|

| | L | |
0 2 4 6 8 10

Figura 4.4: Funcao de onda do estado condensado, ¢(z), para o segundo modo coerente com £ = 0,

isto para diferentes valores do parametro 3. Aqui Vp = 1.79 x 10~ 13eV e 29 = 4.967.

densidade de particulas, diminui.
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Figura 4.5: Fungio de onda do estado condensado, ¢(z), para diferentes valores do comprimento de

espalhamento a. Aqui Vy = 4a e xg = 3.141.

Para estudar o comportamento da fungao de onda com uma variacao espacial do com-
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primento de espalhamento a, vamos considerar duas regioes: para x < xg, onde a = a
e para x > x9 onde a = ay. Fixando o comprimento de espalhamento a;, na figura
4.6 mostramos a funcao de onda para diferentes valores de as. Este grafico é partic-
ularmente importante porque permite observar que a penetragao da fungao de onda
na barreira pode ser controlada com parametros externos. Por exemplo, por meio de
ressonancia Feshbach é possivel, experimentalmente, ajustar o comprimento de espal-
hamento em muitas ordens de grandeza. Para destacar a diminuicao, do alcance e da
densidade de particulas, com o aumento do comprimento de espalhamento fora da bar-
reira de potencial. Como é de esperar, as particulas sentem uma repulsao de fora para

o interior do poco de potencial.
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Figura 4.6: Fungio de onda do estado condensado ¢(z) com uma variagio espacial do comprimento
de espalhamento, aqui Vy = 4a, tomando para z < g um a; = —1.4bnm e para xr > z( tomamos

diferentes valores de as conforme indicado na figura.

Uma grande diferenga do sistema fisico linear (gas nao-interagente) é que, no caso
linear, existe s6 um conjunto discreto de estados estacionarios para determinados va-

lores de [3; (modos lineares). Agora, no caso nao-linear existe uma familia de solugdes
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caracterizadas pela dependéncia de NV com o valor de 3!, sendo este um parametro con-
tinuo [45]. J& que encontramos uma soluc¢ao para ¢'(0) para um dado (3, como passo
seguinte vamos variar § em um Af para calcular um novo ¢'(0), e portanto, obter o NV
correspondente. Para exemplificar, vamos mostrar parcialmente alguns resultados nas

tabelas 4.1 e 4.2.

B ¢'(0) N
-0.73  0.0756889 25
-0.81 0.4816074 766
-0.89  0.7496289 1261
-0.97 1.0372528 1486
-1.05 13650011 1475
113 1.7136329 1345
121 2.0524434 1195
129 2.3664375 1068
-1.37  2.6539831 966
145 29181247 885

Tabela 4.1: Solugdes numéricas da equacao GP para o estado fundamental (com ¢ = 0) de um
potencial poco quadrado, com a = —1.45nm, Vy = 1.79 x 107136V e zg = 4.967. Aqui consideramos

Tmax = 15.

Na figura 4.7 representamos o parametro 3 como funcao do ntimero de atomos de "Li no
estado condensado N. Os quatro graficos sao para diferentes valores da profundidade do
poco de potencial, isto é, Vy = 2a, Vo = 3a, V) = 4a e Vy = ba. Nesse grafico é possivel
identificar varias caracteristicas do sistema, em particular, notamos que para a < 0
existe um maximo de atomos N, que podemos condensar no estado fundamental. Em
[49] & demonstrado que para o caso de um gés de bosons, confinado em um potencial

tipo oscilador harménico, com interagoes atrativas (a < 0) o sistema fica instavel se o

ISuprimimos o sub-indice para ressaltar que corresponde a um parametro continuo.
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B ¢'(0) N
-0.03 0.0818024 13
-0.23 1.3273216 1291
-0.43  2.3286778 2015
-0.63  3.5645011 3049
-0.83  4.8878628 4448
-1.03 6.2346423 5566
-1.23 7.7604479 5847
-1.43 9.5159701 5350
-1.63 11.271435 4685
-1.83  12.877527 4158

Tabela 4.2: Solugdes numéricas da equagio GP para o primeiro estado excitado (com ¢ = 0) de um
potencial poco quadrado, com a = —1.45nm, Vy = 1.79 x 107 3eV e xy = 4.967. Aqui consideramos

Tmax = 1D.

niimero maximo de 4tomos condensados ¢ atingido. Também ¢ de ressaltar, a relagao
do N com a profundidade do poco, para maiores V temos uma diminui¢ao do niimero

maximo de atomos que podemos aprisionar no potencial.

Para um poco quadrado de profundidade Vj = 10«, com dois estados ligados com
momento angular igual a zero, representamos na figura 4.8 o potencial quimico 3 como
funcao do nimero de 4tomos no estado condensado NV para os estados radiais, os quais
correspondem aos estados de mais baixa energia com ¢ = 0. Uma caracteristica visivel
é o incremento do nimero N de atomos no condensado para o estado nao-fundamental,
comparado com o nimero de atomos condensados no estado fundamental para um
mesmo . De igual maneira, mostra-se um incremento do nimero méaximo de atomos
Nmax, embora no estado excitado este se apresenta para um [ menor. A figura 4.9
mostra o comportamento, para diferentes Vj, do potencial quimico # como funcao do

numero de dtomos no estado condensado N, mas agora no primeiro estado excitado
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Figura 4.7: Potencial quimico normalizado 8 como fungdo do ntimero de atomos condensados N no

estado fundamental, para diferentes valores da profundidade V{ do poco de potencial quadrado.

com ¢ = 0.
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Figura 4.8: Potencial quimico normalizado 8 como fung¢ao do ntimero de

4tomos condensados IV,

no estado fundamental (cor vermelho) e no primeiro estado excitado (cor azul), para Vp = 10«a e

a = —1.45nm.
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Figura 4.9: Potencial quimico normalizado 3 em funcio do nimero de particulas no estado conden-
sado NN, para o primeiro estado excitado com ¢ = 0. Aqui consideramos diferentes valores de Vj e e

a = —1.45nm.

Voltando ao fenémeno de penetracao da funcao de onda na barreira de potencial, uma
quantidade que queremos analisar, em termos dos parametros do sistema, é a razao
N;/N., entendendo N; como nimero de dtomos condensados no interior do potencial,
r < xg9, ¢ N, o nimero de atomos condensados no exterior, x > xy. Fazemos isto
como funcao do potencial quimico normalizado [, para o primeiro e segundo modo
coerente com ¢ = 0 (figura 4.10) e para o primeiro modo com diferentes valores de V;
(figura 4.11). Podemos notar que a razao aumenta no segundo modo, uma possivel
explicacao deve-se a que é menor a penetracao da funcao de onda na barreira para os
modos superiores, o que traduz uma reducao no N.. Também é de notar a diminuicao
da razao com o aumento da profundidade do poco, consistente com o fato que o niimero

maximo de particulas que podemos condensar também diminui.

Agora bem, no que segue queremos analisar a situacao quando a > 0. Vamos tomar ato-
mos de *Rb, tal que a = 5.80nm. Assim, na figura 4.12 fazemos o grafico do parametro

G como funcao do nimero de particulas N no estado fundamental, para diferentes va-
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Figura 4.10: N;/N. como fungio do potencial quimico normalizado /3, para os dois primeros modos

coerentes com £ = 0. Aqui consideramos Vy = 10a.

0.8

Figura 4.11: N;/N. em fungio do potencial quimico normalizado 3, para o segundo modo coerente

com £ = 0. Aqui consideramos diferentes valores de Vj.

lores de V5. Uma diferenca fundamental aparece neste momento para a situacao em
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Figura 4.12: Potencial quimico em fungiao do ntimero de particulas no estado condensado para

diferentes valores de V, com a = 5.80nm

que a < 0, aqui nao existe um numero maximo de particulas N, aprisionadas no

poco de potencial, de fato, o nimero de particulas condensadas incrementa-se com o

potencial quimico ao igual que com a profundidade do poco de potencial. Quando N

¢ igual a zero, o valor atingido corresponde a razao u/Vy para o caso de um géas de

atomos nao-interagente, e a partir desse comeca a ser incrementado. Nos calculamos

para [ negativos, isto é, quando p < 0. Para [ positivos, p > 0, fala-se de solucoes

parcialmente localizadas, tal que a funcao de onda vai para um valor constante dife-

rente de zero, no infinito. Portanto, estes tipos de solucoes correspondem a estados nao

normalizaveis e nao serao levados em conta neste anélise.



Capitulo

SOLUCOES VORTICE E ANTI-VORTICE
DA EQUACAO GP

Temos trabalhado até agora com um gas de bésons em um potencial quadrado finito,
fracamente confinante. Neste capitulo vamos construir para o mesmo gas de bosons,
mas confinado em um poco de potencial tipo oscilador harmonico isotropico, umas
solucoes dependentes do tempo para a equacao GP. Uma superposicao de solugoes, uma
estacionaria e uma solucao exata deslocada espacialmente, da equagao de Schrodinger

linear, vai permitir gerar estados vortice e anti-vortice no sistema.

5.1 Solucao exata da Equacao de Schrodinger linear

Examinemos a equacao de GP,

L op(r,t) R, mw?
g % —%V W(r,t) + 5

r'y(r,t) + gl (r, ), (5.1)

com um potencial harmoénico mw?r?/2. Por conveniéncia, vamos trabalhar em unidades

de h=1em = 1. Se ¢(r,t) &€ uma solucao da Eq. (5.1) que satisfaz (r,t = 0) = {(r),

29
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entao Yr(t,r) dado pelo ansatz

Yr(r,t) = Y(r — R(t),t) exp[iRs.r + O(t)], (5.2)

¢ também uma familia de solugoes de (5.1), sendo R;.r o produto escalar dos vetores
R; er. A solucao é construida por meio de uma translacao espacial do centro do pacote
de onda, que é a solugao existente de (5.1). Uma demonstracao formal é realizada em
[34] onde a expressao (5.2) é inserida na Eq. (5.1). R(f) é uma trajetoria classica do

centro do pacote, determinada pela solucao de

Rtt + W2R = 0, (53)

com R; e Ry, a primeira e segunda derivada temporal de R respectivamente, e O(t) é

uma fase determinada por

1
o(t) = —@WQ + gRQ, com W =wR +iR,. (5.4)

O ansatz dado na Eq. (5.2) é aplicavel, em geral, para algum tipo de nao linearidade
que seja simétrica sob translagoes espaciais e que dependa somente da norma da funcao
de onda, em nosso caso, analiticamente s6 pode ser provado no limite da equacgao de
Schrodinger linear, em parte, devido a auséncia de solugoes exatas no regime nao-linear.

Comegamos com g = 0 na Eq. (5.1). Assim,

zw = —%V%ﬁ(r, t) + %2r2w(r,t). (5.5)
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Para continuar procedemos & construgao da solugao deslocada espacialmente g (t,r),

iniciando com uma solugao exata de (5.5) que escrevemos como:

Y(r,t) = ¢gauss{rat)q>(rat) (5.6)

da qual separamos a envolvente gaussiana ¢gayss(T, 1),

1 D
wgauss(ru t) = ﬁ exp |:_i§Wt — E1'2:| , (57)

correspondente ao estado fundamental da equagao de Schrédinger com um potencial
harmonico D-dimensional. A familia de solugoes de (5.2), associadas a ¢(r,t), as es-

crevemos como

YR(T,t) = Ygauss(r — R, 1) ®(r — R, t) exp[iR;.x + O(1)], (5.8)

onde o pacote de onda inteiro estd se movendo ao longo de uma trajetoria cléssica,

conservando sua forma. Notando que

Vgauss (T — R, 1) = gauss (T, 1) €xp [wr.R — gRQ} 7 (5.9)

A transformacao (5.8) é reescrita

YR(T, 1) = Ygauss (1, 1)P(r — R, t) exp {z (W.r — %WR) + i[(} , (5.10)
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com

1 w?

A equacao (5.3) tem duas constantes de movimento, a energia K e o vetor momento

angular M = R x Ry, sendo R x R; o produto vetorial de R e R;.

A solugao geral de (5.3) é dada por

R(t) = A coswt + Bsinwt, (5.12)

com A e B constantes. Desta forma, K e M sao dadas em termos de A e B por

2
K= %(AQ +B?) e M=wAxB, (5.13)

W = Wyexp(—iwt) com W, =w(A +iB) = constante. (5.14)

5.1.1 Solucoes estacionarias

Substituindo a solug¢ao (5.6) na Eq. (5.5), obtemos uma equagao para ®(r,t),

0D(r,1)
o

1
= —wr.VO(r,t) + §V2<I>(r,t). (5.15)
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Uma solugao estacionaria para a Eq. (5.5) é obtida para

(I)ga,uss(rat) - 1 (516)

Estamos interessados em construir solucoes de estrutura vortice para a equacao de
Gross-Pitaevskii. Assim, este tipo de solucao pode ser expandida em uma base completa
do espaco de Hilbert em consideracao. Por conveniéncia, em geral, é usada a base
de autoestados do oscilador harmonico |50|. Agora, se pensamos em um potencial
oscilador harmonico fracamente confinante na dimensao z, estados vortice desse sistema,

de momento angular ¢, podem ser escritos como

W(r,t) = e Ui ___ert (r?), (5.17)

onde r e 0 sao coordenadas polares, isto €,

x=rcost, y=rsind, (5.18)

Q2 a frequéncia de rotacao do vortice, n é o nimero quantico radial (n = 0,1,2,...), £ um
inteiro associado ao momento angular, conhecido como a ordem (ou carga topologica)
do vortice e LY os polinomios associados de Laguerre. Deste modo, para |¢| = 1 e para
) = w, w a frequéncia do potencial harmoénico, podemos escrever o estado da forma

geral

Prtice(r, 1) = bore™™"  com b = constante. (5.19)

O sinal do ¢ indica o sentido da rotacao, portanto, vamos distinguir os estados vortice

quando ¢ seja positivo, e estados anti-vortice quando ¢ seja negativo.
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5.1.2 Solucao deslocada espacialmente

Nosso objetivo é construir uma solugao exata da Eq. (5.5) por translacoes espaciais,
procurando por um mecanismo de geragao de estados vortice. Analizamos a situacao
mais simples, uma superposicao de uma solucao estacionaria e a solucao gaussiana

deslocada ( com ®(r,t) = Pgaues(r,2)=1). Deste modo,

1 1
U(r,t) = gauss(T, t){@estacionaria(r, t) + eexp [Z (W.r — §WR) + Q—K] } (5.20)
w
com ¢ uma constante. Escolhendo
A = (ap,0,0), B =(0,a0,0), (5.21)

entao a solugao gaussiana fica girando em um circulo, no plano bidimensional x — y, de

raio |r| = ag. Neste caso, a Eq. (5.10) pode-se escrever como

YR(T,t) = Vgauss(T 1) exp{wao(x + iy)ei”t}. (5.22)

A escolha das constantes A e B foi realizada por conveniéncia, porém o sistema inicial é
convertido em um sistema bidimensional, sob a suposicao de uma armadilha harmonica

fracamente confinante na direcao z.
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5.2 Superposicao de um estado voértice com a solucao

gaussiana deslocada

Uma solugao estacionaria da Eq. (5.5) é dada por (5.19), correspondendo a um estado
vortice
Yy (1, 1) = Vgauss (T, 1) (@ + 1Y) exp(—iwt). (5.23)

Em vista disto, estudamos a superposi¢ao das solucoes (5.22) and (5.23), isto é, solugao

estacionaria mais a solucao gaussiana deslocada,

U(r,t) = Ygauss(T, t){(x +iy)e ™t — ¢ explwag(z + iy)e_i“t]}, (5.24)

onde por conveniéncia foi mudada o sinal que acompanha € em (5.20). Estados vortice
sao equivalentes a zeros na densidade de particulas. Assim, os zeros da funcao de onda

(5.24) sao dados por

. Ck —iwt
X (t Yi(t) = —e™™ 5.25
k(1) 4+ Y5(t) vl (5.25)
onde (x, k =1,2,..., sao solugoes complexas da equacao
Ce™ = wage, (5.26)

Em (5.26), ¢ = (; + i, ¢ um sistema de coordenadas fixo, o qual esta relacionado por

(5.25) com o sistema de coordenadas fisico x—y, que encontra-se girando com frequéncia
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w. Deve-se notar que nessa situacao, existe um numero infinito de estados vortice,
porém, nao é muito interessante porque o sistema nao oferece nenhuma dinamica, as
linhas vortice estao fixas todo o tempo no sistema (¢, — ¢, e simplesmente permanecem

girando no plano coordenado x — y.

5.3 Superposicao de um estado anti-vértice com a solucao

gaussiana deslocada

Em um segundo caso vamos considerar a superposicao de um estado anti-vortice, solugao

estacionaria (5.19) da equagao de Schrodinger linear (5.5), dado por

Va(r, 1) = Ygauss (r, 1) (x — iy) exp(—iwt), (5.27)

e a solucdo gaussiana deslocada (5.22). Portanto,

W(r,t) = Vgauss (T, t){(x —iy) exp(—iwt) — € explwap(z + iy)e_i“’t]}, (5.28)

e os seus zeros estao contidos na relacao

Xk(t) + ZYk(t) == &eiiwt, (529)
wagp
onde (i, k =1,2,..., sao solugoes complexas da equagao
Ce S = pe®™  p = wage. (5.30)
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Este resultado ¢ muito interessante, porque diferentemente da situacao anterior, temos
um ndmero infinito de linhas vortice com uma dinamica nao-trivial, produto da de-

pendéncia temporal das solugdes da Eq. (5.30). Temos trés casos a analisar:

I. p<et

I. p>e

l. e l<p<e

O primeiro caso (p < e~ ') é demonstrado na figura 5.1, onde temos uma linha vortice
girando em uma trajetoria periddica e uma cadeia infinita de linhas vortice transitando
uma depois da outra. A linha no trajeto circular representa um estado anti-vértice
(¢ = —1), como pode ser verificado na figura 5.2, onde aparece a fase da fun¢io de
onda (5.28) em algum ¢. No segundo caso, (p > €), temos s6 a cadeia infinita de linhas
vortice, figura 5.3, ali encontram-se transitando também uma a continuagao da outra.

Para um ¢ particular, apresentamos a fase da func¢ao de onda (5.28) na figura 5.4.

O caso mais curioso é o terceiro (e™! < p < e) exibido na figura 5.5, onde vemos, além
da cadeia de linhas vortice, a creacao de uma parelha vortice e anti-vortice em um tempo
t1, seguida de uma aniquilacao em um tempo ¢, posterior. Em outras palavras, temos
um vortice virtual que aparece e logo desaparece. O movimento da linha anti-vortice
é oposto a direicao em que as linhas vortice estao transitando. Para um t particular,
apresentamos o grafico da fase da fungao de onda (5.28) na figura 5.6, onde é verificada

a existéncia das linhas vortice e anti-vortice.

O comportamento dinamico da solucao depende das condi¢oes iniciais do sistema, em

particular das constantes A e B. Por exemplo, se escolhemos

A= (ao, O, O), B = (O, —Aaop, O), (531)
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Figura 5.1: Grafico dos zeros da fungio de onda ¥(¢,r) solugio de (5.28), para p = 0.36 em diferentes
valores de t. As linhas vOrtice sdo representadas por circulos azuis e a linha anti-vértice por circulos

da cor vermelha.

entao

R(t) = ag coswti — ag sinwty, (5.32)
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[

- 5

-

4 5

Figura 5.2: Grafico 2D da fase da fungdo de onda ¥(r,t) em (5.24), para p = 0.36 e t = 0.257. A
localizacao dos estados vortice sao distinguidos por circulos brancos e o estado anti-vortice com um

quadrado.

com

R(0) = apz, R:(0) = —aowy. (5.33)

Isto é, a gaussiana também giraria no plano = — y em um circulo de raio |r| = ag, mas

nessa configurac¢ao sua velocidade estaria na dire¢ao contraria a (5.22),

YR(T,t) = Ygauss(T, 1) exp{wag(x — z'y)e_i‘”t}, (5.34)

nessa situacao, o problema que vai adquirir uma dinamica nao-trivial serd a super-

posicao da gaussina deslocada com uma linha vortice.
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Figura 5.3: Gréfico dos zeros da fungio de onda ¥ (¢, r) solugdo de (5.28), para p = 4.36 em diferentes

valores de t. As linhas vortice sdo representadas por circulos azuis.

5.4 Superposicao de uma linha vértice com uma gaussiana na

direcao z

Modificando as condigoes iniciais,
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Figura 5.4: Grafico 2D da fase da fungdo de onda ¥(r,t) em (5.24), para p = 4.36 e t = 0.257. A
localizacao dos estados voértice sao distinguidos por circulos brancos.
A =(0,0,4), B=1(0,0,0), (5.35)

vamos considerar uma gaussiana deslocada na direcao z,

. w .
¢R = 77bgauss(r7 t) eXp[WAze_Wt - ZA2€_2Wt] (536)
tal que a superposigao com o estado vortice da Eq. (5.23) escreve-se como

U(r,t) = Ygauss(T, t){(cc +iy)e ™" — cexplwAze ™! — %A%_%”t]}. (5.37)

onde € pode ser um ntmero complexo. Neste caso, os zeros de (5.38) sao localizados

em uma trajetoria 3D,
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Figura 5.5: Grafico dos zeros da fungio de onda ¥(¢,r) solugio de (5.28), para p = 0.96 em diferentes
valores de t. As linhas vortice sdo representadas por circulos azuis e a linha anti-vértice por circulos

da cor vermelha.

p€i¢ — 8eiwt eXp[wAzefiwt o %A2672iwt]7 (538)

onde

r=X(z,t) = p(z,t)cosp(z,t), y=Y(z,t)=p(zt)sing(z,t), (5.39)
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Figura 5.6: Grafico 2D da fase da fungdo de onda ¥(r,t) em (5.24), para p = 0.96 e t = 0.45T. A
localizacao dos estados vortice sao distinguidos por circulos brancos e o estado anti-vortice com um

quadrado.

com p(z,t), z e p(z,t) coordenadas cilindricas. Assim obtemos,

p(z,t) = poexp{wAlz — zo(t)] coswt}, (5.40)
o(z,t) = po + wt —wA[z — 2o(t)] sin wt, (5.41)
onde
W 9 1
po = || exp ZA ,  @o=arge e z(t)= §A cos wt. (5.42)

Um grafico 3D dos zeros da func¢ao de onda ¥(r,t) em (5.38) é demonstrada na figura

5.7, no plano x — y — z temos uma a trajetoria similar a uma funcao tipo “latigo”.
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A fase ¢ tem um periodo igual a 27 no tempo, além de isso, para algum ¢ a fase ¢ é

também periddica em z, assim

o(t,z+ h(t)) = o(t, 2), (5.43)

sendo h(t) dado por

B 2m
 wA|sinwt|’

h(t) (5.44)

Em (5.44) existe um Ay, tal que

Bmin = — < h(t) < 0. (5.45)

5.5 Equacao de Schrodinger nao-linear

Uma interessante questao estd orientada ao que acontece no regime nao linear, isto é
g # 0. Porém, este nao é um problema trivial devido a auséncia de solugoes analiticas
para a equacao GP. Apresentamos algumas solu¢cbes numeéricas obtidas a partir de
simulacoes computacionais baseadas nos métodos de descomposicao “split-step” e FF'T.
A figura 5.8 apresenta o quadrado da norma da fungao de onda solugao da Eq. (5.1)
no plano x — y, para g = 20 em diferentes tempos. A solucao é construida a partir da

solugao (5.28) a equagdo linear, com p = 0.36.

Agora, encontrar os zeros da funcao de onda é uma tarefa, desde o ponto de vista
numeérico, bastante complicada. Em parte, porque no caso linear temos separado o fator

exponencial ¢gayss(r,t) da solucdo, no problema nao-linear temos solugdes que caem
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rapidamente a zero, e portanto, devido ao erro intrinseco do método computacional, os
zeros da funcao de onda sao superpostos com o ruido numérico. Em uma pequena regiao
do sistema coordenado (; — ¢y, é possivel identificar os zeros da funcao de onda, figura
5.9, para pequenos valores de g, isto € ¢ = 0.5 e ¢ = 0.75. Comparamos com 0 caso
linear, observando uma expansao da trajetoria circular seguida pelo estado anti-vortice
no caso de p = 0.24 < e 1.

Para finalizar cabe indicar que ficam algumas questoes abertas relacionadas ao limite
nao-linear, a mais interessante estd encaminhada ao que acontece com o par vortice-
anti-vortice, pode ser que neste caso exista a possibilidade de evitar a aniquilacao.
Porém, pensamos que provavelmente sobrevive o efeito de um nimero de estados vortice
infinito no sistema, claro que é de esperar que sua distribuicao no espaco nao seja
homogénea. Com a tecnologia BEC atual este seria um interessante mecanismo para a
geracao de vortices em um condensado de Bose-Einstein, sendo factivel uma verificagao

experimental do resultado tedrico no limite de um géas fracamente interagente.
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Figura 5.7: Grafico dos zeros da fungao de onda ¥(r,t) em (5.38), para A =5, w =1, =0.12 ¢

4,00:0.
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t = 0.0625T t=0.25T

Figura 5.8: Mapa de contorno do quadrado da norma da funcao de onda |1 (r,t)|?, solu¢io da equacdo
GP, para g =20 e p = 0.36.

Figura 5.9: Grafico dos zeros da fungdo de onda para g = 0.75 (cor vermelha), g = 0.50 (cor azul),
e g = 0 (cor preto), com p = 0.26.



Capitulo[d

CONCLUSOES

Neste trabalho estudamos a possibilidade de condensacao de Bose-Einstein e as pro-
priedades termodinamicas de um gas de bdsons, em um potencial finito fracamente
confinante. Usando uma teoria semi-classica, incorporamos o efeito do potencial e das
interacoes entre as particulas em uma densidade de estados obtida a partir do espectro
de particula livre, com um termo de massa efetiva, separado por um “gap” de energia
de um tnico estado ligado. As consequéncias foram um incremento da temperatura da
transi¢ao, comparada com o caso do gas uniforme, a medida que o sistema fazia-se mais
confinado ou quando apresentava uma diminuicdo da massa efetiva. Além, devido a
que conservamos a idéia do limite termodinamico, um dos resultados interessantes é a
descontinuidade finita na capacidade calérica e a associacao de um calor latente, o que

mamtém o fendmeno como uma transicao de fase de primeira ordem.

Aplicamos a teoria de campo médio de Bogoliubov a um sistema de particulas inter-
agentes. Utilizamos os algoritmos Runge-Kutta e o método Shooting para resolver
numericamente a equacao de Gross-Pitaevskii com o mesmo potencial quadrado finito
e de simetria esférica. Determinamos o perfil da funcao de onda do condensado e de
suas excitacoes coerentes nao-lineares a temperatura zero, as quais sao caracterizadas
por uma distribuicao espacial diferente para cada modo coerente e pelo aparecimento

de noés na funcao de onda. No caso de interagoes atrativas, encontramos que existe um
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nimero maximo de dtomos que podemos condensar, e que este maximo diminui com
o aumento da profundidade do poc¢o de potencial. Também encontramos que existe a
possibilidade de penetracao da funcao de onda na barreira de potencial, analisando os

efeitos para diferentes valores do comprimento de espalhamento a.

Um mecanismo para gerar estados vortice e anti-vortice em um condensado de Bose-
Einstein, no limite de um gas fracamente interagente, foi proposto. Nos estudamos um
sistema confinado em duas dimensoes por um potencial harménico, sendo fracamente
confinado na terceira dimensao. Achamos uma solugao exata da equagao de Schodinger
linear, construida da superposicao de duas solugbes, uma estacionaria (vortice) e um
pacote de onda deslocado espacialmente, que mamtem sua forma enquanto se move ao
longo de uma trajetoria. Este tipo de solugoes nao tinham sido estudadas na literatura
e o resultado mais importante e a possibilidade de formar uma cadeia infinita de vor-
tices com uma dindmica nao-trivial, assim como a presenca de fendmenos de criacao
e aniquilacao de um par vortice—anti-vortice. O método aqui é estendido para pe-
quenas nao-linearidades na equacao de Schrodinger, encontrando um comportamento
semelhante ao caso linear, mas com mudancas na distribuicao espacial da trajetoria dos

zeros da funcao de onda.



APENDICE[N

FUNCOES INTEGRAIS DE
BOSE-EINSTEIN

As funcoes integrais de Bose-Einstein sao definidas como

T - T v ‘T v .
gV (I/) 0 xilet 17 — Y ’ ) )

para © < 1 o denominador em (A.1) pode ser expandido em uma série geométrica e

integrado termo a termo, resultando

k
v

g, (2) sz :

(A.2)

o

g,(x) é uma fun¢do mondtona crescente de z, e na figura A.1 mostramos um gréfico
para gsz/»(z). Para x = 1, v > 1, a funcao g,(x) é reconhecida como a fungao zeta de

Riemann ((v), isto é:

5 (1) =31 =), (> 1) (A.3)
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Figura A.1: Funcio integral g3/2()
Para v = 1, da integral (A.1), encontra-se que g;(z) = —In(1 — z), portanto diverge

quando z — 1. Em geral, pode demonstrar-se que g, (1) diverge para v < 1.

Uma importante relagdo de recorréncia para as fungoes g, () é

v i (1)) = 1 () (A4
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