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Algumas palavras

Ha um pequeno e privilegiado grupo de pessoas que realmente sabe discernir entre as escolhas
durante a vida e, naturalmete, sempre sabe do seu querer. Ha um segundo que prefere nao arriscar
e na maioria das vezes opta pela seguranca do nao querer para encontrar seus caminhos. Dessa
observacao, que sempre me recorda as obras do notavel poeta checo Rainer Maria Rilke, conclui
que pertenco ao segundo e aparentemente maior grupo. E, desta vez, nao me lembrei de apenas
um, porém dois trechos do classico “Cartas a um jovem poeta”. O primeiro deles, que certamente

é o mais conhecido do autor, encontra-se na primeira carta [1]. Ei-lo:

“.. Pergunta se os seus versos sao bons... Pois bem — usando da licenca que me deu de

aconselhd-lo — peco-lhe que deize tudo isso. O senhor estd olhando para fora, e € justamente
o que menos deveria fazer neste momento. Ninguém o pode aconselhar ou ajudar, — ninguém.
Ndao ha sendo um caminho. Procure entrar em si mesmo. Investigue o motivo que o manda
escrever; examine se estende suas raizes pelos recantos mais profundos de sua alma; confesse a si
mesmo: morreria, se lhe fosse vedado escrever? Isto acima de tudo: pergunte a si mesmo na hora
mais trangiila de sua noite: ‘Sou mesmo forcado a escrever?’ Escave dentro de si uma resposta
profunda. Se for afirmativa, se puder contestar aquela pergunta severa por um forte e simples
‘sou’, entao construa a sua vida de acordo com essa mecessidade. Sua vida, até em sua hora mais

indiferente e anddina, deverd tornar-se o sinal e o testemunho de tal pressao...”

Ja o segundo, que muito se fez presente nos dltimos anos, pertence a terceira carta. Transcrevo-

lhe:

“.. A7 o tempo nao serve de medida: um ano nada vale. Dez anos nédo sdo nada. Ser artista
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nao significa calcular e contar, mas sim amadurecer como a 4rvore que apressa a Sua Seiva e
enfrenta tranquila as tempestades da primavera, sem medo de que depois dela ndo venha nenhum
verdo. O wverao hd de vir. Mas vird so para os pacientes, que aguardam num grande siléncio
intrépido, como se diante deles estivesse a eternidade. Aprendo-o diariamente, no meio de dores
a que sou agradecido: a paciéncia € tudo...”

Invadido pelo peculiar sentimento humanista do momento que dedico igualmente esta tese
a dois grupos. O primeiro deles é representado pelas pessoas que tém a oportunidade e que
realmente fazem de suas profissoes o seu maior instrumento de dedicacdao. Todos os meus profes-
sores e professoras que me incentivaram e fizeram parte da minha formacao justificam e merecem
esta dedicatéria. Gostaria de cité-los nominalmente, mas reservo ao meu coracao a nobreza e a
distingao de guardar a cada um deles.

O segundo grupo, representado pelos meus pais, é igualmente merecedor. A eles devo toda a
minha educagao e o esforgo pela minha instrugdo. Aos distintos de alma e espirito Maria Piedade
da Costa e Antonio Negrao Farias dedico mais esta conquista como parte do que sou sabedor de
nao compensar todo o processo. No entanto, pleno conhecedor de que isto é o todo que posso

humildemente oferecer-lhes: a minha gratidao.



Palavras e sentimentos...

Considero que os créditos de uma conquista sdo tao importantes quanto esta. Portanto,
entendo que apesar do risco de injustamente esquecer alguém, ainda assim devemos citar pessoas

e aproveitar para falarmos de fatos, experiéncias e sentimentos.

O mentor deste trabalho foi o inspirador professor Dr. Marcos César de Oliveira. Com o vigor
da juventude e a maturidade peculiar aos sdbios e experientes conselheiros ele soube conduzir
esta tese e me manter calmo e sereno durante as muitas dificuldades que enfrentei. O professor
Marcos encontrou em mim um candidato ao doutoramento com muitas dividas sobre o que fazer
e por onde seguir e me transformou num estudante com uma nova visao da Fisica e da vida.

Semelhantemente agradego a notavel professora Dra. Kioko Furuya. Sempre muito paciente e
com uma diferenciada persisténcia ela sempre se mostrou solicita e se tornou autora de muitos co-
mentarios proficuos durante o meu doutoramento. Carinhosamente registro meus agradecimentos
a essa distinta profissional.

Aos renomados professores Dr. E. Miranda, Dr. P. H. Sakanaka, Dr. F. C. da Cruz, Dr. M.
A. M. de Aguiar e Dr. E. Zacarias também sinceramente agradeco pelas orientacoes eficazes e
atencao exemplar em diversos momentos da minha passagem pelo IFGW.

Aos meus familiares agradeco do fundo dos mais nobres sentimentos humanos. Desde os
momentos afetivos, sempre com as mais confortantes palavras, até os mais racionais, com o
indispensével apoio financeiro, eu sempre contei com os meus avés Joao Gomes e Maria Costa;
meus pais Maria Piedade da Costa e Antonio Negrao Farias; os meus sabios e incentivadores irmaos

Rildo, Rideci, Rosinaldo, Rosangela e Reinaldo; e com os inspiradores rebentos Farias: Ranieri,
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Abstract

Starting from a mathematical derivation of the Bose—Hubbard Model (BHM) we analyze
the developing of bipartite and multipartite entanglement through the Mott insulator—superfluid
quantum phase transition, among the modes of an optical lattice to the simplest situations of two,
three and four atoms (V) deposited in such optical lattice with equal number of sites (M), where
a filling factor v = N/M = 1 per lattice site is considered. We present an investigation about
the controlled dynamic of a Bose-Einstein condensate in a double well driven by an external time
dependent potential. Beyond we present some preliminar notes on codifications and quantum

operations in cold controlled collisions among atoms in multiples wells.
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Resumo

Partindo de uma derivacao matematica do modelo de Bose-Hubbard, desenvolvemos os calculos
para o emaranhamento bi e multipartido, através da transicao Isolante de Mott—superfluida, entre
os modos de uma rede 6ptica para as situagoes mais simples de dois, trés e quatro dtomos (V) de-
positados nestas com igual nimero de sitios M, ocasionando um fator de preenchimento v = N/M
unitario. Apresentamos uma investigacao sobre o controle da dindmica de um condensado de Bose-
Einstein aprisionado em um poco duplo através da acao de um potencial externo dependente do
tempo. Apresentamos também uma investigacao preliminar de codificacao e operacoes quanticas

embasadas em colisdes controladas entre atomos em multiplos pogos.
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Apresentacao

Para o conforto de ambos os leitores, iniciantes e iniciados, procurei escrever esta tese contem-
plando duas partes. A primeira delas, que resolvi denominar simplesmente de Fundamentagoes, é
preambular e aborda tanto pontos histéricos como também outros conceitos que serao utilizados
ao longo de todo o texto. Ela estd toda compreendida no primeiro capitulo e aborda quase que
totalmente de maneira qualitativa conceitos desde o resfriamento atomico até as transicoes de

fase, formando assim as vertentes que sustentarao os demais capitulos.

A partir do segundo capitulo apresentaremos a derivagdo dos modelos fisicos que explo-
raremos. Mostraremos os elementos gerais da obtencao partindo de suas fundamentagoes e,
quando necessario, algumas peculiaridades destas. Em sua grande parte, a andlise destes ini-

ciada a partir do Capitulo 3 forma o corpo da originalidade desta tese.

No terceiro capitulo analisaremos o emaranhamento através dos cédlculos da entropia linear
reduzida a um sitio e da negatividade para os modelos derivados no Capitulo 2. Neste falaremos
da distribuicao do emaranhamento multipartido e bipartido em tais sistemas, o que originou a
primeira publicacao desta tese. Faremos uma relacao da evolucao das duas medidas citadas para
o emaranhamento em fun¢do de um parametro perturbativo e mostraremos uma relacao delas
com a transigao de fase quantica presente nos modelos de Bose-Hubbard (BHM) e de graficos

completamente conectados (GCC).

Ja no quarto capitulo realizaremos a abordagem introdutéria para a consolidagao de um
algoritmo para computacao quantica que sera apresentado no Capitulo 5. Falaremos da dinamica

e do controle das populacoes de um condensado de Bose-Einstein em pocgo duplo através de um

XV



xvi CONTEUDO

potencial externo dependente do tempo. A partir destes dois iltimos capitulos hd uma discussao
estendida e detalhada sobre alguns resultados que serao submetidos para publicagao brevemente.

No quinto e tltimo capitulo mostramos uma aplicacao do modelo estendido de Bose-Hubbard
(EBHM). Nele ha os detalhes de uma derivacdo que culmina com o desenvolvimento de duas
portas légicas quanticas denominadas porta de fase e controlled not.

Os Apéndices, que naturalmente se encontram no final do corpo da tese, foram desenvolvidos
para um maior conforto e melhor compreensao deste texto. Neles apresentamos tanto tépicos de
uma relativa simplicidade até outros que exigem um pouco mais de maturidade do leitor. No
entanto, o intuito é sempre o do esclarecimento das ideias apresentadas durante o texto da tese,
mas que se mostrariam demasiadamente longas ou mesmo prolixas para a oportunidade.

Alguns tépicos complementares da derivacao dos modelos desenvolvidos no segundo capitulo
sao apresentados no Apéndice A. J4 o apéndice B traz a verificagdo da equacao obtida para o
operador densidade reduzido para o modelo GCC. Esta se constitui numa generalizagao para o
calculo da entropia linear reduzida a um sitio.

O dltimo apéndice aborda em linhas gerais os elementos do desenvolvimento da equacao de
Gross-Pitaeviskii utilizada no quarto capitulo como ferramenta para a descricao semiclédssica da

dinamica populacional 14 discutida.



Introducao

Certamente os registros mais antigos sobre o inicio do processo de contagem evidenciam uma
das maiores descobertas da humanidade. Desde registros egipicios, babilonicos, gregos, indianos,
arabes, dentre muitos outros, é extasiante observar a evolucao dessas ideias até os dias atuais em
diversos problemas que requerem cada vez mais técnicas apuradas e melhores desenvolturas nas

suas solucoes.

Inicialmente utilizando pedras, marcas em ossos, na argila ou mesmo na areia, a humanidade
sempre percebeu a beleza matematica resolvendo problemas praticos cujas solugoes algumas vezes
se mostravam como um entretenimento, e, em outras, significava a sobrevivéncia de todo um povo.
Foi se mostrando como solucao eficaz para muitos dos nossos problemas que todo esse processo
se incorporou aos povos e as suas culturas. Assim nascia aquela que se revelaria uma das mais

fundamentais das ciéncias.

No contexto dos avagos trazidos pela matematica fomos capazes de perceber que poderiamos
mecanizar a nossa maneira de calcular. O ganho e a agilidade que essas ideais poderiam trazer
era tao grande que muitos pensadores sonharam em desenvolver aparatos que pudessem torna-
las factiveis. Porém, muitos encontraram entraves nas limitacoes tecnolégicas existentes em suas
épocas. Isso, que impossibilitou a maioria daqueles sonhos, ainda assim nao fez a humanidade

desistir da sua busca.
Muito tempo depois, ja no inicio do século XX, presenciamos o nascimento da mecanica
quantica: uma teoria que aos poucos foi se mostrando promissora em resolver muitos problemas

praticos. Foi ela quem possibilitou, por exemplo, a compreensao dos fendomenos que levaram a
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invengao do transistor e ao grande desenvolvimento da industria eletronica: entravamos na era dos
computadores. E, a mesma mecéanica quantica que nos possibilitou avangos como os da eletronica,
ainda trouxe outras compreensoes para a criagao de algoritmos quanticos. Hoje percebemos que
estes podem nos auxiliar a resolver problemas computacionais anteriormente pouco trataveis.

Com o desenvolvimento dos lasers nas tltimas décadas e a utilizagao de muitos outros recursos
como os condensados de Bose-Einstein, fons aprisionados, dtomos artificiais e diversos outros
sistemas que consideram a interacdo entre a luz e a matéria, percebemos que estamos diante de
uma nova revolucao na nossa maneira de calcular. Todos esses conhecimentos, que em sua maioria
foram possibilitados pela mecanica quantica, parecem nos colocar diante de uma nova revolugao:
o inicio da realizagdo pratica da ideias que podem nos levar aos tao sonhados computadores
embasados em algoritmos quénticos.

E neste cendrio que presenciamos espaco para fenémenos que antes desconheciamos que es-
tivessem tao intimamente relacionados. O tratamento de elementos da teoria dos numeros, as
transicoes de fases cldssicas e quanticas, o emaranhamento em sistemas bioldgicos e outros sis-
temas que vem ganhando uma nova interpretacao vém nos mostrando muito do que a nossa
percepcao até entao ignorava: as relagoes sutis entre as propriedades do mundo microscopico e a
do mundo da nossa escala cotidiana.

Assim, quando verificamos os saltos que essa teoria quantica nos possibilitou, percebemos
que podemos utilizar as diversas vertentes do nosso conhecimento para resolvermos problemas e
alcancarmos avancgos antes pouco sonhados. E observando todo esse desenvolvimento ao longo de
milhares de anos que certamente ha algo a reconhecer: jamais poderemos desprezar a capacidade
de inventividade do ser humano.

Neste pequeno trabalho, utilizando as propriedades de um sistema quantico que também trata
da interacao entre a luz e a matéria, vamos tentar por um pouco de contribuicao a viabilidade
de uma codificagdo em computagdo quantica. Vamos verificar que nele também estd presente o
emaranhamento e a sua relagdo com uma transicao de fase quantica bem particular. Aqui também

temos mais uma dentre muitas outras propostas ja feitas para portas légicas quanticas.



Capitulo 1

Fundamentacoes

1.1 O resfriamento atomico

Desde os primeiros trabalhos experimentais sobre o resfriamento atéomico que se confirmou a
posicao destacada da interacao eletromagnética, o que consolidou a importancia desta também
para a fisica de baixas energias. Verificou-se que tal interacao esta na base nao apenas de alguns
processos como os de coesao dos atomos nas moléculas, mas também se encontra no amago
dos processos de emissao e absorcao da luz. Assim, tornou-se evidente a necessidade do completo
conhecimento desta para o estudo do resfriamento dos sistemas atomicos. Com isto explica-se, por
exemplo, a sua atuacao em relagao aos graus de liberdade externos dos atomos, exemplificados
pela posicao e pelo momento linear do centro de massa; bem como dos internos, tais como a
configuracao e a polarizacao dos spins [2-7].

A manipulagdo dos referidos graus internos mostrou-se possivel através do bombeamento
optico, que se utiliza da troca do momento angular entre os dtomos e a luz circularmente po-
larizada com o intuito de se provocar alteracoes no estado de spin dos dtomos. Ja a manipulagao
dos graus externos se utiliza de forcas radiativas provenientes da troca de momento linear entre

a luz e os atomos [2-7].

Na formulacao das tais manipulacoes se observou a existéncia de duas categorias de efeitos

conhecidos como dissipativos e reativos. A partir de entao utilizou-se tal terminologia para se

3



4 CAPITULO 1. FUNDAMENTACOES

explicar, por exemplo, o resfriamento de um meio atomico cuja frequéncia de ressonancia poderia
ser ou nao sintonizada aquela proveniente de um laser; criando, assim, o mecanismo que suportou
esta primeira técnica denominada resfriamento Doppler!.

Nao demorou muito para perceber-se que o mecanismo por ora comentado possuia um limite.
A prépria radiacdo utilizada para se ‘frear’ os dtomos de uma amostra como se estes se movi-
mentassem num meio viscoso desempenha um fator limitante. Esta era a principal responsavel,
proximo ao limite Doppler de resfriamento, pelas causas perturbativas de aquecimento de uma
amostra ocasionado pela troca de momento entre os fétons do laser e os atomos desta [8]. Para os
atomos de sddio, por exemplo, tal limite foi previsto e confirmado no valor aproximado de 240u K.
Valores diferentes foram obtidos para diversos outros elementos, porém quase na mesma ordem
de grandeza de centenas de microkelvins [5, 8].

Neste regime do limite Doppler de temperatura, ao se utilizar a aproximacao da medida da
extensao espacial do pacote de onda através do comprimento de onda térmico de de Broglie,
percebe-se que este ainda é muito pequeno. Utilizando-se a relacao A\gp = 27wh/\2M~kpT é
possivel estima-lo na ordem de 10nm, lembrando-se que tal valor depende da espécie atomica em
questao.

A luz da verdade trouxe as técnicas de resfriamento a laser outros efeitos até entao ignorados.
A consideragao dos varios niveis de energia de um atomo poderia, por exemplo, melhorar o
processo de resfriamento através de uma regra de selecdo do momentum angular, fazendo uso,
portanto, dos graus internos de liberdade. Assim, as discussoes entao correntes mostraram que
tal limite de resfriamento poderia ainda ser incrementado. Ou seja, ainda era possivel dissipar
energia cinética dos dtomos constituintes de uma amostra e, consequentemente, aprisiond-los em
potenciais menores que os até entao obtidos. Portanto, tal relacdo nos mostra que acima ou
préximo a temperatura limite Doppler, o comprimento de onda de de Broglie ainda é, no minimo,

uma ou duas ordens de magnitude menor que um comprimento de onda éptico. Isso evidencia

'Uma maneira simplificada de se compreender tal técnica é partir da consideracio de um sistema de dois
niveis e considerar um campo externo, ambos com frequéncias, de transi¢do e de oscilagao, respectivamente, bem
determinadas. Esse é um assunto de relativa simplicidade porém muito rico para a compreensao dos mecanismos de
resfriamento. Discussoes bem elaboradas podem ser encontradas nas obras de P. Meystre [5] e Scully e Zubairy [6].
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que sua dinamica ainda é bem descrita em termos da 6ptica geométrica. Porém, para se alcancar
o regime da éptica ondulatoéria, é necessario ainda resfriar uma certa amostra abaixo do limite
Doppler.

A elaboragao desenvolvida por C. Cohen-Tannoudji e colaboradores [7,8] e a sua consequente
observagao por D. W. Phillips e colaboradores [4] do primeiro mecanismo eficaz para esta finalidade
ficou conhecido como resfriamento por gradiente de polarizagao, ou resfriamento Sisyphus a campo
fraco.

Na sua forma mais simples, o resfriamento por gradiente de polarizacao resulta do movimento
de um atomo com dois estados fundamentais degenerados associados a dois potenciais 6pticos fora
de fase. Sob condicoes apropriadas, o atomo preferencialmente salta através de um bombeamento
optico de um para o outro estado fundamental quando ele se encontra préximo ao maximo do
potencial inicial e, portanto, no minimo do potencial final. Como resultado, o dtomo em geral
move-se “ladeira acima”, e perde energia cinética no processo?.

Na verdade, qualquer mecanismo de resfriamento deve contar com alguma forma de dissipagao
de energia. No presente caso, como em muitas situacoes de resfriamento a laser, esta dissipagao
é sustentada pela emissao espontanea. Portanto, todo o processo resulta de uma transicao vir-
tual para a variedade dos estados excitados, seguida por transigoes estimuladas para o estado
fundamental, o que pode, obviamente, levar os atomos a decairem espontaneamente para esse
estado.

Foi na tentativa de se continuar utilizando os métodos a laser para resfriamento que se des-
cobriu uma limitacdo dos mesmos. E, em contraste aos métodos de resfriamento citados até
o momento, o resfriamento evaporativo surgiu como decorrente de um efeito bastante simples.
A ideia para o seu mecanismo é semelhante aquela que leva, por exemplo, ao resfriamento do
conteido de uma xicara de café. Com o passar do tempo este esfria assim que as moléculas mais

energéticas escapam da xicara e as restantes alcangam novamente o equilibrio térmico, baixando

2Esta denominacéo estd embasada na personagem mitolégica grega Sisyphus condenada por Zeus a rolar uma
pedra eternamente, em Hades (o inferno), colina acima, por ter delatado o sequestro de Egina, filha de Asopo, pelo
prépio Zeus.
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sua temperatura; refletindo uma consequéncia direta dos atomos ou mesmo das moléculas que
possuem uma energia ligeiramente superior a energia térmica média. O resfriamento evaporativo
de amostras atomicas funciona exatamente da mesma forma, exceto pelo fato de que a temperatura
e a densidade das amostras nesse caso sao muito diferentes das usuais, ou seja, sdo muito pequenas.
A primeira proposta para tal técnica surgiu no trabalho de Hijmans [9] e sua demonstracao
experimental foi realizada com atomo de hidrogénio spin-polarizados.

A obtencado de um resfriamento eficiente por esta técnica exige que o limite superior da dis-
tribuicao correspondente a altas energias da distribuicao térmica dos dtomos deve ser constan-
temente repopulada por colisoes, de forma que uma distribuicao de equilibrio possa ser mantida
e o processo de resfriamento sustentado. Portanto, uma condicao salutar para o resfriamento
evaporativo é que a amostra tenha uma densidade suficientemente baixa de forma que as colises
se tornem raras e tenhamos também um concomitante tempo longo para um novo alcance do

equilibrio térmico.

1.2 A utilizacao dos condensados de Bose-Einstein

Sabe-se que o trabalho de S. N. Bose realizado em 1925 e referendado por A. Einstein precisou
de mais de 70 anos para a sua confirmacao experimental. Esta, ocorrida apenas em 1995 e em
dois experimentos independentes, que culminou com o prémio Nobel de Fisica em 2000, demorou
por diversos fatores. A principal limitacao foi tecnoldgica e se deu pelo nao desenvolvimento até
entao das técnicas de resfriamento brevemente comentadas na se¢ao anterior. Desde entao, dentro
desta nova fronteira da Fisica, abriu-se um grande ntimero de possibilidades de experimentos que
vao das transigoes quanticas de fases até protocolos de computacao quantica passando pelas mais
diversas vertentes e aplicacoes cientificas.

Um fato interessante destaca-se por um total desconhecimento de Bose a respeito das es-
tatisticas quanticas, cujo desenvolvimentos ocorreram apenas alguns anos mais tarde. Desde
entdo percebe-se quao visiondrio foi o trabalho recheado pela forte intuicao de Bose.

Mesmo com tais desenvolvimentos, uma compreensao mais apurada do fenomeno da con-
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densacao de Bose-Einstein hoje torna-se mais evidente através do embasamento na Fisica Es-
tatistica. Portanto, procurarei fundamentar esta Secao no capitulo destinado & condensacgao de
Bose-Einstein desenvolvida na referéncia [10]. Considero ainda igualmente importantes os traba-
lhos de Courteille e colaboradores [11] e indispenséveis as leituras das referéncias [12-14].

Hoje sabemos que as propriedades de um géas ideal de bésons podem ser obtidas por meio de
uma grande funcao de particdo dependente da temperatura, do volume e do potencial quimico na

qual realizamos uma soma sobre todos os estados de particula tnica
InE(T,V,p) = =Y In{l— e P} (1.1)
J

A partir de tal relacdo podemos determinar, no limite termodindmeco, grandezas como a pressao

vV—00

1
p(T, ) = —kpgT lim VlnE(T,V,u), (1.2)

determinada em func¢ao da temperatura e do potencial quimico, bem como para o valor esperado

do numero de ocupagoes dos orbitais

1

(i) = e 1

o nimero termodinamico de particulas

N:Z<Hj> :Zeﬂ(ejlu)_l (1.4)

J

e a energia interna do sistema

U:ZEj (n;) :Zea(e;ii)_l' (1.5)

J J

Durante tais derivacoes é notdrio que tais grandezas s6 fazem sentido para um potencial quimico
estritamente negativo.

No limite classico de altas temperaturas observamos que o potencial quimico é negativo, u < 0.

Ja no contexto quantico, com o numero de particulas fixo, & medida que a temperatura diminui o

potencial quimico aumenta e pode eventualmente se anular, dando origem a um fenémeno peculiar,
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denominado condensacao de Bose-Einstein, que mantém certo paralelismo com a transigao de
superfluidez no hélio liquido e com a condensacao do pares de Cooper na agora centenaria teoria
BCS da supercondutividade.

A partir do niimero termodinamico de particulas é possivel obtermos o potencial quimico u
em termos da temperatura e da densidade p = N/V, embora nao seja possivel escrevermos uma
expressao analitica para ele. No entanto, no limite cldssico, que funciona para altas temperaturas,

é relativamente facil mostrarmos que

/2
oo (2 NY_3
T In [7 (ka +In v 2ln(T), (1.6)

na qual v = 25 4+ 1 é a multiplicidade do spin. Portanto, para densidades fixas e temperaturas

suficientemente altas, o potencial quimico é negativo. Recorrendo a métodos numeéricos, para
um determinado valor de densidade, podemos obter as trés curvas esbogadas na figura (1.1a)
representando o potencial quimico contra a temperatura no caso de férmions (curva azul), bésons
(curva vermelha) e particulas cldssicas livres (curva preta). Para altas temperaturas, as trés
curvas sio idénticas. A medida que a temperatura diminui, o potencial quimico dos férmions
(ou das particulas classicas) pode-se tornar positivo, mas o potencial quimico dos bdsons atinge
o limite 4 — 0_, numa determinada temperatura Ty e ‘gruda’ no valor u = 0 para qualquer T’
inferior ou igual a Ty, T < Tp.

Determinamos o valor da temperatura Ty tomando g = 0 na equagdo para o nimero ter-

modinamico de particula e utilizando o espectro de energia usual de particulas livres

h?K?
ej = 6/%’,0’ = —

(1.7)

om’

e, notando que a soma pode ser transformada numa integral convergente no limite termodinamico,

1 /2m\*? [ 3/24e
N=qv— (2 Lo 1.
ﬂ%ﬁ(#) A ePoc — 1’ (18)

que nos fornece a temperatura de Bose-Einstein

temos

T K2 472

2/ 2/3
"= 2 [vr <3/2><<3/2>} (NJVYTE. (19)
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w/ kT

\ Nyo/ N

Figura 1.1: (a) Comportamento do potencial quimico em fun¢io da temperatura, a uma densidade fixa, para as
diferentes estatisticas. Observe que a linha cheia indica o limite classico e a temperatura Tp sinaliza a condensagao de
Bose-Einstein. (b) A fracao de particulas condensadas em fungao da temperatura ao longo da regido de coexisténcia
(uw=0,com T < Tp).

Abaixo de T o gés de bdsons livre apresenta caracteristicas bastante peculiares, que foram histori-
camente associadas ao comportamento superfluido do hélio liquido, embora seja pouco razoavel
desprezar as interagoes entre particulas num sistema denso e fortemente interagente como tal.
Em 1995, Ketterle e Cornell, independetemente, conduziram experimentos que detectaram a exis-
téncia de um condensado de Bose-Einstein num gds diluido de atomos de rubidio confinados
magneticamente e resfriados por evaporagao abaixo da temperatura de 170nK [13,14]. Um sis-
tema diluido desse tipo estd mais préximo de um gas de bésons livres do que o hélio superfluido

ou dos supercondutores metalicos [15].

Podemos obter a ordem de grandeza da temperatura de Bose-Einstein por meio de uma ar-
gumentagao puramente qualitativa. Vamos supor que ¢y =~ kpTj seja a energia de ponto zero
para localizar uma particula numa regiao de volume V/N, com dimensao tipica Az =~ (V/N )1/ 3,
Como AzAp ~ h, devemos ter Ap = hi(V/N)~Y/3. Escrevendo a energia de ponto zero na

forma ey ~ kpTH ~ (1/2m)(Ap)?, temos Ty ~ (h?/2mkp)(N/V)?/3, que tem a mesma ordem de
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grandeza da temperatura de Bose-Einstein dada pela equagao (1.9).

Voltando a expressao para o nimero de particulas, escrevemos
N 1 =z 1 1
—=|= — _ 1.10
Vv {Vz—l]—i_vj%gz_leﬁﬁj—l (1.10)

Observamos que em tal expressio, o limite z = e®# — 1 deve ser tomado no limite termodinamico,

V — oo. Escrevemos entdao, com a razao N/V fixa e T < Ty, no limite p — 0 e V — oo,
(1/V)(z/z —1) — Ny/V, na qual Ny/V é a densidade de particulas no estado com energia nula,

ou seja, no condensado de Bose-Einstein, e
1 1 1 (2m\*? [~ /2de N
727'_)77 2m / !:7@’ (1.11)
V < « 2z 1leBe — 1 472 \ h? o efe—1 %
na qual N./V é a densidade de particulas nos estados excitados. Portanto,
N = Ny + N.. (1.12)
Como a equagao (1.8) fixa o nimero total de particulas, também podemos escrever
N 1 /2m\3/2 oo (/24
N_, L (3 / ¢ de (1.13)
%4 472 \ h2 o ePoe—1
na qual Gy é o inverso da temperatura de Bose-Einstein. Isso nos fornece a relagao

No=N [1 — (To)

Na figura (1.1b) representamos Nyp/N contra a temperatura 7', ao longo da regiao de coexis-

(1.14)

téncia entre um condensado macroscépico e os estados excitados (isto é, para p =0, com T' < Ty,
num diagrama de fase de p contra T'). Deve-se notar que Ny — N para T" — Tj. Nas vizinhangas

de T ainda podemos escrever

No 3Ty—T

N 5T (1.15)

Uma abordagem mais sofisticada para o gas de bdsons indica que (No/N )1/ 2 ¢ proporcional

ao moédulo do ‘parametro de ordem’ da transicao: anula-se para 1T > Tj e comporta-se, para
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Figura 1.2: (a) Representagio de um esquema do diagrama de fases de um fluido simples, nas vizinhangas do ponto
critico, em termos do potencial quimico e da temperatura. Observe que a linha cheia é uma curva de coexisténcia
de duas fases distintas que se tornam idénticas no ponto critico. Em (b) representamos o mesmo tipo de diagrama

para um gas de bdsons livres.

T — Ty-, de acordo com a lei assintética (T — T)ﬁ , com o expoente critico § = 1/2, que é um
comportamento caracteristico das transicoes de fases de segunda ordem na aproximagao de campo
médio. No entanto, a temperatura T depende da densidade e nao define um ponto critico usual,
como no caso do ponto critico da transicao liquido gas. No diagrama de fases, em termos de p e
T, ha uma linha de coexisténcia (ou seja, de transi¢oes de primeira ordem) entre o condensado
de Bose-Einstein e os estados excitados, ao longo do eixo p = 0, até a temperatura Ty, de acordo

com a figura (1.2).

Essa linha de transicoes de primeira ordem, no entanto, ndo pode ser cruzada, pois o gas de
bésons livres nao tem sentido fisico para p > 0. Vale a pena também enfatizar que a condensagao
de Bose-Einstein, ao contrario da condensacao usual de um fluido no espago real, representa uma
condensacao de particulas no espago de momentos (pois ocorre uma ocupagao macroscépica dos

estados de particula inica com momento nulo).
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Hoje, dentro de um contexto acalorado por diversas propostas, tem-se mostrado varios exem-
plos eficazes para a obtencao de codificagao de computacao quantica. Isto abre portas também
para a utilizagao dos condensados de Bose-Einstein, como proposto por Jaksch e colaboradores
[16,17], na elegante discussao sobre a utilizagao de condensados em redes épticas. Citamos ainda
os trabalhos de Anderlini e colaboradores [18] como proposta real e promissora, que se destaca
no que hoje observamos no amago das aplicagoes dos tais condensados.

Consolida-se a cada dia, em virtude de novos experimentos com atomos ultrarresfriados, a
ideia de que estamos no inicio de uma era de transformacoes cientificas com grandes consequéncias
tecnolégicas. Em breve possivelmente isto representard transformagoes até mesmo superiores a
que foi o transistor em meados do século passado, ocasionando grandes revolugoes num breve

futuro.

1.3 As potencialidades das redes opticas

Em 1928 o fisico sui¢o Felix Bloch publicou um trabalho pioneiro no qual ele apresentou
um formalismo embasado no movimento dos elétrons sobre uma rede metalica perfeita [19-22].
Esta consistia de um potencial periddico uni-dimensional e com uma energia cinética muito maior
que a energia dos movimentos eletronicos através do metal. Esse método empregado por Bloch
ficou conhecido como tight binding, e através dele Bloch resolveu a equacao de Schrodinger por
intermédio da analise de Fourier e da teoria de grupos [19-22].

Bloch demonstrou que a fungao de onda do elétron em um autoestado de energia de uma rede
periddica perfeita é, na forma tridimensional, fornecida pela fungao de Bloch ¢ (7) = eiE‘Fu(F), na
qual u(7+ @) = u(7); @ é o perfodo da rede; k é o ‘vetor de onda do cristal’ e 7 é a coordenada do
elétron. Essa foi a mesma ideia que fundamentou o conceito das redes 6pticas aqui comentadas e
que hoje é largamente utilizada em diversos experimentos em fisica.

Ja para estendermos este conceito para as redes Opticas, lembremos que nos cursos de Fisica
Basica, através do principio de superposicdo, aprendemos que uma combinacado linear qualquer

de ondas num determinado meio também é uma onda possivel nesse meio. Como exemplo, con-
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sideremos a superposicao de duas ondas progressivas harmoénicas de mesma frequéncia que se
propagam em sentidos opostos, que é justamente a ideia apresentada para a reproducao ex-
perimental de uma rede 6ptica, na qual um aparato bastante simples pode ser pensado como
um feixe de laser refletido sobre ele mesmo. Portanto, para duas equacoes de onda dadas por
yi(x,t) = Acos(kx — wt) e ya(x,t) = Acos(kx + wt), sabemos que a resultante da soma desses
dois feixes nos fornecem y = y; + yo = Alcos (kx — wt) + cos (kx + wt)] = 2Acos (kx) cos (wt).
Observemos que o resultado expresso por y(x,t) = 2Acos(kx)cos(wt) nao representa a propagacao
de um sinal, pois ele se constitui do produto entre duas func¢oes, uma dependente do tempo e a
outra da posicao. Neste caso, a forma do feixe permanece sempre a mesma com mudancgas apenas
na sua amplitude e no seu sinal, caracterizando uma onda estaciondria.

A obtencao experimental dessa condicao acima é realizada através de um feixe de laser refletido
sobre si mesmo, o que se constitui no que denominamos uma rede optica. Estas sao consideradas
como um ambiente muito interessante para a realizagdo de diversos experimentos em Fisica por
se mostrarem como ‘cristais de luz’ livres de imperfeicoes. Ainda assim, é necessaria a introducao
de uma componente magnética para o completo aprisionamento de uma amostra atéomica. No
entanto, a estrutura da rede déptica depende tao pura e simplesmente do feixe de laser [23,24].

H&a ainda que se comentar sobre possiveis ‘imperfeicoes’ na rede ocasionando uma quebra
de simetria translacional devida ao termo magnético. Uma interpretacao possivel pode ser de-
senvolvida de maneira andloga a apresentada por Andreev e Lifshitz em 1969 [25]. Neste, um
tratamento que prevé tais imperfeicoes é desenvolvido no ambiente de uma rede cristalina. Tal
trabalho tornou-se notavel pela época de sua publicagao, bem antes da grande ‘explosao’ do po-
tencial das redes 6pticas corroborada pelos experimentos que poderiam ser desenvolvidos a partir

delas.

1.4 As transicoes de fase

Embora seja vasta a producao bibliografica fundamentada nos fenomenos de transigoes de

fases, sejam estas classicas ou quanticas, € interessante discorrer sobre alguns pontos histéricos e
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técnicos para familiarizar o leitor com um dos problemas abordados por este texto. Um ensaio
esclarecedor sobre as transicoes de fase e que discorre sobre diversos exemplos interessantes é

realizado na referéncia [26], na qual procurei embasar esta discussao.

Sabemos que em Fisica faz-se referéncia a uma transicao de fase quando se observa uma mu-
danca abrupta nas propriedades de um certo sistema para um conjunto bem definido de varidveis
de estado. E como tais mudancas podem ocorrer num niimero muito grande em concordancia com
a variacao das mais diversas varidaveis ou modelos, ndao demorou para naturalmente surgir uma
necessidade de classificacao dessas transicoes. A primeira tentativa neste sentido foi realizada por
Ehrenfest, que as agrupou embasado no grau de nao-analiticidade envolvido da energia livre [26].
Assim, as transicoes foram classificadas sob este esquema. Ou seja, as transicoes sao de primeira
ordem quando envolvem uma mudanca descontinua na densidade, que é a primeira derivada da
energia livre em relagdo ao potencial quimico. Ja as transicoes de segunda ordem apresentam
uma descontinuidade na segunda derivada da energia livre. No entanto, por nao contemplar os
casos nos quais a derivada da energia livre diverge, que se mostra possivel apenas no limite ter-
modinamico, tal elaboracao nao se mostrou eficaz. Por exemplo, na transicao ferromagnética
a capacidade térmica diverge a infinito [26]. Surgiu entdo uma elaboracdo moderna de classi-
ficacao das transicoes de fase agrupando-lhes em duas grandes categorias similares ao esquema de

Ehrenfest.

A primeira classe de transicoes de fases envolve um calor latente. Durante tais transicbes um
sistema absorve ou emite uma quantidade fixa e tipicamente grande de energia. Como a energia
nao pode ser instantaneamente transferida entre o sistema e a sua vizinhaca, as transicoes de
fase de primeira ordem estao associadas com regimes de ‘fase mista’ nos quais algumas partes do
sistema ja completaram a transicao enquanto outras ainda nao. Estes sao sistemas muito dificeis
de serem estudados. Contudo, muitas transigoes de fase estao nessa categoria, incluindo a prépria

condensacao de Bose-Einstein.

A segunda classe de transicao é a de fases continuas, também chamadas de transicoes de se-

gunda ordem. A esta nao estd associada um calor latente. Exemplos de transicoes desta categoria
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sao as ferromagnéticas e as superfluidas. Ha outras transicoes de fases infinitas costumeiramente
denominadas continuas. Dentre estas encontra-se a transi¢do denominada BKT (Berezinskii-
Kosterlitz-Thouless), para a qual encontramos uma manifestacdo que discutiremos no terceiro
capitulo deste texto.

Porém, um aspecto salutar para a discussao que ora se desenvolve estd relacionada em fungao
de qual parametro uma transicao de fase ocorre. Dentro desse estudo classificamos uma transicao
como clédssica quando ela é movida pelo efeito térmico e portanto caracterizada por uma tem-
peratura de transicao denominada temperatura critica. Com esta observagao procura-se descre-
ver o comportamento singular das grandezas fisicas de um sistema através de comportamentos
assintéticos em fungdo de uma varidvel térmica [27].

Para uma transicao de fase quantica, tais descrigdes sao caracterizadas pela variacao de um
parametro nao térmico. Este pode ser um campo magnético, um potencial quimico ou outro
parametro que se mostre conveniente. Disto conclui-se que tais transi¢oes necessariamente ocor-
rem a temperatura efetivamente nula [27,28]. Dentro deste contexto, ha a viabilidade de se
detectar uma transicao de fase quantica através de flutuacoes quanticas, por exemplo, do niimero
total N de particulas. Para isso, é necessirio que calculemos AN? =< N2 > — < N >2, que na-
turalmente serd fungdo de um parametro nao térmico que poderemos variar para determinarmos
tal transicao. Reservamos os detalhes dessa discussao para uma apresentacao mais apurada no

terceiro capitulo deste texto.

1.5 Um recurso para computacao quantica

Observamos que a definicao de emaranhamento estd embasada no tipo de estado que se utiliza
para uma medida. Dizemos que um estado puro é emaranhado ou nao local se, e somente se,
seu estado vetorial nao pode ser expresso como um produto de estados puros de suas partes.
Observe que a partir desta definicio podemos equivalentemente definir quando um estado nao
estd emaranhado.

Dizemos ainda que estados mistos surgem quando uma ou ambas as partes de um estado
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inicialmente puro emaranhado interage com outros graus quanticos de liberdade, resultando numa
evolucao nao unitaria do estado puro em um outro estado.

Do conceito de emaranhamento é possivel, por exemplo, perceber-se as diferengas acentuadas
entre as propriedades do mundo classico daquele regido pelas leis da mecanica quantica. Grosso
modo, dizemos que o emaranhamento é uma forma de medir correlacdes em sistemas quénticos,
0 que o torna um recurso importante cuja medida ou caracterizagao corrobora as propriedades
pelas quais podemos distingui-los dos sistemas cldssicos.

Além das importancias citadas, a utilizacdo do emaranhamento como recurso para a imple-
mentacao de protocolos de informacao quantica estd consolidada. Esta é evidenciada nao apenas
pela quantidade de publicagoes recentes que abrangem assuntos como a codificagao superdensa e o
teleporte quantico [29-31], como também por outras aplicagoes trazidas ao campo da computacao
quantica com um nimero crescente de exemplos nos ultimos anos.

Uma anélise mais aprofundada sobre os fundamentos da mecéanica quantica nos mostra que o
emaranhamento estd embasado na propriedade de linearidade da referida teoria. Sabemos entao
que um espago vetorial dotado de uma métrica é o ponto de partida para uma descricao ondu-
latéria da natureza. Consigo, essa descricao traz o principio de superposicao, gragas a linearidade
garantida pelos postulados da mecéanica quantica.

Faremos nesta tese uma descricao dos diversos tipos de emaranhamento presentes no modelo
de Bose-Hubbard, que desenvolveremos a partir do préximo capitulo e que terd uma continuidade

no terceiro capitulo deste texto.



Capitulo 2

A derivacao dos modelos

A descricao apresentada neste capitulo sobre a obtencdo dos modelos a serem explorados
estd embasada em sua quase totalidade nos trabalhos seminais de F. Haldane [32] e M. Fisher
e colaboradores [33]. Juntas elas fornecem um tratamento rigoroso e bastante completo, além
de desenvolverem algumas aplicagoes interessantes para a compreensao dos sistemas de atomos
frios abordados por diversos autores na vasta literatura sobre o assunto. E, embora seja salutar a
busca de fontes complementares durante uma pesquisa, é saudavel que o leitor interessado nesses
sistemas comece explorando tais referéncias.

Outro trabalho relevante e que traz uma abordagem detalhada sobre o desenvolvimento e a
obtencao dos operadores hamiltonianos bastante utilizado neste texto foi realizado por B. Robert-
son [34]. Nele hd um tratamento didatico e introdutério a andlise das referéncias [16] e [17], ambas
capitaneadas por D. Jaksch, e recheadas de aplicacdes muito interessantes aos sistemas bosonicos
de atomos frios.

Portanto, iniciamos esta discussao argumentado que uma descricao fiel de um sistema de
atomos aprisionados num potencial periédico, como o de uma rede éptica, deve obviamente con-
siderar as diversas interagoes presentes entre os a&tomos e o campo de aprisionamento. Neste caso,
comegaremos com a derivagao de um modelo que considere em primeira ordem as interagoes de
colisdao entre os atomos presentes em um mesmo sitio da rede. Estas sdo conhecidas como autoco-

lisoes. Além dessas, consideramos ainda as colisoes entre os bésons localizados em sitios distintos

17
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e a estas denominaremos colisdes cruzadas.

Um outro termo de relevancia salutar que observamos surgir em nossos calculos é o de ‘tunela-
mento’, comumente denominado hopping', correspondente ao ‘salto’ de bésons de um sitio para
outro, contiguo ou nao. Nesse mesmo hamiltoniano verificaremos a presenca de um termo cor-
respondente ao aprisionamento por um campo magnético responsavel pela quebra da simetria
translacional do que definimos por rede 6ptica, cuja consideracao foi comentada na Segao 1.3.

Dentre os modelos explorados nesta tese ha um experimentalmente pouco factivel que con-
sidera o hopping entre quaisquer sitios. Este é conhecido como grafico completamente conectado
(GCC), cuja representagao é ilustrada na figura (2.1a). E, embora sejamos levados a ideia de que
as interagoes ocorram num plano, é oportuno enfatizar que esse modelo recupera os resultados
obtidos através de uma teoria de campo médio, pois ele considera infinitas interagoes no limite
de um sistema como muitos bésons e sitios. Este é um modelo que recentemente despertou o
interesse de alguns grupos de pesquisa, como pode ser verificado nas publicagoes [35-37].

Em seguida apresentaremos o modelo estendido de Bose-Hubbard, que ainda considera as co-
lisoes cruzadas. Estas introduzem peculiaridades na dinamica colisional deste sistema em virtude
da superposicao das funcgoes de onda de particula unica responsavel pela descricao matematica
da distribuicao espacial dos bésons. Este modelo, embora sem fenomenologia consolidada, possui
um rico diagrama de fases extensamente discutido nas referéncias [38-42].

Apés essas obtengoes faremos uma particularizacao para o modelo de Bose-Hubbard, cujas
interacgoes de colisao cruzada sao desprezadas, permanecendo apenas os termos de ‘tunelamento’
e de autocolisdo. Esses dois outros modelos estao esquematizados nas figuras (2.1b-c).

E imprescindivel ainda lembrar que o modelo mais conhecido e consagrado experimentalmente,
simplesmente denominado modelo de Hubbard, foi desenvolvido para sistemas fermionicos e des-
creve com eficdcia o movimento dos elétrons em uma rede cristalina [43]. Portanto, o trabalho

de F. Haldane [32] utilizado nos estudos de M. Fisher e colaboradores [33] e D. Jaksch e colabo-

1O termo hopping nédo possui uma traducido consolidada pela comunidade cientifica brasileira. Portanto, quando
necessario, vou utiliza-lo ou tao somente farei referéncia como a transferéncia ou ‘tunelamento’, embora este também
nao possua registro no Vocabuldrio Ortografico da Lingua Portuguesa.



2.1. O OPERADOR HAMILTONIANO 19

S g =07y
) O N0 O O
/ \ § ) {\ 09 0
o o 40 olr5 40 0,
% f h(} {)d AN o Oﬂ
O<—0 S oo’/; ™ eOo A
) (b

~— (}
—~
e
~—

(a

Figura 2.1: (a) GCC, (b) EBHM e (c) BHM. Nas trés figuras as setas claras representam o ‘tunelamento’ (hopping)

e as bolas representam a autocolisdo. Em (b) as setas escuras representam a colisdo cruzada.

radores [16,17], constitui-se numa adaptagdo do modelo fermionico para bésons com spin nulo,
denominado modelo de Bose-Hubbard. Este também apresenta uma vasta gama fenomenolégica
que recentemente veio a luz do conhecimento humano. Tais resultados reveladores de fenomenos

fisicos ricos e de notavel beleza serao oportunamente comentados neste texto.

2.1 O operador hamiltoniano

O ponto de partida para a derivagdo do hamiltoniano de cada um dos modelos que pretendemos
explorar é a consideragao do operador consagrado na literatura que fielmente descreve um sistema,

de muitos corpos

22
H= [ ot (G 0 + Vi) ) wte) + . [ ard 00 Vet ).

m

(2.1)
e que, portanto, faremos uso para a dinamica dos bdsons localizados em um potencial confinador
usualmente harmonico denotado por Vi(r), que no nosso problema de interesse representa o
potencial da rede éptica. Observe que ¥(r) é um operador bosonico de campo para dtomos
em um determinado estado atomico interno e Vp(r) descreve o potencial adicional confinante,
que geralmente é proveniente de um campo magnético. A introducao deste causa uma assimetria
no problema, invalidando a afirmacao sobre as redes 6pticas serem ‘cristais perfeitos de luz’. De
fato, vimos no Capitulo 1 que o potencial periddico formado por elas trazem a possibilidade de

varios estudos e simulagoes em fisica da matéria condensada. De qualquer forma, desenvolveremos
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Figura 2.2: Representacio unidimensional idealizada de uma rede éptica (a) com presenca do campo magnético

combinado com o potencial da rede e, ainda, (b) a consideracao da invariincia translacional sem o campo magnético.

nossos célculos considerando essa tal invaridncia translacional para o problema. Uma abordagem
que envolva o termo Vp(r) s6 é possivel com a utilizacao de outras técnicas mais sofisticadas. Mas,
essa aproximagao nao causa grandes consequéncias para as nossas analises, pois, em sua maioria,
os campos utilizados em experimento de condensacao de Bose-Einstein sao muito pequenos e,
portanto, a deformacao que causam no potencial da rede 6ptica é pequena. Uma ideia da influéncia

da adicao do termo correspondente ao campo magnético é mostrada na figura 2.2.

Nesse mesmo operador ainda observamos a presenca do termo Va(r), que descreve o potencial
de interacdo entre os bdsons que se encontram no mesmo sitio. Este é aproximado por um
potencial de contato?

2
Vol ') = 5 ), (2:2)

no qual as representa o comprimento de espalhamento de onda s, m a massa dos dtomos e 6(r —r’)

¢ a funcao delta de Dirac.

Lembramos que é preciso escrevermos o operador (2.1) em segunda quantizagdo. A expansao
dos operadores de campo 1 (r) depende da escolha de uma base de fungbes, que é conveniente-
mente escolhida como um conjunto completo ortonormal de fungoes de onda de particula tdnica.

Denotaremos tal base por {ux(r)} e, de acordo com essa escolha, as fun¢oes de onda obedecem &

2Nos livros-textos dos cursos fundamentais em Fisica tal potencial é ainda referido como de esfera dura ou mesmo
infinito.
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relacao de ortogonalidade

> up(r)up(r') = 5(r —1'). (2.3)
k

Nesta representagao escreveremos o operador de destruigado bosénico 1 (r) como
w(r) =) aru(r) (2.4)
k
e similarmente o seu adjunto denominado operador de criagao bosonico
_ AT,
) =) afui(r), (2.5)
k
nas quais os operadores @ e G sdo respectivamente escritos como

ap = /uk(r)w(r)d?’r (2.6)

il = / i) (1) dPr. 2.7)
Os operadores (2.6) e (2.7) satisfazem a relagao usual de comutagao bosonica.

Fazemos ainda as consideragoes dos autoestados de energia como fungoes de Bloch. Sabemos
que uma superposicao apropriada destes estados fornece um conjunto de fungoes de Wannier que
estao bem localizadas no sitios da rede [44,45]. Além disso, este desenvolvimento atenta para
o pequeno valor da energia do estado fundamental quando comparada & energia de excitagao
para as bandas superiores. Portanto, expandimos os operadores de campo na base de funcoes de
Wannier e tomamos somente os termos do mais baixo estado vibracional. Dessa forma, separamos

os termos do hamiltoniano em trés modalidades na forma
H - Hc + Ht + Hs, (2-8)

com H, correspondendo a parte cinética, H; ao aprisionamento e H, ao termo colisional.
Essa separacao nos ajuda a realizar uma andlise apurada de cada termo. Isto nos revela a

manifestacao das interacoes envolvidas na dinamica do problema para finalmente escrevermos
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tal operador apropriada e convenientemente em segunda quantizagao. Vamos conduzir esse de-

senvolvimento a partir de agora que, mesmo com alguns detalhes matemadticos, ainda assim se

mostrard em linhas gerais de uma visao interessante. Inicialmente consideramos um potencial de

poco duplo simétrico e em seguida argumentamos a extensao para o potencial de uma rede optica.

Assim, comecemos pela parcela H,. na equacao (2.8), que se escreve como

H, = / &y / Broit (1) <;hzv2> O (r2)8(r1 — 1),

m

que, com a utilizacao da relagao (2.3), escreve-se
3 3,0t 1 s ot *
He = zk: d’ry | d’ratp'(r1) Eveeld Y1 (ra)ug(r1)ug(r2),
para finalmente tomar a forma
3 1 s 3,
He= 3 [ it (5, V) [ Erabienio
que se expressa convenientemente por
2
He=E  afa,
k=1
ou ainda explicitamente referindo-se aos dois modos do potencial
H. = E (ala+b) .
Para o termo H; procedemos de maneira andloga. Neste encontramos
M= [ @b,
que se reescreve como
M, = / i) / By () Vi(ra)d(r2)5(r — 1)

para tomar a forma

Hy = d3r @T(r Yug(r1) d3r Vi(ra)ug(re) d3r 1[1(7“ Yug(ra)uy (rs),
%/11k1/ 212k2/33€2£3

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)
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expressa ainda por

Ho= Y ala / @ rau (ra) Vi (ra)ug(r2),
k,l

que fica explicitamente escrita como

na qual definimos

Vs = [ drai )V (yus(r)

Vo = [ Era o)V (s 0.

Procedendo de maneira analoga encontramos para a terceira parcela, H, a forma

Hs = Z aza;aman/d?’ruZ(T)uZ‘(r)um(T)un(r),

k. mm

que ap6s um desenvolvimento algébrico laborioso nos fornece

Hs

_ % {h |:<df)2<d)2 n <gT>2 (1))2 (/d3r’ui4 _ /dgru;kuju;kuj> +

+2h (&TNIA) + l;TNd) /dgru;‘u;fuiuj +

~ ~ 2]
+h [N(N — T+ (aTb+ bTa) / dSu:uju;uj} ,

que Se reescreve na forma,

e = e () @2 (1) ()] +

+2AR (&TNB + BTN&) £ phN(N — 27) + i (dTB + 8*&)2 .

As consideracoes para tal potencial de pogo duplo nos levam ao hamiltoniano

Ho= AN 1)+ 9] (ab+5a) + (aT8+BTa>2+

+h (k=) |(@)2(@)? + 6)2()?] + kN (¥ —2),
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(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)
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para o qual definimos k = Up/(2hV,.f¢) como o parametro de autocolisao. Os parametros 1 =
(Uo/2h) [ drufujuiu; e A = (Up/2h) [ dPrufujufu; representam os termos de colisdes cruzadas
eV, f} = [d3r ]ui\4 corresponde ao volume efetivo de cada um dos modos em consideracao. Em
tais definices utilizamos Uy = 47h%as/m e durante todo o célculo assumimos que o niimero total
de particulas é uma quantidade conservada. O termo N (N —21I), que se constitui numa constante
de movimento, é denominado invariante de Casimir.

Analogamente podemos pensar num problema de uma rede éptica na qual temos £ sitios.
Fazendo um tratamento com as mesmas consideragoes do potencial de pogo duplo simétrico en-

contramos o hamiltoniano

H= Z’i_ Ne(Ne—1I)+ Z{[QA(Ne )—I-Q](aéau_l-i—hc)}—k
0

) Z NNNop1 + Z (a afiapp1aess + al, ab, aeds + N+ Ng+1.> (2.25)

Faremos entao a particularizacao dos trés modelos mais abordados na literatura e que estu-
daremos nesta tese partindo dessa que é a forma mais geral do operador hamiltoniano.

Observe o leitor que podemos perfeitamente obter o operador (2.24) a partir de (2.25) simples-
mente tomando o caso particular de dois modos para a rede, o que nos proporciona um potencial

simétrico de pogo duplo.

2.2 O modelo de graficos completamente conectados

Dentre os modelos apresentados nesta tese este é o tinico que faz a consideracao do ‘tunela-
mento’ entre quaisquer sitios da rede. No entanto, nao consideramos as colisoes cruzadas, ou seja,
os termos 1 e A sdo nulos. A taxa de autocolisdo continua sendo considerada e aqui represen-
tadas por k. Portanto, o leitor deve observar que embora este modelo ‘recupere’ um termo de
‘tunelamento’ completo durante a sua derivagao, ainda sim ele é desenvolvido sem a abordagem
de uma extensao espacial das funcoes de onda que permitam a consideragao dos termos de co-

lisao cruzada. Este modelo encontra uma abordagem motivante na literatura no trabalho de G.
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Mazzarela e colaboradores [46], que traz uma discussao bastante interessante, dentre outras, das
fases quanticas que se manifestam nele.

A representacao do operador hamiltoniano nesta configuracao fica escrita como

H=r) Ni(Ni=1) - Q ; (afa; +ala), (2.26)
1 @]

na qual os parametros {2 e Kk permanecem com as definigbes anteriores e novamente o termo p
nao é considerado por tratarmos o problema no ensemble microcanénico. Esta é uma assercao
reforcada pela conservacao assumida durante a construcao do modelo sobre o niimero de bdsons.

No Capitulo 3 discutiremos a relacao entre a evolucao do emaranhamento multipartido e do
bipartido com a transicao de fase quantica entre as fases isolante de Mott (IM) e superfluida (SF)
que ocorre tanto neste modelo como no modelo de Bose-Hubbard, que discutiremos nas préximas

secoes.

2.3 O modelo estendido de Bose-Hubbard

Embora muitos resultados experimentais tenham sido obtidos no estudo de transicao quantica
de fases de sistemas hamiltonianos fortemente correlacionados, hd uma notavel limitagao nesses
modelos [47]. A maioria deles, como o tratamento para dtomos frios em redes épticas, é essencial-
mente tratada como sistemas nos quais apenas as interacoes entre atomos localizados do mesmo
sitio sao levadas em consideracao, isto é, desprezam-se as interagoes entre atomos de sitios vizi-
nhos.

Observou-se recentemente uma grande relevancia na consideragao de tais termos [48]. De-
monstrou-se em uma formulagdo quantica exata que os termos de colisdo cruzada entre atomos
aprisionados em um pocgo duplo de potencial podem aumentar significativamente a taxa de ‘tunela-
mento’ para uma configuracao especial de aprisionamento levando a um regime efetivo de Rabi
de oscilacao de populacao entre os pogos.

Uma consideracao analoga e estendida para varios sitios de uma rede éptica nos leva ao modelo

mais completo neste aspecto. Este possui um diagrama de fases bastante rico como proposto por
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Scarola e Das Sarma [38,39] e também por Pai [40] e é expresso pelo hamiltoniano obtido a partir

do operador (2.25)

H=> (ke—neer) Ne(Ne = 1)+ Y {[2A£,Z+l (Ne = 1) + Qp,041] (ﬁb}deﬂ + h-C-) } +
¢ ¢

+23 e NeNest + > meger (@fafaeciaen +af,,al, s+ No+ Nowa ) (2.27)
¢ l

Este, que considera os termos de interacdo entre bésons localizados em sitios vizinhos?, além

do tunelamento entre sitios vizinhos, é amplamente conhecido na literatura como hamiltoniano
estendido de Bose-Hubbard. O estudo deste modelo tem levado a discussGes interessantes no
campo de transigoes de fases quanticas [38-41] propondo a existéncia de duas novas fases denomi-
nadas ondas de densidade e supersélida, além das fases isolante de Mott e superfluida previstas
pelo modelo de Bose-Hubbard e comprovadas em experimentos recentes [47]. Estas novas fases

apresentam propriedades tanto cristalinas como superfluidas.

A previsao dessas novas fases é obtida através de um tratamento tedrico no qual se considera
um regime de baixas densidades. Isto equivale a desprezar a influéncia dos termos de dupla
ocupacao, (d}&;&gﬂduﬁ— &z +1dz +1d(&g> ~ 0, e considerar apenas o termo mais significativo para
o problema 23,1011 N¢Nyi1. Esse termo adicional leva & fase denominada ondas de densidade

que é caracterizada por uma densidade semi-inteira na ocupacao dos sitios da rede.

Como consequéncia direta das dimensodes envolvidas na solugao do problema, pode surgir uma
terceira fase denominada supersélida. Embora esta ainda seja um motivo de intensos debates
entre os experimentalistas [42], os modelos tedricos sugerem que ao se considerar duas ou mais
dimensoes ela se manifeste como uma fase intermediaria na transicao entre as fases superfluida e
ondas de densidade. Em modelos bosonicos unidimensionais nao ha a evidéncia de previsao dessa

fase [38-41].

3conhecidos também como termos de interacio off site.
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2.4 O modelo de Bose-Hubbard

De acordo com os comentérios no inicio deste Capitulo, a primeira descricao eficaz para
o modelo bosonico foi desenvolvida por M. Fisher e colaboradores [33] no trabalho em que se
desenvolve um estudo tedrico seguido de uma elegante aplicagao para um meio poroso constituido
por Vycor.

A principal diferenca deste modelo para os demais aqui comentados reside na simplicidade em
considerarmos o termo de ‘tunelamento’ apenas entre sitios vizinhos, o que também é verdade
para o modelo estendido, e de colisoes entre bésons localizados no mesmo sitio, o que se representa

pelo operador

H=rY NN 1) -2 (a}aw + h.c.) (2.28)
V4 l

Uma representacao dos termos do operador dado pela equagao (2.28) é apresentada na figura (2.3)

Varios experimentos abrangendo segmentos relacionados aos pontos quanticos, fenémenos de
transicao de fases quanticas e observacoes fenomenoldgicas em ilhas supercondutoras como juncoes
de Josephson, foram apresentados e eficazmente explicados pelo modelo ora apresentado. No
entanto, talvez o maior sucesso e a consequente grande divulgacao deste aconteceu apods os expe-
rimentos realizados por Greiner e colaboradores [47]. Nesse trabalho é conduzida uma minuciosa
e elegante demonstracao sobre a transicao de fase quantica entre as superfluida e isolante de Mott
numa rede 6ptica tridimensional. Tal transigao, prevista para ocorrer no valor /{2 = 5, 6z, na qual
z refere-se ao numero de primeiros vizinhos, é observada para o valor aproximado de x/Q ~ 36,
mostrando uma excelente concordancia com o valor tedrico proposto. No desenvolvimento desse
trabalho, os parametros de autocolisao e de ‘tunelamento’ foram controlados pela intensidade do
conjunto de lasers que formaram a rede 6ptica.

Seguiram-se entao outros trabalhos de cunho experimentais em arranjos uni, bi e tridimen-

sionais mostrando transicoes de fases para ambos, todos trazendo & tona a relevancia para a com-

YVycor é um vidro com alta resisténcia a choques térmicos e mecdnicos desenvolvido pela empresa Corning
Incoporated. FEsse material é composto por 96% de silica, mas ao contrdrio da tal, ele pode ser facilmente ma-
nipulado em uma grande variedade de formas mostrando uma excelente versatilidade para aplica¢des industriais e
tecnologicas.
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Figura 2.3: Representagio esquemética do modelo de Bose-Hubbard mostrando qualitivativamente o que ocorre
com cada parte descrita pelo hamiltoniano 2.28 que identificam como ‘tunelamento’ ©(J) e autocolisao x(U) quando

hé uma ocupagdo maior ou menor dos sitios da rede. O termo V' de colisao cruzada nao ocorre para tal modelo.

preensao de tais sistemas com uma quantidade de informacdes fisicas tao ricamente interessantes e
explicadas pelo modelo. Dentre esses, destacam-se Stoferle e colaboradores [49] e também de Hadz-
ibzbic e colaboradores [50], que sao experimentos andlogos aos desenvolvidos na referéncia [47],
porém, respectivamente, para uma e duas dimensoes e com uma notavel importancia corroborada
pela quantidade de citagoes realizada pela comunidade cientifica internacional. Dentre outros
trabalhos sao notdveis ainda os experimentos e as descri¢oes de M. Albiez e colaboradores [51],
que comentaremos brevemente no Capitulo 4. Como complemento destas, também se mostram

interessantes as leituras das referéncias [52-54].



Capitulo 3

A evolucao do emaranhamento na
transicao de fase

Diversos ensaios sobre o conceito e a importancia do emaranhamento sao abordados por uma
ampla bibliografia especializada. Portanto, nao pretendemos desenvolver um profundo apanhado
historico tampouco realizar uma abordagem que se mostre repetitiva sobre o tema. Nossa intengao
é apenas apresentar argumentos que justifiquem o calculo de duas das suas modalidades do nosso

interesse.

Uma breve pesquisa sobre a quantificacdo do emaranhamento revela um vasto nimero de
propostas relacionadas & sua medida [55-58]. Portanto, para uma compreensao diferenciada e
muito além do breve comentério que apresentamos na Secao 1.5 deste texto, indicamos como obras
fundamentais os trabalhos de Nielsen e Chuang [59], da familia Horodecki [60] e de Amico [61].
Para um eloquente e diferenciado tratamento em lingua portuguesa sao indispensaveis as leituras

das obras do professor A. F. R. de Toledo Piza [62] e da tese de doutoramento de G. G. Rigolin [30].

Neste texto nos ocuparemos dos calculos de duas modalidades de emaranhamento, a saber, a
primeira denominada emaranhamento multipartido, que faremos através do calculo da entropia
linear reduzida a um sitio; e o emaranhamento bipartido, que realizaremos através do céalculo da

negatividade. Para tanto, vamos primeiramente apresentar e comentar tais definicoes.

29
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3.1 A entropia linear

A entropia linear reduzida a um sitio é uma medida de todos os tipos de emaranhamento pre-
sente num determinado sistema. A partir dela podemos inferir a existéncia de outras modalidades
quanto as particoes de um sistema. Sua definicdo é proveniente da entropia de von Neumann,

matematico hiingaro, que propos como quantificacao para um dado estado quéntico p a funcao
S =—=Tr(p-logp), (3.1)

com a funcao logaritmica tomada na base 2.
De maneira operacional podemos linearizar tal expressao para um estado genérico normalizado

Wij..n) definindo o operador densidade

Pij..n = |Vij..n) (Vij..nl 5 (3.2)

com o intuito de efetuarmos a operacao de traco parcial em todos os N — 1 sitios da rede. Neste

caso, resta a grandeza p; relativa ao sitio ¢ e representada por

pi =11 npij.n- (3.3)

Em particular, a operagao de traco parcial é realizada com a finalidade de se determinar o
emaranhamento de um sitio com todos os outros da rede, ou seja, esta é uma medida de todas
as formas de emaranhamento presentes num sistema, o que justifica a denominagao multipartido.

Para um sistema bipartido, por exemplo, escrevemos simplesmente

pa=Trepas. (3.4)

Verificaremos que em alguns casos aplicados aos modelos desenvolvidos no Capitulo 2 é indiferente
calcularmos p4 ou pp. Tal propriedade serda encontrada para o problema N = M = 2 ou 3.
Observaremos também o primeiro dos resultados diferentes que surgird para N = M = 4 e pelo

fato do sistema global ser puro. Assim, definimos a entropia linear reduzida a um sitio por
d
S = 1 (1—"Trp?), (3.5)

na qual d representa a dimensao do espaco de Hilbert do sistema [59,63].
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3.2 A negatividade

Como discutimos nesta tese o conceito de negatividade como recurso para a medida de ema-
ranhamento, é valida uma abordagem adicional como consolidacao desta. Portanto, dizemos que
para um dado estado genérico p que descreve um sistema bipartido definido num espago de Hilbert
Ha ® Hp compartilhado por duas partes, aqui representados simplesmente por A e B, dizemos
que p’4 representa a transposiciao parcial de p em relacio ao subsistema A, que é um operador

hermitiano cujos elementos de matriz sao
(ia;jB| p" [k, 1) = (ka,jBlplia,lB) (3.6)

para uma base de produtos fixa |i4,jg) = |i) 4 ® |j) g C Ha ® Hp [57].

Definimos ainda a operagao de trago-norma de qualquer operador hermitiano A como [|A| =
tr\/m, que ¢é igual a soma dos valores absolutos dos autovalores de A. Como para uma matriz
densidade todos os autovalores sao positivos, observamos que ||p| = trp = 1. A transposicao
parcial pT4 também satisfaz a relacdo tr [pTA] = 1, mas uma vez que esta nova matriz pode ter

autovalores negativos p; < 0 sua trago-norma escreve-se, em geral, como

Zﬂi
i

Desta forma, a negatividade N(p) — a soma |Y_, ;| dos autovalores negativos p; de p™4 —

o™ || =142 =1+ 2N(p). (3.7)

mede quao p’4 afasta-se de ser uma grandeza positiva definida [57]. Isto relaciona o conceito de
negatividade com a quantidade traco-norma da transposicao parcial p’4 através de

Tall _
N(p) = HPQH17 (3.8)

que corresponde ao valor absoluto da soma dos autovalores negativos de p’4. Deve-se ainda citar
que, para estados nao emaranhados, o valor de N'(p) dado pela equagao (3.8) torna-se nulo. Isto
é uma consequéncia da linearidade observada para tais estados, uma vez que neste contexto os
estados nao apresentam correlacoes quanticas. A analise quantitativa desenvolvida nesta tese para

a negatividade é interpretada como uma medida do emaranhamento bipartido entre os modos de
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uma rede éptica e, embora o desenvolvimento do cdlculo da entropia linear reduzida a um sitio

seja também uma medida de emaranhamento, estas nao sao equivalentes.

3.3 Uma abordagem perturbativa

A maneira mais simples de investigarmos a evolucdo do emaranhamento na transicdo entre
as fases quanticas isolante de Mott e superfluida é através do desenvolvimento de um tratamento
perturbativo. Assim, podemos determinar o estado do sistema puro assumindo como estado inicial
o correspondente a fase isolante de Mott proveniente da equagao (A-3).

Portanto, propomos uma teoria perturbativa de Rayleigh-Schrodinger na qual consideramos
um sistema simples com o nimero de dtomos (V) igual ao nimero de sitios (M). Nesses célculos
sempre consideramos o estado inicial como um isolante de Mott com fator de preenchimento dos
sitios da rede iguais a v = N/M = 1, representado por |1) = |111---1).

Assumimos como o operador nao perturbado Ho = k), N; (N; — I) e tomamos o termo de
tunelamento W = A3, .o (dj&j + &;di> como a parte perturbativa. Nesta definimos A = Q/k
como o parametro perturbativo. E, como neste caso estamos lidando com o ensemble micro-
canodnico, o potencial quimico g nao é considerado. Isto é corroborado por considerarmos a
conservacao do numero total de particulas.

Nossos céalculos contemplam as duas modalidades diferentes de emaranhamento apresentadas
nas secgoes (3.1) e (3.2). Assim, comparamos os resultados obtidos para a entropia linear reduzida
a um sitio com aqueles provenientes dos calculos sobre a negatividade, que se constitui numa
forma de quantificarmos emaranhamento bipartido.

Como conhecemos o comportamento da mudanca de propriedades do estado fundamental de
um determinado sistema em fun¢ao do emaranhamento [63-67], mostramos dentro de uma andlise
quantitativa a transicao para o 1D-BH. Estendemos entao tal raciocinio para o modelo 1D-GCC e
concluimos que, embora nao seja possivel determinarmos com eficiacia o ponto da transicao entre
as fases, ainda assim a distingao entre elas é perfeitamente observada através do comportamento

de ambas as modalidades de emaranhamento em funcao do parametro perturbativo A.
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A obtencao dos nossos resultados é toda analitica e pode perfeitamente ser comparada com
os resultados numéricos encontrados por Buonsante e Zanardi [35,36]. Além disso, obtemos para
a configuracao GCC uma relagdo combinatorial para a entropia linear reduzida a um sitio, com a

qual investigamos alguns aspectos da transicao na Secao 3.6.

3.4 Alguns resultados

Quando utilizamos a entropia linear reduzida a um sitio na sua situacao mais simples e imediata
para uma rede 6ptica (N = M = 2), que corresponde ao potencial de um pogo duplo simétrico,
estamos na verdade fazendo uma medida do emaranhamento multipartido desse sistema. De
maneira andloga, a defini¢ao dada pela equagao (3.8) é usada para se calcular o emaranhamento

bipartido. Neste caso, escrevemos o hamiltoniano como
My = K[N1 (Ny — 1) + Na (N3 — 1)] — Q (a;al + a{e@) : (3.9)

na qual tomamos W = —Q (alag + h.c.) como a perturbagao para ambos os modelos, BHM e
GCC.

Nessa primeira situagao nao ha muitas observacoes a serem feitas em relagao aos cdlculos para
a transposicao parcial. Apenas calculamos pjo diretamente para em seguida aplicarmos a equagao
(3.8).

A correcdo em primeira ordem para o estado com A = Q/k nos mostra que este se escreve

como

1) 4 V22X (j02) + [20))
B V1 + 422 ’

que ¢é entdo utilizado para a determinagao do operador densidade pi2 através da equacao (3.2),

) (3.10)

para o qual encontramos

p1a = leum (11] + (|02) (02] 4 |20) (20[ + |02) (20] + |20) (02]) +

+AV2 ([11) (02| + [11) (20] + [20) (11| + |02) (11])]. (3.11)
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Figura 3.1: Gréfico mostrando a entropia linear reduzida a um sftio (curva azul) e a negatividade (curva vermelha)
para N = M = 2.

A operagao de trago parcial nos mostra que a entropia linear reduzida a um sitio calculada

através da equacao (3.5) fica explicitamente expressa por

(3.12)

2[1_(1+8A4 ]

S =2 - ron
14 4)22)?

No comportamento desta, curva azul, observamos um aumento do emaranhamento em funcao
do parametro perturbativo. Observamos ainda que, por se encontrar na fase isolante de Mott,
para A = 0 a equagao (3.12) nos retorna o valor S = 0 para tal configuragao.

Interpretamos o crescimento do emaranhamento como uma indicacao de que quanto mais o
estado se encontra na fase superfluida, maior é o emaranhamento entre os modos da rede. A
mesma andalise é realizada para a interpretagdo do emaranhamento bipartido (curva vermelha).
H& um crescimento deste em relagdo a mudanca entre as fases. Conforme mencionado no final
da Secao (3.2), ndo hé obrigatoriedade dessas medidas coincidirem. No entanto, ainda é possivel
compararmos as duas. Neste caso, como todo o emaranhamento presente no sistema é apenas
entre os dois modos, podemos verificar a boa concordancia deste com o multipartido (curva azul).

Outra situacao possivel se da quando N = M = 3. Novamente neste caso nao ha distincao

entre os modelos BHM e GCC, como podemos observar no termo de tunelamento no hamiltoniano
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Figura 3.2: (a) Entropia linear reduzida a um sitio e (b) suas correspondentes derivadas como fungio do pardmetro

A para N = M = 2 (curva vermelha) e 3 (curva azul) para as configuracées 1D-BH e GCC, respectivamente.

abaixo
H =k [Ny (Ny — I) + Ny (No — I) + Ny (N3 — I)] + Q (agal +abas + alas + h.c.) . (3.13)

Observamos que como todos os sitios sao vizinhos entre si, basta realizarmos o cédlculo pra
P12, pois ele é igual a p13 que, por sua vez também é igual a po3 e isto é consequéncia da condigao
periédica de contorno. Novamente observamos um crescimento dos dois tipos de emaranhamento
em funcao do parametro perturbativo, de acordo com a linha vermelha da figura (3.2-a). Como
nesta situacdo nao hé diferenca entre as curvas, deixemos para mostra-las explicitamente em
outras configuragoes.

Seguindo o raciocinio, descrevemos a primeira situacao em que os modelos BHM e GCC
nao mais coincidem. Isto ocorre para N = M = 4. Neste caso temos a mesma expressao nao

perturbada para o hamiltoniano. No entanto, as partes perturbativas ficam escritas como
Wain =~ (abir + abag + alas + afas + hec.) (3.14)
para o BHM e

Wece = —Q (ajleu +ahan + ahas + alay + alas + alar + h.c.) (3.15)



36  CAPITULO 3. A EVOLUCAO DO EMARANHAMENTO NA TRANSICAO DE FASE

10” 10*7
0.8¢ 1 gl ]

0.6F 1

S )
dS/oA

0.4f ] 4t ]

02r 2k

oot ] or., . S
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(c) (d)

N =10, N =50, N = 100, N = 1000 ‘ N =10, N = 50, N = 100, N = 1000 )
| | ‘ | 14} ]
12 ]
10t :
0.8+ ]
0.6F ]
0.4+ ]
: 02; ]
; ¢ 0.0" — ]
08 10 00 02 04 06 08 1.0

S@)
dS/oA

Figura 3.3: (c) Entropia linear reduzida a um sitio e (d) suas respectivas derivadas como fungdo do parametro
A para as situagées N = M = 4 nas configuragdes 1D-BH (linha vermelha) e GCC (linha azul). (e) Entropia
linear reduzida a um sitio e (f) suas correspondentes derivadas como fungao do pardmetro A para N = M = 10
(curva verde), 50 (curva vermelha), 100 (curva azul) and 1000 (curva preta) calculadas em primeira ordem para a

configuragdo 1D-BH.
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para o GCC.

Numa forma de esclarecer a diferenca da evolugao do sistema sob perturbacao, apresentamos o
estado nao-normalizado para cada um dos modelos quandos estes comecam a apresentar evolugoes

distintas. Para o modelo BHM com N = M = 4, o estado é escrito como

W) gy = a1]1111) +
+ag (]2011) 4 [1120) + ]1201) + [0112) + [2110) + |1021) + [1102) + |0211)) +
+as (]2101

1210) + [1012) 4 |0121)) +

_l’_

ay (12200) + 0022) + [0220) + |2002)) +

_l’_

_l’_

(12011) )
(12101) + [1210) +
(12200) )
as (|2020) +0202)) +
ag (|3010) + [1030) + [0103) + |0301)) +
a7 (|3100) + [1003) + [0301) + [0310) [1300) + [3001) + [0103) + [0013)) +
(10004) )

+as (|0004) +|0040) + [0400) + |4000)), (3.16)
na qual a1 = 1, ap = (1 4+ 26A%)V2\, a3 = vV2A2(6 + 32)2), ay = 402(1 + 26)2), a5 =
2A2(1 4+ 10402) g = 2YON2(1 4 2002), a7 = 29073 ¢ g = Y301,

Ja para o modelo GCC com N = M = 4, temos

W N)gee = B1[1111) + (3.17)
+62 (]2011) + [1120) + [1201) + [0112) + |2110) + |1021)) +
435 (12200) + |0022) + |0220) + [2002) 4 [2020) + [0202)) +
4064 (]3010) 4 [1030) + |0103) + [0301) 4 [3100) + |1003) +
+10031) 4 |0310) + |1300) + [3001) + |0103) + [0013)) +

+B5 (/0004) + [0040) + [0400) + [4000)) (3.18)

na qual By = 1, B = V2A+ 6v2\2 + 4(10v2 + 1A%, By = 402 + 6 (44 %2) %, 3 = 2302 ¢
3 (46 + ) N3, g = B2 4 48N,
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Facilmente notamos que no modelo BHM a evolucao do estado em termos do parametro de
perturbacao é separavel em duas classes de polindmios de poténcias pares e impares em A. J&
no modelo GCC observamos uma presenga de todas as poténcias em A, pois neste modelo o
hopping acontece entre todos os sitios possiveis. Ainda nesta configuracdo temos uma observacao
muito interessante proveniente da relagao da negatividade. Nesta, como uma funcao do parametro
perturbativo para dois primeiros vizinhos, ./\/123 torna-se menor que N122, mas nao muito menor,
como acontece, por exemplo, em cadeias de spin [63,67]. Disto iniciamos uma discussao desse em
relacdo a monogamia de emaranhamento.

De acordo com a observagao da figura (3.5-b), a curva correspondente a p12(\) (curva azul)
apresenta um declive no mesmo intervalo que p13(A) (curva cor-de-rosa) apresenta um aclive. Isto,
como veremos, € interpretado como consequéncia da monogamia de emaranhamento, na qual hé
um vinculo entre as espécies deste que limita o crescimento arbitrario de um deles. Uma anélise

desses tépicos foi desenvolvida e publicada durante o periodo do doutoramento [68].

3.5 Uma relacao de p para o modelo GCC

Como o sistema que estamos estudando é puro, podemos determinar o emaranhamento mul-
tipartido através do cédlculo da entropia linear reduzida a um sitio utilizando a relagao (3.5).
Usando as equagoes (A-2) e (A-3) é possivel derivarmos uma expressao analitica para o estado
reduzido a um sitio e, portanto, para S na configuracao GCC, considerando-se um estado global
normalizado. Tal estado é dado pela distribuicao dos N atomos nos M sitios, considerando-se o
nimero de ocupagao de cada sitio por um simbolo: |¢) = |D) = ) . i), na qual D é a forma

combinatorial que distingue o nimero de distribuigoes de N particulas em M = N sitios,

D= < QNN_ 1 > (3.19)

Nesta ultima relacao ainda escrevemos «; como um numero complexo que caracteriza a con-
tribuicdo de cada estado combinatorial |i) na descrigao dos estados fisicos |¢)). Tal coeficiente

complexo esta relacionado ao custo energético de uma dada ocupagao. Por exemplo, o estado
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de menor energia possivel na fase isolante de Mott ocorre com a ocupacao simples de cada sitio:
|1) = |111---1), cujo coeficiente é a;. Numeros de ocupac¢ao maiores sdo energeticamente mais
custosos uma vez que as interagoes entre os atomos que estao no mesmo sitio tornam-se mais fortes
a levam a um estado altamente instavel. Portanto, o vinculo determinado por |o|? > |aig1]* deve
ser respeitado.

Na verdade, podemos ainda interpretar os «;’s relacionados as correlagoes de um sitio com o
restante da rede. Uma vez que estamos lidando somente com as interagoes de dois corpos, «; esta
portanto relacionado a estas e obviamente é uma funcao de A. A continuidade desta funcao é o
que determina a transicao de fase quantica de isolante de Mott para superfluida. Aqui a; é uma
série de poténcia truncada do pardmetro de perturbagao A. Portanto, iniciando com o estado |1),
apds uma relacao combinatorial e a operacao de trago parcial sobre N — 1 sitios, é possivel, por
indugao, chegar a relacao reduzida a um sitio para v = 1 e N arbitrério.

N

F(N)
pna = (N =2)1> > el Aij 17) (Gl (3.20)
i=1 j=0

na qual f(IV) é a fungao particao inteira de N, isto é, o nimero de maneiras diferentes de escrever-
mos N e A;; = (Zévzo réj ) / <Hévz 0 rzj !) representa todas as possibilidades de arranjos distintos
no qual o termo de populacao j surge para escrevermos uma ocupacao de indice 7. Portanto,
réj ¢ o numero de vezes que um numero ¢ aparece na decomposicao de j numa dada ocupagao
determinada por i. Exemplificamos a contagem de tais simbolos através do desenvolvimento do

Apéndice B.

3.6 Um estudo da transicao entre as fases isolante de Mott e
superfluida

Dentre as investigacoes para as propostas de estudo do modelo de Bose-Hubbard que nos
ocupamos nesta tese, surge ainda neste capitulo um questionamento sobre uma transicao quantica
de fase a temperatura efetivamente nula. Verificamos que é possivel a sua sinalizagao, por exemplo,

pela entropia linear de um determinado sistema [65]. E, para se responder a essa questao, deve-se
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em primeiro lugar conhecer a ordem da transicao envolvida. Isso deve ser feito analizando-se a
evolugao do estado fundamental relativo a um parametro nao térmico, que neste caso naturalmente
escolhemos como a razao A\ = Q/k.

Antes de entrarmos nas discussoes adicionais sobre a entropia linear, facamos alguns outros
comentarios. Em primeiro lugar, notamos que o crescimento de N nos leva ao desenvolvimento
da teoria perturbativa em termos de ordens mais altas para obtermos o estado correto para a
descricao do sistema em consideracao. Contudo, como os coeficientes a; vao se tornando cada vez
menores, uma teoria desenvolvida em primeira ou segunda ordem ja se mostra interessante para
a andlise do emaranhamento multipartido (EM). Em segundo lugar, observamos a possibilidade
de S sinalizar a transformagao de fase quantica (TFQ). Para isso, analisamos a primeira derivada
de S em relacdo ao parametro A no limite termodinamico, ou seja, com N e f(N) tendendo ao
infinito. Para um ntmero infinito de ocupagoes, cada um dos coeficientes |a;| tendem a zero e

Aij se mostra apenas como um valor constante. Portanto, escrevemos

a8 d & e 2 6\0@]2
- _9 ; A2 . 21
B d—1;“| ; 5O\ (3.21)

Neste limite, cada i-ésimo termo no somatdrio tende a zero e as inicas excessoes sao as derivadas
de «a;, que podem ser divergentes ou ainda apresentarem valores muito grandes. Para uma TFQ
continua d]a;|? /0N é a origem de uma descontinuidades ou uma divergéncia, se a transicio for de
segunda ordem [63]. Para um TFQ de ordem infinita, tal como Berezinskii-Kosterlitz-Thouless
(BKT) [69-74], embora as derivadas em «; possam ser grandes, elas ainda sao finitas. Este
raciocinio é valido para derivadas de ordens maiores, que também sao continuas. Por outro lado,
a energia correspondente ao estado perturbado do sistema E(\) = Y A"E (") na qual £M é a
energia de ordem n, é sempre continua em A, e, portanto, nao sinaliza a TFQ.

Para X\ pequeno o estado pode ser representado como um produto de estados locais. Neste
caso nao ha emaranhamento. Contudo, & medida que A cresce, observamos um crescimento da
entropia linear, estabilizando apés A = 0.3 para N = 3, como observamos nas figuras (3.2) e (3.3).

Isto significa que assim que o sistema adentra a fase superfluida, ele nao mais pode ser escrito
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como um estado separdvel, e, consequentemente, o emaranhamento cresce.

Os comportamentos distintos para ambas as configuracées, BH e GCC, acontecem apenas
para N = M > 4, de acordo com as figuras (3.3)c e d, devido as diferentes formas dos termos
perturbativos presentes nos hamiltonianos de cada problema. Nas figuras (3.3)e e (3.3)f mostramos
os resultados para o modelo BH calculado em primeira ordem de perturbacao para diferentes

numeros de bdsons.

A entropia linear caracteriza muito bem as duas fases preditas para o modelo de Bose-Hubbard.
Quando A = 0 simplesmente ndo observamos emaranhamento, caracterizando a fase isolante de
Mott. No outro limite, quando A tende a 1, o estado tende a ser maximamente emaranhado. Este

¢ um comportamento tipico de um sistema na fase superfluida.

Observamos ainda que a evolugao da entropia linear é muito similar a do parametro de ordem
AN?. Portanto, AN? também se mostra como uma testemunha de emaranhamento multipartido.
Embora nao possamos afirmar o valor exato do ponto critico da transi¢do, dada a abordagem
perturbativa, o comportamento do emaranhamento multipartido mostra corretamente a transigao
de fase, como podemos concluir da andlise da equagao (3.21). Na referéncia [36] resultados
similares foram obtidos através de diagonalizacao exata, enquanto que nesta tese derivamos uma

expressao analitica exata embasados na abordagem perturbativa.

Agora quantificamos o emaranhamento bipartido através negatividade [57], definida na Secgao
3.2 como N(p) = %, na qual H pTAH ¢ denominada norma-trago do estado parcialmente
transposto pZ;‘ de qualquer par de sitios {7, j} para o modelo de Bose-Hubbard. Isto é equivalen-
te ao valor absoluto da soma dos autovalores negativos de p’4, anulando-se para estados separados.
Embora estritamente necessario e suficiente apenas para espacgos de Hilbert com dimensoes até

2® 3, no presente caso ele caracteriza corretamente o emaranhamento bipartido para qualquer N.

Na figura (3.5) mostramos a negatividade e a entropia linear para N = 3 e N = 4. Uma
vez que para N = 3 hé somente sitios vizinhos, a negatividade é a mesma para quaisquer dois
sitios. Para N = M = 4 a negatividade mostra diferentes comportamentos para os vizinhos mais

proximos, aqui exemplificados por pi2 e p13, respectivamente.
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Figura 3.4: (a) Representacdo das flutuagdes para o BHM quando N = M = 2 (curva vermelha), N = M = 3
(curva azul), N = M = 4 (curva cor-de-rosa)

Contrariamente aos modelos de spin-1/2, como na referéncia [63], a negatividade entre os
vizinhos mais préximos nao pode ser desprezada. Ao contrario, elas mostram um comportamento
peculiar assinalando a monogamia de emaranhamento.

Na situagao mais simples, (N = M = 2), como o sistema é puro, a negatividade é igual a
entropia linear reduzida a um sitio, pois o tinico emaranhamento existente é o bipartido, como
pode ser observado na figura (3.1). Quando N = M = 3, a negatividade, ap6s apresentar um
crescimento na transicao, estabiliza para valores inferiores aos da entropia linear reduzida a um
sitio. Esta é uma sinalizacdo de que existe emaranhamento genuino bipartido neste sistema.
Ainda, o emaranhamento multipartido desenvolve-se semelhantemente ao bipartido, pois as duas
curvas evoluem similarmente para A pequeno. Porém, tdao logo o emaranhamento tripartido
comeca a se desenvolver, as duas curvas divergem. No caso em que N = M = 4, a negatividade
para pi2 e p13 mostra que hé diferentes tipos de emaranhamento bipartido. AN/Z,, apés crescer com a
entropia, descresce assim como N3 cresce, como mostra o detalhe da figura (3.5b), mostrando uma
limitagao interessante na distribuicdo de emaranhamento bipartido. Apds esse comportamento,
ambas as medidas estabilizam em valores proximos. Essa limitacao no emaranhamento bipartido

é tipica de monogamia de emaranhamento [56] no sentido de que o crescimento do emaranhamento
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Figura 3.5: (a) N% (curva azul) para N = M = 3 e a entropia linear reduzida a um sitio (curva vermelha) e

(b)NE (curva azul), N3 (curva cor-de-rosa) e a entropia linear reduzida a um sitio para N = M = 4.
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representado por pi2 no mesmo intervalo no qual p3 decresce e uma reciprocidade mantém uma
quantidade de emaranhamento bipartido constante. Aqui a diferenca entre o emaranhamento
multipartido e os dois tipos de emaranhamento bipartido, denominado emaranhamento residual,
sinaliza tanto o emaranhamento tripartido quanto do quadripartido. Esta propriedade continua
para valores maiores de IV, e ha um numero crescente de tipos de emaranhamentos bipartidos.
Essa é uma evidéncia da manifestacao das muitas classes de emaranhamento presente no mod-
elo de Bose-Hubbard. A fase superfluida é intermediada por um estado emaranhado multipartido
no qual qualquer modo estd emaranhado com outros quaisquer de diversas maneiras distintas.
Resumindo, neste Capitulo analisamos os emaranhamentos multi e bipartido para configuragoes
unidimensionais das cadeias bosonicas BHM e GCC. Descrevemos o comportamento através da
transicao entre as fases isolante de Mott e superfluida prevista para esses modelos mostrando como
elas ocorrem nas modalidades de emaranhamento. Esses cdlculos podem ser justificados como uma
alternativa a diagonalizacdo das matrizes que descrevam tais sistemas com uma reducgao significa-

tiva dos rescursos computacionais.



Capitulo 4

Um estudo da dinamica de
populacoes

4.1 Aspectos do potencial de poco duplo

Sabe-se que o modelo de Bose-Hubbard possui caracteristicas interessantes que o colocam
numa posicao proeminente quanto a reais implementagoes em protocolos de computacao quantica.
Isto é evidenciado pela possibilidade do controle das populagoes dos diversos sitios de uma rede
Optica, por exemplo, com a utilizacao de pulsos externos ao sistema. Pode-se ainda fazé-lo através
da utilizacdo de microarmadilhas magnéticas, que se constituem em aparatos largamente utiliza-
dos em experimentos de manipulacao de condensados atomicos de Bose-Einstein em sistemas
mesoscopicos [75-79]. No entanto, embora sejam contempladas diversas técnicas e aplicagoes em
variados experimentos, ainda hé uma fronteira a ser explorada no que concerne as potencialidades
deste modelo em sua versao estendida.

Com esse intuito iniciamos o tratamento de um potencial de pogo duplo e dependente do
tempo para a versao estendida do modelo de Bose-Hubbard. Portanto, consideremos um termo
externo periédico aos moldes do proposto por Holthéus [80,81] e lembremos que é na consideragao

do modelo estendido que reside a principal virtude do modelo que queremos implementar. !

o) oportuno enfatizar que trabalhos sobre este modelo sdo, dentre muitas outras abordagens, extensa e elegan-
temente realizados por M. C. de Oliveira e B. R. da Cunha [48]. Além destes encontra-se um minucioso tratamento
semicldssico do mesmo problema nos trabalhos de T. Visconde, K. Furuya e M. C. de Oliveira [64].

45
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(d) (f)

Figura 4.1: Transferéncia de populagio entre os pogos do potencial em consequéncia da variagio do termo
externo. Nosso intuito é verificar a possibilidade de, numa abordagem deveras simplificada, observarmos o auto-
aprisionamento macroscopico das populagdes nos pocos mantendo fixo o termo de autocolisdo e variando apenas o
termo externo. Observe que as figuras devem ser consideradas em dois grupos: o primeiro de 4a a 4c e o segundo
de 4d a 4f, exemplificando a transferéncia de populagao da direita para o da esquerda e a maneira reciproca de se

fazé-la.

Facamos a consideragao de um condensado de Bose-Einstein composto por N atomos a tem-
peratura nula e confinado por um potencial de pogo duplo simétrico V(r), conforme a figura
(4.1). Assumimos ainda que esse potencial é modulado periodicamente no tempo por um sinal
de frequéncia externa w. O hamiltoniano para estas consideracoes, obtido no Capitulo 2, possui

a forma da equagao (2.24) diferindo apenas pela adi¢ao do termo externo

H = h2A(N —I)+ Q) (aTé + zSTa) + I (aTzS + BTa)2 +
+h(k—1) [(eﬁ)%a)? + (6*)2(6)2} + hnN (N — 2) + husen(wt)(a'a — b'0).  (4.1)

Porém, por uma questao de praticidade e simplificacao do tratamento da dinamica desse
sistema, faremos uma abordagem semicldssica através da equagao de Gross-Pitaeviskii para o
operador de campo \i/(r, t). Esta escolha se justifica por estarmos inicialmente interessados apenas
na diferenca entre as populagoes dos dois sitios e de um possivel controle, ainda que qualitativo,

desta. Uma abordagem em linha gerais da equagdo de Gross-Pitaeviskii é realizada no Apéndice
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C. Esta assume a forma

ih2aat\ll(r, t) = <—27:nv2 +V(r) + F - Fsin(wt) + Ng|¥(r, t)|2> U(r,t), (4.2)

na qual g = 4mwas.h?/m representa uma medida da interacio de colisao dos dtomos do condensado,
com as. € m referindo-se, respectivamente, ao comprimento de espalhamento de onda s e a massa
da espécie atomica condensada. Assumimos que a fungao de onda W¥(r,t) seja normalizada e que
o termo modulador F esteja direcionado ao longo dos dois minimos de potencial, tal que estes
se movimentem de maneira a ocorrer transferéncia de populagao entre os dois, conforme figura
(4.1a-f).

Portanto, sejam wu;(r) e ug(r) as fungdes de onda de particula tnica em cada um dos pogos.

Sabemos que as combinacoes lineares simétricas e antissimétricas destas sao escritas na forma

uy = —=[ur(r) + ua(r)] (4.3)

Sl

w = ;5 [ () — ua(r)] (4.4)

e que estas sao autofuncoes aproximadas do operador hamiltoniano de particula tinica
Houy (r) = Exus(r), (4.5)

na qual Hy = (=h%/2m)V2+V(r)e By < E_.
Investigando a dinamica das populagoes atomicas segundo esse modelo e valendo-se da derivagao
semiclassica justificada no inicio deste capitulo, na qual consideramos a dinamica do condensado

restrita ao potencial de pogo duplo ora considerado, escrevemos a funcao ¥(r,t) na forma
U(r,t) = e (e (t)ua (r) + ca(t)ua(r)], (4.6)

com a definicao

By = % (By +E). (4.7)
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Observe ainda que os coeficientes dependentes do tempo ¢ () e co(t) constituem-se na descrigao da
populacao de cada um dos pogos. Isso nos permite fazer um detalhamento mais apurado e que nos
permite uma melhor assimilagao da sua representacao ao utilizamos a condicao de normalizagao
ler(8)]? + |ca(t)|?> = 1. Perceba o leitor que o produto do médulo ao quadrado desses mesmos
coeficientes pelo nimero total N nos fornece as respectivas parcelas das populacoes nos pocos.

Para uma descricdo minuciosa do sistema considerado, introduzimos ainda a frequéncia de

tunelamento
E_—FE,
0= 4.8
= (143)
a taxa de autocolisao
k= 2% d3r|uy (r)|* (4.9)
e as duas taxas de colisdo cruzada®
n= [ drlun(r) Plua(r) (410
e
A= Z/d3r\u1(r)|3\u1(r)|2. (4.11)
Empregamos também os elementos de matriz correspondentes ao posicionamento do minimo de
cada pocgo
/dgru’{Ful =d (4.12)
e
/dgru’z‘f"ug = —d, (4.13)

na qual a origem do sistema de coordenadas estd localizado no centro da barreira e, por con-
seguinte, consideramos a distancia entre os dois minimos igual a 2d. Além destas, a frequéncia de

Rabi fica definida por
Fd
Y= .
h
2Estas sdo provenientes das superposicdes possiveis das funcées de onda de particula éinica tanto no mesmo poco,
para o caso de Kk, como para pogos contiguos, como para n e A.

(4.14)
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Com essas definigoes e consideragoes substituimos a equagao (4.6) em (4.2) para encontrarmos

ihé(cl(t)ul(r) + ca(t)uz(r)) = Hy+ F. rsin(wt) + Ng e (t)ui(r) +

ot
+ ca(tyua(r)[* (e (tua (r) + ca(t)ua(r)), (4.15)
que, apés algumas manipulagoes algébricas, nos fornece as equagoes diferenciais acopladas

i1 (t)

[EO—FQN(n—A)} c1— [S—QN(A—n)] co +

h
+yeysin(wt) + 2N (k — 1) |e1]?er + 2N (neg + Acy) |e1 + eaf?, (4.16)
e
E Q
ica(t) = [ho +2N (n— A)} cy — [2 — 2N(A—n)] c1 +
—versin(wt) + 2N (k — 1) |ea2ea + 2N (ney + Acy) e1 + o). (4.17)

Observe que a simplicidade destas equagoes podem nos render uma boa quantidade de in-
formacoes, conduzindo, por exemplo, a métodos numéricos para a solugao, o que realizaremos na

secao seguinte.

4.2 Uma analise numérica para a dinamica das populacoes.

As andlises numéricas que comentaremos nesta segdo embasam-se no que definimos por
diferenca das populagoes dos dois sitios. O ansatz escolhido na equagao (4.2) permite-nos es-

crevé-la como

w(t) = ler (O = lea(t)?, (4.18)

e maneira que ¢1(t = 0) =1 e ca(t = 0) = 0 como condigao inicial nos mostra que inicialmente
tomamos o condensado todo localizado no primeiro modo do potencial. Portanto, de conhecimento
das equagoes diferenciais (4.16) e (4.17) para a evolugao temporal das populagoes através de c;(t)
e co(t) apresentamos algumas simulagoes tomando N = 100, h =m = 1, w = 20w e Q = 0.22w.

Representaremos a diferenga de populagoes em fungao do parametro T = wt.
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Figura 4.2: Série de simulacdes para diferentes valores de v na qual observamos o autoaprisionamento
macroscépico. Primeiramente assumimos v = Fd/fi = 0 e tomamos diferentes valores de x, o que nos mostra
(a) um autoaprisionamento macroscépico da populagdo atomica. Nestas utilizamos x1 = 0,05 (linha vermelha),
k2 = 0,10 (linha rosa) e k3 = 0,20 (linha azul). Nas figuras (b), (c) e (d) observamos o mesmo fendmeno de
autoaprisionamento macroscépico porém com x = 0,05 constante e v assumindo valores 1.50, 3.00 e 3.50, respecti-

vamente.
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Observamos que a diferenca das populacoes dos pogos ¢ inicialmente apresentada para o valor
fixo de 7 = 0, como mostram as figuras (4.2a) com variagoes para o parametro de autocolisao
k1 = 0,05 (linha vermelha), ko = 0,10 (linha rosa) e k3 = 0, 20 (linha azul). Dessa forma é possivel
verificar um autoaprisionamento das populagoes nos pocos bem como uma variacao na frequéncia
de oscilacao destes em funcdo do parametro k. A escolha de ~ inicialmente nulo justifica-se
por reproduzirmos os resultados outrora encontrados para este mesmo problema. Esses referidos
foram obtidos por Milburn e colaboradores [82] para um conjunto semelhante de parametros, o

que corrobora o modelo ora explorado nesta tese.

De fato, v nulo estd no amago da transferéncia de populagdo, como pode ser observado das
equagoes diferenciais (4.16) e (4.17). Esse tipo de comportamento, conhecido na literatura como
autoaprisionamento macroscépico, pode ser observado em diversos experimentos e, portanto, é

considerado um resultado ja consolidado pela comunidade cientifica internacional.

Fagamos ainda uma simulac¢ao, como mostram as figuras (4.2b-d), na qual temos certeza que
nao ocorrera autoaprisionamento devido ao termo de autocolisao. Vamos manté-lo, portanto, com
o primeiro valor da simulacdo anterior k1 = 0,05. Tomamos ainda, nessa primeira verificagao,
o parametro v igual a 1,5. Observamos que nenhuma nova informagao significativa é adicionada
quanto a alteracoes na dinamica das populagoes, embora possamos observar uma pequena per-

turbacao na distribuicao destas.

No entanto, ainda mantendo x; = 0,05 e agora tomando v = 3,0 observamos que tanto
a frequéncia de oscilacao das populacoes como também uma tendéncia ao autoaprisionamento
comecam a surgir. Isto é verificado na figura (4.2c). Essa tendéncia fica entdo confirmada ao
fazermos v = 3,5 com k7 ainda igual a 0,05, conforme a interpretagao corrente na figura (4.2d).

Ou seja, ocorre um autoaprisionamento macroscopico.

Essas observacoes respondem afirmativamente ao nosso questionamento inicial sobre a possi-
bilidade de se manipular ou controlar as populacoes dos sitios ao menos numa abordagem simples
e alternativa com a introdugao do termo F' - 7sin(wt) na equagao (4.2), sem a necessidade da

alteracao de um parametro como a taxa de autocolisao. Perceba que a referéncia feita ao termo
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‘controle’ ou ‘manipulagao’ das populagoes se constitui, conforme expresso nas figuras com o resul-
tado das simulacoes, o fenomeno de autoaprisionamento macroscépico, anteriormente modelado e
verificado experimentalmente na ampla literatura existente sobre o tema. Portanto, embora nao
seja algo totalmente inédito tanto do ponto de vista experimental como tedrico, ainda sim é justo
observar que nossa formulacao é digna de uma originalidade introduzida pelos termos de colisao
cruzada e também da relevancia da introduzida pelo termo externo. Portanto, nossa formulagao
evidencia ainda a possibilidade do controle das populacoes dos pocos pela utilizagao dos termos
externos, mostrando quao promissora pode ser tal manipulacao.

Cabe ainda um registro da pequena vantagem desta abordagem sobre a realizada pelo notavel
trabalho de Holthéus [80,81]. Observe que as equagoes (4.16) e (4.17) consideram os termos 7
e A, que trazem na sua esséncia uma riqueza para a dinamica das populacoes. Um estudo mais
abrangente e detalhado sobre tais fenomenos estao sendo elaborados pelo autor deste texto e pelo

seu orientador para uma publicacao em breve.

4.3 Anailise através dos operadores de momentum angular.

Uma derivagao andloga pode ser obtida ao considerarmos uma evolugao semiclassica para os

operadores de momentum angular J;, J, e J. definidos por

oo s
Jp = §(a£a2 - agal), (4.19)
Ut ata
Jy = i(aJ{@ — agal) (4.20)
e
1
J. = 5(a;al +alay) (4.21)

e que satisfazem a &lgebra de operadores SU(2), para a qual

[Jiy Jo] = iheremIm. (4.22)



4.3. ANALISE ATRAVES DOS OPERADORES DE MOMENTUM ANGULAR. 53

Estes podem ainda ser reescritos como

1
Jo = 5 (laaf* = |aa]), (4.23)
Jy = %(a’faz —aay) (4.24)
e
1 * *
Jz = 5(@1(12 + CLQQ]_). (425)

H4 uma interpretagao fisica dos operadores representados pelas equagoes (4.23), (4.24) e (4.25)
utilizadas para representarmos a evolucao temporal destes que nos ajudarao a analisar os resulta-
dos que obteremos. Neste caso .J, representa metade da diferenga de populagao entre os conden-
sados localizados nos dois pocos. Com isso, podemos intuir a distribuicao espacial do condensado.
Observamos ainda que J, relaciona-se ao momentum médio do condensado, enquanto que J, nos
mostra o tunelamento que ocorre entre os dois pogos.

Utilizando estas rela¢oes no operador hamiltoniano (2.24) através da evolugao para os opera-

dores dada pela equacao de movimento de Heisenberg
i = [J ] t] (4 26)
k ’Lh k> ) .

encontramos as seguintes equacoes de movimento

Je = —2[2A(N —I) + %]Jz —4n{J,, J.}, (4.27)
Jy = —2ySen(wt)J, + 2[2A(N — I) + %}Jz +2(3n — k){J., o} (4.28)
J. = 2ySen(wt)J, + 2(k — n){Jy, Ju }. (4.29)

Como exemplo da evolucao semiclassica desses operadores, fagamos as simulagdes com os
parametros k = 0,05 (linha vermelha), 0,10 (linha rosa) e 0,20 (linha azul), n e A todos conside-

rados para 2 = 0.1 e N = 100. Os resultados s@o apresentados na figura (4.3).
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Figura 4.3: Novamente observamos o autoaprisionamento da populagio atdémica aos moldes do constatado na

figura (4.2) também como consequéncia de diferentes valores assumidos para do pardmetro ~.
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Esse estudo demonstra uma grande elegancia através do enriquecimento da dindmica do sis-
tema ao considerarmos os termos de colisoes cruzadas. Isso nos ajuda a intuir o estudo da
dinamica, também utilizando-se simulacées numéricas, de um pogo quadruplo para o qual pre-
tendemos desenvolver um protocolo de computagao quantica, passo este desenvolvido no préximo
capitulo, onde utilizamos uma descricao na qual as taxas de autocolisao e colisoes cruzadas sao
mantidas enquanto que a taxa de tunelamento entre os sitios é suprimida. Esta formulagao nos
levara a obtencao de um hamiltoniano efetivo em funcao de tais taxas colisionais que nao apenas
se mostra factivel para o desenvolvimento experimental como também apresenta uma eficacia para

a geracao de computacao quantica, conforme verificaremos.
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Capitulo 5

A viabilidade de uma codificacao
para computacao quantica.

5.1 O modelo.

Nosso intento neste capitulo é formular uma codificagao de computacao quantica a partir de
um poco quadruplo que seja fielmente descrito pelo modelo estendido de Bose-Hubbard embasado
nos mesmos principios do capitulo anterior. Assim sendo, consideraremos a interacao de colisao
cruzada além dos termos de hopping e de autocolisao, de acordo com a abordagem realizada no
segundo capitulo deste texto, que culminou no hamiltoniano (2.24).

Com tal objetivo, adiantamos que a representacao dos estados l6gicos pode ser realizada de
maneira simplificada através do preenchimento dos sitios do pogo de acordo com a figura (5.1).
Isto evidencia que essa representacao é de uma aparente facilidade para a obtengao experimental,
pois estamos propondo a elaboracao de um sistema cujo objetivo é a simples medicao da populagao
dos sitios sem a preocupacgao da contagem efetiva dos dtomos do condensado em cada um deles;
e, muito menos, a da exigéncia do conhecimento do estado interno dos dtomos que compodem tais
condensados. [79,83-85].

Esta é uma proposta bastante diferente das encontradas na literatura, que em sua grande
maioria aborda um esquema de representacao dos estados logicos embasado no conhecimento dos

estados internos dos atomos, além de um preenchimento unitario dos sitios da rede.

o7
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() (d)
Figura 5.1: Diagrama para apoio na interpretagio. Utilizaremos, respectivamente, como |0) |0}, |1)|0), |0) 1),

|1} |1) correspondente as figuras de (a) a (d).

A primeira vista percebemos que uma contagem efetiva da quantidade de dtomos num sitio é
deveras complicada, assim como o preenchimento unitdrio destes carece de um controle diferenci-
ado e de dificilima obtencao experimental. Isto ocasiona um grande problema nao apenas para a

escalabilidade como também para o controle do sistema [86].

O custo da elaboracao da nossa proposta é a necessidade da criacdo de um mecanismo que
suprima os termos de hopping sem no entanto alterar os termos de colisao cruzada entre os
modos de acoplamento representados pelos sitios adjacentes. Essa suposicao nos garante que
as populagoes podem ser transferidas entre os pogos sem a necessidade do termo de hopping.
E, embora pareca um desafio tanto matemdtico como experimental que exige uma sofisticacao
deveras elaborada, o desenvolvimento do modelo nos mostra que nao somente ela é indispensavel
para o nosso intento como também se mostra extremamente viavel para a realizagao da codificagao

que pretendemos implementar.

Iniciamos ao considerarmos um sistema no qual a barreira de potencial entre os dois sitios e
que é responsavel pelo acoplamento deste oscile a uma frequéncia suficientemente alta. Propomos
que essa barreira seja preparada para inicialmente coibir qualquer interacao entre os atomos dos

sitios adjacentes 2 e 3, tendo, portanto, uma amplitude suficientemente intensa. Isto faz com
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que os dois pogos duplos sejam completamente independentes e corrobora nossa proposta para o
esquema de representagao dos estados l6gicos mencionados na figura (5.1a-d), na qual observamos

quao salutar se faz essa condigao.

5.2 A obtencao de um operador hamiltoniano efetivo

Em busca do nosso intento, consideremos entao cada um dos termos do operador hamiltoniano
ja desenvolvido no Capitulo 2 e apresentado na forma da equagao (2.24). Isso nos mostrard alguns
dos detalhes da transformacao que culminara com um novo operador hamiltoniano que fielmente
descreverd as interagoes e propriedades que precisamos. Portanto, desenvolveremos uma derivagao

evoluindo temporalmente o estado do sistema escrevendo a equagao de Schrodinger [87, 88]
M) = —ih o [u) (5.1)
ot '
Nesta, continuaremos a tratar o termo externo na forma
f(t)(@lar — adas), (5.2)

o que é andlogo ao operador J,, dado pela equacao (4.23). Semiclassicamente interpretamos J,
como a diferenca de populagao atomica entre os dois pocos; sendo ainda este o mesmo termo
adicionado & equagao (2.24) a menos de um fator multiplicativo, que nos fornece o operador (4.1).

O desenvolvimento do hamiltoniano efetivo torna-se vidvel e também claro ao utilizarmos a

introducao da identidade

T = if(O)(@far—akas) | —if(t)(@alar—alaz) (5.3)

na equagao (5.1), além de multiplica-la pelo fator e—ilf(@la—alas) 5 esquerda, nos permite

escreveé-la como

e—i[f(t)(&J{&l—&E&Q)}HIW,) — _ihe Z[f(t)(dim—&%&z)]g (Z|¥)), (5.4)
t
e, explicitamente, através de
eilf@la—alaa)l gy ilf 0(afa—alao)l| gy — ihe-ilf@la—aban) 9 (ez[fu)(alal aQazn‘@), (5.5)
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na qual, a partir desta, redefinimos o estado do sistema por
) = emO@m-ala] ). (5.6)
Portanto, observe que podemos reescrever a equacao (5.5) na forma

emilfO@la—ala)y eilf O@]a—alas)] gy — _me—i[f(t)(didl—dédz)]gei[f(t)(didl—&iéz)]m (5.7)
t )

o que resulta ainda em
e ilf(t )(@far— a£a2)]Hei[f(t)(&]idl—&gflz)]‘7@ _ f(t)(d];&l _ @&2)‘ ¥) — Zﬁ |¢> (5.8)

Aqui ainda cabe a utilizacdo de um importante resultado advindo dos cursos bésicos de
mecanica quantica. Sabemos que se G é um operador hermitiano e A é um parametro real,
podemos escrever a série

(iA)?
2l

e Ae™ N = A +iNG, A] + (G, [G,A]] + ... +

conhecida como lema de Baker-Hausdorff [87,88]. Tal facilidade proveniente desse lema impor-
tante nos faz conduzir a partir deste momento a derivacao do hamiltoniano efetivo considerando
separadamente as parcelas de H dadas pelo operador (2.24).
Portanto, a primeira parte do hamiltoniano, que corresponde ao termo de hopping, pode ser
escrita como
e—ilf®@la-ala) 31a, 1 afa,)elf O @la1—alaz) (5.10)

)

cujo desenvolvimento é escrito explicitamente na formal

e~ 0@l (51) i O@la) | (if()(@lan) (g,)e=if (D(@laz)

eif(O@lan) gl =i (O)(@lar) | =if(Balar) (g, )eif (B(@lar) (5.11)

!Na verdade, a relagdo para dois operadores Exp[A + B] = Exp[A]Exp[B] s6 é possivel quando A e B comutam,
como neste caso.
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Utilizando a relagao (5.9), podemos ainda escrever a série seguinte para cada uma das parcelas

acima. Comecemos pelo primeiro dos termos. Ou seja, escrevemos

e O @] O™ =6l 4 (i)(— (1) afar.a]] +
2

alay, [alar, [alas,al])) + -,  (5.12)
O que nos fornece

sl @heroelan = af — ) (pe)a) - Y + QIO G L sas)

que, apdés uma breve simplificacao, fica expresso na forma

om0 (gl — gf [(1 _YOr, . ) s < iy - SO ﬂ (5.14)

Como a expansao acima nos traz a relacao de Euler, observamos que, finalmente, podemos

escrever para a relacao (5.12) a forma simplificada
e~if @) (g1) i (O@la) — gt (5.15)

que sera utilizada para a obtencao do hamiltoniano efetivo quando neste surgir o operador d]i.

Vejamos ainda como se transforma o operador as utilizando o mesmo procedimento ji desen-

volvido e que culminou com a transformagao (5.15). Ou seja, primeiramente escrevemos

- 2
(i OaSa2) (g )e=if D(ada)  _ d2+((1)(f(t)))

2!

i 3
+((>(J;(t)>)[&;a2, [abas, [abas, ao])] + -+ (5.16)

também com o auxilio da relacao (5.9).

Analogamente desenvolvemos cada um dos termos para encontrarmos

O 1) =508 = 51— iy (o)) + SO (o) + DDy 4 )
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na qual, apds outra breve simplificacdo, encontramos novamente a relacao de Euler. Portanto,

escrevemos
eif(t)(ﬁgéz)(&2)eif(t)(@£d2) = Qs [(1 - (]0(2'5'))2 + .. ) — (f(t) - (f(;‘))?) 4. >] (5.18)

e, finalmente, obtemos uma relagao analoga a (5.15)
eif(D@kaz) (g,)if (O(@daz) — g, =i/ () (5.19)

que reconhecemos como a forma que devemos utilizar para a obtencao do hamiltoniano efetivo

quando neste surgir o operador das. Além disso, observamos que em ambos os desenvolvimentos

utilizamos as identidades [N, a;] = —a; e [V, &H = &;-r.
Da mesma maneira tratamos o desenvolvimento para os operadores d; e a1 através das formas
. At A R s AT A R . N R
e 0@20) (gh)emt /@282 — Gl 4 (§)(f(1))[abas, af] +

) N2 s

+(( )(-2‘( ))) [a£a27 [aga%a;“ +
DN ot ot ot

OO s, i, alas,all] + - (5.20

e, finalmente,

o fatag, [alan, [alay, ad)) + - (5.21)
que nos fornecem, respectivamente, as relagoes
¢l (D(@haz) (g1)eif (O(ahaz) — gf +irf(O), (5.22)

eifW@la) (g )i/ O@Ela) — g o +i© (5.23)

)

apds um desenvolvimento andlogo e fiel aos que resultaram nas relagdes (5.15) e (5.19).
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Assim, escrevemos o termo de hopping entre os dois modos locais através de uma oscilacao

coerente. Isso nos permite escrever tal termo simplesmente como

e—ilf()(@la1—abaz)) (alag + ala)el/ )(ajar—abas)] _ alage 20O 4 ala et?/ O, (5.24)

que é desprezado por possuir uma rapida oscilacdo observada na forma e*2/ ().

A segunda parcela do hamiltoniano (2.24) é dada por
n (afaz + agal)Q = i (@l alazaz + alarasa + aasial + afalaa ). (5.25)
a qual aplicamos a mesma transformagao
el (D)@} ar—alaa)] (@Iaiag@ + alayagal + abasaral + a;a;alal) ilf@@a-aa)l (5 96)
que se reescreve, apds a aplicagao da identidade (5.3), na forma

e~ilfO(@la—aaa)l (a{za{agz@ + alTayasTal + a}Taza Tal + agza;alzal) el Balar—ala)]
(5.27)

explicitamente dada por

b (dligm + &£&1>2 - hn(efif(t)(aTal)a cif((@lar) | —if(t)(ajar) g al et/ )(ajar) |
e (D(@ha2) 5 o—if (D(akas) | if (1) (@daz) g o —if (1)(adaz)
Lemif(alan), afelf J(@jar) | o=if()(@]an) 5, if(H(afan) |
i/ (O(ahan) gy o=if (B)alaa) | oif (t)(ahan) gf o—if (O@da) |
_'_ez‘f(t)(dgdg)&;e—if(t)(&gdz) e (@) g —if (1)(aha2) .
R OIC PR GICHEN e—z‘f(t)(d]idl)dxeif(t)(didl) T
teil O@lan) gl o—if (O(ahaa) . (if(B)(ahao) g} o—if (D)(adas) .

e~ B@la) g, (i Bala) | —ifhEla) g @ty (5.28)

Novamente reagrupamos os termos apds um breve processo algébrico aos mesmos moldes do
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desenvolvido para a obtencao da relacao 5.24, o que resulta em

2 .
hn (&Idg + &;ch) = hn(&}eﬂf(t)a e” (t)aTe*Zf(t)aJreﬂf( ) +

tale W, 0,01l O 4
ket W age g, 60t e=if ) 4

—|—€L£eif(t)&geif(t)dleif(t)dleif(t)), (5.29)

que reescrevemos compactamente como

2 A
i (a{aQ +&§a1) = hn(alalagane 70 + alayaday +
tabagaral + adalara et ®), (5.30)
e, finalmente, na forma

o (ata + atan ) = mn(ataranat + ataoaal 5 31
N | Gy a2 + aya1 n(Gqa1G209 + 5020107 ), (5.31)

na qual observamos que o primeiro e o tltimo termos da relagao também sao de rapida oscilagao
e, por esse motivo, desprezados.

Fa(;amos agora O mesmo desenvolvimento para a terceira parcela, que escremos como
ta a
2(12&2), (5.32)

na qual também introduzimos a identidade (5.3) para escrevermos

Wk —n)alZalTa,Tay + alZal TagTas (5.33)
e explicitamos na forma
s~ m)(@falinn + aalanas) = s — )(e O Gl Oslon i Walos sl
et Walarg cifajar , —if(Majar g gif(hajar 4

yeif ®adazgl o—if®alar . pif(Dabaz gl —if (Dabaz

if(Halas &2efif(t)&§d2 i (Dabas &267if(t)d5&2) (5.34)
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para, apds uma reorganizacao dos termos, expressarmos por
h(r —n)(alalaiar + abalasas) = h(x — n)(alalaran + abajasas), (5.35)

que se mostra invariante apds a transformacao. Assim, observamos que este iltimo termo junta-
mente com o proveniente da (5.31) sdo os que se mostram plausiveis para a nossa consideragao,

culminando com a forma

o f

Hepp = hny (&{alag% +adas (5.36)

>
—
j=N
——t
N—
+
St
—~
=N
|
3
~—
/N
Q>
= —t
Q>
= —t
Q>
—
joN
—
+
joN
N —+
joN
N —+
Q>
[N}
Q>
[N}
N——

Porém, fagamos ainda algumas consideragoes que podem ser simplificar o operador ora obtido
em (5.36). Observando que
[a,aq —1, (5.37)

o que nos fornece imediatamente a relacao
aal =1+ a'a, (5.38)
podemos ainda escrever a primeira parcela de (5.36) como
ala (I + a;@) +ala, <I + a{al) : (5.39)
que uma vez substiuida na prépria equacao (5.36) nos fornece, apés uma breve manipulacao

algébrica, a forma

Heff == h(HN + 277N1N2). (5.40)

Observe o leitor que podemos estender o operador (5.40) para a configuragao representada

pela figura (5.1). Dessa maneira, escrevemos

Hepr = h{kN +2[n(N1Ny + N3Ny) + 1/ (N2N3)] } (5.41)

. / A .
na qual encontramos a diferenca entre os termos 1 e n por naturalmente tratarmos de referéncias
a diferentes intensidades da barreira de potencial, de acordo com a representacao esquematica da
figura (5.1). Fagamos, a partir de agora, algumas consideragoes sobre o sistema fisico descrito

pelo hamiltoniano ora obtido.
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5.3 O desenvolvimento de uma codificacao de bits quanticos.

Um questionamento que surge naturalmente refere-se a possibilidade de verdadeiramente de-
senvolvermos computagao quantica embasada nas transformagoes obtidas na secgao anterior. Para
isto é necessario que venhamos a definir nossa base computacional em termos de bits quanticos
(g-btis). Ou seja, que sejamos capazes de definir uma base que ndo apenas represente os resultados
mostrados na figura (5.1) como também gere estados de superposi¢ao para os dois pogos duplos.

Uma tentativa nesse sentido pode ser tomada ao considerarmos dois estados genéricos repre-

sentados por

[91) = a1 |0) + a2 [1) (5.42)

1h2) = a3 [0) + as[1), (5.43)

para os quais determinamos a condicao de normalizagao |041\2 + |a2\2 = 1 para os dois primeiros
pocos & esquerda e |043|2 + |0¢4\2 = 1 para os outros dois a direita.
E imediato observar que os resultados da tabela (5.1) sdo previstos por estes estados quando

simplesmente observamos que para o estado definido por

1) [1h2) = (1 |0) + a2 1)) (3 ]0) + aa [1)) (5.44)

ou ainda, explicitamente, na forma

1) [¥2) = 13 [0) [0) + 1 [0) [1) + agars [1) [0) + cpaq 1) [1) (5.45)
tenhamos
[1h1) [¥h2) = [0} 0) (5.46)
S€e (g = (g — O,
[1h1) [th2) = 10) [1) (5.47)

se ag = ag =0,

[91) [2) = [1)10) (5.48)
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se a1 = a4 = 0, e, finalmente, o estado

1) [1h2) = 1) 1) (5.49)

se ap = az = 0.
Observamos que tais resultados explicitam todas as configuracoes iniciais apresentadas na
figura (5.1). Além disso, utilizamos os «/s para prepararmos o sistema fazendo referéncia as

populacoes dos pogos, o que nao significa que estas sejam nulas.

5.4 Algumas portas quanticas.

Mostramos agora através da aplicacao do operador hamiltoniano efetivo desenvolvido na
equagao (5.41) no estado definido em (5.45) a obtengao de duas portas 16gicas quanticas relevantes.
A primeira delas, uma porta de fase, como mostrado na tabela (5.4.1), é perfeitamente plausivel.
Fagamos entao tal desenvolvimento para em seguida tratarmos de uma porta universal, neste caso

a (controlled not)*tilizamos a terminologia em inglés por uma questao puramente técnica..

5.4.1 A porta de fase

Comecemos com a aplicacao referida no inicio desta secao para encontrarmos

(1) ) () = eCHITers =00 ) ghg) (5.50)

o que nos fornece o resultado

1) o) (1) = a3 [0) [0) + arage” 2NN (7000 [0) 1) 4

+agaze” 2 NE0) 1Y |0) + agaye 2NN+ Nal 1y (1) (5.51)

Observe que obteremos as configuragoes apresentadas na tabela (5.4.1) se fizermos ag = aq = 0
para o resultado |0) [0), a1 = a4 = 0 para |1) |0), a3 = az = 0 para |0) |1) e oy = ag = 0 para

e 1) [1).

2y
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Ul|f(z)) Hery Combinagao

oylo)y - 10) [0)
oy - 1) |0)
0y - 10) [1)
iy = e

Tabela 5.1: Tabela verdade para a porta légica quéintica de fase (phase gate) obtida pela evolugio do estado
(5.44) pela aplicagao do operador (5.41).

A> [A>

B> $ [BOA)

Figura 5.2: Porta légica de operagio controlled not.

Com a obtengao deste resultado, que corrobora os resultados apresentados na tabela (5.4.1),
verificamos ainda a possibilidade de que outras portas quanticas sejam factiveis a partir da equagao
(5.51). Com isso, observamos que a transformacao utilizada no inicio deste capitulo se mostra

vidvel para tais obtencoes.

5.4.2 A porta controlled not.

E possivel que uma combinacao apropriada dos parametros e do controle das populacgoes na
equagao (5.51) nos retorne a tabela verdade da porta controlled not, como apresentado na tabela
abaixo.

Para mostrarmos a exequibilidade da operacao representada pela tabela (5.4.2), fagamos no-
vamente a andlise da relacao (5.51). Neste observamos a necessidade de fazermos oy = ag = 0
para obtermos a transformagao |00) — |00), a3 = ag = 0 para |01) — |01), a; = a3 = 0 para
|10) — |11) e a1 = aq = 0 para |11) — |10).

Ainda é plausivel a obtencao desta mesma porta através de duas operacoes de Hadamard com

o intuito de utilizarmos combinacoes de tais portas para a utilizacao e elaboragao em circuitos.
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U|f(z)) Hesr Combinacao

|0} 10) — |0} 0)
1) 10) - 1) 1)
|0} [1) — |0} 1)
1) 1) - 1) 10)

Tabela 5.2: Tabela verdade para a porta légica quantica controlled not obtida pela evolugdo do estado (5.44) pela
aplicagao do operador (5.41).

No entanto, este parece ser o inicio de um novo e promissor trabalho.
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Conclusoes

A consolidacao da teoria de computacao e informacio quantica exigiu a caracterizacio, dentre
outros aspectos fisicos, do emaranhamento. Portanto, é natural que se comece, assim como fizemos
nesta tese, uma analise com um sistema com poucos corpos e, somente apdés um amadurecimento
das técnicas matematicas e também da melhora de recursos computacionais, seja efetuada uma
busca para a quantificacdo de diversos modelos de matérica condensada, por exemplo. Assim,
notamos que uma das motivagoes desta tese foi a compreensdo da utilizagdo do emaranhamento

para o estudo das transicoes de fase a temperatura nula.

Embora tenhamos observado uma transicao entre as fases dos modelos explorados no terceiro
capitulo, ainda assim é interessante verificarmos que a sinalizacao dessas transi¢coes que ocorrem
no BHM e no GCC podem ser melhoradas e talvez até determinadas com grande precisao. Para

tal intento é necessario que se empregue métodos mais elaborados.

H4 ainda dentro deste assunto uma possivel investigacao das transicoes de fase no modelo es-
tendido de Bose-Hubbard embasado na comparacao com os diagramas apresentados na referéncia
de Kovrizhn e colaboradores [41]. Tais modelos podem ainda ser enriquecidos com resultados
referentes a transicOes interbandas, o que enriquece sobremaneira os modelos ja explorados na
literatura, uma vez que nao mais se consideraria apenas o estado fundamental de uma rede. Ob-
serve que esta é uma compreensao que poderia nos revelar novas fases quanticas e, por isso mesmo,

ser considerada uma perspectiva para desenvolvimentos futuros embasados nesta tese.

A compreensao da divisao do emaranhamento no modelo de Bose-Hubbard mostrado também

no terceiro capitulo deste texto possui um destaque em relacao aos outros modelos e/ou cadeias.

71
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Ainda, talvez esta seja uma andlise interessante para se compreender a estrutura do emaranha-
mento multipartido em outros modelos.

Ressaltamos a importancia da equacao (3.20) para a entropia linear reduzida a um sitio para
o modelo GCC. Como esta generaliza a medida de emaranhamento multipartido, também con-
sideramos a sua andalise como um grande e promissor recurso para desenvolvimentos de trabalhos
futuros desta tese.

Os resultados do quarto capitulo nos mostram que é possivel manipularmos as populacoes
atomicas para potenciais de dois ou miltiplos pocos. Observamos que a insercao do termo ex-
terno representado por v recupera resultados até entao conhecidos como o autoaprisionamento
macrosopico. Isto evidencia que tais populacoes podem ser manipuladas e utilizadas para a ela-
boracgao de codificagoes e utilizacoes em portas légicas quanticas, conforme mostramos no quinto
capitulo. Tal controle das populagoes motivam ainda novos estudos como os de compressao de
spin para esses mesmos sistemas, por exemplo.

Observe ainda que inserido no contexto da obtencao de codificacao para portas logicas quanticas
é ainda factivel um desenvolvimento embasado na descricao de estados coerentes. Estes, por uma
questao de exiquibilidade experimental, podem talvez ser mais interessantes que outras descricoes.

Finalmente atentamos para uma possivel andlise de um modelo 3D analogo aos desenvolvidos
nesta tese porém com a vantagem da manipulagao dos termos de tunelamento, autocolisao e colisao
cruzada em diferentes diregoes. Isto enriquece significativamente os resultados para computagao e
pode ainda trazer novos resultados para as transicoes de fase, revelando ainda provaveis relacoes
com as transicoes interbandas anteriormente comentadas. Neste tépico reside ainda a possibilidade
da obtengao de computacao paralela, o que traz grandes vantagens como a significativa redugao
do tempo necessaria para algumas tarefas computacionais. Estas podem ser observadas por uma

possivel manipulacao dos termos de tunelamento e de colisdo cruzada em diferentes direcoes.



Apeéendice A

Notas sobre a derivacao dos modelos

Partindo do operador hamiltoniano para espécies bosonicas numa rede dptica, assumindo que
o numero de particulas é conservado, obtemos o hamiltoniano [16,17,33]
H=US NN, —I)- T (aj.aj +@}ai>, (A-1)
i i,J
na qual U é a taxa de autocolisao ou ainda a intensidade da repulsao entre dtomos dos mesmo

sitio ¢ como fun¢ao da massa e do comprimento de onda s, e J é interpretado como o elemento
.I>

de matriz entre dois sitios adjacentes i, j (hopping). Utilizamos N; = a;a; como o operador de
numero do sitio i, para o qual os operadores de aniquilacao a; e criagao bosonicos a;-r obedecem
a relacao de comutacao candnica [ai,a;] = 0;;. O hamiltoniano de Bose-Hubbard consiste em
considerar o termo de hopping somente entre os sitios vizinhos, enquanto a configuracao CCG
considera esse mesmo hopping entre dois sitios quaisquer. Célculos considerando o BHM através
de uma teoria de campo médio indicam uma transi¢ao de fase no ponto critico U/J = 5.6z, na
qual z = 2d é o nimero de primeiros vizinhos [16,17,33,72]. Para uma rede 6ptica unidimensional,
essa teoria de campo médio propoe a razao J/U ~ 0.08 para o ponto de transigdo. Tais resultados
foram corroborados através da investigacao experimental em uma rede Optica unidimensional
por Stoferle e colaboradores [49]. Além disso ha solugbes bem conhecidads para as duas fases
previstas para o BHM [72]. Na fase superfluida o sistema ¢é descrito por um estado coerente no

qual a distribuicao de probabilidades para o nimero de ocupagao local dos 4tomos em um sitio da

rede é Poissoniana. Mais ainda, tal estado é bem descrito por uma fungao de onda macroscépica
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com coeréncia de fase por toda a rede

1 R
o 1
Uep) = — | — b; 0). A-2
wor = 71 (G 28) 0 (a2
Na fase isolante de Mott (MI) as flutuagoes do estado fundamental do sistema consistem de
funcoes de onda atomicas localizadas com um nimero fixo de atomos por sitio que minimizam a
energia de interagao. O estado fundamental é entao representado por um produto de estados de

Fock para cada sitio da rede [16]

1 Mo ~ T\
|wMI>—mi1:II(bi) 0). (A-3)

Embora exista uma diferenca entre as configuragoes BHM e GCC, ¢é sabido que no limite
termodinamico, N — oo, o comportamento de ambos sdao similares. Isto é corroborado pelas
observacoes em experimentos recentes com sistemas que sao suficientemente grandes, ou seja,
com um nimero de sitios M de aproximadamente 10° [12,47].

Nesses experimentos o parametro de ordem AN? =< N2 > — < N >2 pode ser usado como
um indicativo da transicao. Na verdade, para a fase MI, que é incompressivel, verifica-se que
AN? = 0, mostrando que a distribuicdo é de estados de Fock, enquanto que a fase superfluida,

que é compressivel, AN? # 0 nos mostra que uma distribuicdo Poissoniana é observada.



Apéendice B - Representacoes da
equacao da entropia linear reduzida a
um sitio.

Representacoes da equacao da entropia linear reduzida a um sitio

Neste Apéndice mostramos alguns exemplos da equagdo (3.20) sobre a entropia linear re-
duzida a um sitio como medida de emaranhamento para a geometria de graficos completamente
conectados. Embora ela dependa de elementos da teoria dos niimeros, estes sao ficeis e de rapido
entendimento, pois sua abordagem depende de um nivel elementar de matematica.

O exemplo mais simples é compreendido por apenas dois atomos e dois sitios N = M = 2,

cujo espago vetorial é dado pelo conjunto
{111),102),120)}, (B-1)
a partir do qual escrevemos o operador densidade
p12 = |¥) (Y| (B-2)
substituindo neste os elementos do conjunto (B-1), para o qual encontramos
p12 = [ [11) + az (102) + [20))] [o (11| + a5 ((02] + (20])]. (B-3)
Simplificadamente, apds a operacio de traco parcial®, escrevemos

p1 = laaf* 1) (1] + |z (10) (O] +[2) (2]) - (B-4)

3Perceba o leitor que, como ha uma simetria quanto ao sitio a ser tomado, poderiamos naturalmente tomar py
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O leitor deve observar que estamos fazendo um tratamento embasado na propriedade do
hamiltoniano GCC de possuir peso estatistico igual para o termo de hoppping entre todos os sitios.
Isso faz com que todas as configuragoes de uma ocupagao dupla possuam o mesmo peso, aqui
representado por ao. Esse raciocinio é perfeitamente compreendido ao avancarmos no problema
como se a resolvé-lo por indugao.

Fagamos entao a configuragao seguinte, para trés atomos e trés sitios, (N = M = 3), que
também depende de uma abordagem elementar da contagem dos simbolos correspondentes as

ocupagoes. Desta feita, representamos o espaco pelo conjunto seguinte
{1111),j012) , [021),,[102) ,]120) , 201) , 210} , 003} ,[030) ,|300) } (B-5)
e escrevemos o operador densidade a partir da sua definicao para encontrarmos
p123 = |¥) (V| (B-6)
e também aplicarmos os elementos do conjunto (B-5). Desta vez encontramos
p123 = [oa|111) +
+as (|012) 4 |021) + [102) + |120) + |201) + |210)) +
+ a3 (]003) + |030) + |300))]
[Oél <111| +

+a ((012] + (021] + (102] 4 (120] + (201] + (210]) +

+ a3 ((003| + (030] 4 (300])], (B-7)
que apds a operacao de trago parcial, escrevemos como
p1 = loa* 1) (1] + 2 [az|* (|0) (O] + [1) (1] + [2) (2]) + |as|* (2]0) (O] + [3) (3]) (B-8)

Esta forma, embora simples, j4 se mostra suficiente para uma rapida verificacdo da equacgao
em questao. Portanto, tomamos a prépria equagao 3.20 e facamos, a partir dela, a obtencao da

relacao expressa em B-8. Para isso, escrevemos
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T’ . .
305 <j’,

pra = (V- 2) zwzz
305'

que apés a substituicao N = M = 3 fica dada por e, consequentemente

f(N N 3’/"”

S e\ g

p31=(3— Z \041\22 N% U‘ J) Gl
i=1

N3d]

N31] N3ZJ
ﬂ+wf§j s, ﬂ+mﬁ§j Ngﬁ,wﬂ

pa1 = o f? Z N 3 J],

Desenvolvendo o somatério, encontramos

N=3 10 N=3 11 N=3 12 N=3 13
2 Zsors Zsors Esors Zsors
p31 = |ov| [1\/’3|0> O+ == )+ S 12) Ql+ S 13 G| +
Hs 0 éo' Hs 0 ;1' Hs 0 813' Hs 0 §3|
DA NG v e UONIND v/t CORPRIND v s
+|ao|? [f\}2| ) (0] + =220 |1) U+ == 12) @l + S5 13) G
Hs 0 30‘ Hs 0 gll Hs =0 52' Hs 0 33‘
At UURND ». Le UMD o il OIS v '
|1><1|+]ffT32||2>< |+§FT33‘| PEGIH
H 0 Ts . Hs:O Ts .

2 25:0 TS
“=sS=Y o 0 “e=s=Y o
H%'Lwﬁﬁm>”+nNﬁﬂ

que fica explicitamente dado por
( +r —H“ —H” )|0><O|+( 1+7‘%1+r%1+r§1) ) (1] +
( (1)0!7“}0! 101y %0!) (rél!ril!réllr;’l!)

p31 = |o|

+(r52+r%2+r52+r§2) 2) 2l + (rg® + 1 +15° 4+ 13%) 3) (3
(ré%r?!r?!r?!) ( (1)3!7‘%3!@3!7”%3!)

20 20 20 20 21 21 21 21
+ri"+ry +r +ri+ry 4
( 20|120| 202| 201 : ) |0> <0| + ( 211121| 212| 21 : ) ’1> <1’+
(7’0 ARV Y ) (7‘0 TITS TS )

+a|?
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(rg? + 712 4+ v + 13?)
2210.221,.221,.22
(ro rilrs®lrs !)

Mk SR Skt W YW
(rg3tri31r331rsd)

12) 2]+ (

(r80+rf0+r§0+r§0)
301,.301,.301,.30
("”0 P lrsPlrs !)

(g + it + 73+t

—Ha3|2 IR
(7“5‘1 lrtirgtrst !)

1) (1 +

10) (O] +

12) 2] +

32 32 32 | .32 33 33 4 ,.33 33
(’I“O +rit+ry” +ry ) (TO +ri° +ry” g ) ‘3> <3‘
321,.321,-321,.32 331,.331,-331,.33 :
(’I"O !Tl !7“2 !7"3 ') (TO !Tl !7"2 !Tg ')
Os simbolos que contribuem para a ocupagao estao ligados aos estados de ocupagao simples
(J111) - com duas ocorréncias) para «;; estados de ocupagao nula, simples ou dupla para as

(]012) - com duas ocorréncias cada) e estados de ocupagao nula (duas ocorréncias) ou tripla (uma

ocorréncia) (]003)) para as.

0+0+0+0 0+2+0+0
p31 = |a1|® { [((OKMOHM))}|0><0|+_{((OKNOHM))]|1><1M+

(040404 0) (040404 0)
[(OWO'O‘)} 12) (2| + [(O'O'O'O')] 3) <3|] +

0+1+1+0 14+0+1+0
+a2|2{[( (01111101) )}‘OMOH[( (11011101) >]|1><1|+

1+1+0+0 0+04+0+0
crroml LR e R

1404041 04+0+0+0
*”mﬁ{r ammm))}WHM+{((mmmm))]“H”+

0+0+0+0 2404040
e CER e R

p3a = oaf? 1) (1] + 2lazl (10) O + 1) (1] +12) (2]) + |as[* (2]0) (0] + [3) (3]), (B-9)

que é a mesma relagao B-8.



Apeéendice C - A equacao de
Gross-Pitaeviskii

Linhas gerais de uma derivacao

Quando tratamos gases rarefeitos a baixas temperaturas, é perfeitamente possivel uma descri-
¢ao através da equacao de Gross-Pitaeviskii [11,12]. Esta caracteriza-se por ser uma aproximagao
nao linear da equagao de Schrodinger.

A dinamica de um determinado sistema é obtida ao evoluirmos temporalmente o operador

(2.1), o que fazemos através da equacao de Heisenberg

QA

ih s (r,1) = [‘il(r,t),f[} . (C-1)

A substituigao da equagao (2.1) em (C-1) e a utilizagao da rela¢ao usual de comutacao bosénica

nos fornece

iﬁg\i/(r,t) = _—hQVZ + Vi(r) + Vp(r) + % /d3fr'd3r’\iﬁ(r)\iﬁ(r’)V2(r,r’)\il(r')\il(r) W(r,t),

2m
(C-2)
que é uma equacao exata para o operador \il(r, t).
Consideremos a aproximagao do operador \il(r,t) por uma teoria de campo médio represen-

tando por ®(r,t). Ou seja, como [ Ut (r,t)Ut(r, t)dr = N, escrevemos

Ui(r,t) = VNO(r,t), (C-3)
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que substituida em (C-2) nos fornece

ihgtcb(r,t) = ;:jVQ + Vi(r) + Vr(r) + % / Brd3r' Y ()t () Va(r, v ) (x)b(r) | S(r,t).
(C-4)
Observe que as equacoes (C-2) e (C-4) embora tenham a mesma estrutura, elas representam
diferentes tratamentos. A primeira delas é uma equacao exata para o operador de campo \i/(r, t),
enquanto que a segunda é uma aproximacao de campo médio para um campo classico, que se
constitui num parametro de ordem do condensado. Este parametro ainda recebe o nome de

fungao de onda do condensado.

Substituindo o potencial de contato definido na equacao (2.2) em (C-4), encontramos

Hd(r,t) = mgtcb(,t), (C-5)

denominada equacao de Gross-Pitaevskii, na qual definimos

- h2v?

H= + Vi(r) + gN |®]?. (C-6)

2m

As solugbes da equagao representada em (C-6) sao da forma
(v, 1) = pne M, (C-7)

na qual ¢, (r) é independente do tempo.
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