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Abstract

The density matrix is a fundamental object in statistical mechanics of quantum many-body
systems. Through it the observed value of any observable of a quantum mechanical system of
interest can be found. In this work we calculate the density matrix at low temperatures of many-
body systems that interact through pairwise potentials using a convolution procedure of the

density matrix at high temperatures, where is possible to apply semi-classical approximations.

vi



Resumo

A matriz densidade é um objeto fundamental na mecéanica estatistica de sistemas de muitos
corpos quanticos. Através dela pode ser encontrado o valor esperado de qualquer observavel do
sistema de interesse. Neste trabalho calculamos a matriz densidade a baixas temperaturas para
sistemas de muitos corpos que interagem via um potencial de pares através de convolucoes da

matriz densidade a altas temperaturas, onde é possivel utilizar aproximagoes semi-classicas.
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Capitulo 1

Introducao

Sistemas de muitos corpos constituem a base de estudo da fisica da matéria condensada. Os
chamados condensados, estados da matéria estaveis que surgem da organizacao dos componentes
individuais do sistema e suas interagoes, apresentam diversas propriedades e comportamentos
de grande importancia cientifica e tecnoldgica que nao sao completamente intuitivos perante
uma analise primitiva. E neste tipo de sistemas onde se observam os chamados comportamentos
coletivos e as propriedades emergentes.

Compreender um sistema fisico neste contexto consiste, numa primeira etapa, em identificar
seus constituintes fundamentais e as possiveis interagoes entre eles. Posteriormente, constroi-se
uma teoria que seja capaz de apontar as propriedades oriundas da ordenacao ou desordenacao
destes constituintes, considerando também a interacao com o meio externo, de forma a descre-
ver as fases do sistema e, mais ainda, suas transigoes de fase.

A ferramenta usualmente utilizada para tratar tais sistemas de muitos corpos é a Mecanica Es-
tatisica, que preenche a aparente desconexao entre as leis da mecanica que governam os corpos
individuais e as propriedades que surgem de sua organizacao, empregando a teoria de probabi-
lidade para descrever o comportamento médio de um sistema mecanico quando seu estado nao
é completamente determinado.

No que se diz respeito a sistemas de muitos corpos quanticos a situacao é a mesma, atentando

1



2 1.1 Caracteristicas gerais de sistemas de ‘He

para o fato de que a mecanica que descreve os corpos é a mecanica quantica, e entao fala-se em
Mecanica Estatistica Quantica. O responsavel por relacionar a mecanica quantica e a mecanica
estatistica de sistemas de muitos corpos é a chamada matriz densidade estatistica. Através
deste objeto é possivel encontrar o valor esperado de todo e qualquer observavel do sistema
fisico de interesse, o que mostra parcialmente a dimensao de sua importancia.

Fenomenos quanticos se manifestam preferencialmente a baixas temperaturas, portanto se que-
remos estudar e observar tais fenomenos, de acordo com nossas consideragoes, precisamos apren-

der a calcular, trabalhar e caracterizar a matriz densidade a baixas temperaturas.

1.1 Caracteristicas gerais de sistemas de ‘He

Sistemas formados por dtomos de *He apresentam comportamentos bastante curiosos, em es-
pecial a baixas temperaturas, onde os efeitos quanticos sao bastante pronunciados [1]. O ‘He
¢ o elemento mais leve da tabela periédica apds o hidrogéneo, possuindo um ntcleo composto
por dois prétons e dois néutrons (uma particula «) e mais dois elétrons na camada eletronica,
que é fechada, e portanto o atomo é inerte no sentido de ligacoes quimicas. Além disso, seu
spin total é zero, o que o caracteriza como um bdson.

Do ponto de vista quantico, sistemas de bdsons sao bastante peculiares pois seus constituintes
obedecem a estatistica de Bose-Einstein e portanto podem apresentar a condensacao de uma
fragdo macroscopica (possivelmente todos) destes constituintes num mesmo estado quantico,
fenémeno conhecido como condensaciao Bose-Einstein [2]. Este tipo de comportamento esté
intimamente relacionado com a descricao do fenomeno da superfluidez, que é a caracteristica
de escoamento sem viscosidade de um fluido, que sistemas de dtomos de *He exibem [3].

O *He forma o tinico agregado de particulas que permanece liquido até o zero absoluto de tem-
peratura na auséncia de pressao externa. Em outras palavras, nao hd uma transicao de fase de
carater estrutural no sistema abaixo de uma determinada pressao. Ha, de fato, uma transicao

liquido-superliquido a temperatura de 2.17 K, conhecida como transicdo A [4]. Abaixo desta
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temperatura, o sistema apresenta o fenéomeno da superfluidez. Na figura 1.1 apresentamos um

diagrama de fases do *He.

59 Solid
hexagonal

4 - close packing
(hcp)

Body-centered cubic (bcc)

Normal liquid

Pressure (MPa)
W
|

Superfluid

Gas

0 I T I T T
0 1 2 3 4 5 6

Temperature (K)

Figura 1.1: Diagrama de fases do *He.

Outra caracteristica importante deste sistema é que as forcas que atuam entre dtomos de ‘He
sao tipicamente forcas de dois corpos. As interacoes de ordem superior contribuem muito pouco
pois o sistema tende a ser qualitativamente semelhante a um gas de esferas rigidas, onde as
interacoes sao apenas de contato e choques entre trés ou mais particulas sao altamente im-
provaveis [5].

A interacao entre um par de dtomos de “He por sua vez é descrita satisfatoriamente pelo

chamado potencial de Lennard-Jones [6], cuja forma é

o= (2" 2] n

onde r ¢é a distancia entre os dtomos, € = 10.22 K é um parametro de energia e o = 2.556
A um parametro de distancia. O primeiro termo, proporcional a 1/r'% descreve a repulsao
entre as nuvens eletronicas dos dtomos, enquanto que o segundo termo, proporcional a 1/r°
descreve a interacao entre os dipolos (forga de van der Waals). O parametro o é a distancia

para a qual o potencial se anula, ou seja, para distancias menores que ¢ o potencial é repulsivo.



4 1.2 Objetivos deste trabalho

O parametro € é a profundidade do pogo que se origina do termo atrativo, ou seja, é o valor de
minimo do potencial. A figura 1.2 apresenta a curva caracteristica desta interagao para estes

dois parametros.

40

30 r

20 ¢

wv(r) ()

10 t

e

2 2.5 3 3.5 4 45 5
r (&)

Figura 1.2: Potencial de interacao de Lennard-Jones para dtomos de “He.

Destacamos que a a repulsao é muito mais forte do que a atracao. Por se tratarem de forcas de
van der Waals, este é um potencial de curto alcance, que pode ser caracterizado por um alcance
efetivo. Por outro lado, a repulsao também caracteriza um diametro efetivo do atomo, distancia
para a qual a penetracao se torna desprezivel. Estas duas caracteristicas e suas dependéncias

com a temperatura serao bastante discutidas ao longo deste trabalho.

1.2 Objetivos deste trabalho

No que segue, apresentamos uma forma pratica e eficiente de calculo da matriz densidade de
sistemas com interacao de pares. Comecamos com consideracoes a respeito da matriz densi-
dade e suas propriedades e apresentamos o formalismo das integrais de trajetéria que torna
clara relagao entre o operador densidade e o propagador da mecanica quantica, originando as

chamadas integrais de trajetéria em tempo imaginario. Obtemos este objeto a baixas tempe-
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raturas através da convolucao de matrizes densidade para altas temperaturas, onde o sistema
tende ao comportamento classico. Motivamos e aplicamos uma aproximagao semiclassica para
o calculo a altas temperaturas e entao descrevemos em detalhe o processo de convolugao, que é
feito numericamente. A idéia é de que possamos fornecer uma descri¢ao qualitativa e quantita-
tiva de como a reducao de temperatura, que aos poucos incorpora o comportamento quantico
do sistema, modifica as principais caracteristicas da interacao entre seus constituintes.

Discutimos ainda uma forma simples e eficiente de representar a matriz densidade para um par
de dtomos de *He, que é particularmente importante tanto para o armazenamento dos valores
aqui calculados quanto para a facilidade de acesso a esses valores que serao posteriormente

utilizados em simulagoes.



Capitulo 2

Aspectos gerais do operador densidade

O operador densidade tem importancia central no tratamento de sistemas de muitos corpos
quanticos. Ele pode ser compreendido a partir da extensao dos conceitos da mecanica estatistica
classica aos sistemas quanticos.

O ponto de partida da mecanica estatistica classica ¢ a idéia de que um sistema pode assumir
diversos microestados distintos para um dado estado macroscopico, ou estado termodinamico,
caracterizado por um conjunto de quantidades de estado macroscopicas. Através da teoria de
ensembles é possivel construir a densidade de probabilidade de encontrar o sistema em um
determinado microestado. Todas as quantidades observaveis do sistema sao entao dadas como
médias sobre todos os microestados possiveis com respeito a esta densidade de probabilidade.

A partir daqui e durante todo o restante deste trabalho utilizaremos unidades naturais onde a

constante de Boltzmann e a constante de Planck reduzida sao iguais a uma unidade, h = 1 = kp.

2.1 Construcao do operador densidade

Na mecanica estatistica classica lancamos mao da teoria de probabilidades para descrever o
comportamento médio de um sistema quando seu estado nao esta completamente determinado.

O objeto que contém a esséncia deste procedimento ¢ a medida de probabilidade do espago de

6



2. Aspectos gerais do operador densidade 7

fase do sistema. Na mecanica quantica, a necessidade de se construir um operador densidade

também advém do fato de considerarmos estados nao completamente especificados.

Estados puros e estados mistos

Um estado quantico se refere ao estado de um sistema quantico. De maneira geral, este estado
quantico pode ser puro ou misto. Estados puros sao representados por um vetor no espaco de
Hilbert (espago de estados), chamado vetor de estado, sobre o corpo dos nimeros complexos.
Um estado misto é dado por uma mistura probabilistica de estados puros. Podemos pensar
num ensemble estatistico de diversos estados quanticos puros. Neste caso, um vetor de estado
nao é suficiente para a descricao do estado quantico.

Estados mistos ocorrem quando o experimentador nao tem controle sobre quais estados em
particular estao sendo manipulados, como por exemplo num sistema em equilibrio térmico.
O responsavel pela caracterizacao deste tipo de estado é a matriz densidade, ou operador
densidade, que pode ser entendido como o analogo quantico da medida de probabilidade do
espaco de fase da mecanica estatistica cldssica.

Quando fazemos uma medida o que buscamos é uma informacao a respeito do estado do sistema
de interesse. Normalmente o que fazemos é separar o universo em duas partes: o sistema de
interesse e o restante do universo. Se este sistema estd em contato com o restante do universo
em condigoes que permitem troca de energia, matéria ou, de forma mais geral, algum tipo de
informacao, a medida deve intuitivamente incorporar o fato de que a distribuicao de estados do
sistema ¢é determinada também pelas condicoes sob as quais este contato acontece.

No caso de um sistema de interesse em contato com um banho térmico que permite troca de
energia e nao considera troca de particulas e nem alteracoes de volume, o ensemble estatistico
que descreve este estado misto é o ensemble canonico. Aqui, o fato de o sistema de interesse
interagir com o restante do universo (banho térmico) através da troca de energia buscando o
equilibrio térmico determina a distribuicao dos estados do sistema de interesse: a distribuicao

canoOnica.
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O objeto que leva em consideracao o fato de que as medidas feitas num sistema de interesse
dependem de como o restante do universo influencia este sistema é o operador densidade. Isto
pode ser visto de uma forma um pouco mais direta se consideramos o valor esperado de um

operador qualquer que atua no sistema |[7].

Valor esperado de um operador

Denotemos por s os graus de liberdade internos, referentes ao sistema de interesse, e por u os
graus de liberdade externos, no caso do ensemble canonico, os graus de liberdade (infinitos!)
do banho térmico. Seja {¢;(s)} um conjunto completo de fungoes de onda para o sistema de

interesse. A funcao de onda mais geral possivel se escreve
U(s,u) =Y Ci(u)di(s). (2.1)

Consideremos agora {| ¢;)} um conjunto completo de vetores no espago vetorial de estados
descrevendo o sistema de interesse e {| 6;)} um conjunto completo para o o seu exterior, de
forma que ¢;(s) = (s | ¢;), e O;(u) = (u | 6;) é a funcao de onda que descreve os graus de

liberdade externos. O estado mais geral possivel se escreve
|0y = Ciy | 6:,6), (2.2)
ij
onde | ¢;,6;) =| ¢:) Q | 0;), e com a fungao de onda geral anteriormente definida dada por
U(s,u) = (u,s | W) =) Cigls | d)(u 6). (2.3)
ij
Comparando com a equagao 2.1, temos
Ci(u) =Y Cylu | 6;) = > Cijb;(u). (2.4)
J J

Este é um resultado algebricamente intuitivo. Lembramos que C;(u) sao as fungoes dos graus de

liberdade externos que compéem a fungao de onda total ¥(s,u), e portanto podem ser escritas
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como uma combinacao linear das fungoes de onda 6;(u) do conjunto completo referente a parte
externa ao sistema de interesse.
Consideremos agora um operador A que atua apenas no sistema de interesse, nao atuando em
| 6;). Podemos escreveé-lo como
A=A | 600,05, 60 |- (2.5)
it j

Desta maneira, o valor esperado deste operador no estado geral | ¥) é

(A) = (U [A| W)= C5Ciji(0;, 01| Al b, 0;)

14,15’
= " C5Cuiei | Al di) =D (i | Al bi)pis, (2.6)
iji’ i/
onde tomamos
pri=»_ CCy;. (2.7)
J

Notamos que estes elementos p;; que definimos na expressao para o valor esperado do operador
A sao dados como uma combinacao dos coeficientes C;;, que essencialmente carregam toda
a informacao que diz respeito ao restante do universo, ao qual associamos a coordenada wu.
Estes elementos descrevem entao a influéncia do restante do universo no valor esperado de um

operador que atua apenas no sistema de interesse, que é o fator que vinhamos discutindo.

Definicao do operador densidade

Definimos o operador p de tal maneira que seus elementos de matriz sejam dados por py; =
(¢s | p | @), atuando apenas no sistema de interesse. Portanto, utilizando a relagao de
enclausuramento da base {| ¢;)}, o valor esperado do operador A, que atua apenas no sistema
de interesse, ¢ dado por

(A)=(T|A|T) = (¢ | AZ | i) (dw | pl o) =) (b Ap| i) = Tr(pA).  (2.8)

2

(2
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Assim como definido, este operador é hermiteano e pode ser diagonalizado através de um

conjunto ortonormal completo de autovetores | i) e autovalores reais w;, sendo possivel escrever

pzzwiH)(il- (2.9)

Vale notar aqui que estamos desconsiderando possiveis degenerescéncias. Nao obstante, para o
caso degenerado, os autovetores obtidos, embora nao necessariamente, podem ser construidos

de forma ortogonal. Tomando A como sendo o operador identidade, A = 1, temos
> wi=Trp=(A)=(¥|¥) =1. (2.10)

Isto nos indica que a soma dos autovalores do operador densidade, tal como construido, é a
unidade.

Se tomamos A =| ¢')(i’ |, temos

wy = Tr(pA) = (A) = (T | A| ¥)
= (WY 10 16 19) = TN 145 ) 9P (2.11)

e portanto todos os autovalores do operador densidade sao positivo-definidos.

Formulacao alternativa da mecanica quantica

Podemos formular a mecanica quantica dizendo que qualquer sistema é descrito por uma matriz
densidade p, cuja forma é >, w; | 7)(i |, e que respeita as seguintes condigoes:
1) {] )} ¢ conjunto completo de vetores no espaco do sistema de interesse

2) w

3) Z

4) Dado um operador A que atua no sistema, seu valor esperado é

(A) = Tr(pA).
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Notamos que

(A) = Tr(pd) = 3 | pA| ) = D wd |G| A1) = D witi | A9, (212)

"
e uma vez que (i | A | i) é o valor esperado de A no estado | 7), segue das condigdes 2 e 3 que
podemos interpretar w; como a probabilidade de encontrarmos o sistema no estado | 7).

Se todos os w; sao nulos exceto por um deles, dizemos que o sistema estd num estado puro.

Caso contrario, temos um estado misto.

2.2 Operador densidade no ensemble candnico

Consideremos nosso sistema de interesse em contato com um banho térmico, sendo capaz de
trocar energia com o banho de modo a atingir o equilibrio termodinamico. Nao consideraremos
aqui troca de particulas e nem variagao de volume, ou seja, adotamos o chamado ensemble
canonico como plataforma de estudo. As grandezas termodinamicas que caracterizam este
ensemble sao a temperatura T', o volume V' e o nimero de particulas N do sistema.

Seja | ¢;) um autoestado do hamiltoniano H do sistema e E; seu respectivo autovalor. A
probabilidade de encontrarmos o sistema no estado | ¢;) é dada pelo fator de Boltzmann
e PEi/Q, onde B = 1/T e Q é a fungao de particio canonica do sistema. Assim, a matriz
densidade se escreve

p= E Wn, | ¢n><¢n |> (2'13)
onde w, = e . Uma vez que H | ¢n) = E, | ¢n), podemos escrever
1 1
_ —BH _ 1 —pm
= e On)(On |= =€ 77, 2.14
p= g X Lol b= 21)

o que nos fornece uma forma operacional compacta para o operador densidade no ensemble
canonico.

A funcgao de particao canonica () se relaciona com a energia livre F' do sistema através de

e PP =Q= Z e PEr = Tr(e7PH), (2.15)
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e portanto o operador densidade na forma normalizada para o ensemble canonico escrito apenas

em termos do hamiltoniano do sistema é

e PH
_ . 2.16
P Tr(epH) (2:16)
A energia média do sistema, U, pode ser escrita como
Tr(He PH)
U=(H)=Tr(pH) = ——++= 2.17
(H) = TripH) = 5 = (217)

se relacionando com a energia livre F' e a entropia S do sistema na forma usual da equacao

termodinamica

F=U-TS. (2.18)

2.3 Algumas propriedades do operador densidade

Daqui em diante sempre que nos referirmos ao operador densidade estaremos falando do ope-
rador nao-normalizado, p = e ##. Como a funcao de particdo é meramente uma normalizacao,
todas as propriedades que apresentaremos sao satisfeitas pelos dois operadores, normalizado e

nao-normalizado.

Evolucao temporal

Uma vez que construimos a matriz densidade a partir de um conjunto completo de vetores de
estado, sua evolugao temporal é consequéncia da evolugao temporal destes vetores de estado na

representacao de Schrodinger. Portanto, escrevemos tal operador no tempo ¢ como
o(t) = 3w (D)) | (219)

Expandimos | i(0)) em autoestados | ¢,) do hamiltoniano H do sistema, tais que H | ¢,,) =

E, | ¢,), pois sabemos como eles evoluem no tempo,

[i(0)) = (¢ 1(0)) | ¢n), (2.20)

n
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e portanto

[i(6)) = Y (dn [i(0))e " | 6. (2.21)

n

Assumindo que qualquer fungao f do hamiltoniano pode ser escrita como série de poténcias,

de modo que f(H) | ¢n) = f(En) | én), obtemos
i) = D e du)(da | (0)) = 7 [ i(0)). (2.22)
Escrevendo entao p(t) em fungao dos estados | i(t)) e dos autovalores w;, equacao 2.19, temos
p(t) = 3 wie [ {(O))(i(0) | € = e=Htp(0) . (2.23)
Tomando a derivada com respeito ao tempo, obtemos a relagao
—p=—i(Hp— pH), (2.24)

onde p(0) = p(t =0) = >, w; | i(0))(¢(0) |. Esta é a chamada equagao de von Neumann, que
governa a evolucao temporal do operador densidade. Ela desempenha o mesmo papel para a

matriz densidade que a equacao de Schrédinger para fungoes de onda.

Representacao de coordenadas

Nao estaremos interessados em descrever graus de liberdade de spin durante este trabalho, por-
tanto a representacao de coordenadas se torna particularmente til para o que desenvolveremos.

Nesta representagao, denotada por | z), escrevemos o valor esperado de um operador A como
(A) =Tr(pA) = /da:(x | pA | x). (2.25)
Inserindo uma relagao de enclausuramento entre os operadores p e A,
wlpdla) = o ( [ 1) 1) 410
= /dac’(x lp|a) (@' | Al x) = /dx’p(x,x’)A(x/,x), (2.26)
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de modo que

(A) = / dz / de! plz, &) A(2, ), (2.27)
onde definimos as entradas da matriz densidade como p(x,z') = (x | p | 2’) e também A(z', x) =
(' | Al ).
Se consideramos novamente o problema do sistema de interesse mais o restante do universo,
cuja representacao de coordenadas coordenadas denotamos por y, e lembramos que o operador

A s atua no sistema de interesse, podemos escrever este valor esperado como

(A) = /\IJ*(J:’,y)A(x’,x)\If(x,y)dxdx’dy, (2.28)

onde ¥(z,y) é a funcao de onda total definida na equacao 2.3. Portanto, comparando com 2.27,

p(z, ") :/\P(a:,y)lll*(x',y)dy. (2.29)

Esta equacao, da mesma maneira que notamos nas equacoes 2.6 e 2.7, mostra que a matriz
densidade carrega a informacao de como o restante do universo influencia no valor esperado
de um operador que atua apenas num sistema de interesse: p(z,2’), que é um elemento do
operador densidade, é escrito em termos da funcao de onda total do sistema integrada sobre as

coordenadas associadas ao restante do universo.

Equacao de Bloch

Na representacao de energia, como é de se esperar, a matriz densidade é diagonal:
pij = (i | 71| ) = bize™ 75, (2.30)

Se tratamos estes elementos de matriz como fungao do parametro 3, obtemos

_ Ipij
ap

Em termos do operador p, vale a equacao diferencial

= 5ijEi€_'8Ei = Ezpzj (231)

dp
55 =Hr (2.32)
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Esta é a chamada equagao de Bloch, cuja condigao inicial é p(0) = 1.

Na representacao de coordenadas, temos

0
_%p(mvl‘/;ﬁ) = pr(a:,x';ﬁ), (233)

onde o subscrito x em H, indica que H, opera apenas na variavel x em p(z,z’; 8). A condicao
inicial agora é

p(z,2';0) = §(x — 2'). (2.34)

Aqui fazemos uma ressalva. Naturalmente, com | z) sendo um elemento da representacao de
coordenadas do sistema de interesse, ele deve conter informacao a respeito das posicoes de
todos os constituintes do sistema. Com o intuito de melhor exemplificar algumas analogias que
faremos, vamos considerar o sistema composto apenas por uma particula, e portanto | x) se
associa a posicao desta particula. Isto nao tira a generalidade da nossa abordagem para um

sistema de interesse qualquer, é apenas uma simplificagao.

Se consideramos o caso da particula livre, onde H, = —ﬁVi = —AV2, obtemos
a / 2 /

que é uma equagao de difusdo no “tempo” 8 com coeficiente de difusdo A = 1/2m, onde m é a
massa da particula. Inicialmente, para § = 0, temos entao uma distribui¢ao toda concentrada
em x = 2/, uma vez que a condi¢do inicial é p(x,2’;0) = §(z — 2’), que vai se alargando a
medida em que § aumenta, num processo analogo ao de uma particula sujeita a um movimento
browniano. De maneira mais geral, isto pode ser visto como um processo estocastico, ou mais
especificamente um processo de Wiener, no sentido de que ele descreve a evolugao “temporal”

de uma varidvel aleatdria, no caso a matriz densidade [8].

2.4 Propriedade de composicao

A discussao da matriz densidade como funcao do parametro [ nos inclina a pensar neste

parametro como um “tempo” de fato. Notamos que, nas unidades naturais que adotamos,
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bh = tem dimensao de tempo, e portanto daqui em diante vamos nos referir ao parametro 3
como o tempo, lembrando que 5 = 1/T. E intuitivo entao que o operador densidade para um
tempo [ possa ser escrito como operadores densidades para tempos menores que [ aplicados
sucessivamente, de modo que a soma destes tempos menores seja . Se dividimos § em n

intervalos iguais de tamanho €, § = ne, isto se escreve

p(B) = e P = ()" = p(e)p(e)p(e)...p(e), (2.36)

ou seja, p(3) é escrito como produto de n operadores p(e). Esta é a chamada propriedade
de composicao. E importante destacar que esta propriedade é exata independentemente do
nimero n de partigoes no tempo f.

Na representacao de coordenadas, esta propriedade se escreve

ol 8) = (x| p(B) | ) = & | ple)p(ple).-ple) | ) (2.37)
= (o1 pte) [ des [ ) s | (6] [ ds [ ns)oaa | [ dny 2o | ple) | )
— [dons [ dona [ doite] ) |2 | 60| 0ms)edan | ple) | )
_ / dzs / Az, .. / A p(, 21 €) (Tt T €).pls, 25 €),

onde denotamos z; = x(je) com z(0) = o = 2’ e z() = z(ne) = z,, = .

Este tipo de equacao é caracteristico de processos estocasticos. Ela nos diz que a matriz den-
sidade para o tempo [ pode ser escrita como convolugoes de matrizes densidade para tempos
menores €. Isto é fundamental para o procedimento que desenvolveremos neste trabalho: a ma-
triz densidade a baixas temperaturas T pode ser escrita como convolugao de matrizes densidade
a altas temperaturas nT'.

Em particular, podemos considerar o limite em que o nimero de particoes n — oo e o intervalo
de tempo de cada particao € — 0, com [ = ne mantido finito. Isto nos levara ao formalismo

das integrais de trajetoria, que discutiremos no proximo capitulo.



Capitulo 3

Operador densidade no formalismo das

integrais de trajetodria

Consideremos novamente a propriedade de composicao do operador densidade na representacao

de coordenadas | x)

p(z, 2 B) = /dmn 1/d3cn 9. /dxlp(x,xnl;e)p(xn1,mn2;e)...p(x1,x';e). (3.1)

O elemento do operador densidade p(z,2’; 3) entre dois pontos pode ser visto como uma am-
plitude. A particula sai da posicao 2’ no instante inicial ¢ = 0 e chega em x no instante ¢t = 3
passando por uma série de etapas intermediarias x, xs, ..., x,_1 de modo que a amplitude total
¢ a soma das amplitudes para cada conjunto de etapas intermediarias. Isto fica claro na equacao
acima: consideramos o caminho entre 2’ e x dividido em n intervalos, calculamos o produto
das matrizes densidade para um conjunto de pontos intermediarios genérico e integramos sobre

todos os pontos intermediarios possiveis no espaco.

3.1 Somas e integrais sobre caminhos

O processo de construgao da amplitude total p(z, 2’; ) como soma das amplitudes parciais pa-

17
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ra cada conjunto de etapas intermedidrias pode ser visto como uma soma sobre caminhos [7].
A particula que estd inicialmente em 2’ se propaga até a posicdo x em um tempo (3 através de
uma série de etapas intermediarias x1, x2, x3, ...2,_1 que sao determinadas pelo particionamento

do tempo [ em n intervalos iguais de tamanho €, como mostra a figura 3.1.

5

3e
2¢

Figura 3.1: Esquema de um caminho ao qual associamos uma amplitude parcial.

Cada conjunto de etapas intermediarias {xi, zs,x3,...2,—1} define um “caminho” no espago-
tempo composto pelo espaco de configuracoes x da particula mais a dimensao temporal de 0
até 3. Como fruto desta interpretagao, o que a propriedade de composi¢ao nos mostra ¢ que
a amplitude total p(x,z’; B) é dada pela soma das amplitudes individuais para cada caminho
possivel que liga 2’ até x num tempo [, constituindo uma soma sobre caminhos.

No limite em que € — 0 e o niimero de particoes n — oo, mantendo 5 = ne finito, os caminhos
que obtemos sao continuos, e podemos pensar na particula sendo propagada infinitesimalmente
pelo espago-tempo. Assim, a amplitude p(x,z’; 8) é escrita ndo como uma soma, mas como

uma integracao funcional sobre todos os caminhos continuos que ligam 2’ a = num tempo f:
z(B)==

ol 2'; ) = / D ()| D (1), (3.2)

(0)=a’

onde

O[z(t)] = (lsi_r% p(x, 20 1;0)p(Tp_1, Tn_2;0)...p(x1,2"; ) (3.3)
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n—oo
Esta integragao sobre caminhos continuos é conhecida como uma integral de trajetoria, ou
integral de caminho. De forma geral, qualquer processo que apresenta uma propriedade de
composicao pode ser escrito como uma integracao funcional através de um procedimento simi-
lar a este. O que é interessante nesta abordagem é que ela engloba toda a dependéncia nas
configuragoes e no tempo que a amplitude procurada pode ter em uma tnica operacao. De certa
maneira, ela coloca o tempo e o espago em patamares muito mais proximos do que tinhamos
visto até entao onde tratavamos $ com um parametro do operador densidade sem idéia alguma
da sua relacao com o espaco de configuragoes.
Da maneira como construimos o operador densidade é possivel notar que cada fator p(z;, z;_1; )
na expressao para o funcional ®[z(t)] é estritamente positivo, portanto podemos escrever o ele-
mento da matriz densidade como
z(B)=z
oz, 2; ) = / e=SEOIDy (1), (3.5)
z(0)=x’
Dizemos que S|[x(t)] é a “a¢ao” funcional associada ao caminho z(t), definida a partir de ®[z(t)].
Como veremos a seguir, esta forma é muito semelhante ao que obtemos para o propagador
quantico quando o formalismo das integrais de trajetoria é usado para descrever a mecanica

quantica, com uma diferenca sutil mas de bastantes implicagoes.

3.2 Integrais de trajetoria no tempo imaginario

Na mecanica quantica, a amplitude de probabilidade para uma particula descrita pelo hamil-
toniano H sair de 2’ e chegar em x num tempo 7, com o tempo agora no sentido usual, é dada

pelo elemento de matriz do operador de evolugao temporal U(7) entre estes dois pontos:

K(z,o';7) = (x| U(T) | 2') = (x| e | 2). (3.6)
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K(x,2';7) é também chamado de propagador quantico. Se conhecemos a fungao de onda do

problema no instante ¢ = 0, a funcao de onda em ¢t = 7 é escrita a partir da funcao inicial como

U(x,7) = /@D(:E’,O)K(az,x’;T)dx'. (3.7)

Notamos que a funcao de onda no tempo 7 e posicao x é dada como uma convolugao da funcao
de onda inicial com o propagador quantico, numa forma bastante semelhante a propriedade de
composicao que haviamos descrito para o operador densidade. De fato, esta mesma propriedade
pode ser escrita para o propagador quantico.

Mais especificamente, o propagador ¢ a funcao de Green para a equagao de Schrodinger,

<Hx — z%) K(z,2';t) = —id(z — 2')d(t). (3.8)

Isto nos indica que a equagao 3.7 pode ser interpretada como a fungao de onda inicial 1 (z’,0)
sendo propagada até a posicao final no espago-tempo (x, 7) através de acréscimos infinitesimais
de tempo. Este processo ¢ exatamente andlogo ao que desenvolvemos para obter o operador
densidade entre dois pontos no formalismo das integrais de trajetoria.
Na abordagem de espago-tempo da mecanica quantica proposta por R. P. Feynman na década
de 1940 [9], o propagador quantico é escrito como uma integral de trajetéria da agao classica
Salz(t)] associada ao caminho x(t) que liga os pontos inicial e final num tempo 7,
o(r)=z
K(z,2;7) = (x| e ™ | 2) = / e~ Sale®ID o (t). (3.9)
2(0)=a/

A acgao a qual nos referimos aqui é dada pela integral no tempo da lagrangeana £ do sistema,

Salz(t)] = /OT L(x,;t)dt, (3.10)

e a medida de integracao ¢é

Dra(t) = lim dzy dz, dtn

noo \ /2mid fm \/2mid /m  \/2mid/m’ (3.11)

onde 7 = nd. A expressao para o propagador entre dois pontos x’ e x é bastante similar a do

operador densidade, com uma diferenca fundamental: a presenca da unidade imaginaria i. Ela
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¢é responsavel pelo cardter quantico do propagador, que o distingue do carater estatistico do
operador densidade.
No caso da mecanica quantica, todos os caminhos contribuem com o mesmo peso estatistico

—iGle®]| = 1 para qualquer funcional G[z(t)] dos

para construir o propagador, uma vez que |e
caminhos z(t). A acao cldssica é posta como uma fase, e o que acontece é que caminhos distintos
apresentam interferéncia, podendo suas contribui¢oes para o propagador se cancelarem ou se
somarem, a depender da diferenca de fase entre eles, ou mais precisamente da diferenca entre
as agoes classicas associadas a eles. Aqui aparece claramente o cardater ondulatério da mecanica
quantica. Em particular, a transicao da mecanica quantica para a mecanica classica pode ser
entendida através da comparacao da magnitude da acao classica em relacao a constante de
Planck A, que é vista entdo como uma unidade fundamental de acao [10].

No formalismo que desenvolvemos para a mecanica estatistica quantica através do operador
densidade, os caminhos que ligam os pontos inicial e final no tempo determinado possuem
contribuigoes estatisticas diferentes. Eles nao apresentam interferéncia e todos eles contribuem
para a construgdo da amplitude p(z,z’;5). Nao obstante, estas contribuigdes sdo cada vez
menores a medida em que nos afastamos do caminho que nos fornece o minimo de S[z(t)],

uma vez que a contribuicio é proporcional a e~ (*)]

. Isto é fundamental para que o operador
densidade tenha um carater estatistico e portanto constitua o objeto de importancia central da
mecanica estatistica quantica.

Se resolvemos o problema da mecanica quantica de encontrar o propagador K (z,2’;7) entre o
ponto inicial 2’ e o ponto final  no tempo 7 e aplicamos uma rotacao de Wick [11] fazendo
T — —if3, obtemos o operador densidade p(z, 2’; ) entre estes dois pontos no “tempo” 3, e vice-

versa para a transformacao § — i7. Em outras palavras, a matriz densidade é o propagador

quantico para evolucao em tempo imaginario g = it:
plz,a’s ) = (x| e | 2)) = (x| e | 2/) = K(x,2"s7). (3.12)

Devido a esta relagao entre estes dois objetos, o calculo da matriz densidade no formalismo das

integrais de trajetoria é rotineiramente chamado de integrais de trajetéria no tempo imaginério.
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Isto se origina do fato de que este tipo de abordagem foi primeiramente aplicado a mecanica

quantica, embora os procedimentos sejam completamente andlogos.

3.3 Férmula de Feynman-Kac

Como vimos até aqui, o formalismo das integrais de trajetéria nos permite escrever o operador
densidade numa forma compacta e bastante elegante que incorpora ao mesmo tempo as de-
pendéncias espaciais e temporais do problema. Apesar da elegancia, estas integrais funcionais
aparentam ser, e na verdade sao, operagoes altamente nao-triviais de serem aplicadas. Na
pratica, um calculo analitico de uma integracao sobre caminhos continuos é possivel apenas em
algumas situacoes, como o caso da particula livre, e ainda assim o célculo é feito através do
particionamento do tempo [ em intervalos € e posteriormente toma-se o nimero de partigoes
indo ao infinito. Nao obstante, o fato de tomarmos o limite ¢ — 0 neste formalismo nos fornece
algumas vantagens. Em particular, superamos o problema da possivel nao-comutatividade de

operadores que compoem o hamiltoniano do sistema.

Relacao de Trotter

Se consideramos o hamiltoniano H como sendo a soma de um operador cinético T' e um operador

de interacao V, H =T 4+ V', em geral

e PH = g=BTHV) £ =BT =BV (3.13)

A igualdade sé vale no caso em que os operadores T" e V' comutam, [T, V] = 0. Esta combinagao
¢ altamente improvavel se lembrarmos que o operador cinético esta relacionado ao operador
momento p e, nos casos em que estamos interessados, a interagao depende do operador posicao
x, que sao operadores canonicamente conjugados com [z, p| = i.

A famosa relagao de Trotter [12] nos garante que, se particionarmos o parametro  em intervalos

infinitesimais, é possivel separar completamente os operadores mesmo que eles nao comutem.
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Matematicamente isto se escreve

e~PUHY) = fim [engefgv} " (3.14)

n—oo

Vale lembrar que §/n =€ — 0 se n — 00, logo este é exatamente o limite que consideramos
para obter o operador densidade como uma integral de caminho. Portanto, no formalismo das
integrais de trajetoria, é completamente rigoroso separar totalmente os operadores cinético T'
e de interacao V' do hamiltoniano do sistema para o calculo da matriz densidade.

Isto é o que faremos em seguida para obter a importantissima féormula de Feynman-Kac para o

operador densidade.

Formula de Feynman-Kac como integracao sobre a medida de Wiener

Utilizando a relagao de Trotter, podemos escrever o elemento de matriz p(x,z’; 5) do operador

densidade, com 8 = ne, da seguinte maneira:

pla,2'f) = (x| e P | a') = (x| e PTH) | )

(x]e (T+V) = e(TH+V) y=e(T+V) y=e(T+V)  —e(T+V) | ')

:// /dxn 1dxy,_o...dx{x | e~ «(T+V) |:L‘n ){xn_1|e” «(T+V) \xn 2)..
zy | e T ) (g | e T | )

= lim // /dmn 1dx,, _o...dx{x | e —eT=eV | 2p_1){(Tp_1 | e TemeV | Tp_2)...

n—o0

Ay e eV | o) oy | e TemV | o). (3.15)

O operador interagao é diagonal no espago de configuragoes, portanto sua atuagao no estado
| ;) é trivial,

e—eV | $Z> _ e—eV(:ci)

;). (3.16)
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Assim, ficamos com

p(z,2'; B) = lim // /da:n_ldxn_g...dm(x e | 2y ) (@n_y | € | 2ps)...

n—o0

Ay | e T @)@y | e | 2f) exp <—EZV(%)>. (3.17)

No limite que estamos tomando, n — oo e € — 0 com ne = 3, o termo que envolve a soma do

potencial nas etapas intermediarias x1, zo, ...x,_1 se torna uma integral,

n B
exp (—EZV(%)> — exp (- /0 V[:c(t)]dt) = Flz(t)]. (3.18)

Formalmente, este termo é um funcional F|z(t)] dos caminhos z(t) da particula, e o elemento
do operador densidade p(z,2’; §) pode ser escrito como a integral funcional de F'[x(t)] sobre a

medida fornecida pela distribuicao referente apenas ao operador cinético 7', ou seja

B
plz, 2’ 3) = /exp (—/ V[x(t)]dt) Dw,, 1.2 (0), (3.19)
0
onde a medida de integracao ¢ dada por

Dw,, 5x(t) = nlgg) [de1dzs...dzy (x| e | 2po1)(@nor | €T | @po)o | z) (2 [ e | 2))].
(3.20)
A equagao (3.19) é conhecida como férmula de Feynman-Kac [13]. A medida de integracao
DW(I,I/; B)x(t) ¢ a chamada medida “condicional” de Wiener, responsavel por associar um peso
estatistico a cada caminho z(¢) da particula livre que liga o ponto inicial =’ ao ponto final =
num intervalo de tempo /5 [8]. O termo “condicional” vem do fato de que os extremos estao
fixos, ou seja, sabemos exatamente que z(t = 0) = 2’ e que z(t = ) = z.
O operador densidade pode ser pensado entao como o valor esperado do funcional F[z(t)] in-
duzido por um processo de Wiener, que é o limite de escalonamento de um caminho aleatorio
(random walk), ou seja, o caminho obtido pelo famoso “andar do bébado” (drunkard’s walk)
quando o intervalo de tempo entre cada passo vai a zero. Alternativamente, o processo
de Wiener descreve o movimento browniano, que é o fendémeno fisico da difusao de uma
particula diminuta num fluido. Assim, nos referiremos aos caminhos gerados pela distribuicao

da particula livre como Brownian Random Walks (BRW).
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Formula de Feynman-Kac como média sobre caminhos aleatérios

A integragao de um funcional sobre a medida de Wiener fornece como resultado o valor espe-
rado deste funcional nos caminhos da particula livre. E como se experimentassemos todas as
trajetorias possiveis da particula livre e, a cada trajetéria, calculassemos o valor do funcional
em questao, tomando entao uma média destes calculos.

Podemos entao escrever a formula de Feynman-Kac nao como uma integracao funcional, mas
como uma média sobre os Brownian Random Walks, que sao os caminhos da particula livre,
aqui denotada por (...)grw:

ol ) = ol ) (s [ [ arviat) ) (3.21)

0

O termo po(z, 2'; 5) que aparece envelopando a média do funcional sobre os Brownian Random
Walks é a matriz densidade entre os pontos inicial e final para a particula livre. Este termo
surge pelo mesmo motivo que a férmula de Feynman-Kac na sua forma integral é escrita em
funcao da medida “condicional” de Weiner: ao fixar os extremos sabemos exatamente que a
particula passard por aqueles pontos para t = 0 e para t = . Pela definingao desta medida de
integracao, equacao 3.20, vemos que, quando integrada, ela nada mais é do que a propriedade
de composicao, dada na equacao 3.1, aplicada ao hamiltoniano da particula livre, de onde se
origina o fator po(z,2; ).

A matriz densidade para a particula livre possui uma forma analitica, que pode ser obtida
de diversas maneiras. Em particular, lembrando que a equacao de Bloch neste caso assume a

forma da equacao de difusao,

82
%Po(%l";ﬂ) = )\@Po(fﬂ,ﬂfl;ﬁ), (3.22)

que sabidamente possui como solu¢ao uma gaussiana, temos

/. o 1 (l‘ _ :L',)2
polz,z'; B) = W exp {—W} : (3.23)

E possivel obter po(z,2’; ) como integragdo sobre ondas planas, que sao as autofungoes da

particula livre, ou ainda calculando a integral de trajetoria para o problema livre divindo 5 em
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intervalos e levando o niimero de intervalos ao infinito.

Nos referiremos a equagao 3.21 como férmula de Feynman-Kac, escrita como uma média sobre os
caminhos aleatérios [14]. Dada a analiticidade do termo de particula livre, o problema do célculo
do operador densidade para o hamiltoniano H = T4+ V se resume entao ao calculo da média do
funcional exp [— foﬁ dtV(x(t))] sobre os Brownian Random Walks (BRW). No capitulo seguinte
desenvolveremos algumas aproximagoes para este calculo que nos serao oportunas, discutindo

também seus limites de validade.



Capitulo 4

Métodos aproximados para o calculo

do operador densidade

Até aqui apresentamos o operador densidade como ingrediente fundamental para o tratamento
de sistemas quanticos de muitos corpos, discutimos suas principais propriedades e o inserimos
no formalismo das integrais de trajetéria, que culminou na obtencao da férmula de Feynman-
Kac. Esta relacao reduz o problema ao calculo da média de um termo, que depende apenas
da interacao que o sistema apresenta, sobre todos os caminhos possiveis para o problema livre,
nao-interagente. Apesar de termos obtido uma forma consideravelmente mais concisa do que se
poderia imaginar, ainda nao sabemos como calcular tal média sobre Brownian Random Walks.
Claramente considerar todos os caminhos possiveis é, em termos praticos, impossivel, uma vez
que existem infinitos. Nao obstante, é importante lembrar que, na féormula de Feynman-Kac,
este termo que contém a interacao é envelopado pela matriz densidade da particula livre, que é
uma distribuicao gaussiana, e portanto sabemos que, a depender da largura desta distribuicao,
caminhos que se afastam muito dos pontos inicial e final pouco contribuem para o valor total
da matriz densidade. Este tipo de consideracao nos levara a chamada aproximacao semiclassica

para o problema.

27
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Como comentamos no inicio, sistemas de *He tipicamente apresentam interacoes de pares,
com um potencial de dois corpos descrevendo a interacao de forma bastante satisfatoria. Desta
maneira, apresentaremos também a aproximacao de pares para o calculo da matriz densidade

de um sistema de particulas interagentes.

4.1 Aproximacao semiclassica

Por se tratar de um objeto de carater estatistico, como discutimos anteriormente, sabemos
que as constribuicoes estatisticas de cada caminho da particula livre para o calculo da matriz
densidade através da férmula de Feynman-Kac,

plo's ) = plaa'5) (exp | | ’ v at)] >BRW, (1)

0
sao diferentes. Como primeira aproximagao, podemos considerar o método WKB (Wentzel-
Kramers-Brillouin) [15], que neste caso consistird em considerar apenas o caminho que apre-
senta maior contribui¢ao. Lembrando que o peso estatistico de cada caminho esta determinado
pela medida de Weiner, podemos procurar variacionalmente aquele que apresenta a maior con-

tribuicao, e obtemos a seguinte equacao de movimento [16]:

drs.(t) 0
=2\
dt Orse

{In[po(x,rec(t); B — )]} (4.2)

Substituindo a expressao para a matriz densidade da particula livre, o caminho que obtemos é

a reta ligando z’ até x no intervalo de tempo f3,

ree(t) =2 + (x — x')% (4.3)

Denotamos o caminho de maior peso estatistico por r,.(t) pois claramente o que o método WKB
nos fornece é uma aproximacao semiclassica, uma vez que o caminho classico da particula livre
é o proprio rg(t).

A aproximagao semiclassica consiste entao em substituir os Brownian Random Walks por um
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tnico caminho 74.(t), de modo que o termo de interagao na férmula de Feynman-Kac é aproxi-

<exp {— /0 ’ dtV(a:(t))] >BRW A exp {— /O ’ % (rsc(t))dtl
— exp {— /0 Ty (x b (o — x)%) dt} | (4.4)

Isto nos fornece uma maneira pratica de calcular o que nos resta para determinar a matriz

mado por

densidade total, mas claro, enquanto aproximacao, possui certas limitacoes.

Validade da aproximagao semiclassica

A aproximacao semiclassica fornece bons resultados para pequenos intervalos de tempo 3. Neste
caso, a matriz densidade para a particula livre, que envelopa o termo de interacao na férmula
de Feynman-Kac, é bastante concentrada préximo da diagonal x = /. De fato, sabemos pela
condigao inicial para a equagao de Bloch que, se § — 0, entao po(z,z’; 5) — d(x — 2’). Isto
significa que caminhos que se distanciam dos pontos inicial e final ' e x (que, para pequenos
intervalos de tempo, estao bastante préximos) pouco contribuem para a matriz densidade total,
uma vez que o valor de po(z,2’; §) tende a zero rapidamente fora da diagonal. Portanto, os
caminhos que realmente contribuem, se consideramos pequenos intervalos de tempo, sao os que
sao razoavelmente diretos entre o ponto inicial e final.

Podemos também lembrar que interpretamos pictorialmente os caminhos da particula livre
como aqueles obtidos através da difusao de uma particula diminuta num fluido, que consiste
o movimento browniano, devido ao fato de ambos serem descritos pelo processo de Wiener.
No caso do movimento browniano, para tempos pequenos a particula pouco difunde, uma vez
que o movimento é provocado por impulsos repentinos vindos de todas as diregoes e originados
pelo contato das diversas microparticulas do fluido com a particula diminuta em suspensao.
Assim, também esperamos que apenas caminhos razoavelmente diretos tenham contribuicao
significativa.

A analogia com o movimento browniano também nos permite concluir que, no caso do *He,
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os intervalos de tempo para os quais a aproximacao semiclassica pode ser vista como uma boa
aproximacao sao consideravelmente menores que para outros elementos. Tomemos a equacao
de Bloch para a particula livre:

2

0 0
%Po(%f;ﬁ) = )\@PO(%%B)' (4.5)

Como ja dissemos, esta é uma equacao de difusao no tempo . O parametro A pode entao
ser interpretado aqui como o coeficiente de difusao. Quanto maior A, maior a tendéncia de a
particula se difundir para um mesmo intervalo de tempo. Portanto, para um dado intervalo de
tempo pequeno (3, a aproximacao semicldssica é tanto melhor quanto menor for A, uma vez que,
sendo assim, a particula difunde menos no intervalo de tempo [, e entao os caminhos diretos
apresentam maior contribuicao.

Lembramos agora que A = 1/2m, e portanto quanto maior a massa da particula (em certo
sentido, quanto mais “classica” é a particula), mais precisa se torna a aproximacao semiclassica
para um dado intervalo de tempo. Como comentamos no inicio, o *He é o elemento mais leve
da tabela periddica apds o hidrogénio, de forma que, para tratar tais sistemas, a aproximacao
semiclassica deve ser aplicada para intervalos de tempo consideravelmente menores do que para
outros elementos. Em outras palavras, podemos dizer que sistemas de *He sao extremamente
quanticos deste ponto de vista.

Por 1ltimo, notamos que estamos tratando S como um intervalo de tempo, mas também sabe-
mos que este parametro é o inverso da temperatura, 5 = 1/7T, e entdo pequenos intervalos
de tempo [ sao traduzidos em altas temperaturas 7. Naturalmente, esperamos que a medida
em que a temperatura aumenta o sistema tenda a se comportar classicamente. O caminho
classico entre dois pontos para a particula livre é uma reta, e portanto fica bem justificada a
aproximacao semiclassica, substituindo todos os caminhos pela reta ligando os extremos, para

altas temperaturas ou pequenos intervalos de tempo.
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4.2 Aproximacao de pares

Até entao, por motivos de simplificacdo e para manter vivida a analogia com o movimento
browniano, consideramos que o sistema consiste de uma tnica particula cuja posi¢ao no espaco
de configuracoes é denotada por x. Para seguirmos em frente, vamos tomar z como um indice

coletivo das N particulas que constituem o sistema num determinado instante,

= {20, 2@ 20 gD 3D

onde z®) denota a posicao da particula que rotulamos por k. Desta maneira, a interacdo V
que entra no hamiltoniano do sistema, H = T + V', deve conter a interagao entre todas as N

particulas do sistema,

V(z) =VaW, @ 2@ W=D 4],

Assumindo que o sistema apresenta interagao de pares, escrevemos V(x) como a soma sobre
pares de um potencial de dois corpos v(x(i), x(k)),
Vi) = Yo, 2®), (4.6
i<k
onde v(z, 2(") corresponde & interacio entre o par de particujas (i, k). O termo necessario

para o célculo da matriz densidade total do sistema ¢é entao

<eXp [— /OB dtV(x(t))] >BRW = <eXp [— /Oﬁ {Z“ (29 (t), 2" (1)) } dt] >

i<k
p ,
= Hexp {—/ v (:p(z)(t),x(k)(t)) dt} (4.7)
i<k 0 BRW
A questao agora é determinar como a média sobre os caminhos aleatérios brownianos (...) srw
se comporta quando consideramos um produto de fungdes. A aproximacao de pares consiste
em dizer que, num certo grau de aproximacgao, estas operacoes comutam. Em outras palavras,
fazer o produto sobre os pares das funcoes e depois calcular a média sobre os BRW equivale

a calcular a média sobre os BRW para cada par e depois fazer o produto sobre os pares. Isto
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significa que

<eXp [_ /0 g dtv(x(t))] >BRW — <exp [— /0 ’ {Zv (9 (t), 2™ (1) } dt] >BRW

zi k <exp {— /0 Bv(:p(i)(t),x(k)(t)) dt:|>BRW (4.8)

Esta é a chamada aproximacao de pares para a matriz densidade [17].
Consideremos agora por um momento um sistema composto por duas particulas rotuladas por
a e b. Este par ocupa inicialmente, para t = 0, a posigao (x’(“), x’(b)) e (2, 2®) para t = 5 no
espaco de configuragoes do sistema. A matriz densidade para este sistema, utilizando a férmula
de Feynman-Kac, se escreve:
B
(@@, £®) x/(a)7$/(b); B) = po(z@, 2® x’(“),x/(b); B) <exp [_/ v (a:(“) (t), 2® (t)) dt]>
0 BRW
(4.9)
Comparando com a aproximacao de pares da equagao anterior (4.8), vemos que o termo de
interagao para este caso particular é exatamente o termo que aparece no produto de pares
para um sistema com N particulas. Portanto, cada termo que aparece no produto de pares
desta aproximacao é na verdade a parte de interacao da matriz densidade exata para um par
de particulas. Frizamos entao que temos uma aproximacao de pares, mas cada termo desta

aproximacao é exato para um par.

Validade da aproximagao de pares

A rigor, a aproximacgao de pares é exata quando a correlacao entre um par de particulas nao
depende da posicao do restante das particulas do sistema. Visto de outra forma, é exata quando
os termos que aparecem como produtério ao considerar o potencial como uma soma sobre pares
de um pontencial de dois corpos estao descorrelacionados sob um processo de Wiener. Isto é

fisicamente razoavel de se aceitar num sistema de dtomos de *He uma vez que grande parte das
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colisoes entre os atomos acontecem aos pares, com clusteres contendo mais de duas particulas
sendo bastante improvaveis, especialmente num sistema diluido.

As correcoes que podem surgir para esta aproximacao vém de correlacoes entre um par de
atomos e um terceiro atomo em comum [5]. Consideremos um atomo rotulado por 1 interagindo
com mais dois atomos rotulados por 2 e 3 através de um potencial repulsivo para pequenas
distancias. Se o caminho que consideramos vai em direcao a particula 2, entao o termo de
interagao (integral do potencial neste caminho) entre o par (1,2) é maior que a média e para
(1,3) é menor que a média. Num sistema homogéneo, estes efeitos de correlacao tendem a
se cancelar uma vez que teremos correlagoes vindas de outros atomos que estao distribuidos
quase que uniformemente pelo sistema. Desta maneira, a aproximagao de pares é tanto melhor
quanto menos diluido o sistema, uma vez que cometemos erros substanciais apenas quando as
correlagoes de trés ou mais corpos nao se cancelam.

Notamos também que, dentro da aproximacao semiclassica, a aproximacao de pares é exata. Isto
¢ 6bvio pois, na aproximacao semiclassica, abandonamos a média sobre os BRW e consideramos

apenas a reta que liga os pontos inicial e final, de forma que

<eXp {— /0 ’ dtV(m(t))} >BRW ~ exp {_ /0 % (:c +(z— y)%) dt}

B t
/ /
=exp |— E vl 2+ (i — 2 —) dt

=[Jexp {_ /fj(x’zk + (2 — x'ik)%) dt} : (4.10)

O _ g/ ® g g = ) ),

onde denotamos 2’ = 2’ — x
Esperamos entao que a aproximacao de pares seja valida para intervalos de tempo substancial-
mente maiores que a aproximacao semiclassica, uma vez que a aproximacao de pares € escrita
considerando todos os Brownian Random Walks, e nao apenas a reta. O que queremos deixar
claro é que, uma vez exata a aproximacao de pares quando considerada apenas a reta, ela deve

apresentar acuracia satisfatoria para temperaturas menores do que a que utilizamos para a

aproximacao semiclassica se consideramos todos os caminhos da particula livre.
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A aproximacao de pares nos fornece entao uma forma pratica de calcular o operador densidade
para um sistema de particulas: calculamos a matriz densidade de pares exatamente e fazemos
um produto sobre pares. No préximo capitulo vamos considerar de forma mais detalhada a
matriz densidade para um par de particulas e propor algumas transformagoes que simplificam

seu calculo.



Capitulo 5

A matriz densidade de pares

A partir das consideracoes feitas até entao, vimos que o operador densidade para um sistema
que apresenta interacao de pares pode ser calculado utilizando a féormula de Feynman-Kac da

seguinte maneira:

p(z,2"; B) = po(z, 2'; B) <exp {_ /ﬁ dtV(x(t))] >BRW

0
/ ’ i k
~maa's) |[] {0 | [0 @O0,000) ] ) (5.1)
i<k 0 BRW

onde x é um fndice coletivo que contém as posicoes z(¥) das N particulas que compdem o sis-
tema. Cada termo presente no produtério sobre os pares é a parte que contém a interacao da

matriz densidade exata para um par de particulas (i, k).
Vimos também que, aplicando o método WKB, é possivel calcular a média deste termo de
interacao sobre os Brownian Random Walks simplesmente considerando um tnico caminho que
é a reta que liga os pontos inicial e final, desde que o intervalo de tempo seja pequeno, ou seja,
que a temperatura seja alta o suficiente. Nao obstante, nosso objetivo é o calculo da matriz
densidade a baixas temperaturas. Para tanto, vamos considerar um par de particulas e escrever
a matriz densidade a altas temperaturas da forma mais simples possivel de modo que o calculo

a baixas temperaturas sera feito aplicando sucessivas propriedades de composicao a expressao

35
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para altas temperaturas, onde utilizaremos a aproximacao semiclassica.

A propriedade de composi¢gao envolve uma integracao sobre todo o espaco de configuracgoes do
par de particulas, o que nao pode ser feito analiticamente, e portanto nossa ideia é utilizar
métodos numéricos. Desta maneira, quanto mais baixa a dimensao do espaco de configuragoes,
mais interessante do ponto de vista de que isto implica num menor ntmero de aplicacoes de
integracoes numéricas. Fazemos uma transformacao de centro de massa no problema para o
par de particulas, o que nos leva ao problema de uma tunica particula sujeita a um potencial
externo. Considerando a simetria esférica deste potencial, expandimos a matriz densidade em
ondas parciais de forma que toda a dependéncia nao-analitica esteja contida nas ondas par-
ciais. A propriedade de composicao pode entao ser aplicada a cada uma das ondas parciais

individualmente, e a integracao requerida é apenas unidimensional.

5.1 Transformada de centro de massa

Consideremos entao um par qualquer de particulas (7, k), cujas posigdes no espago de configu-

racoes sao, para o instante inicial ¢ = 0, 2V e x’(k), e para o instante final t = 3 sdo 2 e 2(*),
Definimos coordenadas relativas 7 e de centro de massa R da maneira convencional,
7=z — g®) (5.2)
R=La 4 o] (5.3)
2 Y
com expressoes da mesma forma para e R ,
=g/ — g (5.4)
Jr [g;'(” + x’(’ﬂ . (5.5)
2

Nestas coordenadas, o hamiltoniano para o par de particulas se escreve

H= - gV3—\V2+u(f) = Hp + H,, (5.6)
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onde \g = 1/2M = 1/4m e A\, = 1/2u = 1/m, pois associamos a massa total M = 2m ao
centro de massa e a massa reduzida yp = m/2 a coordenada relativa, e v(7) é a interagao entre
as particulas. Escrevemos este hamiltoniano como a soma de um termo que depende apenas
das coordenadas de centro de massa, Hrg = —AgV%, e um termo que depende apenas das
coordenadas relativas, H, = —\,V2+u(7) [18]. Estes dois hamiltonianos por sua vez comutam,

[Hg, H,] = 0, e portanto podemos escrever
exp [~B(Hg + H,)] = e PHre=PHr (5.7)

Assim, é possivel separar a matriz densidade p(7, ﬁ, 7 , R ; B) para o par de particulas num fator
que depende apenas das coordenadas de centro de massa final e inicial, R e B e um fator que

depende apenas das coordenadas relativas final e inicial, 7" e r/:

p(F, R B B) = por(B, R; B)p,(7,17; B).

Fica claro pela forma dos hamiltonianos Hi e H, que o termo que depende das coordenadas de
centro de massa se comporta como a matriz densidade de uma tinica particula livre de massa
M = 2m, por isso o indice 0 em pg g, enquanto que o termo dependente das coordenadas
relativas se comporta como a matriz densidade de uma tunica particula de massa u = m/2
sujeita ao potencial v(7).

Uma vez que a matriz densidade para a particula livre possui forma analitica, nos preocupamos
apenas com o termo que depende das coordenadas relativas, pT(F,'r?’ ;B). Ressaltamos que
tinhamos um problema para duas particulas interagentes que, através da transformacao de
centro de massa, se reduz ao problema de uma tnica particula sujeita a um potencial externo,
que é o mesmo potencial de interacao entre o par. Isto diminui pela metade o ntmero de
variaveis que precisamos tratar. No caso tridimensional, a matriz densidade do par depende de
12 variaveis, e devido a forma exponencial explicita para as coordenadas de centro de massa,

apenas 6 variaveis sao suficientes para descrever completamente o problema.
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5.2 Expansao em ondas parciais

Consideremos que o potencial de dois corpos que descreve a interacao entre o par de particulas
é central, v(7) = v(| 7'|), dependente apenas da distancia relativa | 7 |= r entre as particulas, e
nao da orientacao desta coordenada no espaco. Neste caso, como é de se esperar, a matriz den-
sidade das coordenadas relativas p, (7, 7 ; #) também nao deve apresentar nenhuma informacao

de cardter orientacional no espago, sendo fungao apenas dos escalares r =| 7| , 7/ =| ' | e

cos® =71 /rr’, onde § é o angulo entre os vetores 7 e 17/, de forma que

p (.77 B) = p(r, 7", cos 0; B). (5.8)

Portanto, devido a simetria esférica da interacao, reduzimos o ntimero de varidveis livres de 6
para 3. Podemos ir além disso utilizando o fato de que toda a dependéncia angular, que recai
sobre a variavel cos @, pode ser separada de r e ' de maneira analitica através de uma expansao
em ondas parciais [19]:

1

Amrr!

> 21+ 1)pp(r,r'; B) Pi(cosb), (5.9)

=0

pr(r, 7' cos6; B) =

onde P;(cos ) é o polindmio de Legendre de grau [. Os coeficientes p,;(r, 7'; ) que acompanham
os polinomios de Legendre nesta expansao, que sao na verdade funcoes das varidveis r e r’, sao
chamados de ondas parciais.

A grande simplificagdo que obtemos utilizando a expansao em ondas parciais esta no fato de
que, para cada onda parcial p,;, temos um problema unidimensional de uma particula sujeita
a um potencial efetivo 9;(r) = v(r) + (I + 1)/r%, que é o potencial de interagao somado com o
chamado “termo centrifugo”.

Devido a ortogonalidade dos polinomios de Legendre, estas ondas parciais nao se misturam e
podemos escrever a propriedade de composicao para cada uma delas. Dividindo o intervalo de

tempo [ em dois segmentos de mesmo tamanho [3/2, temos, para todo I,

pr,l(h ’I“/; 6) = /0 dr”pr,l(rv TU; 6/2)pr,l(r”7 T/; 6/2) (510)
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Isto significa que a aplicagao de uma convolugao a onda parcial para a temperatura 7' = 1/ nos
retorna a contribuicao desta onda parcial para a matriz densidade de pares para a temperatura
T/2. A aplicacao de n convolugoes sucessivas fornece entao a contribuigdo da onda parcial [
para a temperatura 7'/2". O ponto central aqui é o fato de que, através da transformacao de
centro de massa e da expansao em ondas parciais, simplificamos o problema ao maximo de

forma que estas convolucoes sao feitas mediante integragoes unidimensionais.

5.3 Aproximacao semiclassica para as ondas parciais

Como dissemos, a expansao em ondas parciais nos leva a um problema unidimensional de uma
particula sujeita a um potencial 9,(r) = v(r) 4+ (I + 1)/r* para cada uma das ondas parciais
[. Normalmente o termo centrifugo (I + 1)/r? é incorporado ao potencial v(r), de forma que a
férmula de Feynman-Kac para o problema se escreve
B
pra(r,r's B) = pos(r,r'; B) <exp {—/ o (r(t)) dt}> (5.11)
0 BRW

Aqui vamos proceder de forma um pouco diferente. O termo centrifugo pode ser incorporado
alternativamente nao ao potencial, mas sim ao termo da particula livre. O hamiltoniano H,
para a onda parcial [ é dado por

d2

H = -\
: dr? *

v(r) + 11+ 1) /7% (5.12)

Para obter a equagao 5.11, o que fazemos é separar este hamiltoniano num termo cinético
mais um termo de interacao, e entao utilizamos o procedimento do capitulo 3 para obter a
relacao de Feynman-Kac: dividimos o tempo ( em n intervalos iguais e tomamos o limite
do nimero de divisoes indo ao infinito, de modo que, devido a relagao de Trotter, possamos
separar completamente estes termos cinético e de interacao. O que se obtém entao é a matriz
densidade entre dois pontos como a média de um funcional, que depende apenas da interacao,

sobre os caminhos que sao gerados pela distribuicao referente ao termo cinético e envelopada
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pela distribuicao deste termo cinético entre os pontos inicial e final. No caso da equagao 5.11,

d2

o termo cinético é T' = —\, 75, que fornece a matriz densidade analitica
1 (r —r')?
(rr )= —— _exp |-~/ | 5.13
por(r, 1’5 B) (47, B)3/2 exp { AN, B ( )
Alternativamente, podemos escolher o termo cinético como T = —)\T% +1(I +1)/r?, que

também fornece uma matriz densidade analitica py ., (r, 7’; 5) dada por [20]

4 / 2 12 /
fmmﬂnrﬁﬁ)==65£3gﬁﬁfmp{_«T;;; qi’(415>’ (5.14)

onde 7; é a funcao esférica modificada de Bessel de ordem [. Desta maneira, a relacao de

Feynman-Kac se escreve

ptrs59) = psate ) (w0 [ [ oot ] ) (5.15)

onde (...) prw denota a média sobre os Drift Random Walks, que sao os caminhos da particula

“livre” a qual associamos o termo cinético T = —/\T% + (I + 1)/r?, ou seja, diferem dos

Brownian Random Walks pela inclusao do termo centrifugo, chamado de drift [16].

Aplicando o método WKB, o caminho com maior peso estatistico possui a seguinte equacao de

movimento, encontrada variacionalmente:
drse 0

=2\
dt O7sc

Nota-se imediatamente que a expressao para este caminho nao é tao simples como a de uma

{In[po,ra(x,7; B — )]} (5.16)

reta ligando r a ' num tempo S (envolve derivadas das fungdes 7;), que é o que obteriamos se
tivéssemos considerado a matriz densidade para a particula livre da equagao 5.13. Nao obstante,
estamos interessados em aplicar a aproximagcao semicldssica, que sabemos que é satisfatoria para

altas temperaturas. Se consideramos o argumento das fungoes esféricas modificadas de Bessel i,

rr’

228

vemos que — oo quando 8 — 0, e portanto ¢ intuitivo procurar uma expressao assintotica
para esta funcao.

A funcao esférica modificada de Bessel i; se relaciona com a funcao modificada de Bessel I,
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através de

il<Z) = \/gIH_l/Q(Z). (517)

Por sua vez, a fun¢ao modificada de Bessel I, possui a seguinte expressao assintética [21]:

e? 402 -1  (4a®> —1)4a® -9
fa(z)w\/%(H — . 2!(2;)2 )+...). (5.18)

rr’
2MrB

Tomando apenas o primeiro termo, pois sabemos que z = — 00 para altas temperaturas,

obtemos

T e* e?

i(2) ~ % T =2

A substituicao desta expressao assintotica na matriz densidade da particula “livre” com termo

(5.19)

cinético T' = —)\T;—; +1(I141)/r?, dada pela equacao 5.14, nos d4 exatamente a matriz densidade
da particula livre com termo cinético T' = —)\T% dada pela equacao 5.13. Isto significa que,
no limite de altas temperaturas, o caminho de maior peso estatistico entre os Drift Random

Walks é realmente a reta ligando r’ a r no intervalo de tempo (3, dada pela equacao

rlt) =1+ (r =1, (520)

Portanto, a onda parcial p,(r,’; ) na aproximacao semicldssica ¢ dada por

pra(r, 7' B) = pora(r,r'; B) <exp [_ /Oﬁv (r(?)) dt] >DRW

B
~ por(r, 1’ B) exp —/0 v(rsc(t))dt]

B
= posa(r,r’; B) exp _/ v (7”' +(r— 7”%) dt}
0

P ' U(x)dx], (5.21)

= pora(r, 7' B)exp | —

/
r—=rJ,

com a componente [ da matriz densidade para particula livre pg,;(r,r’; 8) dada pela equagao
5.14. No tultimo passo apenas trocamos o elemento de integracao dt — %dm utilizando a

equagao da reta (5.20).

Para obter a matriz densidade de pares a baixas temperaturas, o que precisamos fazer entao é
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utilizar esta aproximacao semiclassica para cada onda parcial e aplicar sucessivas convolucoes,
fazendo a soma sobre os polinomios de Legendre quando a temperatura atingida for a desejada.
No préximo capitulo, vamos realizar este procedimento de convolugoes numéricas para o caso de
uma interacao Lennard-Jones e detalhar os principais aspectos observados no comportamento

das ondas parciais a medida em que a temperatura é reduzida.



Capitulo 6

Convolucao numérica de ondas parciais

Dentro da nossa abordagem, um célculo preciso da matriz densidade de pares é fundamental
para obter a matriz densidade de um sistema de particulas interagentes. Vimos que este calculo
é passivel de algumas simplificagoes que nos levam a um problema unidimensional de uma
Unica particula sujeita a um potencial externo, igual ao potencial de interacao entre o par,
e que é possivel obter expressoes analiticas para a matriz densidade deste problema quando
consideramos altas temperaturas T', ou pequenos intervalos de tempo £.

Com o objetivo de calcular a matriz densidade de pares a baixas temperaturas, ou intevalos
de tempo maiores, podemos utilizar a propriedade de composicao de modo que a aplicacao
de uma convolucao, que consiste em dividir 5 em dois intervalos iguais, nos fornece a matriz
densidade a uma temperatura reduzida de um fator 2. Portanto, se partimos de uma expressao
analitica para altas temperaturas, o que precisamos fazer é aplicar sucessivas convolugoes até
que a temperatura de interesse seja atingida.

Uma vez que a expressao para as ondas parciais que compoem a matriz densidade de pares a
altas temperaturas que obtivemos utilizando a aproximagao semiclassica possuem uma forma
razoavelmente complexa, realizar esta convolugao analiticamente é praticamente impossivel. O
que fazemos entao é aplicar um método de integracao numérica. Desta maneira, o processo de

convolugao numérica pode ser interpretado como uma multiplicacao de matrizes, e o método

43
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que vamos descrever aqui é também chamado de matrix squaring.

Relembrando, nosso desenvolvimento nos levou ao calculo da matriz densidade de um par de
particulas que, escrita em coordenadas de centro de massa R e coordenadas relativas 7, possui
a forma

p(F, .77 R'; B) = po.r(R, F; B)p, (7, 17; B).

O termo que depende das coordenas de centro de massa se comporta como a matriz densidade
de uma particula livre e é portanto analitico. O termo das coordenadas relativas, que contém
a interacao entre o par e se comporta como a matriz densidade de uma unica particula num
potencial externo, no caso de um potencial central, depende apenas das variaveis escalares
r=| 7|, =] |ecos® =7 r[rr, onde 6 é o angulo entre 7 e 1. Expandimos entdo este

termo numa série de Legendre,

1
Arrr!

Z(2l + 1)pra(r,r'; B)P(cos ). (6.1)

=0

pr(r, 7’ cos6; B) =

Cada onda parcial p,; é a matriz densidade para a componente [ do hamiltoniano decomposto
em ondas parciais, H; = —/\Tj% +v(r) + (Il +1)/r? que é um problema unidimensional. Na

aproximacao semiclassica, as ondas parciais sao escritas como

pra(r, v’ B) = pora(r,r'; B) exp [_r’é . / v(a:)dx] , (6.2)

onde o termo de particula livre pg,; ¢ dado por

Amrr!

, 2 4 2 ' /
pora(r,r's f) = WGXP {— <T4)\T; >]Zl (27;:5> - (6.3)

Além disso, cada onda parcial pode ser convolucionada separadamente, pois a propriedade de

composicao vale para cada uma delas:
pri(r,7'; B) = / dr’ pra(r, v B/2) pra(r”,r's B/2). (6.4)
0

E neste ponto que aplicaremos o método de integracao numérica. Antes disso, vamos apresentar

as expressoes das ondas parciais para a interacao Lennard-Jones.



6. Convolucao numérica de ondas parciais 45

6.1 Ondas parciais para a interacao Lennard-Jones na
aproximacao semiclassica
A interacao entre um par de dtomos de “*He é bem descrita pelo potencial de Lennard-Jones,

o(r) = 4e {(%)12 - (%)6} | (6.5)

Os dois parametros do potencial sao dados por € = 10.22 K e 0 = 2.556 A.

cuja expressao é

Na aproximacao semicléssica para as ondas parciais, equacao 6.2, a parte que contém a interagao
da matriz densidade é dada pela integral deste potencial na reta que liga ' a r num tempo
B, rse(t) =1"+ (r — 1’ )%, lembrando que temos um problema unidimensional. Assim, para o

potencial de Lennard-Jones, temos

<eXp [— /O Bv(r(t))dt]>DRW ~ exp {— /O 6v(rsc(t))dt] | (6.6)
conl- g ()5 (e )

A expressao para a onda parcial [ da matriz densidade de pares que utilizaremos é, como vimos

quando discutimos a féormula de Feynman-Kac para as ondas parciais, dada por este termo de
interacao multiplicado pelo termo de particula livre pg,.;(r,7’; 8) que vem da parte cinética do

hamiltoniano, 7" = —)\r% +I(l+1)/r%
B
oot 8) = s ) (0 | [0 ] )
0 DRW
4y 2+
N —————exXp |[———— |
(dmn B)2 IS 3N

3 1/1 1\ o5/1 1
% eXp{_(r/—r)4606 {5 (ﬁ a 7’_5) 1 (m - m>} } 67

E esta expressao que sera convolucionada numericamente. Ressaltamos que esta forma analitica

para as ondas parciais sé faz sentido dentro do regime de validade da aproximacao semicléssica,

ou seja, altas temperaturas T ou pequenos intervalos de tempo = 1/T.
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Um ponto importante é o de que podemos fazer uma analise qualitativa de como o potencial
de interacao altera o valor da matriz densidade em relagao ao comportamento da particula
livre. O potencial Lennard-Jones é composto por dois termos que sao bem caracterizados:
um termo altamente repulsivo para pequenas distancias, sendo que o potencial se anula para
r=o=~26 A, e um termo fracamente atrativo que tende a zero rapidamente para distancias
maiores que r = 20 ~ 5.1 A. Naturalmente, esperamos que a matriz densidade de pares, e
consequentemente as ondas parciais, reflitam estas caracteristicas do potencial. Esperamos que
elas se anulem para distancias pequenas, refletindo a repulsao entre o par de atomos e que, para
distancias maiores, o comportamento seja similar ao da particula livre uma vez que o potencial
¢é fracamente atrativo. Em outras palavras, esperamos que o termo de interacao seja pequeno
e tenda a zero rapidamente para pequenas distancias, e tenda a unidade quando consideramos

distancias maiores.

Exemplos de ondas parciais na aproximagao semiclassica

Utilizando a expressao 6.7 podemos entao verificar as caracteristicas principais das ondas par-
ciais que contribuem para o valor da matriz densidade de pares a altas temperaturas para
um par de dtomos de *He que interagem através do potencial de Lennard-Jones. Escolhemos
T = 10240 K, ou B ~ 107* K=!. O comprimento de onda térmico a esta temperatura é
Ag = V2N, 5 =0.049 A, que deve ser compativel com a largura das ondas parciais em relagao
a diagonal.

Nas figuras 6.1 e 6.2 a seguir, mostramos a onda parcial [ = 0 em funcao das variaveis r e
r’ com a densidade numa escala de cores e também com a densidade num eixo perpendicular,
respectivamente.

Notamos que, de fato, a onda parcial se anula para r ~ 1.5 A =~ 0.60, e que seu compor-
tamento é essencialmente invariante para r > 3.0 A ~120. A parte atrativa do potencial
pouco se destaca pois, além de ser fracamente atrativo, estamos a uma temperatura bastante

alta onde esperamos grande agitacao térmica dos dtomos. Destacamos também que realmente
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a onda ¢ bastante estreita em torno da diagonal e, claro, é simétrica em relacao ao eixo r = r’.

| = 0 partial wave, T = 10240 K

4 9
8
35
7
3 | 6
£ 5z
S 25 . 8
3
2 -
2
15 1
| ] ] 1 1 0
1.5 2 25 3 3.5 4
r (0.1 nm)

Figura 6.1: Onda parcial [ = 0 para T = 10240 K em escala de cores (aproximagao semiclassica).

1=0,T=10240 K

9 -

8 -

7 +

6 -

= 5
] 4
3 3
2
1
0
4

r' (0.1 nm)

5 r (0.1 nm)

Figura 6.2: Onda parcial | = 0 para 7' = 10240 K com densidade no eixo vertical (aproximacao

semicldssica).
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Nas figuras 6.3 e 6.4 a seguir, mostramos as ondas parciais [ = 10 e [ = 30, respectivamente, a

mesma temperatura 7' = 10240 K.

| = 10 partial wave, T = 10240 K

4 T T T T T 9
8
35 -
7
3 L 6
£ 5 2
S 25 48
3
2 -
2
1.5 1
| 1 1 1 1 0
1.5 2 25 3 3.5 4
r (0.1 nm)

Figura 6.3: Onda parcial [ = 10 para T' = 10240 K (aproximagao semicldssica).

| = 30 partial wave, T = 10240 K

4 T T T T T 9
=30 8
35 .
7
s L k4 e
g 5 2
S a5 1K 4 &
3
2 - -~
2
1.5 - 1
| | I | | 0
1.5 2 25 3 3.5 4
r (0.1 nm)

Figura 6.4: Onda parcial [ = 30 para T' = 10240 K (aproximagao semicldssica).
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Destacamos que praticamente nao ha diferenca entre as ondas [ = 0 e [ = 10, sendo que
podemos notar uma pequena distingao na onda [ = 30. Mais especificamente, percebe-se que os
valores na diagonal de [ = 30 sao menores do que para as outras ondas. Isto esta relacionado a
uma das caracteristicas que verificaremos ao convolucionar estas ondas parciais: a medida em
que a temperatura diminui, um menor nimero de ondas parciais contribui significativamente

para a matriz densidade de pares.

6.2 Método de convolugao numérica

Estas ondas parciais que obtivemos na aproximacao semiclassica podem ser convolucionadas
numericamente para obtermos seus valores a temperaturas mais baixas. Para tanto, utizamos
um grid linear de espagamento Ar nas varidveis (r, ') de forma que possamos tabular as ondas

parciais da seguinte maneira:

[r1(B)] 4y = pra(alr, bAT; B), (6.8)

com a e b nimeros inteiros. Nesse formato, o elemento ab da matriz densidade pode ser visto
como a entrada de uma matriz no sentido usual. Através da regra do trapézio, a convolucao

das ondas parciais pode ser aproximada por

pualr 1 28) = /0 A" prea(r, 175 D)pea 0775 B) = 3 [oea (Dl s (B A (69)
k

Em termos dos valores nos pontos do grid, isto se escreve

[pr,l(2/6)]mn = Z [p?”,l(ﬁ)]mk [M”,l(ﬁ)]kn AT, (610)

k
que pode ser visto literalmente como uma multiplicacao de matrizes. Este método de con-
volugdo numérica é também chamado de matrix squaring [22]. A onda parcial a temperatura
T/2 é obtida a partir do produto matricial da onda parcial a temperatura T com ela mesma,

ou seja, a partir do “quadrado” da onda parcial a temperatura 7. Uma vez obtido p,;(25),
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podemos fazer o “quadrado” novamente e obter a onda parcial a temperatura 7'/4, p,;(45),
e assim sucessivamente. O processo de convolucao numérica aplicado k vezes nos fornece as

contribuicoes das onda parciais para a matriz densidade de pares a temperatura T/2F.

6.3 Obtencao das ondas parciais a T'=40 K

Empregamos as ondas parciais na aproximagao semicldssica a temperatura 7' = 10240 K,
mostradas na secao 6.1, e as convolucionamos numericamente até obter as ondas a temperatura
T = 40 K. Para tanto, sao necessarias 8 convolugoes. Vamos acompanhar o processo de reducao
da temperatura convolucao a convolucao para as ondas [ = 0 e [ = 10, que sao apresentadas na

aproximacao semiclassica a T' = 10240 K nas figuras 6.1 e 6.3, respectivamente.

Primeira convolugao numérica: 7' = 5120 K

Na figura 6.5 apresentamos as ondas parciais [ = 0 e [ = 10 a T" = 5120 K respectivamente,

obtidas através de uma aplicacao do método de convolucao numérica.

| = 0 partial wave, T= 5120 K | =10 partial wave, T = 5120 K
4 | | T T 9 4 T T T T 9
8 8
35 | | 7 35 + . 7
_ L 5 = 6
E 3 4 . = E 3t 1l . =
— in — n
! / | = : L g
S 25 | 17 * 3 =25 | . ] %
= = 3 s
2 19 2 1A 2
— 1 — 1
15 B ! ! | M ! ! <
1.5 2 2.5 3 3.5 4 1.5 2 2.5 3 3.5 4
r{0.1 nm) r(0.1nm)

Figura 6.5: Ondas parciais a T' = 5120 K.



6. Convolucao numeérica de ondas parciais

Segunda convolugao numérica: 7' = 2560 K

Na figura 6.6 apresentamos a segunda convolu¢ao numérica, que nos leva a T" = 2560 K.

| = 0 partial wave, T = 2560 K | =10 partial wave, T = 2560 K
g 9
B B
7 7
_ & — &
g 5 2 3 s 2
— c ~ Z
S 43 S 43
2 2
1 1
0 0
1.5 2 25 3 35 4 1.5 2 25 3 35 4
rid.1 nm} ri0.1 nmj
Figura 6.6: Ondas parciais a T' = 2560 K.
. ~ , .
Terceira convolucao numérica: 7' = 1280 K
Na figura 6.7 apresentamos a terceira convoluc¢ao numérica, atingindo 7" = 1280 K.
| = 0 partial wave, T= 1280 K | =10 partial wave, T = 1280 K
4 ] 4 9
8 8
35 7 35 =
_ 6 — 6
E L
E 3 5 & e 3 5 'E
- g & 4 3
S 55 L 43 S 25 L -
b 3 'l- 3
Z + 2 2 2
1 1
15 | | | | 0 15 | | | | 0
15 2 25 3 35 4 1.5 2 25 3 35 4
r (0.1 nm) r (0.1 nm)

Figura 6.7: Ondas parciais a T" = 1280 K.
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Quarta convolucao numérica: 7' = 640 K

Na figura 6.8 apresentamos a quarta convolugao numérica, atingindo 7" = 640 K.

| = 0 partial wave, T = 640 K | =10 partial wave, T = 640 K

4 9 4 , , , ]

B 8

35 E 35 E

—- 6 - 6
E 3r 5 & E 3r 5 &
- 2 - 2
S ;5 | 43 S o5 | 43

- 3 - 3

2+ 2 7 | 2

1 1

15 | | | | 0 15 | | | | 0

15 2 25 3 35 4 15 2 25 3 35 4
ri0.1nm) ri0.1nm)
Figura 6.8: Ondas parciais a T" = 640 K.
Quinta convolugao numérica: 7' = 320 K
Na figura 6.9 apresentamos a quinta convolucao numérica, atingindo 7" = 320 K.
| = 0 partial wave, T= 320 K | =10 partial wave, T =320 K

4 ] 4 g

8 8

35 | 7 35 | 7

— 6 — 6
E 3 5 & E 3r 5 &
— 2 — c
S 25 L 3 S 25 | 3

> L 2 > L 2

1 1

15 | | | | 0 15 | | | | 0

15 2 25 3 35 4 15 2 25 3 35 4
ri0.1nm) r{0.1 nmj

Figura 6.9: Ondas parciais a T' = 320 K.
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Sexta convolucao numérica: T = 160 K

Na figura 6.10 apresentamos a sexta convolucao numérica, atingindo 7' = 160 K.

| = 0 partial wave, T = 160 K | = 10 partial wave, T = 160 K
4 ] 4 r 9
B ;]
35 | 7 35 7
— 6 - 6
E 3r 5 -E‘ E 3r 5 &
— z — c
=25 b t 3 S 55 L 3
i 3 "-— 3
2 | 2 > L 1H 2
1 1
15 I I | | 0 15 1 | | L 0
15 2 25 3 35 4 1.5 2 25 3 35 4
ri0.1nmj r{0.1 nm)

Figura 6.10: Ondas parciais a T = 160 K.

Notamos que, como mantivemos a escala de cores da onda parcial a T' = 10240 K, apds 6
convolugdes as ondas parciais se encontram ja no fundo dessa escala (vermelho). Apresentamos
entao novamente a sexta convolugao numérica, 7' = 160 K, para as ondas [ = 0 e [ = 10

reescalonadas, respectivamente na figura 6.11.

| = 0 partial wave, T = 160 K | = 10 partial wave, T = 160 K
4 12 4 , 0.7
0.6
35 [ 1 35 [
= 0.8 = 0.5
E 3r z E 3r 04 =
~ 06 2 - £
S 25t © S 25t 03 35
0.4
0.2
2T 0.2 2T ] 01
15 | | | | o 15 | | | | 0
1.5 2 2.5 3 3.5 4 1.5 2 2.5 3 3.5 4
r(0.1 nm) r(0.1 nm)

Figura 6.11: Ondas parciais a T" = 160 K reescalonadas.



54 6.3 Obtencao das ondas parciais aT = 40 K

Sétima convolucao numérica: T = 80 K

Na figura 6.12 apresentamos a sétima convolugao numérica, atingindo 7" = 80 K.

| =0 partial wave, T = 80 K | = 10 partial wave, T= B0 K
4 : 1.2 4 . i . 0.7
35 F 1 35
— 0.8 -
£ 3 z E 3f
~ 06 £ —
S 25 | - 225 |
= 0.4 -
Zr 1 o2 2T
15 L | | I a 15 ! ! I |
15 2 25 3 35 4 1.5 2 25 3 35 4
r (0.1 nm) r(0.1 nm})

Figura 6.12: Ondas parciais a T" = 80 K.

Oitava convolugao numérica: 7' =40 K

Na figura 6.13 apresentamos a ultima convolugao numérica, atingindo finalmente 7" = 40 K.

| =0 partial wave, T = 40 K | = 10 partial wave, T= 40 K
4 T T T 1.2 4 T T T T 0.7
0.6
35 1 35 =
= 0.8 _ 0.5
E 3 2z E 3| 1H o0a 2
~ 0.6 g [} E
=25 | - S 55 L qH 03 =
= 0.4 ‘-
0.2
2r B o2 2r 18 o1
15 L 1 l l 0 15 1 L 1 1 0
1.5 2 2.5 3 3.5 4 1.5 2 2.5 3 3.5 4
r{0.1 nm} r{0.1 nm}

Figura 6.13: Ondas parciais a T = 40 K.
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6.4 Consideracoes a respeito da reducao da temperatura

A aplicacao de sucessivas convolugoes numéricas que nos leva das ondas parciais a alta tempe-
ratura de 10240 K até as ondas parciais a baixa temperatura de 40 K exibe alguns comporta-
mentos interessantes que podem ser caracterizados do ponto de vista qualitativo e quantitativo.
Lembramos que, essencialmente, a matriz densidade a qualquer temperatura é escrita como
uma média de um funcional, que depende apenas da interacao que o problema apresenta, sobre
todos os caminhos possiveis que podem ser obtidos para o problema nao-interagente, os quais
chamamos de Brownian Random Walks. Na aproximacao semicldssica, a média sobre todos os
caminhos é substituida pelo valor do funcional sobre a reta que liga os pontos inicial e final. A
medida em que o processo de convolugao numérico é feito a temperatura é reduzida e outros
caminhos que nao a reta sao intrinsecamente incorporados. Isto modifica a forma das ondas
parciais em relagao ao que teriamos se aplicdssemos a aproximacao semiclassica a baixas tem-
peraturas também. A reducao da temperatura através dessas convoluges nos apresenta entao

aspectos relacionados ao carater quantico do sistema estudado.

Numero de ondas parciais significativas

Na secao anterior, acompanhamos o desenvolvimento das ondas parciais [ = 0 e [ = 10 a medida
em que a temperatura foi reduzida de 10240 K para 40 K. O primeiro ponto que destacamos
¢ a contribuicdo muito menor da onda [ = 10 em relagdo a onda [ = 0 para T" = 40 K na
regiao de interesse. Lembramos que, na aproximacao semiclassica para T = 10240 K haviamos
comentado algo oposto a este comportamento: para temperatura alta, as ondas parciais [ = 0
e | = 10 sao essencialmente iguais (figuras 6.1 e 6.3). Isto indica um comportamento recorrente
no processo de reducao de temperatura: a medida em que reduzimos a temperatura, ¢ menor o
numero de ondas parciais que contribui significativamente para o calculo da matriz densidade
de pares. Em outras palavras, quanto maior a temperatura que estamos considerando, maior o

nimero de ondas que deve ser considerado na expansao em ondas parciais.
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Para melhor exemplificar este comportamento, mostramos a seguir na figura 6.14 as ondas

parciais [ = 0, [ = 10 e [ = 20 a temperatura T = 40 K.

| =0 partial wave, T =40 K | = 10 partial wave, T = 40 K
5 0.7 5 — 0.14
as L 0.6 as L 0.12
_— 0.5 _— 0.1
c 04 2 c o8 2
~ 35 | Z — 35 - a
=] 03 & ] 0.06 2
- E = - —
g 0.2 # 0.04
25 0.1 25 H 0.02
2 | | | | | o 2 | | | | | 0
2 25 3 35 4 45 5 2 25 3 35 4 45 5

ri0.1 nm) ri0.1 nm)

| = 20 partial wave, T =40 K

5 — , , 0.0035
45 0.003
- 2 L |® 0.0025
c 0.002 &
~ 35 — a
=] 0.0015 &
. 3 [ 1
0.001
25 -|H o.0005
2 | | | | | 0

2 25 3 35 4 45 &5
ri0.1 nm)

Figura 6.14: Ondas parciais a T" = 40 K.

O nuimero de ondas parciais significativas é determinado de forma empirica. Adotamos um
nimero maximo de ondas para a temperatura mais alta e fazemos as convolugoes numéricas
acompanhando os valores que estas ondas assumem a medida em que a temperatura ¢é reduzida.
A tabela 6.1 a seguir resume estas consideracoes.

Mais especificamente podemos verificar que este nimero de ondas parciais que contribuem

significativamente para o cdlculo da matriz densidade de pares varia, em boa aproximacao,
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linearmente com o logaritmo da temperatura 7. E o que nos mostra o grafico da figura 6.15.

Temperatura (K)

Ntumero de ondas significativas

10240
5120
2560
1280

640
320
160
80
40

23
20
46
40
34
29
23
20
16

Tabela 6.1: Numero de ondas parciais significativas em funcao da temperatura.
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Figura 6.15: Variacao linear do niimero de ondas significativas com o logaritmo da temperatura.



58 6.4 Consideracoes a respeito da reducao da temperatura

Alargamento das ondas parciais

O segundo ponto que destacamos no comportamento das ondas parciais a medida em que a
temperatura ¢é reduzida é o seu alargamento em relacao a diagonal. Isto era esperado uma vez
que, como dissemos anteriormente, o processo de reducao da temperatura esta intimamente
relacionado com um processo de difusao no tempo g = 1/T.

Este alargamento é naturalmente acompanhado de uma reducao na amplitude da onda parcial,
ou seja, seu valor maximo diminui a medida em que a temperatura é reduzida. Consideramos
como referéncia a onda [ = 0. Na tabela 6.2, apresentamos os valores da onda parcial a

cada convolugao numérica para o ponto de minimo do potencial de interagao, que é dado por

Tovin = 21/60 ~ 2.87 A.

Temperatura (K) | Altura da onda parcial (adimensional)
10240 8.208
5120 5.810
2560 4.116
1280 2.922
640 2.082
320 1.493
160 1.082
80 0.783
40 0.533

Tabela 6.2: Altura da onda parcial [ = 0 no ponto de minimo do potencial em funcao da

temperatura.

O grafico da figura 6.16 a seguir mostra que, mais especificamente, a altura da onda parcial

varia com a raiz quadrada da temperatura 7.
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height

40 50 60
T7{1/2} (K™{1/2})

70 80 90 100 110

Figura 6.16: Variacao da altura da onda parcial [ = 0 com a raiz quadrada da temperatura.

No que diz respeito ao alargamento da onda, calculamos a largura a meia altura da onda parcial

[ = 0 em relacao a diagonal para o ponto de minimo do potencial 7,,;, = 2.87 A. A tabela 6.3

apresenta os valores obtidos juntamente com o comprimento de onda térmico Ag = /2\,[5.

Temperatura (K)

Largura da onda

o

parcial (A)

o

Comprimento de onda térmico (A)

10240
5120
2560
1280

640

320
160
80
40

0.042
0.059
0.082
0.116
0.161
0.229
0.320
0.444
0.574

0.049
0.069
0.097
0.138
0.195
0.275
0.389
0.550
0.778

Tabela 6.3: Largura a meia altura da onda parcial [ = 0 no ponto de minimo do potencial em

funcao da temperatura.
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O grafico da figura 6.17 mostra que, de maneira complementar ao achatamento da onda parcial
com a reducao da temperatura, a largura a meia altura varia com o inverso da raiz quadrada
da temperatura 7T, ou simplesmente com a raiz quadrada do tempo 5. O desvio em relagao ao

comprimento de onda térmico é devido a presenca da interacgao.

0.8 T . T T T T T ol
width at half height @
07 L thermal wavelength W _
06 ~
|
- |
E 05 .
— [
2 04 [} -
=
= °
E 03 - b
]
0.2 ] .
' L
01 ]
9
0 1 1 1 1 1 1 1
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

T{-1/2} (K™ {-1/2})

Figura 6.17: Variacao linear da largura a meia altura da onda parcial [ = 0 com o inverso da

raiz quadrada da temperatura.

Aumento do diametro efetivo do atomo

Como também pode ser notado de forma qualitativa na secao anterior, a redugao da temperatura
causa um aumento do diametro efetivo dos atomos do *He. Conforme a temperatura diminui, os
valores de r e r’ para os quais a onda parcial é nao-nula se distanciam cada vez mais da origem.
Em outras palavras, maiores temperaturas permitem que os atomos se aproximem mais, o que
¢ intuitivo. Para colocar isto de uma maneira um pouco mais quantitativa, nos atemos a onda
parcial [ = 0 novamente como referéncia.

Definimos o diametro efetivo rg do atomo como a posicao na diagonal para a qual a onda
parcial se reduz a 1% de seu valor méximo, ou seja

pr,l:O(TE7 re; )
Pr,l:O(TMa Tms 5)

< 0.01, (6.11)



6. Convolugcao numérica de ondas parciais 61

onde r); denota a posicao para a qual a onda parcial atinge seu maximo. A tabela 6.4 apresenta

os valores obtidos do diametro efetivo.

Temperatura (K) | Diametro efetivo do dtomo (A)
10240 1.416
5120 1.492
2560 1.576
1280 1.660
640 1.748
320 1.828
160 1.904
80 1.976
40 2.036

Tabela 6.4: Diametro efetivo do dtomo de *He para as diversas convolucoes numéricas.

Lembrando que o potencial de interacao é repulsivo para r < o = 2.556 A, podemos pensar na
razao p = (0 — rg)/o como indicativa da penetrabilidade do atomo. Isto significa que quanto
menor o diametro efetivo comparado com o diametro ¢ para o qual o potencial comeca a ser
repulsivo, maior a penetrabilidade. No caso, esta penetrabilidade p é reduzida a menos da
metade quando saimos de T' = 10240 K e vamos até T' = 40 K. Mais precisamente, p = 0.446
para T'= 10240 K e p = 0.205 para T" = 40 K.

Ressaltamos também que estamos tomando como referéncia a onda parcial [ = 0. Naturalmente,
um valor mais preciso do diametro efetivo do a&tomo deve levar em conta a soma sobre as outras
ondas que contribuem para a matriz densidade de pares. Isto sera discutido no préximo capitulo
quando fizermos a soma sobre os polinomios de Legendre.

O gréfico da figura 6.18 mostra que uma boa descricao de como o diametro efetivo varia com a

temperatura é dada por rg o< In(1/T) = In(B).
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effective diameter in log scale
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Figura 6.18: Variacao do diametro efetivo do atomo com o inverso da temperatura em escala

logaritmica.

Aumento do alcance do potencial

Assim como a parte repulsiva do potencial é caracterizada através do aumento do diametro
efetivo do atomo de *He a medida em que reduzimos a temperatura, também é possivel fazer
uma analise similar em relacao a parte atrativa do potencial. Como ja discutimos, o potencial
de interacao é pouco atrativo e esta atracao tem um alcance efetivo significativamente curto,
ou seja, o potencial se anula rapidamente quando aumentamos a distancia entre os dtomos. Ao
compararmos a reducao da temperatura das ondas parciais mediante as convolucoes numeéricas,
especialmente para [ = 0, é possivel notar que, de fato, a menos da regiao para a qual o potencial
¢ repulsivo, o comportamento das ondas ¢ essencialmente igual ao da particula livre. H& apenas
um pequeno aumento relativo em seu valor para a regiao ao redor do minimo do potencial 7.
De forma a quantificar um pouco mais este comportamento, definimos o alcance efetivo do
potencial 7, como a distancia para a qual o valor calculado da onda parcial com a interacao,
pri—o, difere menos de 0.1% daquele para o caso da particula livre, pg,;—o, isto é

Pri=0(ra,74; B) = pori=o(ra,74;3)

0<
Po,r,l:O(Tm TA; 5)

< 0.001. (6.12)
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A tabela 6.5 apresenta estes alcances efetivos para as diversas temperaturas, considerando

apenas a onda parcial [ = 0.

Temperatura (K) | Alcance efetivo do potencial (A)
40 7.176
80 6.744
160 6.196
320 5.616
640 5.048
1280 4.508
2560 4.000
5120 3.516
10240 3.052

Tabela 6.5: Alcance efetivo do potencial de interacao para as diversas convolugdes numéricas.

O grafico da figura 6.19 a seguir mostra que uma boa descricao para a dependéncia com a
temperatura do alcance efetivo do potencial é dada por r4 o< In(1/T) = In(B).

effective reach in log scale
7.5 ——T T — T — T

r_A(0.1 nm)
uw
T
+
1

35 r + T

le-05 0.0001 0.001 0.01 0.1
LT (1/K)

Figura 6.19: Alcance efetivo do potencial com o inverso da temperatura em escala logaritmica.
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Como é de se esperar, sendo o potencial pouco atrativo, a altas temperaturas a agitagao térmica
de certa forma apaga esta pequena interagao. Por outro lado, a medida em que a temperatura é
reduzida, o alcance da interagao aumenta, e podemos inferir que, no limite de temperatura zero,
este alcance tende a incoporar o sistema todo. Isto significa que, mesmo sendo pouco atrativa,
a interacao a baixas temperaturas é significativa ainda que os atomos estejam separados por
grandes distancias.

Em resumo, o que a reducao da temperatura através de convolugdes numéricas nos mostrou
foi que ha uma modificagdo na intensidade das caracteristicas mais importantes do potencial
de interacao. Em especial, através da andlise do didmetro efetivo do dtomo de *He, vimos
que ha uma maior repulsao a baixas temperaturas, tornando o atomo “menos penetravel”. No
que diz respeito a parte atrativa do potencial, vimos através da andlise do alcance efetivo do
potencial que a reducao da temperatura favorece esta interacao, aumentando o alcance efetivo.
Verificamos também que o niimero de ondas parciais que contribuem significativamente para o
calculo da matriz densidade de pares aumenta com a temperatura, e que hd um alargamento

acompanhado de um achatamento das ondas parciais a medida em que a temperatura é reduzida.



Capitulo 7

Representacao alternativa da matriz

densidade de pares

No capitulo anterior apresentamos o método de convolucoes numéricas que nos permite obter
a matriz densidade de pares a baixas temperaturas. Em particular, aplicamos este método as
ondas parciais p,; que compoem uma expansao em série de Legendre dessa matriz densidade

de pares, dada por

[e.9]

pr(r, 7' cosB; B) = /Z (21 + 1) pra(r,r'; B)Pi(cosB). (7.1)
=0

Apo6s a soma sobre as ondas parciais, a matriz densidade de pares é entao uma funcao de
trés varidveis escalares: r, 1’ e cosf. Portanto, para armazenarmos este valor, é necessaria a
construcao de uma tabela quadridimensional, sendo trés colunas destinadas aos valores das va-
ridveis nos pontos do grid e mais uma coluna referente ao valor calculado da matriz densidade.
Para um grid de espagamento razoavel, isto nos fornece uma tabela consideravelmente grande.
Além disso, nossa idéia é de que possamos acessar os valores da matriz densidade calculados
de forma eficiente, rapida e pratica. No caso desta tabela quadridimensional, para obtermos p,

num ponto qualquer do espaco precisariamos fazer uma interpolacao entre os pontos do grid

65
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para cada uma das variaveis, portanto trés interpolacoes. Isto é pouco pratico.

Motivados pela forma com que a matriz densidade é escrita na férmula de Feynman-Kac, é
possivel definir trés novas variaveis auxiliares de modo que duas delas estejam restritas a serem
da ordem do comprimento de onda térmico, e entao toda a informacao contida na matriz den-
sidade de pares pode ser expandida numa série de poténcias destas varidaveis com restrigao,
fornecendo uma dependéncia analitica nestas variaveis. Desta maneira, precisamos tabular va-
lores em apenas uma variavel, o que é mais pratico no sentido do armazenamento, mais rapido

no sentido do acesso aos valores da matriz densidade e mais eficiente em ambos os sentidos.

7.1 Definicao da acao de pares

A férmula de Feynman-Kac coloca a matriz densidade como o produto da matriz densidade
da particula livre entre os pontos inicial e final e a média de um termo, dependente apenas
da interacao, sobre todos os caminhos possiveis para a particula livre. Uma vez que a matriz
densidade da particula livre é conhecida, podemos dizer que, essencialmente, a informacao
numérica que precisamos armazenar esta toda contida no termo de interacao. Definimos a

chamada “acdo de pares” u, através da férmula de Feynman-Kac da seguinte maneira [14]:

B
pr(ry 1’ cos 0; B) = po,(r, 1, cosb; ) <exp {—/ v(a:(t))dt} >
0 BRW
= por(r, 7", cos 0; ) exp [—u,(r, 7', cos 6; B)]. (7.2)

Assim, temos que a agao de pares u,(r,r’, cosd; 3) contém toda a informacao a respeito da
matriz densidade de pares que nao ¢ originada do termo de particula livre, ou seja, u, incorpora
a interacao entre o par medida sobre os Brownian Random Walks.

Podemos calcular esta agao de pares a baixas temperaturas simplesmente igualando a expansao
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em ondas parciais que obtivemos a definicao de w,, isto é

1 lmaac

Z@l + 1)pyy(r,r'; B)P(cos §)

=0

= po,(r,7",cosb; 8) exp [—u,(r, 1", cos b; )], (7.3)

/
r(1, 77, cos0; B) ~
pr(r, 7', cos 6; B) yy—

onde l,,., ¢ a ultima onda parcial que contribui significativamente para a matriz densidade de
pares a temperatura 7' = 1/3. Sendo assim, temos que
(1,77, cosB;
uy(r, ', cosb; ) = —In prl b)
por(r,1', cos ;)

i S (20 + 1) pya(r, 7' B) P(cos 0)
—In
por (1,7, cos 0; 3) ’

(7.4)

ou seja, u, ¢ uma espécie de indicativo de o quanto o comportamento da matriz densidade de
pares ¢é alterado, devido a presenca da interagao entre o par, em relacao ao caso para particulas
livres.

Notamos também que a matriz densidade para o caso livre é dada por

/ . - 1 - |F_ 7:;|2
por(r,r’ cost; B) = (47 )\, 3)3/2 exp 4N B

1 (r? +7"* — 2r1’ cos f)
@ B)Y N3

(7.5)

Esta é uma gaussiana cuja largura caracteristica ¢ o comprimentode onda térmico Ag = /2, 3.
Portanto, se o numerador (12 4 /> — 271/ cos §) na exponencial for grande comparado com Ag,
entao po (1,7, cosf; f) é muito pequeno e, consequentemente, também o é a matriz densidade
de pares p,(r,7’,cos6; 3), uma vez que é o termo de particula livre que envelopa o termo de
interacao na féormula de Feynman-Kac.

Isto nos leva a concluir que existe uma certa restrigdo no conjunto de variaveis (r,7’, cos §) para
que o valor da matriz densidade de pares seja significativo. Se (r? + 1/ 2 — 2r1 cos 0) é grande,
a matriz densidade praticamente se anula. Em particular, quanto maiores os valores de r e 1/,

menor deve ser o angulo 6 entre os vetores 7 e r’. De forma geral, o vetor r’ deve estar numa
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regiao proxima ao vetor 7, e o tamanho desta regiao é determinado pelo comprimento de onda

térmico. Isto esta de acordo com o fato que ja tinhamos comentado: a matriz densidade a altas

temperaturas, onde Ag é pequeno, ¢ fortemente aguda préximo a diagonal.

A figura 7.1 ilustra um pouco melhor a situacao. A distancia s. que restringe as possiveis
ico i laca 7 ¢ da ordem d i de ond

posicoes no espaco do vetor ' em relagao ao vetor 7 é da ordem do comprimento de onda

térmico Ag, portanto s, o< T-1/2,

Figura 7.1: Esquema da regiao entre 7 e r’ para os quais a matriz densidade de pares tem

valores significativos.

7.2 Definicao das variaveis auxiliares ¢, s e 2

E possivel tratar essa restri¢ao nas varidveis (r,r’, cos0) oriunda do termo de particula livre de

uma forma mais simples se definimos trés novas varidveis auxiliares ¢, s e z dadas por [19]

1

q — §(T + 7,,/) (76)
z=r—1 (7.7)
s=|F—1|= V12 412 — 211! cos 0. (7.8)

Todas tém dimensao de comprimento e elas estao representadas graficamente na figura 7.2.
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Figura 7.2: Esquema das varidveis auxiliares ¢, s e z.

Em particular, a matriz densidade da particula livre py, pode ser escrita apenas em termos da

variavel s,

1 7= 7P
/ . _ I —
PO,T(Tvr ,cos@,ﬁ) o (477/\Tﬂ)3/2 €xXp < 4\, )

1 2
= pos(s; B) = I, By P (—4;—7ﬂ> (7.9)

E possivel notar que s estd restrita a ser da ordem do comprimento de onda térmico Ag.
Podemos também notar que o menor valor possivel de s, denotado por $,,:,, acontece quando

os vetores 7 e 1’ sao paralelos (cos = 1), e entao

Somin = /12 £ 112 — 2! = Vi =r)E=1"—rl =]z (7.10)

Assim, se s possui tal restri¢ao, z automaticamente também estd restrita a ser da ordem de Ag.
A tnica varidvel que nao possui vinculo algum é a varidavel ¢. Como o comprimento de onda
térmico ¢é tipicamente um ndmero pequeno (para 7' = 40 K, Ag = 0.78 A), isto sugere uma

expansao da acao de pares u, em poténcias de s e z.
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7.3 Expansao da acao de pares em variaveis auxiliares

E importante notar que no caso em que s = 0, e consequentemente z = 0, temos necessariamente
que os vetores 1 e ' sdo iguais, e portanto esta situacao se refere a elementos da diagonal da
matriz densidade de pares. Portanto, se fazemos uma expansao em série de poténcias nas
varidveis s e z da acao de pares u,, a poténcia de ordem zero nas duas varidveis se refere
estritamente a elementos da diagonal. Fazendo a mudanga de varidveis (r,7’, cos0) — (q, s, 2),
expandimos a parte fora da diagonal da acao de pares, que chamaremos de u.q, da seguinte

forma:

n k

up(r, 1, 08 0; B) = = [uo (13 8) + o (s B)] = a5, 8) = 323y gs B) Y524

2
k=1 7=0

= u0(q; B)s* 4+ u11(q; B) 2% 4 ugo(q; B)s* + ugi (q; B)s%2% + uga(q; B)2* + O(F).  (7.11)

!

~

A funcao wug(r; 3) é referente a termos da diagonal da agao de pares, para os quais 7 = 1.
Isto é claro se notarmos que se s = 0, temos z = r — 1’ = 0 e portanto r = 7/, e também

q=3(r+7")=r=r", de modo que

0= ua(q; 8 = 0,2 = 0; 8) = u,(gq, ¢, cos 0 = 1; 3) — % [uo(g; B) + uo(q; B)] (7.12)
e portanto
up(g, g, cos 0 = 1; 8) = uo(q; B). (7.13)

Assim, as funcgoes uy; contém informagao a respeito dos termos fora da diagonal da acao de pares.
A expansao nao possui poténcias impares em s e z pois a matriz densidade de pares é simétrica
em relacao & diagonal. Notamos também que w1y e u;; acompanham s? e 2% respectivamente,
e como S,z X 4/, estes termos incorporam as corregoes em relacao ao comportamento da
particula livre dos elementos fora da diagonal da matriz densidade de pares em ordem O(/3).
Da mesma maneira, os termos ugg, Us; € Uge, que acompanham s*, s?22 e z* respectivamente
sdo corregoes em ordem O((?%), e assim por diante.

Se tabulamos as fungdes ug e uy; na varidavel ¢ a uma dada temperatura 7' = 1/3, podemos
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entdo obter a acdo de pares u,(r,7’,cosf; ) e consequentemente a matriz densidade de pares

para qualquer ponto do espaco de configuragoes a esta temperatura.

Obtengao das fungoes wuy;(q; 3)

Mais especificamente, a maneira de se obter as fungoes uy; € através de um ajuste dos valores
obtidos da acao de pares pela expansao em ondas parciais a sua expansao em poténcias de s
e z. Como vimos, u,(r,r’,cos8; ) e ug(r, ) = uy(r,r,cos = 1; B) sdo calculadas facilmente
utilizando a equacao 7.4. Para um determinado ¢ = ¢ fixo, temos
Uod(qF, 8,2; B) = {up(r, ', cosb; B) — % [ug (15 B) + ug(r’; ﬁ)]} (7.14)
' =2qp

= u10(qr; B)s° + ui1(qr; B)2* + uao(qr; B)s* + U1 (qr; 8)s%2% + uaa(qr; 5)24 +0(6%),

de forma que as funcoes uy;(gr; f) para o ponto gr sao coeficientes a serem ajustados a superficie
nas varidveis s e z obtida por u,(r,’,cos6; ) — 3 [uo(r; 8) + uo(r’; B)] com a restrigao r + 1/ =

2qp. Isto ficard um pouco mais claro adiante quando calculamos as fungoes para T' = 40 K.

7.4 Representacao alternativa para 7' =40 K

Aplicamos o procedimento da representagao alternativa para a matriz densidade de pares obtida
via convolugbes numéricas a T' = 40 K, g = 0.025 1/K. A figura 7.3 mostra a superficie nas
variaveis s e z obtida de modo que ¢ = 2.4 A, ou seja,

{%(n ', cos; B) — % [uo (15 B) + uo(r'; 5)]} = (7.15)

r4r’'=2-2.4

= u10(2.4; B)8% + u11(2.4; B) 2% 4 ug0(2.4; B)s* 4 ug1(2.4; B)s%2% + uge(2.4; B)z* + O(B°)
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q =24 level surface, T=40K

P o000 ooo
P =00 P P ) T

z (0.1 nm)

Figura 7.3: Superficie obtida para o calculo das fungoes uy; para ¢ = 2.4.

Nas figuras 7.4 e 7.5, apresentamos as superficies para g = 3.2 A e q=4.0 A respectivamente.

q = 3.2 level surface, T= 40K

qg=32 A

55,5, 5.5 o

z (0.1 nm)

Figura 7.4: Superficie obtida para o calculo das fungoes u; para ¢ = 3.2.



7. Representacao alternativa da matriz densidade de pares 73

q = 4.0 level surface, T=40K

0.0z
0.015
0.01
0.005

-0.005 - AR
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Figura 7.5: Superficie obtida para o calculo das fungoes wuy; para ¢ = 4.0.

Destacamos que ha uma clara reducao na escala para as superficies a medida em que aumen-
tamos o valor de ¢ Para ¢ = 2.4 A a escala estd no intervalo [0.6,—1.2], enquanto que para
q=4.0 A temos [0.02, —0.01]. Isto é esperado, pois como ¢ é a média de r e 1/, se ele aumenta
esperamos que recuperemos o comportamento da particula livre, e portanto a acao de pares

deve ir a zero. Apresentamos os valores das fungoes uy; para estes pontos na tabela 7.1.

uj | g=24A|q¢=32A|¢=40A

) | 0.13969 0.00193 | —0.00283
) | —0.78200 | —0.11152 | 0.01856
q;3) | 0.00888 0.00046 0.00007
) | 0.03992 0.00616 0.00003
) | —0.03905 | —0.03004 | 0.00478

Tabela 7.1: Valores das funcoes uy; para T' = 40 K.

Repetindo o procedimento para diversos valores de ¢, obtemos uma representacao graficas das

fungoes uy;, como mostra a figura 7.6.
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7.4 Representacao alternativa para T = 40 K
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Figura 7.6: Funcoes vy e ui; para 1" = 40 K.

E possivel notar que as fungoes ujo e uy; possuem valores maiores que as fungoes usgg, ug; €
Ug2, 0 que é esperado pois as primeiras sao corregoes de primeira ordem em [ enquanto que as
segundas sao de segunda ordem em (3. Apresentamos estas correcoes em graficos diferentes nas

figuras 7.7 e 7.8.

first order functions
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Figura 7.7: Funcoes ug, uig € u; para 7' = 40 K.
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second order functions
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Figura 7.8: Funcoes usgg, us; € usy para ' = 40 K.

Outro ponto de destaque é o de que as funcoes se aproximam de zero a medida em que ¢
aumenta, que como comentamos anteriormente, ¢ o que esperamos pois queremos recuperar o
comportamento da particula livre quando a distancia entre o par aumenta. De fato, a regiao
para a qual as fungoes u;, que constituem a agao de pares fora da diagonal, sao importantes é
dada por 2.5 A< q <35 A, uma vez que se q < 2.5 A elas sdo grandes e portanto a matriz

densidade se anula, enquanto que para g > 3.5 A elas se anulam.

Diametro efetivo do atomo e alcance efetivo do potencial

Podemos agora obter valores do diametro efetivo do atomo e do alcance efetivo do potencial

mais acurados do que o que obtivemos tomando apenas a onda parcial [ = 0. Basta que

—
/

observemos o valor da funcdo ug(q; ), que é a agao de pares na diagonal 77 = r/. Neste caso,
s = 0 e a matriz densidade da particula livre é dada somente por
1
por(r,r,cos =1;8) = po,(0;5) = W (7.16)
Desta maneira, a matriz densidade de pares se escreve
pr(r,rycos0 =1; ) = RESWIEE exp [—uo(r; B)]. (7.17)
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Para T' = 40 K, o valor méximo da matriz densidade de pares na diagonal é determinado pela
posi¢ao de minimo 7,4, de ug(r; 5), que no caso é ry,,, = 3.16 A, com U (Tmaz; ) = —0.16281,
e portanto p,(Tmaz, Tmaz, cos 0 = 1; 8) = 0.15839.

Determinamos entao o valor do diametro efetivo do d4tomo de *He rz como o a posicao para a
qual o valor da matriz densidade se reduz a 1% disto, e obtemos rg = 2.00 A. Determinamos
também o valor do alcance efetivo do potencial 74, que é o valor a partir do qual ug(r;3) é
menor que 107%, e obtivemos r, = 7.20 A. Isto nos d4 uma boa referéncia caso nos interesse

definir um raio de corte ou uma correcao de cauda para o potencial de interacao.



Capitulo 8

Conclusoes

Principais resultados deste trabalho

Apresentamos o operador densidade como ferramenta capaz de descrever sistemas de muitos
corpos quanticos, em particular sistemas formados por dtomos de “He, nos quais estamos inte-
ressados. Desenvolvemos algumas de suas propriedades e escolhemos trabalhar no formalismo
das integrais de trajetoria, o que nos levou até a relacao de Feynman-Kac para o célculo da
matriz densidade. Através da aproximacao de pares, vimos que é possivel escrever a matriz den-
sidade para o sistema todo como um produto sobre pares, desde que o potencial interatomico
seja da forma de pares, e assim o problema central se torna o calculo da matriz densidade para
um par de dtomos de *He. O célculo desta matriz densidade de pares é entdo feito utilizando
aproximacoes semiclassicas, o que fornece um bom resultado para altas temperaturas. Como
estamos interessados no sistema a baixas temperaturas, aplicamos o método das convolugoes
numéricas a esta matriz densidade de pares e apresentamos os resultados obtidos para T" = 40
K.

O método das convolucoes numéricas é na verdade aplicado as ondas parciais que compoem
uma expansao da matriz densidade de pares numa série de Legendre, o que é feito de modo

a requerer integragoes numéricas de apenas uma dimensao. Saimos entao de uma expressao ana-
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litica para as ondas parciais a alta temperatura 7' = 10240 K e fizemos 8 convoluc¢oes numéricas
em 60 ondas parciais, o que nos leva a T" = 40 K. Durante o processo de reducao de tempera-
tura, destacamos algumas caracteristicas importantes.

Primeiramente vimos que o ntimero de ondas parcias que contribuem para o cédlculo da ma-
triz densidade de pares aumenta com a temperatura. Enquanto que para T = 10240 K sao
necessarias em torno de 60 ondas parciais, para T = 40 K aproximadamente 20 ondas sao su-
ficientes. Isto facilita o procedimento pois é possivel saber de antemao quantas ondas parciais
fornecem uma boa descricao da matriz densidade de pares. Esta informagcao torna o calculo
mais eficiente pois podemos considerar apenas as ondas parciais que contribuem efetivamente,
lembrando que aplicamos 8 convolugoes numéricas a cada onda.

Outra caracteristica que observamos, que estd de certa forma relacionada com o destacado
acima, é o fato de que ha um alargamento acompanhado de um achatamento das ondas a me-
dida em que a temperatura é reduzida. Vimos como ambos se comportam e fomos capazes
de descrever de forma satisfatoria sua dependéncia com a temperatura, o que nos permite um
maior controle no sentido de que temos idéia dos valores numéricos que devemos obter para
temperaturas ainda mais baixas.

Também destacamos a caracterizagao do aumento do diametro efetivo do atomo e do alcance
efetivo do potencial. Estes dois fatores sao bastante importantes para tratar sistemas de atomos
de *He através de métodos de simulacao como o método de Monte Carlo. E possivel, de posse
destas duas quantidades, adotar um raio de corte (distancia para a qual a repulsdo entre os
atomos é tao grande que nao hé mais penetracdo) e uma corre¢ao de cauda (distancia para o
qual o potencial é efetivamente zero), o que é necessario quando se utiliza condigoes periédicas
de contorno.

A representacao alternativa que discutimos para a matriz densidade de pares nos fornece uma
forma pratica e eficiente de armazenar e acessar os valores calculados depois de uma grande
quantidade de procedimentos numéricos, o que também é bastante importante quando se con-

sidera o uso de métodos de simulacao.
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Concluimos que nosso trabalho forneceu uma descricao bastante razoavel tanto do ponto de vista
qualitativo quanto quantitativo a respeito de como a temperatura determina as caracteristicas
principais da matriz densidade de pares e, consequentemente, de um sistema de dtomos de *He.
Destacamos que o método das convolugoes numéricas é uma maneira de incorporar caminhos
que contribuem para o célculo da matriz densidade no formalismo das integrais de trajetoria
que sao desconsiderados na aproximacao semiclassica, caminhos esses que sao cada vez mais
importantes a medida em que a temperatura é reduzida e os efeitos quanticos surgem de forma
mais pronunciada.

Ressaltamos por fim que o método aqui desenvolvido, embora especificamente aplicado a sis-
temas formados por atomos de “He, é de cardter extremamente amplo, sendo rapidamente

traduzido para quaisquer outros sistemas que apresentem interacoes de curto alcance.

Perspectivas de trabalho

Um dos principais problemas que encontramos na nossa abordagem é o excessivo nimero de
procedimentos numéricos que precisam ser realizados. Isto acontece primeiramente porque a
aproximacao semiclassica, tal como apresentada, requer uma temperatura altissima para que
apenas uma reta seja representativa de todos os outros caminhos possiveis da particula livre,
e portanto precisamos de diversas convolugoes numéricas para atingir baixas temperaturas. Se
quisermos atingir a regiao da transicao A, ao menos 13 convolugoes sao necessarias. Além disso,
quanto mais alta a temperatura, mais concentradas proximo a diagonal sao as ondas parciais,
e portanto o espacamento do grid para realizar as integragoes numéricas deve ser pequeno o
suficiente para que seus valores nao sejam despreziveis entre estes pontos. Isto faz com que as
convolugoes iniciais sejam mais demoradas.

Para reduzir o niimero de convolugoes requeridas, gostariamos de aplicar outros métodos de
aproximacoes semiclassicas que possivelmente incorporariam outros caminhos que permitissem
a obtencao de uma expressao analitica para as ondas parcias a temperaturas mais baixas.

Gostariamos também de aplicar outros métodos de integragao numérica que nao a regra do
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trapézio, como a quadratura Gauss-Hermite, que concentraria os pontos de integragao na regiao
onde as ondas parciais sao agudas, diminuindo o nimero total de passos necessérios.

E de nosso interesse também verificar a magnitude das corregoes que possam surgir de con-
tribuicoes de ordem superior a de dois corpos no potencial interatomico do sistema. Para
tanto, um primeiro passo ¢ o calculo de propriedades fisicas dos sistemas de dtomos de *He com
a forma da matriz densidade aqui apresentada e realizar sua comparacao com os resultados

experimentais.
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