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Resumo

Na primeira parte da tese, os efeitos das ontribuições interat�mias de três orpos na

equação de estado do 4He são investigadas. Um potenial reente de dois orpos junto om o

potenial de três orpos de Cohen e Murrell são utilizados para desrever o sistema de átomos de

hélio. A dispersão de triplo dipolo e as energias de troa são estimadas sujeitas só a inertezas

estatístias. Uma extensão ao método de difusão om Monte Carlo é empregado para alular

diferenças de energias muito pequenas. Os resultados mostram omo as ontribuições de três

orpos afetam a energia do estado fundamental, e as densidades de equilíbrio, solidi�ação e

liquefação.

Na investigação dos sistemas de hélio, diversos poteniais ab initio de dois orpos foram

propostos na literatura. Nesta segunda parte da tese realizamos uma análise uidadosa de omo

estes poteniais desrevem as propriedades do sistemas de 4He usando a extensão proposta ao

método de difusão om Monte Carlo. Esta extensão nos permitiu alular om grande preisão

pequenas diferenças de energia assoiadas a diferentes poteniais omo função da densidade

do sistema. Com estes resultados foi possível aompanhar uidadosamente omo a desrição

das propriedades do sistema mudam om os poteniais de dois orpos onsiderados. Da nossa

análise identi�amos o potenial que em onjunto om interações de três orpos foi apaz de

forneer a melhor desrição dos sistemas de hélio.
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Abstrat

In the �rst part of the thesis, the e�et of three-body interatomi ontributions in the

equation of state of 4He are investigated. A reent two-body potential together with the Cohen

and Murrell three-body potential are applied to desribe the sistem of helium atoms. The triple-

dipole dispersion and exhange energies are evaluated subjeted only to statistial unertainties.

An extension of the di�usion Monte Carlo method is applied in order to ompute very small

energies di�erenes. The results show how the three-body ontributions a�ets the ground-state

energy, the equilibrium, melting and freezing densities.

In the investigation of the helium systems several ab initio two-body potentials have been

propoused in the literature. In the seond part of the thesis, we performed a arefull analysis of

how these potentials desribe the properties of the 4He systems by using the proposed extension

to the di�usion Monte Carlo Method. This extension have allowed the alulation of small

energies di�erenes, due to the di�erent potentials, as a funtion of the system density with

great auray. With our results it is possible to arefully follow how properties of the sistem

hange with the two-body potentials onsidered. From our analises we identify the potential

that together with three-body interations is able to give the best desription of the helium

systems.
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1
Introdução

As propriedades únias que apresentam os sistemas de hélio a baixas temperaturas atraíram

sempre um ontinuo interesse, tanto teório omo experimental, na pesquisa de suas proprieda-

des. Do ponto de vista teório, a utilização de poteniais de interação realistas é fundamental

para a obtenção de valores on�áveis destas propriedades. No passado, a elaboração dos me-

lhores poteniais de interação usaram métodos semi-empírios aonde alguns de seus parâmetros

eram obtidos ajustando dados experimentais. Um deles, o hamado potenial HFDHE2 de Aziz

e olaboradores [1℄, permitiu o entendimento de muitas propriedades dos sistemas de hélio nas

suas fases ondensadas [2, 3℄. Apesar da existênia de pequenas inonsistênias neste poten-

ial, o mesmo foi usado durante muito tempo nos estudos dos sistemas formados por átomos

de hélio. Além disto, era vantajoso usar um potenial aditivo de pares que ontem de forma

efetiva algumas interações de ordem superior e evitar assim, onsidera-las expliitamente.

Na última déada, após a observação de um �bound helium dimer� [4, 5℄, grandes esforços

foram realizados para desenvolver métodos ab initio na desrição de poteniais He-He [6, 7℄.

Esta iniiativa foi bem suedida; energias de interação aluladas usando �in�nite order sym-

metry adapted perturbation theory� [7℄, resultados do método da função de Green om Monte

Carlo (GFMC) e oe�ientes de dispersão preisos foram ajustados ao modelo de Tang-Tonnies

1



2

[8℄ e produziu até hoje uma das melhores araterizações do potenial do hélio [9℄.

Cálulos utilizando modernos poteniais ab initio de interação de dois orpos [6, 7℄ no estudo

das propriedades do hélio revelou novamente o que se sabia a muito tempo: a orreta desrição

de muitas das suas propriedades nas fases ondensadas exige o uso de poteniais de interação de

muitos orpos mais gerais. Entre os trabalhos mais reentes aonde esta situação foi observada

podemos itar [10, 11, 12℄.

A primeira forma de interação de três orpos onsiderada no estudo das fases ondensadas

dos gases raros foi a proposta por Axilrod-Teller [13℄ e Muto [14℄. Esta foi obtida usando

teoria de perturbação de tereira ordem e sua motivação foi o álulo da energia de dispersão

de triplo dipolo para átomos esferiamente simétrios. Este termo foi usado por Axilrod [15℄

para examinar a dependênia da estrutura ristalina preferida nos gases raros. A investigação

dos efeitos da energia de troa de elétrons nos �trimers� de hélio omeçou tardiamente por

Rosen [16℄ usando uma aproximação de ligação de valênia. Apartir do trabalho de Jansen e

olaboradores [17, 18℄ se onjeturou que as energias de troa entre três orpos é neessária para

o orreto entendimento da diferença de energia entre as estruturas ristalinas f e hp. Muitos

dos progressos na investigação dos efeitos não aditivos devido a interações de três orpos são

apresentados na Ref. [19℄.

Estimativas das ontribuições das interações de três orpos na desrição das propriedades

das fases ondensadas depende do onheimento de poteniais de interação de dois orpos pre-

isos. Em períodos anteriores ao da investigação dos gases raros, foi assumido que a interação

de triplo dipolo era o únio termo signi�ativo do potenial de interação além das ontribui-

ções de dois orpos [20℄. A inlusão das interação de três orpos melhorou o aordo entre os

valores experimentais e teórios de uma forma surpreendente [19℄. Contudo, outra propriedade

importante da fase sólida, a estrutura ristalina, permaneia não entendida.

A baixas temperaturas, os gases raros pesados ristalizam numa estrutura f e só o hélio,

quando sujeito a pressões externas, solidi�a numa estrutura hp. Entretanto muitos dos po-

teniais razoáveis de dois orpos favoreem a estrutura hp sobre a f. A diferença relativa
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da energia potenial na rede estátia favoree a estrutura hp em 0.01% [21℄. A inlusão da

interação de triplo dipolo no potenial de interação ontinuava mantendo a estrutura hp omo

a mais estável. A inlusão de termos de ordem superior na energia de dispersão omo os termos

de dipolo-otopolo e quadrupolo-quadrupolo tão pouo expliavam a estrutura ristalina destes

sistemas. Resultados reentes [22℄ em aordo om o trabalho preliminar de Jansen demonstram

que a inlusão das ontribuições do termo não aditivo de troa são neessárias para entender a

estrutura f preferida do Arg�nio e a sua energia de ligação.

Para os gases raros e em partiular para os sistemas de hélio, a maior e mais bem entendida

parte dos poteniais de interações de três orpos é o termo de triplo dipolo de Axilrod-Teller-

Muto. A ontribuição do termo de troa é menos onheida. Apesar de sua importânia, ainda

agora, diferentes álulos podem diferir em ordens de grandeza [23℄ e diversas formas analítias

para estes poteniais são usadas para ajustar resultados obtidos de álulos teórios da energia

de troa.

Métodos de Monte Carlo quântio, aonde quantidades de interesse podem ser aluladas

sujeitas só a inertezas estatístias, podem ser muito úteis na análise e entendimento das di-

ferentes ontribuições para a energia potenial. Entretanto o uso direto deste métodos para

alular pequenas diferenças de energia pode não ser possível. Resultados de simulações in-

dependentes e suas inertezas estatístias podem fazer om que uma diferença entre elas seja

arente de signi�ado. Métodos perturbativos usados em onjunto om os métodos de difusão

om Monte Carlo (DMC) ou GFMC ainda preisam de extrapolação [24℄, as quais introduzem

inertezas adiionais. O método de ampo �nito [25℄, om o qual é possível alular valores

esperados de operadores loais e não loais, pode ainda não eliminar di�uldades em situações

aonde uma pequena diferença de energia preisa ser alulada.

O álulo de energias sujeitas só a pequenas inertezas estatístias (evitando extrapolação

e álulos perturbativos) é não só uma questão de prinipio mas também uma neessidade se

queremos alular pequenas diferenças de energias. No aso das interações de três orpos, as

energias assoiadas a ada um dos termos que ompõem estas interações são muito pequenas, e
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existe um deliado balanço entre suas diferentes ontribuições a propriedades do sistema. Um

melhor entendimento das ontribuições individuais destas interações é importante por si só e

podem ajudar a desenvolver funções analítias �siamente mais relevantes para o ajuste destas

ontribuições.

Na primeira parte desta tese investigamos de forma quantitativa omo para um dado po-

tenial de interação de dois orpos, as representações propostas das interações de três orpos

afetam a desrição da equação de estado do 4He nas fases líquidas e sólidas e de propriedades

tais omo, a energia de ligação e as densidades de equilíbrio, liquefação e solidi�ação. Com

este objetivo, modelamos as interações do hélio usando o potenial de dois orpos de Aziz e

olaboradores [6℄ e onsideramos individualmente ada termo que ompõe o potenial de três

orpos de Cohen e Murrell [26℄.

O potenial de dois orpos empregado nesta parte do trabalho ontinua sendo muito usado

na investigação dos sistemas de átomos de hélio [27, 28, 29℄. A expressão analítia de Cohen

e Murrell foi obtida ajustando resultados ab initio de �trimers� de hélio numa simetria de

triângulos isóseles e é o mais utilizado nas últimas investigações [11, 23, 30℄. No passado, o

potenial de três orpos de Bruh-MGee [31℄ foi também usado na investigação dos sistemas

de hélio. Contudo, a motivação de sua forma funional representando a energia de troa dos

elétrons pode não ser muito lara e sua amplitude é fortemente dependente da densidade [30,

32, 33℄. Nosso método não depende da forma dos poteniais usados. É possível e interessante

analisar quantitativamente omo ontribuições de três orpos podem afetar a desrição de

propriedades de interesse de um sistema de átomos de hélio quando esta é desrita por outros

poteniais de interação de dois orpos [7, 9℄. Este é o objetivo da segunda parte desta tese.

Contudo, omo nossos resultados também mostram, paree mais urgente onentrar esforços

nas interações de três orpos do potenial de interação.

Para estudar quantitativamente os efeitos das interações de três orpos na desrição das

propriedades dos átomos de hélio, desenvolvemos uma extensão do método de DMC [34℄. Esta,

nos permite o álulo individual e análises dos termos de Coulomb e de troa das interações



1. Introdução 5

de três orpos sem ter que reorrer a álulos perturbativos seguidos de extrapolação. O efeito

destas ontribuições são onsideradas na equação de estado e resultados quantitativos mostram

omo estes afetam a energia do estado fundamental e as densidades de equilíbrio, solidi�ação e

liquefação. Como uma vantagem adiional de nossa modi�ação ao método podemos menionar

que é de fáil implementação nos ódigos de DMC disponíveis.

Na segunda parte da tese, devido em parte aos resultados obtidos nesta primeira parte,

nós enfoaremos no estudo detalhado dos poteniais de interação de dois orpos. Nos últimos

anos, diversos poteniais ab initio de dois orpos foram propostos para desrever as interações

de He-He. Em prinipio estes poteniais são muito aurados e surgiram omo onsequênia de

um melhor entendimento dos sistemas de hélio e de progressos no seu tratamento. Embora

qualitativamente similares, existem importantes diferenças quantitativas entre estes poteniais.

Assim, a questão de qual potenial desreve melhor as propriedades dos sistemas de átomos de

hélio é de muito interesse. Nesta tese queremos responder esta pergunta e onfrontar resultados

obtidos om estes poteniais om aqueles obtidos usando o potenial mais antigo HFDHE2, o

qual foi largamente usado nos estudos destes sistemas.

Esta é a primeira vez que pequenas diferenças de energia entre diferentes poteniais podem

ser preisamente aluladas em função da densidade. Isto é possível devido à extensão que

nós introduzimos no algoritmo de DMC onde utilizamos múltiplos pesos. É interessante saber

exatamente as diferenças entre as energias omo função da densidade uma vez que isto pode

forneer informações adiionais que ajudem a entender melhor a natureza das interações He-He.

Foi menionado nesta introdução, que interações de ordem superior nos poteniais de in-

teração desempenham um papel muito importante na desrição dos sistemas de gases raros,

em partiular dos sistemas de hélio. Deste modo, junto om os poteniais de interação de dois

orpos, poteniais de interação de três orpos preisam ser inluidos. Portanto, no estudo dos

poteniais de interação de dois orpos utilizamos também a interação ompleta de três orpos

proposta por Cohen e Murrell.

A tese esta organizada da seguinte forma, no próximo apítulo a Hamiltoniana junto om os
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poteniais de interação usados ao longo da tese são apresentados. No Capítulo 3 desrevemos

brevemente a implementação padrão do algoritmo de DMC e nossas extensões para esse algo-

ritmo. Estas nos permitem usar um só onjunto de on�gurações e múltiplos pesos para alular

as propriedades de um sistema de átomos desritos om diferentes poteniais de interação. O

Capítulo 4 ontém detalhes de nossas simulações, assim omo as funções guias utilizadas; os

resultados do estudo dos poteniais de três orpos são apresentados no Capítulo 5. No Capítulo

6 apresentamos os resultados obtidos na análise dos diferentes poteniais de interação de dois

orpos que podem ser empregados na desrição dos sistemas de átomos de hélio. A tese termina

no Capítulo 7 om onlusões gerais.



2
Os sistemas de átomos de hélio

O objetivo deste apítulo é apresentar brevemente a Hamiltoniana utilizada para desrever

um sistema formado por átomos de hélio. Neste apítulo também apresentaremos os poteniais

de interação de dois e três orpos onsiderados neste trabalho. Esta introdução ompreende

aspetos gerais dos poteniais assim omo também algumas de suas prinipais araterístias.

2.1 A Hamiltoniana

Propriedades dos sistemas de átomos de 4He, omo sua equação de estado, podem ser

investigadas om uma Hamiltoniana da forma

H = � ~
2

2m
r2
R + V (R); (2.1)

onde R = fr1; r2; : : : ; rNg representa as N oordenadas dos átomos de 4He e V (R) o potenial

interat�mio. Este potenial pode ser desomposto em termos de interação de dois, de três

orpos e de ordem superior. Neste trabalho diversos álulos foram realizados om a �nalidade

de estudar as ontribuições dos diferentes termos do potenial de três orpos na equação de

estado do nosso sistema. Investigaremos também qual dos diferentes poteniais de interação

ab initio de dois orpos propostos na literatura fornee a melhor desrição do sistema. Assim,

7



8 2.2 Poteniais de dois orpos

nas Seções 2.2 e 2.3 introduziremos todos os poteniais de dois e três orpos onsiderados

neste trabalho. Os poteniais interat�mios resultantes das ombinações destes poteniais são

desritos na Seção 2.4.

2.2 Poteniais de dois orpos

Os poteniais de dois orpos que foram omparados nesta tese são os mais reentes e preisos

na literatura. São poteniais ab initio onde nenhum resultado experimental é utilizado no ajuste

das expressões analítias que os representam. No estudo destes poteniais são onsideradas três

regiões de interação: urto (1 � 3 bohr), médio (3 � 7 bohr) e longo (>7 bohr) alane. Estas

regiões estão prinipalmente araterizadas pelos diferentes graus de superposição das nuvens

eletr�nias dos átomos interagentes. Não existe uma únia teoria que trate todas as regiões

om a mesma preisão. Os poteniais de dois orpos onsiderados nesta tese estão onstituidos

por dois termos, um atrativo do tipo van der Waals e outro repulsivo assoiado à interação das

nuvens eletr�nias dos átomos.

Para modelar o sistema de átomos de hélio no estudo das interações oulombianas de longo

alane, usa-se duas aproximações: a) Os átomos do sistema são onsiderados distantes entre

si e podem ser tratados de forma independente, b) A interação oulombiana entre eles é usada

omo uma perturbação ao sistema. Usualmente, o sistema é estudado usando a teoria de

perturbação de Rayleigh-Shroedinger (RS). Entretanto existem outras teorias baseadas nesta

última que são usadas na atualidade, omo por exemplo a �in�nite order symmetry adapted

perturbation theory�. Com estas teorias podem-se estudar as diferentes ordens das ontribuições

oulombianas para a energia de interação. Para tratar mais failmente o problema das interações

oulombianas entre os átomos, é usada uma expansão hamada expansão bipolar. Ao onsiderar

interações entre duas partíulas, usando a teoria de perturbação de RS junto om a expansão

bipolar da interação oulombiana, os termos mais importantes (segunda ordem) para a energia

do sistema forneem uma forma funional araterístia para esta interação. A ontribuição de

primeira ordem para a energia do sistema é nula devido a que estamos onsiderando interações
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de átomos neutros esferiamente simétrios. A forma funional para a energia de segunda

ordem, usada pelos poteniais de dois orpos onsiderados nesta tese, é uma serie inversa

de potênias das distanias de interação aonde o primeiro termo da serie esta assoiado à

interação de van der Waals (r�6). Em geral esta função é amorteida para onseguir ajustar

resultados obtidos nas regiões aonde existe superposição de nuvens elétronias. Em prinipio

varias ténias podem ser usadas para alular os oe�ientes de dispersão desta serie. Estas

vão depender das funções de onda utilizadas na modelagem dos átomos independentes (sem a

presença da interação oulombiana) e das interações oulombianas onsideradas entre os átomos

(núleo-núleo, núleo-elétron, elétron-elétron, et).

Os álulos das interações de urto e médio alane são mais ompliados de realizar. As

di�uldades surgem do fato de que a superposição das nuvens eletr�nias entre os átomos

devem ser onsideradas. Para o estudo destas regiões são usados tanto métodos perturbativos

omo variaionais. Nas regiões na qual a superposição das nuvens eletr�nias é leve, o álulo

perturbativo tem demonstrado ser mais e�iente. Os álulos dos oe�ientes de dispersão para

esta região envolvem (omo no aso das interações de longo alane) vários métodos de álulo

omo também diferentes funções de onda.

Na região de urto alane, os métodos variaionais para alular energias do sistema foram

os mais usados. Na atualidade métodos mais so�stiados para tratar esta região, omo GFMC,

são utilizados. Contribuições para a energia do sistema, omo as que surgem da onsideração

das interações eletr�nias inter-at�mias e intra-at�mias, são muito importantes mas difíeis

de estudar. A di�uldade surge ao tentar separar as ontribuições para a energia de interação

de superposições simultâneas das funções de ondas dos elétrons do mesmo átomo om os do

átomo vizinho. Devido a este fato, funções de onda mais realistas para representar os átomos

são neessárias. Iniialmente, as funções de onda usadas para o álulo das energias nesta região

foram obtidas atraves do método de Hartree-Fok, na atualidade varias formas analítias so�s-

tiadas são utilizadas para este �m. Os resultados para esta região de interação são geralmente

ajustados a um termo exponenial.
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Nesta tese foram onsiderados três poteniais de interação de dois orpos, o primeiro deles

é o potenial de dois orpos proposto por Aziz e olaboradores [6℄. Este potenial (aditivo

de pares) possui a forma geral de dispersão amorteida de Hartree-Fok. As forças de urto

alane reproduzem os álulos de Monte Carlo quântio [38℄ da energia de interação entre dois

átomos de hélio na aproximação de Born-Oppenheimer. Na região intermediaria este potenial

se ajusta aos álulos de �full on�guration-interation� (FCI) de van Mourik e van Lenthe [35℄.

Este álulo é realizado onsiderando as interações eletr�nias tanto inter-at�mias omo intra-

at�mias. Na região de longo alane, oe�ientes de dispersão muito preisos foram usados

[36, 37℄. Este potenial é hamado na literatura omo HFD-B3-FCI1 mas nós o denotaremos

simplesmente por h. A sua forma funional é a seguinte:

Vh(r) = �A exp
���x� j�jx2�� �F (x)

2X
j=0

C2j+6

x2j+6
; (2.2)

onde x = r=rm e

F (x) =

8>>><
>>>:

exp
h
� �D

x
� 1
�2i

se x � D;

1 noutro aso:

(2.3)

Nesta expressão rm representa a posição do mínimo da energia. A função F (x) é a função de

amorteimento introduzida para evitar ontribuições exessivas do termo de dispersão quando

os átomos se enontram próximos.

O segundo potenial onsiderado usa �in�nite order symmetry adapted perturbation theory�

para modelar as interações at�mias de médio alane. Este potenial foi proposto por Korona

e olaboradores [7℄. Para o ajuste das interações de urto alane foram usados os álulos

om GFMC de Ceperley e Partridge [38℄. Para as interações de longo alane, os oe�ientes

aurados de dispersão de Bishop e Pipin [39℄ foram onsiderados. A forma analítia, na qual

todos estes resultados foram ajustados, usa a função de amorteimento f2n proposta por Tang-

Toennies [8℄. É importante notar que esta função amortee ada termo dispersivo do potenial
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de forma independente, ao ontrario do que aontee om a função F (x) no potenial Vh. Nós

denotamos este potenial por p e sua forma funional é dada por

Vp(r) = A exp(��r + �r2)�
8X

n=3

f2n(r; Æ)
C2n

r2n
; (2.4)

onde f2n esta de�nida omo

f2n(r; Æ) = 1�
 

2nX
k=0

(Ær)k=k!

!
exp(�Ær): (2.5)

O tereiro potenial é o proposto por Janzem e olaboradores [9℄, o qual denotaremos ao

longo da tese por pr. Este potenial introduz uma pequena modi�ação ao potenial Vp. Esta

modi�ação esta presente na forma de retardamento no termo de interação de dipolo-dipolo.

A sua forma funional é

Vpr(r) = A exp(��r + �r2)� f6(r; Æ)
C6fr(r)

r6
�

8X
n=4

f2n(r; Æ)
C2n

r2n
: (2.6)

Como onsequênia da introdução da função de retardamento fr no termo de dipolo-dipolo, a

largura do poço de potenial é ligeramente reduzida. A expressão analítia da função fr pode

ser enontrada no Apêndie E

Inluimos também em nossa análise o potenial HFDHE2 proposto por Aziz [1℄ e olabora-

dores já a algum tempo. Este potenial, que possui uma forma de Hartree-Fok de dispersão,

é um potenial efetivo entre pares que foi usado extensivamente nos estudos nas fases líquida

e sólida do hélio. Este é um potenial semi-fenomenológio que depende do ajuste de dados

experimentais. É interessante sabermos omo a desrição teória das propriedades de nosso

sistema mudam om a utilização dos novos poteniais menionados. Trabalhos anteriores mos-

traram que as interações de três orpos estão já inlusas neste potenial de forma efetiva. Ele

será denotado por A e sua forma funional é dada por

VA(r) = �A exp (��x)� �F (x)
2X

j=0

C2j+6

x2j+6
; (2.7)



12 2.3 Potenial de três orpos

onde x = r=rm e F (x) a mesma função de�nida na equação (2.3). Os valores dos parâmetros

de todos os poteniais onsiderados nesta tese podem ser enontrados no Apêndie E.

2.3 Potenial de três orpos

Para o estudo das ontribuições dos poteniais de três orpos onsideramos o potenial

proposto por Cohen e Murrell [26℄. Este potenial é onstituído por dois termos

V3 = VD + VJ : (2.8)

O primeiro deles é o termo de interação de três orpos de triplo-dipolo amorteido [13, 14, 26℄

de Axilrod-Teller-Mutto (ddd � D). Este termo surge ao onsiderarmos interações entre três

átomos do sistema na região de longo alane. As mesmas aproximações usadas no estudo das

interações de longo alane entre duas partíulas são onsideradas: os átomos são tratados de

forma independente; a interação oulombiana entre eles é introduzida omo uma perturbação

ao sistema.

A ontribuição de primeira ordem para a energia de interação entre três partíulas também

é nula devido a que onsideramos átomos neutros esferiamente simétrios. As ontribuições

de segunda ordem para a energia de interação entre três partíulas podem ser expressas omo

uma soma de interações entre pares de partíulas. O primeiro e o mais importante dos termos

que envolve interações expliitas entre três átomos do sistema surge ao alular energias de

interação de tereira ordem, mas inlusive neste aso, muitos dos termos da expansão podem

ser expressos omo interações entre pares de partíulas. O termo de três orpos (assoiado à

interação dipolar entre três átomos) obtido diretamente da expansão de tereira ordem possui

a seguinte forma funional para a energia

VD = Z(3)(111)
1 + 3 os(1) os(2) os(3)

(r12r13r23)3
� F3(r12; r13; r23); (2.9)

os parâmetros i representam os ângulos internos dos triângulos formados pelos átomos de hélio

e os rij os omprimentos de seus lados. A função de amorteimento F3 é dada pelo produto
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F3(r12; r13; r23) = F (r12)F (r13)F (r23): (2.10)

que depende da função

F (rij) =

8>>>><
>>>>:

exp

�
�l
�

k
rij
� 1

�2
�
se rij � k;

1 noutro aso:

(2.11)

onde l e k são parâmetros. Notemos que esta função difere da função F (x) da equação (2.3)

pelo fator multipliativo l. Devido ao fato de que o termo de Axilrod-Teller foi obtido onside-

rando átomos su�ientemente distaniados, para serem tratados independentemente, é neessá-

rio (para uma desrição razoável das forças de urto alane) o amorteimento de sua energia de

dispersão nas regiões aonde exista superposição de nuvens eletr�nias. Finalmente, o valor da

onstante Z(3)(111) na equação (2.9) é de 0.324 K e é obtido usando teoria de perturbação[40℄.

O segundo termo do potenial de três orpos VJ inlui ontribuições de troa. Estas ontri-

buições, estão assoiadas à energia de repulsão das nuvens eletr�nias dos átomos interagentes

e à possibilidade de uma troa de elétrons entre os átomos envolvidos. A expressão analí-

tia deste termo foi obtida ajustando resultados ab initio de �trimers� de hélio numa simetria

de triângulos isóseles. O potenial VJ é expresso usando oordenadas simétrias adaptadas

Qi (�symmetry adapted oordinates�) que são ombinações lineares das três distânias rij do

triângulo de interação (i; j; k)

Q1 =
1p
3
(r12 + r13 + r23);

Q2 =
1p
2
(r13 � r23);

Q3 =
1p
6
(2r12 � r13 � r23): (2.12)

A forma funional deste potenial é dada por
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VJ = [0 + 1Q1 + 2Q
2
1 +

(3 + 4Q1 + 5Q
2
1)(Q

2
2 +Q2

3) +

(6 + 7Q1 + 8Q
2
1)(Q

3
3 � 3Q3Q

2
2) +

(9 + 10Q1 + 11Q
2
1)(Q

2
2 +Q2

3)
2 +

(12 + 13Q1 + 14Q
2
1)(Q

2
2 +Q2

3)�
(Q3

3 � 3Q3Q
2
2)℄exp(��Q1); (2.13)

que depende dos parâmetros � e fi j i = 1; : : : ; 14g. Os parâmetros do potenial de Cohen e

Murrell podem ser enontrados no Apêndie E.

2.4 Poteniais interat�mios

Nos diferentes álulos realizados nesta tese, diversos poteniais interat�mios V (R) foram

usados na Hamiltoniana da equação (2.1). Estes poteniais foram onstruídos onsiderando,

além de um dos poteniais de dois orpos, ontribuições de três orpos, onforme de�nidos

nesta seção.

Para o estudo das ontribuições dos poteniais de interação de três orpos na equação de

estado de 4He onsideramos três poteniais de interação V (R), todos dependentes do potenial

de dois orpos HFD-B3-FCI1, Vh. O primeiro deles é de fato o próprio Vh, já que estamos

interessados em investigar omo os termos de três orpos alteram os resultados obtidos om o

mesmo. O segundo potenial inlui o termo de triplo dipolo de Axilrod-Teller-Muto VD da Eq.

(2.9)

VhD = Vh + VD: (2.14)

O tereiro potenial interat�mio onsiderado inlui os termos de interação de triplo dipolo e

de troa de elétrons de Cohen e Murrell, V3 da equação (2.8)
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VhDJ = Vh + VD + VJ : (2.15)

Na segunda parte desta tese omparamos os diferentes poteniais de interação de dois orpos

apresentados na Seção 2.2. O ponto prinipal é determinar qual dos poteniais ab initio de dois

orpos juntamente om o potenial de três orpos de Cohen e Murrell V3 fornee a melhor

desrição dos sistemas de átomos de hélio. Consideramos três poteniais de interação V (R)

diferentes. Um deles é o potenial VhDJ da Eq. (2.15). O segundo depende do potenial Vp da

Eq. (2.4)

VpDJ(R) = Vp + VD + VJ : (2.16)

O tereiro, onsidera o potenial om retardamento Vpr da Eq. (2.6)

VprDJ = Vpr + VD + VJ : (2.17)

Os poteniais VpDJ , VprDJ e VhDJ representam os melhores poteniais de interação disponí-

veis na literatura. Completamos nossa análise omparando os resultados obtidos usando estes

poteniais om aqueles obtidos através do potenial VA da Eq. (2.7) proposto por Aziz e

olaboradores em 1979.
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3
O método de difusão om Monte Carlo

Neste apítulo realizaremos uma detalhada desrição do método de DMC. Dentro da des-

rição do método, menionamos as melhorias que podem ser feitas para garantir resultados não

tendeniosos. Também neste apítulo propomos uma extensão do método de DMC que permite

realizar álulos om múltiplos pesos. Com esta extensão é possível a obtenção de resultados

orrelaionados neessários para a análise das pequenas diferenças dos poteniais onsiderados

neste trabalho. A metodologia empregada para estudar os poteniais de três orpos será tratada

em detalhe para ilustrar as generalizações que introduzimos no método de DMC.

3.1 O algoritmo padrão

Se esrevemos a equação de Shroedinger,

i~
�	

�t
= � ~

2

2m
r2
R	+ V	; (3.1)

em tempo imaginário (� = it=~), vemos que esta pode ser interpretada omo uma equação de

difusão da forma

�	

��
= Dr2

R	� V	 = �H	; (3.2)

17
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onde D = ~
2=2m é a onstante de difusão.

Mediante esta transformação, as soluções gerais da equação (3.1) são modi�adas para a

forma

	(R; �) =
X
i

�i(R) exp (�Ei�) ; (3.3)

onde �i e Ei são as funções e valores próprios respetivamente da equação de Shroedinger

independente do tempo. Notemos que o fato de utilizarmos tempo imaginário transforma a

solução (3.3) em uma soma de termos exponeniais deresentes. Como uma onstante ET

pode ser introduzida na energia potenial do sistema sem modi�ar a forma funional das

autofunções �i(R), a equação (3.2) e a sua solução (3.3) podem ser reesritas omo:

�	

��
= Dr2

R	� (V � ET )	 = �H	 (3.4)

e

	(R; �) =
X
i

�i(R) exp (�(Ei � ET )�) ; (3.5)

onde a Hamiltoniana do sistema é dada agora por H = T + (V � ET ). Como onsequênia

disto, para uma evolução temporal longa o su�iente da solução 	(R; �) (3.5), e ajustando

adequadamente o valor da onstante ET , o únio estado sobrevivente é o fundamental. Pode-se

dizer então que a evolução do sistema no tempo imaginário projeta o sistema no seu estado

fundamental.

A equação (3.4) possui uma solução formal do tipo

j	(�)i = Gj	0

(0)i; (3.6)

onde G = exp(��H). Integrando a equação (3.6) obtemos a seguinte expressão

	(R; �) =

Z
dR

0

G(R
0 ! R; �)	(R

0

; 0); (3.7)
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om a qual podemos evoluir uma representação da função de onda do sistema em um intervalo

de tempo4� . A função de Green G(R
0 ! R; �) da equação (3.7) pode ser interpretada omo a

probabilidade de transição das partíulas da posição R
0

para R num tempo � . A representação

da função de Green G(R
0 ! R; �) no espaço das oordenadas é dada por

G(R
0 ! R; �) = hRj exp[�� T̂ � �(V̂ � ET )℄jR0i; (3.8)

onde T̂ e V̂ são os operadores da energia inétia e potenial respetivamente. Como notação,

a função de Green (3.8) vai ser representada por G(R;R
0

).

Em geral, o álulo da função G(R;R
0

) não é tarefa fáil mas pode ser simpli�ada se

usarmos a hamada aproximação de tempo pequeno (�short-time aproximation�). Isto implia

expandir o omutador da função de Green da equação (3.8) para tempos pequenos. Realizando

isto se obtém uma forma da função de Green dada por

G(R;R
0

) �= hRj exp(�4�
V̂

2
) exp(�4� T̂ ) exp(�4�

V̂

2
)jR0i �

exp(4�ET )

= exp(�(
4�

2
)fV (R) + V (R

0

)g+4�ET )�
hRj exp�(4� T̂ )jR0i

= Gb(R;R
0

)Gd(R;R
0

): (3.9)

Aqui Gd(R;R
0

) é a solução ordinária da equação da difusão e Gb(R;R
0

) pode ser interpre-

tada omo a razão de deaimento ou resimento assoiada à on�guração R das partíulas.

Expliitamente estas funções são dadas respetivamente por

Gb(R;R
0

) = exp(�(
4�

2
)[V (R) + V (R

0

)℄ +4�ET ) (3.10)

e

Gd(R;R
0

) = (4�D4�)�
3N
2 exp[�(R�R0

)2

4D4�
℄: (3.11)
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É importante menionar que a expressão da função de Green (3.9) é orreta só até ordem

O(� 3). Isto implia que para obter resultados exatos, devemos usar intervalos de tempo 4�
pequenos e realizar uma extrapolação dos resultados para4� ! 0 (veja entretanto omentários

no Capítulo 4). O valor de 4� é um parâmetro em nossos álulos.

Um onjunto iniial de on�gurações é propagado por um intervalo de tempo 4� mediante

o uso da função de Green G(R;R
0

) (3.9). Isto é feito através dos proessos de difusão e �bran-

hing�. Para difundir as on�gurações é preiso apliar a função Gd(R;R
0

) (3.11) sobre ada

uma das partíulas de ada on�guração. Isto se reduz a desloar ada uma das oordenadas

das partíulas, por exemplo x, de aordo om

x = x
0

+ � ; (3.12)

onde � é um número aleatório amostrado de uma Gaussiana de variança 2D4� e média zero.

Neste aso temos que fazer 3N atualizações das posições das partíulas para propagar uma

on�guração, sendo N o número de partíulas do sistema. Alternativamente, é possível desloar

todas as partíulas simultaneamente om pequenas modi�ações no algoritmo.

Iniialmente ada uma das on�gurações omeça a sua evolução arregando um peso w
0

igual a um. Após a evolução de ada uma das on�gurações, os pesos destas são atualizados

usando a função Gb(R;R
0

) (3.10). Estes pesos são atualizados de aordo om:

w = w
0

Gb(R;R
0

): (3.13)

Após a propagação de todas as on�gurações hegamos a uma nova geração. Neste momento

é possível realizar uma amostragem da função de onda 	(R; �). Por motivos de e�iênia, a

quantidade de on�gurações usadas para estimar 	(R; �) varia, este é o hamado proesso de

�branhing�; o qual será expliado na Seção seguinte.
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3.2 Amostragem de importânia

Existem vários problemas assoiados ao método omo implementado na seção anterior. Um

deles surge do fato de que para ertos poteniais (omo o potenial de Coulomb) a função

Gb(R;R
0

) aumenta muito o número das on�gurações quando as partíulas estão muito próxi-

mas, já que V (r) ! �1. Outro problema prátio om relação ao método surge do fato que

as partíulas podem perder muito tempo navegando por regiões do espaço de on�guração que

não são relevantes para o álulo �nal. Para eliminar estes problemas, se multiplia a equa-

ção de Shroedinger da equação (3.4) por uma função 	G onheida, que aproximadamente

representa o estado fundamental do sistema. Este proedimento é hamado de amostragem de

importânia. Uma vez feito isto, a equação de Shroedinger em tempo imaginário (3.4) pode

ser reesrita omo

�f

��
= Dr2

Rf �DrR � [fF℄ + [ET � EL(R)℄f; (3.14)

onde f = 	G	, EL(R) = H	G=	G e F = 2rR ln	G. Neste aso EL é a energia loal do

sistema e a função F atua omo uma força de arraste imposta na difusão. A presença da

função F na equação (3.14) permite que as partíulas sejam arrastadas para regiões do espaço

onde f é importante.

Para resolver a equação (3.14) notemos que sua função de Green satisfaz

� ~G

��
= � ~H ~G = �( ~T + ~V ) ~G; (3.15)

onde o operador ~T é dado por

~T = �Dr2
R +DrR � F +DF � rR (3.16)

e ~V omo

~V = EL � ET : (3.17)
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Desta forma, e utilizando a aproximação de tempos pequenos, podemos esrever a função de

Green do sistema omo

~G(R;R
0

) = ~Gb(R;R
0

) ~Gd(R;R
0

); (3.18)

onde

~Gb(R;R
0

) = exp(�(4�

2
)[EL(R) + EL(R

0

)℄ +4�ET ) (3.19)

e

~Gd(R;R
0

) = (4�D4�)�
3N
2 exp

�
�(R�R0 �D4�F(R

0

))2

4D4�

�
: (3.20)

A evolução temporal de f é dada por

f(R; �) =

Z
dR

0 ~Gd(R;R
0

) ~Gb(R;R
0

)f(R
0

; � �4�): (3.21)

Notemos que o fato de introduzir a função f na equação (3.4) fez om que a função peso

~Gb(R;R
0

) não dependa mais diretamente do potenial V (R) e sim da energia loal EL que é

mais estável e não apresenta as possíveis divergênias do potenial V (R). A forma da função

~Gd(R;R
0

) é a mesma que a do propagador Gd(R;R
0

) om um termo extra, o da força de arraste

F.

Para implementar a equação (3.21) em forma omputaional, e preiso primeiramente ter

um onjunto de on�gurações iniiais não orrelaionadas do sistema. Este onjunto é amos-

trado de j	Gj2 usando o algoritmo de Metropolis, sendo 	G uma função guia onheida que

aproximadamente representa o estado fundamental do sistema. A seguir se difundem as par-

tíulas apliando a função ~Gd(R;R
0

). Isto é realizado desloando ada uma das partíulas,

variando por exemplo a oordenada x de aordo om

x = x
0

+ �+D4�F (R
0

): (3.22)
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onde � é um número aleatório amostrado de uma Gaussiana de variança 2D4� e média zero.

Notemos que agora preisamos alular a força de arraste F ada vez que pretendamos mudar

as oordenadas de uma partíula. Uma vez feita a difusão, as on�gurações são pesadas usando

~Gb(R;R
0

) (3.19) na equação (3.13).

Após a propagação de todas as on�gurações hegamos a uma nova geração. Neste momento

é possível realizar uma amostragem de quantidades de interesse do sistema omo uma média

ponderada de todas as on�gurações. Por motivos de e�iênia, a quantidade de on�gurações

usadas nestas amostragens varia, este é o hamado proesso de �branhing�. O número de

on�gurações varia de aordo om as seguintes regras. Se w é maior que 2, a on�guração

é dupliada e ada uma das opias vai arregar metade deste peso. Por outro lado, se duas

on�gurações, Ri e Rj, possuem pesos menores que 0.5, só uma delas vai sobreviver arregando

um peso dado por wi+wj. A deisão de qual delas sobrevive é feita amostrando r = wi=(wi+wj).

Isto é, sorteamos um número aleatório � e omparamos ele om r. Se r é menor que � então

mantemos a on�guração Rj, aso ontrario mantemos a on�guração Ri. Por último, se o peso

da on�guração se enontra no intervalo de 0.5 e 2, uma opia só é feita om peso w. Os valores

dos pesos no qual realizamos o �branhing� podem ser alterados, nós só preisamos de regras

que não levem a resultados tendeniosos ou resultem em um esquema ine�iente de álulo.

Finalmente, quantidades de interesse omo a energia de ligação podem ser omputadas de

aordo om

Em =

P
iw(Ri)EL(Ri)P

iw(Ri)
; (3.23)

onde a soma é feita sobre todas as on�gurações de uma dada geração.

O número total de on�gurações na evolução do sistema é ontrolado ajustando o valor de

ET . Prouramos manter este número de on�gurações onstante. Experimentamos mudanças

heurístias e automátias do valor de ET , neste último aso dada por:

ET = E0 + � ln(Tp=Cp); (3.24)
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onde E0 e � são parâmetros, Tp é a população alvo e Cp a população atual. Para nossos

propósitos os resultados foram equivalentes om as duas formas de mudar ET . Ajustes no ET

foram geralmente provideniados uma vez a ada 20 gerações.

É sabido[41, 42℄ que estimativas das quantidades de interesse omo a energia da equação

(3.23) são tendeniosas. Estas tendênias são devidas a dois motivos: ontrole da população

e do fato que o valor esperado de um quoiente não é o quoiente dos valores esperados.

A determinação de resultados satisfatórios preisam de uma avaliação orreta das tendênias

destes ou pelo menos de um limite para sua magnitude. As tendênias podem ser reduzidas

aumentando o tamanho da população. Observamos que para um sistema de hélio om 108/64

partíulas, 400 on�gurações forneem resultados nos quais erros assoiados a estas tendênias

são menores que os erros estatístios. Certamente métodos mais so�stiados [43, 44℄ para

suprimir as tendênias podem ser apliados.

Para melhorar a aproximação feita na função de Green (3.18) [42, 45℄, aeitamos desloa-

mentos om uma probabilidade dada por

paeito(R
0 ! R) = min

"
1;

~Gd(R
0

; R)	2
G(R)

~Gd(R;R
0)	2

G(R
0)

#
: (3.25)

Esolhemos um valor de4� que forneça uma aeitação de era de 99%. A ondição da equação

(3.25) impõe o balanço detalhado na função de Green (3.18), e restaura esta propriedade da

função de Green exata (3.8). Independente do 4� usado, esta ondição também garantiria a

orreta amostragem das on�gurações se hipotetiamente usamos omo 	G a função de onda

exata do problema. Nesse aso, a implementação do método de DMC se reduz a um Monte

Carlo variaional, sendo os desloamentos das partíulas amostrados via ~Gd(R;R
0

).

Com a idéia de minimizar �utuações em ~Gb(R;R
0

), um tempo efetivo é usado [42, 43℄. Este

é dado por ��eff = ��(��2a=��2), onde ��2 é o desloamento quadrátio médio de todos

os desloamentos propostos na difusão e ��2a é uma quantidade similar mas om respeito aos

desloamentos aeitos no proesso.

O uso da amostragem de importânia é muito importante na onvergênia do método. Uma
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boa forma funional de 	G agiliza notavelmente a onvergênia do proesso. É importante

menionar que os valores obtidos vão ser independentes da função de onda guia 	G usada

no proesso. Como notação, a partir deste momento as funções de Green ~G vão ser denotadas

simplesmente porG. Uma esquematização do método de DMC om amostragem de importânia

pode ser enontrada no Apêndie A.

3.3 O algoritmo om múltiplos pesos

Neste trabalho é fundamental poder omputar de forma signi�ativa pequenas diferenças de

energias assoiadas aos diferentes poteniais interat�mios onsiderados. Assim, não é sempre

possível usar resultados de simulações independentes para alular estas diferenças. Em muitas

situações os erros estatístios assoiados às energias aluladas podem ser da ordem de gran-

deza das diferenças que tentamos alular. Para alular estas diferenças signi�ativamente,

modi�amos o algoritmo padrão do método de DMC de tal forma que as energias assoiadas aos

diferentes poteniais de interação são aluladas simultaneamente usando o mesmo onjunto

de on�gurações. Desta maneira as energias estão orrelaionadas e pequenas diferenças de

energias podem ser omputadas om pequenos erros estatístios assoiados.

Para darmos um arater mais onreto à extensão que estamos propondo, trataremos aqui

o aso onde estamos interessados em veri�ar as onsequênias de onsiderarmos três diferentes

poteniais interat�mios que diferem pouo entre si. Em partiular expliaremos a metodologia

de nossa modi�ação do método de DMC usando omo exemplo o estudo das ontribuições dos

poteniais de três orpos.

Em nossa implementação do método, ada on�guração vai arregar três pesos, ada peso

orrespondendo a um dos poteniais usados. Na realidade, o número de pesos que se pode

assoiar a ada on�guração é arbitrário, vai depender das araterístias do problema que

se queira investigar. É possível usar dois pesos ou qualquer número de pesos onveniente ao

problema.

Como no algoritmo padrão, iniiamos a simulação om um onjunto de on�gurações amos-
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tradas de j	Gj2 usando o algoritmo de Metropolis. Calulamos a força de arraste F , difundimos,

atualizamos as oordenadas das partíulas R e aeitamos a nova on�guração om probabili-

dade paeito. Na variante do método de DMC que estamos propondo usamos três funções de peso

G
(k)
b , uma para ada potenial interat�mio que estamos investigando; Vh, VhD e VhDJ . Cada

uma das funções G(k)
b depende da respetiva energia loal E(k)

L assoiado a um dos poteniais.

Imaginemos uma on�guração em sua nova posição R. Um de seus pesos a serem atualizados

é w(h), o qual está assoiado à energia loalE(h)
L alulada usando o potenial Vh da equação (2.2)

na Hamiltoniana (2.1). Este peso é atualizado usando a equação (3.13) onde G(h)
b da equação

(3.19) já foi avaliado usando a energia loal E(h)
L . O peso w(hD) esta assoiado à energia loal

E
(hD)
L . Esta energia é alulada usando o potenial VhD da equação (2.14) na Hamiltoniana da

equação (2.1). Como no aso anterior o peso é atualizado usando a equação (3.13) que preisa

de G(hD)
b e portanto da energia loal E(hD)

L . O tereiro peso w(hDJ) esta assoiado ao potenial

VhDJ da equação (2.15). A atualização deste peso e feita de forma análoga aos asos anteriores.

Relembramos que a mesma on�guração esta sendo usada no álulo de todos os pesos.

Uma vez feita a atualização dos pesos de todas as on�gurações, uma nova geração é obtida

usando as seguintes regras de �branhing�. Se o min(w(h); w(hD); w(hDJ)) for maior que 2, a

on�guração é dupliada e ada uma das on�gurações vai arregar um peso igual à metade

dos iniiais (w(h)=2; w(hD)=2; w(hDJ)=2). Se duas on�gurações, i e j, possuem pesos tais que

max(w
(h)
i ; w

(hD)
i ; w

(hDJ)
i ) e max(w(h)

j ; w
(hD)
j ; w

(hDJ)
j ) são menores a 0.3, então onsideramos ada

um dos pesos individualmente. Para isto, sorteamos um número aleatório � e o omparamos

om r(h), r(hD) e r(hDJ), sendo r(k) = w
(k)
i =(w

(k)
i +w

(k)
j ). Três situações podem aonteer: a) em

todas as omparações os valores de r(k) são maiores que �. Neste aso mantemos a on�guração

i om pesos (w(h)
i +w

(h)
j ; w

(hD)
i +w

(hD)
j ; w

(hDJ)
i +w

(hDJ)
j ), b) em todas as omparações os valores

de r(k) são menores que �. Neste aso mantemos a on�guração j om pesos iguais ao do aso

anterior, ) as omparações favoreem on�gurações diferentes. Imaginemos que � é menor

que r(h) e maior que r(hD) e r(hDJ). Nesta situação se mantém as duas on�gurações. A

on�guração i vai arregar um peso dado por (w(h)
i + w(h)

j ; 0; 0) e a on�guração j um peso
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(0; w
(hD)
i +w

(hD)
j ; w

(hDJ)
i +w

(hDJ)
j ). Isto quer dizer que eliminamos a on�guração i do álulo

das energias de três orpos e a on�guração j do álulo da energia de dois orpos. Obviamente

esta situação destrói a orrelação que tentamos obter. Entretanto, se neessário, esta situação

pode ser sistematiamente minimizada diminuindo o valor do peso mínimo 0.3 no qual se realiza

a seleção das on�gurações, evitando assim estas oorrênias.

Cada um dos álulos realizados devem forneer, dentro das �utuações estatístias, os re-

sultados obtidos pelo algoritmo padrão. Isto failita o teste do ódigo. Cada novo potenial

introduzido fornee resultados que podem ser imediatamente omparados om a implementação

padrão do algoritmo. O usto omputaional de nossa modi�ação é muito pequeno. Este usto

se reduz ao álulo de um novo termo no potenial de interação.

Periodiamente, a ada quatro ou ino gerações, omputamos diferentes quantidades de

interesse. Cálulos das energias E(h)
m , E(hD)

m e E(hDJ)
m numa dada geração são obtidas inluindo

todas suas on�gurações i

E(k)
m =

P
iw

(k)(Ri)E
(k)
L (Ri)P

iw
(k)(Ri)

; (k = h; hD; hDJ): (3.26)

Nesta expressão, m denota uma das estimativas na sequenia {E(k)
m }. Junto om estas quanti-

dades, avaliamos também a energia assoiada ao termo de triplo-dipolo amorteido no potenial

interat�mio VD omo

E(D)
m = E(hD)

m � E(h)
m ; (3.27)

e a energia assoiada ao termo de troa VJ omo

E(J)
m = E(hDJ)

m � E(hD)
m : (3.28)

A avaliação destes valores é direta devido a já termos estimativas das energias E(k)
m . Ao longo

do proessamento, médias por bloo das quantidades (E(h)
m ; E

(hD)
m ; E

(hDJ)
m ; E

(D)
m ; E

(J)
m ) são

formadas e suas estimativas e erros assoiados obtidos.
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É importante notar que omo ada um dos resultados E(h), E(hD) e E(hDJ) são omple-

tamente equivalentes a aqueles obtidos usando o algoritmo padrão, a observação referente às

tendênias destes resultados são válidas. E(D) e E(J) possuem erros menores aos de E(h), E(hD)

ou E(hDJ) já que são um álulo de diferenças de energias que estão orrelaionadas.



4
As simulações

Neste apítulo apresentaremos a implementação das simulações dos sistemas de átomos de

4He. Dentro deste apítulo trataremos as ondições periódias de ontorno impostas na aixa

de simulação e as ondições neessárias para alular orretamente as distânias entre partíulas

nas interações de dois e três orpos. Apresentaremos também as funções guias utilizadas pelo

método de DMC no estudo das fases líquida e sólida e forneeremos os proedimentos para

obter resultados on�áveis das energias do sistema. Correções feitas nas energias do sistema

devido ao tamanho �nito da aixa de simulação serão disutidas.

4.1 A implementação das simulações

Para o estudo das propriedades do hélio nas fases líquida e sólida onsideramos ondições

de ontorno periódias apliadas em aixas de simulação tridimensionais de omprimento L. A

onvenção de orte, a distânia apartir da qual impomos um valor nulo na energia potenial, foi

apliada para todas as interações que aonteem numa distânia maior que metade do tamanho

da aixa de simulação L=2. Distânias entre duas partíulas dentro da aixa de simulação foram

aluladas usando a onvenção da mínima imagem. Quando são onsideras interações de três

orpos, o omprimento do tereiro lado do triângulo formado pelas três partíulas interagentes

29
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não pode ser alulado usando diretamente a onvenção de mínima imagem. Uma modi�ação

a esta onvenção preisa ser introduzida para que as distânias sejam aluladas de uma forma

adequada e assim, evitar o álulo de ontribuições para a energia potenial de triângulos

inexistentes. Para ser espeí�os, onsideremos três partíulas i,j, e k. Calulamos as distânias

rij e rik usando a onvenção da mínima imagem. As diferenças na oordenada x das partíulas

envolvidas são

xij = xi � xj � tij;

xik = xi � xk � tik; (4.1)

onde o vetor de translação t é de�nido omo

tlm = [(xl � xm)=L℄L;

sendo [x℄ o menor valor real inteiro de x. Se a diferença xjk do tereiro lado do triângulo ijk

for alulada omo [34℄

xjk = xj � xk + tij � tik (4.2)

não é difíil pereber que todas as possibilidades de formação de triângulos na aixa de simu-

lação são levadas em onta e que as distânias são orretamente aluladas. Se os valores das

distânias são menores a L=2 o álulo da energia potenial para o triângulo ontinua. Para as

oordenas y e z usa-se o mesmo proedimento. A ontribuição da interação de três orpos para

este triângulo é ompletada se todas as distânias aluladas rij, rjk, rik forem menores a L=2.

O álulo ontinua até que todos os triângulos possíveis sejam onsiderados. Informação mais

detalhada relaionada à implementação das ondições de ontorno podem ser enontradas no

Apêndie B.
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Geralmente, o álulo usando o método de DMC para estes tipos de sistemas omeça om

um grupo iniial de 400 on�gurações previamente amostradas de j	Gj2 usando o algoritmo de

Metropolis. Antes da aumulação das quantidades de interesse, os estados exitados de nosso

grupo iniial de on�gurações são �ltrados realizando varias iterações da equação (3.21). Este

proesso realiza-se tipiamente em 400 gerações, mas vai depender da densidade do sistema

em onsideração. Grá�os das energias aluladas em função do número de passos de Monte

Carlo efetuados são ferramentas adequadas para o orreto monitoramento da onvergênia do

proesso.

A fase líquida foi estudada mediante uma função guia da forma de Jastrow

	J(R) =
Y
i<j

f(rij); (4.3)

onde o fator f(rij) = exp(�u(rij)=2) orrelaiona expliitamente pares de partíulas mediante

o pseudopotenial da forma de MMillan u(rij) = (b=rij)
5; b é um parâmetro.

Para o estudo da fase sólida usamos uma função de onda da forma de Nosanov-Jastrow

dada por

	NJ(R) = 	J(R)�(R); (4.4)

onde

�(R) =
Y
i

exp

�
�C

2
(ri � li)

2

�
(4.5)

é um termo de ampo médio que loaliza as partíulas ao redor de um determinado sítio da

rede li.

Todas as funções guias utilizadas foram previamente otimizadas realizando álulos varia-

ionais. Esta é uma forma onveniente de obter os valores dos parâmetros, mas em prinipio

eles poderiam ser obtidos sem realizar estes álulos. Seria su�iente esolher valores de pa-

râmetros que proporionem una �ltragem mais rápida dos estados exitados nas on�gurações
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iniiais. As funções guias usadas neste trabalho na fase líquida, equação (4.3), e na fase sólida,

equações (4.4-5), foram previamente usadas de forma satisfatória em álulos de GFMC [2℄.

O passo de tempo �� usado nestes álulos dependem diretamente da densidade estudada.

Seus valores podem variar dentro do intervalo de 0.001 até 0.002 (K�1) para assim obtermos mais

de 99% de aeitação nas tentativas de movimento das oordenadas das partíulas, f. equações

(3.22) e (3.25). Na Figura 4.1 apresentamos, na densidade 26.23 nm�3 da fase líquida do 4He,

resultados da energia por átomo para diversos valores de �� . Este omportamento da energia

é típio, não só em outras densidades da fase líquida omo também na fase sólida. Observamos

que para o menor valor de �� , orrespondente a um nível de aeitação de 99%, a extrapolação

das energias para �� ! 0 onordam de forma exelente, dentro dos erros estatístios, om os

valores determinados diretamente da simulação. Os resultados apresentados nesta tese são os

obtidos diretamente da simulação.

As quantidades aluladas nesta tese foram obtidas formando médias om 500 estimativas.

Usualmente por motivos de e�iênia, usamos médias esparsas para estimar as quantidades de

interesse. Só uma fração das gerações são empregadas para omputar estas quantidades. Isto se

realiza om a idéia de diminuir a orrelação entre as estimativas. Este proedimento, junto om

médias por bloo, é a forma mais e�iente de obter a estimativa �nal destas quantidades e suas

varianças. Cada uma das estimativas foi alulada após 4 gerações. Após o transiente iniial,

o número de on�gurações é tipiamente de 550 e não �utua em mais de aproximadamente 5%

ao longo da simulação.

Nesta tese onsideramos élulas de simulação om 108 partíulas para a fase sólida. Na fase

líquida onsideramos 64 e 108 partíulas. Na determinação da melhor desrição das interações

de dois orpos, utilizamos 108 partíulas nas simulações. No estudo das interações de três

orpos realizamos só uma simulação om 108 partíulas na densidade � = 21:86 nm�3 om a

�nalidade de estimar efeitos de tamanho no sistema. Conluímos ser perfeitamente razoável

onsiderarmos 64 orpos já que os resultados onordam dentro dos erros estatístios. A fase

sólida foi estudada usando a rede ristalina f (úbia de fae entrada). O uso da estrutura
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Figura 4.1: Energia por átomo de 4He na densidade de 26.23 nm�3 da fase líquida em função

do parâmetro de álulo �� . A urva é o resultado de um ajuste de um polinomio de grau 3

aos valores alulados da energia. Através da urva, para �� = 0 obtemos o valor extrapolado

da energia.
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f é usual devido à simetria que a mesma apresenta.

Em nossos sistemas de N partíulas, orreções de auda para a energia potenial de dois

orpos V2(r) foram introduzidas de aordo om

Cauda =
1

2
N�

Z
g2(r)V2(r)dr; (4.6)

onde � é a densidade do sistema. Uma boa aproximação para a orreção de auda de nosso

sistema é assumir que a função de distribuição de pares g2(r) é igual a um fora do raio de

interação das partíulas (L=2) e integrar o potenial até o in�nito. Não foram realizadas

orreções de auda para as interações de três orpos. Para a interação de Axilrod-Teller a

orreção de auda é menor a 7% do seu valor em �0 = 21:86 nm�3 (onferir Tabela 5.2). Este

valor onorda de maneira aproximada om um valor previamente alulado desta quantidade

[46℄. Para a energia de troa a orreção de auda relativa é maior que no aso da energia de

dispersão. Contudo, estas quantidades vão permaneer dentro das inertezas estatístias de

nosso resultados (onferir Tabela 5.1 e 5.2).

Nas situações aonde temos on�gurações om um de seus pesos iguais a zero destruímos a

orrelação que tentamos onstruir. Se durante a simulação ombinamos on�gurações quando

todos seus pesos são menores ou iguais a 0.3, notamos que o número de on�gurações que

possuem ao menos um de seus pesos iguais a zero não exedem 2% do número total de on�gu-

rações. Como já menionado, se for neessário, este número pode ser sistematiamente reduzido

usando omo valor dos pesos para ombinar on�gurações um limiar menor que 0.3. Como ob-

servamos, isto é realizado a expensas de um álulo menos e�iente. Conluímos que o valor

de 0.3 para a ombinação das on�gurações é perfeitamente razoável para nossos propósitos.
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Efeitos das interações de três orpos

Neste apítulo estudaremos omo as diferentes ontribuições dos poteniais de três orpos

afetam a desrição da equação de estado do 4He e algumas das propriedades do sistema nas

fases líquida e sólida. O sistema de átomos de hélio foi estudado om a Hamiltoniana de�nida

na equação (2.1). Junto om esta Hamiltoniana, onsideramos o potenial ab initio de dois

orpos Vh e os termos do potenial de três orpos proposto por Cohen e Murrell.

A análises destes poteniais foi realizado usando o método de DMC om múltiplos pesos

desenvolvido na Seção 3.3. Três diferentes poteniais interat�mios foram onsiderados. O

primeiro potenial de interação utilizado foi Vh, exlusivamente de dois orpos. Os outros

poteniais de interação usados foram VhD e VhDJ , que inluem o termo de triplo dipolo; o

último dos poteniais inlui ainda um termo de troa. Todos estes poteniais se enontram

de�nidos na Seção 2.4. Os resultados obtidos usando os poteniais de interação Vh, VhD e

VhDJ estão orrelaionados e pequenas diferenças de energias podem ser aluladas. Desta

forma álulos preisos dos termos de triplo-dipolo e de troa puderam ser realizados o que nos

permitiu observar omo a inlusão destes termos no potenial de interação afeta a desrição

das propriedades do sistema.

35
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5.1 Resultados para a fase líquida

Para o estudo das interações de três orpos na fase líquida realizamos álulos independentes

em quatro densidades � diferentes. Um dos álulos foi realizado na densidade 19.64 nm�3, na

qual não existem dados experimentais, outro foi perto da densidade de equilíbrio experimental

21:86 nm�3, e nas densidades 24.01 nm�3 e 26.23 nm�3. Esta última densidade enontra-se

além da densidade experimental de solidi�ação. Na Tabela 5.1 são apresentadas as energias

totais obtidas usando o potenial de dois orpos Vh da equação (2.2), o potenial VhD da equação

(2.14), que é o potenial Vh mais o termo de Axilrod-Teller, e o potenial VhDJ da equação (2.15),

que inlui o termo de troa no potenial VhD. Notemos que em todas as densidades estudadas,

um só onjunto de on�gurações foi usado para alular as energias assoiadas a ada um

dos poteniais e portanto estas se enontram orrelaionadas. Nossos resultados mostram uma

evolução na energia do sistema em razoável aordo om as expetativas a medida que poteniais

de interação de ordem superior são utilizados.

Na Tabela 5.2 são apresentados álulos muito preisos das energias assoiadas aos termos de

três orpos de Axilrod-Teller e de troa nas densidades estudadas. A ontribuição do termo de

triplo-dipolo para a energia do sistema é muito maior que a do termo de troa. Para omparação

mostramos também os valores obtidos de álulos perturbativos extrapolados realizados om

o potenial Vh. Maiores informações de omo este álulo é feito podem ser enontradas no

Apêndie C. Apresentamos grá�os dos resultados obtidos para ED e EJ nas Figuras 5.1 e 5.2,

respetivamente.

Na fase líquida as energias ED assoiadas ao termo de Axilrod-Teller usando o algoritmo

de múltiplos pesos são sempre maiores aos dos valores obtidos usando álulos perturbativos

extrapolados. É importante notar que nem sempre estes valores onordam dentro das iner-

tezas estatístias. A ontribuição da interação de triplo-dipolo para a energia do sistema é

positiva e seu valor inrementa a medida que aumentamos a densidade. Esta ontribuição é

aproximadamente dupliada quando vamos da menor à maior densidade estudada.

Ainda na fase líquida as energias EJ assoiadas ao termo de troa no potenial VhDJ alula-
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Tabela 5.1: Energias totais por átomo em unidades de K obtidas nas densidades e poteniais

indiados. Na segunda oluna apresentamos os resultados para o potenial Vh, na tereira

e quarta oluna os poteniais VhD e VhDJ foram onsiderados. Na fase líquida os resultados

foram obtidos om 64 partíulas e na fase sólida om 108 numa estrutura f. Na última

oluna apresentamos valores obtidos mediante uma equação analítia de estado ajustada a

dados experimentais.

� (nm�3) E(h) E(hD) E(hDJ) Exp.

Líquido

19.64 �7:128� 0:008 �7:024� 0:008 �7:019� 0:008 -7.0443

21.86 �7:256� 0:009 �7:121� 0:009 �7:115� 0:009 -7.1702

21.861 �7:257� 0:009 �7:120� 0:009 �7:114� 0:009 -7.1702

24.01 �7:149� 0:010 �6:977� 0:010 �6:970� 0:010 -7.0272

26.23 �6:670� 0:010 �6:454� 0:010 �6:447� 0:010 -6.5563

Sólido

29.34 �5:926� 0:008 �5:620� 0:008 �5:620� 0:008 -5.7894

32.88 �4:495� 0:007 �4:078� 0:007 �4:083� 0:007 -4.3174

33.54 �4:099� 0:008 �3:658� 0:008 �3:665� 0:008 -3.9194

35.27 �2:849� 0:007 �2:340� 0:007 �2:353� 0:007 -2.6814

1 Resultado para 108 partíulas.

2 Valor Interpolado da Ref. [47℄.

3 Valor Extrapolado da Ref. [47℄.

4 Valor Interpolado da Ref. [48℄.
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Tabela 5.2: Energias por partíula em unidades de K assoiadas aos termos de triplo dipolo

(ED) e de troa (EJ) nas densidades dadas. Resultados obtidos usando o algoritmo de múltiplos

pesos (MP) e extrapolação dos álulos perturbativos (Extr).

ED EJ

� (nm�3) MP Extr MP Extr

Líquido

19.64 0:104� 0:001 0:1001� 0:0002 0:0045� 0:0003 0:0058� 0:0001

21.86 0:135� 0:001 0:1330� 0:0002 0:0058� 0:0003 0:0069� 0:0001

21.861 0:137� 0:002 0:1340� 0:0004 0:0059� 0:0003 0:0070� 0:0001

24.01 0:172� 0:001 0:1705� 0:0002 0:0065� 0:0003 0:0076� 0:0001

26.23 0:216� 0:001 0:2128� 0:0002 0:0070� 0:0004 0:0080� 0:0001

Sólido

29.34 0:306� 0:001 0:3020� 0:0002 0:0001� 0:0003 0:0020� 0:0001

32.88 0:417� 0:001 0:4129� 0:0002 �0:0052� 0:0003 �0:0029� 0:0002

33.54 0:441� 0:001 0:4370� 0:0002 �0:0071� 0:0005 �0:0048� 0:0002

35.27 0:509� 0:001 0:5035� 0:0002 �0:0130� 0:0005 �0:0100� 0:0003

1 Resultado para 108 partíulas.
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Figura 5.1: Energia por átomo assoiada ao termo de interação de três orpos de Axilrod-Teller

para a fase líquida e sólida. As ruzes representam os resultados de DMC om múltiplos pesos.

Os írulos mostram os valores extrapolados dos álulos perturbativos. Note que em algumas

densidades estes resultados não onordam, f. Tabela 5.2. Os erros estatístios são menores

aos tamanhos dos símbolos. Os resultados foram obtidos usando uma aixa de simulação omo

64 partíulas para a fase líquida e 108 para a fase sólida.
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Figura 5.2: Energia por partíula assoiada ao termo de três orpos de troa para as fases

líquidas e sólidas, resultados de DMC om múltiplos pesos (ruzes) e valores perturbativos

extrapolados (írulos). Os erros estatístios do último álulo são menores que o tamanho dos

símbolos. Os resultados foram obtidos usando uma aixa de simulação om 64 partíulas para

a fase líquida e 108 para a sólida.
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das om relação à energia total obtida usando o potenial VhD, são em média 0.0010 K menores

que os resultados determinados usando álulos perturbativos extrapolados, f. Tabela 5.2. Si-

tuação inversa ao que aontee om a interação de triplo-dipolo onde nossos álulos forneem

valores maiores do que os obtidos através de álulos perturbativos extrapolados. Notemos que

não existe aordo dentro das inertezas estatístias entre as energias de troa aluladas usando

o algoritmo de múltiplos pesos e o perturbativo nas densidades � = 19:64, 21:86 e 24:01 nm�3.

Esta energia na fase líquida é positiva em todas as densidades estudadas e aumenta seu valor

om ela. Na densidade mais alta estudada esta ontribuição é aproximadamente 50% maior

que na densidade mais baixa.

5.2 Resultados para a fase sólida

Para o estudo da fase sólida do hélio onsideramos quatro densidades 29.34, 32.88, 33.54

e 35.27 nm�3, todas elas aima da densidade de liquefação experimental. Na Tabela 5.1 são

apresentadas as energias obtidas onsiderando os poteniais Vh, VhD e VhDJ . A Tabela 5.2

mostra resultados muito preisos das energias das ontribuições dos termos de Axilrod-Teller

ED e de troa EJ para a energia do sistema e também os valores, para omparação, dos ál-

ulos perturbativos extrapolados. As diferenças enontradas entre os resultados perturbativos

extrapolados e as energias aluladas om múltiplos pesos são maiores às observadas na fase

líquida. A variação relativa da energia de troa é maior que a orrespondente quantidade para a

energia de Axilrod-Teller. Vemos que para o termo de Axilrod-Teller os dois métodos forneem

resultados que não onordam dentro das inertezas estatístias em nenhuma das densidades

estudadas na fase sólida. Notemos que nesta fase as energias do termo de Axilrod-Teller al-

uladas usando múltiplos pesos são maiores que as dos resultados perturbativos extrapolados

orrespondentes. As ontribuições para a energia total do sistema são positivas e aumentam a

medida que aumenta a densidade. Na maior densidade estudada (35.27 nm�3) a ontribuição

é 60% maior que na menor densidade.

A ontribuição do termo de troa EJ na fase sólida difere signi�ativamente dos resultados
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perturbativos extrapolados. Na densidade mais baixa estudada (29.34 nm�3) o resultado obtido

para EJ om múltiplos pesos fornee una ontribuição muito pequena à energia total do sistema

enquanto a mesma quantidade usando extrapolação de álulos perturbativos é signi�ativa-

mente maior. Em outras densidades a energia de troa sujeita apenas a inertezas de natureza

estatístia ontinua sendo menor que os valores extrapolados perturbativos orrespondentes,

omo aontee na fase líquida. Notemos que as ontribuições assoiadas a este termo, om

exeção do valor obtido na menor densidade, são negativas na fase sólida, ompetindo assim

diretamente om o termo de Axilrod-Teller.

É importante menionar aqui que as ontribuições relativas dos termos de três orpos na

fase sólida são onsideravelmente maiores do que na fase líquida, isto dá aos termos de ordem

superior um papel mais importante na fase sólida. Na maior das densidades tratadas na fase

sólida, as ontribuições dos poteniais de três orpos são aproximadamente 18% do valor da

energia obtida usando o potenial de dois orpos Vh da equação (2.2), enquanto que na maior

das densidades estudadas da fase líquida é aproximadamente de 3%. Esta situação sugere a

importânia dos termos de ordem superior no proesso de solidi�ação.

5.3 Transição sólido-líquido

Nesta seção iremos apreiar a in�uenia das ontribuições dos poteniais de três orpos na

desrição de algumas das propriedades dos sistemas de hélio. Nesta seção estudamos a transição

sólido-líquido, alulamos as densidades de liquefação e solidi�ação do hélio e também a de

equilíbrio. Os álulos das densidades de liquefação e solidi�ação foram realizadas apliando

a onstrução de dupla tangente de Maxwell às equações de estado analítias das fases líquida e

ristalina. Esta onstrução utiliza o fato de que em uma transição de fase os estados envolvidos

devem oexistir em equilíbrio. Os dois estados preisam ter a mesma temperatura e pressão

(P = �(�A=�V )T ; A é a energia livre de Helmholtz). Notemos que em nosso trabalho a

segunda ondição já esta satisfeita, os álulos foram realizados a temperatura onstante T=0

K. Notemos também que a T=0 K a energia livre de Helmholtz A torna-se idêntia à energia
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interna do sistema E. Desta forma é possível assoiar a pressão do sistema om a energia

interna do mesmo. Em um diagrama A-V as ondições aima menionadas geram uma reta

tangente às duas equações de estado envolvidas. Os pontos de interseção da reta om estas

equações forneem as densidades de liquefação e solidi�ação. A reta tangente de�nida aima

fornee uma energia livre menor à que teria um estado homogêneo.

As equações analítias utilizadas para representar nossos resultados tanto na fase líquida

omo na sólida, foram determinadas por ajustes de nossos resultados obtidos om os três dife-

rentes poteniais interat�mios Vh, VhD e VhDJ a funções da forma

E(�) = E0 + A

�
�� �0
�0

�2

+B

�
�� �0
�0

�3

: (5.1)

Esta forma funional tem sido usada extensivamente na literatura, inlusive para ajustar equa-

ções de estado experimentais [49, 50℄ (veja também Apêndie D). Os parâmetros do ajuste,

E0, A, B e �0 na fase líquida e sólida são apresentados na Tabela 5.3. Nesta tabela, os valores

para a densidade de equilíbrio �0 podem ser omparadas om o valor experimental. Na Figura

5.3 apresentamos grá�os das equações de estado obtidos om os três poteniais.

As densidades de liquefação e solidi�ação determinadas pelo método da dupla tangente de

Maxwell estão apresentados na Tabela 5.4. Nesta tabela podemos aompanhar as mudanças nas

densidades de liquefação e solidi�ação a medida que poteniais de interação mais elaborados

são utilizados. O melhor valor alulado para a densidade de solidi�ação difere em 0.3% om

relação a seu valor experimental. Esta diferença é de 0.8% para a densidade de liquefação.

Todas as densidades de liquefação aluladas são maiores do que o valor experimental. As

densidades de solidi�ação obtidas possuem um valor menor que o experimental.
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Tabela 5.3: Ajuste dos parâmetros da equação analítia de estado na fase sólida e líquida

para os três poteniais usados. Na primeira linha, para a fase líquida e sólida, resultados

para o potenial de dois orpos Vh. A seguir apresentamos resultados quando o termo de

três orpos de Axilrod-Teller é inluído no potenial interat�mio, VhD. Nas linhas om VhDJ

mostramos resultados obtidos quando o potenial ompleto, que inlui o termo de troa. O

valor experimental da densidade de equilíbrio para a fase líquida é apresentada. As unidades

de E0, A e B estão expressos em K.

Potenial �0 (nm�3) E0 A B

Líquido

Vh 22:111� 0:042 �7:258� 0:015 12:84� 0:71 22:0� 4:7

VhD 21:802� 0:041 �7:121� 0:014 11:94� 0:70 20:9� 4:6

VhDJ 21:791� 0:041 �7:115� 0:014 11:90� 0:70 20:6� 4:6

Exp. 21:8341 �7:1702

Sólido

Vh 25:90� 0:32 �6:342� 0:048 21:7� 2:7 13:7� 2:9

VhD 25:60� 0:31 �6:119� 0:047 21:5� 2:6 13:3� 2:8

VhDJ 25:50� 0:31 �6:132� 0:047 20:5� 2:6 13:7� 2:8

1 Referênia [51℄.

2 Referênia [47℄.
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Figura 5.3: Equações de estado analítias om três diferentes poteniais para a fase líquida

e sólida. A linha traejada representa a equação de estado obtida usando os resultados de-

terminados om o potenial de dois orpos Vh. A linha sólida representa resultados usando o

potenial VhD e VhDJ que inlui o termo de Axilrod-Teller e este termo mais o termo de troa

respetivamente. Na esala do grá�o, as duas últimas urvas são indistinguíveis. Os asterisos

representam dados experimentais [47, 48℄.
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Tabela 5.4: Densidades de liquefação e solidi�ação aluladas mediante a onstrução da dupla

tangente de Maxwell para os três poteniais utilizados. O potenial de dois orpos Vh é o

HFD-B3-FCI1 de Aziz e olaboradores. O potenial VhD é onstruído usando o potenial Vh

mais o termo de interação de três orpos de Axilrod-Teller. Finalmente o potenial VhDJ inlui

o potenial de interação de três orpos de Axilrod-Teller e o termo de troa. Na última linha

forneemos os valores experimentais.

Potenial �s (nm
�3) �l (nm

�3)

Vh 25:81� 0:25 28:96� 0:27

VhD 25:90� 0:25 28:95� 0:27

VhDJ 25:88� 0:25 28:92� 0:27

Exp. 25:970� 0:0051 28.682

1 Referênia [51℄.

2 Referênia [52℄.
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5.4 Disussão

Nesta primeira parte da tese fomos apazes de quanti�ar sem nenhuma aproximação omo

pequenas alterações no potenial de interação afetaram a desrição de algumas das propriedades

do hélio líquido e sólido. Foi possível analisar de forma quantitativa omo as ontribuições na

energia do sistema dos poteniais de três orpos de Axilrod-Teller e de troa modi�am a

desrição da equação de estado deste sistema. Isto foi realizado usando o método de DMC om

múltiplos pesos onde um únio onjunto de on�gurações é usado. Assim, as quantidades de

interesse assoiadas om os diferentes poteniais são obtidos de forma orrelaionada, os erros

estatístios de suas diferenças são pequenos e menores que os erros estatístios das próprias

quantidades.

A omparação entre as energias totais por átomo obtidas om o potenial de dois orpos Vh

e os valores experimentais na Tabela I mostram que termos de ordem superior são neessários

para a orreta desrição das interações at�mias. Como as ontribuições da energia de dispersão

são melhor onheidas que as de troa, os resultados sugerem que maiores esforços são desejáveis

no desenvolvimento de formas de poteniais para este tipo de interação.

Os resultados da energia de troa e a de dispersão de triplo dipolo de Axilrod-Teller em fun-

ção da densidade apresentados na Tabela 5.2, Figura 5.1 e 5.2, mostram um aordo qualitativo

entre os resultados usando múltiplos pesos e a aproximação usual de extrapolação dos álu-

los perturbativos. Contudo, este último método nem sempre fornee a verdadeira magnitude

destas energias. Em alguns asos os resultados não onordam dentro dos erros estatístios

om aqueles obtidos usando múltiplos pesos. Desafortunadamente omo estes asos não po-

dem ser identi�ados a priori, sempre vão existir duvidas om relação aos resultados obtidos

usando extrapolação dos álulos perturbativos das ontribuições dos poteniais de três orpos

na energia potenial. Embora melhores funções guias, em prinipio om orrelação expliita

entre tripletos, possam mitigar as di�uldades assoiadas om a extrapolação, estas vão requer

um maior desenvolvimento do ódigo omputaional e uma maior elaboração na otimização

da função guia. Além disto e mais importante, sempre restará uma dúvida se estas funções
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possibilitam a extrapolação adequada e portanto a obtenção dos valores orretos das energias

assoiadas aos termos de três orpos do potenial interat�mio.

Nossos resultados mostram que tanto na fase líquida omo na sólida, o termo de Axilrod-

Teller fornee ontribuições mais importantes para a energia total do sistema que o termo de

troa. É interessante notar que na menor densidade onsiderada na fase sólida (29.34 nm�3),

o valor perturbativo extrapolado assoiado om a energia de troa fornee uma ontribuição

signi�ativamente maior ao valor obtido em nossos álulos que possuem apenas inertezas

estatístias.

Os álulos das densidades de solidi�ação e liquefação usando os diferentes poteniais de

interação de três orpos estão em bom aordo om os valores experimentais. É importante

notar que nossos álulos mostram que a inlusão dos termos de troa e de triplo dipolo, omo

proposto por Cohen e Murell [26℄, enaminham os resultados da densidade de liquefação para

seu valor experimental, f. Tabela 5.4. Para a densidade de solidi�ação vemos que o uso do

potenial que onsidera apenas o termo de Axilrod-Teller, VhD, fornee o melhor resultado.

Todas as pequenas diferenças que observamos nestas quantidades estão dentro de seus erros

estimados. Contudo, baseados no fato de que estamos usando só um onjunto de on�gurações

para alula-las, podemos on�ar que as diferenças relativas que apresentam são signi�ativas

em nossos álulos.

É importante também omparar nossos resultados om aqueles obtidos usando uma equação

de estado determinada usando somente álulos perturbativos extrapolados para a ontribuição

dos termos de três orpos. Embora as densidades de solidi�ação aluladas desta forma tenham

valores próximos aos nossos, os valores obtidos om este método para a densidade de liquefação

é pratiamente onstante e igual a 29.01 nm�3, independente do potenial interat�mio usado.

Este último resultado pode-nos levar à falsa onlusão de que os poteniais de interação de três

orpos não afetam a desrição desta propriedade.

Outra onsequênia da inlusão de interações de muitos orpos no potenial interat�mio

pode ser vista no álulo da densidade de equilíbrio (Tabela 5.3). Para os dois poteniais,
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VhD e VhDJ , o valor teório alulado da densidade de equilíbrio torna-se mais próximo do

valor experimental. O valor da densidade de equilíbrio obtida usando o potenial interat�mio

ompleto VhDJ diminui 1.5% om relação ao valor alulado simplesmente usando o potenial

de dois orpos Vh. Na fase sólida, aonde a ontribuição da energia de troa é maior, o parâmetro

�0 diminuiu 1.6% em uma omparação similar.

A determinação teória de uma equação de estado realista para o 4He preisa de um potenial

aurado de dois orpos junto om termos de interação de três orpos. Uma maior ompreensão

destas interações requer [23℄ uma disriminação quantitativa de suas diferentes ontribuições às

propriedades do sistema. Neste trabalho, introduzindo múltiplos pesos nos álulos de DMC,

onseguimos analisar a ontribuição de ada um dos termos de interação de três orpos e suas

in�uenias na energia de ligação, e nas densidades de equilíbrio, liquefação e solidi�ação.

A extensão que propomos ao método de DMC pode ser muito útil não só nos sistemas de

hélio, senão também para outros sistemas de muitos orpos quântios aonde seja importante

identi�ar qual seria, dentro de um onjunto de poteniais de interação, aquele que fornee

a melhor desrição do sistema. Mesmo no aso destes poteniais diferirem pouo entre si,

a natureza das interações responsáveis pelas diferenças podem ser de origens diversas. Um

melhor entendimento das mesmas e de sua relevânia é importante por si mesmo e também

omo uma maneira de ontribuir para o desenvolvimento de melhores representações analítias

de poteniais de interação.

Para �nalizar notamos ainda que apesar da qualidade dos resultados obtidos om o potenial

HFD-B3-FCI1 aresido om interações de três orpos, os mesmos ainda não são ompletamente

satisfatórios quando omparados omo os dados experimentais, prinipalmente da fase sólida,

f. Tabela 5.1. Como vimos no Capítulo 2, não sendo este o únio potenial ab initio disponível

na literatura, nossos resultados nos motivaram a determinar na etapa seguinte deste trabalho

se algum outro potenial de dois orpos poderia desrever de forma mais aurada um sistema

de átomos de hélio.
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6
Análise dos poteniais de dois orpos.

Nesta segunda parte da tese o objetivo foi estudar qual dos diferentes poteniais de interação

ab initio de dois orpos da literatura, juntamente om o potenial V3 da Eq. (2.8) de Cohen e

Murrell, fornee a melhor desrição de um sistema de átomos de hélio. A análise destes poten-

iais, a omparação de quantidades de interesse aluladas om os mesmos, foi realizado usando

o método de DMC om múltiplos pesos desenvolvido na Seção 3.3. Neste aso, os diferentes

pesos vão estar assoiados aos diferentes poteniais de interação de dois orpos de�nidos na

Seção 2.4. Estes poteniais qualitativamente diferem pouo entre si. Apesar deste fato, as im-

portantes diferenças quantitativas que possuem se re�etem no valor alulado de propriedades

de interesse. Assim, om nossos álulos poderemos obter estas variações de forma preisa e

forneer elementos para o re�namento destes poteniais.

As diferentes Hamiltonianas que onsideramos simultaneamente nos álulos estão asso-

iadas a ada um dos poteniais que queremos omparar. O primeiro potenial de interação

utilizado foi o VpDJ da equação (2.16). Nas outras duas Hamiltonianas os poteniais de inte-

ração usados foram VprDJ e VhDJ das equações (2.17) e (2.15) respetivamente. Este último

potenial que depende do potenial de dois orpos HFD-B3-FCI1 foi exaustivamente onside-

rado no apítulo anterior onde analisamos a importânia de termos adiionais de três orpos.

51
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Como já menionamos e nossa notação deixa laro, em nossa análise dos poteniais ab initio de

dois orpos o potenial interat�mio inlui o potenial de três orpos V3 da Eq. (2.8). Final-

mente inluimos também em nossa análise o potenial VA da equação (2.7) proposto por Aziz

e olaboradores em 1979. Este potenial já inlui de forma efetiva interações de três orpos e

por esse motivo foi estudado sem onsiderar termos adiionais de ordem superior. Como no es-

tudo das ontribuições dos poteniais de três orpos, os resultados obtidos usando os diferentes

poteniais de interação estão orrelaionados e pequenas diferenças de energias, omo as que

resultam destas omparações, podem ser aluladas. Desta forma, o método de múltiplos pesos

é a ferramenta adequada para o estudo omparativo dos diferentes poteniais.

6.1 Equação de estado para a fase líquida

As simulações utilizando o método de DMC om múltiplos pesos foram realizadas utili-

zando os mesmos proedimentos desritos no Capítulo 4. Para poder omparar a preisão dos

poteniais onsiderados, onstruímos equações de estado na fase líquida para todos eles. Os

álulos foram realizados em oito densidades diferentes. As duas menores estão abaixo do valor

da densidade de equilíbrio experimental [51℄, 21.83 nm�3. Também realizamos álulos perto

desta densidade. A densidade mais alta em que estudamos o sistema de átomos de hélio omo

um líquido enontra-se aima da densidade experimental [51℄ de solidi�ação, 25.970 nm�3.

O potenial de três orpos de Cohen e Murrell [26℄ foi inluído omo parte do potenial

de interação quando usamos os poteniais ab initio de dois orpos. Como já menionamos, o

únio álulo aonde utilizamos exlusivamente um potenial efetivo de dois orpos empregará o

potenial VA. As energias obtidas são omparadas om os valores experimentais na Tabela 6.1

e Figura 6.1. Na Tabela 6.2 apresentamos diferenças de energia entre alguns dos poteniais. É

importante notar que as energias e suas diferenças, em uma dada densidade, foram aluladas

de forma orrelaionada usando o mesmo onjunto de on�gurações. Independentemente dos

erros nas energias, os seus valores relativos são signi�ativos. Nossos resultados mostram que

as diferenças de energia aluladas entre os poteniais VpDJ e VprDJ possuem uma preisão
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Tabela 6.1: Energias totais por átomo em unidades de K obtidas om os poteniais VpDJ ,

VprDJ , VhDJ e o potenial de dois orpos VA nas densidades dadas. Nas fases líquida e sólida os

resultados foram obtidos om 108 partíulas. Na última oluna mostramos dados experimentais

ou valores obtidos através de uma equação de estado analítia ajustada a dados experimentais.

� (nm�3) VpDJ VprDJ VhDJ VA Exp.

Líquido

19.64 -7.080 � 0.008 -7.060 � 0.008 -7.017 � 0.008 -7.001 � 0.008 -7.0441

20.50 -7.154 � 0.009 -7.133 � 0.009 -7.086 � 0.009 -7.071 � 0.009 -7.1231

21.86 -7.196 � 0.008 -7.174 � 0.008 -7.120 � 0.008 -7.124 � 0.008 -7.1702

23.20 -7.151 � 0.009 -7.128 � 0.009 -7.062 � 0.009 -7.050 � 0.009 -7.1143

24.01 -7.053 � 0.009 -7.029 � 0.009 -6.956 � 0.009 -6.951 � 0.009 -7.0272

24.83 -6.910 � 0.010 -6.885 � 0.010 -6.805 � 0.010 -6.842 � 0.010 -6.8933

25.33 -6.805 � 0.011 -6.780 � 0.011 -6.694 � 0.011 -6.731 � 0.011 -6.7902

26.23 -6.558 � 0.011 -6.532 � 0.011 -6.437 � 0.011 -6.515 � 0.011 -6.5561

Sólido

29.34 -5.754 � 0.009 -5.725 � 0.009 -5.625 � 0.009 -5.674 � 0.009 -5.7894

30.11 -5.527 � 0.009 -5.497 � 0.009 -5.390 � 0.009 -5.565

31.50 -4.979 � 0.009 -4.948 � 0.009 -4.825 � 0.009 -5.0215

32.88 -4.263 � 0.009 -4.231 � 0.009 -4.085 � 0.009 -4.3174

33.54 -3.863 � 0.009 -3.830 � 0.009 -3.675 � 0.009 -3.9194

34.41 -3.241 � 0.010 -3.207 � 0.010 -3.040 � 0.010 -3.325

35.27 -2.571 � 0.010 -2.537 � 0.010 -2.352 � 0.010 -2.6814

1 Valor Extrapolado da Ref. [47℄.
2 Valor Interpolado da Ref. [47℄.
3 Valor Experimental da Ref. [47℄.
4 Valor Interpolado da Ref. [48℄.
5 Valor Experimental da Ref. [48℄.
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Figura 6.1: Resultados teórios e dados experimentais [47℄ (asterisos) da energia de ligação em

K para a fase líquida. Os quadrados e írulos representam resultados teórios obtidos usando

os poteniais VpDJ e VprDJ respetivamente. Os triângulos e triângulos invertidos representam

resultados teórios obtidos om os poteniais VhDJ e VA, respetivamente. Os símbolos são

maiores que os erros estatístios.
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Tabela 6.2: Diferenças de energia entre poteniais de interação em unidades de K obtidas nas

densidades dadas. Na última oluna mostramos a diferença relativa entre os resultados obtidos

om o potenial VprDJ e os valores experimentais da Tabela 6.1.

� (nm�3) E(pDJ) � E(prDJ) E(prDJ) � E(hDJ) E(prDJ)
�E(Exp)

E(Exp)

Líquido

19.64 -0.01981 � 0.00001 -0.043 � 0.003 0.0023

20.50 -0.02063 � 0.00001 -0.047 � 0.002 0.0014

21.86 -0.02195 � 0.00001 -0.054 � 0.003 0.0006

23.20 -0.02322 � 0.00001 -0.066 � 0.002 0.0020

24.01 -0.02403 � 0.00001 -0.073 � 0.003 0.0003

24.83 -0.02483 � 0.00001 -0.080 � 0.002 -0.0012

25.33 -0.02526 � 0.00001 -0.086 � 0.003 -0.0015

26.23 -0.02608 � 0.00001 -0.095 � 0.003 -0.0037

Sólido

29.34 -0.02909 � 0.00001 -0.100 � 0.003 -0.011

30.11 -0.02975 � 0.00001 -0.107 � 0.003 -0.011

31.50 -0.03099 � 0.00001 -0.123 � 0.002 -0.015

32.88 -0.03222 � 0.00001 -0.146 � 0.003 -0.020

33.54 -0.03278 � 0.00001 -0.155 � 0.002 -0.023

34.41 -0.03356 � 0.00001 -0.167 � 0.002 -0.034

35.27 -0.03432 � 0.00001 -0.185 � 0.002 -0.054
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de duas ordens de grandeza maior que a quantidade similar alulada entre este último e o

potenial VhDJ . Isto é mais uma evidênia da e�iênia de nosso método, já que os poteniais

Vp e Vpr diferem só pelo efeito de retardamento inorporado neste último, f. Tabela 6.1. O

retardamento deixa o potenial Vpr menos atrativo.

O aordo entre os álulos que onsideram o potenial VprDJ na Hamiltoniana de interação

e os dados experimentais é notável, omo podemos onferir na Tabela 6.1. No Apêndie D

disutimos a interpolação feita dos valores experimentais. Notemos que nas densidades 21.86,

24.01, 24.83 e 25.33 nm�3, os valores alulados om o potenial VprDJ não diferem dos valores

experimentais por mais de um desvio padrão. Nas outras densidades, om exeção da mais

alta, esta diferença não é maior que duas vezes o desvio padrão.

Nas densidades mais altas onsideradas, o potenial VpDJ fornee energias de ligação que

estão de aordo dentro das inertezas estatístias om os valores experimentais, f Tabela 6.1.

Na densidade 23.20 nm�3 e densidades mais baixas om este potenial, não temos mais um

aordo entre os resultados teórios e o experimento. Este potenial é demasiadamente atrativo

na desrição do sistema. Em todas as densidades, om exeção da densidade mais alta, a

diferença entre os resultados usando o potenial VpDJ e os dados experimentais são maiores que

os valores orrespondentes alulados usando o potenial VprDJ .

No nível de preisão om que trabalhamos, o potenial VhDJ não foi apaz de reproduzir

resultados experimentais em nenhuma das densidades onsideradas. É sabido que o potenial

VA [53℄ possui pequenas inonsistênias e que inlui de forma efetiva algumas das interações de

três orpos dos sistemas de hélio. Nossos resultados estão em aordo om este fato. Embora

na densidade 21.86 nm�3 e nas densidades mais altas este potenial forneça energias de ligação

mais baixas que aquelas obtidas usando o potenial VhDJ , também om uma parte repulsiva

da forma de Hartree-Fok, nas outras densidades a situação é revertida om o último potenial

forneendo energias menores às obtidas om o potenial VA. Comparado om o experimento

estes poteniais não são su�ientemente atrativos. Nossos resultados obtidos om o potenial

VA estão em aordo, dentro dos erros estatístios, om aqueles publiados previamente [2℄. A
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inlusão deste potenial em nossos álulos permite formarmos uma idéia de omo resultados

obtidos om o mesmo mudariam om a adoção de um dos novos poteniais.

6.2 Equação de estado para a fase sólida

Para a fase sólida também onstruímos equações de estado para todos os poteniais ab initio

onsiderados. Os resultados são apresentados na Tabela 6.1 e na Figura 6.2. No nível de preisão

de nossos álulos, nenhum dos poteniais forneeu resultados que estejam de aordo, dentro das

inertezas estatístias, om os valores experimentais. Independentemente deste fato, resultados

mais próximos aos experimentais foram obtidos om o potenial VpDJ . Todos os poteniais de

dois orpos onsiderados junto ao potenial de três orpos de Cohen-Murrell forneem energias

que são muito altas. Como já poderiamos ter esperado, as di�uldades assoiadas aos termos

de ordem superior nos poteniais de interação apareem de uma forma mais lara na fase sólida

e a medida que a densidade aumenta.

Embora pequenas inonsistênias nos poteniais de dois orpos no potenial de interação

dos sistemas de hélio possam existir, não areditamos que sejam as prinipais responsáveis

pelas disrepânias enontradas entre nossos resultados e os dados experimentais. É possível

que as interações de três orpos, muito menos onheidas, sejam as maiores responsáveis. Seria

portanto interessante dispormos de formas analítias mais elaboradas para a desrição das

interações de ordem superior a �m de veri�armos esta onjetura. Assim, areditamos que

os maiores esforços no aprimoramento da desrição das interações do sistema devem estar

apontados na direção dos termos de ordem superior. Na Tabela 6.1 apresentamos ainda o

resultado para a energia de ligação para uma só densidade quando usamos o potenial VA.

6.3 Transição sólido-líquido

Valores experimentais para a energia de ligação de um sistema de átomos de 4He são bem

onheidos [47, 48℄. Como já menionamos, empregamos estes dados para ajustar funções

analítias de estado nas fases sólida e líquida da forma da equação (5.1). Usamos também esta
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Figura 6.2: Resultados teórios e dados experimentais [48℄ (asterisos) da energia de ligação em

K para a fase sólida. Os quadrados e írulos representam resultados teórios obtidos usando os

poteniais VpDJ e VprDJ respetivamente. Os triângulos representam resultados teórios obtidos

om o potenial VhDJ . Os símbolos são maiores que os erros estatístios.
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função analítia para ajustar nossos valores teórios obtidos nas fases sólida e líquida om os

poteniais VpDJ , VprDJ , VhDJ e VA. Os parâmetros destas urvas são mostrados na Tabela 6.3.

Existem na literatura outras funções analítias usadas para o ajuste de resultados teórios e

experimentais. Uma pequena disussão da esolha da função da equação (5.1) para o ajuste de

nossos resultados pode ser enontrada no Apêndie D.

Como podemos ver da Tabela 6.3, as diferenças entre as densidades de equilíbrio usando as

equações de estado analítias dos poteniais VpDJ , VprDJ e VhDJ e aquelas obtidas do ajuste dos

dados experimentais ES-Exp foram 0, 0.07 e 0.6% respetivamente. Notamos que o melhores

resultados foram obtidos usando os poteniais VpDJ e VprDJ . Ambos resultados estão dentro

de seus erros estatístios em exelente aordo om o valor alulado da ES-Exp e também

om o valor experimental para a densidade de equilíbrio de Berthold [51℄; outro valor próximo

é reportado na Ref. [47℄. É interessante notar que nossos resultados para a densidade de

equilíbrio esta em aordo, seja om o valor obtido do nosso ajuste da equação de estado om

dados experimentais, seja om o valor experimental publiado [51℄. Entretanto, o valor de

Berthold, 21.834 nm�3, não esta em aordo om aquele obtido usando a ES-Exp, apesar da

diferença de apenas 0.06% entre estes valores.

As equações de estado analítias para as fases líquida e sólida, usando os poteniais VpDJ e

VprDJ , são apresentadas junto om os dados experimentais nas Figuras 6.3 e 6.4 respetivamente.

Vemos laramente omo na fase líquida a equação de estado analítia usando o potenial VprDJ

ompara-se exelentemente om os dados experimentais. As equações de estado analítias para

a fase sólida dos poteniais VpDJ e VprDJ estão pouo aima dos valores experimentais. Notar

a diferença de esala nos dois grá�os.

Pequenas diferenças entre os valores dos parâmetros do ajuste das equações de estado ana-

lítias, envolvendo o potenial VhDJ nas Tabelas 6.3 e 5.3, são devidas exlusivamente à quan-

tidade de pontos utilizados no ajuste e do fato de estarmos utilizando resultados de simulações

diferentes. Porém o aordo entre ambas é muito bom dentro das inertezas estatístias.

O álulo das densidades de liquefação e solidi�ação foram realizadas mediante a onstrução
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Tabela 6.3: Parâmetros do ajuste das equações de estado para as fases líquida e sólida usando

as energias de ligação aluladas para os respetivos poteniais. ES-Exp denota os parâmetros

do ajuste dos valores experimentais da energia de ligação (ver Apêndie D). Na última linha,

para a fase líquida, damos valores experimentais das orrespondentes quantidades. As unidades

de E0, A e B estão expressos em K.

Potenial �0 (nm�3) E0 A B

Líquido

VpDJ 21:820� 0:019 �7:200� 0:002 13:31� 0:25 12:2� 1:7

VprDJ 21:804� 0:019 �7:178� 0:002 13:27� 0:25 12:1� 1:7

VhDJ 21:681� 0:017 �7:124� 0:002 13:27� 0:22 11:4� 1:7

VA 21:683� 0:022 �7:117� 0:004 13:42� 0:37 1:1� 2:1

ES-Exp1 21:820� 0:004 �7:1701� 0:0001 13:449� 0:086 7:82� 0:30

Exp. 21.8342 -7.1703

Sólido

VpDJ 25:68� 0:14 �6:221� 0:019 21:0� 1:9 13:9� 1:8

VprDJ 25:69� 0:14 �6:192� 0:019 21:2� 1:9 13:8� 1:8

VhDJ 25:77� 0:16 �6:100� 0:022 23:0� 1:9 12:5� 1:9

ES-Exp4 26:02� 0:70 �6:220� 0:097 25:6� 7:7 6:8� 7:3

1 Ajustado om os dados da Ref. [47℄.

2 Referênia [51℄.

3 Referênia [47℄.

4 Ajustado om os dados da Ref. [48℄.
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Figura 6.3: Equações de estado analítias para a fase líquida usando os poteniais VpDJ (linha

traejada) e VprDJ (linha ontinua). Os írulos representam dados experimentais [47℄.
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Figura 6.4: Equações de estado analítias para a fase sólida usando os poteniais VpDJ (linha

traejada) e VprDJ (linha ontinua). Os írulos representam dados experimentais [48℄.
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da dupla tangente de Maxwell usando as equações de estado analítias para as fases líquidas e

sólidas. Os resultados para as densidades de solidi�ação e liquefação que envolvem os poteniais

VpDJ , VprDJ e VhDJ são apresentadas na Tabela 6.4 juntamente om valores obtidos da ES-Exp e

da experiênia. As diferenças nas densidades de solidi�ação e liquefação envolvendo o potenial

VhDJ nas Tabelas 6.4 e 5.4 são devidas às mesmas razões que aabamos de disutir. O aordo

entre as grandezas aluladas é exelente dentro das inertezas estatístias. Para a densidade de

solidi�ação enontramos exelente aordo entre os valores obtidos usando a ES-Exp e aquelas

de nossos resultados. O aordo se mantém quando omparamos estes resultados om o valor

experimentalmente aeito para a densidade de solidi�ação da Tabela 6.4. É importante dizer

que no nível de preisão em que trabalhamos, os resultados para a densidade de solidi�ação

usando os poteniais VpDJ e VprDJ são idêntios. Este valor é o melhor que obtivemos. Valor

similar para a densidade de solidi�ação experimental pode ser enontrado na Ref. [54℄.

O valor experimental para a densidade de liquefação determinada por Edwards (28.568

nm�3) e Driessen (28.677 nm�3) estão em aordo dentro dos erros estatístios om aquele obtido

usando a ES-Exp. Este também é o aso quando realizamos uma omparação destes valores

om aqueles obtidos om os diferentes poteniais utilizados. O resultado para a densidade de

liquefação mais próximo ao valor experimental foi atingido om o potenial VhDJ . Os poteniais

VpDJ e VprDJ forneeram o mesmo valor para a densidade de liquefação.

6.4 Outras propriedades

Podemos usar as equações de estado analítias de�nidas na Seção 6.3 para alular outras

propriedades do hélio líquido na densidade de equilíbrio �0. Calulamos a ompressibilidade

isotérmia K

K(�) =
1

�

�
��

�P

�
T

; (6.1)

aonde a pressão P esta de�nida omo
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Tabela 6.4: Densidades de liquefação (�l) e solidi�ação (�s) em nm�3 obtidas usando a ons-

trução da dupla tangente de Maxwell para os respetivos poteniais e valores experimentais

da energia de ligação. Nas últimas três linhas mostramos valores experimentais publiados na

literatura.

Potenial �s �l

VpDJ 25:98� 0:18 28:98� 0:18

VprDJ 25:98� 0:18 28:98� 0:18

VhDJ 25:90� 0:21 28:91� 0:22

Valores Experimentais

ES-Exp 26:02� 0:40 28:88� 0:43

Ref. [51℄ 25:970� 0:005 ��

Ref. [48℄ �� 28.568

Ref. [52℄ �� 28.677
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P (�) = �2
�
�E

��

�
: (6.2)

Calulamos também a veloidade do som 

(�) =

�
1

mK�

�1=2
: (6.3)

Nesta última expressão, m denota a massa do átomo de hélio. Os resultados são apresentados

na Tabela 6.5.

Vemos da Tabela 6.5 que os resultados obtidos para a pressão dependem fortemente do valor

da densidade de equilíbrio utilizada. Os resultados para a pressão obtidos om os poteniais

VpDJ e VprDJ estão de aordo, dentro dos erros estatístios, om o valor nulo que esperariamos

obter. Os poteniais VhDJ e VA não reproduzem este omportamento. Todos os resultados para

a ompressibilidade isotérmia apresentados na Tabela 6.5 estão em exelente aordo entre si

dentro das inertezas estatístias. Para a veloidade do som, o valor da ES-Exp é somente

0.4% maior ao obtido usando o potenial VprDJ , nosso melhor resultado. Além deste resultado,

aquele obtido om o potenial VpDJ também onorda om o valor de ES-Exp. O potenial

VA produz um resultado para a veloidade do som que onorda om o valor experimental da

Ref. [55℄. Valor experimental que entretanto não onorda om o valor obtido da ES-Exp.

Chamamos atenção ao fato de que todas estas quantidades dependem somente da urvatura da

equação de estado analítia empregada na fase líquida.

Os valores destas quantidades também foram alulados autoonsistentemente, i.e., alu-

lados nas densidades de equilíbrio �0 obtidas diretamente das equações de estado analítias da

Tabela 6.3. Estes resultados estão apresentados na Tabela 6.6. Vemos que em linhas gerais

os resultados obtidos onsiderando a ES-Exp e os diferentes poteniais de interação são mais

homogêneos. Os resultados obtidos om os poteniais VpDJ , VprDJ , VhDJ e VA para a om-

pressibilidade isotérmia estão em aordo, dentro dos erros estatístios, om os valores obtidos

da ES-Exp e da Ref. [55℄. O preiso valor experimental para a veloidade do som (238:30

m/s), Tabelas 6.5 e 6.6, não onorda, dentro dos erros estatístios, om os valores obtidos
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Tabela 6.5: Valores da ompressibilidade isotérmia K (atm�1), pressão P (atm) e veloidade

do som  (m/s) alulados na densidade de equilíbrio experimental, 21.834 nm�3, usando as

equações de estado analítias para os respetivos poteniais e energias de ligação experimentais.

Na última linha apresentamos dados experimentais.

Potenial K P 

VpDJ 0:0126� 0:0002 0:050� 0:060 235:67� 0:45

VprDJ 0:0126� 0:0002 0:107� 0:060 235:86� 0:45

VhDJ 0:0122� 0:0002 0:566� 0:063 240:23� 0:52

VA 0:0121� 0:0003 0:561� 0:085 239:83� 0:70

ES-Exp 0:01245� 0:00008 0:051� 0:017 236:81� 0:23

Exp 0:01231 �� 238:302

1 Valor alulado om a equação (6.3) usando dados experimentais da Referênia [55℄.

2 Referênia [55℄.
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Tabela 6.6: Valores da ompressibilidade isotérmia K (atm�1) e veloidade do som  (m/s)

avaliadas nas respetivas densidades de equilíbrio aluladas �0 (nm�3) para ada potenial

onsiderado e energias de ligação experimentais. Na última linha apresentamos dados experi-

mentais.

Potenial �0 K 

VpDJ 21:820� 0:019 0:0126� 0:0003 235:17� 0:55

VprDJ 21:804� 0:019 0:0127� 0:0003 234:79� 0:55

VhDJ 21:681� 0:017 0:0128� 0:0003 234:79� 0:60

VA 21:683� 0:022 0:0126� 0:0003 236:12� 0:78

ES-Exp 21:820� 0:004 0:0125� 0:0001 236:38� 0:26

Exp 21:8341 0:01232 238:303

1 Referênia [51℄.

2 Valor alulado om a equação (6.3) usando dados experimentais da Referênia [55℄.

3 Referênia [55℄.
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da ES-Exp. Nossos resultados teórios para a veloidade do som onordam om o resultado

obtido da ES-Exp, porém não om aquele da Ref. [55℄. Paree que o ajuste das energias de

ligação a uma equação de estado analítia para o álulo desta quantidade não é a forma mais

adequada para obte-lá. Na literatura [49℄, já se realizou o ajuste de uma equação de estado

analítia usando dados experimentais da veloidade do som. Os resultados para as energias

de ligação, que podem desta forma serem alulados a partir da equação de estado, não são

muito satisfatórios quando omparados om valores experimentais [47℄ preisos. As diferenças

enontradas são similares as obtidas na nossa omparação da veloidade do som obtida om

a ES-Exp e o valor experimental da Ref. [55℄. Independentemente deste fato, o álulo da

veloidade do som omo feito, fornee uma estimativa razoável desta quantidade.

6.5 Disussão

As propriedades das fases líquidas e sólidas dos sistemas de átomos de hélio foram pesquisa-

das usando três poteniais diferentes de interação ab initio de dois orpos junto om o potenial

de três orpos de Cohen e Murrell. Também onsideramos o potenial VA em nossa análise.

A razão de onsiderarmos este potenial é que existe uma grande quantidade de trabalhos que

o usam, e é interessante omparar resultados obtidos usando este potenial om aqueles ob-

tidos via poteniais ab initio modernos. Este estudo foi realizado usando nossa extensão do

método de DMC o qual nos permitiu realizar análises omparativas entre todos os poteniais

onsiderados om uma exelente preisão.

A determinação do melhor potenial a ser empregado em estudos omputaionais dos sis-

temas de átomos de hélio não é uma tarefa imediata. Isto no sentido de que nem todas as

propriedades são melhor desritas usando um únio potenial de interação. No aso das ener-

gias de ligação, nossos resultados favoreem o potenial VprDJ na fase líquida. Este potenial

dentro dos erros estatístios reproduz os dados experimentais. Para a fase sólida o potenial

VpDJ fornee energias de ligação que são as mais próximas aos valores experimentais mas sem

haver onordânia dentro dos erros estatístios. Os poteniais VprDJ e VhDJ forneem energias
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de ligação ligeiramente maiores que aquelas devidas ao potenial VpDJ .

Os resultados para a densidade de equilíbrio nos mostra que no geral esta propriedade do

sistema esta sendo bem desrita usando um potenial moderno de interação de dois orpos junto

om o potenial de três orpos da Ref. [26℄. Sabemos que interações de ordem superior aumen-

tam de uma forma onsistente o aordo dos valores alulados da densidade de equilíbrio om

o experimento. Os poteniais VprDJ e VpDJ forneem resultados que estão em exelente aordo

om o experimento. O resultado obtido om o potenial VhDJ mostra que esta propriedade não

esta tão bem desrita por este potenial.

Para as densidades de liquefação e solidi�ação temos exelentes resultados. Se omparamos

nossos resultados da densidade de solidi�ação om valores experimentais publiados vemos que

todos os poteniais de interação usados foram apazes de predizer a densidade de solidi�ação

experimental de 25.970 nm�3. No nível de preisão do trabalho, os resultados obtidos om os

poteniais VpDJ e VprDJ são idêntios. Este valor da densidade de solidi�ação foi o melhor

obtido.

O valor da densidade experimental de liquefação, 28.677 nm�3, foi também reproduzido pe-

los poteniais modernos ab initio de interação. O melhor resultado foi atingindo om o potenial

VhDJ . Todos os poteniais onsiderados forneem resultados que estão também em aordo om

aqueles obtidos através da ES-Exp. O fato de nossas equações de estado na fase sólida apre-

sentarem valores de energia superiores aos experimentais seguramente se re�ete nas avaliações

das densidades de liquefação e solidi�ação. Realizando uma análise do desvio quadrátio mé-

dio de nossos resultados das densidades de solidi�ação e liquefação om os respetivos valores

experimentais, podemos dizer que os melhores resultados foram obtidos usando o potenial

VhDJ .

Comparamos ainda nossos resultados para a pressão, ompressibilidade isotérmia e velo-

idade do som om valores experimentais. Em geral, os resultados usando os poteniais VpDJ

e VprDJ para todas estas propriedades estão em exelente aordo om os valores obtidos da

ES-Exp. Contudo, um melhor resultado para a pressão foi obtido usando o potenial VpDJ .
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Este valor enontra-se apenas a um desvio padrão do resultado obtido através da ES-Exp. Os

poteniais VhDJ e VA produzem uma ompressibilidade isotérmia que onorda om o valor

experimental e o resultado obtido da ES-Exp.

É o nosso pareer que o melhor potenial de dois orpos para ser usado em estudos ompu-

taionais dos sistemas de átomos de hélio é o potenial Vpr. Este potenial, em onjunto om

a interação de três orpos de Cohen e Murrell, fornee energias de ligação para a fase líquida,

pressão, ompressibilidade isotérmia e veloidade do som que estão em exelente aordo om

os dados experimentais e os valores obtidos da ES-Exp; a únia exeção foi o valor experimental

para veloidade do som que não onseguimos reproduzir. Além disto, os valores das densidades

de equilíbrio, solidi�ação e liquefação estão em aordo om aquelas obtidas usando a ES-Exp e

reproduzem os valores experimentais. Mais investigação é neessária para entender as diferen-

ças enontradas entre os valores alulados e experimentais da energia de ligação na fase sólida.

Estas disrepânias possivelmente são devidas aos termos de interação de ordem superior.



7
Conlusões

O objetivo prinipal desta tese foi analisar quantitativamente omo os diferentes poteniais

de interação propostos na literatura modi�am ou alteram a desrição das propriedades dos

sistemas de átomos de hélio. Para este �m onsideramos sistemas de átomos de hélio tanto nas

fases líquida omo sólida. Na primeira parte da tese estudamos omo para um dado potenial

ab initio de dois orpos (HFD-B3-FCI1) ada um dos termos do potenial de interação de três

orpos, proposto por Cohen e Murrell, afetam a desrição das propriedades dos sistemas de

hélio nas suas fases líquida e sólida. Cálulos das ontribuições dos poteniais de Axilrod-Teller

e do termo de troa permitiram analisar de uma forma preisa omo estes termos modi�avam

a desrição de algumas das propriedades deste sistema.

A análise realizada nos permite a�rmar que a inlusão das interações de três orpos são

muito importantes para a orreta araterização das fases líquida e sólida nos sistemas de

átomos de hélio. Estas interações, nas densidades mais baixas da fase líquida, são neessárias

para a obtenção de um bom aordo om a experiênia das energias de ligação e da densidade

de equilíbrio. O re�exo destas interações em outras propriedades também é importante omo

nossa análise mostrou. Em partiular pudemos observar que em densidades mais altas, e em

partiular na fase sólida, a interação de troa de três orpos não está bem representada no
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potenial de Cohen e Murrell. Não �ando ainda exluída a possibilidade de inonsistênias no

próprio potenial de dois orpos. Fato que nos levou à segunda parte deste trabalho. Um êxito

desta tese foi poder aompanhar, de forma lara e sem aproximações, omo a inlusão gradual

de termos de ordem superior fazem evoluir diversas quantidades de interesse.

A outra motivação desta tese foi a de determinar qual dos mais reentes poteniais de inte-

ração ab initio de dois orpos propostos na literatura onsegueria desrever melhor os sistemas

de átomos de hélio. A análise destes poteniais foi realizada onsiderando varias propriedades

do sistema. As propriedades estudadas foram a energia de ligação, as densidades de equilíbrio,

solidi�ação e liquefação, assim omo também a pressão, ompressibilidade isotérmia e velo-

idade do som. Os resultados destas quantidades nos levaram à onlusão de que o melhor

potenial a ser usado nas simulações de átomos de hélio é o potenial Vpr em onjunto om o

potenial de três orpos de Cohen e Murrell.

Uma dúvida pode surgir, da onlusão do último paragrafo, se onsideramos o fato de que

nenhum dos poteniais onsiderados foi apaz de reproduzir as energias de ligação experimentais

para a fase sólida. Inlusive o potenial que nós onsideramos o melhor fornee energias mais

altas que o potenial Vp. Ainda assim areditamos que o potenial Vpr é o melhor de todos os

poteniais estudados devido a que assumimos que a preisão e as formas analítias dos poteniais

de interação de três orpos não hegaram ainda ao nível de preisão dos poteniais de interação

ab initio de dois orpos, e que porém, as diferenças enontradas nas energias de ligação nos

resultados desta tese podem ser devidas à falta de interações de ordem superior mais preisas.

Nesta perspetiva, areditamos que o potenial Vpr ontinue ofereendo a melhor desrição para

as interações de dois orpos de um sistema de átomos de hélio. A baixas densidades na fase

líquida o aordo obtido om a experiênia de álulos que utilizam este potenial interat�mio

é exelente.

Todas as análises realizadas nesta tese foram possíveis devido à extensão proposta por nós

ao método de DMC. Esta extensão permitiu alular de forma orrelaionada, usando só um

onjunto de on�gurações, as energias do sistema. Devido a esta orrelação, foi possível alular
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pequenas diferenças entre as energias do sistema om pequenos erros estatístios assoiados a

elas. Desta forma onseguimos alular, sem preisar da aproximação do álulo extrapolado,

que eventualmente pode ser feito de forma não perturbativa, as ontribuições dos poteniais de

Axilrod Teller e do termo de troa. Calulamos também de forma quantitativa omo peque-

nas diferenças de energia de ligação e outras propriedades se manifestam ao empregarmos os

diferentes poteniais ab initio onsiderados.

O método de múltiplos pesos que apresentamos nesta tese pode em prinipio ser usado

para alular valores esperados hAi de operadores loais A, operadores que dependem só das

oordenadas e que podem ser inorporados na energia potenial. Nosso método pode também

ser pensado omo omplementar ao método de ampo �nito em onjunto om DMC. Neste

método um termo da forma (ÆA) é somado à Hamiltoniana do sistema e o valor de hAi obtido
determinando a inlinação de E(Æ) alulada em uma serie de simulações independentes. Nosso

método pode ser usado para alular o onjunto {E(Æ)} em uma únia simulação. Como os

valores do onjunto {E(Æ)} vão estar orrelaionados, a inlinação do grá�o E x Æ, o valor

esperado hAi, vai ser obtido ommaior failidade. Se a magnitude do valor esperado do operador

A for pequena, omo aqueles estudados nesta tese, a aproximação linear deve ter provavelmente

muito ruído e seria neessário a utilização de um método omo aquele que estamos propondo.

Para operadores não loais, omo a energia inétia, seria muito interessante analisar se é

possível, dentro do método do ampo ampo �nito [25℄, assumir que aproximadamente a difusão

não mude de forma signi�ativa para os diferentes valores de Æ. Se isto for verdade, então sempre

seria vantajoso usar a aproximação linear em onjunto om nosso método.

Umas das perspetivas de ontinuidade deste trabalho é a de estudar �lmes de 4He sobre

substratos de gra�te, o que tem susitado grande interesse na atualidade. Estes sistemas bidi-

mensionais apresentam propriedades que se manifestam através de diagramas de fases bastante

rios. Os substratos de gra�te, que estão ordenados em esalas at�mias de forma hexagonal,

ofereem um potenial de interação para o hélio relativamente forte. Esta interação permite

a absorção do hélio pelo gra�te. Notemos que embora esta interação seja forte, é de urto
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alane na direção perpendiular à superfíie do gra�te. Diversas fases podem ser observadas

a medida que aumentamos a densidade de hélio: fase �uida, sólida omensurável e inomensu-

rável. A medida que estas amadas vão se formando, as interações He-He entre as diferentes

amadas omeçam a ompetir om as interações C-He do substrato, o que da origem às dife-

rentes propriedades do sistema. O uso do melhor potenial He-He para desrever este sistema,

assim omo métodos preisos para o álulo das suas propriedades, poderão trazer ontribuições

interessantes para o seu melhor entendimento.
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A
O algoritmo do programa

O motivo deste apêndie é esquematizar o funionamento do nosso ódigo omputaional.

As iterações do método de DMC omeçam om um onjunto iniial de on�gurações usualmente

obtidas de um álulo variaional. Os estados exitados presentes neste onjunto são �ltrados

realizando varias iterações do método até hegar a um equilíbrio onde as omponentes dos

estados exitados foram eliminadas. A iteração esquematizada na Figura A.1 é realizada uma

vez atingido este equilíbrio. A iteração pode ser desrita da seguinte forma:

1) São dadas um onjunto de on�gurações.

2) Esolhe-se uma das on�gurações e desloamos uma das partíulas mediante a relação

r = r
0

+ � + D4�F(r0

), onde � são números aleatórios amostrados de uma Gaussiana de

variança 2D4� e de média zero, F(r
0

) é a força de arraste apliada sobre a partíula. Isto

orresponde à difusão imposta pela função de Green da equação (3.20).

3) Se o balanço detalhado da equação (3.25) é satisfeita a evolução é aeita, aso ontrario

a partíula permanee na sua posição iniial.

4) Após movimentar ada uma das partíulas dentro de uma dada on�guração, se atualizam

os pesos usando a relação da equação (3.13).

5) Volta-se para o ítem 2 até todas as on�gurações terem sido onsideradas
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6) Se aumulam as quantidades de interesse.

7) Os ítens 2-6 representam um passo do método de DMC e estes são repetidos até os

erros das quantidades de interesse aumuladas sejam o su�ientemente pequenas. Notemos que

preisamos ajustar o valor de ET para que o número de on�gurações usadas seja relativamente

onstante. As on�gurações (novas) que entram no ítem 2 são as resultantes da iteração anterior.

Figura A.1: Esquematização de um passo do método de difusão om Monte Carlo.



B
Condições de ontorno

Para simular o hélio nas fases líquida e sólida nas densidades estudadas, utilizamos uma

aixa de simulação om 64 ou 108 partíulas. Como a idéia fundamental é onseguir desrever

as araterístias do hélio nas fases sólida e líquida mediante esta pequena aixa de simulação e

tão reduzido número de partíulas, usamos a aproximação padrão de fazer imagens periódias

da aixa de simulação. O resultado deste proedimento em duas dimensões esta esquematizado

na Figura B.1. A simulação só é feita na aixa entral, nas aixas imagens vão-se repetir os

mesmos desloamentos das partíulas da aixa de simulação. Notemos que as dimensões da

aixa de simulação deve ser ajustada de tal forma que a densidade das partíulas no seu interior

seja a densidade a ser estudada. Se uma partíula onsegue sair da aixa de simulação, uma

outra entra imediatamente dentro da aixa. Isto e feito pelo ingresso de uma partíula de uma

aixa vizinha à aixa de simulação, desta forma o número de partíulas na aixa de simulação

permanee onstante.

Este proesso esta esquematizado na Figura B.1. Para veri�ar se uma partíula onseguiu

sair da aixa de simulação e onsequentemente outra entrou, usamos ondições de ontorno

periódias. Para exempli�ar isto onsideremos que após um desloamento a partíula oupa

a posição (x; y; z). Para veri�ar se a oordenada x (y; z) da partíula enontra-se dentro ou
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Figura B.1: Condições periódias de ontorno na simulação.

Figura B.2: Condições de ontorno de três orpos.
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fora da aixa utilizamos a função de�nida omo

x = x +
Lx

2
anint(�2x=Lx) (B.1)

onde Lx representa o omprimento do lado x da aixa de simulação, anint é uma função da

forma

anint =

8>>><
>>>:

1; se � 2x=Lx > 1

0; se � 1 � �2x=Lx � 1

�1; se � 2x=Lx < 1

(B.2)

A oordenada x (y; z) se manterá inalterada se esta se enontrar dentro dos limites da

aixa de simulação e será modi�ada aso enontrar-se fora, nesta situação as funções de�nidas

aima reoloam a partíula no lugar adequado. Proedimento análogo é utilizado para as

demais oordenadas.

Para onsiderar as interações de uma partíula om o resto delas dentro da aixa de simula-

ção, entralizamos a partíula a estudar e onsideramos una esfera de radio L=2 ao redor dela,

sendo L o menor lado da aixa de simulação. Todas as partíulas que se enontram dentro

desta esfera vão ser onsideradas para as interações da energia potenial. As ontribuições

para a energia potenial para interações fora desta esfera são onsideradas mediante a orreção

de auda da equação (4.6). Notemos que a ondição da mínima imagem failita a tarefa de

enontrar todas as partíulas que se enontram a uma distânia menor a L=2 da partíula na

qual todas as interações vão se foalizar. Por exemplo, a Figura B.1 mostra omo una partíula

na borda da aixa interage om partíulas �fora� da aixa de simulação. Na realidade esta inte-

ração é realizada om partíulas da mesma aixa de simulação usando a onvenção de mínima

imagem.

Para as interações de três orpos é preiso usar as ondições periódias das equações (4.1

ou B.1) e (4.2) para que o tereiro lado do triângulo da interação seja sempre orretamente

alulado. Para visualizar melhor a situação onsideremos a interação entre três partíulas 1,
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2 e 3, Figura B.2. A partíula 1 vai interagir om as partíulas 2 e 3 formando um triângulo,

mas notemos que a distânia de interação entre a partíula 1 e as partíulas 2 e 3 são maiores

a L=2, estas duas distânias são aluladas usando as imagens na aixa ontígua. As linhas

traejadas na Figura B.2 são as distânias aluladas usando a onvenção de mínima imagem.

Vemos que as distânias D12i e D13i estão orretas, mas a onvenção de mínima imagem alula

uma distânia D2i3i que não é a orreta para fehar o triângulo. As linhas ontinuas são as

aluladas usando a equação (4.1) junto om equação (4.2). Desta forma as três distânias são

aluladas de forma orreta.



C
Cálulo extrapolado

Em ertos problemas é preiso alular quantidades de interesse que não omutam om a

Hamiltoniana do sistema. Nestes asos é neessário usar o hamado álulo extrapolado para

ter valores destas quantidades. A origem deste problema se enontra no fato de que a função

de onda amostrada pelo método de DMC é f = 	0	G e não 	2
0, sendo 	0 a função de onda

desonheida do estado fundamental do sistema e 	G uma função tentativa onheida, que é

uma boa aproximação da função exata 	0 do sistema.

É de�nido o hamado estimador mixto omo

hF iM = h	0jF j	Gi =
R
	0F	G dRR
	G	0 dR

=

R
	G	0

F	G
	G

dRR
	G	0 dR

: (C.1)

Notemos que para o aso de F ser a Hamiltoniana do sistema, o estimador mixto fornee a

energia fundamental do sistema

hHiM =
R
	0H	G dRR
	G	0 dR

=

R
	GH	0 dRR
	G	0 dR

=

R
	G	0

H	0

	0
dRR

	G	0 dR
= E0: (C.2)

Aqui foi usada a propriedade de hermetiidade de H. Assim vemos que se o operador de

interesse for H, a amostragem da função f = 	G	0 fornee a energia fundamental do sistema,

mesmo usando a função 	G para o álulo das energias loais EL.
87
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Para qualquer outra quantidade assoiada a um operador que não omute om a Hamilto-

niana podemos ver da equação (C.2) que a amostragem da função f = 	0	G não fornee de

imediato uma estimativa da grandeza assoiada a este operador. Uma extrapolação pode ser

feita nestes asos. Para tanto, notamos que a função 	0 pode ser esrita omo

	0(R) = 	G(R) + ��(R); (C.3)

onde � é um parâmetro de valor pequeno já que 	G � 	0 e � é uma função desonheida.

Desta forma pode-se, substituindo a equação (C.3) na equação (C.1), hegar a uma expressão

para hF iM da forma

hF iM =
h	GjF j	Gi+ �h�jF j	Gi

h	Gj	Gi+ �h�j	Gi : (C.4)

Expandindo esta expressão em series de Taylor de � obtemos

hF iM =
h	GjF j	Gi
h	Gj	Gi +

�

h	Gj	Gi
�
h�jF j	Gi � h�j	Gih	GjF j	Gi

h	Gj	Gi
�
+O(�2)

= hF iV + �F1 +O(�2): (C.5)

Vemos que o estimador mixto da equação (C.5) foi exprimido até ordem dois em � omo uma

soma do valor esperado variaional da função de onda onheida 	G

hF iV = h	GjF j	Gi
h	Gj	Gi (C.6)

e do fator

F1 =
1

h	Gj	Gi
�
h�jF j	Gi � h�j	Gih	GjF j	Gi

h	Gj	Gi
�
: (C.7)

Calulemos agora valor esperado de hF i0 = h	0jF j	0i usando a função de onda de�nida na

equação (C.3):
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hF i0 =
h	GjF j	Gi
h	Gj	Gi +

2�

h	Gj	Gi
�
h�jF j	Gi � h�j	Gih	GjF j	Gi

h	Gj	Gi
�
+O(�2)

= hF iV + 2�F1 +O(�2): (C.8)

Usando as equações (C.5) e (C.8) podemos derivar o hamado estimador extrapolado

hF i0 = 2hF iM � hF iG +O(�2); (C.9)

A apliação da equação (C.9) permite alular quantidades de interesse que não omutem om

a Hamiltoniana do sistema.

C.1 Cálulo perturbativo extrapolado

Os álulos perturbativos extrapolados das ontribuições dos termos de interação de três

orpos de Axilrod-Teller e de troa estão apresentados na Tabela 5.2. Estes álulos são per-

turbativos uma vez que, no álulo do estimador mixto hF iM das ontribuições dos termos de

três orpos, são utilizadas on�gurações amostradas de uma Hamiltoniana que depende exlu-

sivamente do potenial de dois orpos HFD-B3-FCI1 de Aziz e olaboradores. Além disto, as

ontribuições de três orpos não onmutando om a Hamiltoniana utilizada na amostragem das

on�gurações, exigem para sua orreta avaliação a extrapolação que aabamos de disutir.
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D
Equação de estado - Forma alternativa

Os ajustes de resultados teórios das energias de ligação a uma forma analítia da equação

de estado são usualmente realizadas om a expressão da equação (5.1). Contudo esta não é a

únia forma analítia enontrada na literatura. Outra expressão é dada por

E(�) = a� + b�(1+); (D.1)

onde a, b e  são os parâmetros a determinar.

Para poder deidir qual função poderia forneer uma representação mais on�ável de nossos

resultados, realizamos ajustes das energias experimentais, tanto na fase líquida [47℄ omo na

sólida [48℄, utilizando as equações (5.1) e (D.1). Fizemos o teste de preisão do ajuste alulando

a variável �2 reduzida e de aordo om nossos resultados, entre as duas expressões analítias

onsideradas, a da equação (5.1) é a melhor. Devido a esse motivo a mesma foi usada ao longo

da tese. Nossos resultados do ajuste dos dados experimentais usando a expressão da equação

(5.1) são apresentadas na Tabela 6.3.
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E
Parâmetros dos poteniais usados

Alguns parâmetros são apresentados om um número de asas maior que o número signi�-

ativo para garantir preisão omputaional.

E.1 HFD-B3-FCI1 - Vh

� = 10:9560000 K; C6 = 1:35186623;

rm = 2:9683000 �A; C8 = 0:41495143;

D = 1:43800000; C10 = 0:17151143;

� = 10:5717543; A = 1:86924404� 105;

� = �2:07758779:

E.2 Korona e olaboradores - Vp

C6 = 1:4609778 (a:u); C8 = 14:117855 (a:u); C10 = 183:69125 (a:u);

C12 = 3265 (a:u); C14 = 76440 (a:u); C16 = 2275000 (a:u);

A = 2074364:26 K; � = 1:88648251 bohr�1; � = �0:062001349 bohr�2;
b = 1:94861295 bohr�1:
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E.3 Janzen e olaboradores - Vpr

Os valores dos parâmetros para este potenial são os mesmos que para o potenial Vp. A

função de retardo fr(r) esta de�nida omo

Intervalo r fr(r) p1 (a.u.)

0 � r < 5:7 1 ��

5:7 � r < 10 p1 + p2r + p3r
2 + p4r

3 9:860029 � 10�1

10 � r < 102 1� p1 � p2r
0:5 � p3r � p4r

1:5 � p5r
2 �1:62343 � 10�3

102 � r < 2� 102 (1 + p1 + p2r
0:5 + p3r + p4r

2)=(1:2 + 0:8p5r) 8:82506 � 10�2

2� 102 � r < 103 ln(r(p1r
0:4 + p2r

0:5 + p3r
0:6 + p4r

0:7 + p5r
0:8)) 1:488897

103 � r < 104 p1 + p2=r + p3=r
2 + p4=r

3 + p5=r
4 6:184108 � 10�6

104 � r < 105 p1 + p2=r + p3=r
2 + p4=r

3 + p5=r
4 �1:107002 � 10�7

Intervalo r p2 (a.u.) p3 (a.u.) p4 (a.u.) p5 (a.u.)

0 � r <5.7 �� �� �� ��

5.7 � r <10 5:942027 � 10�3 �7:924833 � 10�4 3:172548 � 10�5 ��

10 � r <102 2:22097 � 10�3 �1:17323 � 10�3 3:00012 � 10�4 �1:05512 � 10�5

102 � r <2� 102 3:81846 � 10�2 �1:72421 � 10�3 4:74897 � 10�7 3:0445706 � 10�3

2� 102 � r <103 �2:123572 1:043994 �1:898459 � 10�1 6:479867 � 10�3

103 � r <104 3:283043 � 102 1:367922 � 103 �4:464489 � 107 1:365003 � 1010

104 � r <105 3:284717 � 102 �9:819846 � 102 �1:953816 � 107 �1:079712 � 1011

E.4 HFDHE2 - VA

� = 10:8 K; C6 = 1:3732412;

rm = 2:9673 �A; C8 = 0:4253785;

D = 1:241314; C10 = 0:178100;

� = 13:353384; A = 0:5448504� 106:
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E.5 Cohen e Murrell - V3

k = 2:7 �A; � = 3:446 �A�1; l = 1:15;

0 = �1957:895; 1 = 673:186; 2 = �188:491;
3 = 3664:836; 4 = �1655:476; 5 = 244:090;

6 = 4129:947; 7 = �1726:015; 8 = 177:661;

9 = 2693:277; 10 = �1096:591; 11 = 154:063;

12 = 6011:520; 13 = �2618:297; 14 = 296:384 :

Os parâmetros i estão nas unidades apropriadas, i.e., 0 = eVh, 1 = eVh=�A, et.

Aqui 1eVh = 0:036726Eh.


