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"RESUMO

Estudamos modos resistivos na configuracgao de
campo reverso incluindo o efeito da rotacao da coluna de plasma .
a qual quebra-se em um nimero discreto de anéis ao longo de seu
comprimento.

E mostrado que o modo m = 0, onde m & o nﬁmero
azimutal, se reduz ao modo "tearing"ﬁﬁgual_somente no limite de
rotagao nula do plasma. Para um valor finifd‘da-rotaqéo, o modo
m = 0 torna-se compfessivel, com sua taxa de crescimento pro
porcicnal & poténcia 1 da resistividade do plasma. A analise

3 3
feita & analoga & do modo gravitacional resistivo em uma "fatia
de plasma". |

Um modo resistivo m = 1 & mostrado existir nesta
.«configuragao sem cizalhameqto. Este modo tem um perfil radial
quase constante desde o eixo magnético até o }aio onde 0 campo
magnético se anula. Sua taxa de crescimentp varia com a  potén
cia L da resistividade do plasma e os corréépondentes deslbca—

3
mentos perturbados paralelos as linhas de campo sz2o0 muito maio
res gue os perpendiculares . na regiao resistiva. Este modo po
de lévar ao rompimento da coluna de plasma em muitos anéis e
ser O mecanismo responsavel pela instabilidade rotacional
m =1 gque & observada em descargas em & -~ pinches. E mostrado

que com cizalhamento na rotagao a taxa de crescimento torna-se

complexa e o modo pode ser estabilizado.



ABSTRACT

Resistive modes are studied in the reversed -
field configuration including the effect of the rotation of
the plasma column which breakes into a number of discrete rings

along its length.

It is shown that the ﬁddéﬁm_é 0, where m is the
azimuthal mode number, reduces +to the usuéi=tearing mode only
in the limit of vaniéhing plasma rotation. For a finite value
of rotation, the mode = 0 mode becomes compressional with its
growth rate proportional to the % power h of the plasma
resistivity. The analysis made is analogouéjéb the gravitational

resistive mode in a "slab plasma". %

e

A resistive.m = 1 mode is shqwn to exist in
the present configuration whithout shearx. . Tﬁe mode has an
almost constant radial profile from the mégnetic axis to the
radius where the magnetic field vanishes. IE% growth rate scale
with the % power of the plasma resistivity and  the
corresponding perturbed displacement parallel to the field
lines is much larger than the perpendicular on in the resistive
region. This mode may lead_to the splitting of the plasma
column into many rings and may also be a triggering mechanism
for the rotational m = 1 instability that is observed in
& - pinch discharges. It is shown that in the presence of

sheared rotation, the growth rate becomes complex and the mode

may be stabilized.
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capiTuLo 1

Introducao

0 objetivo deste trabalho.é estudar o efeito da
resistividade finita do plasma em sistemas de confinamento mag
netlco com linhas de campo paralelas tal que o campo magnético
muda de sentido no interior do plasma. Estas configuragdes ocor
rem em eSpelhos magnéticos com campo reverso e em theta—pindwﬁ

lineares com campo de polarizagao reverso(U

Sabemos que instabilidades "tearing", que le
vam ao rompimento das linhas de forga, sao importantes em plas
mas da magnetosfera e em experiéncias de laboratério visando

 a obtengdo da fus3o termonuclear controlada. -
Experimentalmente & observado gue com campo re

P

verso a coluna de plasma se‘quebra ac longo de seu comprimento

T
(2 :
), sem © éampo reverso ou com

em um nimero discreto de anéis
o campo sempre num mesmo sentido, a coluna permanece estavel,
As caracteristicas da instabilidade associada a essa quebra da
coluna estao em concordancia qualitativa com aé previsoes teo-
ricas para o modo “tearing"; embora o valor experimental pa
ra a taxa de crescimento seja'quase sempre uma ordem de grande
za maior gue o previsto teoricamente. Por outro lado, em al-
guns casos, a coluna permanece estavel por um tempo muito maior
do gque o tempo caracteristico da instabilidade.

Resultados semelhantes foram obtidos em outras
(4) {(7) ' '

r

experiéncias entretanto, somente em poucos casos existe
concordancia quantitativa entre os valores experimentais e ted

rico'para a taxa de crescimento da instabilidade. Alguns tra



balhos antigos, por Bodin e outros, j& mostraram gue o compor-
tamento da descarga durante a fase de compressao em O - pinches

depende criticamente da direcao do campo de polarizag¢ao em re-
lagao ao campo principal Compressional(l'z)_

Irby e outros fizeram recentemente medidas cui

(8)

dadosas em descargas em © - pinches com o campo reverso .
Eles mostraram gue ilhas magnéticas associadas a modos"“tearing"

ocorrem durante a fase de compressao da coluna de plasma. A va

4

riagac na emissao radial de luz, como wma funcaoc da distancia
ao longo do eixo, em © = pinches com campo-reverso, tem pre-

(2)

viamente sidc citada como evidéncia para a existéncia de

modos "tearing” nesses anéis discretos alongados.

Em theta—pinches com campo reverso, o plasma ﬁQg
ma—sé nas paredes e implode para formar um anel separando o
campo magnético extefno do campo anti-paralelo no carogo. Este
dnel executa umas poucas os¢ilacoes radiais e se comprime len-

+

tamente. Fora da regiao da bobina, onde a condutividade & bai

Xa, as linhas de campo se reunem e se guebram para formar um
sistema de circuitos de campo fechados envolvendo o plasma( X

(1)

Essas observagoes foram feitas durante a fa

se seguinte a implosac radial e antes do fim da fase de contra

cao. £ também observada uma instabilidade rotacional apés a
fase de contragao axial(g). E observado que o anel de plasma,
por exemplo, de raio ~ 0,5 cm e egpessura ~ 0,2 cm(B), separa-

se em um numero discreto de anéis aleatoriamente distribuidos,
usualmente de cinco a sete. O tempo de formagao dos anéis va
ria de 0,2 a 0,5 pus (uma verdadeira taxa de crescimento expo-

nencial nao pode ser medida e o tempo citado corresponde ao

tempo para o qual a amplitude da perturbagao torna-se compara-



vel & espessura do anel).

1.1 - Analise Tedrica

A analise tedrica dos resultados experimentais é
complicada devido & falta de medidas diretas dos perfis .= “de

densidade e de temperatura do plasma Ha maioria das experién

(10}

cias. Entao o regime de colisionalidade do plasma em cada

.,

experiéncia n3o & conhecido precisamente., Em algumas experién-
cias a instabilidade observada tem sido interpretada como o mo

6, 7+ 11 Neste caso, a discrepancia

do tearing colisional(z'
entre os valores experimental e tedrico paraﬁa_taxa.de crescimen—
to tem sido atribuida a varios efeitos taiézgomo curto com-
primento de bobina, rotagao do plasma, etc;inguns resultados
tem sido explicados em termos do modo teariﬁgﬁnaq colisio

(8, 12)

nal . Entretanto, os calculos analiticos conhecidos, para

modes resistivos em configufagaes de confinamehto sem ciz&ﬂﬁmbg :
to, sao validos somente para modos com o désldcamento radial
perturbado localizado na camada resistiva. Isto restringe a ani
lise para modos de nlmero azimutal m > 2. Como uma coluna de
plasma com segao circular tem simetria cilindfica, nao deve
existir uma razao a priori para que um dado nlmero azimutal m
seja preferido. O modo m = d (salsicha) deve ser portanto o mo
do basico a ser excitado. J& o modo m =1 tem um papel impox

(13)

tante em pinches difusos e em pinches de campo reverso com

(14)

cizalhamento e & interessante estudar a possibilidade de

gue esse modo ocorra também em configuragoes sem cizalhamento.

No capitulo 2 usamos as equagoOes magnetohidrodi-
namicas (equagoes de movimento, continuidade e adiabatica) aco-

pladas as equagoes de Maxwell para descrever o equilibrio e as



oy

perturbacdes da coluna cilindrica de plasma. Os perfis de
(caracterizando a configuracgao de campo.reverso) sao da

forma esguematizada na figura 1.1.

As equacgoes gerals, obtidas tanto na regiao re
sigstiva em torno de r = ro, como na regiao ideal, onde se degr
preza a resistividade, sao USadas. depois para o estudo do mo
do m =0, no capi;ulo 3, que & impdrtaﬁte para a excitaqao de

ondas magneto-aclisticas na coluna de plasma, € do modo m = 1,

a que nos referimos anteriormente, no~c§pitulo 4.

Para o modo m = 0, verificéﬁos'que a rotacgao
tem um papel prepondérante para o modo associado a compressi-
bilidade finita do plasma. Esse modo tem umaLtaxa de crescimen
to bem maior que a cbrrespondente a do modo- m =0 sem rota-
¢ao, ou modo "tearing” usual. Como os dadosrexperimentais,a§
sociados a instabilidades rotacionais, indicam que os modos
Ykink" m =1 e m =2 ocorrem mais frequentemente,'supomos
que um fator de estabilizagao para o modo m = 0 seja a inclu

sdo do termo de efeito Hall (proporcional 4 J x B, onde J & a

densidade de corrente) na lei de Ohm.generafizada (apéndice E).

1.2 - Descricao do Método de Analise

Vamos dividir a coluna de plasma em duas re
gioes. Uma, denominada camada resistiva e de peguena expessura,
e onde o campo magnético se anula. Nela serd considerado o e
feito da resistividade finita do plasma. A outra, onde a resis
tividade & considerada nula, &€ a regiao magnetohidrodinémica

ideal. Consideramos perturbagdoes normais em torno do  eguili-

brio descritas por



%(T) = xl(r) exp [:i(me + kz & wt):}

As duas regices sao esquematizadas na figura 1.2,

As equagoes que descrevem as perturbagoes da ve-
locidade do fluido e do campo magﬁético sao linearizadas e solu
cionadas nas regioes magnetohidrodinamica ideal e resistiva. As
equagoes na regiao ideal tém um-ponto singular em r = ror onde
B (ro) = 0. As solugdes destas equagéeaapém que casar assintoti
camente com as solugdes das equagoes nao siﬁgulares da  camada
resistiva. Este casamento assintdotico & um proBlema de autovalor
que permite a determinagao da taxa de crescimento das instabili
dades.

Tal procedimento & feito nos capltulos 3 e 4 on
‘de sao estudades os modos m =0 e m = 1, ;esPectivamente. Com
isso estabelecemos uma equagao de autovalor que envolve também

-

o calculo de uma constante que depende do nosgo modelo para a
configuragao fisica. A determinacao dessa constante e a corres
pondente determinacao completa da taxa de crescimento & feita

nos apéndices A e B.

Em relacao ao modo m = 0 & feita no apéndice D
uma analogia desse modo com o modo gravitacional resistivo em

uma "fatia de plasma”.

Para o modo m = 1, consideramos o casc de possi
vel estabilizagao por cizalhamento na rotacac, no apéndice C,
estabelecendo equagoes onde o autovalor pode ter uma represen-

tagao complexa.
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Figura 1.2 - Representagao esquemdtica da camada resitiva e

regiao MHD ideal



capiTvurLo 2

‘Formulagao do Problema e Equacoes Gerais

Neste capitulo sao obtidas as equagdes gerais
magnetohidrodindmicas levando em conta a resistividade, a ro

tac3o e a compressibilidade da coluna de plasma.

Apbs a andlise do equilibrio, as perturbagdes
sao analisadas na regiao magnetohidroéiﬁam;qa (MHD) ideal e
na camada resistiva. O limite magnetohidr&diﬁémico ideal
reduz-se aos resultados conhecidos na literatura. E analisa
do também na regiao ideal o comportamento‘éSsihtético para
os modos m =0 e m = 1 gque sao estudados-n@s capitulos 2 e
3.. Nestes capitulos & também estudado o p?pblema do  casa-
mento assintdtico das solugdes das equagaes‘:resistivas com

as correspondentes solugoes ideais. . ‘

2.1 - Equilibrio e EgquacOes Basicas e

As equagoes basicas para a nossa descrigao

sdos Equagao do Movimento,

{
> ,
oL = @xB) xB-p (2.1
Equagdo da continuidade,
20 = - %, vp - ov. V, {2.2)

t
Equagdo adiabatica do fluido,

3 o -
-5%= - V.¥yp - yp V. V (2.3)



Equagoes de Maxwell,

(v x v x B, (2.4}

cv‘ @
N
Il
<]
-4
Qv
"
[#927
P—I‘
1

v. B =20 (2.51

A equacdo (2.4) engloba ' a lei de Ohm
> > > + ] ~
E+VxxB=nJ e alei de Faraday e descreve a evolugao do
campo magnético, sendo que supomoswaréXistéHcia de uma resis

tividade n constante e nao nula.

As guantidades de equilibrio'dé nosso proble

ma sao dadas por

B = B(r) &, (campo ma&nético)
v o= Volr) & . (velocidade:q?_fluidé)
" onde vV, =¥ Q (r) e & a velocidade de rotagao da coluna
de plasma { :
p=rpr) (pressao do.plasma)
o= p (r) (densiaade do plasma)

{
A constante vy representa a razao entre os calores especi-

ficos, a pressao constante e a volume constante.

No equilibrio temos gt =0 en =0, Além

3 3 “} . I} -~
disso os perfis de B (caracterizando a configuragao de cam

po reverso) e p sao considerados do tipo mostrado na figu

ra 1-1.

A equacao (2.1) fornece para o balango de

pressao no equilibrio a relacao:
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o (V. vV =g (7xB) xB - vp.
Desta ltima equagdo segue diretamente a condigao

Q2 d

P r =

+ pl. _ . (2.6}

2
_ 8 _ B - _P ~ _ Y
8 = ___E_P , b= 5 ¢ f c— e I =5
B o le] a
o
onde Bo e o, sao os valores médios de B e p, respecti-
vamente, e a €& o raio da coluna de plasma. Em termos

destas quantidades, a equagac de equilibrio pode ser escri-

ta como
2 2
9} —
— 2 @ =2 +pY, (2.7)
V2 dr . .
A ‘ .
onde .
BO
v, = <
A (470 ) 172

é a velocidade de Alfvén. Esta equagao mostra que a rotagao

da coluna de plasma influi nas condigdes de equilibrio  so-

mente quando £ - —gé

2.2 - Analise de Perturbacao

Vamos linearizar as equagbes (2.1}

(2.5} con
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siderando perturbac¢Ges da forma:
X = X, (x) exp i fwt + mé + kx2)]
Obtemos entao

.

LAY

__ L T & 3 ] o >
Po 3E F PV MV o VeV OV o+ 0, (V. MV =
B . B
- 1 - = o e _ by 1
= [ (B,-V) By +(B;v) B_] Vip, + o ) (2.8)
->
"L @ x By + T x B n -
it = x(V_ % By 1 X B ) - in v x (Vx Bl) ( )
A A V.Y > 00 2.10
56 T 7 VorV Py T VeV P, T Y Py VeV T Y PRV (2.10)
i R RS AR TEI IR R AR (2.11)
ot o"'f1 1 Po” P1 VVg Po’ V1 .
e
V. By =0 (2.12)

C conjunto completo de 8 eguagOes para as com-

) -
ponentes de ﬁleBl‘ e p, e p, sera obtido sem aplicar qualguer

ordenamento, ao contrario do tratamento usual para modos resis

tivos, onde um ordenamento consistente em termos de um pegueno
(19)

parametro @ feito de imediato Deste ordenamento segue
que, para configuragoes com cizalhamento vy, <€ vir’vle e
conseguentemente V.?ll ~ 0, onde GlL e a componente da ve-
locidade de fluido perpendicular as linhas de campo.

Em nosso caso ordenamentos apropriados em

termos de pegquenos parametros relevantes serao aplicados nas re

gices ideal e resistiva independentemente.
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De (2.9} obtemos 3 equa¢des correspondentes 3s

e
componentes de Bl:

i =1 i S | R P & o '
= iwB,, =-im QBII + ik B V1r P r2 T 37 (r - 3r-) +
+ k r2 \ 214
m im
* By + —=5— Byg I (2.13)
r r _
B B
= a2 ; _ Mm..~-"16 -1 3 3
- iw Bl@ =T Bl + i k B VlB e [“rz = —= (r
2im m+ k'r _ ‘
T 2 Blr + 2 Ble j 1m QBl@ N (2.14)
r r . N
e
-iwB = - 1m{B - B (V.V,) + ik B V v . dB_
iz iz 1 ’ 1z 1r dr
B 2 2 2 .
il - 1 d 1z m- + k°r
T e CF T )t 7 By, 1 - (2.15)

Ao invés da velocidade perturbada §l introduziremos o deslo-
camento lagrangeano % definido por 5

-

v

g:ngdt=i 1

°

A equagao (2.11) fornece

- ar

P1
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sendo

_ 1 3 m ,
V.g = < 73T (r Er) + i — §B+1k Ez.

Substituindo o valocr de Py em (2.8), obtemos as seguintes

1]

equagoes para as 3 componentes de 3

2
- w 00£r+mp

o w gr + 2 1p0m Q2 Ee +

W apo - v g o BB
+r§22 ax L Po = ik B B —__g._(p +__.._iz_.)
(2.16)
2 . . d _
- w” g ge m po w o Ee 21pO w R Er - ipw i r Er =
. B B o
ik _ _im 1z i
=g BBy - (Pt C (2.17)
e
2 __1 aB o |
-wrp b, Tmp W 8 &, = iy B, ~ ik Py~ (2.18)
-
Finalmente da equagao (2.10) obtemos:
dpo >
- w & —e— = YD _V.E
. - dx © (2.19)
pl =
w - m §

Substituinde os valores de Vlr’ Vle e V _ em termos de £,

1 r
Ee, Ez' nas equagoes (2.13) - (2.15) e o valor de V.2 em
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texmos de p, e gr em (2.16) obtemos:

. : . 3B ol 2.2
_ = 3 in 1 23 olry 1l +m+kKr B, =~
(w - m Q) Pflr Lo KBE  + —f [r 5— (r Y ) " 1r
S 24m | (2.20)
—2 B
r
(W ~m§Q) B,, = ir 4 oldr B, +iwkBE +—]I-]—El— -—-—Qw—(r ‘BB]'I)-
16 w -mQ Tlr 8 47 —r 9r 3 rxr
2 2 2 2 im '
l+m +k r '
- 5 Blg + —=— B ___[ (2.21}
r r -
iwk B B Py - "-apo e
(wﬂmQ)BlZ—-:Lw _€z+(m-mﬂ)—ﬁ%-—-+w.3_ﬂ(po gr__
de in 1 ] aB:Lz ‘ m2 7+ k2 r2, '
- - + -
Yorae ll;r' 41 *_ r ' ar (r EES ) == r2 B2 162.22)
e
2 . rSEopy Py
—mpOEr+mpOwQ£r+21pomﬂi.e—- Y5,
- =,
2 ‘
) ri P dpo/dr - er © dpo : =_i_k__BB _
w =mil Y Py r W —-mf dr "r 47 1lr
B Blz
- Ta eyt ) (2.23)
As equagOes (2.17) - (2.23) relacionam portanto as varidveis £
for Szr Biypr Brer By o P

Z



Finalmente Py pode ser eliminado substituindo o seu va-
lor dado por (2.18}) nas equagdes (2.17), (2.22) e (2.23).

Obtemos assim as equagodes:

- = B{w = m Q) 1 dB

(w mQ)Blz ikagz+ ikYPO [4ﬂ = Blr +

) e 4
+tw p E -mp waE ]+ w. B . P o _ dB

0’2 o) z Yo, I Er w37 Er +
3B 2 .2 2%

in 1 ) lz , _ m +k r "

¥ 4 E X ler (r Y ! r2 Bl'zj o’ (2.24)

.2
r @7 p
s 2r 44 _ : o) 1 dB B, _ _
Uebp Wby timkg, Wb =20k po 8t —o v &= ¥
ikrwp @ dp0/~dr :
- poéjz+mp0w9.<‘;z]- W — m § TP, et
. 2 dp 2 o
ikrw o _ k d 1 a8 2 -
t w=-m§f dr Er— 4 BB}_r dr L4 “dr B1I+wpogz
“ik
“mp,w L+ 4t BBlz:] \ (2.25)
e
4
2 . : Y
w 06 Ee +mpomszg8 21p0w£2£r—.1.pomrdr-5r-—
_ ik _ _m 1[asB 2 _ ik ]
=4 BBy kr—l?r[dr Blp ¥t W6, —mp, Wb +-—g—BB),
(2.26)

Obtivemos entdo um conjunto de 6 equagOes para as varifveis
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Ej e Blj' j=1r, 6, 2, validas na camada resistiva e na re-
gido ideal, em geral. O escalonamento dessas eqguagbes em ter
- mos de um pequeno pardmetro serd feito nos capitulos 2 e 3.

ao serem estudados os modos m =0 e m = l. Vamos = prosser

guir fazendo inicialmente a analise dessas equagbes na re=

gido magnetohidrodinamica ideal.

2.3 - Limite Magnetohidrodinamico Ideal

Fora da camada resistiva sﬁ@dmos que a eﬁo-
lucao das grandezas perturbadas nio & afetada pela resisti=-
vidade do plasma, ou seja,. © campo magnético & "congelado”
ao fluido. Ent3o fazendo n = 0, nas equagdes (2.20) - (2.22),

obtemos :

iw k B

iw k B

B = B + £
16 P 1r F ... B
e
- .
- B{(V-+£ ) 0 . - w dB /dr
B1z F o tERBY F Spe
onde
P=e w-mQ.
Da equacgao {(2.26) obtemos
; 2 _2
. . [s19) k™ B 1
2i py w R+ iwr a;f(po - i 5 }
£y = g+
0 ‘k2 B2 W r
-0 w F +

fo) 4 F
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C - P WwF 2 - g .
. [0} mk B w im 2w
+ TR ¥ Irr F"),gz + arr ©F V- g
‘ .2 .2 ' 2 2
S kB w kT B ]
= Py WF A g R Po WF + =77 7
(2.27)

onde.E2 & dado por (usando as equagdes (2.18) e (2.19)e a egua

¢do de equilibrio)

R Y
(RSP

2 1 3 im o, .
po Q°r gr + YQO(;.gE—(I gr) + —;f'ae) L .
E = (i x =) (2.28}
A 2 F
k - p_ WweF
Y PO o

| &

Substituindo esta equagdo na expressido para a divergéncia de E‘

L

temos:

13 im 2w 2
— P W 5 (F )+ T Eg) - KT e, 8T r By

W 2
—;ﬂ kK™ vy P, Po w.F

(2.29)

Temos que calcular o valor da pressac total perturbada

B B
Py + —E—%E— para substituirmos na Equagao (2.16) para Er.

Essa expressao € dada entao por:
w2 ( + B2 ) - k2 B2 mz
B o TP, 4n YPo ™ ar 2
p; + = — (= & +
1 r or r
‘ R 2 DTS-
i) To% " Po




ke
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-2 2
im P &
+'"E_' ge) + 7 b Er
Lk Y - pwkF
F po o
Definindo
2 2 2
_ B 2 k™ B
C= - g~ T Ypg 1o ot YR,y

onde A e C sao equivalentes as quantidades definidas pox

Spies 20 , obtemos:

lz ) A C

o g _
p, + —=" = - [‘ (r £.) + im & '1+
1 7 am _ F r(pcf F4 + k2 c) _or o 6

o w2 92 _
+ o :
(2.30)
-—w—kzyp'-pu)F
F o O

Substituindo (2.28) e (2.29) em (2.27) obtemos

<

2 2 A g
A kT ve, - o FT) (m2mp_wd - 25— ST
im E = dr T g —
9 ' r D r
m2
— 2 2
r2 c 5 mo o4, F2 92
- (r g ) + r g (2.31})
D o r r D r
onde
D = K2 cC + oé F4
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com

A expressdao para D. & equivalente 3 citada na referéncia aci
20 |
ma (207,

Substituindo finalmante (2.31) e (2.30) em (2.29), (2.30) e
(2.31) em (2.16}) vem:
AC a )

a .
( . + : 1 (r g} =20 (2.32)
dr . §%p dr P2 . : |
onde
. 2 . Q2 ey 3
- A AC dF o ! 2 ‘2 : - 2 _
b = el [ 4p? (k% yp | - pFi-amp F 04

2 2 2. 4 2. 1 [ a, % FS 2
+ k" r A ﬂ]-—-a—r-{posz + rD[F = + T (ZnC+rpoFAQ)
) _ J

Esta equacdo & a mesma equagao obtida por Spies (20), onde
{

sua variavel Er € igual a nossa variév?l r Er. Spies uti-
liza esta equagao para estudar a propriedgées do espectro MHD
ideal num tﬁeta-pinch com rotagao . Neste trabalho va
mo$ considerar modos gue aparecem explicitamente devido ao
efeito da resistividade do plasma e nao modificagbes introdu-
zidas pela resistividade do plasma nos modos descritos por
Spies. Portanto, nds vamos considerar w = 0 (estabilida
de marginal) ao resolver a equagao (2.341 na regiao ideal.

A frequéncia do modo serd levada em consideragdo somente  na

camada resistiva e deverd tender para zero no limite n - 0.
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2.4 - Equacdes Magnetohidrodinamicas para os Modos m = 0

em=1, Comportamento AssintOtico.

2.4.1 - Modom = 0

Fazendo m = 0 em {2.32) obtemos:

i T ar (r Er) + ¢ (r Er) =0 (2.33}
onde
2 2., 2
Q 4w (kY p_- w ) 2 2
5 =B+ %0 i o Po L K as )
r r - D D

F=w = cte.

2 2_ D
Sendo k y'po -potu == Ve,

A 0 5 92 ad? k22 oA, d. 2 32 A
6= - t—¢ L —x ¢ D I- & Lo 8°a+ pp0” 57 ]

onde A, C e D se reduzem a-

2 2
Am - w24 KB
o 4
2 2 2
- - B k B
C= ( ar T Y po) Po® * Y pg an



2%

. T 2 '
Desprezando 08 termos de inércia by W e mantendoc a veloci

dade de rotagaco § na regiao ideal vem

4 £ 2 2
d 2 o 7r B 2 2 dB
. a— [ ] -
dr (r B dr )_ [: r (L+ k" ™) ‘dr:I gr +
2 4
41mp &
o 3 _ ad 2 2 _
w*?_gg——— r gr 41 i (po 7)Y r Er— 0 (2.34)

Esta equagéo tem um ponto singular em r = ro tal que B (ro)=0.
Para fazer o casamento das autofuncoes nas regioces ideal e re
sistiva & necessario determinar o comportamento assintdtico

para Er em torno de r-

Definindo a variiavel adimensional

r - r
o
X:
r
o
&1
_ dB
B = Az )r X
essa equagao fica:
d (1 + x)x2 dgr _ x2 (L + k2 r2(l+x)2)£ + 2x £+
dx | , dx | 1+ x © t £
+oay Er =0 (2.35)

onde, no entornc de 1 = ro, a & escrito como

1
r a
A, = O o
1 B2
O
e
A op 2 94 dp
= o O 2
a_ = r - drr Y
o} Y p dr
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E facil verificar que (2.35) tem uma solugdoc assintdtica  do

tipo & - x° quando x » 0 onde s & dado por:

1 r A - 421
5 = 5
Logo
RV da,
5 ( x + 0) (2.36)
Er T ox

A solugao das equagoes resistivas portanto deverid ter um com—
portamento assintotico semelhante a equagao (2.36) para  dque
seja possivel o casamento. Esse casamento & discutido no
capitglo 3, onde & estabelecida a correspondente equagao de
avtovalor para o modom = 0 com § # 0. No apéndice A & ob-
tida uma sclucgao da equacao (2.35) para as regides - onde

B=cte e B = Bx. Eéta solugao & utilizada para a  de-
terminagao da taxa de crescimento desse modo para um modelo

simples da configuracac de eguilibrio com campo reverso.

2.4.2 - Modo m = 1

Para o modo m = 1, conforme & mostrado no

capitulo 4, tomamos © limite incompressivel. Fazendo, portan

to, na equagao (2.32), vy - «, temos:
r WSS 2 2
/Qo 4 dg _ 2B2‘ m -L+k"r
d r3 r + ri(-p Fz— K ) +
dr & m? + k2 r2 ’ dr 0 4 7 m2 + k2 r2
2.2
2 2
K r p_ f 2 P (wz + k2 r2 92) R
o d 41 _
+ 4 +r { . yle, =0
2 k2 B2 dr
(p B - ) m +k r J
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Considerando somente m2 > k? r2, ou seja, o0 limite de gran-
de comprimento onda, para m2 # 0, a equacgdo (2.37) reduz-

=5 a

2 .2 df 2 ”k2 2

d 3 2 kK™ B Y ™ - B .2__
“dr ir (oF = =7 ) drj trp - bgF 7 -1+
2 . 2
d 2 k™ B _
+r—aE (pom - e ):] gr-() | (2.38)

Esta eguagao € a mesma que a usada por Freidberg e Pearstéin(Zl)

em sua analise cinética de instabilidades rotacionais em

6-pinches no limite de frequéncia de arrasto nula.

vVamos considerar instabilidades que surgem

(20)

somente do ponto de acumulagao F = 0, devido ao efei-

_to da resistividade. Vamos entao fazer F = 0 e desprezar os

termos de inércia, E facil verificar que isto & valido so-

mente se g% << m2 k2 Vi onde V, & a velocidade de Alfvén,

definida por:

BZ

4ﬁp0

=T N

A equagdo resultante tem um ponto singular onde B = 0, Pro-
ximo a esse ponto singular, tal como visto para o modo

m = 0, o campo magnético & dado por

B 4B
B = (r —*a; )rx
(o]

Entac para x » 0, 2 das solugoes de (2.38)
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comportam-se como

grl ~ Cl + C2 X (.2.33)_
e
C3 _
Er2 I T + C4 in x (2.40)
onde Cl, C2, C3 e C4 sao constantes.

As solugOes nao tém um comportamento oscilatd-
rio proximo da singularidade e o sistema & marginalmente es-—

(22) Tal como a equacao equiva-

tavel para o modo ideal
lente para o modo m = 0, resolvemos também a equagao (2.38)
no apéndice B para o nosso modelo de configuragao de campo

reverso.
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CAPITULO 3

Modo m = 0 Resistivo em Configuracces de Campo Reverso

Neste capitulo mostramos gue em configuracoes de
campo reverso, incluindo o efeito da rotagao do plasma, o modo
m =0 se reduz ao modo "tearing" usual somente no limite de’

rotagao nula‘?3

Para um valor finito da rotacao, o plasma torna-
se compressional, com sua taxa de crescimento proporcional a po
téncia * da resistividade do plasma, O modo m =0 & relevan-

3 S
te porque & estavel no limite MHD ideal, ao contrario do mo
do m = 1, descrito no capitulo.4, que & instévél mesmo no limi

te MHD ideal(24)

. Resolvemos pelo método de teoria de camada
limite as equagoOes resistivas para o modo m = 0 com Q=0 e
Q. # 0, realizando o casamento assintdtico com as correspondentes
solugdes ideais descritas no capitulo 2. As equag¢Oes obtidas pa
ra o modo compressivo sao resolvidas numericamepte para determi
nados valores experimentais de parametros do plasma e & feita
uma analogia desse modo com o modo gravitacional resistivo em
uma "fatia de plasma" no apéndice D. Obtivemos também uma solu
gao analitica para o caso em que existem fortes gradientes de
campo dentro da camada resistiva. O modo "tearing" usual, com
rotagao nula, cuja taxa de crescimento é proporcional a poténcia
3 da resistividade, € resolvido na "aproximacgao de ¥ - constan
2w (25)

, sendo calculada a sua razao de crescimento que é bem

menor que a correspondente ao modo rotacional compressivo.

Portanto a compressibilidade do plasma desempe-

nha um papel importante para o modo resistivo m = 0,



3.1 - Equacgdes
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Resistivas para o Modo m = 0

rotagao rigida

nita da coluna

No estudo do modo m = 0 fazemos a hipdtese de
( = cte), mantendo porém a compressibilidade fi

de plasma.

Portanto, fazendo m = 0 e ae . 0, as equagaes
dr
(2.16), (2.23) reduzem-se a:
p dp_/drg
_ 2 . 2 1 2 o) Y -
0 o gr + Zlgiwﬂge + rp, 7 ( - oo ) + rp 07 (- —m——— ) =
: O YPO
_ ik d 1z _ 2 Yo
2 . _ ik .
Py W Ee 2ip wQE . = zm B Bj, (3.2)
i
2 1 dB . :
- p wE_ = -~ — B - ik p. (3.3)
) 0 z 4w dr 1r 1 _
. 2B 2 2
B, = ikBE + T 1 8 ., dr 1+k2r B, O (3.4)
r AT r or or Y
. 3B 2 2
B, = ikBE, + 20 15 . _18 --l-i’-k—zf— Big (3.5)
A r 3r or r
Bp dp £
By, = ikBf + 1 +B—2 X . L
2 Ypo dr Ypo ar
. 3B
g4 18z szlz (3.6)
41w r or ar
dp
o ‘
p, = -E‘:I‘ S - Yp_ V. _é {3.7)
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Sendo
1 .
vt o= 22 ) + ke, (3.8)
r 3r
e
9B
v.3, = I3 (15 . ikB, = 0 (3.9)
r 3r r

O modo m = 0 nao introduz dependéncia das grandezas perturba-
das em 6, mantendo a simetria de rotagao da coluna de plasma no
equilibrio. Portanto a componente 59 da perturbagéo introduz a
penas um deslocamento angular numa diregéo ignorével.:Para sim

plificar a algebra, podemos ent3o supor £Eg = 0.

Vamos substituir os valores de Py e Blz dado por (3.7) e {3.9)
na equagao (3.1), sendo que em (3.7) usamos o valor de Ez dado

por (3.3).

Efetuando essa algebra obtemos

2 2

P w P w dp
P -k Yp, T dr P W -k YP, dr
p W k"dp  / dr
* powzgr-‘ 'Doer [ > < (_rgr)+ 2 gr:l -
pw -k YPy T dr pLw -k YP,
dr, 2 d ik dB/dr i1 4
- = Qrg. = — { vo, 5 By ¥ — = (rBlrl} -
dr dr 4m (p -k ypo) 47k r dr
ikrp 0% aB/dr ikBB
- 0 - 1r
2,2 (3.10)
'4ﬂ(pow -k Ypo) 41

Esta equagéo s0 envolve as variaveis Er e Blr'
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repregentando as componentes radiais da velocidade do fluido e
do campo magnético. Combinando-a com a equagao (3.4) obtemos o
sistema basico de equacOes na camada resistiva para o modo
m = 0. Vamos escrever essas equagoes em varidveis adimensionais

escalonando as diferentes grandezas em termos do pequeno para-

metro ¢ definido em termos de tempo caracteristico MHD Ty dg
do por
. T, v amp
T = 9 _
dr'r
0
e do tempo caracteristico resistivo TR definido por
4Wr§
T, = T {3.12)
n

através da equagao

€ — o <& l B (3.13)

A guantidade §, que representa a espessura, sera definda por

Em termos do parametro ¢ as outras grandezas serao repreéesenta-
’ .

das por
- . a,_-
Er = rogr HENEES lE.ATH
. dB C
B = =ikr (xr =) £y (3.15)
1r O dr ro r
sendo
N ‘
Y= 9+ ey ;Y. = cte (3.16)
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Dentro da camada o campo B & representado pelo primeiro termo

de expansao em série de Taylor, B (ro) = 0, por
r-r
¢ .
St
0
e

-~

A o~ wr ~ gr ~ % ~ 6 (1)

A equagéo (3.16), @ apropriada para uma solugao com wr = cte,
como & usual para o modo tearing.

Com as definicgoes acima & possivel escrever as equacgoes (3.4) e

{3.10) na forma

. b-c - E1—a—2b+h d2qul
L S I = - € xE_ 4+ -
0 rl r A dx2
(3.18)
1-a 1l-a+h
- £ p - £ (l+k2r§) .
A A
e
2= 2.2 2 2 2
d £ . § Tk Ty [:DOQ Lo i dp ) :}€2b—2a g -
¥
ax A2 Ypo p dr r,
‘Tt 2 brctd a
_ k r, -—Zatb+c+h d wlr ‘ . tot wlr
= 5 € W 5 + - +
A dx™ 2vB dx
2 2,2 2
p DT rTkTx? _
L 0 0 o . Zat2btc (y + Ehw ) -
2 o} 1lr
Yp A
k4r4
_ o _=2at+3b+c h 3.19
—5 € (P * e vy ) (3.19)
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onde
8wpo €2a
B o= 7 77 3.2
- aB k'r
A ©
o
Os termos proporcionais as diferentes poténcias de 1 sa0 oS
termcs gque se anulam gquande n + 0.
Para balancear os termos gue predominam nas egqua¢oes (3.18) e
(3.19) vamos obrigar gue
b-¢c = 1-a-2b+h=20 (3.20)

A ordem dos termos predominantes na equagao (3.19) de
pende de gquando & =0 ou { # 0. Na proxima secao estudaremos

o caso em gque £ = 0, gue nos levarada ao modo "tearing" usual.

£

3.2 - Modo "tearing" Resistivo m = 0

-~

Para § = 0 & facil ver gue a equagac (3.20) @&
satisfeita e os termos que predominam em (3.19) sac equilibrados

se

Neste caso as eguagoes (3.18) 3 (3.19) reduzenm-se
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simplesmente a

9=
a"g -
r 2 2 _ 2
P oxE. = o Yy X - (3.21)
com
02 - 4 (kr )2
0

A taxa de crescimento desse modo varia com a po

-~ .3 Coa it n -

tencia = da resistividade do plasma como € comum para o modo
5

"tearing”.

A equagao (3.21) & andloga i obtida por Basu e
Coppi(25) no estudo do modo de reconexao. Sequindo o tratamen-

to descrito nessa referéncia, vamos fazer transformagoes do ti

' po

E “~ %
r A
— = E = Y (z) e
v, r
sendo '
2
z = - 0 X

Obtemos entao a equagao

z yu,_(zz - l-,) yl - _.1_- y = / % zl/2 eZ
2 2

a qual admite uma solugao particular da forma

y(z) = 2% J dt v(t) eZt
C

onde o expoente o, o contorno ¢ e a fungao V (t) tem que ser

determinados

Efetuando a dlgebra necessaria obtemos uma solu

¢ao do tipo
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las S ]

1
ro -1y I dt (1-t2) 174 exp(-1/20tx2) (3.22)
wo 2 O

Fora da camada singular o campo magnético pertux

bado € dado por
Vo= -xE

A descontinuidade em (dy/dx) /¢ através de x = 0

& entao dada por

A' = (dyp/dx) /| .- @ax el (3.23)

x » 0 X =+ 0

As condigoes apropriadas de casamento para as So

lugdes da equagao resistiva sao

dy

d.
=/ = S (3.24)
* X > © x >0
e
ay
ay
xryws = - /w (3.25)
i X + = € x + 0
onde
k= 0 oy = o _,
e ro 1 5r0
Combinando (3.24) e (3.25) obtemos
= A" (3.26)

l:‘(dwr/dx) /b }

Usando a expansao
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obtemes
oodzwi
55 dxo= Ay
dx ©
w00
b
onde usamos Xe = §x = g x
Como
2
- dl})
b, o= o oxe_ 4D 3k
T A adx
resulta
&
A [:l + x —£:] dx = A
wo
—e -
com Er dado por (3.22),

Substituindo (3.22) em (3.27) temos

At = AT
onde
[ 1
I = [:1~l ox dt (1 - tz)_l/4 exp (- 1 otxz)] dx
} 2 2
-— 00 I}
Definindo
u2 = % szt H t = zl/2
e usando a relagaoc
u
p-1 u
X dx = 2 ZFl {(v,pu, 1+u; - Bu),
(1+8x)"
onde 2F1 répresenta a série hipergeomé@trica
{a) (b)n s
= ; [(a)
n

2Fl(apbrcfx) == E (C)
n
n=={_

(3.27)
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<t 3 Repy ¥ 0

l arg(l + Bu)

achamos

I =/ 2 [ r1(3/0) }?

¢4

Portanto a nossa equagao de autovalor fica

AR S TE VOIS

Usando g = L (kro)

)

cbtemeos finalmente

A = A - (3.28)

/2 1 r(3/ay 2

[y

-~ 2
com A, = (kr
A taxa de crescimento desse modo vy & dada por

2335 gt = £y
:
O salto na derivada logaritmica A' serd calecu-
lado pelo uso épropriado das condigoes de contorno para o nosso
problema da configuragao de campo reverso nos pontos onde o

campo magnético inicia e termina a sua variagao linear de acor

do com o gque serd descrito no apéndice A.

3.3 - Modo Resistive m = 0 Compressivel

b

Para £ # 0 a equagao (3.20) & satisfeita e os
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termos que predominam em (3.19) sao equilibrados se

a=>b=c¢ = %

Neste caso as equagoes (3.18) e (3.19) reduzem-se a

&t e%A&Z%? r ap e 0%% . k%2 4%y

r H "o "o 0 0 0 _ 0 Y
2t 2 (-zIx ar * YpP )gr - 7% 2 (3.29)

dx A oo 0 A dx

[
- L dzwr ‘
wr = = xgr + T p > (3.30)
X

Aqui usamos a equagao de equilibrio no ponto ro(B(r0)= 0) para

escrever

Estamos considerando portanto um modo resistivo
m = 0, compressivel, com § # 0, que nio & descrito pela aproxima
¢ao de "y - constante". Antes de calcular sua taxa de crescimen
to, vemos gque ela & proporcional i poténcia % da resistividade
do plasma. Portanto podemos ver que essa taxa & bem maior qué‘

a do modo "tesring" usual, estudado na segac anterior.

Representando as taxas para Q # 0 e 2 = 0 respec

tivamente por y(Q) e Y, é facil ver que sendo

_ _ - a -1
Y = iw £ A Ty
vem
: 1/3 -
xé&l — 83/5 . 4/15 s> 1



e & claro que a compressibilidade desempenha um papel importan-
te para este modo.

O modo m = 0 tem um deslocamento paralelo a su
perficie da mesma ordem que o deslocamento radial como se vé@ a
partir das equagoes (3.3), (3.7) e (3.15) que fornecem a rela-

¢ao, em mais baixa ordem em ¢,

dp
= L X o i 2
2 = k YP, ar fr YT 3 TE)
ocu seja
e, |~ 1e

Vemos portanto que gz esta 90o fora de fase com Er. Do mes-

-mo modo vemos que B1z estd em fase e Blr 90° fora de fase com

€

A perturbagao gz na camada resistiva desloca o
plasma desde um ponto onde f = 0 até o proximo ponto nulo
e este deslocamento & acompénhado por um deslocamento nulo na
diregao azimutal devido a nossa hipdtese Ee_= 0, tal que o modo

permanece compressivel e ilhas circulares sao formadas.

Um representagao esquemitica da perturbacaoc na

camada resistiva & indicada na figura 3.1.

vVamos agora verificar o comportamento assintoti-
co das solugdes das equagdes (3.29) e (3.30) gquando x + « para
verificarmos a possibilidade de casamento com a solugao da re
giao ideal gquando x ~» 0, vista no capitulo 2, para ser esta-

belecida a respectiva equa¢ao de autovalor,

Definindo
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egscrevemos

a’e . x?r?  a?%y
r - o] Tr
o + M Er = 5 X 5
dx A dx

. . dzwr

by =-xb + % 2

dx

-

Este sistema & equivalente 3 equagao em £,

-~

4" 3 2
d g d g a”g
dx ax X dx
2 2 -
2k r dg -
' e — 2 x -2 =4 & - MAYE, = O (3.31)
.4

Quando x =+ ® esta equagao se reduz a

32 2.2 23 2 - .
2 ke dE ZE Y A me = 0 (3.32)
X ax A dx2 A dx

2
0

- - s
Vamos tentar uma solugao do tipo Er ~ X para compararmos com

as solugdes da regiao ideal.
£ facil verificar que isto ocorre para

+ 1—4MA2
-1 2 2 2 + 1-4b
| 5

1

(3.33)

Na regido MHD ideal, vimos pela equagao ( 2.36), que gquan-

5]
do x + 0, Er ~ X com

-1 + //l - 4a1

2
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e
2.4 3
iy d
a, = EQ ( fjfgfmfg - 47 r2 92 —32 )
1l BZ | Ypo o dro

Temos que mostrar entao que a, =b

1
Substituindo
1/2
. } EQ _ ro(4wpo)
H =
VA BO
e
EEQ & er no valor de b dadd or {3.33)
dro Py 0 i por .
obtem=se
erg r, 2 r, dp
b, = drp ( =——— p Q7r - - )
1 Bg 0 YP, 0 0 po dro
r 4ﬁp29r dp
= g { $ 9 - 4y ry Q2 3_2 a
B) Pa Lo

Portanto duas solugdes das equagoes resistivas tém o comporta
mento apropriado para casar assintoticamente com as solugaes

para Zr(x) na regiao ideal.

Para determinar o comportamento assintdtico das

outras duas solugaes vamos supor que

s axb
gr_ - e

Também & fdcil verificar que as solugdes sao ob

tidas para
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As 4 solugoes assintbticas para as equagoOes re-

sistivas sao entao | 2 2
. kr x kr x
-° -5
- s, = s, - 2 VA - 2 /A
rp “ X P B X i Epz - @ ety ~ ©

Para determinar o autovalor A vamos escrever a

solucao ideal como

- Sy SZ

EMHD = ¢ Xy + Cy Xy X =+ 0 {3.35)
e a solugio resistiva como

N Sl s2

Ep = € x T+ &, x X (3.36)

onde Cl' c2, Ql e Cz sao constantes arbitrarias e XM e x

estao relacionados por

r - r
¥y 5 T T 8%
0
Logo
- s. s s. S
1 1 2 2
= s 8
gMHD cl x o+ Cy X
A condigao de casamento implica
S, S S, S, s s
1 71 2.2 1 2
clS X + 026 X = Clx + C,X

onde, para esse modo,

11 ,1/3
TR

(S = € = (
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Fazendo
C1 = ¢ é
e
s
_ 2
02 = c2 )
obtemos
. S S
[ €2
ou
. PlrTsde o (3.36)

Como ¢ autovalor A foi suposto de ordem 1, a

razaoc de crescimento do modo serd dada por

T -1
. L TH o 1/3
Yy = iw ~ ( T ) < Ty
~ -9
Na equagao (3.36) a razao T fica constante

S 2
na regiao assintdtica e depende do autovalor. Na prdxima segao
& feita a solugao numérica das equagoes (3.29) - (3.30) e no

o
apéndice B a determinagao da razao El para um modelo de con-
2z .

figuragao de campo reverso e a determinagao para esse modelo

. da taxa de crescimento.

No apéndice D veremos que o modo m = 0 compres
sivo & anidlogo a um modo gravitacional resistivo em uma "fatia
de plasma" e faremos uma analogia entre a aceleragao gravitacio

nal g e a velocidade de rotagao £ da coluna de plasma.

Vamos obter agora para o modo m = 0 uma so-

lugao exata,
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Como as equagOes resistivas tém uma solugdo as-

sintotica krox2

. 2 VA

que decai rapidamente dentro da camada resistiva & possivel en
contrar um modo localizado que nao precisa casar com a solugéo

MHD ideal externa. Para isso vamos supor na equagao para b

que
a”y
2

r

1
P << =
r A ax

porque estamos procurando um modo com fortes gradientes dentro

da camada resistiva.

Entao a equagao para 2 fica

Substituindo-a em (3.29) achamos

a“g M 2 . .
= - k2 (3 +E e = 0 (3.37)
dx A A
onde
M=_92T2(f_o_d_pg_£9ﬁ’9,
1 H Ypo dro po dro

Esta equa¢ao pode ser transformada na equagao

de Schr#dinger para o oscilador harmdénico de tal modo que a

-

solucao para £&_ & obtida em termos de polindmios de Hermite
¢ r P

‘como kr
o 2

X 2

kr x
. e 2/h m( o . (3.38)

Er = 2/R
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onde

'(kro) M, 2/3 _ _
A = [ S TTETTD ] ; I inteiro (3.39)

e a razao de crescimento & dada por

[_ (kr_) M, j2/3 (3)1/3 N
(2n + 1) :

2/3

Vermos aque Y u(kro) , ou seja, aumentando k, ou
diminuindo o comprimento de onda do modo, cresce a taxa de cres

cimento da instakilidade.

'

3.4 - Solucao Nimerica das Equacoes do Modo m = 0 Resistivo

Compressivel

As equagoes (3.29) e (3.30) sao resolvidas nu-
mericamente usando um programa Fortran que contém uma subroti-
‘na chamada ODE (para a solugao de equagdes diferenciais ordini-—

rias). As condigoes. iniciais sac divididas em 2 casos:



1) Er par e wr impax
Er(O) =1 ; Er
wr(O) =0 ; b
2) &, impar e {_ par
Zr(O) =0 ; Er
wr(o) =1 v
Para o calculo de M faze
B 2.2
QTH = 1 ; k r,
a
Fo %Py Ty
Yp  dr p

0 valor de v {cte adiabatica)

o autovalor A, que na anal

zemos variagoes desde A

particulares como A = b,

Na solugao
té a solugac apresentar um
£

com o da regiao ideal onde

"Portanto e
nagao da autofungao impar,

trado nas figuras 3-2 e 3-

- ~ 1
Para cada autovalor e calculada a razao ——

aparece na eguagao (3.36).
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(0) = 0
(0) = B
(C) = B
(0) =0
mos

= 0.01

dp

O — —
dr - 0.4

3
ise tebrica & suposto de ordem 1, fa

Para

& tomado como sendo Yy =

C.2 até 2.0 e também alguns valores

0:; 10; 15.

numérica o valor de B & variado a

comportamento assintdtico compativel

S

£, ~ X e s & dado por {3.33}.

possivel fazer um grafico da incli-

B, emn fungéo do autovalor, como & mos

3,
C

que

T

Para isto & facil ver gue se admi-

tirmos a expansao (3.35) podemos escrever
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com
- s
_ 1
Erl = X
o
- s
grz = ¥ 2

valida na regiao assintdtica. .

: C
Isso implica que a razao Ei pode ser escrita na forma
2
" - d‘" -
Ei _ (XEXr,) € (xE_:r)Er2 (3.40)
T ol | - _ “r, =
2 (xErl)Er (xEr)Erl
E verificado na solugao numérica que para cada
C -
A, Ei fica constante quando Er ~ XS, sendo que nos Gltimos
2 C
pontos da solugao numérica El volta a variar passando a pre
: 2
dominar entao a solugao do tipo exponencial, ou seja,
2
» ' + krox
. 2/ 7
3 ~ e
r
Portanto podemos fazer um grafico da razao-
c ‘ - -
Ei em fungao do autovalor A, para { impar e E par, como mos-
5 _
trado nas figuras 3-4 e 3-5.
\ cl
Interpretando esses graficos vemos que E— fica
2

praticamente constante em relagao ao autovalor para A em torno
de 1 no caso de % impar ( A ¢ [:0,8 : l,Z:J ) e % par ( A ¢
[:0,5 :+ 1,0 ) indicando que o conjunto de autovalores asso-
ciados ao "matching" ou casamento assintdtico estd em tornc de
A =1, o que concorda com a andlise tedrica onde A foi su

posto de ordem 1.

Finalmente mostramos nas figuras 3-6 a 3-13 os
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-

graficos das autofuncgoes £ e P, com as paridades definidas,pa

ra o caso em que A = 1,0, mostrando a regiao de convergéncia
- =
assintdtica onde Ep = ¥ e para 2 valores de Sk
. - 2.2
Variamos tambem os valores de k r, desde 0,05

até 1,00, e na figura 3-14, mostramos as respectivas variacoes
C

de E; em fungao de A, para autofungoes Impares, na faixa de
2 _

autovalores onde € melhor a convergéncia assintotica.

Vemos que a medida que k aumenta, cresce o au

tovalor A e portanto a taxa de crescimento Y, dada por
' T 1/3
H -1
y = ( =) A Ty
R ¢ |
calculo de e que depende do modelo usado para a configuragao,
2
como € visto no apéndice A, fazendo a intersegao das curvas de
€ ‘ c
El (A) obtidas do cidlculo numérico com o valor de‘El calcula-
2 2
do nesse apéndice e que depende também das condigoes experimen

. A & determinado diretamente a partir do

*
tais.

-
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| Figura 3.1 - Representagéo do modo resistivo m = 0 em configu
racao de campo reverso sem cizalhamento. O deslo
camento perturbado &, & da mesma ordem que O COX
respondente na diregao radial. sao mostradas tam
pém as fases relativas das componentes das  per

turbacdes do fluido e do campo magnético.
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capriTuLo 4

Instabilidades Rotacionais no Modo Kink Resistivo

Introducao

Neste capitulo fazemos uso das equagoes gerais
obtidas no capitulo 2 para estudar o modo "kink" interno resisg
tivo m = 1, no limite de incompressibilidade, rotagao rigida

e grande comprimento de onda.

Tal como o modo m = 0, fazémos 0 casamento as
sint6tico das equagoes resistivas com as correspondentes solu
goes ideais para obtermos a taxa de cresciméntordas instabili~-
dades.

A analise mostra que o modo m = 1 & instavel,
que a rotagac somente introduz um deslocamento Doppler na fre
quéncia e que nao & um fator estabilizante como proposto  por

Eberhagen et al(7).

£ bem conhecido que um modo m= 1 aparece em

(26)

descargas em 8 - pinches depcis da fase de compressao . Em

bora este modo possa ser originado somente pela rotagac do plas
ma(24)’ (27), ele pode ser consequéncia de um modo resistivo

m = 1 ocorrido na fase de compressac da descarga. Este modo tem
uma taxa de crescimento que varia com a poténcia % da resisti-
vidade do plasma e os correspondentes deslocamentos perturbados
paralelos as linhas de campo sao muito maiores que os perpen
diculares na regiao resistiva. Isto pode levar a gquebra da ‘cé
luna de plasma em muitos anéis e pode ser 6-mecanismo causa-

dor da instabilidade m =1 observada nas descargas em & - pin-

ches.
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Calculamos a taxa de crescimento desse modo pa
ra dados experimentais descritos na literatura na Gltima  segao

deste capitulo.

4.1 -~ Obtencao das Equacoes Resistivas para o Modo Kink m = 1

Faremos uso da hipOtese de incompressibilidade

do plasma (V.E = 0 ou 1 + 0), que & valida para os modos
gue estamos considerando(3)’ (20), além da hipbdtese de rotacao
rigida ( %% = 0 ), nas equagoes gerais descritas no capitg

lo 2. Portanto a equagao (2.25) se reduz a

rﬂzw dpo £ _
w ~ mi dr “r

2 .
- +
w pogr + mpowﬂgr + leowﬂge

BB
ik d 1z , 1 1 dB, 2 o
[ ar T ik (4ﬂ a Bir T pogz mpowﬂgz)tl

LY

ou

a

- iwf{w - mQ)(prEr + igg

(P E)) = 2uwp kE,  +

dp
+ ipn —KrX o , - .1 [kZBB + -4 (ikeB +-d—§alr)]

w =~ 1f dr r 4

A equagao (2.26) pode ser escrita como

, m _
- iw{w mi2} ( 7 EZ kF,e)pO Zwﬂpokr =
_Ll 2 _omk in ds
- 4 Iﬂk BBj g r PPz v T & Blr)w (4,2)
T L _ .
. i 1 4 -
Aplicando agora o operador ( T T ax ¥ ) a
equagao (4.1) e o operador ( ﬁ% ) 3@ equagao (4.2) e em seguida
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substraindo-as membro a membro obtemos:

1 4 L im Coio-l d
w (w —-mﬂ)(; Ir (rpge) - pErT 2iwd 7 i (prEr) +
mo. . mg dp ¢ _ 1 ,1 4 ._
+ 200p T gy~ 100 == F= Er ir (§ FZUKkrBB ).+
mk ‘
+ - BBlr) (4.3)

Usando-se as hipOteses mencionadas no inicio

desta segao, as equagoes (2.20), (2.21) é (2.22) tornam-se

) dB
- - in |1 d 3L
(w mﬂ)Blr - lkBmgr + 47 [:r dr (r dr )
m2+ 1 + k2r2 m
- B - 2i — B ] (4.4)
r2 1xr r2 18
4B
‘ = in 1 1 4 19
((D mQ)Ble = 1ka£e + X [r dr ( r ar )
2 2 2
- m+1 +kr .
> Ble + 21 =5 Blr:l (4.5)
r Y
e
_ - dB
(w = m@) By, ikBwg, w3y &, 7
dB 2 2.2 .
ip | X & 1z, _mi+ k'r g ] -
o I:r ar (F A ) 2 1z (4.0)

As equacoes (4.1), (4.6), obtidas a partir de

nosso tratamento geral na camada resistiva, sdo portanto equi

’

valentes as obtidas em nosso estudo inicial do modo kink m
- l(28)

quando usamos o tratamento comum para modos incompres

siveis, que consiste em aplicar o operador VX aos membros da
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equagao de movimento {(2.1).

Podemos observar também que tomando o limite
n + 0 nas equagoes (4.4), (4.6), substituindo as expressoes
resultantes para Blr' Ble e BlZ nas equagoes‘(d,l), (4f3)' eli
minando as componentes 58 e EZ, e fazendo a aproximagaoc
2.2 2

T

k << m~, obtemos também a eguagao (2.38) obtida a partir de

nosso tratamento geral na regiao magnetohidrodinamica ideal.

4.2 - Ordenamento das Equacoes da Camada Resistiva

Na camada resistiva consideraremos dxl/dr30 xl/r,

onde x representa gqualgquer grandezarperturbada, e B como da

1
do na equagao {(2.21).

Agora para o modo m = 1 vamos definir o tempo ca

Ii

racteristico hidromagnético por 1 (kVA)_l onde V, & veloci-

B

dade de Alfven definida como

- dB, 1/2
VA = (ro 8’533/(4'”%)

I

Tal como no modo m 0, o pequeno parametro na

T
, o~ . . - H
regiao resistiva e dado por e = = << 1. A largura da camada
b R
e dada por & = g .
r"rc‘)
pefinimos a variavel x = T e sSupomos gue

seja de ordem 1 nessa camada.

As variaveis de camada serao escritas também em

termos de quantidades adimensioconais por:

it

o = iedp oot : (4.7)

w = T8 g
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Blr 2
- - i -, 4B w d .
Ble = i kro ( r P )ro 5 £ tpe (4.8)
e :
By, e v,
oy E - £7 =y 9f

onde

B by~ g - ¥y~ By - By~ By - X~ 0

Em termos dessas quantidades, as equacoes (4.1}, (4.6)

tornam-se:

2a, g7 _ fs . _ oay  _
£ " {me gz kroe E,B) 2 (QTH/A) kroe Er =

= = (meext,bz - i -k—I;'— ec_b

d
1 O mr- (kyo) € twe) (4.10}

dg - 201 a+ f-

| . i J°b "z, ;9% 4o ~-—H .
£ }: kr0 ‘Er + ieg It + if (p dr)rogz n kroe Ee +

2 2
9t - b - =2b+c Ay
r dp H - & C P4 € I,
+ p dr )r A2 kroE.r . A2 ( kxoE x‘Pr +1e dx(xwz” T &)(4-11)
0 0 _
- dg - 201 - d
2a f r dp f-b "8 _ H .a xr dp - 95,
l:{-: (% & )roge Te dx 2 i [( p ar )r-gr.k-E dx *
2 .2
QT a+tf - . 27T ~
4 - r dp __H -
+ 21 3 mg i = )y 5~ mE
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b
- & (9 4 - imeC
= A2 (e ax (xwe) ime d)r) (4.12)
o s lmamp afy 2 2 2. 2b
wr = ~g x£r+ ~( 5= - (m“+ 1 + k_ro)e wr -
A dx
~ 2ime2Ptd-c Vo) (4.13)
b-d+f - gl @72b d2¢e 2 2 2. 2b
we = =g xge + ( 3 = (m°+ 1 + k ro)e wB +
A ax
+ 21m€2b+c_d¢r) (4.14)
© l-a-2b a3y
- -e - -a- P
_ _ brelg . £ £ - z _, 2 .22, 2
v, =€ XEZ tige &t ( (m+kr_ le wz)
0 A dx
(4.15)
0 ordenamento como vimos & feito obrigando que

05 termos gue se

anulam quand¢ n > 0, tornem—-se de ordem um.

£ facil ver que isso pode ser feito com a es
colha
a=>b=c¢c-= i ; d =e =0
3
e
f=qg=-= (4.16)
3
Com esta escolha, segue gue
b2 1z -1/3 o,
T~ T B, =
r ir
Estas relagoes seguem direto do fato de que o]
modo permanece incompressivel na camada resistiva. Podemos ve

rificar facilmente das equagoes (4.10), {4.12) que Ez e Er sao
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£ £

funcoes pares guando Ee & Impar, e que EE - kro << 1 e Eﬁ ~ 1
r : r

na regiao magnetohidrodinamica ideal. Entao a perturbacao é

tal gue o fluido no volume interior a superficie r = Y, tende

a se deslocar radialmente e a ser redistribuido no interior da

camada resistiva formando ilhas magnéticas finas e alongadas.

Tomando o limite szé ~ kzrg << m? e usando © or
denamento (4.16), as equagces (4.10), (4.15) reduzem-se a ordem
mais baixa em £ a

a’ x a%y

r _ r
> = =3 3 (4.17)
dx A dx
S
- 1 dzwr
wr = “xgx + = ~ (4.18)
A dx

Este sistema de equagoes & o do modo kink interno
(13)

resistivo, cuja solugao & bem conhecida .

Uma solucao exata & dada por ¢~ cte e  quando

1

x » « existe uma solugac que comporta-se como £ - Pl
r

-~

Logo o casamento assintdtico com as solugoes da

regiao ideal, (2.42) e (2.43), pode ser feito.

T
Para A ~ 1, temos o = i ( _H )1/3T 1
TR H

A taxa de crescimento da instabilidade, vy, & da

da por

T —
THo1/3 -1

y o= mie - @~ (- u

P2y,

1/3

-Como T Q. , temos gue v ~ n

S i

. . -~ 1
A taxa de crescimente varia com a potencia -
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da resistividade como no caso do modo kink interno resistivo
. (13) N - . -
sem rotagao. Entretanto neste modo Ez << £ tanto na regiao

resistiva como na ideal, enquanto gue no nosso caso Ez >> gr na

regiao resistiva e Eé << gr na regiao ideal.

A rotacao da coluna do plasma hao estabiliza © mo

do e somente introduz um deslocamento Doppler na frequéncia ou
seja

B T 1/3 -1
w = + ik ( H/Tr) Ty

Poderiamos tentar ordenar as equagoes (4.10) ,
(4.15) fazendo ¢, ser da ordem de (kro)E comq' na regiao MHD
r
ideal ; para isso fariamos g = 0 em (4.16). Isto levaria ao meg

mo escalonamento para a taxa de crescimento sob a condigao de

que "
%y o aby,
( ] )/Al,br -~ ( 5 )/Alpz << 1 H
dx dx

A

estas relagoes sao validas apenas na regiao ideal, e devido a

esta restricao este escalonamento nao serad usado.

4.3 - Casamento AssintStico e Equacao de Autovalor

Devido ao ordenamento, o valor de m nao aparece
explicitamente nas equagoes resistivas relevantes (4.17) e (4.18),
Também a solugao dessas equagoes casam-se assintoticamente as
solugoes ideais, guando x -+ 0, para gualquer valor de m # 0,
. 2.2 2 . - . -
pois supusemos k' r << m . Vimos no capitulo anterior gue o
modo m = 0 tem uma taxa de crescimento bem menor que a do modo

m = 1 para o modo "tearing" resistivo sem rotagao, mas que e

xiste um modo m= 0 com rotagao e compressivel que tem uma taxa

;
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. - -~ .1 . .
de crescimento gue tambem escalona com a potencia 3 da resisti-

vidade.
Voltando ao nosso modo m = 1 incompressivel, as-
sociado a uma estrutura radial Er sem nodos (n = 0), estamos su

pondo que efeitos de raio de Larmor finito sao menos importan-

tes gue para © Ccaso em gue m » 2.

Vamos reescrever as equagoes (2.39) e (2.40) co
mo
: N (4.19)
"MHD 0 Xy iox >0 :
onde go e C sao ctes e Xy = §x
Entao )
1 dg ~ C
(= =r ~ =
£, ax * 70 6x2

A solugao de (4.17) e (4.18) foi obtida analiti-

camente por Coppl e outros(13) e & dada assintoticamente por
- . 1
dg
1 r _ 2 dx dy
( — dx )X > o - [;2:){ }J -;(— a—}_{. (420)
£ L,
p3/4 ' (30%-5) /4 1/2 Cx 1=
X =1-,~— | dyy (L+y) */% exp (= —7m =)
44 2 240 L+y
{4.21)
Substituindo (4.21} em {4.20) e calculando a in-
_teqral;(28), obtemos a equagao de autovalor:
r{?% m3/2—1)] |
F(p) = 4074 = % /3 7L (4.22)

r[% (13725 ]
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A constante C & determinada resolvendo a equacgao
MED ideal (2.38) fora da camada resistiva para o nosso modelo

de configuracao de campo reverso como serda visto no apéndice B.

Entao para valores de Ty © Tgs Obtidos por anali

se de dados experimentais relativos a instabilidades rotacionais

em 6 - pinches comm = 1, A pode ser determinado facilmente a
partir de (4.22). Notemos que para o valor particular A = 1 cor
responde a C = 0.

Na proxima segao usando os resultados do apéndi-

ce B faremos a analise de alguns dados experimentais.

4.4 - Andlise e Interpretacao de Resultadcs para o Modo m = 1

Resistivo

Este modo, como vimos, tem um grande deslocamen-
to paralelo & superficie no interior da camada resistiva, ou se
ja, £4, £, >> E_ . Das equagdes (4.10), (4.15) , (4.17) e (4.18),
vemos que B, estd em fase com Er e By, e £Z estio 90° fora de

fase com Er'

A grande perturbacac Ez na camada resistiva des

£

loca o plasma desde um ponto onde EZ 0 até o proximo ponto nu
lo como meostrado na figura 4.1. Este deslocamento & também acom
panhado de um grande deslocamento na diregao azimutal, tal gue
o modo permanece incompressivel, e ilhas magnéticas heliccidais
sao formadas. Este modo nao é a versao resistiva do modo magneto

hidrodinamico ideal discutido por Freidberg e Wesson(24)'

0 modo ideal & instavel pela energia livre rota-

cional assoclada a um gradiente negativo de densidade(l9)'(24)f
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O modo resistivo descrito aqui & instavel pela
energia magnética livre presente em configurag¢les de campo re
verso. Esta energia livre pode'ser extraida através da resisti
vidade finita do plasma e a estabilidade do modo nao depende
do gradiente de densidade.

Entac o modo torna-se estavel no limite de resig‘
tividade nula. Sabemos que a taxa de crescimento do modo m = 1
ideal & dada por Yvup cR, onde ¢ & uma cte que depende dos
perfis de equilibrio; tipicamente c ~0q2§24).

Logo, a razao entre as taxas - de crescimento dos

modos resistivos e ideal @ dada por

¥ - Ael/3

YMHD H

Esta razao depende de valores dos parametros de eguilibrio.

Os efeitos de raio de Larmor finito tendem a re

duzir a taxa de c¢rescimento do modo ideal(21). Quando estes e

feitos sac levados em conta essa taxa & dada por

: _1..,2.2 ~1/2 -1
Yerp = { 2 1n [(1 = )9 TH:] 1 Ty

*
J% e f & a frequéncia de arrasto(zl).

£

onde o = -

Entaoc para 0 < o < 1 o modo & estavel. Efeitos
de raio de Larmor finito podem ser estabilizantes para o modo
résistivo considerado aqui. Entretanto nao incluimos esses efei
tos devido & dificuldade de realizar um cilculo cindtico em
uma regiao onde o campo magnético se anula. Comparando a teoria
com os dados experimentais‘para Scylla IV P, devido a nao ha=

(21)

*
ver medida direta de , Freidberg e Pearlstein calcularam §
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a partir dos valores experimentais da temperatura idnica e do
campo magnético e entao determinaram o (isto &, ) igualando

0 -valor experimental de w. ao calculado teoricamente.

Vamos calcular agora a taxa de crescimento do
modo resistivo m = 1 para Scylla IV P usando os dados de de
Freidberg e Pearlstein. De acordo com nossa teoria, tomamos

igual ao valor experimental de w s portanto,

= 8 x 10”4 (ka) "2 (4.23)

Entao a condigao —%—5 << 1 para nossa teoria ser valida &

k VA

satisfeita se (ka)2 > 10*3. A taxa de crescimento & dada por

Y, = Aka)2/3 x 10% s (4.24)

0 wvalor de A a ser substituido em
(4.24) e determindado a partir da equagao (4.22). Para isso &
necessario determinar a constante C (ver apendice B) em cujo
cadlculo precisamos conhecer o valor de ka

NGs achamos que o valor experimental para a ta

. -1,
xa de crescimento, v = 0.9 x 106 8 e achado para A = 5 e pa

r
: - (28)
ra um comprimento de onda A = 0,80 m

. Este valor do compri
mento de onda & maior gue o previsto pela teoria magnetohidro-
dinamica ideal, 0,51 m, mas menor que o previsto pelo raio de

Larmor finiteo, 3,1 m.

Para os valores experimentais dados por Eber-

hagen e Grossmann (tabelas I e II da referencia (7)), obtemos
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. . 6 -1 ~
taxas de crescimento. que variam de 2,0 a 7,1 x 10"s ~, Entao pa
rece gque o modo descrito aqui naoc ocorre em sua experiéncia du

rante a fase quiescente, onde uma estrutura anular & observada

i

ficar est@vel por tempos da ordem de 10us. O modo m 1l pode ser
a instabilidade responsavel pela contra¢ao e quebra inicial da

descarga de plasma,

Vemos também gue nao & necessario que um theta-
pinch seja operado com um campo de polarizagao reverso externa
mente aplicado para que essa instabilidade seja observada. Se
.um pequeno fluxo magnético aparece no plasma durante a descarga
de pré-aquecimento, o valor do correspondente campo , magnéticd
aumenta guando a coluna de plasma @ comprimida, e uma configura
¢ao de campo reverso pode aparecer guando a mixima compressao €

(29)

obtida . Este fluxo pode ser liberado pela instabilidade re

sistiva gque discutimos aqui.
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{a) {b)

Figura 4.1 - Representagao do modo resistivo m = 1 em uma con

figuracao de campo reverso sem cizalhamento. 0O
grande deslocamento perturbado EZ na camada ré
sistiva leva 3 formagao de regices de alta e bai
xa densidade qgue se alternam ao longo da coluna
de plasma. Isto & indicado em (a) pela densidade

de pontos. As fases relativas das componentes per
turbadas do deslocamento de fluido e campo magné-

tico sao mostrado em (b).
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CAPITULO 5

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Diversas experiencias e ci3lculos tém sido apre
sentados para theta-pinches operados com campo de polariza-

¢ao inicial com estrutura de campo reverso.

Um variedade de processos de reconexao e rompi-
mento de linhas de campo, incluindo a formacao de ilhas magné-
ticas, tem sido observado, junto com o fato de que as fases de

implosao e pds-implosac tém um auto gréu de simetria azimutal,
3 _ A(8)
96 0

= 0 &
relevante nessas configuragoes.

il

ou seja, . Isso leva a crer gque um modo com m

Nosso principal resultado para esse modo & que,
levando em conta a rotagao e a resistividade da coluna dé'plag
ma, existe um modo compressivel associado a4 rotagdo, gue tem
uma taxa de crescimento muito maior que o modo associado a ro

~ (23) - - .
tagao nula da coluna . Esse modo e analogo a um modo gravi
tacional, também resistivo, havendo uma relagao entre a veloci

dade de rotagac 2 e a aceleracao gravitacional g, como se pode

ver no apendice D.

Uma continuagao natural do trabalho & a investi
gagao dos possiveis efeitos estabilizantes desse modo como o
cizalhamento na rotacgao, gue foi susposta rigida, a inclusao
do termo de efeito Hall na equagao de movimento e ainda a in
clusao do efeito de raio de Larmor finito do ion o qual seria
entao suposto de mesma ordem que a espessura da camada. Calcu-
los baseados em efeitos de raio de Larmor finito, incluido

também efeitos de resistividade e gravitagao, tém sido aplica-
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dos a modos resistivos de intercémbio(BO)'(3l), no contexto de

um ordenamento para theta-pinches, e as equagoes obtidas tem
uma estrutura analitica semelhante &s equagoes magnetohidrodi-

namicas que obtivemos especificamente para o modo m = 0,

Para o modo "kink" resistivo m = 1, estudamos a
possibilidade de estabilizagao pela rotagao do plasma, COmMO pro

e (7)

posto na literatura, e sua possivel conexao com um modo ro

tacional observado apds a compresséo(zl).

Mostramos entao que esse modo & instavel em con
figuragoes de campo reverso sem cizalhamento e a rotagao da co
luna de plasma nao estabiliza o modo e somente introduz um des
locamento Doppler na frequéncia(za). Esse modo, suposto incom-
pressivel, tem um grande deslocamento paralelo & superficie no
interior da camada, gue & acompanhado por um grande deslocamen
to na diregao azimutal, formando-se ilhas magnéticas helicoi-
dais. .

0 modo & instavel pela energia magnética livre

presente na configuragao de campo reverso.

A ordem de grandeza das taxas de crescimento
que obtemos, como pode ser visto no apéndice B, & cerca de uma
ordem de grandeza superior as determinadas experimentalmente,
como usual em cdlculos magnetohidrodinamicos. Este modo m = 1
pode ser também o responsavel pela contragao e quebra inicial

da descarga de plasma.

Podemos entao fazer wuma tabéla englobando
as diversas taxas calculadas para esses modos descritos
e associados ac modelo de configuragao de campo rever

S50.
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m . Q Y
: T
'H ,3/5 -1
0 Al( T ) Ty
T
H.,1/3 -1
A — ) Ty
2 TR H
0 (nao local)
£ 0
Al ( Eﬂ )l/3 T*l
3 TR H
local
Ty 173 -1
1 # 0 A4( = ) T
R H

onde A & dado por

e A @ calculado através de (A1l5);

A
c

2 €& calculado a partir da solugao

equagao (3.36), na qual El & dado por (A 22);

2

A, & dado pdr

kr M, —2/3
r M
(2n+l) 1

4
te C que al aparece & dada por (B 9).

numérica da

A, & solugdo da equagac (4.22) onde a constan
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Efeitos de raio de TLarmor finito tendem a redu
ziy a taxa de crescimento do modo ideal(zl}'(32). Podemos in
clui-los também, por exemplo, a partir das equacgdes de fluido

{33)

de Braginskii gue incluem o tensor de pressao, onde a equa

cao de movimento & da forma

av e s s e
m n = =Vp =V.7T + en (E + V.x B} + R
o oo, o

o o dt o

-
- ~ -, .
sendo T o tensor de pressao, o representa a especie (ions ou

- > - - .
elétrons) e Ra e a transferencia colisiconal de momentum para

uma dada espécie.

Partindo das equag¢oes gerais descritas na refe-
réncia acima, podemos reduzi-as a uma equagao de movimento e a
uma lel de Ohm generalizada como feito por Coppi e Basu no ‘es

(25)

tude do modo de reconexao , tanto para o modo m = 0 como para

rodo m = 1. As equagbes completas de Braginskii sd precisam
ser utilizadas na camada resistiva, que pode ser suposta plana
e portanto utilizadas as expressoces cartesianas gue sao mais

simples, e todos os elementos do tensor de pressado poderao ser

T
escalonados em termos do pequeno parametro € = = definido em
‘R
nosso trabalho.
Para o modo m = 1 também foi estudado a contri-

buicio para a estabilidade do cizalhamento na rotagao.

As equagoes obtidas, que reduzem-se as que obti
vemos para o caso de rotagac rigida, indicam a possibilidade
do autovalor associado a taxa de crescimentc ter uma represen-—

tacao complexa, comc & visto no apendice C.

O grau de estabilizacaoc devido a esse fator de

pende ainda da determinacao de sua parte imaginaria, com a 'so
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lugao completa dessas equagoes.

Resultados experimentais mals recentes tem mos-
trédos que ao invés do modo "tearing" esperado, uma rotagao pro
nunciada da coluna & observada; esta rotagao cresce com o tem
po até gue a frequéncia rotacional alcang¢a um valor critico e
nesse tempo o plasma torna-se instavel em relagao a um modo
m= 2,

Seria interessante estudar esse modo, inicialmen
te apenas usando o tratamento magnetohidrodinamico, a partir
das equagoes gerais que obtivemos, e apds estudado o problema
do casamento assintdtico com a solugao da equagao ideal, com-
pararmos sua taxa de crescimento comas dos modos m = 0 em =1

que estudamos.
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APENDICE A

Modelo de Campo Reverso para © Mode m = 0

Resclvemos neste apéndice a equacac (2.34) para
o modelo de configuracao de campo reverse na regiao MHD ideal
para os casos £ =0 e Q # 0 e também determinamos a taxa de
crescimento das instabilidades associadas ao modo m = 0, apli-

cando as condigoes de contorno apropriadas na regiao ideal.

Para o caso em que & = 0, a eguacgao (2.34) re

duz-se simplesmente a

2 2
a 2 € I's 2 2. am _

Chamando as regioes onde B = cte, em nosso mode
lo de aproximagao trapezoidal para a configuragido de campo zre
verso (figura A-1), de regiac 1 e regiao 4, obtemos para tais

regices a egquacgao

cujas solugoes sao

g, = AIl(kr) + BKl(kr) (A.2)

xr

onde I, e K sac funcoes modificadas de Bessel,

Como na regiac 1 grl precisa satisfazer a

lim r grl = 0
r ~0



80

e aléem disso K (0) = =,

temos gue fazer B = 0

Também na regiao 4, Il(m) + «©, o que implica A = 0.

Portanto
grl = AIlikr} = AIl(krO(l + %))
e {(A.3)
Er4 = BKl(kr) = BKl(krO(l +x) ),
onde
r-r
- O
X . =
r
o]

Em termos dessa variavel x vamos escrever diretamente a

equacac (A.l) para as regioces 2 e 3, onde B = B_X, na forma

dg 2
a4 [(1 + ox) %2 —r:] - X (l+k2rC2) (1+ X)Z)gr + 2xE_= 0

Desprezando o termo kzri(l + x)2 na eguagao acima, para simpli

ficar o calculo, obtemos

ace ar

r +~’2+3x ro 24x%
2 x(1+x) dx X(l+x)2

£ = 0
dx r

Uma solugao & dada simplesmente por

- - ___C -
gr(X) 5 % - (A.4)
Para achar a outra solucado, podemos usar a formula que da

a 2a. solugao de uma eguagao do tipo

2

AV 4 p2) &gz =0
dz
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em termos de uma solugao conhecida(34), ou seia,
—dez
5 dz
v, (2} = Dy, (2) e , D = cte (A.5)
2 1 2 :
vy (2)
Em'nosso caso
_ 2 + 3x 2+ x
PO =g r o A = xR
e
__D _1 |
(¥ =133 [Rn * x:, B : (A.6)

. .
Agora vamos calcular o fator A que aparece na expres-
sao da taxa de crescimento do modo "tearing" m = 0 da

da por

As condigdes de contorno apropriadas para o calculo de A', de

acordo com a figura A-1, sao

' ' '
i . TR (%)
X = X X = X
[ ] L}
£ry = &r, r3 = try (A 3)
X = X, X = X,
sendo
r.—- r r.-r
X = 1 ° < 0 : X = 2.0 > 0
1 r 2 r
o o)

Erz e £r3 sao as correspondentes solugSes dadas por
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(A.4) e (A.6), sendo escritas na forma

-+

C b 1
Ery T7 % T T+x CGnlxl- P

+|&

Er3 < (an - %)

Substituindo essas equagoes em (A.7) e (A.8) obtemos

_ _¢c D _ 1
AL (kr (1 + X)) = 3 %] + T3 (4n]x, | xl) (A.9)
I.(kr (1l+x.))
A {kr I_(kr_(l+x))) - 1 o 177 1 = - —C 4
© (1+x,) (1+x,)
1 1 1 1 1 '
4D {» ——5 (Unlx,| - =) + == (~—— + =)} (AL 10)
) 1 I+ 2
(1+4x,) X X lel x]
_ _E G 1 _
BKl(kro(l+x2))— 1+x2 + l+x2 (2nx x2) (A.1L)
. 7 1 _
-B {kroKo(kro(l—l-xz)) + l+_X2 Kl (kro(l+x2))} =
E G 1 G 1 1
= - - tnx, - —)+ (== + = )
(1+x,) 2 (1+x,)2 2 xyT lExy D oxy g2
2 , 2 | 2
(A.12)
Como fora da camada singular ¥ & dado por ¢ = -xE vem
i) para x < 0
grz =¢c=-= (x~ 0-) wx .. = " Cx+0D
ii) para x > 0
fr. =E - S (x> 04 > = - EX + G
: 3 X + x + 04
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L
Logo & & Qgdado por

po= S

dx = ¢ - E (A.13)

x -+ 04 x =+ 0_

A continuidade de ¢ em x = 0 implica

G = D (A.14)

Resolvendo algebricamente o sistema (A.9), (A.12), e usando a

condi¢ao (A.14) obtemos finalmente

-1
' 1 1 1 1 _
A= | 2 lxll ) {(l+xl) {:Il(kro(l+xl))( 5 le[)
1 *1
- kr T (kr_ (l+x,)) (nlx. | - =3 | +
o o O 1 1 Ry ‘
(I+x ) I (kr_(1+x,))
1) oMoy 1,1 Y
oo 2 . X,
(A.15)
Substituindo esse valor A em {3.28) podemos entaoc deter-
minar < auto wvalor  A.
Vamos agora resolver a equacgac (2.36), ou seja, considerar
o
0 caso em gque O # 0, para calcularmos a expressac 5; que apa

rece na equagao de autovalor do modo m = 0 compressional {3.24).

Para B =B_ = cte esta equagaoc torna-se
ac 2 2 annlo? 2 a
T S B £ G o 3, 4m2° o 2 £ =0
dr dr r 2 2 dr r
YB p B
oo o]

Nessa regiao © nosso medelo vai supor Po = cte na regiac 1
e p_ =0 na regiao 4.

o
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condicao de equilibrio dada por
2
B
d [} _ 2
T (Pg T ) T e 8T
vem
1 2 2
P, T T Pg 87 r
Precisamos resolver entao a equagao
d& 2.2
d r 1l + k'r _
ar ( ar Y- [ - - ar:lg = 0 (A.186)
com
8ﬁ92p
a = —_——
2
Y B,
Loge (A.16) pode ser escrita na forma
2 n | _ 2— 2 — (A 17)
rog torh, l:l+(k ‘a)rjir 0
cuja solugao geral &
e o= ar (k% - ot 4 Bk (k7 - )t/ %)
r 1 1
Como ir satisfaz lim r gr =0 na regiao 1, isto implica
0
B =0
Portanto
er; = AL (k% - & (A.18)
Na regiao 4, by = 0, ou seja, a = 0, entao a solugac & a mes
ma gque a do caso f = 0,
¢r, = BK (kx) (A.19)
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Para as regices 2 e 3 onde B = B X temos que resolver a equa

gao (2.37):
ag 2
a 2 95¢ X 2.2 2 _
& [(1""”‘ 73‘5;] T Iex (MR AR TE, ¢ Gxra))E, =0
onde
2,4
r dmp"R dp
_ o[ o 3 3 2 2 1 % 2]
a, = -5 — T (14x) T - 4rr (14x)T = —=— R
1 Bg YP, o o r, dx

A solucao analitica dessa equagao torna-se dificil e su
pomos enta0 nessa regiaoc que ay & constante, levando em
conta somente o efeito de @, Py © Py e ainda Supomos

K22 (1 +x) 2<< 1.

Esta equagao fica entao -

dg 2
d 2 r - X =
I [:(l+x)x T " 1% br + (2x + a))E . =0
com
rO 4wpi94 2 dpe
al = “'2‘ [ r - 4“1’09 ar— ]
B Ypo ' o
O L]
Fazendo §&£_ = ELE) obtemos
r 1+x!

(1+x)x2G" + X {x+2)G' + alG =0

cuja solugao g(33)

G{x) = Xk u(x)

onde
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Sendo

5 Bl+3+//§§_Bl Bl+3—/Bi—Bl
u, (x) = (1+x} 7 F{ - ;
1 2 2

, LB, ;- )

(14x) % F( ; 1 1B

2

17 -x)

Ay _ /22 .
-B -Bl+3 //gl B1 Bl+3+ Bl B
2

Fla, b, ¢c; x) = ) no.n. X

) - "f T (a+n) T (b+n) x
5o I'(c+n} n!

Desta forma, gr e dado por

Er = [icl ul(x)x

_L&E

2

ot -B
= x (1+x){ch(a

1
11 8gr B3i T x) -+ c, (~x) F(dl, d2, d3,—x}}

(A.20)

onde a;, a,, a,, d;, d d sao determinados pelas expressoes

27 73

de u e u

i 27

0 calculo de c, e ¢, & feito wusando as condigoes de con-
Y -1

_ l "o
torno n¢ ponto xl ro

dadas por
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Er; = &r,

(A.21)

t

Ery = Ery

.X=Xl

onde os indices 1 e 2 respresentam respectivamente as regides

onde B = cte e B = Box.

Resolvendo algebricamente o sistema (A.21) obtemos

1 1
c 9, 94y =~ 494 9
2= 31 13 (A.22)
2 9; 92 T 92 9
‘onde
_ 2. 1/2
q; = Il((k a) r0(1+x1));
v 2 172 2172
q; (k“=a) Io((k a) ro(l+xl)),
—l+B1
- 2 -
d, = X (1+xl) F (al, ayr gy Xl)'
~1+B; . By—3
. ——  B,-1 p)
q, = [:(xl + Z (1+xl) X F(al, a2, azi - xl) -
-l+Bl
7 419 ‘
- %X (1+x1) a; F (al+ 1, a2+ 1, a3+ l; - xl)j[,
--1--Bl
~By 3
d5 = (-1) (I+x;) % F (dl' dy, d3: - X)),
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-1-B | ~ =3-B
-B -1-B — 1
v _ ) l) 5 .
qy = (1) (Xl + (L4, ( 5 X Fld), 4y, 455 - %))~

—l—Bl

-B, d,d 5

1 4%
- {-1) (1+x.)
a, L |

F (d1+ 1, 4+ 1, d3+ 1, - xl).

o
Entao substituindo a expressao de Ei em (3.24) determinamos
2 C
a expressao final analitica para o calculo de @i' ou seja, pa
2
ra a determinacao da equagao de autovalor, que foi resolvida

numericamente. Dando valores numéricos a %, e By € possivel de

determinar El e consequentemente ;L. Fazendo entao a inter
secao do valoi de ;ﬁ com a cgrva proieniegte do cé}culo numé-
rico que da a dependéncia de E% com o auto valor A, & possi-

vel determind-lo para uma dada condi¢3o experimental. Para os
dadés experimentais da referéncia (7), fazendo k2r§ = 0,10, ob
temos ;i = -8 x 10”2, o que corresponde de acordo com a fi

gura (3.4) a A ~ 1,2,

Vemos entac que para o modo m =0, a taxa de crescimen

to das instabilidades estudadas segue o© esquema abaixo:

Q=0 L Q # 0
modo "tearing” modo campressivo modo can fortes gradientes
- .- na camada
=y @) (2 (ke )23
Y=Y Y=Y c2 . Y o ro
sendo
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' C

A e foram calculados nesse apendice e a taxa do modo com

o
2
fortes gradientes de campo na camada resistiva fci calculado

diretamente no capitulo 3.

B seguir indicaremos alguns valores experimen-
+ais extraidos da referéncia 7 e que utilizamos no calculo da

taxa de crescimento

P, = 50 m Torr
B = 1,0 kG

s}

r = 1,1 cm

o)
n, = 4,0 x 1010em™3
T, = 60 ev

i

A partir desses dados para a citada experiéncia
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——

8

Figura A.1 - Modelo trapezoidal para a configuracao de cam

po reverso sem cizalhamento
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: 'A‘P‘END‘ICE B

Modelo de Campo Reversc para o Modom = 1

Neste apéndice resolvemos a equagao (2.40) pa-
ra o modelo de campo reverso na regiao ideal e em seguida de
terminar a coﬁstante C gue aparece na equagao de autova-
lor (4.22).

Nas regices 1 e 4, da figura Al, B = cte e

as solugdes para m = 1 sao encontradas desprezando os ter-

2 2
mos pw e pll .

Elas sao dadas por:

k" r
E.1 = £ (1 + ) xr < r
rl o 8 (B.1)
A r > ry
"""'é' .
r

onde go e A sao constantes,

A equagao (2.40) nas regices 2 e 3, em termos da variavel

r-r
x = —o-0° e supondo B =B x fica
r, _ o]
dg
d 2 3 r 2 _
I x- (1+x) =g + 2x {(1+x) Er = 0 (B.2)

Introduzindo a variavel y = x(1 + x)z £, obtemos
x (1+x) 4a v " gy _ y = 0 ) (B.3)

‘Portanto (B.2) & redutivel a uma equagao hipergeométrica e a

solugdo geral para £ =
x (1+x)
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& dada por

* *
E:rII = A grl + B gr2 (B.4)

onde
Exr, = - F (fir ")/-2—, 2; "X)
{1+ x)
e
o g x) e 3
Er, = -~ ————~ F /2, - V2, 2;-x) -
2 (1 + x) :
- V2)  (=/2) .
-— ¥ (" L Ly (/2 + n) -p(/2) +
(L + x)° n-1 (2) ~ nl
+ oY= /2 4 m) = p(=/2) - p(@me2) 4 p(2) - P atl) HpL) + e
. x(1+x)
(B.6)
onde a_ = L éa;g) e ¢y & a fungdo digama Y (z)
definida por .
Viz) = ~f2b
r (z)
As constantes A" e B  sdo determinadas casando as solugoes
dg r r _
E e di em x; = ——%4:—43- . Quando x + 0

o

a solugao comporta-se como:

* : * : : * I
frir T AT+ B =aTa s -Brx = AT (1 S
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tal como dado por (4.19}.

Temos que resolver entao o sistema

ng = ErIler-xl | {B.7)

d Er d £Exr_._ _
I = 1l | (B.8)

dx dx )x= X

Ent3o a solugdo de (B.7) e (B.8) fornece

. 2 2
B -8 | kX
C=— = 2 2 2 [ F(ér.— \/-i, 2; —Xl) '4 -
A 8 k™ r~ (1+x,) .
o} 1 :
_ 8 + k% x’ (1~+xl}_2 1
- F (fl - '/2r 3; "xl) (: ) ) X
8 (1 + xll
) g (-X1) F (V2 =v/2, 2; -x
X [-F(ﬂ;—ﬁ, 3; =xy) 2 i ‘ T ) -
(1 + xl) X {1+ xl)
© (/) (2 [ nx) " n (x,)""!
n=1l - (2) o B* (1 + xll (l+xl)'
2 2
1+ 3% k° r 2 (=x,)
o 1 3X - "T"Q" (1 + xl)z[-F(_;’é, -2, 2;..xl) ..P'_,.,.._}.-.._z +
xl(l + xl) a+ xl)
% /2)_(~/3) v
1 n n" n o 1
= L %)) v - =3
()" p=l mnn: n ﬁu+ﬁ),
© (B.9)

B, 1=0(V2+n) = v(/2 +9p (-2 +n) - §(=/3) - p(2) +$(2) -

-Pn+ 1) +¢()
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O valor da constante C depende do conhecimen-
to da espessura da regido onde o campo magnético varia e es-

ta gquantidade tem sido medida somente em poucas experién-

cias 7). ge (krolz << 1 e a espessura ndo & muito  peque-
na, isto &, -Xy > 0,5, C tem uma suave dependéncia com
(*xl) variando linearmente de C - 0,28 para -X) = 0,6 ate

c < 0,12 para ~X, = 0,98.
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APENDICE C

Rotacdo Arbitrdria no Modo "Kink™ Resistivo

Neste apéndice estudamos o efeito do cizalha
mento na rotagao do plasma (3%"' # 0) a partir das equagoes
resistivas obtidas no capitulo 2. |

Mantendo a hipdtese de incompressibilidade no

modo m =1 estudado obtemos a partir da equagao (2.25):

- iw(w-m Q)[ k.pgr + i g; (pEZ)] - pmw %%f_éz -

. 2 -
2 witkpgy + W= kr dr br i l—k- BBLr tar (lkBBlz+ ar Bll!:l
(C.1)
. : m: _
- - Mmook - -
iw (Ww-m Q) p Ez &g — 2w p ko &
- wokr — £r=~L E% BBlz+—l—’E_ﬁl§- +k21313mj(c_.2)
axr 4 r dar
-l D= =g (egg) - % ee ]~ 28 = ok £,) +
b2 wpp Mg o bmee? dp oo Ld0 gLy A0
r "8 w -me dr r dr 0 " dr “r
. l 4 2 3l _ 1 1 d . T omk :
~iw—Z g (% 2 E)) = == [-5 —55 (kr BB o) + — BB, 1
(C.3)
s dB 2 _ 2.2
_ - 1 in 14 lr _m” + 1 + k'r
(v - mR) Bir iwkB £ _+ T C T Tt > Bzr
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- 2 ' 2 2
. : dB .m. 4+ 1 +kr B
_ L in 1 a 1 - , 19
(w -mQ} Byg iwkB Egt e [-;?— ar ¥ ar 2 :
. m . df
+ 2i -"";7 Blr + i —CE’- r Blr (C.5)
dB 2 2 2
_ . . "M 1 d 1z _m" + k™ r
(W -m@) B, =iwkBE, +i g [ & g T " 7z By, 1
(C.6)
Usaremos ainda
v.Z2=0; V.B =0 | (c.7)

1

Tal como no caso da rotagao rigida vamos considerar na camada

- o X1
resistiva >> e
‘ ar
' r-r
B = (r —%% ) % ; X = —mmE——g
ro 8 e}

A velocidade de Alfvén & dada por

(r d&B jdr )
v = 0 S o
A (4ﬂp)l/

e 0s tempos caracteristicos hidromagnético e resistivo por

2
-1 4TrrO T
Ty = (kVA) PoTp T n e es — << 1
R
O comprimento da camada & dado por § = eb; b<l
Normalizemos a varidvel x por t = —2— ; t ~ 1.

&
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As equagoes (C.1l) - (C.6) sao ordenadas em termos de € es-
crevendo as variaveis dependentes em termos de quantidades adi

mensionais como segue:

d @

_ o _ dq - =
=a,+ ( r, &) = = 2, + (r E?—) §t; 90 cte
o] o - X
Segue entdo gque
mr 4@ st
- o dro
w=-m2 = (w - 90) 1 - i
w-m L :
O
onde
Ww-ml =0 =i e® ATt ’ (C.8)
o) - H il
e
b-a a0

£
N (r0 "353 TH)t:] {C.9)

- c
Blr € V..
. dB w d
Ble = i kro (r dr)ro 5 )’ € we (C.10)
|
| e
Bis ; € L
-
E =r § s £ =1 ef é : £E_=7r e E C{e.11)
r o’r ' 70 o) 0 "z o 4 :
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Em termos destas quantidades as equagoes (C.1l) - (C.8) ficam

b-a

. [ dQ _ b"'c -
El + im A (ro "'—"'dr‘o TH). t:[ tj)r - - "t Er +
1-a-2b|a%y
+ : :5 - (mz + 1 + kz rcz)) ezbwr - 2im ezb'@d"'cwe
A d t
(C.12)
b-a N ir

. £ d ‘ = _ G+ __o 4@ c-d-a

]:1"*11“ (ro d'ro TH')tjlye ¢ tge, A dl‘oTHe ‘f’r+
l-a~2b a2 P

+ = 8. (m®+1+x r:',) 2 by + 2im Zotc-d v, (C.13)

A at?

b-a . —. .
[l+:i_m€-A (ro grﬂ TH)t:]q,z:-b'e“gtgz_,,]ié £ o+
° o r
l-a~-Zb d2 y .
e © Y2 2 .22 % .o |
+ A l: "—*"'g“dt - {m" + k r, ) € q;z )'_'j (C.14)
. ~ 291, (k) € .
® med g, - kr)eleg) - H o £ -
Z e ] O "
. b-a<1 a )a
ATl+idime A(rodro‘rH _
an a
Ger Mr, =z 1) € b
o - e .

) & 7 [mety -

. b-a=1 doT
AT lHme “A (ro _a_r.c.)ﬂ)t:l



im - c=b

: c
e - ) < ey ] (C.15)
+ £
. b E, ) 2 ke ) e*te
g2 ]:kro E;r + 19D dt +ie¥9 (= gg ), Ez - [ — ed
o a=1
AL + ime TATS —‘T)t]
ba H
ke ) 0% 1.2 .
+ (_£ .9_9) 4 H o E -
p dr ‘r 2 , dQ 2. °r
o A T1l+ime (rdr TH_)t]
) atg
Rr,a "m € u
0 -
- - gz =
AT 1+ J.IﬂEb-aA (r T )t ]
b --2b+c APy
- "32 Ckr, s—:ctwr + 1 &P gt(tw ) + —-—k — 3¢ | (c.16)
e
- ag
2a £ dp £f-b _ s £
€ [S ( ar )r F’a *E dt im E’r:1 +
a -
+ 201 £ - dg
‘ H r dp 4 b r-1.
1 b-a E(-'p_' dr ) Erf € at J+
AL+ amhs €773 r O'EE t )]
81t a+f .
. g ¢ -
+ 2 im F,B
=1 b-a ae
A1+ imd (r O—E;OTH)t]

99
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m 92 T2
- i (-E. Gp H £+
P dr “r, -1 b-a an 2 r
A i+ 1mA (r = 1 )ﬁ]
odr_H
. daq a+ £ 5 aq 1 4 ., = a-b
im (r, ‘HféTnl £ %o (ro T Ui Tl LI
=<1 b-a 1l b=-a ap
AL+ dmRe (O_dr H)t] A CLl+ imkoe (oﬁ'foTH)tj
di a
+ £=— [ (tlp)—imew:[
AL+ amt PR )t ] i
C im € ﬁadr |
(C.17)
ay
c-b r . d . e _
£ -—dt—' + im € u}e + 1 (kro) € wz = { (C.18)
at -~ . -
r . f+b . g+b- -
-3 + im ¢ '59 + i (kro) £ Ez = 0 (C.19)

A escolha de parametros que preserva a incompressibilidade na

camada e

a=b=c¢c= —%— ;s d=e=0; f=g= - ——- (C.20)

Usando portanto a escolha (C.20) nas egquagdes (C.12) - (C.1l7)
e fazendo uso de (C.18) e (C.19) e ainda a aproximagao de

grande comprimento de onda usada no capitulo 4 obtemos

im (t, T d§2|dro) ag a“ y_

dt A+ im (T r gi 1t dt 2 2

jeT]
D] Wb
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3
m (T, T dﬂldro )

+
5 3 T = Vr (C.21)
k r% AT [Ta+ im(t, r *CE-O) t ]
e
o L g2 .
. . - _ . L
A+ im (rH r, dﬂ|drol tjwr = - At gr+—-:1?- (C.22)
As equacoOes (C.21) e (C.22) tém um comportamen-
to assintbtico dado por ér ~ _%_ quando t + » O que mos-

tra gque podem ser casadas &ds solugdes da regiao ideal no ca
so em que se desprezam os termos inerciais e rotacionais nes
sa regiao.

)

-~ . . C e . an
A ocorréncia do termo imaginario im (TH Ty ar
o

nestas equacoes indica que o autovalor A & complexo, ou se-

ja, o cizalhamento da rota¢ao permite que aparegam modos

ﬂso_

bre estdveis". Entao pode ser gue, embora a rotagao ndo es-
tabilize o modo m = 1, o cizalhamento na rotagao seja um fa-
tor estabilizante.

A solugao das equagées {(C.21) - (C.22) na cama
da resistiva ainda precisa ser achada para ser estabelecida a

equagao de autovalor, o gual suporemos que & da forma

O calculo de Ay permitira determinar o  grau

de estabilizagao fornecido pelo cizalhamento na rotagao.
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' 'APENDICE D

Modos Gravitacionais Resistivos em Plasmas

Neste apéndice fazemos algumas consideragoes s0
bre o efeito da forga de gravitagaoc em plasmas e estudamos mo
dos que aparecem devido a efeitos dissipativos, em  particular

considerando o efeito da resistividade finita do plasma.

Usamos o modelo de "fatia de plasma” e supomos que
a forga de gravitagao estd ao longo da diregéo x (figura D~1) e

o campo magnético & dado no equilibrio por
B = By(x)ey + Bz(x)ez ) (D.1)

O nosso sistema de ejquagoes & dado por

. .
o [-g-}:-’ + (V. \7] =~-Vp +J x B + pg (D.2)

> > -3 > g
E+VxB=nJ (D.3)
> 2B > 1 =+
VxxE = - Fr VxB = i J (D.4)
| %E = - V.Vp - ypv.V _ ' : (D.5)
%% = - %.Vp - pV.V © {D.6)

Em geral o efeito dessa forga em plasmas & desprezivel, mas

introduziremos a gravitagao para simular o efeito da curvatura
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das linhas de forga de um plasma. Para isso sabemos que a velo

» - - » ' > -
cidade de arrasto de uma particula num campo magnético B é da

da por
> > > '
# -.m gxB _ gxB (D.7)
q BZ ch :

e w, representa a frequéncia ciclotrdnica.

Ja a velocidade de arrasto devido a curvatura das linhas & da

da por

w B

I:-W?' (3. V’B:l X e (D.8)
_ c

Portanto se queremos simular o efeito da curvatura das

linhas de forca fazemos

2
v
+ _  'th . .
gc < er (D.9)
onde substituimos Wa/ por Vsh para fazer uma “"média" sobre

todas as particulas e usamos a relagao

onde R & o raio de curvatura das linhas de forga.

£ sabido que os modos gravitacionais ideais po
dem ser estabilizados se o campo magnético confinante apresen-—

tar suficiente cizalhamento das linhas de forga.

Assim qualquer perturbagao ideal (n = 0) tende

a deslocar o campo magnético com ele distorcendo as linhas de
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forca. A tensao que aparece ao longo das linhas tende a restau
rar a condigao de equilibrio, estabilizando a perturbacao. Se
introduzirmos a resistividade, as linhas de forga do campo te
rao a possibilidade de difundir através do fluido de modo que
este pode ter uma perturbacao instavel sem deslocar as linhas
de forga. .

Usando as equagoes MHD (D.2), (D.6), & estudado
entao o problema de modos gravitacionais resistivos na "fatia
do plasma". Os modos considerados sao incompressiveis(V;$i==0)

e sem perturbagao na diregao de z, isto &,
X(X, ¥ 2, t) = X(%) exp[:iwt - iky:]

onde x representa uma grandeza perturbada.
Considerando constante a resistividade do plasma, as equagoes

Lasicas 1linearizadas reduzem-se a

av dp
d ix _ .2 2 o -
Ei.po dx k pole + ok ® dx le
KB o2 , a’s ,
= T T [d 2Bix "B, T2 Bix ™k le] (p.10)
X y dax
[=]
N dzle 2 '
lelx = 'lkByV 1x + zﬁT* ( *-;;'E— -k le) . (D.11)

‘Resolvendo também esse sistema pela teoria de camada limite
. > - - )

no entorno do ponto singular onde k.B = 0 e onde supomos cue

n e pm2 sejam ndo nulos, e também introduzindo a varivel de

de deslocamento por
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obtemos 0 sistema

2= k™x - 2 :
d - d
S 2w -k oy - (012
dx A A dx
- 1 a%y
w = "XE + ..K “2 (D.l3)
dx
onde
_ X = X, sz o a _ £
X = 7 oilw o= —2 ¥ ; = =
Sxo 4npo X
_ s c . _ b
Biy = 1kxOBy0€ v o 8§ = ¢ (r.14)

As constantes a, b e ¢ sao especificadas em termos do pegque-

T
no parametro € = ¥E onde
R
1 4ﬂx2
H kB v 4mp R N
yo o

As grandezas normalizadas sao todas da mesma ordem, isto &,

x ~ A~ & ~ 9~ 8(1)

Para gue o termos resistivo fique de ordem 1 assim - como os
outros gue sao mantidos nas equa¢oes ideais temos que — esco-

lher
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Para determinar o valor A & necessario fazer o casamento as

sintdtico das solugaes destas equacoes dgquendo X - ® com as

solugdes da equagao ideal guando x =+ 0.

A equagao ideal & dada por

2.2
a KBy Ty 2 (k%82 + E)-‘-3‘-v = 0
dx 4m ax 4T Yy 9 ax ¥ 1x’
onde foli desprezado © termo pwz.
Essa equagao & singular no ponto onde kBY = 0.
~ - s
Ela tem solugoes assintoticas do tipo X! para
. - 1 _ / 2 2
5 T 3 \: 1 + 1+4k x-oD ]
e (D.17)
_ 1 _ _/ 2 2
S, T 3 [ 1l 1+4k XoD :l
onde
) 4mg d%y/dx R
b = 32 Ppoox =
k"B )
Y

Ja as solugOes assintdticas das egquagoes resistivas  sao

dadas por E ~ X°  com s = % [:- 1l x v 1+4k2x§D :], e também 2

%72 /A

solugoes na forma £ ~ e

Portanto o autovalor pode ser determinado realizando o

casamento assintotico da forma
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(D.18)

Esse tipo de casamento foi feito para © modo m = 0 com-
pressivel, com rotagao constante, cuja taxa de crescimento vi

mos que & dada por

T -
vy~ (EHZY3 bl
Tr H

J4& o modo gravitacional resistivo tera  uma taxa de cres

cimento dada por

2_ 2

k"B T T
. o H .13 _ H .13 -1
Yo~ “gt“ ( ¥; ) = ?; ) Ty (Dtlg)

O nosso modd m=90 & portanto analogo a um modo gravi
tacional resistivo e comparando-se 08 respectivos fatores D
que aparece em seus 1imites assintOticos podemos fazer uma ana
logia entre a velocidade de rotagao 2 do modo m = 0 compressi

vel e a aceleragac gravitacional g, ou seja,

S k%2 D e 022 (0 Po _ To —-——dpo)
o H o drO Yy, dro
onde
4w dp /dx
_ o)
b= 907
k™B
Y

Como as equagdes ressitivas tém uma solugao assintdtica
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—x_%/ZfK

~ e » que decai rapidamente dentro da camada resistiva,

el

[:1%

possivel encontrar um modo localizado que nado precisa - casar

com a solugao MHD externa.

Para isso vamos supor que

1
lp<<-—-K—

Al
wil o
8]

ja gque estamos procurando um modo com  fortes gradientes dentro da

camada resistiva.

Com isso o sistema (D.12), (D.13) reduz-se a

22 |
2= k%™ D -2
at . 0. + 2 ) = o0 (D.20)
ax’ X A

Estas equagoes podem ser transformadas na equagdo de Schr8dinger

para o oscilador harmdnico cem as transformagoes

x' = BAx : A = A_l/4

As solugoes entao sao dadas em termos de polindmios de

Hermite e obtemos

%
- 2/A %2
E = e H{ ~—— ) {D.21)
2VA
onde
k2xc2) (-D) 1 2/3 ’
A = [—m—] + n inteiro . {D.22)

e a taxa de crescimento do mode & dada por
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(D.23)



Pelx)

Figura D.1 - Modelo de "fatia de plasma" para modos gravitacionais em plasmas

0TT
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APEND_ICE E

Efeito Hall e Instabilidades Magnetohidrodinamicas

Diversos trabalhos tém sido apresentados no pas-
sado em que a corrente Hall tem sido proposta como uma modifica

cao relevante fisicamente para as equacgoes da magnetohidrodina-

nica ideal(37)’(38), e estudos foram feitos para determinar seu
efeito em instabilidades ideais e em propagagoes de ondas(39).
Recentemente Kappraff e outros (40) introduziram a corrente Hall
no estudo do modo "tearing" m = 0 para um plasma com campo

reverso no equilibrio para explicar a supresséo_desse modo re

sistivo devido & rotagao do plasma. O modo por eles estudado
tem uma taxa de crescimento que escalona com a poténcia 3 da
5

resistividade e no balanceamento das equagOes perturbadas = foi

preciso escalonar o parametro de Hall que conceituamos nesse

apéndice com a potencia 1 da resistividade. O termo de efeito
5

Hall & acrescido a lei de Ohm generalizada e nessa referéncia &

usado no equilibiro uma equagao de estado da forma

p =cpl(r); c = s
m,
i
onde K & a constante de Boltzmann, m a massa do ion e T a

temperatura idnica.

Como continuagdao do trabalho desta tese & inte-
ressante investigar a inclusdo do efeito Hall no modo m = 0 re
sistivo que estudamos, associado a compressibilidade da cbluna
de plasma, e que tem uma taxa de crescimento bem maior que a

do modo "tearing" usual, para tentarmos explicar o efeito de
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rotagao na estabilizagao desse modo, como indica a evidéncia ex
perimental, j& que o termo de Hall estd associado com um coefi-

ciente que & proporcional 3 frequéncia de giro do ion.

Neste apéndice & feito a inclusao do termo de
efeito Hall na equacao ( 2.4) e mantidas as demais que forman
o nosso modelo de equagoes basicas. Estudamos o equilibrio e as
equagoes - perturbadas na camada resistiva verificando entao que
também precisamos escalonar o parametro de Hall com a resistivi-

dade para estabelecer o sistema bisico de equagoes perturbadas.

Antes de escrever as equagoes basicas, vamos 1in

troduzir o fator de Hall na lei de Ohm através da relagao

<>

> - - K
E=-vyxB +ndJ + —

- > )
= J x B (E.1)
onde K representa o termo ou parametro de Hall.
Substituindo na lei de Faraday obtemos
3B 1

=== 7 ox (% x ﬁ) - 9 x (n3) - =¥V x (
ot e

) (E.2)

Usando a lei de Ampére (E.2) pode ser escrita como

Bﬁ > > 1 > mj_ 'ﬁ .
S =y x VxB-=VxMVxB-——Vx| (VxB x= _
3t 47 4me p
. (E.3)
cnde supomos m, >> me.
Portanto o parametro de Hall pode ser escrito como
m, B
K = % = == (E.4)
P
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onde w, & a frequénica ciclotrdnica do ion.
i

A equagao ( 2.4) @é entao escrita na forma da equacao (E.3) e
as equagoes (2.2)-(2.3) ficam inalteradas.

N i1fbrio K = 0, B = B (r)é&_; UV _ = rQé = =0
o equilibrio =0, B =B (r)e; o =F ee, p=up({r); n=0;

o que fornece novamente a relagao

As equagoOes perturbadas ja foram obtidas para o caso ge
ral sem incluir o efeito Hall. Entao o uUnico termo novo

perturbado que temos de incluir &

- .
(Vv x B L (V x B,) (VxE) B
{Vx[(VxB)x ]} [ xBl+——-—~—-—-—§'-x§ - Ox—c-)pl]
po- : DO o Do po
(E.5)

Vamos precisar somente da componente r desse termo perturbado;
um calculo semelhante ao desenvolvido durante o trabalho con

duza

Wx | (VxB) x 2|}, = £ %o \
? | e o Ple

Substituindo este termo nas equagoes perturbadas obtidas

‘previamente e supondo novamente ge = 0, temos

' dp ikB BB
—o w2 _ A 4 O 2. ._ 0 - 4 o 1z
pow E“r'+ [:po(v' )+ dr E;r] fr = 4w Blr dr (p1+ 4r ,)
(E.6)
ikB
_ 1 2 1
- ip,w ( = é% r g )Er = 4ﬂ0 Ble {E.T7)
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, 4B L
- pogzg = 7r & Pir T kP (E.8)
m —axpp +An [1a . B 1ax® 7 BB
lr o°r TWw r dr dr r2 1r 4Trpow Bio
(E.9)
dp .
p, = ~vp (V. ) - 52 (E.10) -
> 1 d .
V.t = T I7 (rEr) + 1k<‘;z (E.11)
;.1 oa . =
v . Bl =3 dr (I‘Blr) + :l.kBlz 0 (E.12)

Tal como feito no capitulo 3 & possivel reduzir o sistema (E.6)
- (E.12) a 2 equagoOes envolvendo gr e Blr’ as equag¢oes resultan

tes tornam-se entao

)

o w2 o) w2 dp
d o a 0 0
= {vp [ = = (r§ )] + E 1+
dr o R r dar r 2 _ dr °r
P~ kYR, P T KYPR,
2 2 pow2 1 d kzdpo/ dr dpo 2
+pow€r-poﬂrl: W= Koy ?Hf(rg)+pw-_k2 E1:'-drnr5r
o Po (e} YPo
ikdB /dr B, ikdB /ar
d o) . o 1 d [} -
= {-Yp B, +13i ~ = (rB 1} - p 0°r ' - B -
dr ° 4 (p Q% k2Yp y 1r 4tk r dr Ir'® ,%o 4 (p mi—kzyp) Lr
o] (o] (o) (s}
ik
in Dollr (E.13)
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. dB 2 2
in 1l d lry 1 +k'r .
—— l:r‘ T T 5E 2 B]r:[ + 21Kk§2£r (E.14)

B, = 1ikB E

ir o’r 4rw
Na equagao (E.1l4) nds usamos a expressao de B, ¢btida a partir de
(E.7) e usamos § = cte. As equagdes (E.13) e (E.14) sao basi-
cas para a nossa analise,

" No limite MHD ideal, como assumimos K = 0 também, a anéli

se assintdtica em torno de r = r s onde B(ro) = 0, fornece no
vamente
s s
= 1 2
gr ¢y X + CHX
onde
r-r
X = L
To
e
- 1] - -
s——z-[lt/l 4a1:l
roao '
onde a; = 5— » Como definido no capitulo 2.
Bo
Vemos que s,= 0 e S, = -1 para Q =0 (a1= 0) e s, corres-

ponde & solugao predominante. Para D > % obtemos modo sobre-

estaveis.

Para as equagOes resistivas introduzimos as normalizagoes

o r-r _
w = ieaAT 1 H X = O ¢ b
H r
o}
= (v B b . == i ae c
B, = {r dr)ro €7 X j By, 1kr0 (x dr)ro TP (E.15)
- E W,
- £ b - S
S
© dr'r
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onde
Aex ~ ¥ ~ Er ~ 8§ (1)
e
dB
(r =—— 2
;.TH‘ -1 dr ry _ 4ﬂro
e == 3 TH = —— TR =
R rO/ 4Hpo n

Para obter uma solucdac na aproximagdo de "y - constante",

como no caso de modos "tearing", assumimos que

=9 +e Y i Y = cte - | (E.16)

27 2. 2.2 2 2.2
d Er . Q THk ro ["ﬂoﬂ ro _ ( r g& ) ]ez.b__za g _
de A2 YP, p dr T, r
2 2 2 s
- k o E-2a+b+c+d d wl + eb+c+d dwl +
AZ dx2 2vB dxr
2 2 .22 4 4
p °r” k7r _ k'r -
+ -2 o_9o00o . 2a+2b+c (W +€d¢ y - o . 2a+3b+c (w'ﬁg¢)
2 o 1 2 e) 1
Yp A A
o
(E.17
‘onde
o8y _6_.2.?2_
(rdB/dr) k%r
r o
o
© 1-a-2b+d a2y
: - - —a=-2b+d
d b-c - Q -C ' vl
p + e, = -¢ xE - 2K — ¢ ~ E_+ -
o} 1 r wci r A dx2

" ro
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Como @ de interesse estudar o modo m = 0 compressivel, fa
camos Iinicialmente wo =0 e d=290. A equagéo (E.17) & balan-

ceada com a escolha a =b = ¢ = 3+ Was vemos gue O novo termo

[}

que aparece em (E.18) sd equilibrado se escalonarmos o termo

de Hall K com a resistividade, ou seja, se fizermos

(rdB/dr)
o e = -
K = e K : K~ 8 (1)
Vet
Agora a escolha e = ¢ = %% equilibra a equagao (E.18) e o]

sistema de equagOes para o modo m = 0 resistivo com a introdu

cao do efeito Hall fica

d2-f+ erflszé [poﬂ el T ff_q]g _ k22 ) a2y,
ax” IS YR, P drg T A% ds?
(£.19)
e
b, = -xt -2 % Re + L vy (E.20)
1 r Way r A dx2

Evidentemente gquando x - ®» o 19 termo do lado direito de
(E.20) predomina sobre o termo que contém o fator K & o casa
mento assintdtico com a solugac ideal onde supomos K = 0 & pos
sivel. |

Verificamos entao que foi preciso supor na camada resisti-
va que o termo de Hall varia c¢om resistividade, ou seja,

Ko (n1/3)
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