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RESUMO 

Estudamos modos resistivos na configuração de 

campo reverso incluindo o efeito da rotação da coluna de plasma . 

a qual quebra-se em um número discreto de anéis ao longo de seu 

comprimento. 

~ mostrado que o modo m = O, onde m é o número 
•. 

azimutal, se reduz ao modo "tearing" Úsual somente no limite de 

rotação nula do plasma. Para um valor finito darotação, o modo 

m = O torna-se compressível, com sua taxa de crescimento pr~ 

porcional à potência 1 da resistividade do plasma. A análise 
3 

feita é análoga à do modo gravitacional resisti vo em uma "fatia 

de plasma". 

Um modo resistivo m = 1 é mostrado existir nesta 

.configuração sem cizalhame~to. Este modo tem um perfil radial 

' quase constante desde o eixo magnético até, o raio onde o campo 

magnético se anula. Sua taxa de crescimento varia com a potê~ 

cia ! da resistividade do plasma e os correspondentes desloca-
3 

mentos perturbados paralelos as linhas de campo são muito maio 

res que os perpendiculares . na região resistiva. Este modo p~ 

de levar ao rompimento da coluna de plasma em muitos anéis e 

ser o mecanismo responsável pela instabilidade rotacional 

m = 1 que é observada em descargas em e - pinches. ~ mostrado 

que com cizalhamento na rotação a taxa de crescimento torna-se 

complexa e o modo pode ser estabilizado. 



ABSTRACT 

Resistive medes are studied in the reverse4 

field configuration including the effect of the rotation of 

the plasma column which breakes into a number of discrete rings 

along its length. 

It is shown that the mo·de .. m = O, where m is the · 

azimuthal mode number, reduces to the usual· tearing mode only 

in the limit of vanishing plasma rotation. For a finite value 

of rotation, the mode = O mode becomes compressional with its 

1 growth rate proportional to the 3 power of the plasma 

resistivity. The analysis made is analogous ,to the _gravitational 

resisti ve mede in a "slab plasma". 

A resistive.m = 1 mode is shown to exist in 

' the present configuration whithout shear. , T~e mode has an 

almost constant radial profile from the m~gnetic axis to the 

radius where the magnetic field vanishes. Its growth rate scale 

with the 1 
3 power of the plasma resisti vi ty and the 

corr~sponding perturbed displacement parallel to the field 

lines is much larger than the perpendicular on in the resistive 

region. This mode may lead to the splitting of the plasma 

column into many rings and may also be a triggering mechanism 

for the rotational m = 1 instability that is observed in 

e - pinch discharges. It is shown that in the presence of 

sheared rotation, the growth rate becomes complex and the mode 

may be stabilized. 
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CAPITULO 1 

Introdução 

O objetivo deste trabalho é estudar o efeito da 

resistividade finita do plasma em sistemas de confinamento rna_s: 

nético com linhas de campo paralelas tal que o campo magnético 

muda de sentido no interior do plasma. Estas configurações ocor 
•. 

rem em espelhos magnéticos com campo re-:verso e em theta- pinches 

- (H li '1eares com campo de polarizaçao reverso · ·; 

Sabemos que instabiliãades "tea:cing", que le 

vam ao rompimento das linhas de força, sao ünportantes em pla~ 

mas da rnagnetosfera e em experiências de laboratório visando 

à obtenção da fusão termonuclear controlada, 

..,.\ ' 
Experimentalmente é observado que com campo re .. 

verso a coluna de plasma se •quebra ao longo· de, seu comprimento 

~ di d ~ o ( 2 ) é ' em um numero screto e ane~s , sem o ampo reverso ou com 

o campo sempre num mesmo sentido, a coluna permanece estável. 

As características da instabilidade associada a essa quebra da 

coluna estão em concordância qualitativa com as previsões teó-

ricas para o modo "tearing", embora o valor experimental p~ 

ra a taxa de crescimento seja quase sempre urna ordem de grand~ 

za maior que o previsto teoricamente. Por outro lado, em al-

guns casos, a coluna permanece estável por um tempo muito maior 

do que o tempo característico da instabilidade. 

Resultados semelhantes foram obtidos em outras 

experiências( 4 ) ( 7); entretanto, somente em poucos casos existe 

concordancia quantitativa entre os valores experimentais e teó 

rico para a taxa de crescimento da instabilidade. Alguns tra 
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balhos antigos, por Bodin e outros, já mostraram que o compor­

tamento da descarga durante a fase de compressão em 0 - pinches 

depende criticamente da direção do campo de polarização em re­

lação ao campo principal compressional(l, 2). 

Irby e outros fizeram recentemente medidas cui 

dadosas em descargas em 0- pinches com o campo reverso(S). 

Eles mostraram que ilhas magnéticas associadas a modos"tearing" 

ocorrem durante a fase de compressão da coluna de plasma. A v~ 

riação na emissão radial de luz, como uma função da distância 

ao longo do eixo, em 0 - pinches com campo reverso, tem pre-

viamente sido citada ( 2 ) como evidência para a existência de 

modos "tearing" nesses anéis discretos alongados. 

Em theta-pinches com campo reverso, o plasma for 

ma-se nas paredes e implode para formar um anel separando o 

campo magnético externo do campo anti-paralefo no caroço. Este 

áhel executa umas poucas osçilações radiais e se comprime len­

tamente. Fora da região da bobina, onde a condutividade é bai 
' 

xa, as linhas de campo se reunem e se quebram para formar um 

-- (1) 
sistema de circuitos de campo fechados envolvendo o plasma . 

Essas observações foram feitas(l) durante a fa 

se seguinte à implosão radial e antes do fim da fase de contra 

çao. ~ também observada uma instabilidade rotacional após a 

d - . l(g) " b d l fase e contraçao axla . c o serva o que o ane de plasma, 

por exemplo, de raio - 0,5 cm e espessura- 0,2 cm(J), separa-

se em um número discreto de anéis aleatoriamente distribuídos, 

usualmente de cinco a sete. O tempo de formação dos anéis va 

ria de 0,2 a 0,5 ~s (uma verdadeira taxa de crescimento expo-

nencial nao pode ser medida e o tempo citado corresponde ao 

tempo para o qual a amplitude da perturbação torna-se compará-
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vel à espessura do anel) . 

1.1 - Análise Teórica 

A análise teórica dos resultados experimentais é 

complicada devido à falta de medidas diretas dos perfis ---'de 

densidade e de 

cias. Então o 

temperatura do plasma fia maioria 

regime de colisionalidade(lO) do 

das experiê!!_ 

plasma em cada 

experiência não é 
•,. 

conhecido precisamente. Em algumas experiên-
··'· . 

cias a instabilidade observada tem sido interpretada como o mo 

do tearing colisional( 2 , 6 ' ?, ll). Neste caso, a discrepância 

entre os valores experimental e teórico para a. taxa de crescWEn-

to tem sido atribuída a vários efeitos tais' como curto com­

primento de bobina, rotação do plasma, etc. Alguns resultados 

tem sido explicados em termos do modo tearing não colisio 
'' . 

~al(S, 12 >. Entretanto, os cálculos analíticos conhecidos, para . 
modos resistivos em configurações de confinamento sem cizalh~ 

to, são válidos somente para modos com o desl~camento radial 

perturbado localizado na camada resist.i va. '!sto restringe a anã 

lise para modos de número azimutal m i 2. Como uma coluna de 

plasma com seçao circular tem simetria cilíndrica, nao deve 

exist'ir uma razão a priori para que um dado número azimutal m 

seja preferido. O modo m = O (salsicha) deve ser portanto o mo 

do básico a ser excitado. Já o modo m = 1 tem um papel impoE 

tante em pinches 

cizalhamento(l 4 ) 

difusos(lJ) e em pinches de campo reverso com 

e é interessante estudar a possibilidade de 

que esse modo ocorra também em configurações sem cizalhamento. 

No capítulo 2 usamos as equações rnagnetohidrodi-

nâmicas (equações de movimento, continuidade e adiabática) aco-

pladas às equaçoes de Maxwell para descrever o equilíbrio e as 
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perturbações da coluna cilíndrica de plasma. Os perfis de B 
(caracterizando a configuração de campo reverso) sao da 

forma esquematizada na figura 1.1. 

As equações gerais, obtidas tanto na região re 

sistiva em torno de r = r , como na região ideal, onde se de~ o 

preza a resistividade, são usadas depois para o estudo do mo 

do m = O, no capítulo 3, que é importante para a excitação de 

ondas magneto-acústicas na coluna de plasma, e do modo m = 1, 
•. 

a que nos referimos anteriormente, no C,~pÍ tulo 4. 

Para o modo m = O, verificamos que a rotação 

tem um papel preponderante para o modo associado à compressi-

bilidade finita do plasma. Esse modo tem uma taxa de crescimen 

to bem maior que a correspondente à do modo m = O sem rota-

çao, ou modo "tearing" usual. Como os dados' experimentais,a~ 

sociados a instabilidades rotacionais, indic~ que os modos 

•s·kink" m = 1 e m = 2 occ:rrem mais frequentemente, supomos 

que um fator de estabilização para o modo ,m ~ O seja a incl~ 

--}- -+ 'T ... 
sao do termo de efeito Hall (proporcional à J x B, onde J e a 

densidade de corrente) na lei de Ohm generalizada (apéndice E). 

1.2 - Descrição do Método de Análise 

Vamos dividir a coluna de plasma em duas re 

giões. Uma, denominada camada resistiva e de pequena expessura, 

e onde o campo magnético se anula. Nela será considerado o e 

feito da resistividade finita do plasma. A outra, onde a resis 

tividade é considerada nula, é a região magnetohidrodinâmica 

ideal. Consideramos perturbações normais em torno do equilí-

brio descritas por 



x<±:> = X (r) 
1 

5 

exp [i(me + kz "'wtl J 

As duas regiões sao esquematizadas na figura 1. 2. 

As equaçoes que descrevem as perturbações da ve­

locidade do fluido e do campo magnético são linearizadas e solu 

cionadas nas regiões magnetohidrodinâmica ideal e resistiva. As 

equaçoes na região ideal têm um ponto singular em r = r , onde 
o 

B (r ) = O. As soluções destas equações,. têm que casar assintoti o ...... · -

camente com as soluções das equações não singulares da camada 

resistiva. Este casamento assintótico é um problema de autovalor 

que permite a determinação da taxa de crescimento das instabili 

dades. 

Tal procedimento é feito nos capítulos 3 e 4 on 

de sao estudados os modos m = O e m = 1, ~espectivamente. Gam 

~sso estabelecemos uma equação de autovalor que envolve também 

o cálculo de uma constante que depende do nosso modelo para a 

configuração física. . - ' A determ:Lnaçao dessa constante e a corres 

pendente determinação completa da taxa de cr€scimento é feita 

nos apêndices A e B. 

Em relação ao modo m = O é feita no apêndice D 

uma analogia desse modo com o modo gravitacional resistivo em 

uma "fatia de plasma". 

Para o modo m = 1, consideramos o caso de possi 

vel estabilização por cizalhamento na rotação, no apêndice C, 

estabelecendo equações onde o autovalor pode ter uma represen-

tação complexa. 
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Figura 1.1- Perfis da pressão e campo magnético no equi11-

brio em configuração de campo reverso ( Sl= O) 
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Figura 1.2 - Representação esquemática da camada resitiva e 

região MHD ideal 
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CAP!.TULO 2 

Formulação do Problema e Equações Gerais 

Neste capitulo sao obtidas as equaçoes gerais 

magnetohidrodinâmicas levando em conta a resistividade, a ro 

tação e a compressibilidade da coluna de plasma. 

Após a análise do ecjuilibrio, as perturbações 
. r.,.. 

sao analisadas na região magnetohidrodinâmica {MHD) i.deal e 

na camada resistiva. O limite magnetohidrodlnâmi.co i.deal 

reduz-se aos resultados conhecidos na literatura. 1t anali·sa 

do também na região ideal o comportamento àssintótico para 

os modos m = O e m = 1 que são estudados n?s capitules 2 e 

3. Nestes capitules é também estudado o problema do casa-
' . 

mento assintótico das soluções das equações resistivas com 

as correspondentes soluçõe's ideais. 

2.1 - Equilibrio e Equações Básicas 

As equaçoes básicas 'para a nossa descrição 

sãotEquação do Movimento, 

d~ 
p dt 

1 ... 
= 4Tf tv X B) 

Equação da continuidade, 

()p = -
dt 

... ... 
V. V p - pV. V, 

Equação adiabática do fluido, 

= - v.vp-ypv.v 

... 
X B - Vp (2 .ll 

t2. 2) 

{2. 3) 



Equações de Maxwell, 

= 'Vx 
~ ~ n ~ 

Cv x Bl - 4n ( í/ x V x B) , (2. 4) 

+ 
'V.B=O (2. 51 

A equaçao (2.4} engloba a lei de Ohm 

Ê + V x B = n j e a lei de Faraday e descreve a evolução do 

campo magnªtico, sendo que supomos·a existêricia de uma resis 

tividade n constante e nao nula. 

As quantidades de equilíbrio de nosso probl!:: 

ma sao dadas por 

.,. 
B = B (r) e z' (campo magnético) 

_,. 
V

0 
(r) ê v = e' (velocidade qo fluido) 

onde v o = r Q (r) e • Q ê a velocidade Ç!e rotação da coluna 
de plasma 

p = p r) (pressão dd .plasma) 

p = p (r) (densidade do plasma) 

.I 

A constante y representa a razao entre os calores especí-

ficas, a pressao constante e a volume constante. 

No equilíbrio temos -k = O e n = O. Além 

disso os perfis de 
-> 
B (caracterizando a configuração de cam 

po reverso) e p sao considerados do tipo mostrado na fig~ 

ra 1-1. 

A equaçao (2.1) fornece para o balanço de 

pressao no equilíbrio a relação: 



~ ~ 1 + + 
p (V • v )V = 4il (V X B) X B - Vp. 

Desta última equação segue diretamente a condição 

+ pl. 

Vamos definir agora as quantidades adimensionais 

e = 

onde 

8 '11 

B2 

B o 

o 

p , 

e Po 

vamente, e 

b 
B 

2 
= f = _P_ r e r = --2-, 

Bo 
, 

Po •, a 

sao os valores médios de B e p, 

a é o raio da coluna de plasma. Em 

destas quantidades, a equaçao de equilíbrio pode ser 

ta como 

onde 

2 
a 

= 

f (i~) = 

B 
o 

d 

dr 

(4'1Tp } 1/2 
o 

10 

(2. 61 

respecti-

termos 

escri-

( 2. 7) 

é a velocidade de Alfvén. Esta equaçao mostra que a rotação 

da coluna de 

mente quando 

plasma influi 
VA 
a 

nas condições de equilíbrio so-

2.2 - Análise de Perturbação 

Vamos linearizar as equaçoes (2.1) - (2.5)oon 



siderando perturbações da forma: 

X = X 
1 

(r) exp [i (wt + me + kz)J 

Obtemos então 

1 

41T 

3pl 

at 

e 

= 

o 

11 

( 2. 8) 
41T 

( 2. CJ) 

(2.10) 

(2 .11) 

(2.12) 

O conjunto completo de 8 equaçoes para as com­

ponentes de v1 eÊ
1 

e p
1 

e p
1 

sera obtido sem aplicar qualquer 

ordenamento, ao contrário do tratamento usual para modos resis 

tivos, onde um ordenamento consistente em termos de um pequeno 

parâmetro e feito de imediato (lg). Deste ordenamento segue 

que, para configurações com cizalhamento v << v· v 
lz :lr' :18 

e 

consequentemente 
+ v.v

11 
- o, onde e a componente da ve-

locidade de fluido perpendicular às linhas de campo. 

Em nosso caso ordenamentos apropriados em 

termos de pequenos paràmetros relevantes serão aplicados nas re 

giões ideal e resistiva independentemente. 
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De (2.9) obtemos 3 equaçoes correspondentes às 

+ 
componentes de B

1
: 

+ 
2 2 2 

m + k r 

r 

n [.B.rlr2 -· rl B V lr - --.r;r· 

2 im 

- iw a~ B + ; k B V r-rr- lr ~ 18 

e 

-iwB 
:lz 

n 
- 4TI 

1 r=-- r 
a 
ar ( r 

..,. 

a aBlr 
ar (r ar l + 

1 
r 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

Ao invés da velocidade perturbada vl introduziremos o deslo-

camento 1agrangeano 
+ 
E; definido 

..,. 

J 
..,. 

E; = v1 dt 

A equaçao (2.11) fornece 

-w 

por 
..,. 
vl 

= i w 

w -m~ 

..,. 
- p w íl.E; 

o 



sendo 

v.t m 
r 

13 

Substituindo o valor de p
1 

em (2.8), obtemos as seguintes 

equações para as 3 componentes de 

+ r >l 2 

ik 
- 4iT B BJr 

im ---· r 

e 

2 
- w · p

0 
~ + m p w >J ~ z o z 

1 = 4tf 

•. 

dB 
dr 

Finalmente da equação (2 .10) obtemos: 

- w ~ 
r 

dp o 
dr 

w - m >l 

- wyp v.ç; 
o 

Substituindo os valores de Vlr' v16 e de v1 z em termos 

~ , nas e~uações (2.131 - (2.15) z e o valor de v.t 

(2.161 

(2 .171 

(2 .181 

(2 .191 

em 



termos de p
1 

e t;r em (2 .16} obtemos: 

= i. w kEc + --=!:2:L r....!. a "r 4n L: r -a - (r 

= irdílldr 

w-mQ 

+ 
2im 

(w - m Q) B
1 

= iw k B t; + (w - mQ ) z . z 

·;;. w dB -ç; + ..2:..2l 1 1 
dr"" r 4'11 ·-r 

e 

2 rQ p w 
o 

w -m.\1 

) . 

o r 

ç; + 
r 

2 
r Q w 
w -mil 

14 

1 + m2+k2r 2 B -=._:_:::...,;,:.:c-=..-- lr -

dp /dr 
+wB 0 

Y po 

r 

(2.20) 

(2 .21) 

ç; -r 

Blz J (2.22) 

(2.23) 

As equaçoes (2.17) - (2.23) relacionam portanto as variáveis c "r' 
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Finalmente p1 pode ser eliminado substituindo o seu va­

lor dado por (2.18}_ nas equaçoes (2.171, (2.22) e (2.23). 

Obtemos assim as equações: 

(w-mnl B
1 
=iwkB~+ z z 

2 
+wp~-mp o z o 

+ ---'i'i'"T),__ 
4TT 

B(w- m Q) 
i ky p

0 

w-mQ 

dp 
·O 

dr 

dB 
dr 

+ ~ = - L B B - _9_ t_l_ r 4n lr dr . 4 TT 

e 

m 1 Í.dB 
kr 4iij dr 

Obtivemos então um conjunto de 6 equaçoes para 

~ + r 

dB 
dr 

(2.24) 

BJ.r -

(2 .25) 

( 2 2.6) 

as variáveis 
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~j e alj' j = r, e, z, válidas na camada resistiva e na re­

gião ideal, em geral. O escalonamento dessas equações em ter 

mos de um pequeno parâmetro será feito nos capítulos 2 e 3 

ao serem estudados os modos m = O e m = 1. Vamos prosse-

guir fazendo inicialmente a análise dessas equações na re-

gião magnetohidrodinâmica ideal. 

2.3 - Limite Magnetohidrodinâmico Ideal 

Fora da camada resistiva supo~os que a evo-

lução das grandezas perturbadas não é afetada pela resisti-

vidade do plasma, ou seja,. o campo magnétiçio e "congelado" 

ao fluído. Então fazendo 11 = O, nas equações (2.20) ;:- (2.22), 

obtemos: 

i· 
8 1e = 

e 

-8 1z 
;= 

onde 

F ~ 

i w k B 

F 

r d (l /dr 

F 

B (\7 • t ) 
F 

w - m (l . 

~r' 

8
1r 

w + F 

Da equaçao (2.26) obtemos 

2i 

-p w F + 
. o 

+ i 

i k 

w k 

F 

a'~ 
z 

w 
F 

B 
. - t; 8 

w dB - /dr 
F ~r' 

t; + r 
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-'lll po wF mk 
2 . 

im B 2 ~v ( + B w ) 
t;;z t kr 4rrr F 4rrr F • 

+ + 

li.iF + 
k2 h2 w 

wF + 
k2 B2 w .. Po 41f ·-F- .. 

Po 4'Jf '""'"ii' 

(2. 27) 

onde t;;z é dado por (usando as equações (2.18) e (2.19)e· a equ~ 

ção de equil!briol 
•. 

n 2r E; + YPo (~.a; (r I;, r) + im 
E:.ei Po --r r 

k ~l E;z = (i (2. 28} 
k2 

F w 
Po w F F y p -o 

Substituindo esta equaçao na expressao para a divergência de t, 
temos: '' 

1 a 
E; r) 

im 
E; e l k2 'W n2 

- Po wF(-- --(r + -- - Po r r ar r ,p 
+ 

'V.t; = 
w k2 F -- y p - Po w 
F o 

Temos que calcular o valor da prespao total perturbada 

B Blz 
para substituirmos na Equação (2.16) para 

Essa expressao é dada então por: 

2 
p w (yp + 
o o 

B2 
41T l - YP0 

2 
w 

7 B Blz 
pl + 4 = ------------------

w k2 y -F- p-p wF o o 

E; r 

(2. 29) 

E; • 
r 



Definindo 

__'!!_ k
2 y p - p w F 

F o o 

r ç; 
r 

e multiplicando e dividindo o 19 termo por 

A = ( - p F
2 

+ o 

onde A e C sao equivalentes as quantidades definidas por 

Spies( 20), obtemos: 

+ 

+ 

w 
F 

k 2y 

= 

p - p WF 
o o 

w 
F 

A C 

c ) 

Substituindo (2.28) e (2.29) em (2.27) obtemos 

w (k2 
E' ypo 

im r; e = 

2 m c -2-
d r 

( r I; r 
D 8r 

onde 

D = c 

2 
P

0
F ) 

) + 

2 
+ p 

o 

r 

m 
2 

(-2mp wrl Ar 
- FZ o 

D 

2 F2 
Po n2 

sr r 
r D 

im 

dF --) 
r sr 

18 

(2. 3Q) 

-

(2 .31)_ 
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com 

A expressao para D é equivalente à citada na referência aci 

(20 l ma • 

Substituindo finalmante (2.31) e (2.301 em (2.29), (2.30) e 

(2.31) em (2.16) vem: 

d 
( dr 

onde 

~ = -

+ ~~~·} ( r ~ } = O 
F2 .r 

.. ~ 

Po n2 [ 
+ r D 

, .... 

p • F n o 

(2. 32} 

(2mC + r
2

p
0 

F A nQ} 
} 

Esta equaçao é a mesma equaçao obtida por Spies ( 20l onde 
( 

sua variável ~r é igual a nossa variáv~l r ~r· Spies uti-

liza esta equação para estudar a propriedades do espectro MHD 

ideal num theta-pinch com rotação • Neste trabalho v a 

mos considerar modos que aparecem explicitamente devido ao 

efeito da resistividade do plasma e não modificações introdu~ 

zidas pela resistividade do plasma nos modos descritos por 

Spies. Portanto, nós vamo& considerar w = O (esta'bilid! 

de marginal) ao resolver a equaçao (2.34) na região ideal. 

A frequência do modo será levada em consideração somente na 

camada resistiva e deverá tender para zero no limite n ... O. 
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2. 4 - Equações Magnetohidrodinâmicas para os Modos m = O 

e m = l. Comportamento Assintótico. 

2.4.1 - Modo m = O 

Fazendo m = O em (2.32) obtemos: 

d AC 
dr rD 

onde 

A 
<P =-­r + 

d . [ n 2 -ar Po 

F = w = cte. 

n2 

r 

2 2 D 
Sendo k y p

0 
- p

0 
w =A van, 

<P = 
A --r 

onde A, c e D se reduzem a· 

2 k2 B2 
A = - p w + o 411 

c 
B2 

+ y p ) 2 
= (4ii pow + Y Po o 

e 

k
2 c + 2 4 

D = Po w 

k2 B2 
411 

(2. 3 3) 
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Desprezando os termos de i.nércia e mantendo a veloci 

dade de rotaçao ~ na região ideal vem 

d 
dr 

2 41Tp 
o 

d i; 

dr 
r ) - i; + 

r 

(2 .34) 

Esta equaçao tem um ponto singular em r =r tal que B (r )=O. o (Jl 

Para fazer o casamento das autofunções nas regiÕes ideal e r~ 

sistiva é necessário determinar o comportamento assintótico 

para i;r em torno de r
0

• 

Definindo a variável adimensional 

X 

e 

B 

r - r 
o 

r 
o 

essa equaçao fica: 

d 
dx 

I_ (l + x) x
2 

onde, no entorno 

r 
o = al B2 

o 

e 

4rr 
a 

o y 

di; -

dxr I 

de 

a 
o 

2 
Po 

Po 

r 

~4 

= 

2 
X 

l + X 

r o' 

3 
r 

o 

2 2 2 
C l + k r ( l +x l ) i; + 2x i; + o r r 

(2 • 3 5) 

al e escrito como 

dpo 2 ~2 4rrr 
dr o o 
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É fácil verificar que (2.35) tem urna solução assintótica do 

tipo 

Logo 

s 
i; •o X 

r 

s = 

quando X + 0 onde s é dado por: 

2 
( X + 0) (2. 3 6) 

A solução das equaçoes resistivas portanto deverá ter um com-

portamento assintótico semelhan·te à equação (2. 36) para que 

seja possível o casamento. Esse casamento é discutido no 

capítulo 3, onde é estabelecida a correspondente equaçao de 

autovalor para o modo m = O com ri -;< O. No apêndice A é ob-

tida urna solução da equação (2.35) para as regiÕes onde 

B = cte e B = B x. Esta solução é utilizada para a de­
o 

terminação da taxa de crescimento desse modo para um modelo 

simples da configuração de equilíbrio com campo reverso. 

2.A.2- Modo m = l 

Para o modo m = l, conforme é mostrado no 

capítulo 4, tomamos o limite incompressível. Fazendo, port·a~ 

to, na equação (2.32}, y + oo, temos: 

k2 2 2 Q 2 2 (w2 + k2 r2 s:J2) r Po F d Po 
+ 4 

k2 82 
+r--

F2-
dr 2 

+ k
2 i (po m 

4n 

m
2 

- l + k
2 

r
2 

m2 + k2 r2 

k2 B2 

l~ !;r 
4TI 

J 

+ 

= o (2.37} 
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Considerando somente m2 
>;> k

2 
r

2
, ou seja, o limite de gran­

de comprimento onda, para m
2 I O, a equação (2.37) reduz-

-se a 

d 
+r dr Ç, = o 

r 
(2 .38) 

Esta equaçao é a mesma que a usada por Freidberg e Pearstein C2ll 

em sua análise cinética de instabilidades rotacionais em 

e-pinches no limite de frequência de arrasto nula. 

Vamos considerar instabilidades que surgem 

somente do ponto de acumulação (20) F = O, devido ao efei­

to da resistividade. Vamos então fazer F = O e desprezar os . 
termos de inércia. ~ fácil verificar que isto é válido so-

mente se n2 << 
2 k2 v2 onde VA é a velocidade de Alfvén, m A 

definida por: 

v2 = 
B2 

A 4rrp 
o 

A equaçao resultante tem um ponto singular onde B =O. Pr5-

ximo a esse ponto singular, .tal como visto para 

m = O, o campo magnético é dado por 

B = (r dB ) X 
dr 

o modo 

Então para x + O, 2 das soluções de (2.38) 
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comportam-se como 

(.2. 391 

e 

<;r2 :: + c4 2n x (.2. 40 l 

onde c
1

, c2 , c3 e c4 sao constantes. 

As soluções nao têm um comportamento oscilató-

rio próximo da singularidade 

tável para o modo ideal (. 22 >. 
e o sistema é marginalmente es-

Tal como a equaçao equiva-

lente para o modo m = O, resolvemos também a equação C2.38l 

no apêndice B para o nosso modelo de configuração de campo 

reverso. 



25 

CAPÍTULO 3 

Modo m = O Resistivo em Configurações de Campo Reverso 

Neste capítulo mostramos que em configurações de 

campo reverso, incluindo o efeito da rotação do plasma, o modo 

m = O se reduz ao modo "tearing" usual somente no limite de 

rotação nula( 23 ). 

Para um valor finito da rotação, o plasma torna-

se compressional, com sua taxa de crescimento proporcional à p~ 

tência l da resistividade do plasma. O modo m = O é relevan-
3 

te porque é estável no limite MHD ideal, ao contrário do mo 

do m = 1, descrito no capítulo 4, que é instável mesmo no limi 

te MHD ideal( 24 ). Resolvemos pelo método de teoria de camada 

limite as equaçoes resistivas para o modo m = O com n = O e 

O + O, realizando o casamento assintótico com as correspondentes 

soluções ideais descritas no capítulo 2. As equações obtidas p~ 

r a o modo compressivo são resolvidas numericamente para determf 

nados valores experimentais de parâmetros do plasma e é feita 

uma analogia desse modo com o modo gravitacional resistivo em 

uma "fatia de plasma" no apêndice D. Obtivemos também uma solu 

çao analítica para o caso em que existem fortes gradientes de 

campo dentro da camada resistiva. O modo "tearing" usual, com 

rotação nula, cuja taxa de crescimento é proporcional a potência 

3 da resistividade, é resolvido na "aproximação de 1/J - constan 
5 ( 25) te" , sendo calculada a sua razao de crescimento que é bem 

menor que a correspondente ao modo rotacional compressivo. 

Portanto a compressibilidade do plasma desempe-

nha um papel importante para o modo resistivo m = O. 
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3.1 - Equações Resistivas para o Modo m = O 

No estudo do modo m = O fazemos a hipótese de 

rotação rígida (Q = cte), 

nita da coluna de plasma. 

Portanto, 

(2.16)' (2.23) reduzem-se 

ik = 
41! 

2 1 dB 8
1r pow l:;z = 

41! dr 
•· 

8lr 
ikBt; + in [; = r 41TW 

8
1e 

= ikBt;
8 

+ in 
[~ 41TW 

8 1z ikBI:; + 
Bpl 

+ B = z YP0 

+ in 
[~ 

a aBlz 
r 

41TW ar ar 

mantendo porém a compressibilidade fi 

fazendo 

a: 

o dQ 
m = e 

dr 

dp 
l - r n2 . o " 

dr "r 

- ik pl 

= 

a aBlr 
l+k

2
r

2 J r---
r2 

8
1r ar ar 

o' 

a a8 1e l+k2r 2 
8

1e J r 2 ar ar r 

dpo I:; r dB 
I:; r + 

dr YP0 dr 

- k
2
B J lz 

as equaçoes 

dp /dr!:; o r = 

( 3 .1) 

(3.2) 

( 3. 3) 

( 3. 4) 

( 3. 5) 

(3.6) 

=-i:; 
r YP íl. ! o 

( 3. 7) 
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Sendo 

... 1 2. V.F, = (rf, ) + ikf, ( 3. 8) 
<lr r z 

r 

e 
... 1 (l <lBlr 

ikBlz ( 3. 9) V.B1 = (r --) + = o 
r Clr <lr 

O modo m = O nao introduz dependência das grandezas perturba­

das em e, mantendo a simetria de rotação da coluna de plasma no 

equilíbrio. Portanto a componente se da perturbação introduz a 

penas um deslocamento angular numa direção ignorável. Para sim 

plificar a algebra, podemos então supor se = o. 

Vamos substituir os valores de 

na equaçao (3.1), sendo que em 

por (3.3). 

Efetuando essa álgebra obtemos 

p1 e Blz dado por (3. 7) e (3.9) 

(3.7) usamos o valor de F, dado 
z 

d 

dr 
(ri; l + 

r 

k
2dp

0 
I .dr 

2 2 
P w -k YP o o 

dpo 
[, }+ 

dr r 

d ik dB/dr 

dr 
{ YP

0 2 2 
4'1T (p w -k yp ) o o 

ikrp n2 dB/dr 
o 

2 2 
4'1T ( p w -k YP ) 

o o 

(3.10) 

Esta equaçao so envolve as variáveis f,r e Blr' 



28 

representando as componentes radiais da velocidade do fluido e 

do campo magnético. Combinando-a com a equaçao (3.4) obtemos o 

sistema básico de equações na camada resistiva para o modo 

m = O. vamos escrever essas equações em variáveis adimensionais 

escalonando as diferentes grandezas em termos do pequeno parâ-

metro E definido em termos de tempo caracteristico MHD 'H da 

do por 

r r !41T;) 
T = o o o 

H VA (r dB) 
dr r 

o 

e do tempo caracteristico resistivo TR definido por 

= 
2 4,-r 
o 

11 

através da equaçao 

E = << l 

(3.11) 

(3.12) 

(3.13) 

A quantidade 6, que representa a espessura, sera defindÇt por 

b = E 

Em termos do parâmetro E as outras grandezas serao representa-

das por 

sendo 

= -ikr 
o 

(r dB) 
dr ro 

( 3 .15) 

c te (3.16) 
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Dentro da camada o campo B é representado pelo primeiro termo 

de expansão em série de Taylor, B 

B 

e 

= B 6x 
o 

A equaçao ( 3. 16) , e 

X = 
r-r 

o 

o r o 

apropriada 

corno e usual para o modo tearing. 

(r ) = O, por 
o 

(3.17) 

para uma solução com ~ ~ cte, 
r 

Com as definiçÕes acima é possível escrever as equações (3.4) e 

(3.10) na forma 

h 
~o + E ~rl = 

l-a 

A 

e 

+ 

b-c l-a-2b+h 

A 
- E X~ + 

r 
E 

l-a+h 

A 

2 2 
o o - ( 

[ 

P \l r 

YP
0 

r dp 
p dr J 2b-2a 

) . E 

b+c+d 
X 

+ .:;E __ _ 

2yS 

r o 

d~lr 

dx 
+ 

( 3. 18) 

( 3. 19) 
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onde 

81Tp 2a 
o >> E: s = 2 k2r2 

(r dB) o 
dr r

0 

1 Os termos proporcionais as diferentes potências de sao os 
A 

termos que se anulam quando n + O. 

Para balancear os termos que predominam nas equaçoes (3.18) e 

(3.19) vamos obrigar que 

b - c = 1 - a - 2b ~ h = O (3.20) 

A ordem dos termos predominantes na equaçao (3.19) d~ 

pende de quando 0 = O ou 0 * O. Na próxima seção estudaremos 

o caso em que 0 = O, que nos levará ao modo "tearing" usual. 

3. 2 - Modo "tearing" Resistivo m O 

Para 0 = O ê fácil ver que a equaç~o (3,20) ê 

satisfeita e os termos que predominam em (3.19) são equilibrados 

se 

a = 
3 

5 
b = c = h = 

2 

5 

Neste caso as equaçoes (3.18) 3 (3.19) reduzem-se 



simplesmente a 

= 

com 

2 
(J = 

2 
(J 1jJ X 

o 

1 

A 
(kr ) 2 

o 

31 

( 3. 21) 

A taxa de crescimento desse modo varia com a P2 

• . 3 d 
tenc~a - a 

5 
"tearing". 

resistividade do plasma como é comum para o modo 

A equaçao (3.21) é análoga à obtida por Basu e 

Coppi <25 l no estudo do modo de reconexão. Seg\)inélo o tratamen-

to descrito nessa referência, vamos fazer transformações do ti 

po 

= = 

sendo 

1 2 
Z = G X 

2 

y (z) -z e 

Obtemos então a equaçao 

1 1 ra 112 z z y"-(2z - -) y' -- y = f ~ z e 
2 2 2 

a qual admite uma solução particular da forma 

onde o expoente a, o contorno c e a função V (t) tem que ser 

determinados 

Efetuando a álgebra necessária obtemos uma solu 

çao do tipo 
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1 J1 
2 -1/4 2 

2 
crx 

0

dt(l-t) exp(-l/2crtx) (3.22) 

Fora da camada singular o campo magnético pertuE 

bado e dado por 

1jJ = -xt; 

A descontinuidade em (d1jJ/dx)/1jJ através de x =O 

é então dada por 

. t:.' = (dljJ/dx) /ljJ I 
x ~ o+ 

- (dljJ/dx) jljJ I . 
X ~ 0 

(3.23) 

As condições apropriadas de casamento para as so 

luções da equaçao resistiva sao 

e 

onde 

= 

X _., -oo 

r-r o e 

= 

= 

X ~ 0 

r-r __ o 
or

0 

Combinando (3.24) e (3.25) obtemos 

Usando a expansao 

= 1jl o 

= t:.' 

(3.24) 

(3.25) 

= X 

(3.26) 



obtemos 

onde usamos 

Como 

1jlo = 

resulta 

X 
e 

- XI; 
r 

A L [1 + X 

= 

= 

+ l 

A 

ll'1jl 
o 

ox 

d21jJ 
lr 

dx
2 

i; r J 
1jlo 

dx 

com i;r dado por (3.22). 

= ll' 

Substituindo (3.22) em (3.27) temos 

ll' = 1\I 

onde 

Definindo 

2 í 2 
u = 2 ox t t z 

l/2 

e usando a relação 

dx = 

onde 2F1 representa a série hipergeométrica 

00 

(a) (b) 
n n 

(c) 
n 

= I 
n=O 

n 
X 

n! 
(a) 

n 
= 

r (a+n) 

r (a) 

33 

(3.27) 
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e 

I arg(l + Bul I <n Re)J > o 

achamos 

I = /i. o { r< 3/4 l }2 

Portanto a nossa equaçao de autovalor fica 

A n o 
{ r< 3/4 l }2 = t:.' 

Usando 1 (kr l o = 
r~~ o 

obtemos finalmente 

(3.28) 

com = { r(3/4) }2 
•· 

A taxa de crescimento desse modo y é dada por 

y = - iw = f ( t:. ' ) 

O salto na derivada logaritmica t:.' será calcu-

lado pelo uso apropriado das condições de contorno para o nosso 

problema da configuração de campo reverso nos pontos onde o 

campo magnético inicia e termina a sua variação linear de acor 

do =n o que será descri to no apéndice A. 

3.3- Modo Resistivo m =O Compressivel 

Para n + O a equaçao (3.20) é satisfeita e os 



termos que predominam em (3.19) sao equilibrados se 

1)!0 = h = o 

e 

a = b 

Neste caso as equaçoes (3.18) e (3.19) reduzem-se a 

e 

= - xi; 
r 

r dp 
o o 

(-dr dr 
o o 

+ 1 
X 

35 

(3.29) 

(3.30) 

Aqui usamos a equaçao de equil!brio no ponto r (B(r )=O) para o o 

escrever 

2 
P >l r o o 

Estamos considerando portanto um modo resistivo 

m =O, compress!vel, com >l tO, que não é descrito pela aproxim~ 

çao de "1)!- constante". Antes de calcular sua taxa'de crescimen 

to, vemos que ela é proporcional à potência ~ da resistividade 

do plasma. Portanto podemos ver que essa taxa é bem maior que 

a do modo "tesring" usual, estudado na seção anterior. 

Representando as taxas para n ;. O e n = O respe~ 

tivamente por y(>J) e y
0 

é fácil ver que sendo 

y = - iw = 

vem 

= = 
-4/15 

E >> 1 



e é claro que a compressibilidade desempenha um papel importan-

te para este modo. 

O modo m = O tem um deslocamento paralelo à su 

perfície da mesma ordem que o deslocamento radial como se ve a 

partir das equações (3.3), (3.7) e (3.15) que fornecem a rela-

çao, em mais baixa ordem em s, 

= 

ou seja 

i ( 1 
k ypo 

+ 
1 -r a ri; ) 

ar r 

Vemos portanto que c está 90° fora de fase com i; • Do mes-sz r 

d B est ~ f B 90° fora de fase com mo mo o vemos que lz a em ase e lr . 

i; • 
r 

A perturbação 

plasma desde um ponto onde 
. 

t;z na camada resistiva desloca o 

i; = O até o próximo ponto nulo 
·Z 

e este deslocamento é acompanhado por um deslocamento nulo na 

direção azimutal devido à nossa hipótese t;
8 

= O, tal que o modo 

permanece compressível e ilhas circulares são formadas. 

Um representação esquemática da perturbação na 

camada resistiva é indicada na figura 3.1. 

Vamos agora verificar o comportamento assintóti-

co das soluções das equações (3.29) e (3.30) quando x ~ oo para 
' 

verificarmos a possibilidade de casamento com a solução da re 

gião ideal quando x ~O, vista no capitulo 2, para ser esta-

belecida a respectiva equação de autovalor. 

Definindo 

M = [ Y:oo 

dp __ o 

dr 
o 

dpo J 
dr o 



escrevemos 

+ 

' 

M t;r 

= - xt; r 

= 

+ 1 
X 

Este sistema é equivalente a equaçao 

d4~ 
r 

--4-
dx 

+ (-
A 

Quando X 

é~ r 2 
--4-

dx X 

2 
d3~ 

2 1 k2 2 2 r ( - --3 + 2- + X A r
0

x 
dx X 

X -
dt; 

2M) _.E + (2M_ 
x dx 2 MA) t; 

r 
X 

_,. 00 esta equaçao se reduz 

d3~ k
2
r; d2~ 2k2 2 

r r r o 
-3-- -A- dx2 - A X 

dx 
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em ~r 

d2~ 
M- A ) r 

--2 + 
dx 

= o (3. 31) 

a 

dt; r MAt;r = o (3.32) 
dx -

Vamos tentar uma solução do tipo t;r - xs para compararmos com 

as soluções da região ideal. 

~ fácil verificar que isto ocorre para 

~ o s = ----------~~ 
-1 + 

2 

- 1 + 
= 

I 
2 

l-4b 
1 

Na região MHD ideal, vimos pela equaçao ( 2.36), que 

do x-+ O, 

s = 

s 
t;r - x com 

- 1 + 

2 

- 4a 1 

(3. 33) 

quan-



e 

( 

2 4 3 4rrp n r:· 
o o 
ypo 

Temos que mostrar então que a
1 

= b
1 

Substituindo 

e 

dpo 
dr o 

obtem~ se 

= 

= 
r 

o 
B2 

o 

= 

2 
p n r o o 

1/2 r (4Tip ) 
o o 

no valor de 

4Tip ( o ' 
2 

p n r o o 

( 

dp 
o 

dr ) 
o 

dado 

dp 
o 

dr
0 

) 

por (3.33) 

dp 
o 

dr ) 
o 

= 

38 

Portanto duas soluções das equaçoes resistivas têm o comport! 

mente apropriado para casar assintoticamente com as soluções 

para i; (x) 
r 

na região ideal. 

Para determinar o comportamento assintótico das 

outras duas soluções vamos supor que 

Também e fácil verificar que as soluções sao o):2 

tidas para 

b = 2 e a = + - kr __ o_ 

2n 
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As 4 soluções assintóticas para as equaçoes r e-

sistivas sao então 
x2 2 kr kr x o o 

sl 52 2 n 2 rA 
ç;rl X ; ç;r2- X ç; r3 - e et; r4 - e 

Para detenninar o autovalor A vamos escrever a 

solução ideal como 

= X o 

e a solução resistiva como 

s 

t;R = {:1 X 1 + X 00 

onde sao constantes arbitrárias 

estão relacionados por 

= 

Logo 

t;MHD = 

r - r 
o 

r 
o 

cl 

= 

6 
sl 

ox 

sl 
X + c2 

A condição de casamento implica 

sl sl 52 52 
cl O X + c

2
o X 

onde, para esse modo, 

'H )l/3 

'R 

= 

s s 
6 2 2 

X 

c
1

x 
sl 

a:2x 
52 

+ 

(3.35) 

(3. 36) 

e e x 
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Fazendo 
s 

cl 8 1 = cl 

e 
s2 

c2 = c2 8 

obtemos 

cl sl-s2 cl 

c; = ê 
c2 

ou 

cl b(s1 - s2) cl (3.36)1 

q:2 
= E 

c2 

Como o autovalor A foi suposto de ordem 1, a 

razao de crescimento do modo será dada por 

y = 
T -1 

H ) 1/3 - iw - ( • TH 
TR 

Na equaçao (3.36) a razao fica constante 

na região assintótica e depende do autovalor. Na próxima seçao 

é feita a solução numérica das equações (3.29) - (3.30) e no 

apêndice B a determinação da razao 
cl 

c2 
para um modelo de con-

figuração de campo reverso e a determinação para esse modelo 

da taxa de crescimento. 

No apêndice D veremos que o modo m = O compre~ 

sivo é análogo a um modo gravitacional resistivo em uma "fatia 

de plasma" e faremos uma analogia entre a aceleração gravitaci2 

nal g e a velocidade de rotação n da coluna de plasma. 

Vamos obter agora para o modo m -= O uma so-

lução e:Xata. 
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Como as equaçoes resistivas têm uma solução as-

sintética 

I; r e 

2 kr x 
o 

2 n 

que decai rapidamente dentro da camada resistiva ê possível en 

contrar um modo localizado que não precisa casar com a solução 

MHD ideal externa. Para isso vamos supor na equação para 1/Jr 

que 

<< 1 
A 

porque estamos procurando um modo com fortes gradientes dentro 

da camada resistiva. 

Então a equaçao para 1/Jr fica 

1 
d21fJ 

xl;r = A 
__ r 

dx
2 

Substituindo-a em (3.29) achamos 

d2~ 
k2 2 Ml 2 r 

+L ) l;r o 
dx

2 r o 
A2 

= 
A 

(3. 37) 

onde 

n2 2 r dp r dpo 
Ml = - o o o 

TH YP 0 
dr Po dr 

o o 

Esta equaçao pode ser transformada na equação 

de Schr5dinqer para o oscilador harmónico de tal modo que a 

solução I; r 
~ 

para e obtida em termos de polinÓmios de Hermite 

como kr 2 o 2 X kr x 
21Ã H( 

__ o_ 
(3.38) e 

F;r = 2/Ã 
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onde 

[ - n inteiro ( 3. 39) 

-e a razao de crescimento e dada por 

y - iw = [-

Vemos erre 
2/3 

y a(kr ) , ou seja, aumentando k, ou . o 

diminuindo o comprimento de onda do modo, cresce a taxa de cres 

cimento da instabilidade. 

3.4 - Solução Númerica das Equações do Modo m = O Resistivo 

Compressível 

- -As equaçoes (3.29) e (3.30) sao resolvidas nu-

mericamente usando um programa Fortran que contém uma subroti-

na chamada ODE (para a solução de equações diferenciais ordiná-

rias) . As condiçÕes. iniciais são divididas em 2 casos: 
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l) ç par e lj!r impar 
r 

t; ( o ) = l t;' (O) = o r r 

ljJ (o) = o ljJ' (o) = B r r 

2) r; impar e lj!r par 
r 

t; ( o) = o ; i; ( o ) = B r r 

ljJ (o) = l ljJ ' (o) = o r r 

Para o cálculo de M fazemos 

"'H = l k2r2 = o.o1 o 

e 

r dp r dp 
o o o o o. 4 dr = -

YP
0 Po dr 

o o 

O valor de y ( cte adiabática) e tomado como sendo y = 5 

3 
Para 

o autovalor A, que na análise teórica e suposto de ordem l, f~ 

zernos variaçoes desde A = 0.2 até 2.0 e também alguns valores 

particulares corno A= 5.0; lO; 15. 

Na solução numérica o valor de B é variado a 

té a solucão apresentar um comportamento assintótico compatível 
, ' 

com o da região ideal onde r; - xs e s é dado por (3.33). 
r 

Portanto é possível fazer um gráfico da incli-

naçao da autofunção irnpar, B, em função do autovalor., como é mos 

trado nas figuras 3-2 e 3-3. 

Para cada autovalor e calculada a razao que 

aparece na equação (3.36). Para isto é fácil ver que se adrni-

tirrnos a expansao (3.35) podemos escrever 

+ a:2 t;r2 



44 

com 

e 

válida na região assintótica. 

Isso implica que a razao 
cl 
<1:2 

pode ser escrita na forma 

= (3.40) 

~ verificado na solução numérica que para cada 
cl 

A, C 
2 

pontos 

fica cohstante quando ~ 
C r 

- ~ . 1 da soluçao numer1ca C 
2 

s - x , sendo que nos 

volta a variar passando 

dominar então a solução do tipo exponencial, ou seja, 

kr x 2 
+ o 

2ÍÃ e 

Portanto podemos fazer um gráfico da 

Últimos 

a pr~ 

razao· 

em função do autovalor A, para ~ impar e ~par, como mos-

nas figuras 3-4 e 3-5. 

G: 
Interpretando esses gráficos vemos que ~ fica 

c2 
praticamente constante em relação ao autovalor para A em torno 

de 1 no caso de i impar ( A E [O, 8 ; 1, 2 J ) e ~ par ( A E 

[o,s ; 1,0 J ) in.dicando que o conjunto de autovalores asso­

ciados ao "matching" ou casamento assintótico está em torno de 

A = 1, o que concorda com a análise teórica onde A foi ss 
posto de ordem 1. 

Final~ente ~ostra~os nas figuras 3-6 a 3-13 os 
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gráficos das autofunções s e ~. com as paridades definidas,p~ 

ra o caso em que 

assintótica onde 

A = 1,0, mostrando a região de convergência 
sl 

Sr - X e para 2 valores de s 1 . 

~ 2 2 
Variamos tarnbem os valores de k r desde 0,05 

o 

até 1,00, e na figura 3-14, mostramos as respectivas variações 
«:1 

de -- em função de A, para autofunções ímpares, na faixa de 
«:2 

autovalores onde ê melhor a convergência assintótica .. 

Vemos que a medida que k aumenta, cresce o au 

tovalor A e portanto a taxa de crescimento y, dada por 
TH 1/3 -1 

y = ( -- ) A TH A ê determinado diretamente a partir do 
TR C 

cálculo de -1, que depende do modelo usado para a configuração, 
c2 

como é 
«:1 

visto no apêndice A, fazendo a interseção das curvas de 

1!:2 
(A) obtidas do cálculo numérico com o valor 

cl 
de·-- calcula­

c2 
do nesse apêndice e que depende também das condições experime~ 

tais. 
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Figura 3.1 - Representação do modo resistivo m = O em config~ 
ração de campo reverso sem cizalhamento. O deslo 

camento perturbado ~z é da mesma ordem que o cor 

respondente na direção radial. são mostradas tam 

bém as fases relativas das componentes das pe~ 

turbações do fluido e do campo magnético. 
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CAPÍTULO 4 

Instabilidades Rotacionais no Modo Kink Resistivo 

Introdução 

Neste capitulo fazemos uso das equaçoes gerais 

obtidas no capitulo 2 para estudar o modo "kink" interno resis 

tivo m = 1, no limite de incompressibilidade, rotação rigida 

e grande comprimento de onda. 

Tal como o modo m = O, fazemos o casamento a~ 

sintético das equações resistivas com as correspondentes solu 

ções ideais para obtermos a taxa de crescimento das instabili-

dades. 

A análise mostra que o modo m = 1 é instável, 

que a rotação somente introduz um deslocamento Doppler na fre 

quência e que não é um fatoE estabilizante como proposto por 

Eberhagen et al(?). 

~ bem conhecido que um modo m= 1 aparece em 

- ( 26) descargas em e - pinches depois da fase de compressao . Em 

bora este modo possa ser originado somente pela rotação do pla~ 

ma( 24 l' (2?), ele pode ser consequência de um modo resistivo 

m = 1 ocorrido na fase de compressão da descarga. Este modo tam 

d . . - . 1 d i t' uma taxa e cresc~mento que var~a com a potenc~a } a res s ~-

vidade do plasma e os correspondentes deslocamentos perturbados 

paralelos às linhas de campo são muito maiores que os perpe!!. 

diculares na região resistiva. Isto pode levar à quebrà da co 

luna de plasma em muitos anéis e pode ser o mecanismo causa-

dor da instabilidade m =1 observada nas descargas em & - pin-

ches. 
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Calculamos a taxa de crescimento desse modo P!! 

ra dados experimentais descritos na literatura na última· seção 

deste capítulo. 

4.1 - Obtenção das Equações Resistivas para o Modo Kink m = 1 

Faremos uso da hipótese de incompressibilidade 

do plasma 
+ 

(V .. ~ = o ou 1 O), que é válida para os modos 
y 

que estamos considerando( 3)' ( 20), além da hipótese de rotação 

rígida ( ~~ = O ) , nas equações gerais descritas no 

lo 2. Portanto a equaçao (2.25) se reduz a 

2 - w p ~ + mp wnç; + 2ip wnç;
8 

+ osr o r o -

2 rn w 
w - mn = 

= 
ik d BB -
411 lr dr [ 

BBlz 1 1 
4TT + ik (411 dBdr Bl + w2p ç; - mp wnç; ) J r o z o z 

ou 

- iw(w- mn) (kp ç; + i--ª-(p ç; )) - 2w0p kç; + 
o r dr o z o e 

0kr dp 1 
[ k2BBlr + 

d + iwn o 
ç;r (ikBBlz + = dr w - mn dr 411 

A equaçao (2.26) pode ser escrita como 

- iw (w - mn) = 

1 I k2BB18 
mk 

BBlz + im dB 
Blr)] = dr 411 r r 

Aplicando o operador ( 
i 1 d agora 
k dr r r 

( 4. l) o operador 
m ( 4. 2) equaçao e ( kr a equaçao e em 

capÍt_!! 

dB B ) J 
dr lr 

( 4 .1) 

( 4. 2) 

) a 

seguida 



substraindo-as membro a membro obtemos: 

1 
- w (w - mn) <:r 

m mn + 2wnp t;
8 

- iwn ----r w-mn 

+ 

iro c < 2 o ,.., .1 Pc, ,- l.W"-r r r 

dp c = 
dr "r 

1 
41! 

1 
r 
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+ 

+ 

( 4. 3) 

Usando-se as hipóteses mencionadas no início 

desta seçao, as equações (2.20), (2.21) é (2.22) tornam-se 

(w - mn) Bl = ikBwi; + in [~ 
d ( 

dBlr 
) 41! dr r 

~ r r 

m2+ 1 + k2r2 
m 

Ble] B - 2i 2 lr 2 r r 
( 4. 4) 

(w - mn>B18 ikBwi;
8 

+ in [~ 
d ( 

dBle 
) = dr r ""'d'r -41! 

( 4. 5) 

e 

(w - mn) Blz ikBwl;z 
dB 

I; r + = w dr 

in [~ 
d dBlz m2+ k 2r 2 

B~z] + ( ) -411 dr r 
~ 2 r 

(4.o) 

As equaçoes (4.1), (4.6), obtidas a partir de 

nosso tratamento geral na camada resistiva, são portanto equ! 

' valentes às obtidas em nosso estudo inicial do modo kink m = 
= 1( 2B) quando usamos o tratamento comum para modos incompre~ 

síveis, que consiste em aplicar o operador Vx aos membros da 
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equaçao de movimento (2.1). 

Podemos observar também que tomando o limite 

n -+ O nas equaçoes ( 4. 4) , ( 4. 6) , substituindo as expressoes 

resultantes para Blr' B
18 

e B
12 

nas equaçoes (4,1), (4.3), el_:i: 

minando as componentes ~ 8 e ~z' e fazendo a aproximação 

2 2 2 - ~ 8 k r << m , obtemos tambem a equaçao (2.3 ) obtida a partir de 

nosso tratamento geral na região magnetohidrodinamica ideal. 

4.2 - Ordenamento das EquaçÕes da Camada Resistiva 

Na camada resistiva consideraremos dx1/dr >> x1/r, 

onde x
1 

representa qualquer grandeza perturbada, e B como da 

do na equação (2.21). 

Agora para o modo m = 1 vamos definir o tempo c~ 

racterístico hidromagnético por TH = (kVA)-l onde VA é veloci­

dade de Alfven definida como 

Tal como no modo m = 

região resistiva é dado por 
' 

é dada por b 
O = E • 

TH 
E = 

Definimos a variável 

seja de ordem 1 nessa camada. 

O, o pequeno parâmetro na 

<< 1. A largura da camada 

X = 
r - r· 

o 
ôr 

o 
e supomos que 

As variáveis de camada serao escritas também em 

termos de quantidades adimensionais por: 

w - m0 = cr . ai\ -1 
lE TH ( 4. 7) 
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B1r 
c 

ljlr c 

i kr ( 
dB 

B1e = - r dr o )r 
w d 

We ( 4. 8) c o o 

e 
Wz B1z c 

r . 
t; = r t; 

I t;e = roc t;e I t;z = r cg t; (4.9) 
r o r o z' 

onde 

A - ljlr - we - ljlz - I; r - t;e - t;z - X - e < 1 J 

Em termos dessas quantidades, as equaçoes (4.1), (4.6) 

tornam-se: 

2a 
E 

+ (E 
p 

( 4 .10) 

s!e.)r t; - .;...__]! kr c t; + 
·J 2rlT a+ f. 

droz A o e 

c -b d .-2b.+c dljlr 
( kr E xljl + i E .. ".(xljl ) + e: k _._ ) ( 4 .11) o r UA z r ~ 

o 

2 
[ 

f d • f-b dt;e . • J 251TH a ca c(Epdrpl t;+c --i.rni; +--c 
r e dx r A 

o 

íhH a+f 
+ 2i -- c 

A 
- i r 

p 

".2 2 .. TH 
-- mt; 2 r 

= 



e 

b d-b d imEcl}J ) E (E (xl}Je) = -
112 dx r 

l-a-2b 2 
b-c 

. .. d l}J 

l}Jr xi; + 
E -(--r = -E 

r A dx2 

2 . 2b+d-c ,,, ) 
- ~mE "' e 

2 . 2b+c-d,,, ) 
+ ~mE "' r 

b- • 
'" = -E efgxi; 

-e · l-a-2b 

"'z z 
+ i _E_ t; + -.E __ _ 

kr
0 

r 
11 
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( 4 .12) 

- (m2+ 1 + k2r;}E2b l}Jr 

( 4 .13) 

(4.14) 

(4 .15) 

O ordenament~ como vimos é feito obrigando que 

os termos que se anulam quandà n + O, tornem-se de ordem um. 

colha 

e 

~ fácil ver que isso pode ser feito com a es 

a=b=c= 

1 
f=g=--

3 

1 
3 

d = e = O 

(4.16) 

Com esta escolha, segue que 

Blz 
B· 
lr 

E -1/3 >> 1 

Estas relações seguem direto do fato de que o 

modo permanece incompressível na camada resistiva. Podemos ve 

rificar facilmente das equações (4.10), (4 12) que ~ e ~ sao · "z "r 
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funções pares quando ~e é Ímpar, e que 

na região magnetohidrodinâmica ideal. 

~z ~e r- - kr0 << l e r-
r r 

Então a perturbação 

tal que o fluido no volume interior à superficie r = r tende 
o 

l 

e 

a se deslocar radialmente e a ser redistribuido no interior da 

camada resistiva formando ilhas magnéticas finas e alongadas. 

2 2 2 2 2 
Tomando o limite n 'H - k r << m e usando o or o -

denamento (4.16), as equações (4.10), (4.15) reduzem-se à ordem 

mais baixa em s a 

d2~ 
X 

d21); 
r r 

--2-
1\2 

--2 
dx dx 

(4.17) 

e 

l 
d21); 

1)Jr = -x~ + r 
r 

[\ dx
2 (4.18) 

Este sistema de equaçoes e o do modo kink interno 

. . . l - - h . ( l3) reslstlvo, CuJa so uçao e bem con eclda . 

Uma solução exata é dada por ~ = cte e 
r 

- l x + oo existe uma soluçao que comporta-se como ~ - -
r x 

quando 

Logo o casamento assintótico com as soluções da 

região ideal, (2.42) e (2.43), pode ser feito. 

da por 

Como 

Para l\ - l, temos o = i )l/3,-l 

H 

A taxa de crescimento da instabilidade, y, e da 

'H ) l/3 -1 -i(w- 0)- ( 'H 
'R 

l 
'R a , temos que 

l/3 
Y - n . 

n 

A taxa de crescimento varia com a potência 
l 

3 
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da resistividade como no caso do modo kink interno resistivo 

- (13) 
sem rotaçao. Entretanto neste modo l;z << l;r tanto na região 

resistiva como na ideal, enquanto que no nosso caso l;z >> l;r na 

região resistiva e l;z << ~ na região ideal. 
"r 

A rotação da coluna do plasma não estabiliza o mo 

do e somente introduz um deslocamento Doppler na frequência ou 

seja 

(4.15) 

w = n +iA ( 'H/T ) l/3 ,-l 
r H 

Poderíamos tentar ordenar as equaçoes (4.10) 

fazendo I; ser da ordem de z 
(kr ) I; como na região MHD 

o r 
ideal; para isso faríamos g =O em (4.16). Isto levaria ao roes 

mo escalonamento para a taxa de crescimento sob a condição de 

que 

)/A1/J « 1 z 

estas relações sao válidas apenas na região ideal, e devido a 

esta restrição este escalonamento não será usado. 

4.3- Casamento Assintótico e Equação de Autovalor 

Devido ao ordenamento, o valor de m nao aparece 

explicitamente nas equações resistivas relevantes (4.17) e (4.18). 

Também a solução dessas equações casam-se assintoticarnente às 

soluções ideais, quando 

pois supusemos k
2

r
2 

<< 

x + O, para qualquer valor de m ~ O, 

2 
m Vimos no capitulo anterior que o 

modo m = O tem uma taxa de crescimento bem menor que a do modo 

m = 1 para o modo "tearing" resistivo sem rotação, mas que e 

xiste um modo m= O com rotação e compressível que tem uma taxa 
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l 
de crescimento que também escalona com a potência 

3 
da resisti-

vidade. 

Voltando ao nosso modo m = 1 incompressível, as-

sociado a uma estrutura radial ~ sem nodos (n = O), estamos s_u r . 

pondo que efeitos de raio de Larmor finito são menos importan-

tes que para o caso em que m ~ 2. 

-Vamos reescrever as equaçoes (2.39) e (2.40) co 

mo 

~MHD ~ ( l 
c (4.19) - +-

o xM) X + o 

onde E, o c - ctes õx e sao e XM = 

Então 

1 dE, r) - c 
~ -2 
E, o dx x + o 

õx 

A solução de (4.17) e (4.18) foi obtida analiti­

camente por Coppi e outros(+ 3 l e e dada assintoticamente por 

1 

X = 1 

dx 
X 

dX 
dx J

-l 

(31\
2
-5) /4 l/2 X 

y (l+y) exp(- ;l\112 

( 4. 20) 

1-y ) 
l+y 

(4.21) 

Substituindo (4.21) em (4.20) e calculando a in-

( 2 8) 
tegral , obtemos a equação de autovalor: 

r[% (11
3

/
2
-ll J 

F(l\) = I\ 5/4 

r [% (I\ 3/2 +5l J = (4.22) 
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A constante C é determinada resolvendo a equaçao 

~lliD ideal (2.38) fora da camada resistiva para o nosso modelo 

de configuração de campo reverso como será visto no apêndice B. 

Então para valores de TH e T. , obtidos por análi 
R -

se de dados experimentais relativos a instabilidades rotacionais 

em e - pinches com m = l, A pode ser determinado facilmente a 

partir de (4.22). Notemos que para o valor particular A= l cor 

responde a C = O. 

Na próxima seção usando os resultados do apêndi-

ce B faremos a análise de alguns dados experimentais. 

4.4 -Análise e Interpretação de Resultados para o Modo m = l 

Resistivo 

Este modo, como vimos, tem um grande deslocamen­

to paralelo a superfície no.interior da camada resistiva, ou s~ 

ja, ~8' ~z >> ~ • Das equaçoes (4.10), (4.15) 
r 

(4.17) e (4.18) 

vemos que B12 está em fase com ~r e Blr e ~z 

fase com ~ . 

- o estao 90 fora de 

r 

A grande perturbação ~z na camada resistiva des 

loca o plasma desde um ponto onde ~z O até o prÓximo ponto n~ 

lo como mostrado na figura 4.1. Este deslocamento é também acom 

panhado de um grande deslocamento na direção azimutal, tal que 

o modo permanece incompressível, e ilhas magnéticas helicoidais 

são formadas. Este ·modo não é a versão resistiva do modo magnet9. 

hidrodinâmico ideal discutido por Freidberg e W 
(24). 

esson 

O modo ideal é instável pela energia livre rota-

d . . d d "d d (19) ,(24). cional associada a um gra lente negatlVO e ensl a e 
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O modo resistivo descrito aqui é instável pela 

energia magnética livre presente em configurações de campo re 

verso. Esta energia livre pode ser extraida através da resisti 

vidade finita do plasma e a estabilidade do modo não depende 

do gradiente de densidade. 

Então o modo torna-se estável no limite de resis 

tividade nula. Sabemos que a taxa de crescimento do modo m = 1 

ideal é dada por yMHD = cn, onde c é uma cte que depende dos 

perfis de equilíbrio; tipicamente c -0.2< 24 >. 

Logo, a razão entre as taxas de crescimento dos 

modos resistivos e ideal é dada por 

::: 

Esta razao depende de valores dos parâmetros de equilíbrio. 

Os efeitos de, raio de Larmor finito tendem a 

duzir a taxa de crescimento do modo ideal( 2 l). Quando estes 

r e 

e 

feitos são levados em conta essa taxa é dada por 

onde a = * ( 21) e n é a frequência de arrasto • 

Então para O < a < 1 o modo é estável. Efeitos 

de raio de Larmor finito podem ser estabilizantes para o modo 

resistivo considerado aqui. Entretanto não incluímos esses efe! 

tos devido â dificuldade de realizar um cálculo cinético em 

uma região onde o campo magnético se anula. Comparando a teoria 

com 

ver 

os dados experimentais para Scylla IV P, devido a não ha­

medida direta de n< 21 >, Freidberg e Pearlstein calcularam n* 
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a partir dos valores experimentais da temperatura iÔnica e do 

campo magnético e então determinaram a (isto é, ~) igualando 

o valor experimental de wr ao calculado teoricamente. 

Vamos calcular agora a taxa de crescimento do 

modo resistivo m = 1 para Scylla IV P usando os dados de de 

Freidberg e Pearlstein. De acordo com nossa teoria, tomamos ~ 

igual ao valor experimental de wr' portanto, 

k2V2 
A 

(4.23) 

~2 
Então a condição ---- << 1 

k2V2 
A 

satisfeita se (ka) 2 > 10- 3 . 

para nossa teoria ser válida e 

A taxa de crescimento é dada por 

y -r 
-1 

s (4.24) 

O valor de A a ser substituido em 

(4.24) e determindado a partir da equação (4.22). Para isso é 

necessário determinar a constante C (ver apêndice B) em cujo 

cálculo precisamos conhecer o valor de ka . 

NÓs achamos que o valor experimental para a t~ 

6 -1 
xa de crescimento, y ~ 0.9 x 10 s , é achado para A = 5 e p~ 

ra um comprimento de onda À= 0,80 m( 2Bl. Este valor do compr! 

mento de onda é maior que o previsto pela teoria magnetohidro-

dinâmica ideal, 0,51 m, mas menor que o previsto pelo raio de 

Larmor finito, 3,1 m. 

Para os valores experimentais dados por Eber-

hagen e G~smann (tabelas I e II da referência (7)), obtemos 
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6 -1 taxas de crescimento. que variam de 2,0 a 7,1 x 10 s • Então p~ 

rece que o Eodo descrito aqui nao ocorre em sua experiência du 

rante a fase quiescente, onde uma estrutura anular é observada 

ficar estável por tempos da ordem de lO~s. O modo m = 1 pode ser 

a instabilidade responsável pela contração e quebra inicial da 

descarga de plasma. 

Vemos também que nao é necessário que um theta­

pinch seja operado com um campo de polarização reverso externa 

mente aplicado para que essa instabilidade seja observada. Se 

um pequeno fluxo magnético aparece no plasma durante a descarga 

de pré-aquecimento, o valor do correspondente campo . magnético 

aumenta quando a coluna de plasma é comprimida, e uma configur~ 

ção de campo reverso pode aparecer quando a máxima compressão é 

obtida( 29 l. Este fluxo pode ser liberado pela instabilidade re 

sistiva que discutimos aqui. 
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-B 

~I 

I b I 

Figura 4.1 - Representação do modo resistivo m = 1 em uma con 

figuração de campo reverso sem cizalhamento. O 

grande deslocamento perturbado ~z na camada ré 

sistiva leva à formação de regiões de alta e bai 

xa densidade que se alternam ao longo da coluna 

de plasma. Isto é indicado em (a) pela densidade 

de pontos. As fases relativas das componentes per 

turbadas do deslocamento de fluido e campo magné­

tico são mostrado em (b) . 
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CAP!TULO 5 

Conclusões e Trabalhos Futuros 

Diversas experiências e cálculos têm sido apr~ 

sentados para theta-pinches operados com campo de polariza-

ção inicial com estrutura de campo reverso. 

Um variedade de processos de reconexao e rompi­

mento de linhas de campo, incluindo a formação de ilhas magné-

ticas, tem sido observado, junto com o fato de que as fases de 

implosão e pós-implosão têm um auto grau de simetria azimutal, 

ou seja, a~= O(S). Isso leva a crer que um modo com m =O e 

relevante nessas configurações. 

Nosso principal resultado para esse modo é que, 

levando em conta a rotação e a resistividade da coluna de pla~ 

ma, existe um modo compress!vel associado à rotação, que tem 

uma taxa de crescimento muito maior que o modo associado a ro 

- (23) ~ ~ 
taçao nula da coluna . Esse modo e analogo a um modo grav! 

tacional, também resistivo, havendo uma relação entre a veloc! 

dade de rotação Q e a aceleração gravitacional g, como se pode 

ver no apêndice D. 

Uma continuação natural do trabalho é a invest! 

gaçao dos poss!veis efeitos estabilizantes desse modo como o 

cizalhamento na rotação, que foi susposta r!gida, a inclusão 

do termo de efeito Hall na equação de movimento e ainda a in 

clusão do efeito de raio de Larmor finito do ion o qual seria 

então suposto de mesma ordem que a espessura da camada. cálcu-

los baseados em efeitos de raio de Larmor finito, incluido 

também efeitos de resistividade e gravitação, têm sido aplica-



75 

d d . t' d . t -mb. (30),(31) os a mo os res1s 1vos e 1n erca 10 , no contexto de 

um ordenamento para theta-pinches, e as equações obtidas têm 

uma estrutura analítica semelhante as equações magnetohidrodi~ 

nâmicas que obtivemos especificamente para o modo m = O. 

Para o modo "kink" resistivo m = 1, estudamos a 

possibilidade de estabilização pela rotação do plasma, como pr~ 

posto(?) na literatura, e sua possível conexão com um modo ro 

- ( 21) tacional observado após a compressao . 

Mostramos então que esse modo e instável em con 

figurações de campo reverso sem cizalhamento e a rotação da co 

luna de plasma não estabiliza o modo e somente introduz um des 

1 f 
- . (28) ocamente Doppler na requenc1a . Esse modo, suposto incom-

pressível, tem um grande deslocamento paralelo à superfície no 

interior da camada, que é acompanhado por um grande deslocame~ 

to na direção azimutal, formando-se ilhas magnéticas helicoi-

dais. 

O modo é instável pela energia magnética livre 

presente na configuração de campo reverso. 

A ordem de grandeza das taxas de crescimento 

que obtemos, como pode ser visto no apêndice B, e cerca de uma 

ordem de grandeza superior as determinadas experimentalmente, 

como usual em cálculos magnetohidrodinâmicos. Este modo m = 1 

pode ser também o responsável pela contração e quebra inicial 

da descarga de plasma. 

Podemos então fazer uma tabela englobando 

as diversas taxas calculadas para esses modos d'escritos 

e associados ao modelo de configuração de campo rever 

so. 
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' 
m n 

o 

o 

f 

1 

"' 

onde A1 é dado por 

A = ( 1 

o 

o 

. 
!L ) 4/5 

Ao 
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y 

'H 
Al( ) 3/5 -1 - 'H 

'R 

T 
) 1/3 -1 A ( .J! 

2 TR 'li 

(não local) 

A3( 
'H )1/3 -1 

'R 'H 

local 

A4 ( 
'H ) 1/3 -1 - T 
'R H 

. 

é calculado através de (Al5) ; 

' equaçao (3.36), na qual 

calculado a 
cl • 

e 
c2 

e 

!l
3 

é dado por 

,.,2 2 
" 'H 

partir da solução numérica da 

dado por (A 22) ; 

dpo 
dr

0 

A
4 

é solução da equaçao (4.22) onde a constan 

te C que aí aparece é dada por (B 9) • 
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Efeitos de raio de Larmor finito tendem a redu 

zir a taxa de crescimento do modo ideal ( 2l)' (32 ). Podemos in 

cluí-los também, por exemplo, a partir das equaçoes de fluido 

de Braginskii(
33

) que incluem o tensor de pressão, onde a equ~ 

ção de movimento é da forma 

m n 
Ci Ci 

_,. 
d v 

Ci Ci 

dt = 
_,. 
+ 

-Vp -\7.'11" 
Ci 

-r 
+ e n (E 

Ci Ci 

_,. 
+ R 

Ci 

_,. _,. 
sendo n o tensor de pressão, a representa a espécie (ions ou 

elétrons) 
_,. 

e R 
Ci 

e a transferência colisional de momentum para 

uma dada espécie. 

-Partindo das equaçoes gerais descritas na refe-

rência acima, podemos reduzi-as a uma equação de movimento e a 

uma lei de Ohm generalizada como feito por_ Coppi e Basu no es 

- ( 2 5) 
tudo do modo de reconexao , tanto para o modo m = O oomo para 

=c1o m = L AS equações completas de Braginskii só precisam 

ser utilizadas na camada resistiva, que pode ser suposta plana 

-e portanto utilizadas as expressoes cartesianas que sao roais 

simples, e todos os elementos do tensor de 

escalonados em termos do pequeno parâmetro 

nosso trabalho. 

pressáo 
TH 

E = 
TR 

poderão ser 

definido em 

Para o modo m = l também foi estudado a contri-

buição para a estabilidade do c~zalhamento na rotação. 

As equações obtidas, que reduzem-se âs que obti 

vemos para o caso de rotação rígida, indicam a possibilidade 

do autovalor associado à taxa de crescimento ter uma represen-

tação complexa, como é visto no apêndice C. 

O grau de estabilização devido a esse fator de 

pende ainda da determinação de sua parte imaginária, com a so 
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lução completa dessas equaçoes. 

Resultados experimentais mais recentes têm mos­

trados que ao invés do modo "tearing" esperado, uma rotação pr_2 

nunciada da coluna é observada; esta rotação cresce com o tem 

po até que a frequência rotacional alcança um valor crítico e 

nesse tempo o plasma torna-se instável em relação a um modo 

m = 2. 

Seria interessante estudar esse modo, inicialm~ 

te apenas usando o tratamento magnetohidrodinâmico, a partir 

das equações gerais que obtivemos, e após estudado o problema 

do casamento assintótico com a solução da equaçao ideal, com­

pararmos sua taxa de crescimento com as dos modos m = O e m = 1 

que estudamos. 
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APJ:::NDICE A 

Modelo de Campo Reverso para o Modo m ~ O 

Resolvemos neste apêndice a equaçao (2.34) para 

o modelo de configuração de campo reverso na região MHD ideal 

para os casos 11 ~ O e 11 f O e também determinamos a taxa de 

crescimento das instabilidades associadas ao modo m ~O, apli-

cando as condições de contorno apropriadas na região ideal. 

Para o caso em que 11 =O, a equaçao (2.34) re 

duz-se simplesmente a 

d 
dr 

= o (A. l) 

Chamando as ~egiÕes onde B ~ cte, em nosso mod~ 

lo de aproximação trapezoidal para a configuração de campo re 

verso (figura A-l), de região l e região 4, obtemos para tais 

regiÕes a equação 

+ ~ o 

cujas soluções sao 

(A. 2) 

onde r
1 

e K1 são funções modificadas de Bessel. 

Como na região l ~rl precisa satisfazer a 

lim r c O srl 
r +O 
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e além disso K
1 

(O) ->- oo, 

temos que fazer B = 0 .. 

Também na região 4, r 1 (oo) + oo o que implica A O. 

Portanto 

i;rl = AI 1 (kr) 

e 

onde 

X = 
r-r 

o 
r 

o 

AI
1 

(kr
0 

(1 + x)) 

(A. 3) 

Em termos dessa variavel x vamos escrever diretamente a 

equação (A.l) para as regiÕes 2 e 3, onde 

d 
dx [ 

2 di; J (1 + x)x d: -
2 

X 

l+x 

B = B x, na forma 
o 

2 2 2 
Desprezando o termo k r (1 + x) na equaçao acima, para simpli 

o 

ficar o cálculo, obtemos 

2+3x 
x (1 +x) 

di; 
r 

dx + 
2+x 

2 x ( 1 +x) 
i; r 

Uma solução e dada simplesmente por 

" ( x) 
~r 

c 
I--:;:-x 

= o 

(A. 4) 

Para achar a outra solução, podemos usar a fórmula que dá 

a 2a. solução de uma equaçao do tipo 

+ p(z) ~~ + q(z)~ =O 



1 - h o d ( 34) o em termos de uma so uçao con ec1 a , ou seJa, 

Em nosso caso 

p (x) 2 + 3x . = x(l + x) I 

e 

ç; ( x) = D 
[ 2n r 1 + X 

q (x) = 

X - ~] 

dz 
2 

lj!l ( z) 

2 + 
x(l + 

I 

, D = cte 

X 
x)' 

81 

(A. 5) 

(A. 6) 

Agora vamos calcular o fator n que aparece na expres-

sao da taxa de crescimento do modo "tearing" m = O da 

da por 

y = 3/5 -1 
E: TH 

nl 
A o 

As condições de contorno apropriadas para o cálculo de n 1
, de 

acordo com a figura A-1, sao 

IX = 

I I 

<;rl = l;r2 l;:rl = l;:r2 

lx 
(A 1) 

xl = xl 

IX 

I I 

IX 
ç;r3 = I; r ç;:r;3 = I; r 4 (A 8) 4 

= x2 = x2 o 

sendo 

r - r r -r 
xl = l o 

< o = 2 o 
> o r x2 r o o 

e 

l;r2 e i:;r3 sao as correspondentes soluções dadas por 
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(A. 4) e (A. 6) , sendo escritas na forma 

l:;r2 
c + D 

U-ni xl- .!) = 1 1 + X + X X 

e 

l:;r3 
E + G (JI-nx - .!) = 1 + X 1 + X X 

Substituindo essas equaçoes em (A.7) e (A.8) obtemos 

AI
1

(kr
0

(1 + x
1
ll = c + 

1 
D (~nlx 1 1 - JL) 1 + x1 + x

1 
x

1 
(A. 9) 

r
1 

(kr
0 

(l+x
1

)) 
A {kr I (kr (l+x1 )) - } = 

o o o (l+x
1

) 

c + 

+ D {- 1 (AT.lO) 

BK
1

(kr
0

(l+x
2

)) =_E_+ _G_ (JI-nx
2 

- .1:.) 
l+x2 . l+x2 x 2 

(A.ll) 

E G 
( o JL)+ G ;vnX2 - -l--

X2 +x2 = 

(A. 12) 

Como fora da camada singular 1)i é dado por 1)i =· -xl:; vem 

i) para X < o 

l:;r2 = D (x ... 0-) ... l)ix = ex + D c - - -X ... o_ 

ii) para x > O 

... = - Ex + G 



83 

Logo 6 e dado por 

6 = 
dlj! dlj! 

= c - E (A.l3) dx dx 
X + o+ X + o_ 

A continuidade de 1jJ em X = o implica 

G = D (A.l4) 

Resolvendo algebricamente o sistema (A.9), (A.l2), e usando a 

condição (A.l4) obtemos finalmente 

' 
6 = 

-kri (kr (l+x
1

)) (9-n]x
1
]­

o o o 

(l+xl) 1o (kro (l+xl)) l 1 1 
+ Ko (kro (l+x2)) (Kl (kro (l+x2)) ( x; + ~ ) +kroKo (kro (l+x2)) (9-nx2- ~))} 

(A.l5) 

Substituindo esse valor 6 em (3.28) podemos então deter-

minar o auto valor ~-

Vamos agora resolver a equaçao (2.36), ou seja, 

o caso em que ~ f O, para calcularmos a expressão 

considerar 
cl 
c

2 
que ap~ 

rece na equaçao de autovalor do modo m = O compressional (3.24). 

Para B = B = cte esta equação torna-se o 

d 
-(r 
dr 

dç; 
r 

dr ) 

Nessa região o nosso modelo vai supor p
0 

= cte na região 1 

e p
0 

= O na região 4. 



Então usando a condição de equilÍbrio dada. por 

d 
dr ( Po + 

vem 

= 

= 
2 

P Q r 
o 

Precisamos resolver então a equaçao 

com 

a = 
2 8nQ p 

o --7-
y o 

- ar J t;r = O 

Logo (A.l6) pode ser escrita na forma 

2 11 _I 

r t; + rt, -
r r 

cuja solução geral e 

+ (k - a) r t; = O 2 2] 
. r 

Como E; 
r 

satisfaz lim r E; = O 
r 

r+ O 
na região l, 

B = O 

Portanto 

isto 

84 

(A.l6) 

(A .l 7) 

implica 

(A.l8) 

Na região 4, p =O, ou seja, a= O, então a solução e a mes 
o 

ma que a do caso Q =O, 

B Kl (kr) (A.l9) 



Para as regiÕes 2 e 3 

ção (2 .37): 

onde B = B x temos que resolver a o 

d 
dx [ 

2 di; J (l+x)x dxr -

onde 

2 2 4rrr (l+x) o 
dpo 2] n dx 
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equ~ 

A solução analítica dessa equaçao torna-se difícil e su 

pomos então nessa região que a
1 

e constante, levando em 

conta somente o efeito de n, p
0 

e p
0

, e ainda supomos 
2 2 2 k r (l+x) << l. 

Esta equação fica então 

com 

d 
dx 

al 

[ 
2 di; J 

(l+x) x d: 

r [ 4rrp~Q
4 

o = 
B2 Y~o o 

3 
r o 

Fazendo I; r = G (x) obtemos l+x' 

cuja solução é( 3S) 

G(x) = xk u(x) 

onde 

k = 

2 dp 

J o 4rrr n dr
0 

() 



Sendo 

2 

e 

-Bl 2 -B +3-IB2-B 
l l l (-x) (l+x) F( 

2 

e F(a, b, c; x) representa a série hipergeométrica 

00 

F (a, b , c ; x) = I 
n=O 

(a) (b) 
n n 

(c) 

= r (c) 
f(a)f(b) 

Desta forma, ~ e dado por 
r 

i; 
r 

-l+B 
l 

k 
u

1 
(x)x 1 + 

n 

I 
n=O 

n 
X 

n! 

f(a+n) f(b+n) 
f(c+n) 

l 
l+x 
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- x) 

=X 
2 -Bl 

(l+x) {c
1

F(a
1

, a 2 , a 3; - x) + c2 (-x) F(~, ~' d3,-x)} 

(A.20) 

onde a
1

, a
2

, a
3

, d
1

, d
2

, d
3 

sao determinados pelas expressoes 

de u
1 

e u
2

. 

o cálculo de c 
1 

torno no ponto = 

é feito 
rl-ro 

r 
o 

usando 

dadas 

as condições de con-

por 
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ç;rl = ç;r2 
X = xl 

(A.21) 
I I 

IX 
f;rl = 1;r2 

= xl 

onde os indices 1 e 2 respresentam respectivamente as regiões 

onde B = cte e B = 

Resolvendo algebricamente o sistema (A.21) obtemos 

onde 

- X 
1 

-l+B 1 
2 

-l+B 
1 

2 

= 

I I 

q3 ql - ql q3 

qi q2 - qi ql 

B1-l 
+ -- (l+x

1
) x 

2 

-1-B 
1 -B 

q3 = (-1) 1 (l+xl) xl 
2 

B -3 
1 

-2-

(A. 22) 



-B 1 

{ 

-1-:B 

(-1) (~ 2 

-B 
(-1) 1 

-1-B 
1 

-1-B 
1 

2 

2 

cl 
Então substituindo a expressao de 

c2 
em (3. 24) 

a expressão final analítica para o cálculo de 
cl 
r· 2 

88 

determinamos 

ou seja, pa 

ra a determinação da equaçao de autovalor, que foi resOlvida 

numericamente. Dando valores numéricos a x 1 e B1 é possível de 
cl 

determinar e 
c2 

consequentemente 
ct:l 
c· 

2 
Fazendo então a inter 

cl 
seção do valor de -- com a 

c2 
curva proveniente do cálculo numé­

rico que dá a dependência de 
Cl 
ct:2 

com o auto valor A, é possí-

vel determiná-lo para uma dada condição experimental. Para os 

dados experimentais da referência (7), fazendo k 2r 2 = 0,10, ob o 
q:l -2 

temos r z -8 X 10 1 O que corresponde de acordo COm a fi 
2 

gura (3.4) a A - 1,2. 

Vemos então que para o modo m = O, a taxa de crescimen 

to das instabilidades estudadas segue o esquema abaixo: 

Q = o 

rroéb "tearing" 

( a = 3/5 ) 

I 

y = y (6 ) 

sendo 

y = 

JJD<b carpressivo 

(a=l/3) 

y = y( 

nodo can fortes gradientes 
na camada 
( a = 1/3) 

y a (kr >
2/ 3 

o 
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e foram calculados nesse apêndice e a taxa do modo com 
c2 

fortes gradientes de campo na camada resistiva foi calculado 

diretamente no capitulo 3. 

A seguir indicaremos alguns 'valores experimen~ 

tais extraidos da referência 7 e que utilizamos no cálculo da 

taxa de crescimento 

Po = 50 m To r r 

B = 1,0 kG o 

r = l,l cm 
o 

4,0 10 16 cm 
~3 

n. = X 
l 

T. 60 e v 
l 

A partir desses dados para a citada experiência 

e achado 

'H 5,1 X 10- 8 s 

t: = 8,4 X 10- 4 
<< l 
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B 
1'11~ 0 I 

I I //1 1 

I 1/ /1 I 
I / 13 4 I I/ /1 I 

I I //I 
I 1// I 

I 1/ I 
I I 

I r, I I 

I I I 
r 

121 
foi 'I 
) I I I I 

I /I 
I / /1 I 

I I //1 I 
I 1///l I 

lo 1// I I 
1/ I I 

Figura A.l- Modelo trapezoidal para a configuração de c~ 

po reverso sem cizalhamento 
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AP~DICE B 

Modelo de Campo Reverso para o Modo m = 1 

Neste apêndice resolvemos a equaçao (2.40) pa­

ra o modelo de campo reverso na região ideal e em seguida de 

terminar a constante C que aparece na equaçao de autova-

lor (4.22). 

Nas regiões 1 e 4, da figura Al, B = cte e 

as soluções 

2 mos pw e 

m = 1 são encontradas desprezando os 

Elas sao dadas por: 

k2 2 

<;ri = <;o (1 + r ) < 8 r rl 

r > rl + r:. 
A 

2 r 

onde E; o e A sao constantes. 

ter-

(B .1) 

A equaçao (2.40) 
r - r 

nas regiões 2 e 3, em termos da variável 

o 
X = e supondo 

x 2 (l+x) 3 dt; 
r 

dx 

Introduzindo a variável y 

B = B 
o 

X fica 

+ 2x (l+xl
2 t; =O 

r 

' 2 = X (1 + X) f;r obtemos 

x (l+x) d 2 
y 

- X ~i - y = 0 

(B. 2) 

(B.3l 

Portanto(B.2) é redutível a uma equaçao hipergeométrica e a 

solução geral para <;r = y 2 
x (l+x) 



é dada por 

* * ~rii = A ~rl + B ~r2 

onde 

~:r:l = 

e 

= -

- F (12, -12, 2; -x) 

( 1 + x) 
2 

l'-n (-xl 

(1 + xl 2 F (12, - 12, 2 ;-xl -

92 

(B. 4) 

CB. Si 

"' n l; ( -x) 
(li) (-,~} 

__ .:,:.n __ ~n"-[w (li + nl -1)! <121 + 
(2) n! n-1 

n 

+ 1jJ (- li + n) - 1jJ (-li) - 1jJ (n+2l + 1jJ (2) - 1jJ (n+ll +1/J(lil + 1 
2 x(l+x) 

onde = r (a+nl a r (a} n e 1jJ é a função digama 1jJ (z) 

definida por 

i 

1jJ (z) 
r (z} = 
r (zl 

* * As constantes A e B sao determinadas casando as 
d~ rl r 

r - o Quando o <;r e em xl = X -+-dx r o 

a solução comporta-se como: 

* A 
* B 

+ --· = 
X 

* * B A (1 + --* xl = 
A 

* A 

(lil. 6) 

soluções 



tal como dado por (4.19). 

Temos que resolver então o sistema 

= 

Então a solução de (B.7) e (B.8) fornece 

* B c = --.; = 
A 

[ F (..2 I - 121 2; 

8 2 2 )2 .l X + k r
0 

(1 +x
1 - F ( >'2 1 - li 1 3; -x1 l ( l 

8 (1 + x1 l 

93 

(B. 7! 

(B. 8) 

F (/2 -12 1 2; -xJ) 
x1 (1+ x1 l 

00 

- L: 
n-::1 

e 

(~ln (-~)n[-2 

(2) n n! 

k2 r2 
. o 
4 

+ 

[1/J J -n 

n (xl)n-1 

(l+xl) 

(B. 9) 

[1/Jn 1 = H 12 + nl - 1jJ (/2) + 1jJ (- ~ + nl - 1jJ (-/!) - 1jJ (n+2) + 1jJ (2) -

- 1jJ (n + 1) + 1jJ (1) 
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O valor da constante C depende do conhecimen­

to da espessura da região onde o campo magnético varia e es-

ta quantidade 

cias (?). Se 

tem sido medida somente em poucas 

C ) 2 1 - ~ • kr
0 

<< e a espessura nao e mu~to 

experiên-

peque-

na, isto é, -x
1 

> 0,5, C tem uma suave dependência com 

(-x1 l variando linearmente de C : 0,28 para -x1 = 0,6 até 

c : 0,12 para -x1 = 0,98. 
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APE:NDI.CE C 

Rotação Arbitrária no Modo "Kink:"· Resistivo 

Neste apêndice estudamos o efei.to do cizal)la 

mento na - dQ rotaçao do plasma (dr 'I O) a partir das equaçoes 

resistivas obtidas no capitulo 2. 

Mantendo a hipótese de incompressibilidade no 

modo m =1 estudado obtemos a partir da equaçao (2.25): 

dQ 
- P mw dr l;z -

. ()2 d 
J.w" kr P ~ = 
w-mn dr "r 

an 
- wpkr Emk • B B + 

r lz 
iro dB 

r dr 

1 
- w (w-m>l) r-

·- r 

+ 2 w>lp _mI; -
r e 

. 1 d ( 2 
-J.Wrdr rp 

i mwn2 
w -mn 

iro 
r 

( Q) B = iwkB ~ + i n [ rl w - m ;t.r "r 4TT 

2 iro 
---2 

r 

pt;;J- 2iw>l 

d dBl r r 
dr ar-

1 --r 

(C .l) 

(C. 3) 

(C. 4) 



(w -mQ) Bl6 = iwkB t;
6 

+ 

+ 2i 
m 

BlrJ + i -2 
r 

Usaremos ainda 

... 
1/.t;=O; 

in 
41T 

dQ 
dr 

r+ 
r Blr 

d 
dr 

1 
r 

dBle 
2 

1 + m + 
r dr 2 r 

Tal como no caso da rotação 

Xl 
rígida vamos considerar na 

dX 
1 resistiva 

dr 

dB 
B = (r dr 

>> -­
r 

X 

r o 
X = 

e 

r - r 
o 

A velocidade de Alfvén é dada por 

v = 
A 

(r dB I dr ) o o 
(41Tp)l/2 
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2 2 
k r B16 

(c. 5) 

(C. 6) 

(C. 7) 

camada 

e os tempos característicos hidromagnético e resistivo por 

2 41Tr o 
Tl 

e 

O comprimento da camada é dado por S = 

Normalizemos a variável x por t = X 

ô. 

c= << 1 

b E: • 
' 

b<l 

t - 1. 

+ 
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As equaçoes (C.1l - (C.6l sao ordenadas em termos de E es­

crevendo as variáveis dependentes em termos de quantidades adi 

mensionais como segue: 

Q =Q + ( r o o 

r - r o = (] 
o + (r 

d
dQ)Ot; 

r r 
o 

Segue então que 

w - mfl 

onde 

= (w - Q l o 

w - mn
0 

=a 

e 

[1 -
m r 

o 
~õt 
dr

0 -----""--] 

w - mfl = i E a 
A - 1 [ 1 + 'H im 

b-a 
_E_ (r dQ 

A o dtt
0 

= - i 

sr = r sr o 

e 

A - 1/Jr -

kr o 

; se 

1/Je 

dB 
(r dr)r 

o 

f 
= r E o 

- 1/Jz -

w 
--) 

(J 

i 
~ 

se; sz 

sr - se 

= 

-

r 
o 

c 
E 

Eg 

sz 

1/Jr 

-
sz 

- t e 

c te 

(C. 8) 

(C.9) 

(C.lO) 

(C .11) 

(1) 
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Em termos destas quant.idades as. equaçoes. lC.1l_ - (C.8l f.icam 

b-a 
[1 + im-E­

A 

1 - a - 2b [ d
2 

''' + _.::_E____ d "'r 
A t

2 

b-a 
(r .i!Jl [1 + im 

E 
TH) t ] A o dr

0 

t ç; + 
r 

f = - Eb-d+f t ~ 
ir 

o ---y-a a 

(C.12) 

d s:l <Xi-a ---TE ljJ + 
dr

0 
H r 

1-a-2b 

[ 
d~ ljJ$- ( m2 + 1 + k2 r 2) ,2b •, + 2im ,""""" •r] (C.l3l + E: 

o A dt
2 

b-a " -e -ds:l [ 1 + im 
E 

( ro TH) t J ljJ = - Eb-et<J t ç; + .1:L ç; + A dr o z z kr
0 

+ 

r 

1-a-2b d2 
f E 

(m2 + k2 r 2 ) E2b ljJ [ z l] (C.14) A dt2 o z 

A [l+im Eb-aii1 (r
0 

:tHlt] 
o 

ç; -r 

Eb 
i;; r = ------------ [m Eet ljlz-

(ro : TH)~ 
o 



+ e-E 
p 

= 

e 

e:2a 

E:b 

},2 

[e: 

+ 2 irn 

[kr
0 

e: c t 1jJ + • e-b d 
~ E: dt (tljJ z 1 r 

f c -ªL )r F,;e 
f-b d€8 

- im dr + E: dt o 

(l T 

-------------H~------------f,;-
b-a (r d(l T ) t l e 

o dr
0 

H -

a+f E: 

e:-2b+c 
+ k r o 

€r] + 

99 

(C .15) 

dVr] 
dt (C.l6) 

df; 
_,..,--.r] + 
<it 



+ 

+ 

- i 

im (r o 
dn 
dr 'H l E 

o 

a + f 
f.:s 

,..,2 2 
m " 'a 

(r o 

+ 

dn 
dr TH) 

o 

F,; + 
r 

1 d 
pdt(p 

100 

- a-b 
F,;rl E 

A ll + im -1 b-a A E (r ~~o TH)~ A [1 + imii: 1 Eb-a(r 0 ~ •alt] o o 

2 dn 
'a 

E a r dr o o 

A [1 + imA-l b-a dn J E (rodr TH)t 
o 

Eb 
F,; = 7 r 

'" = o "'z 

[E 
d-b d c J dt(tw 9 l- imE wr 

(C .17) 

(C .18) 

(C .19) 

A escolha de parâmetros que preserva a incompressibilidade na 

camada é 

a = b = c = -t- 1 d = e = O; f = g = - -t- (C. 20 l 

Usando portanto a escolha (C.20) nas equações (C.l2) - (C.l7) 

e fazendo uso de (C.lB) e (C.l9) e ainda a aproximação de 

grande comprimento de onda usada no capitulo 4 obtemos 

im (TH r
0 

dnldr
0

) 

A + im (THro dn )t dr
0 

dF,;r = t 
dt 7 + 

+ 
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+ (C.21) 
t] 

e 

(A + im (C. 22) 

As equaçoes (C. 21) e (C.22) têm um comportamen-
A 1 to assintótico dado por ç;r - --"t quando t + 00 o que mos-

tra que podem ser casadas às soluções da . - ideal reg~ao no c a 

so em que se desprezam os termos inerciais e rotacionais nes 

sa região. 

A ocorrência do termo imaginário im (-rH ro dQ l dr
0 

nestas equaçoes indica que o autovalor A é complexo, ou se­

ja, o cizalhamento da rotação permi_te que apareçam modos "so-

bre estáveis". Então pode sér que, embora a rotação não es-

tabilize o modo m = 1, o cizalhamento na rotação seja um fa-

tor estabilizante. 

A solução das equaçoes (C.21) - (C.22) na cama 

da resistiva ainda precisa ser achada para ser estabelecida a 

equação de autovalor, o qual suporemos que é da formà 

O cálculo de Ai permitirá determinar o 

de estabilização fornecido pelo cizalhamento na rotação. 

grau 
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AP'f:NDICE D 

Modos Gravitacionais Resistivos em Plasmas 

Neste apêndice fazemos algumas considerações so 

bre o efeito da força de gravitação em plasmas e estudamos mo 

dos que aparecem devido a efeitos dissipativos, em ·particular 

considerando o efeito da resistividade finita do plasma. 

Usamos o m:x:Jelo de "fatia de plasma" e supomos que 

a força de gravitação está ao longo da direção x (figura D-1) e 

o campo magnético ê dado no equilÍbrio por 

B = B (x)ê + B (x)ê (D.l) 
y y z z 

O nosso sistema de equações é dado por 

p [ ~~ + (V. V) v J = -17p + j X B + pg 

-+ -+ -+ -+ 
E + V X B = nJ 

_,. 
17 X E 

~ 
at 

12. 
at 

= 

= 

= 

_,. 
ClB 

- Clt 
. 
I 

_,. _,. 
- v. 17p - ypl7. v 

_,. _,. 
v. 17 p pl7. v 

_,. 
17 X B = 1 j 

4'IT 

( D. 2) 

(D. 3) 

(D. 4) 

(D. 5) 

(D.6) 

Em geral o efeito dessa força em plasmas é desprezivel, mas 

introduziremos a gravitação para simular o efeito da curvatura 
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das linhas de força de um plasma. Para isso sabemos que a velQ 

cidade de arrasto de uma partícula num campo magnético B é da 

da por 

wcr = m 
q = g X B 

w B c 

e w representa a frequência ciclotrônica. c 

( D. 7) 

Já a velocidade de arrasto devido à curvatura das linhas e da 

da por 

-+c w = [-w2 <B.'1lBJ 
// 2 X 

B 

-+ 
B 

w B 
c 

( D. 8) 

Portanto se queremos simular o efeito da curvatura das 

linhas de força fazemos 

= e 
r 

onde substituimos 2 
por vth para fazer uma "média" 

todas as partículas e usamos a relação 

= 
e 

r 
R 

onde R é o raio de curvatura das linhas de força. 

( D. 9) 

sobre 

t sabido que os modos gravitacionais ideais PQ 

dem ser estabilizados se o campo magnético confinante apresen-

tar suficiente cizalhamento das linhas de força. 

Assim aualquer perturbação ideal (n = O) tende 

a deslocar o campo magnético com ele distorcendo as linhas de 
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força. A tensão que aparece ao longo das linhas tende a resta~ 

rar a condição de equilíbrio, estabilizando a perturbação. Se 

introduzirmos a resistividade, as linhas de força do campo te 

rão a possibilidade de difundir através do fluido de modo que 

este pode ter uma perturbação instável sem deslocar as linhas 

de força. 

usando as equaçoes MHD (D. 2) , (D. 6) , é estudado 

então o problema de modos gravitacionais resistivos na "fatia 

do plasma". Os modos considerados são incompressíveis (V.v1 = 0) 

e sem perturbação na direção de z, isto é, 

x(x, y, z, t) = x(x) exp[iwt- iky J 
-onde x representa uma grandeza perturbada. 

Considerando constante a resistividade do plasma, as equaçoes 

básicas linearizadas reduzem-se a 

d dVlx 2 + k2 ~ 
dp 

dx. Po dX - k p v __Q v = o lx dx lx 
(Jj 

kB 
[~ l d 2B 

Blx - k2Blx J = - _::L B - __J ( D.lO) 4rrw dx
2 lx B dx2 

y 

e 

d 2B 
- k 2B ) iwB1x = -ikB V l +.!L lx ( D.ll) 

y X 4rr dx2 lx 

Resolvendo também esse sistema pela teoria de camada limite 

-+ -+ 
no entorno do ponto singular onde k.B = O e onde supomos que 

n e pw2 sejam nao nulos, e também introduzindo a variável de 

de deslocamento por 



i =--v -
w lx ' 

obtemos o sistema 

onde 

d2~ 
-2 

dx 

X = 

= - xi; + 

= 

X - X o 
ex o 

; 

1 
X 

d21j! 
-2 

dx 

iw 

; 
b 

O = E 

1; = _5_ 
X 

o 

As constantes a, b e c sao especificadas em termos do 
TH 

no parâmetro E = onde 

1 = 
kB ~ yo o 

= 
2 

4rrx 
o 

n 
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( p.l2) 

( D.l3) 

(C.l4) 

peque-

(P.l5) 

As grandezas normalizadas sao todas da mesma ordem, isto é, 

x - A - 1; - 1J! - e (ll 

Para que o termos resistivo fique de ordem 1 assim como os 

outros que são mantidos nas equaçoes ideais temos que 

lhe r 

a = 1 
b = c = 3 

esc o-
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Para determinar o valor A é necessário fazer o casamento as 

sintótico das soluções destas equaçoes quendo x ~ oo com as 

soluções da equação ideal quando x + O. 

A equação ideal é dada por 

onde 

Essa 

d 
dx 

foi desprezado o termo pw 

equação é singular no ponto 

2 

onde kB 

o 

= o. 
y 

Ela tem soluções assintóticas do 
s 

sl = 1 [-2 

e 

1 [-s2 = 2 

onde 

D 

Já as soluções 

- -s dadas por t; - x 

soluções na forma 

1 + /1+4k2x 2 D 
o 

1 - /1+4k 2x2D 
o 

x' = 

tipo x• 

J 

J 

X - X o 
X o 

para 

(t>.l7) 

- -assintóticas das 

com s = ~ [- 1 

equaçoes resistivas sao 

+ ;?;2 n 
t; - e 

± /l+4k 2 x~D J, e também 2 

Portanto o autovalor pode ser determinado realizando o 

casamento assintótico da forma 
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s _sl s _s2 
sideal 

:: AO 1 X + Bô 2 
X (x _,. 0) 

( 0.18) 

sres 
:: A' 

_sl 
+ B' 

_s2 
sideal X X = 

Esse tipo de casamento foi feito para o modo rn = O com-

pressível, com rotação constante, cuja taxa de crescimento vi 

mos que é dada por 

'H ) l/3 y - ( 
'R 

,-l (A- 1). 
H 

Já o modo gravitacional resistivo terá urna taxa de cres 

cimento dada por 

( 'H ) l/3 = 
r 

R 

'H ) l/3 
r 

R 

-1 
'H ( 0.19) 

O nosso modo rn = O é portanto análogo a um modo gravi 

tacional resistivo e comparando-se os respectivos fatores O 

que aparece em seus limites assintóticos podemos fazer urna ana 

logia entre a velocidade de rotação Q do modo rn = O cornpress! 

vel e a aceleração gravitacional g, ou seja, 

k2 2 Q2 2 
r dp r dp 

D _Q o .......2... o 
) ..__,. 

'H dr dr
0 

X o 
Po YP0 o 

onde 

41! dr. I dx 
D 

o = g 
k2B2 

y 

Corno as equaçoes ressitivas têm urna solução as sintética 
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-x- 2; 2/Ã 
i; - e 1 que decai rapidamente dentro da camada resistiva 1 

e possível encontrar um modo localizado que não precisa 

com a solução MHD externa. 

Para isso vamos supor que 

l/1 << i- d2$ 
-2 dx 

casar 

já que estamos procurando um nodo <XJm fortes gradientes dentro da 

camada resistiva. 

Com isso o sistema (D.l2) 1 (D.l3) reduz-se a 

+ 
-2 
X 

A 
) ~ = o (D.20) 

Estas equaçoes podem ser transformadas na equaçao de Schr8dinger 

para o oscilador harmónico c0m as transformações 

x' = Ax A = -J/4 
A 

As soluções então sao dadas em termos de polinómios de 

Hermite e obtemos 

-2 __ x_ 

2/Ã -2 
i; H( X = e 

2/Ã 
( D. 21) 

onde 

2 2 

A = 
[ k .x0 (-D) J 4/3 . n inteiro 2n + l ' 

(D.22) 

e a taxa de crescimento do modo é dada por 



y [ k
2
x~ (-D)J2/3 

2n + 1 ( 
TH ) 1/3 

TR 
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(D. 23) 



y 

P
0
h) 

....-Pt ........ 

c::::>T 

I 7 
.........__ ... ~ 7 7 _, 7 7 7 7 

a 

Figura D.l - Modelo de "fatia de plasma" para modos gravitacionais em plasmas 

1-' 
1-' 
o 
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APtNDICE E 

Efeito Hall e Instabilidades Magnetohidrodinâmicas 

Diversos trabalhos têm sido apresentados no pas-

sado em que a corrente Hall tem sido proposta como uma modific~ 

ção relevante fisicamente para as equações da magnetohidrodinâ­

nica ideal(J?) ,(JS), e estudos foram feitos para determinar seu 

efeito em instabilidades ideais e em propagaçoes de ondas(Jg). 

Recentemente Kappraff e outros (40) introduziram a correnteHall 

no estudo do modo "tearing" m = O para um plasma com campo 

reverso no equilíbrio para explicar a supressão desse modo re 

sistivo devido à rotação do plasma. O modo por eles estudado 

tem uma taxa de crescimento que escalona com a potência l da 
5 

resistividade e no balanceamento das equações perturbadas foi 

preciso escalonar o parâmet~o de Hall que conceituamos nesse 

apêndice com a potência 1 da resistividade. O termo de efeito 
5 

Hall ê acrescido à lei de Ohm generalizada e nessa referência é 

usado no equilíbiro uma equação de estado da forma 

p = cp (r) ; c = 

onde K é a constante de Boltzmann, mi a massa do ion e T a 

temperatura iÔnica. 

Como continuação do trabalho desta tese é inte­

ressante investigar a inclusão do efeito Hall no modo m = O re 

sistivo que estudamos, associado à compressibilidade da coluna 

de plasma, e que tem uma taxa de crescimento bem maior que a 

do modo "tearing" usual, para tentarmos explicar o efeito de 
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rotação na estabilização desse modo, como indica a evidência ~ 

perimental, já que o termo de Hall está associado com um coefi­

ciente que é proporcional à frequência de giro do ion. 

Neste apêndice é feito a inclusão do termo de 

efeito Hall na equação ( 2.4) e mantidas as demais que forman 

o nosso modelo de equações básicas. Estudamos o equilÍbrio e as 

equaçoes perturbadas na camada resistiva verificando então que 

também precisamos escalonar o parâmetro de Hall com a resistivi­

dade para estabelecer o sistema básico de equações perturbadas. 

Antes de escrever as equações básicas, vamos in 

traduzir o fator de Hall na lei de Ohm através da relação 

-+-+-+-+ K-+-+ 
E = -V X B + nJ + - J x B ne 

onde K representa o termo ou parâmetro de Hall. 

Substituindo na lei de Faraday obtemos 

_,. _,. _,. 
aa = v x <v x B) - v x <nJ) - 1 v x < J x B 
at e 

Usando a lei de Ampere (E.2) pode ser escrita como 

+ -+ 1 + mi [ 2 
V X (V X B)-- V X (nV X B)- -V X (V X 1:!) 

4n 4ne 

onde supomos mi >> me. 

Fortanto o parâmetro de Hall pode ser escrito como 

m. B 
K. = _1. = o 

e w 
c i 

(E .1) 

(E. 2) 

s J x-
P 

(E. 3) 

(E. 4) 



onde w é a frequênica ciclotrônica do ion. c. 
~ 
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A equação ( 2.4) é então escrita na forma da equaçao (E.3) e 

as equações (2.2)-(2.3) ficam inalteradas. 

_,. _,. 
No equilibrio K =o, B = B (r) é ; v = rné

8 
p = p(r); n = O; o z o 

o que fornece novamente a relação 

d 
dr (p + 

2 
p n r 

o 

As equaçoes perturbadas já foram obtidas para o caso g~ 

ral sem incluir o efeito Hall. Então o Único termo novo 

perturbado que temos de incluir e 

_,. _,. 

{V X [(V X B) BJ [(V x B0 ). _,. (V x s1) _,. 
X- }· = V X. __ __;:::_ X B

1
+ ---=. X B 

p 1 % . % o 

_,. ... 
(V X B) B J __ ..,;o x _Q P 

p
0 

p 1 
o 

(E. 5) 

Vamos precisar somente da componente r desse termo perturbado; 

um cálculo semelhante ao desenvolvido durante o trabalho con 

duza 

. {V X [ (V X B) X i J} lr 1 -

Substituindo este termo nas equaçoes perturbadas obtidas 

previamente e supondo novamente ç
8 

= O, temos 

- ip w o = 
ikB o 

41f ·Ble 

BB 
o lz) 
41f -

(E. 6) 

(E. 7) 



dB 
= 

47f 
1 

d: 8lr - ikpl 

[~ 

_,. dpo 
P = -yp (V • ~) - -

1 o " dr r 

_,. 1 
v • E; = r 

d dBl r __ r 
dr dr 

2 2 
_l+kr B J 

2 lr 
r 
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(E. 8) 

ikB 
K o R. 

4Tip
0
w -le 

(E. 9) 

(E .10) 

(E .11) 

(E .12) 

Tal como feito no capitulo 3 é poss!vel reduzir o sistema (E.6) 

- (E.l2) a 2 equações envolvendo E; e B
1 

, as equações resultan 
r r 

tes tornam-se então 

2 
d 

dr { ypo [ 

p
0

w 

2 2 
pw -kyp o o 

2 2 + p w r -p n r o "'r o 

d 
ikdB /dr B 

=- {yp 
dr o 

o B + . o 
2 2 l. 47rk 4rr(p (l - k yp l lr 

o o 

- ik B B 
4rr o lr 

e 

J dp 2 
E; - --2 n ri; = 
r dr r 

1 d ) } _ P n2r 
r dr (rBlr o 

I 4 

(E.l3) 



B = ikB ç: + i n . [.!. 
lr o r 4rrw r 

dB 
-ª._ r _.!.!: -
dr dr 
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22 J 1 + ~ r Blr + 2iKkm; 
r r 

(E.l4) 

Na equaçao (E.l4) nós usamos a expressão de B18 obtida a partir de 

(E.7) e usamos n = cte. As equações (E.l3) e (E.l4) são bási-

cas para a nossa análise. 

No limite MHD ideal, como assumimos K = O também, a análi 

se assintótica em torno de r= r onde B(r ) = o, fornece no o' o 

vamente 

onde 

e 

onde 

Vemos 

~r = 

r-r 
o 

X = 

s 

r o 

1 [- 1 = 2 

roa o 
al = 7 , 

o 
que s 1= O e 

± /1- 4aJ 

como definido no capitulo 2. 

s = 2 
-1 (éi_=O) e s

2 
corres-

ponde à solução predominante. 

para n = o 

Para D > ~ obtemos modo sobre-

estáveis. 

Para as equaçoes resistivas introduzimos as normalizações 

; 

dB b 
Bo = (r-) E 

dr r
0 

I; r -
I; r = ; K r o 

r-r 
X = o -b 

E: 

X ; B =-
lr 

ikr o 

w c i 
= dB K 

(r dr) r 
o 

dB E c$ (E.l5) (r-) 
dr r

0 



onde 

e 

A - x - 1J! - ç:r - e ( 1) 

E: = . , = 
r I 4TTp 

o o 
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4TTr
2 

; 
= __ o_ 

n 

Para obter uma solução na aproximação de "$-constante", 

.como no caso de modos "tearing", assumimos que 

(E.l6) 

Com estas definições as equaçoes (E.l3) e (E.l4) reduzem -se a 

onde 

e 

= 

l-a 
E: 
-~ 

-2a+b+c+d 
E: 

2 (rdB/dr) 
r o 

2 2 

[

P n r o o 
YP0 

> > 
2a 

E: 

k 2 r~ 

b-c n 
= -E: xt; - 2K 

r wci 
-c 

E: 

r 
p 

dP ) J 2b-2a ; = 
dr r

0 
E: sr 

d$1 
-- + dx 

l-a-2b+d E: . . 
t; + 

r ]\ 

(E .17) 

(E.l8) 
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Como e de interesse estudar o modo m = O compressivel, f~ 

çamos inicialmente ~o = O e d = O. A equação (E.l7) é balan-

ceada com a escolha a = b = c l = 3' mas vemos que o novo termo 

que aparece em (E.l8) só e equilibrado se escalonarmos o termo 

de Hall K com a resistividade, ou seja, se fizermos 

K = 

Agora 

(rdB/dr) 
ro e -____ __::: E: K 

w . 
c~ 

a escolha e = c = l 
3 

K - e (ll 

equilibra a equaçao (E.l8) e o 

sistema de equações para o modo m = O resistivo com a introdu 

ção do efeito Hall fica 

2- n2 2k2 2 2 2 
dp J- k2 2 d2~1 dC TH ro [P n r r r o 

___.1: + o o o 
dr

0 
sr = 7 X 

dx2 dx2 A2 Y Po Po o 

(E .19) 

e 

n l 
d2~ 

~l = -xç; - 2 Ks + l (E.20) 
r wci r T dx

2 

Evidentemente quando x + oo o 19 termo do lado direito de 

(E.20) predomina sobre o termo que contém o fator K é o cas~ 

mento assintótico com a solução ideal onde supomos K = O é po~ 

sivel. 

Verificamos então que foi preciso supor na camada resisti-

va que o termo de Hall varia com resistividade, ou seja, 

Ka (n l/3) . 
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