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RESUMO

rac e a equacao de Maxwell na forma Apuwfu,az



ABSTRACT

In this theéis we present some applications of the theory of
principal fiber bundles in physics. In particu;ar we extend the
gauge principle to gauge theories with monopoles and study also
the relation between Dirac's equation and the Maxwell's equation

in spinonial form.



10..

11.
12.
13.
14.
15.

16.

INTRODUGAO . . . . .

FIBRADOS PRINCIPAIS E ESCOLHAS DE GAUGE
CONEXOES, POTENCIATS DE GAUGE E HORIZONTALIDADE
DERIVADA COVARIANTE, CURVATURA E CAMPé'DE GAUGE
FORMAS HORIZONTAIS EQUIVARIANTES
LAGRANGEANAS, CORRENTES E PRINCIPIOS VARIACIONAIS
FIBRADO SPLICED E CONEXOES . . .
MONOPOLOS EM TEORIAS DE GAUGE I
MONOPOLOS EM TEORIAS DE GAUGE II

FIBRADO DOS REFERENCIAIS ORTONORMAIS

TAL . . .

CONEXAO DEiLEVI—CIVITA E GEODESICAS
TEORIA DE KALUZA-KLEIN (N-+4)-DIMENSIONAIS

O GRUPO DE LORENTZ E A ORTENTABILIDADE DO ESPAGCO-TEMPO
ESTRUTURA SPINORIAL E A EQUACAO DE DIRAC

O ISOMORFISMO MAXWELL~DIRAC, UMA ANTIGA TENTATIVA

REFERENCIAS

.

INDICE

*

-

12

15

19

26

29

35

43

46

48

53

60

64

69



1. INTRODUGAO

Procurarei nesta introdugao relatar os estudos que fiz desde
dezembro de 1984 visando principalmente teorias de espago-tempo

em fisica; sob a orientagdo do Prof. Waldyr.

Comegamos por estudar a teoria da Relatividade (Geral e Res-
trita) quando o modelo geométrico & uma variedadevpseudo-Rieman -
" niana com assinatura -2. Realizamos entdo alguns trabalhos sobre

Oos testes da referida teoria (vide [1 - 2]).

Em seguida passamés a estudar estruturas algébricas associa-~
das ao espago-tempo (XZlgebras de Clifford). Mais.tarde, Zéni vi-
ria estudar o referido assunto, sobre o qual apresenta em breve
sua tese de mestrado. Estes estudos deram origem a alguns traba-
lhos sobre monopolos magnéticos (vide [3 - 5]) que fizemos em co-
laboragdo com o Prof. Recami. No curso destes trabalhos defronta-
mo-nos com o problema de escrever as equagoes de Maxwell na forma

spinorial e das relagoes entre estas e as equagoes de Dirac.

Durante o ano de 1986 participamos de uma série de semin3i-
rios com os Profs. Adolfo e Rigas cujo objetivo era estudar fibra
dos principais; o modelo geométrico péra O espago-tempo das teo-
rias de gauge. Um dos intuitos destes seminiarios efa generalizar
nossos trabalhos sobre monopolos eletromagnéticos para oﬁtras teo

rias de gauge.

Reparamos que o eletrdmagnetismo com'mjxpdkm € usualmente des
crito por um potencial apenas (vide [6 - 7]) entretanto ascustas
de anomalias topoldgicas impostas ao espagco-tempo. Alguns autores
haviam apréséntado teorias em que o eletromagnetismo com monopolos

€ descrito por dois potenciais e assim n3o hai necessidade de



introduzir-se as referidas anomalias topoldgicas (vide [8 -11]) e
foi nesta linha que haviamos feito nossoas trabalhos j3 referidos

(vide [3 - 5]).

Neste trabalho iremos extender o emprego de dois potenciais
para teorias de gauge nao abelianas nos parigrafos 8 e 9; apOs
havermos desenvolvido as teorias de gauge'com teorias de fibrados
nos seis paragrafos precedentes: Observamosbque recentemente um
esforgo foi empréendido neste sentido (vide [12]) o qual resultou
na tese de doutoramento do Prof. Adolfo. Apesar dos resultados in
teressantes obtidos neste trabalho (vide [13]); a teoria entdo em
pregada nao & de fato uma teoria de gauge (valendo apenas em uma

escolha de gauge pré-fixada).

O enfoque que apresentaremos tera todas as prerrogativas de
uma teoria de gauge usual. Haverao equagdes homogéneas de cémpo
devidas as relagoes de Bianchi (apesar dos monopolos); as quais
serao interpretadas de forma coerente no paragrafo 9, quando tam-
bém'apresentaremos o principio de gauge para a teoria com monopo-

los.

A estrutura geométrica corresponderd a um fibrado principal,
com uma cOpia do grupo de gauge G X G (produto de dois grupos da
teoria sem monopolos) "atarrachada" a cada ponto do espago - tempo

(que pode ser curvo neste trabalho).

Nos paragrafos seguintes mostraremos que de fato os fibrados
principais correspondem ao espago-tempo das teorias de gauge. Pa-
ra tanto apresentamos as téorias de Kaluza-Klein generalizadaé no
pardgrafo 12, quando & demonstrado que geodésicas no espago fi-
brado (com respeito a uma métrica apropriada) sao projetadas em

-

curvas forgadas pelo campo de gauge no espago-tempo.

Nos pardgrafos finais, principalmente no paragrafo 15;



apresentamos nossa contribuiggo ao problema da';elagao entre as
equagdes de Maxwell e Dirac. VAirios autores tém fentado identifi-
car o campo eletromagnético com a fungao de onda de Dirac (vide
[14 - 16]) sendo que o modelo de Sallhofer (vide [16]) apresenta
problemas, pois entdo a fungdo de onda & equivariante com respeito
ao -grupo. £1 » © sofre transformagoes de similaridade (w-——*Af%MQ
enquanto que a fungao de onda de Dirac & equivariante com respei-
to a SL(2,T) e sofre transformagdes diretas (y —» A-lw) (vide

[17]).

Neste trabalho resolveremos parcialmente este problema, quan
do transformamos a funcdo de onda de Sallhofer (qQue € obtida a
partir do campo eletromagnético) em uma fungcao de onda equivarian
te (da forma direta) com respeito ao grupo 51 U £i ; que & iso-

morfo, a menos de sinal, ao grupo SL(2,C).

Sugerimos entao o emprego desta fungdo de onda como fungao
de onda de Dirac, oque traria a vantagem de que o grupo £1 U £i
(vide [18]) tem mais significado fisico que o grupo SL(2,[) (pois

O primeiro €& usualmente associado as antiparticulas).

No qué segue-parte-se do pressuposto que os leitores conhe-
cem variedades e formas diferenciiveis, bem como alguns rudimen —
tos sobre grupos de Lie. A partir desfe ponto constrdi-se a teo-
ria de fibrados principais, ferramenta central neste trabalho. As

provas omitidas podem ser encontradas nas referéncias [ 19] e [ 20].



2. FIBRADOS PRINCIPAIS E ESCOLHAS DE GAUGE

Um fibrado principal 7 : P —— M com grupo G & constitui
do por duas variedades diferencidveis P e M chamadas espago
total e base do fibrado, uma aplicagao c”m i P—sM chamada
projegéo'e um grupo de Lie G. Sao ainda satisfeitas as seguintes

propriedades:

(F1) dado g € G existe um difeomorfismo Ry P — P (es
crevemos Rg(p) = pg) de forma que p(glgz) = (pgl)g2 e que
Pg = p ¢=>9 = e (identidade em G). Em outras palavras o grupo G

age livremente a direita de P.

(F2) m : P —— M & sobre e Vp € P, temos gue ﬁ-l(ﬂ(p)) =
= {pg, g € Gl. Em outras palavras a Orbita de G- através de p EP

coincide com a fibra = 1(x) sobre x = T(p) € M.

(F3) dado x € M existe um aberto UCM com x € U e um
difeomorfismo T, : m *(U) —— U x G da forma T, (p) = (n(p)
S,(pP)), onde Su': 7 ) —s ¢ tem a propriedade S (p)g =

= Su(pg). Estes difeomorfismos s3ao chamados trivializagoes locais.

Um exemplo de fibrado principal é o seguinte; quando o espa-
go total & o produto cartesiano P = I x U(1l) do intervalo uniti-

{el®, & € m}. Definimos

rio I =1[0,1] € IR pelo grupo U(1)

T como sendo a projecao T : I x U(l) —= I =M dado por w(p)=

= ﬂ(x,ela) = x (para x € I, eia € U(l) e p==bgeia) €EP=IxU(1)).
A agao & direita de U(1l) sobre P & dada por Rg(p) = pg =
=-(x,ela)eiB = (x,el(a+6)), onde p = (x,eia), g = elB . Na figu-

ra 1 apresentamos este fibrado , que pode ser visualizado como um

cilindro que projeta-se sobre o segmento unitario. Entao a Orbita
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de U(l) através de p, ou a fibra sobre x = m(p) & a circunfe —

réncia unitdria contida no cilindro que passa por p.

Através de um procedimento andlogo ao do nosso exemplo, sem-
pre podemos construir um fibrado prinéipal bﬂ: MxXxG-——M com
grupo G, a partir de ﬁma variedade diferencidvel M e de ﬁm’grg
po de Lie G. Fibrados assim construidos s3o chamados fibrados tri
viais .e por isso chamam-se trivializagbes locais as aplicagdes
T, = (m.8,) : n-l(U) — U x G apresentadas‘em (F3). Uma trivia

lizagao local tamém & chamada de escolha de gauge local, ou abre-

viadamente escolha de gauge, nome que empregamos no que segue.

Chamamos (¢, : U —— P, U aberto em M) de segdao local do
fibrado 7 : P —— M a uma aplicagao %4 € c”(u,P) tal que
T 0 0, = identidade em U.. Notamos que segdes locais e trivializa

¢oes locais (ou escolhas de gauge) sao equivalentes. De fato, as

sociamos Uu c: U —P a Tu : n—l(U) —— U x G por Tu(p) =

Tu(ou(x)g) = (x,g9) para p = cu(x)g € P, e inversamente ou(x)=

-1
_Tu (x,e).

Assim sendo, a cada escolha de gauge temos uma segdo local
associada 0, ¢ U— P. Podemos empregar o "pull-back" of des

ta aplicagao para associar um elemento matemdtico E definido em



P a outro elemento, OGE ’ definido em U C M.

Os fibrados principais sao a estrutura geométrica das teo-
- rias de gauge; quando o grupo de Lie G & o grupo de gauge da teo
ria‘e a base M & o espago-tempo. Entdo os elementos da forma
o:‘lE' referidos ha pouco estardao associados aos elementos fisicos da

teoria (na escolha de gauge correspondente).

Suponhamos que temos duas escolhas de gauge, Tu = (ﬂ,Su) :

: ﬂ-l(U) — UXG e Tv = (ﬂ,Sv) : ﬂ—l(V) — V X G, com se-
¢Oes locais associadas, Oy - U—FP e oy ° V—— P; e ainda
mais, suponhamos que U n‘V # ¢. Teremos definidos em U NV dois
elementos, GSE e o;E,‘associados a um mesmo elemento matematico
E em P. A relagao entre tais elementos chama-se transformagao
de gauge entre os mesmos. Para escrever tal felagéo veremos que
sera Gtil a fungao gu;‘: U N V—> G dada por .guvﬁﬁ =SuQﬁéV@ﬂ_l
para x = m(p) € U N V (notamos que v € bem .definida pois
Su(pg)Sv(pg)—l = Su(P)g(SV(p)g)-l = Su(p)gg-lsv(p)‘=Su(p)sv(p)_lL
Tal fungao chama-se fungdo de transicgdo entre as escolhas de gau-

ge Tu e Tv .



3. CONEXOES, POTENCIAIS DE GAUGE E HOkIZONTALIDADE

. Antes de definirmos "conex3o" em um fibrado principal lembrg
mo-nos que a algebra de Lie G de um grupo de Lie G pode ser
identificada com o espago tangente i variedade diferenciivel que

€ G, na identidade e € G, isto 8 G = T.G.

Assim (vide [19]) dado um vetor A € G podemos construir  um
campo vetorial em G, que associa a cada g € G, o vetor 'Lg*A €
€ TgG; onde Lg : G —— G & a multiplicagdo & esquerda por g

'(Lg(g') =gg') e L é o seu diferencial.

g*

A exponenciai exp tA = g(t) é entdo uma curva em G tal que
g(0) =e , g'(0) =A e g'(t) = Lg*(t)A (vide figura 2); ou‘se-'
ja, € uma curva integral do referido campo vetorial associado a
A € G. Podemos também pensar na exponencial comob uma aplicagéo.

exp : G —+ G da algebra de Lie sobre o grupo.

G="Te

Além da aplicagao exponencial, no que segue empregaremos a
éplicagéo adjunta, que associa cada g € G & transformagao linear
Adg : G—— G da algebra de Lie G (Adg € GL(G)) de forma que

Adg(A) = 1, *Ré:L(A) onde Rg : G—. G & a multiplicagao & di-

g
reita por g (Rg(g') = g'g) e Rg* € o seu diferencial.



Quando empregamos a notagao matricial para répresentarcs_elg
mentos de G e G a .exponencial éoincide com a ekponencial ma-
tricial usual‘(g(t) = exp tA) e a aplicagao adjunta com a _trans-
fdrmagéo'de similaridade A —— ngg-l. De fato, como o produto
por uma matriz & uma éplicagéo linear, coincide com o seu diferen
cial, entdo Lg*Rgi(A) = guAgfl ‘mostrando a segunda afirmativa;
édemais se g(t) & a exponencial, g(0) = e e g'(t) =Lg*An=AgUﬂ
portanto g(t) = exp tA & a exponencial matricial usual (para
maiores detalhes sobre algebras e grupos de Lie bem como as apli-

cagoes envolvidas, vide [21]). Passamos agora i definicao de co-

nexao em um fibrado principal.

CONEXAO W em um fibrado principal ® : P —— M com grupo G &
uma l-forma em P gque assume valores na algebra de Lie G de G,

com as seguintes propriedades:

(Cl) se denotamos por Ayt G — GL(G), Ad(g)~=Adg
a representagéo adjunta de G em G, e por R; o "pull-back" da
aplicagao Rg : P —— P apresentada em (Fl), entao:
R; W=~2ad _; W (isto &, W(Rg*X) = Ad _; W(X),
g °)
paré todo X € TpP).

(C2) para cada A €& e p € P, definimos um vetor no espa-

¢o tangente a P em p (TpP):

d
* e K =
Ap TpP por Ap 3 (p expt A) |t=0

onde exp :G——G & a exponencial que aplica a algebra de Lie

no respectivo grupo. Entao temos que W(AS) = A,

0 vetor AS definido como acima & chamado vetor vertical em

TpP e AEG & chamado gerador de A;. As conexoes levam



vetores verticais em seus geradores.

Notemos que p exp tA = pg(t) é uma curva em P que passa
por p em t = 0 e esta completamente contida na fibra n-l(x)
(x = m(p)). Reparamos que T(p exp tA) = x, independendo de t, por

tanto ﬂ*A; = 0; ou'seja, um vetor vertical tem projegao nula.

No caso do fibrado w7 : I x U(l) —— T que apresentamos no
paragrafo anterior, a ilgebra de Lie & ﬁ(l) = iIR e a curva
PexptA = pexptio & a prépria fibra, que no caso & unidimen —

sional. AS € entdo tangente i circunferéncia unitaria que passa

Por p e tem projegdo nula (vide figura 3).

vR=0W)

1=T(p

O conjunto dos vetores verticais em p € P & uma reta Vp Cc
C'TpP que a conexao coloca em bijegcdo com a reta iR = U(1) tan-
gente a U(l) na identidade e = 1.

Quando o fibrado 7 : P —— M & a estrutura geométrica de
uma teoria de gauge, a conexi3o estara associada ao potencial. Pa-
ra cada escolha de gauge associamos 3 conexio W o potencial de

auge W_ = 0*W, onde o € a secao local associada i referida
A g u u u
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escolha de gauge.

Costuma-se denotar o conjunto das k-formas definidas em A

com valores em B por Ak(A,B). Entao W € Al(P,é) e Wu‘EAl(U,é).
Se temos duas escolhas de gauge Tu e Tv’ Oos potenciais de
. gauge Wu e Wv (vide [191]) podem ser relacionados por

v - -1 .
W (Y = Lguv(x)*<guv * (Y )) + Adg-l

(W_(Y.))
(X) u X
uv

onde Y €TM , x€yuny, Ly # 6 — G & a multiplicacio &

: UNV—>G & a fungio de transicao

esquerda por g, e Juv °

entre Tu e Tv apresentada no paragrafo anterior.

A relagao acima é chamada de transformagdo de gauge entre os
potenciais de gauge Wu e Wv' Empregando notagao matricial para
G e G tal relagdao toma a forma

-1 -1

\'4 = guv dguv + guv Wuguv (TGl)

€ no caso da Eletrodindmica, com G = u(1), G = iR ' guv(x) =

=exp iy  (X) e temos

Wv = Wu‘+ idwuv (TG2) .

As conexOes, além de representarem potenciais em teorias de
gauge, terao para nds outras utilidades. No que segue mostraremos
que uma conexao permite-nos definir sistematicamente, para cada

P € P, a "horizontalidade" em TpP.

Notemos que o conjunto Vp dos vetores verticais & um espa-

¢o vetorial isomorfo a G pois é%})exp t (aA +B8B)| = aAS + BBS ,
. : =0

este & portanto um subespaco de TpP com dimensao dada por dim vp =

= dim G = dim G. Lembremos que apds a definicdo de conexao
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mostramos que n*Vb = 0 ; assim o conjunto Vé = {xp € Tp|1ux =0}
€ um subespago de TpP qgue contém Vp como subespago. Afirmamos

que Vp = Vé + POis o posto de T, € dim P - dim M = dim G (da-
do que o fibrado é localmente trivial) e portanto dim VB =dim G =

=dim V. =V = vy' ,
P P P

Desta forma os vetores verticais em p € P formam um subes-

pacgo Vp c TpP definido por (C2) ou alternativamente pela rela-
cao w*Vp = 0.
Podemos em cada p € P, tomar um subespaco Hp Cc TpP, comple
mentar de V e c TP=H 0V a i H =dim T_P
ar de b escrever b b b (entao dim By dim P

- dim Vp = dim P - dim G = dim M).

\/\7‘ T¥P/

P aly , M

4 F

Observamos no entanto que n3o tem sentido chamarmos Hp de es
pago dos vetores horizontais, pois para cada P € P existem varios
subespacos Hp c TPP que podem ser escolhidos como complementos de
Vp em TpP. ngndo temos uma conexao W definida em 7 : P —r M, po
demos entretanﬁo definir o subespago Hp C TpP dos vetores horizon
tais em p € P através da relagao 'W(Hp) = 0. De fato notamos que

© posto de W & dim P ~dim G =dim M, ademais W n3o anula-se quando

aplicada a qualquer vetor nio nulo de Vp, assim TpP = Hp ® Vé.

Fica claro que uma conexdo permite-nos além da nogao de ver-

ticalidade, uma nogdo de horizontalidade em TP
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4. DERIVADA COVARIANTE, CURVATURA E CAMPO DE GAUGE

Como vimos acima, dada uma conexao W em um fibrado principal

mT: P —— M, para todo vetor Xp € TpP, podemos escrever

v H \' H
xp = xp + xp , com n*(xp) =0, w(xp) = 0.

Seja entao ¢ € Ak(P,V) uma k-forma definida em P que assume
valores em um espago vetorial V. Podemos definir a parte horizon

H

tal de ¢y associada & conexao W, que denotamos por ¢ € Ak(P,V),

por
: H H
"PH(xll---le). = ‘P(Xll'e'lxk)'

para Xj € TpP (3=1,...,k).

Definimos entao a derivada covariante wa de p € AF(P,V)

com respeito & conexdo W por D" = (d¢)P, a parte horizontal (as
sociada a W) da derivada usual dy € Ak+l(P,V), notamos que
Dy € A**lp,v).

Definimos curvatura.wa'E Az(Pvé) associada a conexao W €

€ Al(P,G) por 2" = D"W. valem para a curvatura as identidades

(1) Q¥ = D'W = aw + % [wW,w]

\{ P\ W

(©2) D@ =[Q" ,Wl =0 .

A primeira delas & a definicdo de Q" , da qual decorre a se
gunda, chamada identidade de Bianchi (vide [19]). Quanto aos comu
tédores que aparecem nestas expressoes, sao definidos de forma na

tural, como iremos explicitar.

Para tal, seja N uma variedade e G uma algebra de Lie, com

base {ea} e constantes de estrutura CZB dadas por
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[ea,eB] = éLBeY' Definimos entdo o comutador [¢,¥] EA}+3QL§) das

formas ¢ = waea € Ai(N,a) e Y = waea € A (N,G) (notamos que

wa,wa sao formas com valores reais) por:

[e, 9] = Czs(wa A tpﬁ)eY

z
a,B,y

! ’ ~ 3 3 o .
Sé empregamos notacao matricial em G, ¢ e | tornam-se matrizes

de formas reais e temos

e, 9] =0 Ay - (-1 yay  (vide [19])

onde utilizamos o produto matricial, mas com o "cunha" (A)  subs-

- tituindo o produto usual dos elementos de matriz.

Valem para o comutador definido acima as seguintes proprieda

des (vide [19])

(G1) [y,e] = =(-1)13[g,y]
(62) alv, ¥l = [ao, 9] + (-1) v, ay]

(63 De,u1, 00 + DXL p,0l 0] +(=1)3 0,00 0] = 0 ,
para p EAk(N,a). |

A Gltima das relagdes decorre da identidade de Jacobi para

os elementos de G (e & analoga a ela).

No caso emque 7 : P — M & o fibrado principal de uma
[} ' . - w -
teoria de gauge, associamos & curvatura 0 + O campo de gauge

Qﬁ = 03 Q¥ + Para uma escolha de gauge Tu = (n,su). Dadas duas

escolhas de gauge Tu e Tv' a mudanca de gauge entre :Qu e Qv

(vide [19]) é dada por



14

Ou se empregamos a notagao matricial,

_ =1
Q, = Juv nguv (TG3)

onde Juv * U NV——=G éa fungdo de transferéncia associada.

Reparamos que no caso da Eletrodindmica, por U(l) ser abe-

liano temos ‘ : >

b.
It

Q. (TG4)

- € o0 campo de gauge € o mesmo em todas escolhas de gauge. Em teo-
rias de gauge ndo abelianas o campo nido seri o mesmo em todas as

escolhas de gauge a menos que seja nulo (Qu =0 ==>Qv_= 0).
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5. FORMAS HORIZONTAIS EQUIVARIANTES

Seja G — GL(V) uma representagao de G em um espago veto-
rial V, denotada por v —— g.v para g € G, v € V. Definimos
entao as k-formas horizontais equivariantes como seﬁdo‘as k-for—‘
mas definidas em P gque assumem valores em V com as seguintes

propriedades

(H1) w(Xl,...,Xk) = 0 se algum dos Xj é vertical

X. = 0).
(g 3 )

(H2) R; p = g’l.¢ . Yg € G .

o

Tais formas sao "horizontais" porque anulam vetores verticais
(H1) e equivariantes devido ao comportamento tensorial apresenta-
do em (H2). Abreviadamente chamaremos as mesmas de formas horizon

tais e denotaremos o seu conjunto por Kk(P,V) C Ak(P,V).

Notamos que embora uma conexao W € Al(P,a) tenha a proprie-
dade (H2) guando empregamos a representacao adjunta ad : G— GL(G);

-~ . N -~ —-l ~
ndo anula-se em vetores verticais e nao pertence a A" (P,G).

A aiferenqa entre duas conexoes T = Wl - W2 € Kl(P,a) pois
além de ter a propriedade (H2), anula-se em vetores verticais. Dé
fato W, e W, aplicam um vetor vertical A; em seu Unico gera
dor A = Wl(Ag) = Wz(Ag) € G. Inversamente se T € Kl(P,a), W+ T
também serd uma conexdo, e se fixamos uma conexao W temos uma cor

respondéencia biunivoca entre os elementos de Kl(P,G) e as cone-

¥X0es em W : P — M,

Assim sendo, se W & uma conexao e T € Kl(P,a); W+tT € uma
‘curva em C,no espago das conexoes; qte passa em W para t=0 -
quando tem derivada T € Kl(P,a). Portanto podemos caracterizar-

Kl(P,a) = TwC como O espago tangénte ao espago das conexoes no
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fibrado. Quanto 3 curvatura, & facil ver que Q" € KZ(P,@) com a

representagao adjunta.

Chamamos as fungdes ¢ : P —— V que cumprem apenas (H2)
de fungdes horizontais ou campos de particulas (v € KO(PAO =C(p,V)).
Tais fungoes estarao associadas &s fungdes de onda quinticas das

particulas.

A derivada covariante leva:-formas horizontais em formas hori

zontais, isto & D" :T¥(p,v) — T¥*1(p,v). De fato D" = (d¢)P
sempre anula-se em vetores verticais, ademais se ngw = g-l Y.,
R; DYy = Rg (d¢)H‘= (dRé‘,«p)H = g_l.wa (notamos que o "pull-back"

. . *
comuta com o diferencial usual e que Rg altera apenas a parte

vertical dos vetores).

Pode-se mostrar (vide [19]) que para T € Kk(P,V) temos

(H3) DT = dt + WA T

O Simbolo A em (H3), aldm do cunha usual carrega a acao de
G em V, de uma forma que tornaremos clara. Tal agdo provém da

representagao de G em V, v —> g.v , por
av =2 ((exp tAa).v) | para AEG,vEV
: dt ) t=0 : ! ‘

No caso em que V = G (com a representagao adjunta), (H3) re
duz-se a

D't = dt + [W,1] ¢

que corresponde a identidade de Bianchi (Q2) no caso em que T =",

Lembramos que para cada p € P podemos escolher Hp Cc TpP de for
~ma que TpP =-Hp & Vp. Observamos entao que a restrigdo do dife-

rencial da projegao t H —— T M (x=m(p)) € un isomorfismo
¢ *IH p X P
, _
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entre Hp e TxM‘

Notamos que se M & o espago-tempo, T M tem uma métrica h
‘com assinatura -2 que pode ser transportada (com o emprego do re-
ferido igomorfismo) para Hp' o qual fica dotado de wuma métrica
Hp = n;hx - Podemos também definir um elemento de volume J1 em H

a partir daquele em TxM. Assim podemos definir um operador de

Hod e em H
g p !

k -
't ASE V) — g" k(Hp,V)

(onde n = dim Hp = dim M).
Gragas a partigdo TpP =H ®V e ao fato das formas hori-

P P
zontais anularem-se em vetores verticais podemos definir

* 3 Xk(P,V) —_— K“’k(P,V) .

"Para ¢ € Kk(P,V) e p €P definimos (;¢)p como sendo a unica
extensao de *p(?al) para uma n-k forma em P com valores em V,

que anula-se em vetores verticais.

Observamos que embora a escolha de Hp seja arbitraria para
cada p € P, o operador * que definimos tem importantes proprieda
des que independem desta escolha. Se 'Tu : ﬂfl(U) _— U x G é
uma escolha de gauge com segido associada 6, ¢ U— P, entao

(vide [19])
.(H4) 01’1(-;”) = % oX(¢)

onde * : A%(U,v) — A" K (y,v) e o operador * & o operador defi

nido pela métrica e o elemento de volume em M.

Empregando o operador * podemos definir o codiferencial co

w k+

variante-associado a uma conexao W, § @ : Kk(P,V) — A 1 (P,V)
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. . W - = W
para formas horizontais por 8 = % D

* (no caso em que M di-
fere do espago-tempo &€ por vezes conveniente introduzir um sinal

negativo desta definigdo - vide [19]).

Empregando o operador ;. podemos definir uma métrica para

as k-formas horizontais ¢,¢ Eik(P;IR) por
= +k —k
R : A5, R) x I¥(P,R) — W

com ¢ A *y =h(e,P)u , sendo U o elemento de volume em Hp.

Esta métrica pode ser extendida. para formas.. horizontais

¢, € Kk(P,V) que assumem valores em um espago vetorial com métri

A .
ca h. Para tal seja '{Ea} uma base em V, e escCrevemos y = waEa,

] =,WaEa ; com wa,wa € Kk(P,IR). Entao definimos a métrica
(h h) : Kk(P,V) X 'Kk(P,V) —— IR

com (Hﬁ)l (v,9) = X [H(wa,wB)]ﬁaB
| a,B

onde ha = h(Ea’EB)'

B

A

A
No caso em que V = G sempre escolheremos h = k, a métrica

bi-invariante de Killing-Cartan em é, e teremos
= +k ~y . TK -
(hk) : A (P,G) x A*(P,G) — IR

para as formas ¢ € Kk(P,é).
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6. LAGRANGEANAS, CORRENTES ‘E PRINCIPIOS VARIACIONAIS

NO que segue empregaremos para representar a fungao de onda
de uma particula ¢ € KO(P,V) £ C(P,V). De fato a fungao de onda
usualmente émpregada € o "pull-back" wu = oaw € C(U,V) em uma de
terminada escolha de gauge. Assumiremos que V & um espago veto-
riai com métrica ﬁ, e que existe uma repfesentagéo G —— GL(V)

dada por v — g.v (para g €G , v €EV).

Ademais w : P —— M sera um fibrado principal com grupo
G (grupo de gauge) e base igual ao espago-tempo (que pode ser cur

vo) . Trataremos de teorias de gauge.

Definimos dai o espago de l-jatos de P para V por
J(,v) = {(p,v,0)|p €EP, VEV e 8: TP — V & linear} .

Chamaremos entao de Lagrangeana uma aplicagdo L:J(P,V) — IR

tal que

Lipg, g t.v , g 1. 8 o Rg-14) = L(p,v,6).

Caso L(p,g9.v,g9.8) =L(p,v,08) a Lagrangeana é dita G-invariante.

Definimos a "derivada" da Lagrangeana com respeito ao tercei

ro e segundo argumentos por V,L € Kl(P,V), V,L G‘KO(P,V) , com

3 2

A

) e -
(hh) (V3Llp,v,0),8) = g¢ Llp,v,0 +tB) | _, VB ER (P, V)

o a
h(V,L(p,v,8),W) = gt Lip,v+tW,8)| _, VWEV

onde fizemos uso das métricas apresentadas no pariagrafo anterior.

Pode-se mostrar (vide [19]) que dada uma Lagrangeana G-invariante
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L, uma conexao W e uma fungdo de onda ¥, podemos construir uma

‘funcio £(Y¥) € ¢ (M,IR) por
'c(w) (X) = L(P,‘P(p) ’wap) para X = Tl'(p)

a fungao L(y) : M —— IR & chamada densidade de acao. Para um
- aberto U C M com fecho compacto definimos a agao associada a
LW e U por (LY(y) = L(y))

¥ () zj £¥(y)ay € m
: U

onde 4 & o elemento de volume em M (que é o espaco-tempo) .

. . . \J - . e ,
Para W fixada dizemos L"(y) & estacioniria com respeito a

Yy se

d -w =
3 IU(w + tr)|t=0 =0
YT € C(P;V) com suporte projetado em U (isto &, {x € M tal que

x=m(p) e T(p) #0} CU) e VUCM aberto com fecho compacto.

s A~ ., w . s = .
A exigencia de que JL"(y) seja estacionaria, no caso com res
peito a ¢, chama-se principio de minima agdo e leva-nos as equa-

¢Oes de Euler-Lagrange,

oL oL
(L1) g —S2— + 22 = g
a(wa) oY :
onde —L_ = v_L(p,¥(p),0% ) € Tl(p,v)
3 (D"y) P ~
e 55 =V, ¥ ,0Y) €ce,v.
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Para a prova deste resultado efetua-se o procedimento usual
do calculo variacional, mas ao invés da integragao por partes em-

prega-se a generalizagao do teorema de Stokes (vide [20])

(TS) f(Hﬁ)(nwd,s) jmam,ewm
4 U U

onde U ‘& aberto com fecho compacto, o € Kk(P,V), B € T**1(p,v),

sendo que o tem suporte projetado contido em U.

Efetuamos aqui a referida prova: Temos que

_ é% f§(¢ . tT)lt;O - JU é%'fw(w + tT)lt=0 u .

Ademais, em t =0 ,

gt £T0E) +tTE)) = & Lip,¥(p) +tT(p), D + 0"1) =

_ ., oL = oL \J
—h(a‘p(p) ITp) + (hh)( W ID Tp)
(D w)p

lembrando que (R h) = h para elemento de A°(P,V) = C(P,V) e em

pregando o teorema de Stokes temos

t

|

T

<

d 7w, _ I ~ oW 3L d

- + tt)|, . = h(s" —= _ 4

dt U t=0 U B(wa) 9
e fica claro que o principio de minima ag3o ndo sé implica as equa
¢Oes de Euler-Lagrange, mas &€ equivalente a elas (notamos que a
igualdade acima deve valer para Vt € Ko(PfV) com suporte projeta

doem U e VU aberto com fecho compacto) .

Definimos agora a corrente Jw(¢) € Xl(P,G) (com a represen-

tagao adjunta por (vide {191):
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———,a.9) = (h k) (3 (y),0)

para todo o € Kl(P,é). A corrente assim definida € chamada de coxr
rente associada a L, Y e W; e poderia ser definida de forma equi

valente por

R LWt | = G @ W),0

Yo E‘Xl(P,é) (escrevemos £Y(y) = L(y,W)).

Definimos também a densidade de autoacdo associada i conexio

W por
- 1 -
S(w) = -3 (hk)(Qu P R,)

onde Qz = c;ﬂw é tomado em uma escolha de gauge. Oﬁservamos qué
no entanto S(w) € Cm(M) independe da escolha de gauge empregada,
pois a métrica K :G x G — IR de Killing-Cartan & invariante pe
la agao adjunta de G em G; ademais sob uma transformagdo de

\'4
gauge £ transforma-se segundo a regra

(onde v € a fung3o de transferéncia associada 3 transformacgao

de gauge).

Agora definimos a densidade de acgio total (£ + 8)(y,w) =
= £(y) + S(W) adicionando a agao ndrmal a autoagdo. Estamos en-
tao preparados para apresentar um principio variacional, que leva
nés nao apenas is equagdes de Euler-Lagrange para 1V, mas também

ds equagOes ndo homogéneas de campo (as equagOes homogéneas de
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campo constituem a identidade de Bianchi, que ja apresentamos).

Dizemos que o par (y,W) & estacionario com respeito 3 densi-
dade de agao total de (£ +8) se
d S
It (£ +8) (Y +tT,W+to)u = 0
U \

para todo aberto com fecho compacto U C M e quaisquer T GAOGnV)

= C(P,V) e o € Kl(P,V) que tenham suporte projetado em U.

Afirmamos entao que o principio variacional enunciado acima

equivale ds equagdes

L 3L

(L1) sW(—9k _y =0
3(D"L) Y

(L2) §Y¥ = g¥ ()

Dé fato, notemos que em t = 0

a% I (L+S)(Yp+tT,W+to)p =

v )
= é% JU L(Yp +tT, W+to)p - % é%‘[u.lﬁk)(ﬂt_,nt)u
onde Q. = QWtto a(w + tc)_+v%’lw + to, W+ to] , 'portantb
g = do +[wW o].= D' em t=0
dt "'t ! ’

gquando entao temos
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a | ) : _.'
It IU(.C +§) (Y +tT,W+to)u =
=.E.I £(w+tTWHJ+-E-J L(Y,W+to)u -
dt U ’ dat U '

- f (hk) (2¥ , p"0) =
U

= I A" 2o+ 32,0 +-[ (Bk) (3" () ;o) -
U 2(D"y) v

- f (Bk) (8¥(2") ,0)u
U .

onde empregamos o teorema de Stokes e a definigao de corrente .
Torna-se entao claro que o referido principio variacional,no qual
exige-se que a agEo total seja estacionaria com respeito a Yy e W;
é equivalente as equagOes (Ll) e (L2). A equagéo‘(Ll) corresponde

is equagdes de Euler-Lagrange para ¥, e a equagao (L2) quando es-

crita na base (com o emprego de uma secao local) tem a expressao

W
Gﬂu + % [Wu, * Qu] = Ju

correspondendo ds equagdes de campo nao homogéneas. No caso da
eletrodinimica, esta corresponde ds equagOes de Maxwell nao homo-

géneas,enéuanto que o "pull-back" da equagao de Bianchi ‘
dQu + [wu ,Qu] =0

corresponde ds equagdes de Maxwell homogéneas.

Finalmente notemos que (L2) implica que

sV (y) = s (8¥a") = 0



25

(vide [19]).

O "pull-back" desta equagao,

w ‘ -

corresponde a conservagao da corrente.

A construgao de uma agao total a partir de uma Lagrangeana G
-invariante & usualmente conhecida como principio de gauge (vide
{22]) e leva-nos nao s6 &s equagdes de Euler-Lagrange mas também
ds equagOes de campo. O principio de gauge & o procedimento basi-
co empregado nas teorias de gauge usuais. Nos tras paragrafos que
seguem construiremos teorias de gauge com monopolos, sem introdu-
zir mudangas na topologia de espago-tempo como usualmente & feito

(vide [6 - 71).
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7. FIBRADO "SPLICED" E CONEXOES

Sejam L Pl — M e Ty 3 P2 ——+ M dois fibrados prin-

cipais com grupos Gl e G2 e a mesma base M. Definimos entao o
conjunto P, o P, = {(pl,pz) € P, X leﬂl(pl) = ﬁz(pz)} e notamos
que G; X G, age livremente & direita de P, © Pz; (pl,pz)(glﬁb)
(plgl,ngz). E facil ver que “12_: Pl © P, —+ M com
ﬂlz(pl,pz) = ﬂl(pl) = "2(p2) € um fibrado principal com grupo

L d
G, X G,. Chamamos tal fibrado de fibrado "spliced" associado aos

1 2

dois fibrados iniciais.

Podemos introduzir também dois outros fibrados principais;

1 1 = .
@ : Py o P, — Pl‘(" (pl,pz) = pl) com grupo G2 e T .Pl o P2

- 3
— P, (m (py/P,) = p,) com grupo G, -

Temos entao uma estrutura formada por cinco. fibrados princi-

pais que apresentamos na figura 5.

. . © C%l)<<:
G"Z s 2_{0.?7_0 o6 ¢ 6 , e
T *

{2
C’*)i“‘f’ Ei _?—2_“‘@)1

'\'\31\5\‘\,\ /Z-WZ - fia.5

Pode-se mdstrar (vide [19]) que se Wl € Al(Pl,al) e W2 €
€ AZ(Pz,az) sao cbnexSes nos fibrados Ty :Pl — M e T, :Pz———+M,

entao

W= nl* W1 e T ’ al @ a

2 1 v
* W, € A (Pl o P, 2)

€ uma conexao no fibrado Tia @ Pl o P2 ~——+ M. Mostraremos aqui
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que se W & conexao no fibrado "spliced" existem conexdes Wl e W2
nos fibrados originais tais que

= 1* 2*
Para tal faremos uso das identificagdes 'él = él ® 0, 62 =0 @ 62
em al o 62 e da projegao p1 : Gl ® 62 —r él (com plU\$ B) =2)

e de sua analoga

Notamos que sempre podemos escrever W = pl(W) ® p2(W), as-

sim se definimos Wl e W2 através das relagdes nl* W, = pl(W)
e “2* W, = pz(W) obtemos o resultado W = nl* W, ® 2 W,. Resta

nos mostrar que W, e W, estao bem definidas e sao conexdes. Fa
remos a prova para Wl (para W2 € aniloga).

1,

Definimos W, por pl(W) =T Wl’ ou seja

1l
W X = W_(X onde
(Wy) (X)) = p (W (X)),
1l 1
1 B .
p € Pl o P2 , T (p) = Py € P1 ’ Xp € Tp(Pl o P2) e
X = ﬂl-(X ) ET P .
Py *p P, 1

_ Devemos mostrar que esta definigao independe da escolha de

d X .
p.e de X,
1l
*p( )

]
(a) para um mesmo p,.caso Xp, Xp § Tp(Pl o Pz) e Xp
1 .
X'y = X temos
'ﬂ'*p( p) pl ’

1
X - X') = 0 e portanto
e p T %) P

-

Xp —Xé é um vetor vertical no fibrado nl :Pl o P, —> P,. 0 gru

po associado a este fibrado principal é G2 e podemos escrever
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d -
- ¥ =
X, xp 3t (P exptA,) lt=0

- para A, € 62 , fazendo a identificagao

A. =060 A €EG, ® &

2 2 1 5 obtemos que

W (X - Xt =
. p(p p) 0$A2

1l
de forma que w (X - X! =0
_ q p( p( b p)) e
1 | 1
w_(X = w_ (X! .
p(pp)) p(p(p))
Ly 2 olion) = oo - .
(b) caso 7 (p) = 7w (p') = p;, temos que p' =pg, e Xp =
= RgZ*gp’ portaito . '
ﬁ*(XP.) = ﬂ*(Xp) ; . X
a i W X = Ad W X W X = w_(X
ademais p'( p') -1 p( p) e p( p'( p.)) p( p( p))

9 2

Assim Wy estd bem definida e resta-nos mostrar que & de fato

uma conexao; vale claramente (Cl) e mostramos (C2) no que segue.

(notamos que do ponto de vista do fibrado wl : Pl o] P2 —_— Pl '

Rg, age da mesma forma que R do ponto de vista do fibrado "spliced") .

(e,9,)

pl(W(R

I

W

.1 |
) = a =
)) =p (A _p W(X))

(R X X
1 gl*'pl (glre).* P (g,e)

1
= Ad p (W(X)) = Ad W, (X )
-1 -1 "1 *
9; P 9; P1
Assim estabelecemos que para cada ‘conex30 W no fibrado
"spliced" existem duas conexoes nos fibrados constituintes, Wl e
1
W2; de forma que W = 7°°% Wl @ nz* W2. Como escOrio da prova aci-

ma, vemos que dada uma conexao W temos bem determinadas Wl e

W2 .
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8. MONOPOLOS EM TEORIAS DE GAUGE I

No que segue iremos apresentar uma generalizagéo da teoria
de dois potenciais para a Eletrodinimica com monopolos (vide
[ 3 -51]) para uma teoria de gauge geral. Notamos que ao contra
rio do usual (vide [ 6. - 7 ]) em nosso enfoque o espaco - tempo

nao tera anomalias topoldgicas.

A estrutura matemdtica da teoria de gauge com monopolos que
apresentaremos &€ o fibrado "spliced" Ty 2 PO P —— M com
grupo G X G obtido a partir de dois fibrados idénticos aquele
associado & mesma teoria de gauge sem monopolos (7 :P —— M com

grupo de gauge G e base igual ao espago-tempo). Observamos que a

base M empregada pode ser curva.

Associamos o potencial de gauge nesta teoria a uma conexao W
em Typ 3 P o P —— M. Ou seja, dada uma escolha de gauge neste
fibrado,

-1
Tu : ﬂlz(U) — U x (G x G)

com segao local 0y U —P o P associada; definimos o potencial

de gauge Wu = oavv associado a referida escolha de gauge.
Notamos que existem, face a discussao no fim do Item ante-
rior, duas conexoes Wl e Wz, em T : P —— M univocamente relg

1 2

cionadas a W = ¢~ % Wl O v* W

5
No entanto hd uma diferenca fundamental entre empregar-se
para descrever o potencial de gauge.
1 24

(a) uma conexao W = 7~°% Wl ® n°* W2 € Al(P oP , G ® &) no

fibrado "spliced".

(b) duas conexoes Wy ,W, € Al(P,é) no fibrado original da teo

ria de gauge sem monopolos.
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Consideremos primeiro o caso (a). Sejam entao duas escolhas

.Tr_ l
12

x (6 xG) em m,:POP— M com intersecgdo nao vazia (U N

-1 .
de gauge T : ﬂlz(U)-———+ Ux (GxG e T, : (V) —— V X

nv # ¢) e segaes locais o, ¢ U——POP e oy ¢ V— P OP

associadas.

A fungdo de transferéncia g, , 3 UNV—> G x G entre as
duas escolhas de gauge assume valores em G X G e podemos escre-

ve-la como:

guv(x) = ((gl)uv(x), (gz)uv(x)) com x€E€EuUunv,

para UNnNv—+G. Como

(gl)uv ,(gz)uV

assume valores em G ® G, a transformacao de gauge (TGl) entre os

potenciais de gauge W e W, pode ser escrita como duas rela-

u v
gSgs: .
W) = (g0 Y alg) .+ (g Em) . (gq)
1'v l'uv 17 uv luv 1'u 1 uv
e
W) = (g Y dlg) .+ (g0 w,) (g,) . -
2'v 2 uv 2'uv 2'uv' ' 2'u'’2uv

No: caso da Eletrodinémica, podemos escrever (TG2) como

(w

l)v = (Wl)u + ldXuv
(w2)V = (WZ)u + 1d‘l’uv
com (gl)uv(x) = exp ixuv’ (gz)uv(x) = exp iwuv , com Xuv’wuv :

: UNV—— 1IR.
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Desta forma uma transformagéo de gauge Wu € Al(U,é ® G) cor
responde a duas transformagoes de gauge independentes de (Wl)u e
W) € at,d.

No caso (b) temos as conexoOes W, e W, no fibrado

T : P —— M. Sejam entao duas escolhas de gauge, neste fibrado,
T, : ) —>uxce e T, 7 V) —> v xG6 com intersecgao
nao nula e seg¢des associadas Oyt U—>P2 e o : V—>P. A

fungao de transicido . Jav ¢ UNV-——>G assume valores em G

e podemos escrever a transfdrmagéo de gauge (TGl) para os poten-

ciais de gauge associados a cada uma das conexoes; de forma que

obtemos:
_ -l o1
(Wl)v = Juv dguv + guv(wl)u Juv
-1 -1
(WZ)V = Juv dguv + guv(wz)v v °
No caso da eletrodindmica, temos Juv = ©XP iX,, i X, 2 UN

NV —— IR e escrevemos (TG2) para cada uma das conexdes:

(Wl)v = (Wl)u + 1dXuv
(W2)V = (Wz)u +idx o -
Estas relagOes mostram que os potenciais de gauge (Wl)u e
(WZ)u sofrem a mesma transformacao de gauge no caso (b). Assim

fica clara a diferenga entre as opgdes (a) e (b). No que seque es

colhemos a opgao (a).

Afim de mostrar a necessidade da referida escolha vamos con
siderar a Eletrodinadmica com monopolos descrita por dois potenciais,

um ligado as cargas elétricas e o outro ligado &s magnéticas (como
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feitoem [3 - 5 ]).

D

Primeiro notemos que na Eletrodinamica sem monopolos, G=U(1)

e o potencial de gauge assume valores em iIR = é, isto é,(wl)l1 =

iAudxu € Al(U,iIR). O campo de gauge é entdo dado por
(2,), = d(W,) .+ 2 [ (W), (W) ]
1'u 1'u 2 1'u’ Y"1
- _‘. H v - 2 .
= d(Wl)u = lFuvdx A dx” € A®(U,iIR)

éoincidindo com o diferencial do potencial, pois U(1l) & abeliano;

e consistindo em uma 2-forma que assume valores em iIR.

Observamos que o campo F

v nao é alterado se efetuamos a

troca de potenciais

AW

.l)u —_— (Wl)u + idX

2

onde ax = 3 Xax" = Vx.dr dt e X :U — IR(Ar = (dx',dx?,
o.

N+
wlw
ﬂ'l><

,dx%) e at = ax®); pois da2x =

Esta transformagdo € interpretada geometricamente como uma
mudanca de escolha de gauge, ou trivializagao local, de forma

que a fungao de transigado associada & dada por

g = exp iX : UNV —— G ,

Notemos que o campo de gauge pode entao ser escrito como

= i H V=
(2 lFuvdx A dx

l)u

dxk A dxO + Fzm dxz A dxm}. .
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As componentes do tensor eletromagnético associadas ao campo
elétrico e magnético sao dadas por B, =F, e B =€ ax? a
A dx™). Lembramos entdo que se (%) & o operador de Hodge, *dxk A

(o]

A dx = dx¥ A dxm , assim

-;kzm

. ’ L.k o
). = 1(Ek + *Bk)dx A dx

(Ql u

e visto que (*)2 =-1, a aplicagao do operador de Hodge troca os

_campos elétrico e magnético.

Consideremos agora a Eletrodinamica com cargas elétricas e
magnéticas. O campo apenas gerado por cargas elétricas pode ser

escrito por um potencial usual
() = dWy)y -

Ja o campo gerado pelas cargas magnéticas & o dual de um cam
po. similar Aquele gerado por cargas elétricas (como vimos ha pou-
co). Podemos entao descrevé-lo por outro potencial da seguinte

forma

*(92)u = * d(wz)u .

O campo total gerado pelas cargas elétricas e magnéticas se-

ra dado entao por
iF = (Ql)u + % (92)u .
Assim sendo um dos potenciais descreve o campo gerado pelas

cargas elétricas, e o outro o campo gerado pelas cargas magnéti —

cas. Notamos ainda que se efetuamos as transformagaes de gauge
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(W

—r (W + idX

l)u l)u

ﬂ(Wz)u —_— (Wz)u + idy

o campo F nao é alterado (pois dzx = dzw = 0). Se queremos in-
terpretar as transformagoes acima como mudangas de trivializagao
local em um fibrado; devemos empregar o fibrado "spliced" (devido a
independéncia de X e ¥). Fica portanto, justificada a escolha da
opgao (a). A opgao (b) nao daria cabo nem da geometrizagdo da Ele

trodinamica com monopolos (como teoria de fibrado).
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9. MONOPOLOS EM TEORIAS DE GAUGE II

Reparamos que o fibrado produto de duas copias do fibrado
T : P —— M, tem cada ponto p € P oP de seu espago total asso-

ciado a dois ponto de P sobre uma mesma fibra. Este enfoque per-

mite-nos compreender que uma transformacao de gauge em Tio tP o P
——* M corresponde a duas transformagoes de gauge em w:P —— M.
De fato 0y 8 U— P o P corresponde a ci = nl ©0,:U—pP

2

e também a 03 = 71" o @ U —— P,

u
Desta forma podemos associar uma linica conexdo W.em P a dois

s o8 R o 42k
potenciais de gauge Wu =0, W e Wu =0, - W,

Nota-se que

= 1 * = gk ( i = gk (ql%
Wu (T o cu) W= ?u( m W) = Gu(ﬂ W e 0)
e
W, = (nz 00 )* W= c*(ﬂz*»W) = o*(0 @ nz* W)
u u “u ‘ u *
Estes dois potenciais de gauge, Wu e ﬁu. correspondem aos
1 _

poténciais de gauge associados 3s l-formas " * WGO0 e 0 © ﬂz* W

que sdo possiveis extensdes de W ao fibrado produto.

1 e W2 em
2

- ® ¢ P —— M, podemos associar-lhes duas conexdes w=ml*wv ®n*W

1 2
e W= ﬂl* W2 ® ﬂz* Wl em Ty, 3 P o P —— M. Como vimos no pa-

Reparamos portanto que dadas duas conexdes W

grafo 7, dada uma conexdo W no fibrado "spliced" temos bem deter-
. p

minadas duas conexoOes W, e W, nos fibrados originais; vemos

agora que no caso em que tais fibrados sdo iguais; estas conexdes
podem gerar uma outra conexao, W , no fibrado "spliced". Chamare-
mos W de conexao dual a W.

Notemos que temos duas curvaturas Q" = D'W e oY =D as

sociadas ds conexdes W e W. Estas curvaturas devem obedecer as
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identidades de Bianchi, Dwa =0 e Dwa = 0. Antes de analisar-

mos estas identidades com mais cuidado apresentamos (vide [8 1)
algumas propriedades de formas horizontais em um fibrado produto.

Se T € Kk(P1 o P2 ,&l o 62) com a representacao adjunta Ad :

: G sz———-»&le

(2}

9 ¢ entao

| , 1
(a) podemos escrever univocamente com T = T¥ T, ® nz* T,

com T4 € Kk(Pl,al), T, € Kk(Pz,az) onde empregamos as represen-

tagcoes adjuntas Ad : Gy —*G; e Ad : Gy — 62 .

W 2, "2
(b) D' =7+ D,lTl‘B'”*D T, para W =nl* W, e 7

(c) Seja ;lZ : Kk(P:L o PZ’al ® 62) _ Kn_k(PlO\Pz, G, ® G.)

o operador de Hodge para formas horizontais em Pl o P2 (n

I
Q.
'.la.

~ - . 7k A —n-k A - .7k -
mensao de M) e *1 : A (Pl,Gl) — A (Pl,Gl), *y : A (PZ,GZ)

-n-k A ' R
— A (Pzﬂb), os operadores de Hodge para formas horizontais nos

) @ ik (¥ 1) .

N . N . ~ - — l*—
fibrados originais. Entao *12T = % (* 2Ty

11

Empregamos as relagoes (a), (b) e (c¢) no qué segue. Voltando

i curvatura Q" € KZ(P oP, G® G), podemos ‘escrever . Q" = ﬂl* €,
) ﬂz* Q, onde 91,92 € KZ(P,G) estao bem determinadas. Afirmamos
que se W = ﬂl* W, ® wz* W temos ., = le = leW e Q, =
1 2! 1l 1 2

w w
_ 2 _ Y2
= Q D W2 .

De fato,
¥ = dw+%[w,w] =

_. 1, 2, 1 1, 2, 1, 2, =
= d(w Wl & Wz) + 3 [#w Wl ® Wy, Wl ® WZ]
I | 2, el 1, 1 1, 2 2 _
= d(m* W;) @ d(m w,) +{2['rr Wy,mo* W1] 692[17 * Wy wzl}



37

1 (dwl + % [Wl,wl]) o n?‘*(dw2 + %— [WZ,W2 1) =

W w w w
= ﬂl*,D lWl ® nz*,D 2W2 = ﬂl*,Q l'enz*,n'z
~ w w

e analogamente temos Q" = nl* Q 2 ® nz*,ﬂ 1 .

Assim sendo, as identidades de Bianchi D"Q" = ¢ e D'Q =0;

i Y1 W W,

segundo (b) sao equivalentes e correspondem a D =D “Q ° =0;
que sao identidades de Bianchi associadas a W, e W, em

T ¢ P —— M, Voltando a Eletrodinamica, que vimos no paragrafo
anterior, teriamos que d(Ql)u =0 e d(Qz)u = 0. O significado
destas equagdOes seria que o campo magnético de origem elétrica bem
como o campo elétrico de origem magndtica tem divergéncia nula ;
ademais que o campo magnético originado pelas cargas elétricas bem
como o campo elétrico originado pelas cargas magnetlcas, tem rota

cional nulo no caso estatico.

No que segue iremos generalizar o principio de gauge para uma
teoria de gauge com monopolos. Suporemos que temos de partida uma
Lagrangeana como no paragrafo 6, L ;j(P o P,V) —* IR, onde V é
um espago Vetoriél no qual existe uma representacio de G X G
(G x G — GL(V) dada por v — g.v para g'=(gl,gz) § G X G).
Admitiremos ainda que L €& G x G-invariante de forma que cons-
tfuimos a densidade de agdo £w(w) € Cw(M) a partir de uma fungdo

de onda VY € KO(P,V) = C(P,V). Teremos, como no parigrafo 6, que

() (x) = L(p,y(p), wap) onde

PEPOP e x=m(p) €M.

. . w : L
Ainda mais, se exigimos que L"(y) seja estacionaria com res

peito a Y obtemos as equagoes de Euler-Lagrange ((Ll) -paragrafo 6).

Mostraremos entao que se adcionamos um termo S(W) apropriado
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a £w(w) obﬁendo a densidade de agao total (£ +38)(y,W); esta den-
sidade de agao ira gerar nao apenas as equagoes de Euler-Lagrange
mas também equagdes de campo nao homogéneas. Ou seja, as referi-
das équag8es decorrerao se exigimos que (£A+S)(¢,W) seja estacio-
naria com respeito ao par (¥, W). Veremos que as equacOes de cam-
po nao-homogéneas obtidas irao corresponder, no caso da Eletrodi-

nimica, ds equagoes de Maxwell na presenca de monopolos.

Definimos o termo da autoagao

1 — w_ W, — W
-1 hKlZ(Fu ,Fu) com F = Q" + % Q e F

v
=
!

w
O*F
u u €

HK12 : Kk(P oP, G® & x Kk(P o P, G o a) ——= IR é& a métrica

. T . ~ A ~
- para formas horizontais com valores em G & G (com  representagao

-

€ a métrica de Killing-Cartan em

12
G & G, e que Klz(Al ® A,, B

adjunta) . Notamos que K

1 ® B2) = K(Al,Bl) + K(Az,Bz), onde

K &€ a métrica de Killing-Cartan em G.

Notamos que sendo F equivariante, S(W) & gauge invariante cum
prindo as condigoes usualmente exigidas (vide [22]) para a cons-

trugao do termo de autoagao. Observamos também que se houvéssemos

‘construido o termo de autoagdo da forma - % hKlz(Qw,Qw) nao esta-

riamos levando em conta a iteragdo entre monopolos e cargas usuais.

De ‘fato _consideremos o caso .da eletrodinamica , guando
w w w w

w 1 1 2

Q7 =17* Q ® 17% Q 2 ; € Os campos 9] 1 e 2 correspondem

aqueles gerados por cargas usuais e monopolos. Notemos entao que

w w
w Wz

= W oW, _ 1 1 = 2 .
hK,, (27,2,) = hK(Q 5 ") + hr(2 7,0 )

e nao sao levados em conta, para o computo da agdo, termos de ite
Wy Wo
ragao entre os campos e Q associados as cargas usuais e

aos monopolos.
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Quanto ao termo de autoagao escolhido temos

S (W) = - %HK(Fu,Fu) =

1 =_," Yo Yy 2, _
==-3 hK(Qu + % Qu s 0 + % Qu ) =
w w, w w. . w w
I R WA PR RSN RS SR N | 2
= 5 hK(Qu s 2..7) > hK(Qu 'Qu ) hK(Qu ;) * Qu )

e aparece o termo de iteracgao.

Antes de aplicarmos o principio variacional & agao total lem

bremo-nos da definicao de corrente em termos de Lagrangeana

S LW te) | o = (BKy,) (37 (¥),0)

Vo € TP o P, & ® &) . Neste caso JI"(y) €E AL (P o P, G ® G) e po-

demos escrever Jw(w) = ﬂl* J4 ® nz* J2 e associaremos Jl,J2 €

€ Kl(P,G) As correntes "elétrica" e "magnética" respectivamente.

Efetuando a variagdo temos em t =0 (0 = nl gy o % 0,) .

a% JU_ (L +S) (v +tTfW +to)y =

-4 4
= 3F JU L(p +tt, Wy + at IU L(Yp, W +to)p +

5 'EK(Qu Ay Ju -

u

a I 1 wl+tol wl+tol J 1 w2+to2 w2+t02
dt )y U
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As primeiras quatro parcelas da expressao podem ser calcula-

.das como no paragrafo 6, e obtemos (em t=0)

d &AW oL . oL
- at IU£W)+tT.WHJ IU h(8" —— + 55+ Thu

3 (DVY)

d - W
i IU L(Y,W+ta)yn JU(hKlz)(J (V) ,0)u

w 40 ‘w,+to W, W
a _ 1l ot YotRO o f = W1 W1
U U
w,.+to w,.+to W, W
d 1l = 2 2 2 2 - _ e 2., 2
-Et- JU —2' hK(Qu ,Qu )u = JU hK (§ Q ,0'2)11 .

a -, Wyttoy ptto,
2 BK(Q , v 0 ) =
. w.tto, W oW W, +to
= J% RR(e T L, ¥ q 2) + é% BR(Q L, F o 2 %)

Lembrando do paragrafo 6 que em t=0

d -
’d—tQ .—DO' , - temos

oY

o
oA
=
©
*
0
n
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_ A4 W _ w _ W
=Bk Yo, ¥22) + Bk L,% p 2

w w w

BR(§ 1(¥ @ 2),01) +BK(S 4(v o 1,

obtemos finalmente

w,+to
a%jUHK(Ql 1'*»92 2y _

W, W oW w
= J (hK (8 1(* Q 2),Gl)'+ hK (& 2(7 Q l),c Nu .
U 2

Agora somando todos os termos obtidos e usando o fato de que

7,0, e g, sao independentes; ainda mais, que

HKlz(Jw(lp) ,0) = EK(Jl,ol) + HK(JZ,UZ)

Obtemos as equagdes : . =

sW 3L, oL

+ 5= =0
5(pYy) 3V
W, W w w
5191+51(¥92)=J1
W. W w w
5292+52(¥91)=J2.

A primeira delas corresponde 3 equagdes de Euler-Lagrange, as
W wz)

outras duas podem ser reescritas como "(F = Q 1 + % Q
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w w
§ 2(* F)

]
(&
lw)
L)

I
*
o

e s3o as equagoOes de campo nao homogéneas da teoria.

Na eletrodinamica estas equagoes reduzem-se a

SF

1]
(N

que s3o as equagOes.de Maxwell para o campo eletromagnético total

Vi - ¥

F=Q  + *Q gerado por cargas elétricas e magnéticas. Empre-

gando esta expressao para F obtemos:

w
1 _
QR = Jl
W
2 _

[}’ =J,
~ Y1 Y2
visto que df = df = 0.

Dado que
w
1 _
Q = dwl
w
2 _
Q = sz
obtemos
del = J1
6dw2‘= J2

gque ligam os potenciais respectivos &s correntes elétrica e mag-

nética.
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10. FIBRADO DOS REFERENCIAIS ORTONORMAIS E A 1-FORMA FUNDAMENTAL

Seja M uma variedade n-dimensional com métrica g de assi-
natura (r,s). Iremos definir o fibrado dos referenciais ortonor —
mais F(M) com base M. Primeiro consideramos a méetrica .canodnica

de IR"™ com assinatura (r,s), isto e se
n
vV = (vl,...,vn) e W= (wl,...,wn)‘e IR,
definimos o produto interno

+ ... +t W

(v,wi = ivi e - Yr+1Ve+l 0 T YrasVrds

Empregando a notagao de matriz coluna para os vetores de IRn,

escrevemos (v,w) = anw, onde n = diag(l,... 1 ,‘41,... -1).
{ )

A %

r vezes S vezes

Definimos o grupo ortogonal O(r,s) como sendo o grupo dos
elementos A € GL(IRn) que mantém invariante o produto interno de
finido a pouco, isto & f(Av,aw’={v,w), ¥v,w € IR". Com o uso da
notagao matricial vemos que A € 0(r,s) = ATnA = n. Afim de de-
terminarmos a adlgebra de Lie a(r,s) do grupo O(r,s); tomamos
uma curva A(t) € O(r,s) com A(0) = I. Portanto (A(t)v,A(t) w)=
={v,w), ‘Vv,w € IRn, diferenciando esta expressao em t=0 obte
mos (A'(0)v,w?) + (v,A'"(0)w) = 0. Assim sendo qualquer elemento

B € 6(r,s) deve satisfazer a relacao (Bv,v) = - (v,Bw). Em nota-

¢ao matricial teremos que BTn = -nB.

Tendo definido os elementos do grupo O(r,s) e sua algebra de
‘Lie 6(r,s), iremos no que segue definir o fibrado dos referenciais or
tonormais sobre M, m : F(M) —— M com grupo O(r,s). Chamamos

de referencial ortonormal em x € M uma aplicagdo isométrica



n : P - . .

u : IR ———+~TXM , S€ empregamos a metrica canonica de assinatura
n - .

(r,s) em IR e a metrica g, em TxM‘ O conjunto dos referen-

ciais ortonormais em x & denotado por F(M)x e corresponde a

uma fibra do fibrado dos referenciais ortonormais.

Definimos F(M) = U F(M)x e m: F(M) —— M que associa
xeM '

um‘referéﬂéial ortonormal em x € M ao prdprio x. Este é um fi-
brado com grupo O(r,s). Notamos que se u € F(M)X e A € 0(r,s)
entao u o A € F(M), pois A : R"” — ®" & isometria, e a or
bita de O(rxr,s) ira cobrir todos os referenciais ortonormais so-
bre x, isto & ﬂ_l(x) = F(M)x (é claro que valem para

ms: F(M) — M (F1) e (F2), para uma prova de (F3) veja . refe-

réncia [19]).

Um elemento importante em F(M) seria a l-forma. fundamental,
p € Kl(F(M),IRn) horizontal e equivariante se empregamos a repre-

sentagdo usual de O(r,s) em IR"; que definimos pela expressao
' _ oL e e - |
¢(Xu) = u (n*Xu) para Xu € Tu(F(M)), e ue€e F(M)x .

Suponhamos que temos um conjunto de campos ortonormais
El(x),...,En(x) em um aberto U C M. Podemos associa-1los a uma se
¢ao local 0, 3 U — F(M) do fibrado dos referenciais ortonor-
- mais. Para tal definimos 0,(X) como sendo a isometria u =0, (x):
: R? —— TxM que associa a base candnica de IR" aos campos or

tonormais em x, isto &, ou(x)(ei) = Ei(x).

Neste caso podemos efetuar o "pull-back" de forma fundamental
¢ € Xl(F(M),IR) e obter ¢ = 03#’5 Al(U,IRn). Como ¢ assume va-
iores em IR" podemos escrevé-la como uma matriz coluna de 1l-for-
‘mas reais, ¢ = lij] com $j € Al(U,IR). Observamos entao que as

formas v¢J assim definidas, sao em cada x € M as formas duais
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dos campos ortonormais Ei(x), isto €, JJ(Ek) = ij .
Desta forma o pull-back da l-forma fundamental ¢ com o uso
de uma segao local de F(M) gerada por um conjunto de campos orto
normais em U CM, € emcada x € U, a matriz coluna das formas

duais associadas a tais campos em Xx.
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11. CONEXAO DE LEVI-CIVITTA E GEODESICAS

Dada uma conexao W em 7 : F(M) —— M, definimos a 2-for-
ma de torsio T = D'y € KZ(F(M),IRn); isto &, a derivada covarian

te da l1-forma fundamental com respeito a W.

Definimos entao a conexao 6 de Levi-Civitta em F(M) como sen

- ~ . - §]
do aquela conexao que tem forma de torsao nula, isto e, D¢ = 0o .
Podemos mostrar que 6, assim definida, existe e & tnica. Como (vi

de H3) ¢ & horizontal p% = dv + 8 A v = 0, portanto

]

1
Let]
>e
A )
.

(MCl1) - 'dPA

Esta é conhecida como a primeira das equagOes de Maurer-Car-
tan; caso El’EZ""’En sejam campos ortonormais em um aberto .
U C M, associamos a estes O : U —— F(M) como no item anterior

e obtemos

3
n
1
@|
>e
S|

(MC1')

onde ¢ = og*y¢ , 0§ = 039 .

a—— A

Notando que 6 assume valores em G e e uma matriz de 1-

formas reals escrevemos
(MC2) 8T =-n® , 6= (6’3)

esta & a segunda das equagSes de Maurer-Cartan.

Seja uma curva Yy : [a,b]—— M. Chamamos levantamento de Y
para F(M) pelo ponto p € n—l(y(a))_é,curva u: [a,b] —— F(M);

tal que u(a) =p e mo u(s) = y(s) para s € [a,bl Dizemos

ainda que este levantamento & horizontal com respeito & conexao ©
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de Levi-Civitta se ©6(u'(s)) = 0. No caso de um fibrado geral
T : P —— M, podemos definir o levantamento de‘ y: [a,b] — M
por p € P horizontal com respeito a uma conexaoc W neste fibra
do de forma analoga.

Pode-se mostrar que o levantamento horizontal assim definido
é Unico para cada p € ﬂ_l(y(a)). A partir do levantamento de cur
vas podemos também efetuar o levantamento de campos empregando as

curvas integrais associadas aos mesmos.

Empregando o levantamento a F(M) definido a pouco, defini —

mos a derivadalcovariante.de um campo X :s € [a,b] —— Ty(s) M
DX
24, e
ao longo de Y por ds S [a,b] — Ty(s)M , com
DX _ 4a -1
s (s) = }1(S) g Luls) X(s)]
onde u(s) & o levantamento horizontal de Y(s) para F(M) (com

respeito a 6) por algum p € n_l(y(a)). (Mostra-se que gé inde

pende de p).

No caso em gque temos campos ortonormais E em M com
segdo associada 0  : U—— F(M) e © = 0%0 = ] (bomo no ini-

cio do item) vale a relagao
DX

k =k i 3
— =X [(xN"+ I 0,(E.)X y']E
ds X i,5 i) k

onde X(s) = X'Xi(s)Ei(Y(s)).

Finalmente definimos geodésica Yy em M como uma curva para
qual Dy'/ds = 0, ou seja

1] __ .
(G1) DY syt 4 s e’;(Ej)y'iy'J]Ek =0

s . i,3
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12. TEORIAS DE KALUZA-KLEIN (n+4)-DIMENSIONAIS

Seja m : P —— M o fibrado principal de uma teoria de gau
ge com grupo G. Seja entao M o espago tempo da teoria da rela-
tividade geral com métrica g de assinatura (1,3); e W a cone-

Xxao em T : P ——* M que representa o potencial associado a refe

rida teoria de gauge.

Definimos ent3o uma métrica h no espago total P do fibra-

do por
(h1) h(X,Y) = m*g(X,Y) + K(W(X),W(Y))

onde K : G xG—> IR & a métrica invariante pela adjunta em G.
Temos entao um fibrado métrico m : (P,h) — (M,q), sobre'o<mxd

mostraremos dois importantes teoremas:

TEOREMA i. Se Y : [a,b] —— (P,h) & uma geodésica entao
W(y'(s)) = constante € G:

PROVA. Sejam E E , E E campos ortonormais em

1,'.., n n+l'...’ n+q
W-l(U) € P de forma que El""’En sao levantamentos horizontais
com respeito a W de campos El""’ﬁn ortonormais em U CM e

E =e* (a=1,...,9 sao vetores gerados pelos elementos de
n+o o _

"

uma base {ea} em G.

Visto que Yy : [a,bl] — (P,h) & geodésica temos por (Gl)que
l ——
61 L' + T3 (E v Py CIE =0

onde 6(h) & o "pull-back" da conexdo 6(h) de Levi-Civitta com
respeito a h; através de segao local de F(P) gerada pelos cam-

pos El""'Eq .
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Aplicamos entao W a (Gl'), visto que W(E)) =0 para a< n

+a) = e, Ppara a=1,...,f ; temos

e W(En

(G2) [(Y.nfa)' + g(h)n+ab(Ec)Y'by'c]eav= 0

Se ¢ @& o pull-back da forma fundamental como apresentado

em (6), temos wa(Eb) = 6% ; Se escrevemos W = Waea ’ temos
1 Wa(En+B) = GZ de forma que ™% = % Entdo empregamos (2)
™ = aw = - L (ww v o

o

Fazemos uso das constantes de estrutura CzB dadas por

P
[ea,eB] CaBeY para gscrever
-1 =~ 10 B Yo = -1 % on+B  —n+y
> [w,Ww] = 5 CBY W A W e, = 5 CBY ¥ AW e,

e definimos as componentes da curvatura por

Q" =% =0% PtaA g e,

- . W - . s ~
com i,j < n pois e horizontal, substituindo estas relagdes

obtemos
—n+o 1 —
dey 5

= —n+y a =i
5 C A + Q5. A
BY‘P ¥ i3 12 12

comparamos esta relagao com a primeira das equagoes de Maurer-Car

tan (MC1),
ds = -8(h)" b A o e obtemos
Fyto. _ 0 -1 = . nto 1 -n+B
G(h) J = Qlj 4 ,' e(h) n+y = ) Csyip
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Substituimos estas relacoes em (G2) para obter

o

= n+d _ ‘ —i - _ i
— . n+a _ 1 o —n+8 _ _ 1 .a (n+B
8 (h) n+y(Ec) =3 CBYw (Ec) = 5 CBYsc

.n%a L 1 .o ;n+B , Yy o _4i 43 -
=>[ (y )+ 3 CBYY Py + Qin Y ]ea 0 .
Visto que CZY e ng sao antissimétricas nos indices in-
feriores temos
yntay — W1 = , nto .
(v ) 0 =>[w(y")] [w(y En+a)]
(Y,n+a)' e =0

Identificaremos a constante W(y') € G com a razdo carga mas

sa,

WY =k o

onde k € uma constante que depende do sistema de unidades emprega

do. Fazemos esta identificagdo por motivo que veremos mais tarde.

TEOREMA ii: Empregando a notagao utilizada no teorema anterior e

em sua prova, temos

‘ o . .
.2L‘=k.g__ Q l. lJ E.
m o j i

=<1

com y=mnoy:s €[abl — M representando a projegao geo-

désica v.
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PROVA. Primeiro obteremos algumas relagdes iiteis. Observamos gque

ira a conexao de

) (h) . Lembra

n+o,

\urer—-Cartan

- — i —
dw; = - 0(g) 5 A ed

correspondente & equagdo de Maurer-Cartan (MCl) p:

Levi-Civitta 6(g) associada a métrica g.

Aplicamos T* nesta relagao e temos

dot = —qx 'e‘(g),’“j Apd = E(h)lj ='6(g)lJ

Ainda pretendemos obter os termos da forma ¢
mos a prova anterior que
n+o

= _0% =3 oy = _
6(h)y Big9° = 60y Rij

-~ 1

Empregamos entdao a segunda das équagSes'de Me

(MmC2),
= T _ _ & N T, a - —
8(h) " n = -n6(h) =>[06(h) "] b n,, 8(h)
= g(h)b ' = - _G.(h)b *. 6(h) = ~0(h)
A aMpe = "Nap c** ca ( ac
=> 6 (h) = + 'e‘(h') = - Zo?j - B =
intoa n+oi aij T “nta

Aplicamos agora 7w, em (Gl') e obtemos
=il ! -} i b G157 =
LGP+ 8 (B Yy IE; = 0 (G3)

pois “*(En+a) =0, m (B = ﬁi e Yy =y .
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Com o uso das relagoes obtidas h3 pouco temos
= i S~ | _ _ i,= k
e(h)j(Ec) =7 .e(g):ﬁEc) = 6(9);fEk)6nc

- i _ i =5 P |  j
6(h)” nta(E)) = 2,50 (EQ) 2, 58

substituindo em (G3) obtemos
— ' — » — — . ’ ']
[ (y'i) + e(g)lj(Ek) Yy Yyt -aty

Notamos, entdo que

= —li"‘_' i —'lj?lk—
-a—s——[(Y ) + 6(qg) j(Ek)Y Y ]Ei

e que Y,n+a = Qa/m » levando-nos ao resultado final:
2:?_' =_]_(_ 0. i _'j w
ds m 2 Qa ;Y7 By -

Interpretamos os teoremas i e ii da seguinte forma: uma par
ticula de carga Q percorre em M. a curva forcada que é a proje
¢ao de uma geodésica em P; geoddsica esta caracterizada pela

relagao W(y') = kQ/m (vide figura 9).

|68

N

G
w(th=kQ

rmnm r

. g0
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13. O GRUPO DE LORENTZ E A ORIENTABILIDADE DO ESPACO TEMPO

O grupo de Lorentz & o grupo das isometrias lineares de IR4

em 14 .quando este espago é dotado da métrica candnica com assi
natura (1,3); se empregamos a notagao do paragrafo 10, devemos de

notar tal grupo por 0(1,3).

Se utilizamos a notagao de vetores coluna para os elementos

de ’? e a notagao matricial para uma transformagdo de Lorentz
4 . ~

L : IR — IR4, esta deve satisfazer a relagao LTnL = 1 onde

n = diag(l,-1,-1,-1) (como vimos no parigrafo 10).

Pode~se mostrar (vide [23]) que o grupo de Lorentz & compos-

" to por quatro componentes conexas,

+ _

£, = {L €0(1,3)|det L = +1, Lo, > 1}
£} ={reow,3det L =-1, 1 >1)
. = -
£, = {L € 0(1,3)|det L = 1, Lo < -1}
£t = (L €o(1,3)|det L = -1, L__ < -1}

i

L
das quais apenas £+ € um subgrupo de 0(1,3) £1,U £i_U £i U £f

~ 4 4 4 4 ¥ 4
e valem as relagdes L_=nf, , L =-L L e L] =-nL .

Os elementos de £1 ’ £f ’ £i e £f sao respectivamente cha

mados de transformagdoes de Lorentz prdprias ortdcronas, improprias
ortdcronas, proprias anticronas e impréprias anticronas. Como o
grupo %, x Z, & isomorfo a {1, -1, n, -n} com a multiplicagdo

-

i - 4
(vide [%3]) temos 0(1,3) = (Zz X Zz) X £+ .

Pode-se mostrar (vide [23]) que o grupo SL(2,C) das matrizes
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complexas 2 X 2 com determinante 1 é O recobrimento duplo e uni
versal (pois SL(2,C) & conexo) da componente £I de 0(1,3).Afim
de exibir este recobrimento notamos que o conjunto das matrizes
Hermitianas 2 x 2, H(2,C), € isomorfo a IR4 (com respeito a so-

ma nos dois conjuntos).

De fato uma matrigz Hermitiana

x° 4 x3 xt - ix?
X =
x! + ix2 x° - x3
. ~ 1l 2 3
pode ser escrita como % = Xooo + X0, + X Oy + X704 = xucu s on-
de
1l 0
c_ = € a identidade e
o
0 1
0 1l 0 -i 1l 0 .
o, = : ; O, = , O, = sao as
1 1 o 2 i o 3 0 -1

matrizes de Pauli. Assim existe um isomorfismo natural entre

H(2,C) e IR4 dado por
e EMRM" —— X = x“ou € H(2,r)

onde '{eu} & a base candnica em W?. outro isomorfismo que pode
mos construir é dado por
M 4 u

X =X eu € IR —— X = X ou € H(2,C).

Observa~se que
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det x = det X = (x,x) e §§ = xx =(x,x) 1

l

onde {,) & o produto interno associado & métrica candnica de as
sinatura (1,3) em IR4,com a notagéo matricial (x,y) = xTny para

x,y € IR4.

Voltamos ao referido recobrimento A : SL(2,L) — £: , que
€ dado (vide [23]) por A € SL(2,T) ———+»A(A) € £+ , de forma gque

§ = a%at para y = A@A)x, VYx € =2

+ - . M . . . -
onde A & o conjugado Hermitiano de A e fizemos uso da agao

% — A%AT de SL(2,T) em H(2,T).

Pode-se mostrar (vide [23]) que existe uma "formula de inver
sao" para tal recobrimento dada por
L o"o"

A== u\)
[ (L

v o B 1/2
BV aB Ho%s% )41]

para L = [L_ ] = A(A) (reparamos que L _L MoVo%eP

HV pv ag®
cional & identidade através de um fator positivo (vide [23]) - o

é propor —
qgual denotamos por

a B
(LuﬁLaBG o 6% )41

Observamos entdao que com o emprego desta formula podemos construir

uma aplicagao sobrejetora
4 vy _ .t r
K: £ UL = L) U-1L, — SL(2,0)

dada por K(* L) =+ A para L € £1 %) £i. Notamos que K & um
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isomorfismo a menos de um sinal. De fato se

+ ¥ _ _
Ly/L, €L ULY e, A; = K(L)), A, =K(L, €SL(2,T) ,

temos L, = iA(Al) ’ L2 = iA(Az) e portanto LlL = tA(Al)A(Az)
= iA(AlAz) (onde empregamos na Gltima passagem que A & um homomor

fismo).

Podemos agora construir o seguinte homomorfismo sobrejetor
_ 4 ¥ 4
M=AoK: £+ Ul — L,

gue tem nicleo isomorfo a Zz. Notamos que M & um recobrimento

duplo de £1 . Mmas nao & universal (pois £1 ) £i nao & conexo).

No paragrafo seguinte apresentamos a descricao usual da fun-
¢ao de Dirac ¢y C(P,V) onde m : P ——+ M & um fibrado princi-
pal com grupo SL(2,T) sobre o espago tempo, V = E4 + © considera

mos a representacio

p : SL(2,8) — GL(C?) dada por

| A 0 :
p(p) = + -1 para A € SL(2,C) ;
0 (A)
com respeito & qual Y serad equivariante, Y (pA) = p(A—l)W(p).

Notamos que p € a soma direta de duas representagoes

D(O'l/z) : SL(2,C) —— GL(EZ) dada por D(O'l/z)(A) = A e
p{/2:9 . sp(2,0) — cL(r?) dada por p{1/2:0 ) o af)~L
Com o emprego do isomorfismo a menos de sinal K : £i v 31

——+ SL(2,C), construimos a representagéo a menos de sinal para
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+ 4 4 : :
£+ v £+ em € dada por

0=poK:£IU£i-——-—+GL(E4) i

No éarégrafo 15 iremos descrever a fungcao de Dirac de uma
forma nao usual, empregando X € C(Q,V) onde 7 : Q —+ M sera
um fibrado principal semelhante dquele referido hi pouco, com ba-
se igual ao espago tempo; entretanto com grupo £I Y £i . Teremos

4 .

entao V = L e X serad equivariante com respeito & representa-

gao o, isto &
X(pL) = o(L"Y)X(p) para L € ot

No paragrafo 10 apresentamos o fibrado m : F(M) —— M , dos
referenciais ortonormais associados a uma variedade M com métri
ca g. Caso M seja o espago temos é fibra F(M)x, composta dos
referenciais ortonormais sobre x € M . € difeomorfa ao grupo as-

sociado ao referido fibrado; que é o grupo de Lorentz 0(1,3).

Desta forma F(M)X € composta pPor quatro componentes cone-
xas correspondentes s quatro componentes de 0(1,3). Duas dessas
quatro componentes nao podem ser uniaas portanto, por uma curva
pertencepte a F(M)x. Resta no entanto a possibilidade de que
tais componentes sejam unidas por uma curva pertencente a F(M) .

(Vide figura 6)
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Observamos no entanto que se admitimos a uniio das componen-
tes £I e £i através de tal curva Y, um viajante que precor —
resse a projegao T o y (vide figura 6) desta curva em M retor
naria ao mesmo ponto do espagco tempo onde encontraria um mundo
correspondente 4 imagem especular daquele que partiu (o espacgo
‘tempo seria entdo algo semelhante a‘uma faixa de Moebius). Analo-

. 4 ¥
gamente se unisse as componentes correspodentes a £+ e £ o)

viajante reencontraria o mundo de partida, mas com o tempo fluin-

do no sentido inverso.

Para evitar tais situag¢les costuma-se postular que tais cur-
vas Y nao existem (vide [19]), o que corresponde & suposicao de

que F(M) possui quatro componentes conexas (vide figura 7)
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.
Oees) Q=1 \0t-

Fx = puy  bad

Diz-se entdao que M & espago-tempo orientavel, assumire —

~Mmos aqui esta hipbtese. Entao podemos restringir o fibrado dos re

ferenciais ortonormais a 1w : FO(M) —* M com grupo 31 ; onde

14

FO(M) € uma das componentes de F(M).
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14. ESTRUTURA SPINORIAL E A EQUACAO DE DIRAC

A geometrizagao da equagdo de Dirac em termos de fibrado prin
cipal é feita usualmente com o uso de uma estrutura spinorial (fi
gura 8)

A

Z, ... SL(2,0) ——o £1

.
.

i A
22 ess  S(M) ———)————;—FO(M)

Figura 8

que consiste de um fibrado principal Ty f S(M) —— M com grupo
SL(2,) e uma aplicagdo A : S(M) — F_(M) (definido no pardgra
fo anterior) de forma que I (A(p)) = ﬁs(p) + Yp € S(M) e A(pA)=
= A(p)A(A) onde p € S(M), A € SL(2,C) e A : SL(2,L) — £+ é

O recobrimento duplo que apresentamos no paragrafo anterior.

No caso em que T : F (M) —— M & trivial tal estrutura
existe e caso M ndo seja compacto vale a afirmagao inversa (pa-
ra uma discussao detalhada a respeito da existéncia de tais es-
truturas vide [24]). Em nosso caso M ser3 o espago tempo de Min
kowski de forma que (vide [24]) = : FO(M) — M é trivial, exis

tindo a referida estrutura "spinorial™.

Usualmente a fungéo de onda de Dirac estd associada a um ele
mento Yy € C(S(M),m4) equivariante com respeito a p : SL(2,C)
—_— GL(m4) apresentada no paragrafo anterior. Para cada escolha
de gauge 0, U CM— S(M) identificamos a fungcao de onda de

Dirac com o pull-back by = oXy do referido elemento.
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Pode-se mostrar que se elé a conexao de Léyi-Civitta restri-
taa m: FO(M) ——+ M, entio 8 = A-} o A*0 €& uma conexdo em
LA S(M) —— M (reparamos que A" Lx : Si(Z,E) — 31 € o iso
morfismo de algebras de Lie dado pelo diferencial recobrimento du
plo A : SL(2,T) —— 5: e A* & o "pull-back" associado i apli
dagéo A : S(M) — FO(M)). Ademais, seja ¢EE¢IFAM) uma l-forma
fundamental restrita a ' : FO(M) ——* M. Definimos entdo ¢ =A%y
E'l\:L_(S(M),IR‘I), pode-se mostrar que R;; = A(g)_l,a e que- " anu
la-se em vetores verticais, ou seja, 0o € Kl(S(M),IR4) onde empre

gamos a representagao SL(2,L) —— GL(IR4) dada por g.v = Alg)v

(para a prova das afirmagaes deste paragrafo, vide [19]).

Pretendemos obter a equagao de Dirac para ¥ a partir de uma
Lagrangeana no fibrado ﬂs : S(M) — M. Antes de apresenti-la

convém definir mais alguns elementos.
Definimos a aplicagado linear

0
Y :‘IR4 —_— GL(¢4) por Y(x) = onde
|l ox 0 -

9

empregamos os isomorfismos §,§ : IR4 —— H(2,L) definidos no pa
ragrafo anterior, e definimos as matrizes de Dirac por YU =Y(eu),

onde {eu} & a base candnica de M?%. para tal aplicacdo valem as

propriedades

YY) + Y(y)¥(x) =2(x,y)I para x,y € ®R*

Y(A(A)x) = p(A)Y(x)p(a) L .

Também nos serd Gtil a aplicagdo linear

Y @ m — aL(m4) dada por
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;(x) = para a qual

valem as propriedades ;(X);(y) + ;(y);(X) 2{x,y)1 e

Y(A@A)x) = p(a™ 1) Y (x)p(a).

Definimos em ¢4 a forma bilinear H : ¢4 X ¢4 — T por
H((zl,zz,z3,z4),(wl,wz,w3,w4)) = z,w3 + ZaW, + zywy + ZgWo o em
notagao matricial H(z,W) = ZTYOW onde Yo = Y(eo). Definimos

entao a métrica em’ E4 ’ h : ¢4‘X ¢4'———+-IR por h(z,w) =

-

1/2(H(z,w) + H(w,z)). Tanto H quando h s3o invariantes sob

a agao de p : SL(2,C) — GL(¢4), . _ademais ,;ﬁ(y(x) v,wW) =
= h(VlY(X)W) .

Neste ponto estamos preparados para definir a Lagrangeana de
Dirac,

L: J(sm,ct) — ®, por

/

L(p,v,0) = h(i(y % 0),v) - mh(v,v)

para p € S(M), v € E4 e para a aplicagao linear o: TpS(M) —_

m4 , onde
YX0 =T nyg (v (E)) (0(E]))

sendo Eo' El' E2, E3 campos ortonormais em S(M), horizontais
com respeito a 6, tais que J(Ej) = ey onde {ej} € a base cand-

nica de IR4.

Notamos que Y X 0 estd bem definida pois Se empregassemos

campos Eé, Ei ' Eé ' Eé com a propriedade acima deveriamos ter
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] —4 a —
Ej ? Aji E;, para alguma transformagao de Lorentz A [Aji].

Portanto

5 ni.y(J(Ei))(o(E3>)

5 3 I I n.. A A, ("’(Ek))(c(Ez))

ij k2 ij ik 32

= I nng(w(Ek))(G(Ez))-
k% :
Ademais L : J(S(M),m4) — > IR como definida acima e uma
Lagrangeana SL(2,T)-invariante para a qual as equagoes de Euler-
Lagrange correspondem, em cada escolha de gauge, a equagao de Di-

rac (vide [19]). A ag3o induzida na base por L tem a forma

£% () (%) L(p,w(p>,newp) =

h(iy x Dewp,w(p)) - mh (¢ (p) , ¥ (p))

para x = ws(p).
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15. O ISOMORFISMO MAXWELL-DIRAC, UMA ANTIGA TENTATIVA.

Por muitas vezes (vide [14- 16]) as equagOes de Maxwell tém
sido escritas de forma semelhante & equagao de Dirac. Recentemen-

te propo-se que as componentes £ do campo eletromagnético fos-

uv
sem em certos casos identificadas com a parte independente do tem

po da fungao de Dirac (vide [16]).

Notemos que as componentés do campo eletromagnético
Q" € KZ(P,é) sdo um conjunto de aplicagdes Q. ¢+ Fo) — G da
das por u —— G*Qw(ueu,uev) onde 0 : U—— P @& uma secao lo-
cal e {eu} a_base candnica de IR4 (no que segue omitiremos o,
visto que o‘campo eletromagnético & gauge-—invariante). Tais apli-

~ ~ . \ 4 .
cagoe sao equivariantes com respeito a £+ , ho sentido de que

a . B 4
= c
qu(uL) L uL anB(u) para L £+ .

Por vezes houveram tentativas (vide [14- 16]) de identificar

com a fungéo de onda o campo ¥ : FO(M) —_— GL(¢4), dado por

o(u) = & -i"(ue ,ue )y (e );(e ).

VRV u v
U,V :

Tais tentativas levaram a problemas, apesar de alguns resultados

positivos (vide [17]) pois além de v e ¢ € C(S(M),¢4) estarem de-

finidas em dominios distintos; tém propriedades de equivaridncia

bem diferentes.

Notamos que para L € f: ’

_ _ioW " ~ =
w(gL) = u?v iQ (uLeu,uLev)Y(eu)Y(ev)

_ ’ s W ~ ~ _

= I T 1LuaLvBQ (uea,ueB)Y(eu)Y(eB) =

MV oo,B
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= T -iszw(uea,‘ues)?(Lea)?(Le) =

a,B

B

Zp i ey ueg o T (e 0 Bl h T e o) -

p (A" ) e (W (a)

para algum A € SL(2,C) tal que A(A) = L.

' E vemos que ¥ transforma-se por similaridade, quando VY trans
forma-se de maneira direta, Y (ud) = p(A—l)¢(u). Além disso & cla-
ro que os dominios sdo diferentes, mas antes de preocupar-se com
' ;, COm uma re-

isto, vamos definir outra funcdo ¢ : F (M) —— c?

gra de transformacao direta.

Para tal lembremos que 7 : FO(M) —— M & trivial, assim
podemos escolher para cada x € M, u € ﬁ_l(x) CrM). Definimos

entao v FO(M) E— GL(E4) por

¢o(u) =

©C O O i

quando u & um dos elementos escolhidos e
-1 | P
= € -
¢ (uL) pok(LTe (u) para L £, L v £,

4 ¥ - '
onde k : £+ Y £+ — SL(2,E) €& o isomorfismo a menos de sinal

no paragrafo 13.

‘Notemos entao que se definimos ¢ : FO(M) —_— GL(¢4) atra-

vés do produto matricial
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¢ (u) = ¢ (u)y (u) teremos dai que

¢ (uL) = ¢ (uL)e (uL) = p(A_l)w(u)p(A)p(A_l)¢°(u) =
-1.~ _
= p(A T)p(u) para A = k(L) .
Notemos que se u & um dos "elementos escolhidos" g (u) =

= w(u)¢o(u) tem apenas os elementos da primeira coluna nio nulos;

quando nao €, isto também ocorre, pois
= - oLz = -1
¢(uL) = p(A Mo (u) = (p(A e (u))e _(u)

assim escrevemos ¢ : Fo(M) —_— m4 onde subentende-se que pega-

mos a primeira coluna da aplicacdo ¢ : F (M) — GL(m4).

~

Resta-nos ainda o problema de que o grupo que age sobre ¢ &

£1‘ e nao SL(2,C), que age sobre a funcao de onda de Dirac.

Para resolver tal problema trocamos a estrutura spinorial

usual pela seguinte estrutura

M

Z, . ..ol —— £}
il
Z, - - . Z, x FO(M) —_— FO(M)
m vﬂf
M M
Figura 9

onde M= Aok :.Ci U ,Ci — SL(2,T) € o homomorfismo apresentadono pa

grafafo 13 que leva €L em L (¢ = #1 , L E £i) e
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o z2 X FO(M) ——t FO(M) € definido de maneira natural, por

u(a) = p(e,u) =u para u = (g,u) € Z, x F_(M) e u€ FO(M)- A agao

4

de £+

U £i em z2 X FO(M) € definida através de

(e,u)e'L = (ee' ,ul)

de forma que u(#L) = p(W)M(L) para @ € Z, x F_(M) e L€ 31 U
vt

Observamos que a estrutura apresentada difere da estrutura
spinorial usual apenas pelo fato de que todas as fibragoes do dia
grama sdo triviais. Podemos agora definir
4

X : 22 X FO(M) —C

por

X(g,u) ea(u) ' notamos

entdo que X(UL) p(A_l)x(ﬁ) onde

I, € £I U £i e A =k(L) € SL(2,C) , ou seja

X(8D) = o(@™ 1) x(@)
onde |

¥
c=pok: L ULl — aLh

€ a representacido a menos de sinal apresentamos no parigrafo
13. |

Propomos o emprego de X como funcao de onda quantica ao in-
vés da fungao usual Y : S(M) — E4 (com a propriedade Y (uA) =

= p(A_l)w(u)). A vantagem é que tal fungdo pode ser "identificada"
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com o campo eletromagnético classico como fizeﬁqs acima. Ademais
pode-se mostrar (vide [16]) que ¢ como definida ha pouco obedece
a equacao de Dirac com massa nula (desde que v obedega as equa-
coes de Maxwell sem fontes). Notamos que sendo a referida equagao

homogénea, também & obedecida por V.

Finalmente notamos que o emprego do grupo £I U £i ao inveés
do grupo SL(2,C) d3 mais significado fisico a teoria pois o pri-
meiro & usualmente ligado & existéncia de antiparticulas (vide

[18]) que aparecem naturalmente na teoria de Dirac.
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