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RESUMO

Neste trabalho ndés inici{almente fazemos uma revis3%o de uma
teoria unificada das InteracBes gravitaconals e fortes, bageada nos
métodos geométricos da Relatividade Geral, segundo a qual hadrons po-
dem ser considerados come rolucBes "tipo buraco negro” de_novas equa-
cles _de_campo propostas para descreverem simultansamente dols campos
métricos tensoriais (o gravitacional ordindrio e o 'forte')>. iCom o
objetivo de extender a termodin3mica de Bekenstein-Hawking acs "bura-
cor negros fortes” (BNF) mencionados acima, nés fazemos tambdém uma
andlise das solu¢les relevantes das equacBles de Einstein com termo
cosmoldgico. Em seguida estudamos ag principalis propriedades dos hori-
zontes de eventos e descrevemos a termodin8mica dos buracos negros
gravitacionais (BNG).3]

Feito isso, retomamos a teoria unificada e, analisando as so-
lucBes de nossas equagfes de campo, complietamos a generalizag¢¥o da
termodin8mica dos BNG aos nossos BNF e mostramos que: (1) a termodinS-
mica dos BNF parece requerer uma nova expans3o de nosso cosmos depois
de seu 'Big Crunch’ (il.e.: uma recontrac¥o deve ser =seguida por uma
nova "criag¥o”); (11) uma estrela colapsante de maszssa M aproximadamen-
te entre 3 a 5 masmar Eolares, uma vez que atingiu a densidade de o8-
trela de néutrons, pode re-explodir tendendo a formar um objeto (ra-
diante}? com difmetro da ordem de 1 a 3 dias-luz: (111} a temperatura
"hadrénlca” aspociada aos hidrons (tratados comc BNF) é da ordem de
10””x, sendo que os mesmos devem evaporar (decair}) via radiac%o de
Hawking num tempo que concorda com o tempo de decaimento dos hadrons
frente & iInterac¥o forte. Mas, para hddrons que ficam numa trajetdria
tipo Regge, a temperatura hadrénica & nula e assim pode-ge explicar a

sua estabilidade com respeito as interag¢¥es fortes.



ABSTRACT

In this work we Initially put forth an improved version of a
unified aproach to gravitational and strong interactions, based on the

geometrical methods of General Relativity, According to it, hadrons
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proposed to describe two tensorial metric flelds (the ordinary gravi-
taticonal fleld and the ‘strong' one). [Then, with the purpose of ex-
tending the Bekenstein-Hawking thermodynamics to the abovementioned
"strong black holes” (SBH), we also analyse some solutions of the
Einstein equations with cosmological term, relevant to our present
scope. After wards, we study the main properties of the event horizons
and describe the gravitational black hole (GBH) thermodynamics.]

At this point, we go back to the unified aproach and, by perfo
rming a generalization of GBH thermedynamics to our SBH, we show that:
(12 the SBH thermodynamics seems to require a new expansion of our
cosmos after its 'Big-Crunch’' (i.e.: a recontraction of our cosmos has
to be followed by a new “creaticon”); (iil) a collapeing star with mass
M aproximately in the range 3 to 5 solar masses, once overtaken the
neutron-star deneity, could re-explode tending to form a (radidting’
object with a diameter of the order of 1 ligth-day: thus failing to
ceate a GBH; (ii1) the "hadronic” temperature assoclated to hadrons
(when regarded as SBH) ts of the order of 10°° K, but it vanishes for

hadrens lying on Regge-like trajectories.
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INTRODUCXKO

Recentemente algumas tentativas tém sido feitas no sentido
de se unificar as Iinterag¢¥es gravitacinals e fortes, usando os métodos
geométricos da Relatividade Geral (RG). Em tais abordagens tem-se usa-
do alguns resultados da RG, e aplicado aos hadrons, sem uma demonstra-
g¥o precisa de sua validade geral.

Em vista disso, ndée nos propomos‘entﬁo a: (1) fazer uma re-
vig3o de uma das abordagens referldas acima, aguela devido a Recami,
Caldirola e colaboradores; (11) verificar se a termodin&mica dos bura-
cos negros tem validade também para essa teoria unificada.

Para isso, nés iniciamos fazendo, no capftulo I, uma andlise
de uma teoria clsasslca unificada das interagBes gravitacionals e for-
tes,proposta inicialmente por Caldirola, PavEi¥ e Recami (CPR). Tal
teoria baseia-gse no postulado da covarianga das lels flsicas frente a
dilatacties globaie do espago-tempo, e nas ‘coincidéncilas dos grandes
nimeros': em especlial, Insplira-se no fato que a razd¥o entre o ralo de
Hubble do universc e o ralo de um hadron & aproximadamente igual a ra-
z%0 entre a intensidade da interag3o forte e da gravitacional.

Nés fazemos, ent¥o, uma descric¢¥o dos principais fatos que
sugerem a uniflca¢do proposta por CPR. Em seguida, baseados no postu-
lado da covarinca das leis ffsicas frente a dilatagBes globals do es-
paco-tempo [Postulado 1 - se¢do (1.2)1, nds derivamos as relacBes dos
grandes numerocs, que foram encontradas heuristicamente por UWeyl, Di-
rac, e Eddington, entre outros.

Depois disso e de observar as viarias semelhangas entre o

campo gravitacional e o campo forte descritas na seg3o (1.3), nés so-



mos levados a pensar em um hadron como sendo um objeto gimilar (no
gentido ffsico-geométrico) ao nosso prépric cosmos. Em especial, assim
como no interior do nosso cosmos valem as equagBes de Einstein da gra-
vitac¥o, postulamos equacBes andlogas as de Elnstein {mas devidamente
de matéria ordinario das equag¢8es do campo gravitacional T é 7"substi-
tutdo” pelo tensor de matéria forte S=NT (HEIOH’G), € a constante cos-
moléglca A & substitufda pela constante hadrénica At (10¥H* A

ver capitulo 1.

A partir desses resultados nds estudamos o comportamento das

Y BN e Y e m————

- Ty ——

agsintdtica dos constituintes, e uma relac¥o do tipo das relacles de
Regée para os hadrons estdvels [segles (1.4.1), (1.5.2) e {1.43].
Apés essa revisio da teoria de CPR, onde fazems também va-
rlos melhoramentos, deverfamos estudar as propriedades do espaco-tempo
nas vizinhancas de um hédron, como e€le aparece em _nosso eg8paLl. Para
tal tarefa & necegssdrio usar um formalismo um poucc mais elaborado da
relatividade geral. Por isso, antes de tratarmos desse problema, nds

fazemos, nos capftulos Il e 1II, um estudo das ferramentas que s%o0 ne-

cessirias para desenvolver tal trabalho.

No capftulo 1] estudamos as soluces relevantes das equagBes
de campo de Einstein com termc cosmoldgico (AgQ), onde particulariza-

mos 08 seguintes casos:

1) D espago de Minkowski - obtido fazendo o tensor de matéria T=0 em
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tode o espago-tempo e também N =0.

Em conex¥o com esge espaco, introduzimos alguns conceltos e
defint¢Bes Importantes, como o de infinito espacial 1°; Infinitos ¢tl-
po-tempo passado e futuro: i“e ¥, respectivamente; e infinitos nulos
passado e futuro: ¥ e #'. Também, usando transformac¢Bes de coordenadas
adequadas, transformandeo os infinitos do espaco-tempo em guantidades

finltas, construfmos o diagrama de Penrose para o espago de Minkowskl.

2) Os espagos de Sitter e anti-de Sitter - obtidos fazendo-se T=0 emn
todo o espago-tempo. Nesse caso noés também'construtmos o diagrama de
Penrose, evidenciando a existéncla dé horizontes de eventos, que estdo
diretamente ligados a ”"singularlades” do tensor métrico e que serdo de
grande import8ncia no desenvolvimento do nosso trabalho. Ressaltamos a
principal diferenga entre o espago de Sitter (o qual apresenta hor1-
zontes de eventos), e o de anti-de Sitter (que ndo os apresental’, e

descrevemos algumas caracter(sticas degses horizontes,

3) Os espacos de Schwarzschild e de Relssner-Nordstrém - £ a esses es-
pacos assintoticamente chatos que dedicamos maior ateng3o. Construfmos
os dliagramas de Penrose e evidenciamos que oe horizontes nesses casos
s¥o superffcles nulas fechadas e.de ‘red-shift’ infinito, as quals
contém superficies “fechadas e presas” no seu interior. Tudo 1isso ¢€
feito estudando-se a mixima extens¥o analftica que cada espago pode
ter. Nég mostramos que o espago de Reissner—Nordstrdm tem dols hori-
zontes de eventos, em r = n, ; contudo, estudamos gomente as proprieda~-
des do horizonte externo r=rn, {(n > rr ) o qual tem as mesmas caracterfs-

ticas que o horizonte do espago de Schwarzschlild, que ocorre em r=2m.

4) Espagos de Kerr e de Kerr-Newman - Eesses espagos s¥o ditos estacio-
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narios, por inclufrem movimento de rotag¢¥o nos corpos fonte. Nés des-
crevemos as principals caracter(sticas do espaco de Kerr que represen-
ta um espago axlalmente simétrico. A estrutura dos diagramas de Penro-
se desses espagos ¢ semelhante aAquela do espago de Retissner-Nordstrém,

pois todos eles apresentam dois horizontes de eventos.

O ponto fundamental no estudo desses espaco-tempos é conhe-
cer as caracterfsticas do espaco~tempo:no exterior de corpos massivos
estaticos (Schwarzschild), estitlcos carregados (Reissner-Nordstrdém),
estacionartios (Kerr) e estaclondrios carregados {Kerr-Newman?.

0 estudo do espaco de Sitter é felto principalmente para se
entender o significado ffsico do horizonte de eventos, que nesse caso
é de mals fécil compreens¥o.

No final da andlise resulta uma comparag3o enire todos o8
espagos enumerados acima, principalmente usando os respectivos dilagra-
mas de Penrose e os vetores de Killing, onde mostramos algumas "cau-

sas” da existé&ncla (ou n%o) de horizontes de eventos em cada espago-

tempo.

Depols dos estudos do capftulo 11, nés dedicamos o capftulo
111 ao estudo das propriedades dos horizontes de eventos e do espaco-
tempo no seu interior - buracos negros - nos egpagos agsintoticamente
chatos.

Inliciamos estudando detalhadamente as caracterfsticas dos ho
rizontes de eventos nos casos estitico e estaclondrio, dando uma defi-
ni¢%o mais precisa, mostrando que eles s3o superficies nulas, e que,

portanto, agem comc membranas seml-permedvels para efeltos causatis; 1.



e., o8 horizontes de eventos delxam passar geodésicas tlipo-tempo ou
nulas (com um sentido definido no tempo) somente em uma diregdo.

Nés mostramos alnda, na secg3o (I111.2), que, no caso de um
espaco-tempo estitico, toda superffcie de red-ghift infinito é tanmbém
uma superficie nula e, portante, um horizonte de eventos. A recfproca
nBo & verdadeira: ou seja, uma superffcie nula fechada n%o & necessd-
rlamente uma superficie de red-shift infinito, nem mesmo no caso estd-
tico.

Depois de definirmos o concelto de horizonte de eventos e de

buracos negros (BN), nés mostramos na sec¢fo (111.3) que a aArea da su-

perffcie dos horizontes de eventos n3o decresce para o futuro. Tal re-
sultado € conhecido pelo nome de Iggcgm.a_gg_lﬁ.guklug. Lel_das _Areas, ou
ainda Segunde Priocliplo_da WecSnica dos Buragos. _Hegrea, em analogla
com © Segundo Princfpic da Termodin8mica.

Na secXo (111.4), ndés descrevemos algumas das caracterfsti-
cas esperadas dos buracos negros formados através de um colapso gravi-
tacional.

Com a2 lel dag 4reas, mals o conceito de gravidade gsuperfi-
cial, que & introduzido na seg¢doc (111.5), & possfvel fazer uma analo-
gia entre oe principios da termodin&mica e o8 "quatro princfpios da
mecinica dos BN”, como é mostrado no quadro (I11.1). Existe, portanto,
uma analégia muito forte entre entropla (S) e a drea (A) do horizonte
de eventos, e entre a temperatura (T) e a gravidade superficial (K) de

um BN.

O concelto de entroplia (S;) de um BN pode ser entendido do

ponto de vista da teoria de informag¥o, onde Sq & assocliada & quanti-

dade de informagio perdida a respeito do corpo que colapsou dando orl-
gem aoc BN. Porém, usando-se somente a ffsica cléssica fica Impossfvel

encontrar uma relag3o formal para Sy, a qual parece n¥o ter sentido,




pels a entropia do BN do ponto de vista cldssico pode tender a infini-
to. Mas, usando o principio de incerteza e a mec3nlca qulntica, mos-
tra-ze que tal quantidade deve ser finita.

Ha verdade, depols dos resultados cbtidos por Hawking (usan-
do a meclnlca quintica) que um BN pode emitir radtagdo como um corpo
negro a uma temperatura caracterfstlca T= hX /27kc, é possfvel encon-
trar uma relagdc entre a drea do horizonte de eventos e a entropia do
BN: Sg = kc®A/4hG. E assim, conforme mostramos na secdo (111.5), fica
valido um Segunde Principlo da Termodin3mica generalizado a respeito
da entropla 5 de um sistema composto per bﬁracos negrog ¢ matdéria or-
dindria: S = Sg + 5, 2 0, onde Sm‘é a entropia da matéria ordindria

que circunda os BHN.

De posse de todas as ferramentas desenvolvidas nos capftulos
11 e 111, nés dedicamos o capftulo IV ao estudo das propriedades do
eapago-tempo nas vizinhan¢as de um hddron, em nosso cosmos.

Ent8o, nds modificamos adequadamente as equagles de Einstein
com termo cosmolégico, de modo a introduzir nessas equagles mais um
campo tensorial {o campo s) além do gravitacional e, Porém, as equa-
cBes s¥o escritas em funco de uma unica métrica total g, a qual é uma
'composi¢¥o' das duas primeiras. Obviamente, as nossas novas equagles
de campo se reduzem 3s equagBes originais de Einstein para particulas
que n¥o carregam carga forte.

Além do mais, para partfculas hadrbnicas, nas_vizinhancas de

um_hddron nés encontramos duas situagBes: 1) a primeira & que sufl-

cientemente longe do hadron fonte, onde o campo forte € suficientemen-

te "fraco”, podem-se linearizar as equag@es de campo, egcolhendo a mé-



trica total g como sendo a soma das duas métricas e = M e =, sendo que
nesse limite obtemos o potenclal Yukawiano correte para a Interac3o
entre duas partfculas hadr8nlicas; 11} a segunda =situag3oc 6 multo proé-
®imo aoc hadron, onde o campo forte & dominante: nesse caso podemos as-
sumir que a métrica total g é aproximadamente igual 3 métrica forte @.
Esgas discuss8es s3o feltas na se¢3o (IV.2).

Em conex¥o com a aproximagdoc linear, a qual & analisada de-
talhadamente no apéndice A, nds estudaﬁos, na sec¢do (1V.3), comoc me-
lhor definir o védcuo para as vizinhangas dF um hadrom, sendo dque ©
mesmo n3o pode ser definido simplesmente fazendo o© tensor. de matéria
igual a zero. NHesse ponto vale éalientar a importincia do termo cosmo-
l6gico nas equa¢les de campo, sem o qual multos dos resultados obtidos
nFc serlam posgafvels.

J§, em conex¥Bo com a definig¥o do tensor métrico forte s,
nés damos, no apéndice B, um exemplo onde a escolha feita inicialmente
e usada em alguns trabalhos, tomando-se a métrica total g como a gsoma
da métrica gravitacional e mais a métrica forte 8, n3c €& consistente
com © modelo f{sico adotado, ® que em geral essa eacolha vale somente

Obviamente, muito longe do héddron fonte, nossas equacBes de
campo se reduzem aquelas de Einstein, mesmo para partfculas hadrénicas
de teste.

Depois de egtudarmces o limite de "campo fraco”, ndés anallisa-
mos [ver segilo (IV.6)]1 as solu¢Bes conhecidas das nossas equagles no
"limite de campo forte”. Hesge_limite, j& se conhece uma série de sBo-
lugBes (estaticas e estaclionarias) dessas equacles que sdo udtels para
nés. Ao analizarmos essas solugBes encontramos que os hddrons podem
gser assoclados a "buracos negros” que ocorrem em cada solu¢d3og ou seja,

os hidrons podem ser tratados como buracos_negres_fortes (BNF) de va-

L W= 5 A A AR LA LER 4 _ARRE R4 A4
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rios tipos. P.e.:

1) A soluc¥o de Schwarzschild - de Sitter apresenta um BNF estatico
com ralo da ordem de 1 fm. Ele pode, portanto, ser assoclado a héadrons

gem gpin e g2em carga elétrica.

2) A solucglo de Relssner-Nordstr&m - de Sitter é a vers3o carregada da
goluc3o (1), que também apresenta um BNF, o qual pode ser assocliado a

um hédron sem spin mas com carga elétrica n3o nula.

3) A solucgHo dé Kerr — de Sitter apresenta um BNF estaclonirio com mo-
mento angular L e, portanto, é associdvel a um hddron de spin n3o nulo

(mas sem carga elétrical.

4) A soluc¥o de Kerr-Newman - de Sitter é a vers®o carregada da solu-
¢3do (3) acima due apresenta um BNF estacionirio e carregado, o qual &

agsociado a um hédron com spin e carga elétrica n3o nulos.

Depois de obter esses resultados, nds encerramos o capftulo
1V definindo para os BNF o conceito de gravidade_ superficlial_forte, e
encontramos que ela parece ger nula para BNF assoctados a hddrons que

ficam numa das trajetdérias de Regge.

A partir disso, nés procedemos, no capftulo V, & generaliza-
clo da termodin@imica dos buracos negros gravitaclonals (BNG) acs nos-
sos buracos negros fortes. Explicitamente, mostramos na secd¥o (v.2)

que a lei_das_dreas(ou Teorema de Hawking ,ou alnda Segunde Principlo
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da Mecanica dos BHNG) vale também para os BNF. Tal valldade estd rela-
clionada com o fato que nossas equagBes de campo ainda preservam a co-
varianca geral frente a transforma¢Bes arbitririas de coordenadas.

Depois de ter mostrado essa validade, e de ter introduzido o
concelto de gravidade superficial para os BHF de modo analogo com o8
BHG, a generalizac3o da termodin@mica mencionada acima segue direta-
mente: ou seja, nés definimos na seg¢¥do (V.3) os conceltos de entropla
e temperatura hadr&nicas (ou fortes) também para os BNF. Em segulda,
anallsamos algumas possfvels consequéncias dessa termodin3mica dos BNF
na cosmologia e no amblto das partfcglas e}ementares.

Em particular, na sec3o (V.4), aplicamos o Segundo Princfplo
ao colapso gravitacional: 1) de uma estrela , ii1) de uma massa tdHo
grande quanto a do nosso cosmos. No primeiro caso, ©0s resultados n%o
s%o de todo conclueivos. Mas, no caso de um colapso esfericamente sgi-
métrico e homogéneo, obtemos que uma estrela de massa M no intervalo
34y,¢ ¥ £ S5My n3o chega a formar um BNG antes disso a estrela “evapora”
dando orlgem a um novo objeto com ralo R no Intervalo it { R < 3 dlas
luz. No segundo caso, encontra-se que n¥c ha forma¢¥o de singularidade
futura, sendo que a "super-bola” de ~ 10%° ngutrons que se forma duran-
te o colapso deve "re-explodir” gerande um ”“novo cosmos” com rajo R >>

- 5
R, onde R 103 m (o qual é da mesma ordem de grandeza do ralo de Hub-

N

ble do universo, como estimado atualmente). Ou seja, o universo deve
realizar uma sucess3o de ciclos de expans¥o/contrag¥o, todos tomando
lugar no interior do rato g = 2GM/c? = 2x102?m, gem atingir singulari-
dades futura nem passada.

Na sec3o (V.5), estudamos as consequéncias da termodinamica
dos BNF aplicada 3s partfculas elementares. HNés Iniciamos mosatrando

que a temperatura hadr8nica caracterfstica Ty & da ordem de 10”‘K. e

que, por isso, hadrons ordlnirios devem ter uma vida média multo cur-

ilg



ta. H4, porém, situagBes especlais em que Ty pode ser nula. Por exem-
plo, obtém-se que a gravidade superficial forte K (e portanto a tem-
peratura hadrénica Ty ) é nula para hadrons que ficam numa trajetdria
de Regge onde m? = Q2 + a? (a=L/mc). Mostra-se também que um BNF sem
spin e sem carga elétrica pode ter uma temperatura T nula, desde que

se escolha adequadamente o sinal da constante cosmoldgica A (e, conse-
quentemente, da constante hadrdnlca A,

Assim, encontramos que os pfons (e possivelmente toda a fa-
milla dos mésons) devem estar assoclados a BNF com uma constante ha-
drénica repulsiva ( ) < 0}, enquantolque o; nuclieons (e possivelmente
toda a famflia dos bdrions) podem ser associados a uma constante
atrativa (A> 0.

Para encerrar o capftulo V, analisamcs brevemente o problema
da existé&ncia de singularidades no Iinterior dos BRF, e verificamos que

os mesmos em geral podem ser livres de singularidades e, portanto, po-

dem ter uma estrutura interna como os héadrons.



CAP{TULD 1

UMA TEORIA UNIFICADA DAS INTERACSES GRAVITACIONAL E FORTE

1.1 - INTRODUCKOD

Neste capftulo faremos uma revis%do da teoria que convenclo-
nalmente chamaremos teorla de "CPR”: uma teorla unificada das intera-
¢¥es gravitacional e forte, proposta intcialmente por Recaml e Caldi-
rola (Caldirola, Pav$iZ and Recamit [13]), @ que procura descrever a
estrutura dos hddrons e as Interacdes fortes usando os métodos geomé-
tricos da relatividade geral (RG). Tal teoria tenta uma abordagenm
cldssica unificada para os campos gravitaclonal e forte - este dltimo
também sendo considerado como um campo tensorlal (ver Grushin et al.
[42)). Ela consegue resultados andlogos a outras duas teorias de
"Strong-Gravity” desenvolvidas separadamente: uma devida principalmen-
te a C. Sivaram e K. P. Sinha (ver Sivaram and Stnha [94] e referén-
cias af contldas), e a segunda desenvolvida por A. Salam e colaborado-
res (ver p.e. Salam [90], Salam e Strathdee (911 e suas referé&nclas).

Do ponto de vista formal, no entanto, a teoria de "CPR” ¢
(em alguns aspectos) pareclida com a teoria bi-métrica da gravitagdo de
H. Rosen (ver p.e. Rosen [87,88,89)1), no sentido que ambas envolven

‘equacBes de campo com duas_métricas quando na vizinhanga de particu-

las elementares.



Ndés revisaremos a teoria de CPR nos pontos mals essenclals,
fazendo melhoramentos em varios deles, com a finalldade de dar uma
forma consistente a teorla, a fim de estudarmos, nos prdéximos capftu-
los, se as suas consequéncias {em particular, se a termodin8mica dos
buracos negros aplicada as partfculas elementares)realmente tém vall-
dade.

Na seg3o (1.2) abordaremos os fatos principais que justifi-
cam as bases da teoria de CPR, a qual se basela no postulado que as

lets f{sicas sejam covarijantes frente a "dllatagBes globals” do espa-

co-tempo.

Em sequida, sec¢¥o ([.3), veremos que os hadrons podem ser
conslderados como mlcro-universos, similareg ao nosso cosmos, e obte-
remos de uma maneira sistemdtica as "relagBes dos grandes nlmeros”
(que conectam o nosso universoc com os micro-universos), até agora de-
rivadas apenas heurlisticamente por Weyl] [102], Eddington ({31], Dirac
(28,291, Klein {571, Jordan [55], entre outros. Devegmos esclarecer, no
entanto, que na teoria de "CPR” a "numerclogia” conecta o cosgmos dgra-
vitacional (nosso cosmos) com os micro-cosmos "fortes” (hddrons);
i.e., relaciona as Interag¢@Bes gravitacionals com as interagfes fortes;
enquanto Dirac [28] sugere relaclionar as interagBes gravlitaclionais com
as eletromagnéticas (as uUnicas interacgBes suficlientemente conhecidas
na época da formulag3do de sua teorial.

Discutiremos, na segfo (1.4), scobre como extender os Princf-
plos de Equival&nctia e de Mach ao Interior dos héadrons (consliderados
como micro-universos), sem o que ficaria impossfvel geometrizar o cam-
po forte no interior deles. Trataremos,também, da generalizag3o desses
princfpios para a vizinhanga dos hddrons como eles aparecem em nosso
cosmos.

Na se¢¥o (1.5), tratando da "geometrizagio” do campo forte



no espaco-tempo iInterlor ac hadron, escreveremos as "equagles de cam-
po” para tal campo forte (que s%o as préprias equagles de Einsteln
"re-escaladas”}. A partir da(, usando as equa¢3es das geodéslcas para
o8 constituintes dos hddrons, veremos num exemplo simples que a teorta
de CPR produz naturalmente o "confinamento” e a "lliberdade asslintdéti-
ca” para tais constituintes,

Para encerrar a revisio da teoria, seria necessdrio estudar
o problema da geometrizag3do do campo forte para a micro-vizinhanca de
um hidron, como observado em nosso espago-tempo. Porém, a formulag%o
originalmente proposta apresenta alguns pr;blemas {(p.e. o de n3c ser
completamente compativel com o modelo flsglco proposto - ver apé&ndice
B), de forma que necessltamcos apresentar uma nova formulag3o que seja
consistente com o modelo ffsico. Além do mais, para tratar de tal pro-
blema de forma mals precisa, & necessario usarmos algumas “ferramen-
tas” e alguns concelitos que somente serZo introduzidos nos capftulos

11 e [II. Por isso , nés delxamos essa tarefa para ser atacada separa-

damente no capftulo IV, onde trataremos disso demoradamente.

1.2 - SOBRE A CAVARIANCA DAS LEIS FfSICAS POR DILATAGSES GLOBAIS DO
ESPACO-TENPO

Comecaremos a discuss3o lembrando o fato que as equagdes de
Maxwell do eletromagnetismo apresentam a propriedade de serem cova-

rtantes {(mantém a mesma forma: para definigles precisas de cavartanga



e invarlanc¢a ver Scanavini [92]) frente a transformagles conformes, em
partlculary frente a dilata¢Bes globals do espago-tempo (ver a seguir);
desde que, quando na presenga de cargas, estas sejam também adequada-
mente "dilatadas”. Algo semelhante (porém de wuma forma mais geral)
ocorre com as equa¢Bes do campo gravitacional, isto é: as equag¢les de
Einsteln também s%o covarlantes sob dilatac¢les globals do espago-tem-
po, desde que, quando na presenga de matéria e do termo cosmoldgico,
eles gejam também dllatados adequadamehte {com base nas relevantes
congsiderag@es dimensionais). Em outras palavras, pode-se usar o fato
que as equagdes de Einstein n3o contém um‘ "comprimento fundamental"”,
de forma que elas podem, a priori, descrever espago-tempos de cosmos
com qualquer tamanho.

Aqui, antes de mails nada, podemos citar o préprio Einsteln
{331 que, referindo-se a sua dltima teoria uniflicada, em seu dltimo
trabalho clentiflico escreveu: <<Das equa¢des de campo pode-se. Imedia-
tamente derlvar o que segué: Se g(x) € uma solug%o das equacles de
campo, ent¥o gi{x/ol) também & solugio, onde o & uma constante positi-

va (solucBes_simllares). Vamos, por exemplo, supor que g{x) represente

um cristal de tamanho finito mergulhado num espago-tempo chato. Nds
ent¥o terfamos um outro universo com um segundo cristal, exatamente
similtar ao primeiro, mas dilatado, tendo as suas dimensS®es lineares

of vezes malores. Enquantoc nos confinamos em um unlverso.com apenas um
cristal, n3o encontramos nenhuma diftculdade. N&és percebemocs somente
que o tamanho de tal cristal (padr3o de comprimento) n3o é fixado pe-
las equag@es de campo...>>.

Com base na covarianga das equacgles de Maxwell do eletromag-
netismo, e das equacBes de Einstein da gravitagio mencionada acima, nés

podemos ent3o postular:



Pogtuladeo I: Ag lels f{sicag gd0 covariantes também frente a dilata-

cfes _globals do espage-tempe defintdas por:

xc =°éx; (1.1)
onde x = (x¢, %!, »%?, %3),e oL & uma constante positiva (que nZo de-
pende de x). Em relag¢do ao postulado 1, note-se que uma dilatagdo do

espago-tempo, Isto & do unliverso, por.um fator o & equivalente a uma
"contrac¢dc” dos padr¥es de comprimento e de tempo pelo fator 1/l | e
exigir que as leis fislcas sejam covariantes frente a tais contracgBes
parece d&bvio,

Devemog, no entanto, mencionar que com o postulado acima se
faz necessirlo extender os grupos de covarlanga ordlinirlos também pe-
la inclus¥dc de dilataglBes. Essa exligéncia pode‘ser esclarecida consi-
derando o seguinte. Quando os f(sicos do passado trataram de fenfmenos
eletromagnéticos (além dos fenBmenos mecdnicos), fol necessirio aban-
donar a relatividade galileana em favor da relatividade de Einstein
(isto &, passar do grupco 0(3}) ao grupo 0(3,1)). Visto que agora nos
confrontamos com fendmenos nucleares e sub-nucleares (especialmente
com intera¢Bes fortes), pode ser necessgdrio procurar por uma "nova”
relatividade, mails ampla.

Dentro da presente abordagem, o primeiro passo serd usar as
equacBesg de Elsntein como base para deduzir modelos cosmoldgicos que
descrevam n3o somente o nossoc cosmog como também outros "micro-cosmos”
adequadamente contrafdos (ou mesmo outros "super-cosmos” adequadamente
dllatados). S3c esses fatos que Investigaremos nas prdximas secles, em
conex¥o com o problema da estrutura interna dos h&drons.

0 segundo passo referente - como jd dissemos - ao exterlior

do hddron, serd considerado detalhadamente no capftulo IV.
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1.3 - HXDRONS CONO "NICRO-URIVERSOS” FORTES

Juntamente com o postulado [ felto anteriormente (i.é6., co-
- varianga das lels ffsicas frente a dilatacBes globais do espago-tem-
po), vamos lembrar algumas relacBes empfricas conhecidas e comumente
referidas como "coincidéncias dos grandez ndmeros”. Uma delas é que a

raz%o R/r éntre o rato de Hubble do nosso universo (cosmos gravitacio-

nal), R = 1026 m, € o ralo caracterfstico das parti{culas sub-nucleares,
16“ m, & aproximadamente igual 3 raz3o s8/5 entre a intensidade =

{114

r

do campo nuclear forte e S do campo gravitacional. Mais espectificamen-

te, calcula-se:

S/s = (Gm®/hc)/Ngi/he) £ 10,
r/R £ (10¥ my/¢10* my = 1077, (1.2)
onde G é a constante universal gravitacional, e m representa a carga

(=massa) gravitactonal do hédron de referfncia (p.e. pfon ou nucleon’.

0 numero puro d = Ng*/hc , é o quadrado da constante_ _de _acoplamento

forte, sendo que N & uma constante que desempenhard o papel de "cons-
tante universal forte”, e g a carga forte do hiadron de referéncla con-
giderado (ver a seqguir). Ndés podemos constderar, por exemplo, o aco-

plamento ﬂTUO (onde d = 3), ou entre ppti (onde d = 14) (ver também
Caldirela and Recami [15] e Recaml [731).

Na verdade, o valor da raz%o r/R é a dnica "entrada” neces-

sdria para deduzir n3o somente a "coincidéncia” numérica precedente
S/s = r/R, mas também uma série de outras "coincidéncias de grandes
nimeros”, analogamente ao que fol obtido por Caldlrola, Pav#i& e Reca-
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mi (131, com base no postulado | e fazendo ol da relag3o (I1.1) lgual a
r/R (sendo que x s%o as coordenadas originais que descrevem o© nosso
cosmos,,é)x' as coordenadas que descrever3o, ent¥o, o Interior de um
hddron de referéncia), Toda essa "numerecleogia”, cujas relacBes mals
importantes rederivaremos a seguir, & obtida mals exatamente quando
tomamos o pfon como hadron de referé&ncla; em tal caso Ngi/hc ¥ 3 (aco-
plamento ﬂﬂp }. No que segue, ent3o, a massa 'm’ referir-se-3d & massa
de um pion.

Os fatos emp(ricos mencicnados acima (ver também o que se-
gue), mals a propriedade do campo nuclear Eorte de ser sempre atratlvo
e assoclado a equagBes ndo_lineares (onde os "quanta” do campo s3%o

também fontes do prdéprio campo), leva-nog a pensar que exlste uma gi-
milaridade ffblco—geométrlca entre os campos gravitaclional e forte.
Assim, se escolhermos:

o = r/R T s/s = 1071

, (1.3)

onde o{ & o "fator de dilatac3o” que aparege na equag3o (I1.1) [seglo

(1.2)], a relag¥o (1.3) transformard o nosso universo, com ralo de Hub-~
ble R, num outro espago-tempo (micro-universo), com "ralo de Huble

forte” r e, consequentemente, levard o campo gravitacional no campo

forte [ver final desta seg80, @ sec¢do (1.5)1].

Tomemos inicialmente o pfon como "hiadron de referé&ncia” e
estudemos algumas consequénclas do postulado | e da escolha (1.3).
Usando a relagfo (1.2) junto com (1.3} vem:

Ng®= Gm¥

it

10" om?. (1.4)

Analisando a relag¥oc (1.4) do ponto de vista dimensional ve-



remos que surgem duas possibilidades:

1) Se escOlhermos unidades tais que (gl = [m]l e m=g, encontramos:

N = G/l T he/md. (1.5)

2) Ao contrério, se escolhermos as unidades de forma que [N1l=[Gl, e se

fizermos ainda G=N=1, obtemos:

q = m/Vz' = \[&c?, ' (1.6)

onde a segunda lgualdade (g = c/G') 6, a priorl, uma "coincidéncla”
numérica; a mesma igualdade resulta, porém, usando a equacdo (1.35) com

g = n/VL' ; ou seja:

g = \Jhc/G' = massa de Planck. (1.7)
Isso nos mostra que a massa de Planck pode ser vista como
nada mals que a carga forte do hddron em unidades adequadas. Porén,

quando tliramos da experi@ncia que os quarks parecem ser os verdadeliros
portadores da carga.ﬁorte, e definimos g £ nd, (n=2,3), a quantidade §
gsendo a magnitude médla da carga forte dos quarks (ver Caldirola, Pav-
£1¢ e Recaml 113,141 e Caldirola e Recami [15]), ent%o a equac¥o (1.7}

parece valer mals corretamente para g; ou seja: a _massa de Planck  pa-

el SRR e mEmm—m——

rece_ser_simplespente_a _magnitude da_garaa forte dos guarks (em unida-
des adequadas).

O fato bem conhecido que as forgas gravitacionais tornam-se
t¥o intensas como as "fortes”, para massas t¥%o grandes como a massa

Planck, na presente teoria significa simplesmente que a gravidade for-
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te criada nos "micro—-universos” fortes {1.e., no Interlor dog héa-
drons} ,por quarks, & exatamente o campo forte.

,/) Tais conslderagBes preliminares levam a pensar que os "mini-
buracos negros” preditos por alguns autores, tendo como sua massa a2
massa de Planck, seriam simplesmente identificados com os hadrons (ou
melhor, com os quarks) que t8&m a massa de Planck como massa forte.

Por hora, vejamos algumas ImpillicacBes do postulado 1 estabe-
lecido na secdo (1.2).

Conslidere-se uma equag3o representando uma lel fisica véalida
no interlor do nosso cosmos (p.e. quacﬁes.de Maxwell, ou eqs. de cam-—
po de Einstein). Ent3o, essa equag3o, pelo postulado 1, manterd a mes-
ma forma inlicial frente a dilatagBes do tipo das representadas pela
equac3o (1.1), e representard uma lel ffsica vdlida também no interior
de micro-cosmos slmllares ao nosso, mas contrafdos por um fator 1/of.

Esse fato tem consequéncias importantes. Por exemplo, vamos
adotar um modelo oscilatdério (big-bang cfclico) para nosso cosmos, com
um intervalo de tempo At de um ciclo completo da ordem de 10m s. En-
t%o, o tempo de uma oscllac3o do mlcro-cosmos obtldo pela contragdo do
nosso universo pelo fator 1/d4d , serd (pela eq. [1.11):

16™ 10% & 2 10%%, (1.8)

n
e

AT = d At

onde d & definido pela eq. (1.3).

2§s é da mesma ordem de grandeza do tempo

Note-se que A% = 10
de decalmento de partfculas elementares via Iinteragdo forte. Isso 6
faclilmente entendtdo pois a vida média AT das partfculas instdvels
frente a uma dada tntera¢3o é Inversamente proporcional a Intensidade

da interac3o; e como a Intensidade da interagdo forte s é 1/, vezes

malior do que a interac¢¥o gravitaclonal §, segue que AT = o At.
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Observe-se ainda que, se o cosmog "Iniclal” & estdvel (mode-
lo osclliﬂdrio) com um tempo At gasto num ciclo expangdo/recontrag¥o,
ent8c o "cosmos final” obtido pela contrag¢¥o do primeiro também deve
ser estivel e com um ciclo de expans¥o/contragdc de ordem de AT = olAt.

Uma "coinclidéncta numédrica” muito importante surge se consli-
derarmos que, para um hadron tipico, o perfodo AC dado pela eq. (1.8}
{para um micro-universo oscilante)? define uma frequéncia caracterf{s-
tica V= (AByiT 1013Hz. Esse numero é éa mesma ordem de grandeza que

a8 frequénclia_de Broglie + obtida a partir da relag3o de de Brogllie-

Einstein E,=hy} , onde E,=moc* & a energia de repousc de um hadron (p.
e. de um pfon). Este fato, juntamente <com a conjectura que a fase da
oscllag¥o dos hadrons pode ser uma "varidvel escondida”, pode ter con-
sequénclias importantes também no 3mbito das tentatlvas de se entender
a Mec8nica Quintica a partir de teorias cléassicas.

Outra relac3o importante, que pode ser entendida com base na
presente teoria "scale-covariant”, é a relacg3c de Eddingten (a qual &
obtida na secfo [1.5.1]1) entre a massa do universo M(u) e a massa tf-

pica de um hadron m(h) §

MW = mchy/zd?2 2 10% mihy. (1.9)

Podemos ainda derivar mals uma "colncidéncla” muito Interes-
gsante. Considere, por exemplo, que © nosso universo seja fechado com

un rato R € Ry= 2GM/c?*. Contraindo nosso cosmos pelo fator 1/¢d , a re-
lagdo (1.9) nos diz que a massa M{u) passa a m(h) (massa do hddron).
Além do mals, as conslderac¢®es dimensionals anteriores mostraram {eq.
(1.5)3 que G, pela contra¢#o, passa a G/JL =N. Obtemos, ent3c, que o

hddron tem comeo ralc miEximo:
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5 = 2Nm(h)/c?. (1.10)

}
//)

Tal ralo ¢ da ordem de 104sm { = 1 ferml! dentro da flexibi-
lldade permitida na escolha do valor exato para ol ), que ¢é da mesma
ordem de grandeza do ralo conhecido dos hddrons.

Note que Ry é o ”"ralo de: Schwarzschild” {(ver cap. I1) de uma
masga igual! aquela do universo, enquanto'que  assumird o sentldo de
Yrato de Schwarzschild forte” do hédroﬁ conslderado (ver o cap. IV).

Antes de prosseguir, vale observar maig uma vez que toda a
"numerologia dos grandes numerozs" é deduziga a partir do postulado 1,
Juntamente com a raz¥o r/R=s oL, que fixa o fator de escala na relagd¥o
(I.1). Note-se que para isso ndés precisamos entrar com ambog R e r co-
mo os raios maximos do cogmos e do hddron correspondente (gu ent3o com
os rajos médios), respectivamente. De forma que o é independente do
tempo. Assim, ao ldentificarmos Ngl/Hm*=1/4,, na equagc¥o ([.3), nés
obtemos - nessa formulag¥o e com nossas hipoteses - uma congtante G
que n3o varia com o tempo cdsmico (ver Caldirola and Recam! [(16] e Re~
cami 1751).

Nés pareremos aquil de nos preocuparmos com a "numerologia™:
para mais detalhes ver Caldirola, Pavéic e Recami (13]1. Todas essas
"coincidé&ncias” tornam razodvel o postulado | e nos estimulam a pros-

segulr desenvolvendo a presente teoria (tratando os hadrons como obje-

tos similares ao nosso cosmos).
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I.4 ~ GENERALIZACXO DUS PRINC(PIOS DE EQUIVALENCIA E DE MACH

J

Antes de irmos adlante e extendermos a relatividade geral,
precisamos extender - como jé dlssemos - o Princlplo de Mach e o de
Equivaléncia para inclulr também os mlcro-cosmos.

Para simplificar a dlscuss¥o, consideraremos o "limite clas-
gico”: isto &€, o limlte de baixas veloéidades, campo fraco e dlst8n-

clas "Intermediirlias™! ent¥o deve valer a mec8nica cléssica de Newton,.

Nesse caso, no interior do nosso cosmos vale também, aproximadamente.

a lel da gravitag¥o universal de Newton:

Fe = - GMiMa/r?, r<<10*® m. (1.11)

' T
Agora, dilatando o espage tempo por um fator of =10 7, atra-
vés de consideracBes dimensionals simples conclulfmos que a equagio

(1.11? resulta:

_15
e = - GM, Mo/afrd; r<<10™" m. (1.12)

Usando o postulade | podemos escrever (1.12) na mesma forma

que (1.11%, ou seja:
NE
F, = - Ngjg,/ri; r<<10” " m. (1.13>

Na equag®o (1.13), N é a constante da gravitag3o forte, g; e
g; representam as cargas fortes dos dois corpos em estudo, e r & a
dlst8nclia entre eles. Note-se que, depols das discussdes do infcio dem-

ta sec¥o, se N = G/JL com [NI=I1G), ent¥o [gl=[m) e g=M;: logo g e g,
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g¥0 exatamente M; e M,, respectivamente. Por outro lado, se escolher-

mos as unlidades tals que N=G=1, as equagfes (1.11) e (1.12) resultam:

R o= - MM /12, (1.11a)

FF = - g g, /r* (I.12a)

onde, g;= Mi/VL' e g, = M: /1 , conforme E equagio (1.6).

Nesse ponto, vamos observar o seguinte:

1) Se nés contrairmeos somente o cosmos gravitaclional ("inicial”), en-

t¥o passamos das Intera¢des gravitaclonals as interagles fortes.

2) Se contrairmos n3o somente o cosmos, mas também as unidade de medi-
da; isto &, se o observador e seus instrumentos de medida contrafrem
Junto com o cosmos, ent¥o a equagBo (1.11) n%oc somente & covarlahte,
mas também invarlante. Isto significa que um observador Ilmagindrioc no
Iinterior do h&dron, usando padr8es de medida contrafdos por um fator
r(h)/R(u), deverla descrever forgas agindo no Interior daquele "uni-
verso forte” exatamente como nds descrevemos as Intera¢Bes gravitacio-
nals, no intertor de nosso cosmos. Essa conclus3o serd usada na se¢3o
(1.5), quando escreveremos as equaglies de campo para o interior de um
hddron.

" Fica, ent¥0, possfvel e imediato generalizar o principio de
Mach para o interior dos micro-universos: Para um observador Interno,
a inércia de qualquer constituinte do hddron & originada por suas In-
terag8es com todos os outros contltuintes daquele universo, mas as in-
teracBes agora s¥%0 fortes, e n3o mals gravitacionatis (-Principlo de
Mach generalizado). Ent3o, a massa inercial m; dos constituintes do héa-

dron coincide com sua carga forte g, e n%o com sua carga gravitacional

13
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(massa). Notamos,ent¥o, que esta idltima afirmagc3o nada mais ¢ do que o
Principio de Equivaléncia (generallzado).

Temos, assim, generalizados os dois princfipios necessarios
para formular nossa teoria. A generalizag3do do Princfplo de Mach & do
Princfpio de Equival&ncia estid resumida no pardgrafo anterior. Issco
significa, na presente linguagem e na aproximac3o referlida acima, que

no interior do hadron (universo forte) vale, por exemplo, a relag3o:
F=ma=ga = Nggg/rz, - (1.13a)
de forma que:
a = Ngp/r e mp = g. (1.130

Em vista disso, podemos claramente geometrizar também o
campo forte no interior do hadron, visto que 18 o papel de massa iner-
clal & desempenhado pela massa forte, e n%o pela massa gravitacional.

Agora, quando um constitutinte sal do intertor de um hddron
até grandes dist8nclas dele (se esse processo é permitido), sua massa

: -~ -10
inercial decrescerd por um fator Vol ' 10" (com N=G=1), visto que te-

mos:

- 2
mr =g , m=M g % 10 M. (1.14)

(intertior) (exterior?)

As condig¢Bes prévias valem somente se podemos fazer uso de
uma relac¥o tlpo mra = Ngge/r2. Ora, tal equac3o pode n%Fo valer no ex-
terior (nas vizlnhangas) de um hadron, pels nesse caso a particula de

teste estd na presenga de dols campos: o gravitaclonal e o forte (ver

14



/I
o capftulo [V). Por Isso, pode parecer que na mlcro-vizinhanga exte-
rior ao hddron surgiriam problemas quanto a possibilidade de se geome-
trizar o "campeo forte” nessa regldo.

Porém, nessa micro-vizinhanga, o "constituinte” de teste
alnda sente a interagdo forte, e lsso nos leva a pedir que a sua massa
Inercial ainda coincida com a sua carga forte (enquanto ele estd su-
jelto ao campo forte). Dessa forma, é também possfvel geometrizar o
campo forte no exterior de um hidron; sendo que nessas clrcunst@nctas
o campo a ser geometrizado - como veremos - serd uma “soma” do campo

forte propriamente dito (devido a carga forte g do hédron}, com o cam-

po gravitacional (devido a massa m). Para mats detalhes ver cap. IV.

1.5 - O ESPACO-TEMPO NO INTERIOR DO HXDRON

Como nos lembram as dlscussBes da segfo (1.3), nds temos
dois problemas dlstintos para resolver. O primeiro diz respeito ao es-
pa¢o interior ao hadron, cuja geometrizagdo do campo serd discutida a
seguir. 0 segundo problema & o da descri¢do de um hédron como ele apa-
rece no nosso esgpaco, isto &, no espago do nosso cosmos . Este proble-
ma ¢ mals dlffcil devido a presenca dos dols campos (gravitacional e

forte), e serd tratado separadamente no capftulo IV.
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1.5.1 - FORMALIZACXO DA TEORIA

Das discuss¥es precedentes resulta que podemos considerar
que as Intera¢gdes agindo no interior do universo gravitacional (entre
constituintes do cosmos), e no interior dos universog fortes (entre os

constituintes dos hdéddrons), s3o governadas pelas mesmag lels covarian-
tes por dilatagBes; ou seja, as interadﬁes fortes podem ser derivadas
a partir das Interag®es gravitacionals, usando-se o postulado I.

No interior do nosso cosmos escolheremos, como normalmente,

R - gR/2 - Ag = - k GT, (1.15)

onde ko= 8T /¢c; g é a métrica do espago-tempe (com asslnatura -2);
A & a "constante cosmoldgica” (1INt = l(fsafl); R = [Rwl &€ o tensor
de Ricct, definido conforme Rindler [B811; R = Rﬁ & o escalar de curva-
tura (contrag¢¥o do tensor de Ricci}); e T é o tensor de energla-momento

da matdéria, que para um fluido perfeito, por exemplo, & dado por (ver

p.e. Weinberg {1011, Zel'dovich e Novikov [1031):
Ts = (p + Joc% U, Us - pQus, (1.16)

onde T & diferente de zero somente no Interior da distribulg¢io do
flufdo, JD é¢ a densidade do flufdo e p a pressZo. No caso de uma "nu-

vem de poeira” (fluido incoerente) o tensor de energia momento &:

T,» = Joc?u(w, | (1.17)
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onde U C[tanto em (I1.16) como em (1.17)1 & a quadri-velocldade de cada

particula do fluido.

A equag3o (1.15) vale no interior de nosso cosmos, quando
somente interac¢®es gravitacionais egtdo presentes.

A métrica obtida pela solug3o de (1.15) para uma distribui-
¢¥o estidtica e esferlcamente simétrica de carga gravitactonal (massa),
nas coordenadas de Schwarzschild (t,r,e ,¥ ) €& uma "golugdo de Sch-

warzschild com termoc cosmélogico” (ver p.e. Anderson [5]1, ver também o

capftulo I1}; isto é&:

L]

ds! = f(r)dt¥ - drl/f(r) - rid,
F(r) = 1- 2m/r + A r2/3,

dn = d6* + seﬁ% dy?, ' (1.18o

A soluglo (1.18) vale para a regi3o exterior a uma distri-
buicBo esfericamente simétrica qualquer de matéria (teorema de Birk-

hoff), onde T=0. Nesse caso m=GH/cl, onde M é a massa total do corpo

'considerado.

Vamos agora "dilatar” o espago-tempo, junto com a fonte e
com o termo cogmoldglco, por um fator d = 10”1, conforme o que vimos
nas secBes anteriores. Assim, considerag¥es dimensionals simples mos-

tram que a equag¢3o (1.18) toma a seguinte forma:

ast=f (rrdt'? - artsgy 0 - r2asy,
f=1-o2ndsr + Ardsadd
afy = ad. (.19

J4 sabemos, conforme vimos na se¢3o (1.3), que contraindo o

espaco-tempo do cosmos gravitacional por um fator 1/7of = 10"Y (1sto é,

17



"dilatando” o cosmos por um fator d;b nés passamos do coesmos gravita-

clonal ao micro-cosmos forte: l.e., das interagdes aqravitaclonais as
intera¢des fortes. A solugdo (1.19) descreve, ent3o, um constituinte
egfericamente simétrlco n3c mals do cosmes, mas de um hdédron. Agora,

pelo postulado 1 a equac¥o (1.18), depols da contrag3o (x'= <ol %), pode

também ser escrita na forma:

ded= g (rdt? - ardsg (e - r2a0),

f (r') =1 - 2go/r" + Ardy/3, (1.20

onde go,= Ng/c?, a quantia g sendo a massa forte do corpe resultante

pela contragido do origlinal, N a constante de gravitag3o forte, e A a

trac¥o da constante cosmoldégica gravitacional A).

A equagZo (1.20) se aplica ao interior de um hadron e des-
creve a mesma sltuacHo ffsica que a equacdo (1.19); elas, na verdads,

devem ser 1d&nticas, daf obtemos:

A= Asdb= 108%A 2100902

nd, = go- (1.213

Agora, escolhendo unidades tais que tenhamos massa gravita-
cional = massa forte, resgulta {(como vimos anteriormente): N = G/o[, e

usando Isso em (1.21) obtemaos:
mol = GHL/c? = go= Ng/c? = Ggr/ol c?,

ou seja:
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g = Ln. (1.22)

A relagdo (1.22) nos dlz, por exemplo, que se partimos Ini-

clalmente com M=m(u)= massa do universo, depols da contraglo cbtemos:

g = (10" MW £ mhy, (1.23)

ou seja, o universo contrafdo resulta com uma massa g lgual! & massa do

ton la qual ¢ mencionada na se¢do (1.3)) entre a massa dos hédrons e a
massa do universo.

Vale observar aqui que a relacg3do (1.22) n¥o representa uma
relac%o numerica entre a massa gravitaclonal e a carga forte de uma
partfcula constituinte simplesmente, pois o postulado 1 refere-se a
contrac@es (dilatac®es) do cosmos como um todo, e n3o de somente parte
dele. Aquela relag%o somente tem sentido se M se referir a2 massa total
do cosmos e g A4 massa forte total do hadron (a qual, nas wunidades que
estamos usando, coincide com sua massa gravitacional).

A relaclo entre carga forte e carga gravitacional de um
constituinte &, obviamente, aquela dada pela equago (1.14). Tal relacdo
é descrita em Caldirola, PavZi& e Recaml [13]), como sende "do_ponto_de

vista externo”. Para fins de cdlculo, no entanto, frequentemente usa-
remcs unidades tals que tenhamos massa gravitacional = carga forte,
tanto para hidrons como para constitulntes, de forma que N= G/<l.

Neste ponto, podemos fazer mais um postulado:

Postulado_l1 - As equagBes do campo forte para © interior dos hddrons

- s L e

(as eq. de Einstein contrafdas) s%o:
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R-gR/’2 - Ag = - k8, (1.24)

onde:
= NT = GT/d, . (1.25

Note-gse que as relagBes (1.25) sequem diretamente das equa-
¢Bes (1.15), por conslideracBes dimensionalis.

Obviamente, a solu¢3o das equacBes (1.24) com S=NT=0, com
simetria esférica e nas coordenadas (t,r,0,¥), & dada pela relaglo
(1.20). Note-se que o vdacuo no interior do.nosso universo ¢ nc Inte-
rior de um hédrbn s¥o definidos basicamente da mesma maneira (T=0), j4d
que S=0 lmplica em T=0.

Todavia , para uma descri¢¥o de um hadron do "ponto de vista
externo”, S$=0 n3¥o & suficiente para obtermos vdcuo, pols ainda resta o
termo :Ag,que pode, por exemplo, ser interpretado como um fluldo per-
feito com densidade § =—p/ct= ¢ A/81M N [ver as discussSes da seg¥o
(IVv.3>].

Vamos, agora, ver algumas consequéncias importantes das dis-

cussBes aclma, especlalmente do postulado II.

1.5.2 - CONFINAMENTO DOS CONSTITUINTES HADRONICOS

Vamos, aqui, estudar o comportamento de "constituintes de tes-

te” do hadron na métrica (1.20), que & uma solugdo de ([1.24). A métri-
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ca ([.20) descreve o espaco-tempo na vizinhanga de um consgtituinte-
fonte do hadron (por ex. um quark), de carga forte g, (ou g=g, c¢¥ /N,
esfericamente simétrico e centrado em r=0,

Constdere-se, entdo, um "constituinte de teste* noe Interior
do h&dron, com carga forte g' e com velocldade v<<c, no campo gerado
por exemplo por um quark (isto &, pelo constituinte do hadron com car-

ga forte g}.

Seja,entﬁo,a_aqna;ﬁg_da_gegdéaigg_seguida pelo constituinte

de teste,

I 1 [ ¢ -

d’' x4/ds* + lp¢ (dxf/ds).(dx°/ds) = O, (1.26)
onde,

Ve = i -

ad g4 gy + e T G 12 (1.27)
e onde p.e. "gyup¢ " representa a derivag¥o parcial ordiniria de Gpp com

relacd3o a x5 .

A equagio (1.26) pode ser escrita explicitamconte na forma:

dwizds? = - [2ftdxesdeyt - [0 (dx?/ds) (dx¢ 7ds)  +
- I caxtzas) dxi 7dsy (0= 4,203 (1.28)

Agora, com x={(ct,x!,x*,x3), vemos que dx°/ds = O(1), dxt /ds=
O(v/c). Assim o udltimo termo em (1.28), & proporclonal a (v/c) e pode
ser prontamente desprezado; o segundo termo em geral & da ordem de
v/c, €, a menos que E?l se ja pequeno, ele n3¥o pode ser desprezado(l}f' &
pequen§ no caso de campo fraco e for¢as n3o multo altag: ver apéncice
A). Nés, no entanto, suporemos que v/c geja muito pequeno, de modo que
podemos considerar importante somente o primeliro termo do lado direito

da eq. (1.28). Assim, resulta:
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H
a¥s#sdst = - [ waxordsHE.
Mas, dentro da aproximag3o que estamos considerando vale:
ds? ¥ g, dxe?
Daf, podemos escrever:
A xrdwe2 = - g, .
ou seja:
alxasatr = -ct L. (1.29)
Da equag3o ([.27) vem:

A e
[O_:'.‘ = gu (g,;q(o + gl}ﬂ/a - goq(‘) Y/2.

Consideremos agora uma métrica estdtica e diagonal como

aquela da equagio (1.20), Ent¥o, g,,, =0 e g, = 0 para ML # ¥ , e en-

contramos:
0, . para U =0;
M s
lop = - g# (goaj,;)z"Z‘ =
- g“*layp 4 1/, para H{ =1,2,3.
Ultilizando esse resultado na eq. (1.29), resulta:
dixfsat? = - c X, (1=1,2,3).
Contudo, ndég estamos com um problema a simetria esférica,
onde: xt=r,6 x*=06, x'=% ; ent¥o, para o_caso__de_ . movimento _radial
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(i.e., 8 e }ﬂ constantes) e com {(dr/dt) €£<c , ndés obtemos a "acelera-

¢%0 radlal” do constltuinte de teste:

1
d¥rsded = -ct o = czg“ { 0900 7/ Dr)/2.

Visto que g“ = 1/g, (no caso de métrica diagonal)}, e usado a

equac3o (1.20) temos:

9.~ 1 - 2g/r + Ar2/3 = - gl

Asslmj

a*rrat? = - 21 - 2g,/rZ+ Ar?/3)(g, /ri+ Ar/3). (1.30)

Agora, nas coordenadas (r,t) de um observador “"assintdtico”

(longe da fonte no interior do hddron), & rsat® ¢ uma aceleragdio ra-

dtal. Note-se ent3o que, na linguagem da din8mica, se multiplicarmos a

equagBo (1.30) pela carga forte g' da partfcula de teste obtemos a

for¢a radlal que age sobre ela no campo gerado pela carga g, ou =seja:
F = g'dr/dtd = —c?g' (1-2go /r+ Ar2/3)(ge/r2+ Ar/3). (1.30a)

Segue, ento, que para "grandes dist3ncilas” no interlor do mi-

cro-universo consideradoe (r i 1 fm), a forga F se reduz a:

F T -c2g' Artl + Ar?/3y/3, (1.31)

a qual & uma forga central atrativa que contém o termo F =-kr; o mddu-

lo de F aumenta proporcionalmente com r, produzindo assim o confinamen-
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to dos contitutntes do hddron no seu Ilnterior (além de tender a produ-
zir movimentos harmbSnicos).

Para fins prédticos, podemos tomar g' também como sendo a
carga de um quark. Nesse caso, a aproximag3o (1.30) 6 ainda mais gros-
geira, pols a equag¢¥o da godésica vale apenas aproximadamente para

Ig* 1 = Igl;: mas as rela¢des acima atnda tém sentldo se v<<c, viato que

nessa condicdo vale o "limite Newtonlano” da teoria.

f fm, o primeiro termo em (1.31)

n

Notemos ainda que, para r

domina o segundo, resultando assim: -

F = —czg'dlr/S.

Isso significa que, aplicando os métodos da relatividade ge-
ral 3 estrutura dos hadrons, obtém-se, de uma maneira natural, um po-

tencial radial de confinamento.

.t
= 10‘%,

Subst(tuindo Ig'|%m,/3=(1,67/2)x10°'Kg, A=100 we r
em (1.31), encontra-se (para os quarks mals leves): F =2 toneladas; um
valor da mesma grandeza daquele determinado fenomenologicamente atra-
vés de andlises dos dados experimentals (ver p.e. Arthur (8] e Edwards
et al. [321).

Note-se, ainda, que o termo realmente dominante para "gran-

degs” valcores de r em (1.31Y é o termo com AF ebportanto, hd conflna-

mento tanto para ,A posttivo como para .A negativo.
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1.5.3 - "LIBERDADE ASSINTSTICA” DOS CORSTITUIRTES

Voltemos agora A férmula (1.30) e tentemos obter a "llberda-

de assintética” para as constituintes do hadron.
Conslideremos aqul o limite daquela equagio para r pequeno,

1.e., para r<<1 fm. A eq. (1.30) entd0 pode ser aproximada como:
d®rsdt? = - clg, (1 - 2gp/ri/rt (1.32)
0 potencial (radial) correépondente a (1.32) e:
Vir) = -c®ge/r + 2cigi/r? = -ctg,/r, (1.33)
ou, em unidades onde [gl=Kg:
V(r) = -HRg/r. (1.33a)

Vamos adliclonar a (1.33) o “termo_ _de__energla_ _cinétrica”,

atribuindo um momento angular L 3 partfcula de teste considerada (g')

em relag3o a fonte de carga g:
V(r) € -Ng/r + (L/g'¥ /2r2, (1.34)

Observe-se gue, no caso que estamos tratando, o momento an-
gular L serd o momento angular total (ou spin) do méson considerado.

Ent%o, para dois quarks com Igl=1g'l % mp/3 obtemos que V=0 em:

5 = 2 /2rg?. (1.35)
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Ou seja: os dois quarks podem mover-se, um em volta do outro, em drbi-
tas circulares estdvels centradas no centro de massa do sistema, sendo
que os quarks s3o praticamente livres para dérbitas de raios prdéximos a
L .

Pode-se mostrar que o "potencial” radial que & obtido das
equagd3es das geoddslcas, no caso em que o constituinte~-de-teste orbita
o constituinte-fonte com momento angular L e com Srbitas fechadas es-
tomames a aproxima¢fo para L/gc << r e o limite de campc fraco. Isto
6, o termo de energia cindtica em (1.34) é.uma aproximagidoc do termo
"correto” obtido da RG sem aproxima¢Bes. Essa aproxima¢3o & boa quando
L/gc <<r e no limite de campc fraco.

‘Agora, se para um quark planetirio relativamente aoc quark
fonte temos L = H, entBo encontra-se (ver Caldirola e Recamil [15]) que
V=0 para r= 0,01 fm.

Ao contriério, se supormos que o ralo de establlidade (no ca-

It

so de b&rlons quando N 10°G e g £ 1/3 da massa do nucleon} seja da

ordem de 1/100 do "ralo de Schwarzschild forte” (5 = 2Hm/c? = lO"is m)

do ﬁédron, ent3do a equagdo (I1.35) produz:

-
1n

X g%, K 2 N/10c. (1.36)

A equagZo (1.36) & do tipo das "relacgUes de Regge” entre a
massa e o momento angular das partfculas estédveis. Ela, na verdade, ¢
a vers3o dinamica de uma relag3c que surge a partir de argumentos ter-
modin&micos para hddrons estédveis frente a interagfo forte (ver capf-
tulo V2.

Assim, a introdu¢§o de micro-universos para descrever a es-

trutura interna dos hddrons, através de nossa tecria com G independen-—
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te do tempo (wver Caldirola and Recami [16] e Recaml [751), permite-nos
evitar o uso de modelos fenomeldgicos como os chamados MNIT ou SLAC

"bag-models”.
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CAPITULO 11

AS EQUACSES DE EINSTEIN COM TERHO COSHOLSGICO E SUAS SOLU-

COES RELEVANTES

11.1 - INTRODUCXO

Antes de considerarmos as principals caracterfsticas do es-
paco~tempo nas vizinhan¢as de um hiddron é necessasio desenvolver as
ferramentas basicas para tal fim. Com o objetivo de introduzir uma sé-
rie de conceltos indispensdveis para reallzar o nosso trabalho, nds
nos propomos a fazer uma exposi¢3o, na forma adequada ao escopo do
trabalho, dos pontos relevantes da teoria da relatividade geral, de
forma que possamos empreender a nossa tarefa adequadamente e de mamel-
ra conslstente.

Nés Iniclaremos estudando algumas solugBes das equagles de
Einstein com termo cosmoldégico, enumerando as suas principals caracte-
risticas, envidenciando a existénclia de "singularidades métricas” (que
sXo os hortzontes de eventos) e construindo os diagramas de Penrose
em cada caso, para melhor enterdermos a estrutura no infinito de cada
espago-Lempo.

0 primeiro caso a ser considerado ¢ o espago de Minkowsk!,
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que € sem ddvidas o mais simples e que n%¥o apresenta malores dificul-
dades em entendé-lo. Isso é felto na segdo (11.2).

Em seguida analisamos as solug@es de Schwarzschild [se¢do
(11.4)1, de Sitter [sec¥o (11.3)1, e na se¢lo (11.5) as solugles de
Reiessner-Nordstr8m , Kerr e de Kerr-Newman. Em cada caso, estudamos as
princlpais caracterfsticas do espago-tempo, construindo os respectlvos
diagramas de Penrose e evidenciando a existéncia {(ou n¥%o0) de horlzon-
tes de eventos em cada uma das solu¢Bes.

A forma mais geral das equag¢Bes de Elnstein da gravitag3o

num espaco-tempo (M,qg) é&:
R-gR2 + Ag =-8W0creiHT, (11.1)

‘onde 1\ é a constante cosmoléqica (1A = lddzm'z), a métrica local
lorentziana (g) tem assinatura (-2). T & algum tensor de energia mo-
mento espec!ficado, o qual obedece um certo nimero de postulades (como
a "causalidade local”) e alguma condi¢do sobre a energia (p.e.: To> O;
ver mails adlante); R é o tensor de Ricci, e R ( = g@‘R”) o escalar de
curvatura.

Em geral, as solu¢B®es de (11.1) representam espago-tempos
(M,g), obtidos com T=0; com T = E —o tensor de energla-momento ele-
tromagnético; com T descrevendo um fluldo perfeito; etc...

Vale dizer ainda, em rela¢%o a equagZo (11.1), que o einal
"menos” no lado direito da igualdade depende principalmente da assi-
natura da métrica (se + 2 ou - 2), e também da defini¢30 do tensor de
Ricci R {(que & obtido a partir do tensor de Reimann através de uma
contrac3do de dois dos seus (ndices).

A métrica g que & solug3o de (I11.1), com T=0, para o espago-

tempo exterior a uma distribuic%o esfericamente simétrica de massa, e
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nas coordenadas tipo Schwarzschild (t,r,g,§f}, pode ser escrita na for-

ma:
dst=(1-2m/r-Ari/3at? - dr2/(1-2n/r-ArZ/3)- ridnr,  (11.2)
onde

d = da¥+ sen® ap?, (11.3)

n é proporcional a massa M do corpo com simetrica esférica, situado em
r=0 (Evidentemente, nesse caso a solucBo (11.2) somente vale para pon-

tos no exterior de tal corpo).

A forma (11.2) é conhecida_como métrica de Schwarzschild-de
Sitter. Ela tem tré&s casos Importantes, que s3o: 1) n»=0 e A =0, resul-
tando na métrica chata ou de Minkowski; 11) m # O e f\::O, resultando
na métrica de Schwarzschllid; 1i{1) m=0 e AN# 0, resultando na métrica
‘de Sitter(/AA>0) ou anti-de Sitter(A<0). A segulr estudaremos em deta-

lhe cada um dos tré&s casos.

11.2 - O ESPACC DE MINKOUSKI E SUA ESTRUTURA NO INFINITO:

DIAGRAMAS DE PENROSE

0 espago-tempo de Minkowskl é na verdade o espago-tempo da
relatividade especlal. ¥ uma variedade RY com uma métrica lorentziana
chata ?L, que nas coordenadas esféricas (t,r,6,¢) é dada por (11.2),

com m=C e A =0, ou se.ja:
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det = dt® - dr?- r?dfl. (11.4)

Em termos das coordenadas naturais do rRM (x?, %!t ,%x*,x*) onde
x’=ct, x'=r senfcos¢ , x'= r seng seny, X = r cos® , a métrica da eq.

(11.4) toma a forma {(c=1):
ds? = dt? - axtrt - @@H)? - w@Wxn®. (11.5)

A equacH%o (I1.4) é aparentemente singular em r=0 e seng = O.

Isso significa por exemplo que, parar e t fixos, o comprimento de ar-

co dl dado por:

ar

= ri(de’+ sen% dpz),

é nulo no ponto r=0, ou onde senf =0, para qualquef varfag3o finita
das coordenadas © e ¥ (no primeiro caso) e { (no segundo caso)., Ou se-
" Ja, nos pontos onde sen8 =0 ndés nunca "sairemos do lugar” se nos mo-
vermos somente na direc3o p. Esse exemplo simples smerve para Ilustrar
um tipo de singularidade coordenada a qual n¥o ¢ uma singularidade f(-
sica, mas que & devido 2s coordenadas escolhidas (que n¥%o s3o admissf{-
vels naqueles pontos).

Para se entender a estrutura global de um espaco-tempo em
estudo & preciso conhecer sua estrutura "préximo ac Infinlto”. Assim,
para estudar a estrutura do iInfinito no espa¢o de Minkowski usaremos a
representac3o dada por Penrose desse espago, & daremos definicUes de
algumas regiBes do infinito vdlidas também para qualquer espaco-tempo
em geral.

Primeliro, consideremos um novo sistema de coordenadas obt ido

escolhendo a coordenada nula avangada v e a retardada u, definldas
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por:

v =t +r,

w =t - r. | | o ' T (11.8)

¥ = ¢onstant

r = constant

(a) | o

FIGURA (11.1)

;'HO espaco de Hlnkoﬁsk!. A coordenada nula.u(v) é a coordenadé retardada

(avangadé).

?_'é) As superffclég coordenadas u e v, com uma dinensﬁo_suprlmida.
- b)Y 0 plano (t,r). Cada ponto'representa'ﬁmé superfféia ‘eéférlca (bi-

% _jésfera) de rajo r.

" Com lsso obtemos:

b= v+ w/2 ;o o= (v - W2, . (11.7)

' dtz - dr< = (dv+du)274'- (dv?du)2/4 '

3z



ou:

dt® - ar? =  dvdu.

A métrica (I[.4) entqo toma a forma:
ds?= dvdu - r®(de*+ send dy?), (11.8)

com r dade em (I1.7).
O fato que dv? e du? n¥o aparecem em (11.8) & porque as su-

perficfes u = constante e v = constante s¥o0 superffcles nulas, confor-

me pode ser visto na figura (11.1).

Agora, podemos transformar os infinitos em valores finlitos,

~ deflinido:
v==t+r = tglty+Iyr2l,
u=t-r = tgl(¥-F)r/21. - (11.9
com,
- W C¥+E<C T ;o - WY -FE T E > 0.
"Assim:
dv = sec®L( ¥+ Z)(d¥ +d E)/2,
du = sec [((¥ -E)(dY¥Y -dE )/2.
Entdo:

dvdu = sec?[( ¥+ §)/21seciC(¥-5)1/21(dr>-d54)/4,

e a métrilca de Minkowskl (11.8) resulta, nessas coordenadas,

ds? = sec?l(¥+ Frs2isec] L(¥ -E)>/21¢d¥? - a5%)/4 + riga
(11.10)

com:
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r2= (v-w)¥/4 = (tgl(¥+E)/2) - tg CC¥F-E)r/219%74, ou
r®= (tg¥a + tg®b - 2tg a tg b)/4.
_ onde,

a sz (¥Y+E5)s2 ; b= ($¥-%§)/2.

Depois de algumas manlipulag@es algébricas gimples, a expres-

gdo para r? pode ser posta na seguinte forma:

ri= {seczt(7“+§J/2] sec?[(¥-E) senzg /4.

»

Assim, podemos escrever a eq. (11.10) na forma:

ds’= (secl L(¥+2)/21 sec?t(¥-E>1/2 d5%1/4, (11.11)

onde,

a8?= a¥? - dr? - sen® (d8’+ sen’s dpd. (11.12)

Neste ponto, estamos em condi¢Bes de introduzir alguns con-
cettos a respeito dos "infinltos”, para melhor entender a estrutura do
espaco-tempo. As defini¢Bes dadas abalxo s3¥o devidas princlpalmente a

Penrogse (66,671 (ver também Hawking and Ellis [511),

11.2.1 - 0S INFIRITOS DE UR ESPACO-TENPO

Em conex%o com o espago-tempo de Minkowskl, vamos dar algumas
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definic8es que serd¥o multo dtels em todo nosso trabalho.
A métrica lorentziana g permite-nos separar todos os pontos p

€ M em trés classes. Sendo v £ T, (o espago tangente a M em p), v =merd

dito:

a)- Tipo-tempo, se gfi{v,v) > O [glv,v) = QAJV’*V"]'
b)~ Tipo-luz ou nulo, se glv,v) - 0.
c}- Tipo-espago, se glv,v) < O.
Analogamente, podemos definir cur\:ras e superffclies tipo-tem-
po, tipo-espago e nulas.
Seia "6 uma curva C! em M, e seja vy o vetor tangente a 4 no

ponto p € -6 . Assim a curva - poders ser:

a) Tipo-tempo, se v, for tipo-tempo e n¥o zero para todo peg & .

b} Nula, se for nulo e n3o zero para todo p ¢ & .

c) Tipo-espag¢o, se v for tlpo-espag¢o para todo pe 4.

d) N¥o tipo-espago, se vp n3o for tipo-espago para todo pe¢(i.e., se
Y for tipo-tempo ou nulo), com v n¥o zero.

e} N¥o nulo, se vp for n¥c nulo (e n3o zero) para todo pé€ 4(1.e,, se
vp for tipo-espago ou tipo-tempo).

f) N3o tipo-tempo, se v, for ndo zero e n%o tipo-tempo para todo pé 4

(i.e., se vy for nulo ou tipo-espago).

Dopois desses preliminares, podemos dar as definicBes dos
"infinitos” necessdrias para o desenvolvimento do presente trabalho.

Sejam A e B dols conjuntos qualsquer.

Definic¥o 1: I* (A,BY = Q_futuro cronoldgico de A relativo a B: £ a sé-
Q

i L o L e L e R e L L R T e e e e P T AR e e e T e e T e
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rie de todos os pontos em B que podem ser atingidos a partir de A por

uma curva tipo-tempo em B, dirigida para o futuro. I (A,M) = [ (A) (que

gerd um conjunto aberto).

- Definig3oc 2: I" (A,BY = 0_passado _cronoldgico _de A_relativo a B: E o

conjunto de todos os pontos que podem ser atingidos a partir de A por

uma curva tipo-tempo em B, dirlglda para o passado. !7 (A,M) = 1" (A},

DefinicZo 3: J' (A,B)

——— e S T e

a uni3do de

1
=]
e
2
(-f
i
.
10
o
1]
=
0
o
o)
®
>
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®
[
Pt
<
O
o
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e A A T e A S R R D e e e e e R e e i iy e o e e

ANB com o conjunto de todos os pontos que podem ser atingidos a par-

tir de A por uma curva n3o tipo-espago em B, dirigida para o futuro

Jtaa, M = Jtan.

Definic¥o_4: J (A,B) a uni¥o
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Q
o
]
0
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[
QL
0
0
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=
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e
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o s
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de A NB com o conjunto de todos os pontos que podem ser atinglidos a

partir de A por uma curva n¥%o tipo-espaco em B, dlriglda para o passa-

do. J° (A, M) = J (A,

JV (A, M) = J(B) & a regl3o do espacé-tempo M que pode ser
afetada causalmente por eventos em A. Analogamente J (A) é a regldc do
espaco-tempo cujos eventos podem influenciar causalmente eventos em A.

Em particular, para melhor entender as definic¢8es dadas aclima
e as que daremos abalxo, podemos considerar o espago de Minkowski [ver
flgura (I11.2)]. )

Retomemos para isso, novamente, as definigBes (11.9):

t +r = tgl(y¥+E)r/2],

<
1l

t - r

tgl (¥ -%)/2]. (11.9a?}

ot
n

36



)
LA
J7(A) R S
TN 7 . .
; J(A)
I"(A

FIGURA (11.2)

Futuro e passado cronoldéglco [1* (A}, 1" (A)] e Futuro e¢ passado causal

tJ*(A), J (A)) no espago de Ninkouwskli.

Definimos ent3o:

#= ”"infinito futuro tipo-tempo”:

A regifio t—p 00 com r finito; & a regl¥o para qual se ex-

tendem as linhas tipo-tempo.

I"= "infinlto passado tipo-tempo”:

A regio t—p-00c com r finito; é a regl3do da qual provém as

linhas tipo-tempo.

= "infinito tipo-espago”:

A regido r—> a0 com ¢ finito; é a regi¥o para a qual "cor-

tes” tipo-espa¢o se extenden.
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é“'-' "inf;'init,o nulé futuro”:
A regifio v = v+ r—> 00 com u'; t-r finito; & a reglido pa-

*3fa aiqual'llnhas.geodésicas nul as dirlg{das para o futuro se extenden.

§'= Pinfinito nulo'passado?::
A regli¥o u = t - re—es-Qg com v = t + r finlto; & a regiﬁd da

“qual pfovém as llinhas geodésicas nuias dirlgidas para o futuro.

. = d

.f""(r =0,

t =+aw) .
{U= constant}

Surfaces
A ¢ = constant}

STYY /;fy o
i / )

-

r =0 (rotate aSout this axis)
Y
EARE;
3

o " {r = constant}

TERTIRNN
.I-

@ R (b)

PIGURA (11.3)
:_ﬂ espago de Hinkowskl: a) Nas coordenadas usuhls (t,t,e,yag by Has co-
" ordenadas (11.9). As regiBes do infinito i*, l;, i°}.§&eff“s§o-nostra- 

l_das. Linhas nulas radlaib'fazen um ﬁngﬁlo'de 45° cdm 6'elxc_verpl¢él._

Paré {lustrar essas definlgﬁes‘considerémoé a ffgufa (11.3),
:.ém esp;cial a_figﬁra (II.Sb),:qgé mostra o espaco de Hlnkoﬁski .répre;.
l_sentgéo_nés coordenadas (?;E,Q,p}.-ﬂés vemos de tal figura que qﬁal?-_
: quer_§eodés1ca tlpé—tempo-aproximé;ée de it (1) para valores Lnflnltaw.
t;mente grandes do ﬁaramétro af{m;' assim podemos conslderar :quaIQﬁer

" geodésica tipo-tempo como originando-se em 1- e terminando em (* . De
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maneira andloga, podemos conslderar que as geodésicas nulas se origl-
nam em ¥ e terminam em F'. Note-se que curvas n3o geodésicas nd3o sa-
tisfazem a egsas regras. Nés percebemos, ent3o, que as conslideragles
deste pardgrafo justificam os nomes dados acima.

A estrutura do infinito de qualquer espago-tempo esferica-

mente simétrico pode ser representado por diagramas do tipo apresenta-

11.3 - 0OS ESPACOS DE SITTER E ANTI-DE SITTER: ESTRUTURAS ASSINTSTICAS

Apresentaremos suclntamente algumas caracterfsticas desses
espacos, principalmente do espago de Sltter, uma vez que este apresen-
ta o0 que se conhece pelo nome de "horizonte de eventos”, que € um con-
celto de grande import8ncia e nesse caso € de facll compreensdo.

Tals espagos tém curﬁatura constante e s8%o caracterizados

por:

_onde Bu#v é o tensor de Riemann,e R = R: & o escalar de curvatura.

0 tensor de Einstein é&:

E = R - gR/2 = -Rg/4. (11.14)
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Depols da equag3o (I1.1}), podemos tratar esses espagos como
solucBes das equagdes de campo com N = R/4, ou seja, para um fluido

perfeito com densidade ‘P e pressdc p constantes e dadas por:.

fD = -pc? = Rc?/32TG.

0O espago com curvatura constante R=0 & o egpago de Minkows-
ki. Se R > 0 o espago & dito espago de Sitter, se R < O é o espago an-
ti-de Sitter.

Vamos analisar qul o espago de Sitter. A métrica desse espa-

co é aquela obtida da equacg3o (11.2) fazendo-se m = O.

ds? = F at® - dr /F - rZan, (11.15)
onde,
F =F(r) =1 - Ar2/3. _ (11.15a)

Esse espago-tempo & mals facllmente vizuallzado como a pgeu-

do-esfera

w2 + y? 4+ 22 4yl - ul = a? (11.16)
onde, |

al =3/, a > 0, e com:

X = r sen@ cosy ,

y = r geng sen;ﬂ ’

Z = r cosg ,
e,

w = a\{F cosh(t/a),

u = aVF'!'senh(t/a); para r < a.
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ou:

aUlFI senh(t/a),

£
"

c
1]

aVITI' cosh(t/a); para r > a. _ (11.17>
Com isso, obtemos:
dx? + dy? + dz? = drt + r2dQ,

dw = -[r cosh(ts/a)/aVF') dr + VF'senh(t/a) dt;

du = -[r senh(t/a)/aVF 'l dr + UF cogh{t/a) dt,
para r < a. Enquanto que,

dw ir senh(t/a)/aVlFl 1 dr + ViFi' cosh{(t/a) dt;

du [r cosh(t/a}/aNiFI' 1 dr + VIFI' senh(t/a) dt,

para r > a.

Em maneira compacta:

du?- (dw?+ dx2+ dy?+ dz?) = FdtZ - (r2/Fa? +1]1 dr2- rid0

Fdt? - dr?/F - ridQ.

i

Ou seja, a métrica (11.15) resulta:

ds? = du? - (dw? + dxZ +dy? +dz?). (11.18)

Note-se que o infinlto futuro nulo $ ¢ a regldo u + w—s o0,

com u -~ w finito; e o Iinfinito nulo passado g~ é a regl3o u - w— .00,

com u + w finito.
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Assim, seguindo Hawking and Ellis [51], se Introduzirmos no-

vas coordenadas (L', , &, 5()) na pseudo-esfera, pelas relacges:

a senh{(t'/a) = u,
a cogh(t'/a) cosX = w,
cogf = =z,

sen@ cosy

E E - -
]
X

n
~

seng senp

onde,

X = a cosh(t'/alsen’) . : (11.19

Obtemos, assim, que ¥té a reglza t'—>00, © que F & a re-
gldo t ' 5 _po.
Vamos ageora encontrar a méirica nessas novas coordenadas.

Ent¥o, usando as relactes (11.19) ndés encontramos:

dz2 + dy2 + dx? = ax* + X2(de +seﬁ% dg),

com,
dX = senh(t'/a) senX dt' + a cos{(t'/a) cosX dx.
E mais,
du = cosh(t'/a) dit’',
dw = senh(t'/a) cosX dt' - a cosh(t'/a) senX dX .

0 que implica em:

dw? + dxl= [senhz(t‘/a)dt‘z+ a cosh (t'/a)djﬂ](sen2£+cos§£),
dut - (dx?+dwl) = [cosh®(t'/a) ~ senh®(t'/a)ldt'? |

- a‘zcoshz’(t'!a)d }Cz .
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Dessa forma, usando as relacdes relevantes obtidas .acima,

encontramos que a métrica (I11.18) nas coordenadas (11.19) toma a se-

guinte forma:

2

ds? = dt'2 - alcosh?(t'/a) [aX% + serx dQ1.

A figura (I1.4) mostra o diagrama de Penrose para

- de Sltter.

* .
. 'I;ime lines
FHt =) [z = constant)

y it

L-Surfaces
{t = constant}

FHt'=m .
v ‘ |

Surfoces - [ Time lines

. {¥'= constant}—" (x =
. ~N— constant)
y=0

- {coordinate -

singularity) . .

. . J—_uf= —c0)

singularity)

i . .
{coordinate Coordinate "

singularity (y = 0) .

" FIGURA C11.4)

v}

(11.20)

aespago

Diagrama de Penrose do espaco-tempo de Sitter. Cada ponto é qné bl-es-

fera de. drea 27 gen. . Linhas nulas est3oc a 45°.

Conforme falamos, a regido Sﬁ é definida como. u+’w_—"~> oo com

T - w finlto; ent3o, depols das relagBes (11.19), vem que $15+é a re-

gi%o t,':.-:-——-; 00 . Da mwesma forma, se a regifo F & definida por U—W—s-00e

. com u 4 w finlto, _obtem_oé que F & a regido t—5-00. 0 infinito ti-

po-espago i°, e os infinltos tipo-tempo passado i~ e futuro it n%o s¥o .

mostramos na figura (I11.4): eles n%o podem ser definidos em termos das

coordenadas (11.19).

Para isso, consideremos a transformagdo:
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a lnlV/al; 2 = ax/V; 9 = ay/V; £ = az/V;

o+
l

V=w+u. (11.21)

Nesgas coordenadas a métrica (11.18) toma a forma:

as® = ai® - expl2i/al(dg? + d9? + a2d). (11.22)

A

Agora, 1© & a regiZfo £ 300, com u finito [F2= %%+ $2+ 221,

laso somente ocorre quando x,y,z,u e w s%o finltos, mas com w+tu—5 0;

. A ]
essa condigdo exige que t —>-0o . Assim, depols das relacdes (11.19),

vemos que 1° ocorre em X =T, t'—s0c0.
. + . A A 2 -
Por sua vez, {* é a regido t——*Coacom X, y e finitos. " &
obtido fazendo w + u—>0 com X, ¥ € 2 —>0; ou seja, quando X = 0 e
t'—>-00. 0 1t & obtido por u + w—> oo com X, ¥, z —> 0; ou seja, is-

go ocorre em X = 0 com t—=0Q.

11.3.1 - O ESPACO DE SITTER E 0S HORIZONTES COSMOLGSGICOS

De posse dessas ferramentas, vamos anallisar um pouco o espa-

¢o de Sitter e procurar identificar a origem do seu " horlzonte de

. eventos futuro”.

Consideremos a figura (11.4), que mostra o diagrama de Pen-
rose para o espaco de Sitter. U dliagrama apresenta, para linhas tipo-

tempo e nulas, um infinito 'nulo’ que & tipo-espaco tanto no futuro
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como no passado, em pleno contraste com o espago de Minkowski onde es-
segs Infinitos s3oc nulos (ver a segulir). Essa diferenca corresponde a
exiaténcia de horizontes de particulas e horizontes de eventos para
famf{ljas de observadores geodéstcos no espago-tempo de Sitter. 0O "ho-
rizonte das partfculas” representa a histdrta das partf{culas que filcam
no limite de observag¢3o de um observador 0 [ver filgura (i1[1.5a)]. Tal
horizonte separa as partfculas que podem ser vistas por O, a partir de
un dado evento p, daquelas que n¥o podem ser vistas por 0 a partir de
p.- Note-se que p é o evento onde o cone de luz da criag3o de uma par-
tfcula gque fica ne herlzonte intersepta a flnha da vida de O. No espa-
' ¢o de Minkowski todas as partfculas sdo vizfvels em qualquer evento da
linha da vida de 0, se O movimenta-se ao longo de geodéslicas tipo-tem-
po. Desde que considerarmos somente famfiias de geodésicas tlpo-tempo,
pode-se pensar que a existéncia do horizonte de partfculas & uma con-
sequéncia do fato que o infintto passado nulo Ey-é‘tipo—espaco [ver a

figura (11.5>1].

Particle has heen

's world-line obaerved hy O at p
Particle horizon . O's world-line
g Z iy ANl paticles
_ y e e
o L s by om s
/?'/’% . %///’% ~0n
Particle == ,_..;/‘f / / 2, at p
world- 7= / / /
s  vd\Y B
t A Past null cone
g Past null cone
ofOatp
(a) (b)

FIGURA (I1.S)
a) O horizonte de partficulas definido por uma congruéncia de curvas
geodésicas quando o infinito passado nulo ¢ é tipo-espacgo.

by AusSncia de tal horizonte se 9- for nulo.
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Ora, todos os eventos fora do cone de luz {(cone nulo) passa-
do de p s¥o eventos que n¥o foram, e n¥o s%o, observados por O até o
tempo representado por p. Mas hd um limite O' na linha da vida de O em
jt No espaco-tempo de Sitter, o cone nulo passado desse ponto ot ¢ um
limite entre eventos que serio observavels para O em algum tempo, e
eventos que nunca ser3o observados por 0. £ ¢ limlte (a fronteira) do
passado da linha da vida de 0. E uma superfficie conhecida pelo nome de
horizonte de eventos futuro, ou simplesﬁente "horlzonte de eventos”

—_—— e N O L e e e e

[ver figura (Il.6a)l.

Note-se que, no espago de H}nkow;ki, o cone nulo limlte de
qualquer observador geodésico inclui o espago-tempo completo, de forma
que n¥o héd eventos que o observador nunca seja capaz de ver. Porém, se
um observador move-se com acelerac3o uniforme, ele poderd ter um
horizonte de eventos futuro (fig. (I1.6b}1].

Em vista disso, pode-se pensar na exlst8ncia do horlzonte de
eventos para um observador geodésico como sendo uma consequéncla do
fato que o Infinlto futuro nulo 5j+é tipo-espago. Pode-se conclulr,
também, que, guando um observador segue uma llnba tipo-tempo que
intersepta &, exlstird para esse obgervador um horizonte de eventos
Iver figura (11.6b)]; todavia, pode existir um horizonte de eventos
para O mesmo que sua linha da vida n%o atinja sft leso acontece, por
exemplo, no espaco de Schwarzschild conforme veremos mais adiante.

Para cada observador geodésico no espago de Sltter hd um ho-
rizonte de eventos diferente, conforme "observadores” 0 e Q na figura
([1.6a). Além do mais, tanto 0O como Q n3o podem observar além de algum
dado ponto na linha da vida do outro. Por exemplo, o observador 0O n%do
pode ver eventos posteriores a r na linha da vida de Q: e 0 vé& um

"red-shift” que se aproxima de infinito quando observa eventos na 11-

- nha de Q que se aproximam de r. Isto &, passa um tempo prdéprioc Infini-
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to na linha de 0O a partir de um dado ponto p atéd que ele observe r;
mas passa somente um tempo prdéprio fintto na linha de Q, de wum dado

eventa até r (o qual & um evento normal! em sua linha da vida?,.

‘(.f * 0's world-line
E;.—lfr:lt:v:'r]uch ¢'s future null
be seen by O cone nt
O’s past

event horizon

0's future A p
(‘creation

event

horizon light cone'} (a)
Events @
will never be
able to
influence
#-  @sworld-line O past null cone at p
(i
" Geodesic observer
- + 0's world-line
St
Kon-geodeaic observer
R's world.lina (b)
/
Past light cone of O 4\
st p; eventually includes .
all space-time Future event horizon for R

FIGURA (11.86)
a) 0 horizonte de eventos futuro para uma partfcula 0O, que existe
quando o infinito futuro nulo e A tipo—-espago; tawbém, o horizonte de
event.os passado que existe quande o infinlto passado nulo ?’é tipo-es—
paco.
b} Se o Infinito futuro consiste de um .‘f+nulo o um i*, n¥o hd& hori-
zonte de eventos futuro para um observador geodésico 0. Porém, um ob-

gervador R acelerado pode ter us horizonte de eventos.

Agora, se quisermos obter o conjunto mdximo de eventos no

espago-tempo que O pode influenciar, basta tomar o cone de luz futuro
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- do ponto limite da linha da vida de O no Infinito passado nulo $#~. Du

seja, tomamos a fronteira de futuro de-tal linha da wvida, que nada

_mals é do que o cone de luz do evento da criacd3o de 0. Esse cone de
luz é o horizonte de eventos passado, e tem existéncla n3o trivial pa-

ra um observador geodésico somente se for tipo-espago {ver figura

(I1.6a)1.

11.3.2 - O ESPACO ANTI-DE SITTER: AUSENCIA DE HORIZONTES

0 espago de curvatura constante com R < O é chamado espagao
ant!-de Sitter. A métrica desse espago pode ser obtlda da wmétrica do

espago de Sitter, equag¥o (11.15), substituindo A por -\ ou seja:

ds? = (1 + Art/dt? - dari/ + Ari/3) - rlan. (11.23)

0 espago-tempo anti-de Sitter é descrito pela pseudo-esfera

%t + y? + 22 - y2 - y? = - a? (I1.24)
com:

3/ = - 8%, (a > 0); (11.25)
e,

x = r senfcosy,

“
[}

r seneseqp,
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zZ = r cosg.
- 2 ,.27¢
w = a(l + r</at)cos(t/a),
u = atl + r27a2Y%en(t/a). (11.26)

Sendo que a métrica (11.23) nessas coordenadas se escreve:
ds? = du?+ dw?- (dx®+ dyi+ dz®) (11.27)

Uma propriedade da transformagBo (11.26) é que ela admite
curvas tipe-tempo fechandas. Por exemplo: éﬁnsldere—se um observador
;"estacionérlo” num ponto r,8,(f = constante. A medida que o tempo t
_passa, a histdérla do observador recomega depois de (passado) um tempo
At=21a. Essa proprledade "indesejada” na transformac3do (11.26) & fa-
cilmente evitada modificando a transformag¢3o topologicamente. Se "de-
senrola-se” o circulo S’(para obter seu espag¢o de cobertura R }, ob-
tém-se uma cobertura do espaco de antl-de Sitter que n3o contém curvas
tipo-tempo fechadas. A express¥o <<{desenrolar o circulo s¥>> menciona-
da acima pode ser esclarecida considerando-se o hiperboloide wie u"-.;_;-_zz

s

= a’como um "rolo” de forma hlperbololdal: quando se d& uma volta no

“efrculo z = constante (L: to—>to+ 2TWa), nés desenrolamos uma camada
do "rolo” e estaremos na camada segulnte, e n¥o de volta ao ponto ini-
clal (de modo que n%c ocorrem mais problemas de causalidade).

0 espago-tempo anti-de Sitter tem uma sdérle de outras par-
ticularidades, como o fato de n¥%o apresentar horizonte de eventos, e
_outras mals {ver figura (11.7)]. A aus8ncia de horizontes estd intima-
mente ligada a n¥o exist&ncia de "singularidades” na métrica. Nés ve-
remos a seguir que o horizonte de eventos do espago de Sitter ocorre
em r = ¥Y3/A' , onde g** =-1/g,, = 0. Uma "singularidade” desse tipo nSo

ocorre para /A < 0 (métrica de antl-de Sitter) e, portanto, n3¥o ocorre
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também um horizonte de eventos.

/ s
Timelike
Coordinate

singularity—1

f'= .

FIGURA (11.7)
0 diagrama de Penrose do espaco de anti-de Sitter. Os "infinitos” con-
sistem de uma superffcle tipo-tempo sf e de pﬁntos digjuntos 1* @ .

Az projecBes de algumas geodésicas tipo-tempo e nulas s3o mostradas.

Hés n3%o nos demoraremos mais em considerar as caracteristi-
cas do espago anti-de Sttter aqul. Ao invés disso, consideraremos ou-

tras sclugBes das equacBes de Einsteln que sejam de mais interesse.
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i1.4 - O ESPACO DE SCHUARZSCRILD: ESTRUTURA ASSINTSTICA E HORIZONTES

A métrica do espago-tempo de Schwarzschild pode ser obtida a

partir de (11.2) pondo A= 0, ou seja:

ds= (1 ~ 2n/o)dt? - ar?/1 - 2w/r) - r?2dn, (11.28)
onde,
r > 2m. : (11.29)
Essa métrica descreve um espago-~tempo com um corpe estdtico
- de massa M (M = me¢?/G) e centrado em r=0. Contudo, nés consideraremos

. agora o corpo como puntual de modo que estudaremos a npdAxima extenso
_que o espago com a métrica (11.28) possa ter.
A forma (11.28) tem uma singularidade em r=2m, mas ela &

r

apenas resultado de um "defeito” nas coordenadas que estamos usando,

pois, através das transformagfes (G = 1, ¢ = 1)

v = L + ¥,

w =4t - r¥, (11.30)
onde:

r* =fdr~/(1 - 2m/r) = r + 2m Inlr - 2ml,

De (11.30) vem:
at = (dv + dw)/2; dr = (dv - dw)(1l - 2m/r)/2.

E, usando (v,r,9,p), obtemos:
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ds?= (1 -2m/rydv? - 2dv dr - r2df) ( (11.31)

i
Q

ou, usando (w,r‘,e,}o):

ds?= (1 - 2m/r)dw? + 2dw dr - r2d0) ¢

g”). (1.1.32)

As formas (11.31) e (11.32) s¥o conhecldas como formas de
Eddington-Finkelsteln (ver Eddington [30) e Finkelstein [351).

A métrica (11.31) & analttl;a num; varledade M' definlida pe-
las coordenadas (v,r,G,P) na gqual O < r <o . A forma (11.32) & ana-
lftica em M” definlda pelas coordenadas (w,r, 8, com 0 <r < OO ., A
varidade ¥ com coordenadas de Schwarzschild (t,r,0.,¢) & a regifdo 2m <
r < 00 tanto de M' como de M”. A regldo de (M',g') com 0 < r < 2Z2m &
lsométrica a3 regl3o da métrica de Schwarzschild com O < r < 2m. Da
nesma forma, a reglido 0 < r < 2m de (M”,g"”) ¢ isométrica a regi%o 0 < r
< 2m de (M,g): mas, neste iltimo caso a isometrla inverte a diregH3o
do tempo.

Nas variedades M' e M” a superffclie r=2m é uma superficle
nula, como pode ser visto do diagrama de Eddington-Finkelstein [figura
{11.8)2. Essa superficie age como uma membrana semi-permedvel para
efeltos causals, deixando curvas tipo-tempo ou nulas dirtgidas para o
futuro passar somente no sentido de r decrescente em M'; e nenhuma
curva tipo-tempo ou nula dirigida para o passado pode cruzar para a

regl¥o interna (r<2m), a partir da regi%o externa (r>2m). Jéd em HN” a
superficie r=2m deixa passar no sentido de r decrescente somente cur-
vas tipo-tempo ocu nulas dirigidas para o passado; ou seja, ela deixa
cruzar curvasg tipo-tempo ocu nulas dirigldas para o futuro somente no

gent.ido de r crescente.
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w = constant—

w = constant

¢ = constant
—r
»
r=2m |
N i~ “A——_t w constant
AN . =0\, ‘r
N Ay Tw = constant
r=0 N . d Accelerating
\ \ / observer
. t ‘l
= ocmsuzf AN NG at constant r-value

Radially falling
particle hits
singularity

atr =10

AN _
i -
\ P
\ AU -‘""'
\ AR
A YN \ 0.‘ v = consatant (b)

r

FIGURA (11.8)

Sec%0 (B, ) constantes da soluclo de Schwarzschild:

a) Singularidade aparente em r=2a quando coordenadas {(t,r) s¥%o usadas.

b) Dlagrama de Eddington-Finkelstein obtido usando as coodenadas (v,r)

~-linhas a 45° s%o0 linhas de v constante. A superffcle r=2m é uma

perffcie nula na qual ¢t = Co

su-

Para se obter o dlagrama de Eddington-Finkelsteln nas coordenadas (w,

r) basta inverter a figura (11.8b) e trocar Ve,
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Podem-se fazer ambas as extens@es definidas pelas transfor-
nag8es ([1.30) simultaneamente. Para isso, conslideremos (M,g) nas coor-

denadas (v,w,8,¢): a métrica toma a forma:

ds?= (1 - 2m/r)dv dw - r?(de? + sen%;dwz ), (11.33)
onde r & definldo por:

r+ 2m lntr - 2ml = (v - w}/2.

Consideremos agora a transforma¢do:

o
n

(explv/4m] - explw/4ml1)/2,

x' = (explv/4m] + exp[w/4m])/2. (11.34)
Com isso, a métrica (11.33) toma a forma de Kruskal ([(581:

ds = 16m2exp[—r/2m](dt‘2— dx'2)/r - r2dn (=g*), ~ (11.35
com r determinado implicltamente por:

x¥- % = (r - 2m)explr/2ml. (11.36)

Seja (Hk,g*); Mx gsendo a varledade deflinida pelas coordena-
das (L' ,x', 8, ) e gk a métrica (11.35). A regigo | de (Mx,gX) deft-
nida por x' > It'| & i{sométrica a (H,g). Isto é, & isométrica a regtdo
da soluc¥o de Schwarzschild com r > 2m. Por outro lado, a regi3o x’'>
-t' [(reglBes 1 e Il na filgura (11.9)] & isométrica a extens¥o avancada

- de Eddington-Finkelstein (M',g’). Da mesma forma, a regl3o deflinida
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por x' > t'lregi@es | e Il' na figura (11.9}] é isométrica 3 extensdo
retardada de Eddington-Finkelstein (M”,g”). Hd também a regifio 1', de-
finida por x*' < -it'|l que & também lsométrica com a soclug¥o de Sch-
warzschild (M,g? com r > 2m . Essa reglido pode ser considerada como um

outro universo assintoticamente chato no outro lado da "garganta” de

Schwarzgchlild (ver p.e. Filler and Wheeler [381). Vale observar que
n¥o hd curvas tipo-tempo ou nulas que v3o da regifio 1 para a regl%o
'1', de forma que & impossfivel conect4-las causalmente.

Todas as curvas tipo-tempo ou nulas dirigidas para o futuro

que cruzam a parte da superficie r = 2m representada por t'= x atin-
gem a singularidade num tempo t'= [(2m + (x‘)zfﬁ , onde r = O. Simi-
larmente, curvas tipo-tempo ou nulas dirigidas para o passado que cru-
zam t'= -x' atingem outra slngulafldade em t'= -[Z2m + x“zlﬁz, onde no-
vamente r = O.

Pode-se obter a estrutura no infinito e construir o diagrama

de Penrose da extensfo de Kruskal, definindo novas coordenadas nulas

avangadas e retardadas, v” e w” por:
v =t + x' = 2Zm tglv");
w' = ' - x' = 2Zm tglvw”), (11.37)

" ou, também, novas coordenadas ¥ e E por:

o+ % 2m tgl{¥+%)/21;

o
|

X
1

2m tgf(¥-%)/21. (11.38}

De onde segue que:

v o= (V+EI2 e wr o= (P-%)r2.
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¥ = constant < 2m

= (smgu]anf,y} T = 2m’

/ r = constant‘.
\\

t=0—7 T . ,(a)
t= consta.nt 4 / u . \ 7 . '

7
r=10
(singilarity)

' r = constant
> 2m

;‘.—'005__0

r = constant
< 2m
re=0 v+w._—.}n.)
Y

future singularit r = constant < 2m

4+

r=2m ¥ = 2m
. AL} ‘ '’ r == constant
r = constant > 2m— P > 2m
. re s _ .r =
w" = in G v =i
12 T 1 R Fr .
» 1] Cauchy th)
' f _msurfacs ¥ :
. . F= = -
v =—1In - w g—iu
’ g . t = constant
¢ = constant  © :
= k
oo past singularity
{'=constant T v ==}

FIGURA (II 93 |
fl nfxima exteﬁsﬁd éﬁal(tica-da nétrica de Schwafﬁscﬁlld 33  coordena-
 439 9 ey foram ellninadas,_linhas nulas aparecem a+ 45‘1. :
\a) 0 diagrama de-Kruskal, nostrando as duas regiGeg asslntoticaménte
 cﬁatas lel’, e as regiﬁes 11 e 11" néé quais:f < 2m.
- b) O diagrama de Penfose,-mostrando o'tnfinité conforﬁe, bem cono. as

.duas s!n@ularidades._

No caso de (11.37), a métrica (11.35) toma a forma:

dsg=(32m3/r)exptnr/2m]§ec2(v")secz(w”)dv"d'w"'— r*zdﬂ , (11.39)
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com
2

£ ¥~ %' 2= ~(r - 2mdexplr/2ml = 2m tg(v"ltglw™> . C11.40)

E, no caso de (11.38), a métrica (I1.353) resulta:

de¥= (32m3/4ryexpl-r/2mlsec? L C¥ +F ) 721sec L ¥=-E)/21 x
x (ay*-df - r2a0 , (11.41)
com

2 “x'Z=—(r-2mlexplr/2mi=tgl (¥+ E123tgl (¥ -§ /21, (11.42)

e onde deve-se escolher:
SW v +w <, -T2 <vm < Ty2 e Trz <wr < T2,
0O dlagrama de Penrose ¢é mostrado na figura (I1.9b) onde as

coordenadas w” e.v” sHo particularizadas, e na figura (11.10} com as

coordenadas ¥ e & particularizadas.

;_.

i*  r=20singularity p+

I~ r=0singulary -

' FIGURA (11.10)

,0_93b5c0~tempo de Schwarzschlld representado nas coordenadas (y,%,0,f)

das equagoes (11.38).
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E Interessante comparar o diagrama de Penrcose da flgura
(I11.9b) com o mesmo diagrama para o espago-tempo de Minkowski (figura
[11.31): NHo casoc da filgura (I1.9b) tem-se Infinltos futuro, passadeo e
nulos para cada uma das regifes assintoticamente chatas | e 1'.

Se eonslderarmps o cone de luz futuro de qualquer ponto ex-
terior a r=2m, as geodésicas radials dirigidas para fora encontram o
Infinlto espacial, mas geodédslcas dirigldas para o Interior encontram
a singularidade futura (em r = 0}). Se os pontos flcam internos a r=2m,
ambas as godésicas atingem a singularidade, e todeo o futuro do ponto
acaba na singularidade. Assim, a singglarlaade pode ser evitada somen-
te por partficulas fora d% regi¥o r=2m; mas, uma vez que uma partfcula
atinja a regi®o interior a r=2m, ela n%o mais poderd evitar a singula-
ridade. Esse fato estd llgado a exist®ncia de bl-esferas que s3o su-
perficles fechadas e "presas”. Considere-se qualquer bi-esfera (super-
ffcle esférica) como, por exemplo, o "ponte” p da fligura (I1.9b), e
duas bl-esferas q e s formadas por f&étons emitidos radialmente para
fora, e para dentro, respectivamente, em algum Instante em p. A Jdrea
de q (que & 47 rd) sers major qua a srea de p, e a drea de s serd me-
nor que a drea de p se as trés esferas ficarem em uma regido r > 2m.
Entretanto, se elas Ficafem numa regi3o onde r < 2m, as dreas de q e s
ser3oc ambas menores que a 3drea de p. Nesse caso dlzemos que p € uma
presas & uma consequéncia do fato que as superficfes r = constante s%o
tipo espago, e a existéncia de singularidades estd Intimamente rela-
cionada com a existéncla de tals superficles.

Nés vimos que, no espaco de Minkowskil, n¥%o hd horizonte de
eventos para observadores geodésicos, mas que para observadores acele-
.rados pode haver (figura [I1.6bl). Note-se que existe um horizonte de

eventos no diagrama de Schwarzschild para observadores em r > 2m. To-
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davia, observadores estaciondrios em r > 2m no espago de Schwarzs-
¢hild n%o s3Fo geodésicos. Assim, percebe-se que, em espagos asslntoti-
camente chatos, parece ser comum a exlsténcia de um horizonte de even-

tos para observadores n3o geodésicos.

11.5 - OUTRAS SOLUCSES DAS EQUACOES DE EINSTEIN E SEUS HORIZONTES:
COMPARACXO DOS DIAGRAMAS DE PENROSE

Para encerrar este capftulo, vamos analisar mais algumas so-
lugBes das equag¢Bes de Einsteln, cujas variedades apresentam regiSes
assintoticamente chatas com propriedades semelhantes as do espago de
Schwarzschli ld.

As solugBes que veremos a seguir s3o:(i) a solugio de Reiss-
ner-Nordstrdm, obtida a partir de um tensor T=E dado pelo tensor de
energla-momento eietromagnético (para campo estdtico); (i1) a soluglo
de Kerr, que pode ser obtida a partir da solugl3o de Schwarzschild
através de uma "tranforma¢3o de coordenadas” adequada (ver p.e. Newman
[611); e por fim veremos (111) a solug¥o de Kerr-Newman, que & obtida

de forma andloga a solug¥o de Kerr.
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11.5.1 - A SOLUCKO DE REISSNER-NORDSTRUN

A primeira solu¢®o mals simples, depols da solug¥o de Sch-
warzschild, & a devida a Reissner [80] e Nordstrom [63], cuja métrica
nag coordenadas (t,r,p,¢) & da forma:

ds?= (1—2m/r+Qi/r2)dtz- dri/(1-2m/r+Q%/r2) - rdd0.  (11.43)
Essa solu¢¥o representa o espago-tempo exterior a um corpo
estatico, eletricamente carregado, sendo que m representa a massa @ Q
8 carga do corpo. A métrica apresenta, além da singularidade real r=0,

duas outras em 1, e . :

n = m+ \n2 - Q¥ (11.44)

desde que Qz < m?. Essas singularidades podem ser removidas de maneira
andloga ao caso de Schwarzschild (ver p.e. Graves and Brill [41] e
Carter [171). Assim como no caso de Schwarzschild, r e n s%o super-
ffcies nulas e representanm também horizontes de eventos. Em especlal,
.; representa o horizonte de eventos para observadores na regldc as-
sintoticamente chata r > r, , e gsera de Interesse nos estudos que fare-
mos a seguir a respelito de buracos negros.

0 diagrama de Penrose da solugd¥o de Relssner—-Nordstrdm ¢
mostrado mais adtante, na figura (11.11), onde pode-se fazer uma com-

para¢fio com a solu¢3o de Kerr, que serd analisada a seguir.
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11.5.2 = A SOLUCXO DE KERR

Outra solug3do conhecida, que apresenta regifes assintotica-
nente chatas na varledade, € a solu¢¥o de Kerr [56]1 cuja métrica nas

coordenadas de Boyer e Lindquist [11] (t,r,© ,¥ ) & dada por:

de®= dt’ - (2mr/Z)(a ser® dy - dt)® - Z(dr?/D + do%) -
- (r2 + a?)gen’s dy?, . (11.45)
onde: '
Z(r,0) = r? + alcos®d , ' D(r) = r2 - 2mr + a? . (11.46)

Essa solu¢¥o represnta o espago-tempo exterior a um objeto
"massivo que gira sobre si mesmo, sendo que m representa a massa, € pa
(=L} o momento angular do corpo como medido do infinito (ver Boyer and
Price [12)). Os diagramas de Penrose das solugBes de Reissner-Nords-
trom e de Kerr s3o mostrados nas flguras (11;11) e (11.12) respectiva-

mente (ver Hawking and Ellls [511).

Na solug¥o de Kerr existem dols valores der: rp, e r_,

[P)
t
B
I+
B
&
|
o
~

. (11.47)

em que o coeficiente D(r) se anula. Essas superficies s3o simllares as
superff{cles r = e r = rn na solug3o de Relssner-Nordstrom [ver fi-

gura (11.1133,

Ar: regies 1, nos diagramas de Penrcose, representam regiSes
assintoticamente chatas onde r > , . As regi@es Il (L < r < r,) contém
superficies fechadas e presas. As regifies I11 (-&2 < r < r_ ) contém

uma singularidade, em r=0.
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Para entender melhor o significado das

”
em I,

"pseudo-singularida-

e . encontradas nas solug¢8es acima, vamos analisar ¢ com-

i;portamento dos vetores de Killing admitidos em cada solugZo.

B L L B

r=190 \\ re==vr, Vs
{singularity) \ y /, -y

r=1{
(singularity)

r={
(singularity)

Vfor ¥

{t = constant}

FIGURA (11.11a}

,—-—-Cau_ chy horizon

section
I=0"

Diagrama de Penrose da mixima extens¥o analftica da soluc3o de Relss-

ner-Nordstrom com Q‘q' < m2 ;: Un2 cadela Infinita de regiSes assintoti-

camente chatas | (OO > r > r, ) s%0 conectadas por regifes 11 (r, > r

Sr) e regies 111 (n > r > 0); cada regifio 111 ¢ limitada por uma

singularidade tipo-tempo em rr = O,
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:Dlagramas de Pénrose da méxlma extonsﬁo analftlca da solucﬁo de Reiss—.
incr-ﬂordstrom com- | ’ | | |
1) Q = nt: Una czdola infinita de regiﬁos 1 (CKD> r> ow ¢onéctédas
?ﬁor rcél&&s 111 (m >r > O) Os pontos p nﬁo sdo parto da singularlda-
der = 0. sﬁo na vordade pontos no infinito, '

i) Q > n? é Hio hé slngu!aridade coordenada em r >0, @ consequenta~

:ncntc n!o hé horizontc de cventas.

'As soluqﬁés dé Schwarzschild e’Re!ssner—Hordstrbm,'dévidb a
'simetria por translacﬁes temporals admitem, céda-'uma, um vetor"def'
Kitting K¢ de componentes 5“ A solucﬁo de Kerr admite no. méximo

t dois vetores de Killing 1ndependentes (ver Carter [38]) Hé uma dnléa
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combinag®o linear K¢ desses vetores de Killing que é +tipo-tempo para
valores arbitrariamente grandes de Irli. H& outra combinag3o linear
Untca Kpdesses vetores que é zero no eixo de simetria. As dSrbltas dos
vetores de Killing Ky definem sitemas de referé&nctia estaclondrios; is-

to é, um objeto movendo-se ao longo dessas Srbitas aparecerd estaclio-

.nério em relag¢3o ao Infinito. As d6rbltas do vetor de Killing K, s%o

curvags fechadas e correspondem 2a simetria rotaclonal da solug3o. Os
doig vetores de Killing admitidos pela solug¥o de Kerr sdo E(,_ e EV ;

R £
com componetes aée & , respectivamente, tal que nas coordenadas (t,

L]

T,e,’ﬂ):

(1-2mr/Z ) = (r2 + a%cos%s - 2mr)/Z,

€. £t= et

E. &y = g = (2mr a sen®0)/Z,
Sp.£p= 9y, = LD a’sen? - (r? + a2)21sens /Z; (11.48)

fl

note-se que &y & nuloem 6= 0e O=17.

R

Os vetores Killing K; de Schwarzschild e ¥, de Relssner-

Nordstrdm nas coordenadas (t,r,p,¢) s3o tals que:

Kf.i{: = gjd Ki‘lel= gf=1- 2m/r, .
K .KE = g K&k = gR = 1 - 2m/r + QF/r2, (11.49)

0 vetor K¢ da solucdo de Kerr que é tipo-tempo para grandes

valores de r é a combinag8oc linear: -

Ke = &+ (1€, (11.50)
com

Ke Ke = Qee + 200gq, + nﬂ'gw > 0. ' (11.51)
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lsso é vdlido se, para r grande (onde Gee —>1 e Gep—> 0,
NP gyp <1, ou seja, £l = 0 ¢) pode ser considerada como a veloci-

_dade angglar_de.uﬁa”partfcula ao redor do éofpo fonte).

<ad _ ()

 FIGURA ¢11.12)

A estrutura canforme da solucao de Kerr ao longo do e!xo de stﬁetyié
i-nos{casosz ' _ _ o _ |

_ 3) 0 < a% < n¥ As régiﬁes'l, 11 @ 111 s% divididas por f}é_n+ | 'QT_
rarn. : . | : _ _ .
b) 2’ = m: As rogﬁcs l e 111 ‘s¥o divididas por r = 2m.

_'As llnhas pontilhada' sio de r constantc._

Nas solugBes de Schwarzschild e Relssner Nordstrom, o vetor
“de Killlng Ke que & tlpO*tempo para grandes valores de r é& tlpo tpmpo- 

Cem toda a reg}ﬁo I,;tornando—se neloem r = 2Zmer = q, respectlvamenf

85



e o o P s e ey e e S - An, . i

cruza uma dessas superffcies na direg¢3o futura nZo pode retornar nova-
mente 3 regi%o original. Elas s%o a fronteira da regi%o da qual partf-
culas podem escapar para o infinito F*de uma particular regi%oc 1; e

g¥o chamadas os HORIZORTE DE EVENTOS daquele g% Essas superffcles s3o

os horizontes de eventos futuros, no sentido que foram definidos para
o eapago de de Sitter, para um observador movendo-se em qualquer das
érbitas do vetor Killing K¢ na regi3o I:

Ja, como ppde ser visto depois das equacgBes (11.48) e
(11.51), na soluco de Kerr o vetor de Killlng R¢ (1= 0) & tipo-espa-

co numa regi¥o exterlor ar = r,, chamada ERGOSFERA [ ver figura (i-

[11.13)), D limite externo da ergosfera & a superflcfie onde gy val a
zero; ou seja, é a superficfe r = r, onde:
r =mn + VYmz - aZcoslg ' .

Na superffcle r=r, , K¢ € nulo. Essa superffcie & conhecida
como a superffcie do limite estaciondrio, visto que ela é a fronteira
da regl®o na qual partfculas descrevendo uma curva tipo-tempo podem
geguir uma é6rbita do vetor de Killing K¢, e assim permanecer em repou-
so com relac¥o ao infinito. No intertior der =r, , para que a equagdo
(11.51) seja satisfeita é necessario que.fl seja diferente de =zero e
positiva; lsto &, todos os observadores ne interlor de r = nr, tem que
orbltar o corpo com velocidade angular positiva (l.e., na diregd3oc em
que o corpo gira). O limite estaciondrior = r, & uma superficie tipo-
tempo, exceto nos pontos €= 0 e & =7, onde ela coincide com a super-

ffcle r = r, . Ent3o, com excess¥o desses pontos, particulas podem cru-

z4d-1a nos dois sentidos.
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limit surface

FIGURA (11.13)

0 plano equatortial ¢ O = TI72) de una soluc¥o de Rerr com m2 > a2 . Os
circulos representam a posiclo da frente de onda um pequeno intervalo

de tempo apds a emlss¥o da luz dos pontos escuros.

Ent%o, a superffcle r = r, n%o & o horizonte de eventos para
'¢+. Na verdade, o horizonte de eventos & a superf(cie r=n =m+\Vui-az%',
visto que ela e uma superffcle fechada e nula (ver figura [I1.133). HNa
guperficie r = rp, o vetor de Killing K, ¢ nulo, e os pontos represen-
tando as 4rbitas das emissBes de luz ficam sobre a frente de onda. Po-
rém, a frente de onda flca parcialmente dentro e parclaimente fora da
gsuperffcie r =  ; é ent%o possfvel para part(culas seguindo uma curva
tipo-tempo escapar para o infinito dessa superfficle. Em r = rp, o vetor
de Killing K; é tipo-espago, e a frente de onda correspondente a um
ponto nessa superffcie fica inteiramente no seu interior. Assim, par-

tfculas que seguem curvas tipo-tempe n3o podem atingir o Infinite, a
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partir de pontos em r = r, . A superffcie r =, é ent3o o horlzonte de
eventos para

Embora o vetor de Killing Et seja tipo-espago também na er-
gogfera, existe uma combinag¥o linear de EE e £p que satlisfaz a equa-
.¢¥%0 (11.51) [a qual representa a quadri-velocidade de um observador
que orblta o objeto em estudo com velocldade angular 1], e que & ti-
po-tempo nessa regido, enquanto que para a regi3o interior a r=r, ne—
nhum valor de {1 satisfaz a (11.51), e consequentemente nenhum obser-

- vador pode orbitar a reglifio r < n; mantendo-se em r = constante.

11.5.3 - A SOLUCXO DE KERR-REWNAN

A dltima solugdo assintoticamente chata das equagles de
Einstein queltrataremos nesse capftulo é a solugo &e Kerr-Newman {(ver
Newman et al. [62]1). Exatamente da mesma forma que a solug3o de Relss-—
ner-Nordstrdm pode ser pensada como uma vers3o da solug¥o Schwarzs-
"child na presenga de carga elétrica, analoé;mente ag solucgBes de

¥err-Newman s%c uma famflla de soluc®es de Kerr com carga elétrica.

Nas coordenadas de Boyer-Lindquist a métrica de Kerr-Newman é:

ds®= dt?- (2mr/Z)(a sere d¢ - dt)*¥ - Zcard/D + dedr-
- (r2 + aliserfo dp?, (11.52>
onde,
Z (r,0) = r? + alcos’®, _ (11:53a)




D(r) = r? - 2mr + 8% + Q2 . (11.53b)

Aqui 'm’' e

a' tem o mesmo significado que nas solu¢Bes de
. Kerr, e Q representa a carga elétrica, da mesma maneira que na solugdo
?de Reilssner—- Nordstrdm.

Comparando as eqs. (11.45) e (11.46) com (11.52) e (]1.53),
vemos que as duas solugles somente diferem pela presenga do termo Q em
(11.53b). A varledade definida pelas coordenadas de Boyer e Lindquist
 (t,r,9,V}, e com a métrica (I1.52) que deflne o espacd de Kerr-Newman,

»

tem uma superffcie de limite estaclondrio que coincide com a do espago

de Kerr em r = 1, = m +U(m2—azcosze}'; e tem "singularidades coordena-
- dag” em r =€, er = r. onde:
M |
r‘t =m¢\fm1-a2—qz . (11.54)

Ent¥o, a superficle r = ri & o horizonte de eventos para g,
Segue de todas essas semelhangas, que as propriedades glo-
bais do espago de Kerr-Newman s%o muito similares aquelas do espago de

Kerr.
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CAPITULO 111

A ESTRUTURA DOS HORIZONTES DE EVENTOS; BURACOS NEGROS E TER-
NODINANICA

I11.1 - INTRODUQKO

No capftulo 11 caracterizamos os horizontes de eventos como
superffcies nulas e, dessa forma, linhas tipo-tempo com direg3o defl-
nida no tempo podem cruzd-las somente em uma direg¥o. Por exemplo,
partfculas segulndo linhas tipo-tempo dirigidas para o futuro podem
cruzar a superffcle r = 2m no espago de Schwarzschild (our = rp nos
espagos de Relssner-Nordstrdm, de Kerr e de Kerr—-Newman) somente no
sent ido de r decrescente.

Talvez, o exemplo mals simples e mais comum de uma superf (-

cie com as caracterfsticas cltadas acima & o cone nulo do futuro no
espago de Minkowskl, onde linhas tipo tempo dirigldas para o futuro
podem (se estlverem fora do cone de luz) cruzar a superfflcie t=r (c=1)
"somente na direc3o de t crescente; e uma vez dentro do cone de luz n3o
podem mals sair dele.

A diferenga mals importante entre a superficie t=r do espago
de Minkowskl e os horizontes de eventos que consideraremos aqul € que:

(1) a primeira ¢ uma superficle aberta e que inclul todo espago-tempo
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futuro de um obserwvador, n3oc o impedindo de cobservar todas as particu-
las que seguem trajetdrias tipo-tempo nesse espago: enquanto que: (11}
os segundos, como serd visto na seg3o (111.2}), s¥do superficles fecha-
das no espago e Incluem somente uma parte do espa¢o-tempo futuro de um
observadoﬁ, impedindo~o de observar eventos que ocorrem além de tal
_ horizonte.

Tais horizontes de eventos, sendo superficles fechadas, de-
finem um lugar geométrico de pontos que ficam em seu interior. Tal lu-
gar geométrico & conhecido pelo nome de buraco negreo (BN), por razles

que veremos na segdo ([11.4).

Na secdc (111.3) trataremos da lel das 4dreas (teorema de
Hawking), conhecida também como segundo princfpio da din3mlca dos bu-

racos negros.

Para finalizar, na seglo (I11.5) trataremos das analoglas
entre a termodinimica e a ffsica dos buracos negros, encontrando que
podemos assoclar a eles o conceito de temperetura e entropia, de um

modo bem definido.

111.2 - O HORIZONTE DE EVENTOS: DEFINICSES PARA 0OS CASOS ESTATICO E

ESTACIONARIO

£ necessadrio estudar mais detalhadamente algumas proprieda-
des gerals dos horlzontes de eventos, para que no flinal desta gec3o

possamos dar uma deflnig¥o mals precisa para essas "superf{cies nulas
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fechadas”.

Vamos, por simplicidade, iniciar conslderando um problema
estdtico. Uma métrica estdtica admite um vetor de Killing tipo tempo E

cujas componentes satisfazem:

Eajp + Eyn = 0, (111.1)

onde ';' representa a deriva¢¥o covariante.

Pode-se, nesse casq definir observadores e fontes estdticas

comc sendo aqueles com quadrli-veloclidade dada por:
U = £ /(EEH (111.2>

A frequé&ncla f que um observador com quadri-velocidade U a-

tribul a um raio luminoso com vetor tangente a geoddésica N &: f= U“ga,
de modo que o desvio para o vermelho ("red-shift”}) da luz emitida pela

fonte F e cbservada em O & dado pela relag3o:
fo /f; = (N.UM¥ Z(NyUP) , (Ir1.3)

onde o subscrito "0” se refere ao observador e "F” a fonte. Depois da
equagdo (I111.2), para observadores e fontes estaticas, a equacdo

(I11.3} fica:

./ ,
fo /fe = (N EM)g (EE%Vg7 (NoE> % <E,EF>F5. (111.4)

Agora, & fdacll mostrar que EME“'é uma constante ao longo de

uma geodéslica nula, pols que:
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(E, N*)» g” = NE,.o E” + E,N%, E”. (111.5)

Mas, da equa¢¥o da geodésica para N* vem N“;> = 0; e, da anti-simetria

de E,.p» (eq. [I11.11), segue que EA;pH“Eﬂ = 0. Logo:
s
(ELN#%» EY = O,

ou seja, EuHM'é consgtante ao longo da geodésica nula de vetor tangente

R; e 2 equag3o (II1.4) fica
o /f: = VEED,/WEE . (I111.42>

Nés vimos, no caso da métrica de Schwa?zschild,que o vetor de
Killing que é tipo-tempo no infinito, E , é nulo na superffcle de Sch-
warzschild r=2m; 1.e., §¢E*L= 0O no hqrizonte de eventos. Assim, um
andlogo da superficie de Schwarzschild & a superficle S, dada por E. E*
= 0 (no caso de métrica estitica em geral); em S, a equago (l11].4a)
.produz um red-shift infinito. L4 n3o & definida nenhuma quadrli-velocl-
dade tipo-tempo U, significando que n¥%o podem existir observadores es-
titicos e que, préximo de Sp, o red-shift pode ser arbitrariamente
grande com relag¥o ao Infinito espaclal. Em vista disso, uma superf (-~
cle onde E.E* = O, ¢ uma guperficie do limite estacionsdrig, pois em S5,
n¥o pode existir um observador estdtico com relag3o ao iInfinito espa-
"cial.

Agora, o que vimos até aqul n%o nos mostra que superficles
como S; sejam candidatas a horlizonte de eventos, pols como dilssemos

anteriormente, estes devem ser superffcies nulas. Em geral uma super-

ffcle L. é nula quando:
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onde o sfmbolo ¥ representa o gradiante: (¥ .)?

= T;ul* = gF Ly

Conslderemos ent¥o as famflias de superffcies 3. dadas por

(caso estitico):

E4E# = constante,. (111.7)

Vamos supor que o gradlante de E,E* n%o se anule em ¥ . Ent3g o vetor
n definido por:

- ¢ ¢ - g
2n, = (EfE ). = (Eg, E® + E. E¢) =2Eg, E°, (111.8)

& n%o zero e normal a I .

Segue ent3o que E flica em L , visto que ele & normal a n,

poia:

n.E = HMEM= EQJ"M EQEP‘ =0 ,

(onde usamos a anti-simetrica de Ej.u).

A magnitude de n é:

nun# = By EPECE9H = (Ey),, E¢)(ETEZ“). (111.9)
Agora, usando a condi¢¥%o para congruéncia normal

vem que a equagio ([[[.9) pode ser escrita como:
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n.n# = E EXEs EV¢ /2, (111.10

A

Conclufmos, ent¥o, que mun* se anula quando E E* é zero (com

. O
- Ey¢E 2l finito?). Logo, a superficie 5, onde E;E‘“ = 0 & também uma sgu-

Para exemplificar, consideremos o caso estatico, cuja meétri-

ca pode ser escrita na forma:
ds¥ = g, dt + g, dr? + g, a8 + g _dy?, (111.11)

com g, .9, » Gy Sendo funcBes somente de r e onde g, = g, senp .

AN
Nesse caso, o vetor de Killing E tem componentes E =6¢; en-

tdo:

E.E* = g, .,
ne = WEGEY) ;1172 = ( g,/ dr)/2,

e obtemos:

n.nt = gt ( dg 7/ dr)° /4

Agora, das equac¢les de Elnstein no caso de simetria esféri-

ca, obtemos (ver apéndlce B):
g 39/ r) + glgy, /v + gy /T = - BWGrT! g,/cY.

Assim, na superffcle r = r, , onde g.(r) =0, vem que a"g,.
— g""g“!,.-r‘; e entX¥o: ou g'™r, ) —> 0 com G,y finito, ou g = O com gft

finito. Isso mostra explicltamente que a superficie de red-shift infi-
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nlto (onde g, = 0} & uma superficle nula.
Agora, todas as superficies nulas s%o "membranas semi-per-
- medveis” para efeltos causals, sendo que geodésicas tipo-tempo ou nu-
" las dirigidas para ¢ futuro podem cruzar tais superficles somente em
"uma direg3o. Toda a superffcie tal como 5, acima, tem essas proprieda-~
des: elas contém, em cada ponto, exatamente uma diregc%o nula (que &
também normal & superficle), mas n¥o contdm nenhum vetor tipo-tempo. O
cone de luz do futuro flca lnteiramente-em um lado da superffclie nula,
Nés acabamos de mostrar que toda.a superffcie de "red-shift”
infinito & necessariamente uma superf(cie nula, no caso de uma métrica
estdtica; mas em geral lisso n3o é verdade.
Em primeiro lugar, uma superffcie nula X & determinada pela

equagdc (I11.6), t.e.,

(vx2)? = o,
‘e Isso nem sempre colncide com um red-shift infinito, nem mesmo no ca-
80 estatico. Voltando & métrica (I1I1.11) vemos que qualquer superficie
fir,8, ¢’ que satisfaca a

gt D/ Br)z + ( pf/ ae)‘lz/ri + (af/a';a)?'/risen"‘@ = 0,

é certamente uma superficle nula. Por exemplo, a superffcie deflinida

por r = , onde r & ralz de:
gftr,g,¢) = g™r > =0, (111.12)
é uma superffclie nula. Agora, se g (rs )} for diferente de =zero, essa

n¥o seri uma superficie de red-shift infinito (o exemplo mals simples
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em que Isso acontece &, novamente, a superficie t = r do espago de
Minkowsk!). No entanto, a eq. (II1.12}) ainda define um horizonte de
eventos (no caso estédtice), pols o cone de luz do futuro deve ficar
inteiramente em um lado dessa superffcle. Além do mals, r=ry serid cer-
tamente uma superffcie fechada. Ou seja, o importante & que superf(-
ctes tals como S;, onde gAEM=O, ndo se extendem para o infinito espa-
clal onde E“EM=1 (em espagos assintoticamente chatos): assim, os raios
de luz que ela contém ndc vém do lnflnlgo e nem mesmc podem escapar
para o tnfinito. Na verdade, essas geodéslqés nulas “ficam paradas”,
no sentido que seu vetor tangente N & paralelo a E (o vetor de Killling
que define as idéias de "estdtico”, de "em repousc”, ou de Indepen-
déncia temporal nessa métrica). Vemos que superficies como L defini-
das por g'F = O, mesmo que g;4 = O, também nFo se extendem para o Infi-
nito espacial, onde g'" = -1. Assim, superficies como S, ou Y, s¥o su-
perffcle nulas fechadas que podem definir os buracos negros, conforme
menc ionamos anteriormente.

Um segundo exemplo lmportante onde o horizonte de eventos e
a superficie de red-shift infinito ( em relag3o ao Infinito espacial)

n3o colncidem é o caso da solucio de Kerr. Hesse caso © red-shift in-
finito ocorre em r, que € solugdo de:
2

Qe =0, isto é: r2 - 2mr + a‘cosd = O

|
r, = m+ Vnt -aZcoss' ,

- enquanto que o horizonte é em (ver Vishveshwara [96) e Boyer e Lind-

qulist [111}:
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que 6 a soluc3o de (ver também capfitulo I[1):
r? - 2or + 32 = 0, ou seja: d* = 0.

Nés temos assim entendide o significado do horizonte de e-
ventos. Preclisamos no entanto de uma definig3o mais precisa, a fim de
estudarmos mals detalhadamente suas propriedades e as dos buracos ne-
gros que veremos a seguir.

Vamos focalizar nossa atengBo em.ﬁma varledade espago-tempo-
ral espec(flca, e seleclonar uma reglio assintoticamente chata especi-
fica, p. e. uma particular regi3o 1 do diagrama de Penrose da varieda-

de [como na figura (II.11a}].

Na linguagem do capftule 11, a regiZo assintoticamente chata
(universo externo) tem um infinito tlpo-tempo future I*, um infinito
tipo tempo passado 17, um iInfinito tipo-espago 1°, um infinito nulo

futuro ¥%, @ um infinlto nulo passade ¥ . Pode também possulr buracos
negros (regiBes interiores aos horizontes de eventos).As superfifcies
de todos os buracos negros (horizontes de eventos) separam o universo
exterior, que pode mandar sinals para o infintto nulo futuro gt do
intertor dos buracos negros, que n#o pode.

Podemos ent3o definir:

Definic¥o 1 - & uniZo de todos os horizontes de eventos futuros (su-
perficies de todos os BN) ¢ a regi®o J"(&;: t.e., é a fronteira do
.domfnioc J°( ¥H, reglio que pode mandar curvas causals dirigidas para o
futuro para ¢*

Essa definic3c & dtil principalmente no casc de espagos am-

sintoticamente chatos. Porém, pode-se dar outras definigBes, como por

exemplo:
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turo no Infinito tipo-tempo futuro I*. Ent3o, o horizonte de eventos &
a regldo i'(C), ou seja, € a fronteira do passado cronoldgico da curva
C..Essa curva pode ser peﬁsada como a liha da vida de um observador
que permanece fora do buraco negro, e que n¥o & acelerado para o.infl-
nito. 0 hortzonte de eventos &, entB¥o, a frontelra da regi%c do espa-
¢o-tempo que ele pode ver se esperar tempo suficlente, Essa definicdo
¢ importante, porque pode ser generalliada para incluir espagos que

ndo s3¥o assintoticamente chatos (ver p.e. Glbbons and Hawking (401).

111.3 = O TEOREMA DA8 XREAS OU SEGUNDO PR{NCIPIO DA DINARMICA DOS BURA-
COS NEGROS

Nés Inicliamos esta segdo mencionando alguns resultados devi-
dos a Penrose, que possibilitam a prova do tecrema das dreas, e que

regultaram num teorema conhecido como teprema de Penrose (ver Penrose

e T . 2 i e e e e e e e e e St e

{6381 e Misner et al. [5391).

1. O horizonte de eventos H = J" (¥ ¢ gerado por geodésicas
nulas que n3o0 t&m pontos extremos futuros e que, pelo menos para um
intervalo finito do par8metro afim, ficam sempre em H.

2. Quando seguido para o passado, um gerador pode delxar o

horizonte H entrando em J-(QW)' que é o passado causal do infinlto fu-

turo nuloe Qﬁﬂ
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3. Uma vez que um gerador seguido para o futurc entra em
‘H a partir de J (¥*) em um ponto C [uma cgustica de J(¥*r1, ele nio
malg deixard H nem mesmo Interseptard outro gerador. Os geradores po-
dem cruzar-se somente na ciustica, onde eles entram em H.

4. Através de cada evento n3o-cdustico de H passa somente um
gerador (a menos de um fator de normalizag¢¥o do parametro afim).

A partir desse teorema, Hawking [44,45.46] mostrou que, para
espagos assintoticamente chatos, a érea-da superf{cie_do_horizonie_ _de

e e e M N e e Rl —m——s

eventos n¥o_decresce_gquando_ngs deslocamos pgpa o__futuro. Uma prova

mam e D e  E y e R T R AR SRR — - — i e S

simples desse teorema, conhecido como teorema_de _Hawking ou como a

TECREMA DAS KXREAS: A drea total da segBo transversal do herlzonte de

_——am A A e S A e e A

eventos H J (I n3o pode decrescer para o futuro. Ou, equivalente-

mente, se S e S; s%o superficies tipo-espago, com 5 intelramente no
futuro de S, , ent¥o a drea da secfo transversal de H em sua intersegdo
em S, n¥o pode ser menor que a area da se¢¥o transversal em S5i.

Segue diretamente desse teorema que um buraco negro nunca
pode bifurcar-se; e se dols buracos negros se fundem, dando origem a
um novo buraco negro, a area da superficie do dltimo é malor que a so-

ma das &reas dos dols orliglinais.

0 teorema pode ser representado por:

SA > 0 em_qualquer _preocesso fisico. (111.13>
Para dar a prova do teorema de Hawking para um espago-tempo
assintoticamente chato, devemos considerar a equagZc de Landau-Ray-
chaudhuri (ver Hawkling and Ellls [51]1) para a expansio 8 das geodési-

cas nulas que s3o os geradores do horizonte de eventos.
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3 2
A /dp = R,y NN - G- 87 (111.14)

onde p é o parametro afim, N é todo vetor nulo, § & o cisalhamento
{'shear'}), e R € o tensor de Rlcci.

Ent¥o, de (111.14) vemos que, enquanto R,, N* N < 0O para
qualquer vetor nuilo N, d8 /dp ser4i sempre negativo e, fatalmente, de-
polis de um Intervalo finito do par3metro afim, as geodésicas nulas vi-
zinhas se Interseptar3c, violando asslﬁ o teorema de Penrose enuncla-
do anteriormente. O teorema sé n¥o & vlolaqb se os geradores atingirem
uma singularidade antes de se cruzarem. Se isso acontecer, hd formagido
o futuro: pois numa singularidade toda a ffsica deixa de valer. Para
evitar esses problemas, somos levados a supor que o© horizonte nZo
atinge uma singulartdade ou, equlvalentemente, que o espago-tempo n3o
possul singularidades nuas (i.e. nenhuma singularidade visiveél de g*y .
Dessa forma, d8 /dp nunca deve se tornar negativo. As geodésicas nulas
que em algum ponto atingem uma expans3c negativa lmediatamente delxam
o horizonte H.

Consideremos entdc um feixe de geodésicas nulas vizinhas
que sejam geradores do horizonte de eventos. Esses geradores devem ter
uma expan¢fo & n3o negativa,ci@/dp 2 0, para poderem continuar em H.
Assim, a drea da se¢¥o transversal do feixe considerado ndo pode de-
crescer quando nos.movemos para o futuro. Visto que novos felxes podem
ger criados, mas nenhum destruido, a drea da segdoc transversal do ho-

rizonte J° (&) nio pode decresgscer para o future, ou sgeja:
‘& A > 0, para qualquer processo ffsico.

Para uma demonstrac¥o detalhada desses teoremas podemos ci-
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tar Hawking and Ellits [51]1 e Misner et al. [53]. Na verdade & necessi-
rio um pouco mais do que simplesmente a condigdo EHJNFHJ £ 0 para que
¢ teorema das dreas (eq. [I111.131) seja vdlido. Em geral, o espago-
tempo precisa admitir uma superfficie parcial de Cauchy 5, onde deve-se
"~ ter gﬂau“uég 0 em todo ponto:; e que o espago seja regular e previs(vel

a partir de S.

Contudo, essas condic¢les podem ser substitufdas por:
Ro VAV < 0, | | (111.15)

(na presenca de constante cosmoldgica ou n3o) onde V¥ é todo vetor ti-
po-tempo: Vale sallentar que em todas as nossas discussfes estamos as-

‘sumindo que n¥o hajam curvas tipo-tempo fechadas no espago-tempo con-

siderado.

A condigdo (111.15) & satisfeita se
T VAV TEV, V0 /2, (111.16)

enquanto que a condlig%o:

v

R,y NN < © ( N qualquer vetor nulo), (111.173
implica em:

T, M > 0. (111.18)

Para‘que (111.18) seja satisfeita & suficiente que T,, , como

medido por qualquer observador em qualquer ponto do espago-tempo, seja

ndo negativo. A condigZo (111.16) &€ mais restritiva. Por exemplo, para
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as equacles de Einstein com termo cosmoldglco;

R - gR/2 + Ag = -BNT, (111.19%)
~a condig¥o (Il1.16) exige que:
3
Te + Ty 2 0O ; Tee + T T;c - IDNr4w > 0. (111.20)
= .
0 que, por exemplo, no caso de um fluido pérfeito, e em coordenadas

locals, resulta:
£
P+rp 20 P+ L e - Nar 2o, (111.213)

onde p s3o as pressBes principais e .P a densidade da matéria.

I11.4 - O COLAPSO GRAVITACICOHAL E OS BURACOS NEGROS

Depois de discutir algumas caracterf{sticas dos horlzontes de
eventos, vamos considerar agora a existéncia de tais horizontes rela-
clonados com objetos extremamente compactos (formados a partir do co-

lapso de estrelas de massas elevadas, M 2 3Me), ou com grandes distri-
bul¢&es de méssa (como no caso do préprio unilverso) que podem apresen-
tar um horizonte de eventos.

Considere-se, por exemplo, uma esfera de densidade uniforme
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e ralo R. S5ua massa é 4TTR?P /3; e assim o0 seu rafo de Schwarzs-
child é p = 2GM/c? = BTYGR{P/SC2. Para que r; seja malor que R, & ne-

cessirio simplesmente que:
8WGR*P /3c2 > R .. R > (3c3/8ﬁ6P>"2. (111.21)

Ou seja, esferas de qualquer densidade podem ter um horizon-
te de eventos, desde que R seja suflcieﬁtemente grande. Por exemplo, o
ralo de Schwarzschild do sol € aproximadamepte 3x%10? m; o de uma gal &-
®ia tfplca de massa da ordem de 10%2 Kg & 10'15 m; no casce de uma masea
t%o grande como 105"Kg {~ massa do unliverso), o raitio de Schwarzschild
é da ordem de 2x102?m, ou seja, é maior que ¢ "ralo de Huble” do uni-
verso, qual estimado atualmente.

De grande import@ncia em nossc trabalho s%o os buracos ne-
gros formados a partir do colapso de objetos como, por exemplo, estre-
las. Os detalhes do colapso gravitaclonal n%o nos Interessam aqul: ndés
daremos simplesmente as caracterfsticas de um objeto que tem seu hori-
zonte de eventos "visfvel”. Para mals detalhes, ver p.e. Zel'dovich e
Novikov [1031, Weinberg [101) cu Hisner et al. [5%9].

Ent3o, como um objeto que colapsa aparece para um observédor
0 que fique a uma grande disté@ncia dele? Se o colapso & esferlicamente
simétrico a resposta & clara, visto que pelo teorema de Birkhoff a so-
lugdo das equagdes de Einsteln fora do corpo € a solug3o de Schwarz-
schild. Conslideremos ent3o um observador 0' situado sobre a superficle
do corpo (ver figura [111.11). Depols de um dado evento na linha da
vida do observador 0', ele passa para o interior de r=2Zm em um Iinter-
valo de tempo-préprio finito, digamos AT . (conforme medido por 0O°}).
Tal observador ndo pe}ceberé nada diferente ac passar por r=2Zm. Entre-

tanto, depols que ele passa a superficie r=2m n%o serd mals visivel ao
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obgervador U0 que se mantém externo a r=2m. Por outro lado, por mats
que o observador O espere, ele nunca verd 0' em um tempc posterior ao
Intervalo A% medldo pelo "reldglo” de 0'. Em vez dissco, O verd o re-
l16glo de 0' se tornar cada vez mals lento e atingir A% assintotica-
mente. Dito de outra forma, o reldégloc de O medird um tempo Inflinlto

até que 0' atinja r=2m. lsso significa que a frequéncia de luz recebi-

da de 0' terd um grande desvioc para o vermelho e, como consequéncia,

) Schwarzschild vacuum
Singularity solution

[ (s past

-3 light cone

3

Origin of
coordinates

FIGURA (I11.1)

0 colapso gravitacional (esfericamente simétrico) de uma estrela.

Um observador O que fica longe de r=2m nunca v& uma esfera de fluido
colapsando além de um certo tempo A% (digamos 1 hora) na histéria de
us observador 0O’ ﬁa superficie da esfera.

a) 0 diagrama de Eddington-Finkelstein.

b) O diagrama de Penrose.

um grande descréscimo de intensidade. Assim, embora a superffcie da

eatrela nunca desapare¢a para 0, ela torna-se multo rapidamente t3%o
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"apagada” que na pratlca se torna Invisf(vel. A escala de tempo para a
estrela desaparecer, depols de comegar a "apagar-se” a partir do cen-
tro, & da ordem do tempo gasto para a luz percorrer uma dlstincla de
2C6M/c? (ver Ames and Thorne {11), onde M é a massa do corpo colapsado.

Nés ficamos, ent¥oc, com um objeto que, para fins préticos ,é
invisfvel. Porém, ele terd a mesma massa (de Schwarzschi{ld) que apre-
sentava antes do colapso, e produzird o mesmoe campo gravitaclional que
antes. Pode-=se, ent%o, detectar a sua présenca pelos seus efeitos gravi-
tacionals (como: os efeitos nas drbltas de;corpos vizinhos, a deflexdo
da luz que passa préximo a ele), ou ainda através de ondas de radio ou
ralog X produzidos pela "queda” de gds em tal objeto.

No caso de colapso esfericamente simétrico ocorre uma singu-
laridade na regi3do r < 2m, da qual a luz n3o pode escapar para o Infl-
nlto. Assim, ﬁm observador fora de r=2m nunca verd essa singularidade,
e a mesma n3o pode afetar a capacidade de se prever o futuro na regiZo
assintoticamente chata do espago-tempo.

Todavia, nés n¥o nos preocuparemcs aqul com os problemas de
singularidades; estudaremos apenas algumas caracterf{sticas importantes

dos buracos negros.

111.5 - BURACOS NEGROS E TERMODINAMICA

Um buracc negro exibe a interessante tendé&nclia de aumentar a

drea da superffcle de seu horizonte quando sujelto a qualquer trans-
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formagdo. Isto fol primeiramente notado por Floyd e Penrose [36]1. Eles
gugeriram que um acréscimo na irea do horizonte poderia ser uma carac-
terfstica geral da evolug3o dos buracos negros. Por outro lado, Chris-
todoulou [23]1 mostrou que, num processo que resulte na obsorg¢3c de uma
partfcula por um buraceo negro (BN) de Kerr, exlste uma quantidade cha-
-mada massa_irredutivél M;,, que nunca decresce. Mj pode no méximo per-
manecer constante, om casos limites chamados processos reversfveiszs. Na
verdade, My, € proporcional a ralz quadfada da 4rea de um BN de Kerr.
Todos esses resultados sio validos também Para buracos negros de Kerr
carregados {(ver Christodoulou and Ruffinl [241).

Além disso, por um caminho completamente diferente, conforme
vimos anteriormente, Hawking [44,45,46] deu uma prova geral de que a
érea da superfficie do BN n3o pode decrescer para o futuro em nenhum
processo ffsicé.

Vemos dlsso tudo que as mudangas em um BN geralmente aconte-
cem na direc¢®o da drea crescente. Isse sugere uma forte analogia eontre

a entropia e a drea da gsuperficie de um BN. Parece, ent3o, ser itil

ndmica. O conceito de energla do BN é bem claro, e as cbservacglBies acl-
ma indicam ser possivel introduzir-se o conceito de entopia do BN.
Quem primeiro se dedicou a essa tarefa fot J. Bekenstelin

(9,101, o qual construiu o andlogo da express¥o do primelro principio

da Termodin8mlica para os BN, e procurou relaclonar a drea da superff-

R i S e i e i e e e e e e e e S, S e

a um obeservador externo., Ju seja, relacionou a drea do BN com sua en-
tropia no sentido da teoria da Informag3o.

¥ importante, ent3do, sabermos que tipo de informag3o podemos
ter a respelito de um BN. A resposta a essa questdo & a seguinte: Quan-

do um buraco negro ¢ formado por um colapso gravitacional ele, muito
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rapldamente, se establliza num estado estaciondrioc caractertizado por
apenas trés parfmetros: a massa M, o momento angular L e a carga elé-

- trica Q (mais uma carga pseudo-escalar que deve estar contida em Q).
- Esse & o "no-hair theorem” (ver Hawking and Ellis [51]1, Hawking (457,

Tsrael [521, Carter [191, Robinson [82,83]1, Muller Zum Hagen et al.

[601>.

~111.5.1 - ARALOGIA COM A TERMODIRAMICA: OS QUATRO PRINC(PIOS DA F(Sl-
CA DOS BURACOS NEGROS

Nés expllicitaremos aqul a forte analogia entre a fisica dos
processos envolvendo buracos negros e a termodin8mica ordindria. Cons-
truiremos os analogos para entropia e temperatura de um buraco negro

glrante e carregado, cujo horizonte se localiza em ry , onde:

.
r,=u_4_~\/_u?’-a2—qi; a = L/M. (111.22)

Nesse caso conhecemos a relag¥o entre os par@metros L, M e Q

e a area da superffcié do BN de Kerr-Newman:

A= atf(n? + 22) = att (K + VM2 - a%- Q2+ a3, (111.23)

Podemos assim procurar uma expresfo para o BN andloga a ex-

presdo termodinémica:
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dE = TdS - PdV. (I111.24)
Isolando a massa em (II1.23), vem:

- 2 2 1n
M = [A/716M + 4L /78 + Q°/2 + TIQ/ATS (111.25?

Diferenciando essa relag¢3o, podemos escrever (ver p.e. Smarr

{95], Christodoulou {231):

d¥ = ©da + (1dL + §dq, (111.26)
onde:

O = (1/321f - 21 13/a2 - WQi/a?), ou

© = (r, - W28 =K - a? - Q2 /2a;

Q = Q2 + 271Q3/A) = 47 Qry /A;

() = 4 L/A = L/2Mn, . (111.27)

A expressiio ) dL + PdQ em (111.26) é a andloga de -PdV em
(111.24), e representam o trabalho felto sobre o BN por um agente ex-

ternc que aumenta o momento angular do BN por dL e sua carga elétrica
por dQ. As quantidades {1} e & representam a velocldade angular e o
potencial elétrico do BN, respectivamente. A equagdo (I11.26) compara-
da com (I![.24) também sugere gue a drea A pode ser um miltiplo da en-
tropia termodin8mica S, e que & seja o andlogo da temperatura termo-
dinfmica T (visto que, depois de (1I11.27), Glé ndo negatliva exatamente
. como T).

Na verdade, a fung3o & que aparece em (111.26) & um milti-
plo da "gravidade superficial” K do BN (ver p.e. Badeen, Carter and

Hawking [81):
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e =Xr81. (I11.28)

i A gravidade superfiicial pode ser definida como segue (ver

e e e S T o S T ety = S

' Bardeen et al. [8) e Wald [93]). Um buraco negro estaclondric admite
um vetor de Kiliing K que € normal ao seu horizonte:
K = E« + {LEp, (111.29)

onde E; & o vetor de Killing tipo-tempo tfansiaciona] (estaciondrio) e
E, ¢ o vetor de Killing axial {(rotaclonal}). A quantia L)y é chamada de
velocidade angular do horizonte de eventos: ela ¢ constante no hori-
zonte {(ver Carter [20]1) conforme a férmula ([[1.27d). Visto que o ho-
rizonte é uma superffcie nula e K & normal ao horizonte, ndés temos:
K.K=0 no horizonte. EntZ%o grad (K.X) também & normal ao horizonte, de

forma que existe uma fun¢¥o escalar \{ tal que:
grad K.K = -2 X K, (no horlzonte).
Ou, em termos das componetes,
(KoK yu = - 2X Ky | (I11.30)

Pocde-se obter uma forma mais explfcita para a gravidade su-

perficial K (ver Wald [991):

2 .
X = - (M0 (K,, )72
ou alnda,

2
K 1im [- (KQK{_;D)(K“KG;AM)/K‘Kd], (111.31)
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onde ”1im” significa que devemos tomar o limite quandoc nos aproximamos

do horizonte. Agora,
T _ NI 41
a® = (K"K y» )Y/ (-K'K,),

é a aceleracdo de uma dérbita de K. Assim, no caso estétlco,_em que K =
E; . © termo V = 4- guK” é o fator de "red-shift”,e Va é a forga que
deve ser exercida a partir do infinito #ara manter uma massa unlitdéria
de teste em repousc no ponto considerado, qnde a =‘J;T;?. Logo, X & o
valor limite dessa forg¢a no horizonte: & a gravidade superficial do
buraco negro. Note-se que a é a forga exercida localmente, e torna-se
infinita no horizonte. Para um BN estaclionidrio £li# 0, e uma particula
de teste n3o pode ser mantida estactondria com relag3o ao Infinito
préximo ao horizonte; mas K & ainda referido como gravidade superfi-
clal.

Para um buraco negro de Kerr carregado, a gravidade superfi-

clal & dada por:

X
W

VM- az- QF /t2Mn + VW~ a?- @7 - Q%1 =

=~
il

47 (r, - M)/A, (rir.32o

que, comparada com a equag3o (111,27a), d& exatamente a eq. (111.28)}.
Pode ser mostrado que para um buraco negro estacidnario a
gravidade superficial é constante no horizonte {cf. eq. ([11.32), wver
também Carter [20], Hawking (461, Wald [399]1, Badeen et al. [8]}.
Nés temos encontrado, assim, peloe menos trés principlos da
f{sica dos BN que s¥%o muito fortemente anéloges aos princlplos da ter-—

modin8mlica:
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0 Principio Zero: A gravidade superficial }{ de um burac negro esta-

cionario ¢ constante sobre o hortizonte;

(I111.26) entre a d4rea A& e © momento angular L do horizonte, a massa M

e a carga elétrica Q do BHN:

dM = YdAasar + {ddL + & dgQ; (111.33)

.

0 Sequndo Principle: A drea A do horizonte de eventos de cada buraco

e B N R ar W A1

negro n3o decresce com o tempo t.e.:

q& A > 0. (111.34)

—— e L e A o

f{sico com um numero finito de operagdes.

Esse princfpico (ou leil) & bastante "diferente” dos outros,
no sentido que n3o hid até o momento uma prova matematica rigorosa para
ele. Porém, vemos explicitamente que para um BN estdtico vale W ~1/M;
é portanto Impossfvel atingir X = 0, pelo menos com um numero finlito
de operag8es.

Por outro lado, para um BN de Kerr-Newman | somente val a
zero no caso extremo M= al+ Q? . C4lculos explfcitos mostram que,
quantoc mais préxime se chega da relagdo Mi= aZ+ Qz, mats dificf{l ainda
é nos aproxlarmos um pouco mails (ver Bardeen [7]1, Christodoulou [233,

Uald [98]), em concordincia com o Terceire Princfpio da Termodin@mica.
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quando T—>0) n3%o é satisfelta na ffsica dos BN, visto que A (o and-
loge da entropia S) pode permanecer finito, ou mesmo tender a Inflni-
to, quando Kf(o andlogo da temperatura T) tende a zero.

Uma outra raz3o para acreditar no terceiro princf{pio da ff(-
sica dos BN (ver Hawking [47)) & que se pudéssemos reduzir K a =zero
através de uma sequéncia finlta de operac¢g8es, ent3o, possivelmente,
poder-se-ia prossegutr com o processo um pouco mais, aproximando-se a
produgdo de uma singularidade_nua. Se isso acontecer, & quebrada a su-
peslcdo de predicabilidade assintdética do espago-tempo, a qual é a ba-
se de multos dos resultados na f{eica dos BN, incluindo o segundo
principlo.

A forte analoglia entre os principios da fisica dos BN, des-

critos acima, e as lels ordindrias da Termodin@mica € mostrada clara-

mente no quadro abaixo:

Princfpio Termodin8mica Buracos Negros

Zero T constante em todo sistema ¥ constante na superffcle
em equilfbrio térmico. de um BN estaclondrio.

Primeiro dE = TdS + PdV + dN. dM = XdAas8r + f1dL + @4dQ.

Segundo 63 2 O em q/quer processo. ‘SA 2 0 em g/quer processo

Tercelro Impogsfvel atingir T= O num| Impossivel atingir K =
processo flsgico. num processo ffsico.

U g gy gy g e e .




A relag3do expressa no quadro acima parece ser multo mals que

uma mera analogla, pols, por exemplo, na express¥o para a primeira let
o termos £2dL + $dQ s%o o andlogo dos termos de trabalho -PdV + 4 dN

(onde ¢{ € © potencial qufmico). Na verdade o termo ordindrio de rota-
¢lo £ dL, bem como o termo de energia potencial eletrostitica @ dq,
estsriam presentes na expressfo do primeiro princfpio da termodini3mica
ordiniria (se eles fossem relevantes). 0 termo dA aparece no primeliro
.princfpio da fisica dos BN da mesma maneira que dS aparece na primeira
lei da termodinfimica: exceto que é multiplicado por /8% em vez de T.
Has,:x_pode multo bem degsenpenhar o papel de temperatura, jé& que sati-
faz propriadades andlogas. Além do mais, a drea A satisfaz o mesmo
princfpio que a entropia S.

Contudo, a sugest¥o mals forte de que as relacBes entre os
princfpios (ou lels) dos BN e os princ(pios da termodin8mica sejam
mais do que uma mera analogia, vem do fato que E e M n3ic s¥o, meramen-
te, anidlogos entre si na formulag3o do primeiro princfplo, mas repre-

gentam a mesma quantidade ffsica: a energta total (c=1).

Tudo isso encorajou os fisicos a tentarem formular a2 termo-
dinamica dos buracos-negros. Notemos, no entanto, que a temperatura
termodin&mica de um BN, de acordo com a relatividade geral clédssica €
zero obsoluto, pois um BN & um absorvedor perfeito mas n%o emite nada.

Parece haver, portanto, uma contradigo na analogla descrita aclma:

E ¢« M; Te— X! S «—> A/BTA . (111.35)

Se a temperatura termodin8mica do BN for proporcianal a }{,
ent¥o ele deve emitir a radiag3o caracterfstica de um corpo mnegro a
temperatura o . Por outro lado, se o buraco negro realmente n3o emlte

nada, ent3o T = 0, e o conceito de entropla n3o tem sentido.
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111.5.2 - ENTROPIA E INFORMACXRO: O PAPEL DA MECANICA QUANTICA E A

RELACXO FORMAL ENTRE ENTROPIA E A XREA DE UM BN.

Vamos, ent%o, analisar as anlogias (I11.35) mats demorada-
mente. Iniclemos estudando o concelto de entropla. Do ponto de vista
da teoria de informag¥o, a entropia S de um sistema estd relaclonada
com a quantidade de InformagHo (n¥o acessfvel a um obeservador) contl-

da no sistema (ver Shannon and Weaver [93]1, Jaynes [53,541 e Davies

£251).

Se um sicstema é altamente ordenado, ent3%c sua entropia &
baixa. Tal sistema requer uma grande quantidade de informagd3o para
descrevé-lo, o que equivale a dizer que o silstema tem uma grande éuan-

tidade de informacBo acessivel. Isso nos leva a ldentificacg3o:

Informag3o «

> Entropla negativa, ou:

Entrcpla positiva ¢«——— Perda de Informag3o;

AS

1

-Al. (111.36)

Quando um sistema torna-se desordenado, sua entropla cresce e seu es-
tado requer menos {nformag¥o para ser descrito.

Agora, quando um buraco negro é formado pelo colapso qravi-
tacional, pelo "no-hair theorem” ele rapidamente entra num estado es-
tacionario (ou quase-estaciondrio, como veremos a seguir) caracteriza-
do por apenas trés parémetros: a massa M, o momento angular L e a car-
ga Q. A pergunta & ent3o: Quanta informag¥o fol perdida a respeito do
corpo quando do colapso?

Do ponto de vista cléssico o corpo que colapsou para dar
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origem 2 um BN poderia ser constitufdo de um grande niumero de particu-
las indefinidamente pequenas: per exemplo fdétons e neutrinos de ener-

gla arbritariamente baixa. Assim, a informag3o perdida € muito grande,
esgencialmente & {limlda, resultando uma entropla que tende a Infini-
‘to. Desea forma o conceito de entropia S5 de um buraco negro n%o teria

gentido, e a temperatura Ty, que & defintda por:
1/Tg = [DS,/DMla , | (111.37)

seria {denticamente nula.

Porém, se considerarmos a granulidade da matéria e os efel-
tos quénticos, a situag¥o se modifica grandemente. Por exemplo, nds
n%o podemos escolher partfculas de energia arbritariamente pequena pa-
ra contruir o BN, por causa da relag3oc entre energla e comprimento de

onda compton:
E = met = Hc/)., ou: m=E=H/A, (c=1), (111.38)

e do principfo de Incerteza.

Num extremo, o comprimento de onda A tem que ser menor que
o tamanho do BN se qutzermos tratar a partfcula de energlia E (e massa
m} como sendo localizada no intericor do BN. Escolhendo )k E 2?2M (r=aio
de um BN de Schwarzschild) obtemos um mfnimoc para a massa relativisti-
ca da partfcula, da ordem de h/M. Ent%o, o nimero miéximo de tals par-
tfculas necessdrias para construilr um BN de massa M & N = M/m¥ ¥¥ /n.
Atrtbuindo em torno de um "bit” de informa¢3o para cada partfcula que

tomou parte no colapso, podemos entl3o estimar a entropla como sendo:

S = -Al = oLkM?/n, (111.39
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onde X € a constante de Boltzmann, e of ¢ um ndmero puro, da ordem da
unidade, a ser calculado a partir da teoria quéntica.

Visto que, para um BN de Schwarzschild, vale: A = 16ﬁM2, vemn

que:

S¢ = oLk AZ/16Th (111.40)
e,

1/Tg = 20olkMsh,
ou =seja:s

Tg = h /26lkM = 2h X /o(k, (111.41>

onde | = 1/44 & a gravidade superficial do BN de Schwarzschtld.

Obtivemos, ent¥o, através de uma andlise quintica, que Sg &
proporcional a A, e Ty & proporcional a ¥, conforme previsto pelas
"lelsg” cldédssicas da ffsica dos BN.

Porém, o que essa entropla Sg e essa temperatura Tg signifi-
cam flslcamente? Atribuir uma temperatura a algum sistema implica que
ele pode estar em equilfbrio térmico com um reservatdrio de calor que
o clrcunde. Para lsso, um BN deveria emltir calor na mesma razd8c que
ele o observe. Além do mais, se um BN pode emitir energia, sua massa M
pode diminuilr e assim também sua drea A, e consequentemente sua entro-
pia Sgficf. eq. (111.40})]1, violando a segunda lei da fisica dos BN.

Mas a diminulig3o de S & acettavél gse a entropia 5. da vizli-
nhanc¢a aumentar: E necessdrio entdo encontrar um segunde principlo ge-
vizinhanca. lsto & , precisamos mostrar que S +5, nunca descrece com O
tempo (S,, sendo a entropia da matéria e radlag3o fora do BN).

Agora, dada a entropla de um sistema como fun¢¥o da energla

E, e dos virlios cutros parmetros macrocédplcos do sistema (V, N, ...},
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pode-se definir a temperatura como 1= (dS/ DE), ,. - Assim, deflne-se

a8 temperatura de um BN conforme a eq. (111.37).
T = S/ My, . (111.37a)

0O segundo princfplo generalizado é entZ3o equivalente ao re-
querimento que o calor n3%o possa "flulir” de um sistema "mals frio” pa-
ra um sistema "mals quente”.

Consideremos uma situagfo em que;o BN esteja envolto por uma
radlag¥o de corpo negro a temperatura T,. Para qualquer Ts, n3%c nulo,
havéra algum acréscimo dessa radiagfio (de partfculas com massa de re-
pouso qualquer) para o Iinterior do BN. Se Tm > Tg, segue da defintg¥o
de temperatura que o descréscimo em Sm, causado pelo acréscimo de ra-
dlac¥o no interior do BN, & menor que ¢ acréscimo em Sg; € o segundo
princfpto generalizado vale. Porém, se T,< Tg, o acréscimo de radiacdo
ne Lnterior do BN viola o segundeo principlo. Nés temos, no entanto,
duas maneiras de resclver o problema:

a) Ty & identicamente nulo. Nesse caso Sg € Inflinlto e o
conceito de entropia de um BN &€ sem sentido; |

b} O BN deve emitir radiag¥o térmica com alguma temperatura
n3o nula.

0 primeiro caso é o que ocorre numa teoria puramente classi-
ca, como Jj& menclionamos, na qual o BN pode absorver mas ndo emitir.
Porém, levando em consideragdo efeitos quanticos, Hawking [48,49] mos-—
trou que os BN realmente emitem radlac3o térmica a uma temperatura Ty
(ver também Hartle and Hawking [43]1, Page [65],' Gerlach [39]}), dada

pela relacg3o:

Te = h /2 ke, (111.42)
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onde { € a "gravidade superficlial” do BN.

Este fato permite provar o segundo principio generalizado e
estabelecer que a entroplia do BN & finita, conforme obtivemos por con-
sideracBes heurfsticas anteriormente (ver Hawking [50), Davies [261,
Frolov [371). Se T, > Tg, o acréscimo de radiagfo no interior do BN &
maior que sua emls¥o e o aumento em 5S¢ & menor que a diminuigZo em S.;
enquanto que, se T,<T, , a emiss¥o & malor que a 'absorg¥o', e o acrés-
cimo em S5, & malor que a diminuig¢3o eﬁ Ss: e o gegundo principio fica

vdlide novamente.

0O resultado quintico que a temperatura do BN & K/2¥W (¢ = 1,

h =1, k = 1) permite-nos integrar a primeira lel
dM = XdAs8r¥ + f£1dL + $dQ = T¢dSg + {2dL + $dQ:
ou seja:
KdA/BT = TgdSg = HdSe/27 .
Integrando essa dltima relagdo, obtemos:
Sg = A/4 + Co , Cor = constante.
Se flzermos a hipstese de que Sg—>0 quando A—>0Q, vem:

Sg = A/4.

FEscrevendo nas unidades do S1, vem:

T, = nX/27ke (111.44a)
d(Mc2) = Kc2dA/BWG + 1 dL + §ddQ (111.44b)
Sg = kc®A/4h G. (111.44¢c)
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<I> = Qr, /A £o. (111.444d)

Assim, com a mec8nica quintica aplicada aos BN, obtém-se uma
definigdo consistente da entropia de um BN como proporcional a &rea do
horizonte de eventos. De certa forma, a meclBnlca quintica permite pro-
var a proporcionalidade entre a irea e a entropia para um BN (fato que
¢é sugerido pela prépria relatividade clédsslica). Mals do que Isso, ela

permite calcular a constante de proporéi]idade entre A e S5g , o que

delxa claro que as relag@es entre a termodin8mica e a fislca dos BN

— e e e i e e e e e B L i s s s s . S

maie do que meras analoglas:\ﬁ e T, ou Ae S , definem concettos fIr1-

sicos 1dénticos, o0 de temperatura e o de entropla, respectivamente.
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CAP{TULO IV

O ESPACO-TEMPO NAS VIZINHANCAS DE UM HXDRORN

IV.1 - INTRODUCKXOD.

Nés vimos, no capftulo 1, como é possivel geometrizar também
o campo forte no espago interlior ao hiddron, conslderado come um micro-
cosmoe gimilar ao nosso universo. Aqui, tentaremos fazer © mesmo no
espago—tempo usual do nosso cosmos, em particular para ag vizinhancas
de um h&dron; onde na verdade estamos na presenga dos dois campos de
" nosso Interesse: © campo gravitaclonal e o campo forte.

Para poder geometrizar o campo forte nas vizinhangas de um
hiadron-fonke, nés fazemos uso do fato que, naquela regldo, um "hadron

de_teste” (ou um "constitutinte” de teste) alnda sofre a iInfluéncia
daquele campo: e dessa forma pedimos mats uma vez que 2 massa inercial
do hadron de teste (que reage as forg¢as fortes) colncida com sua carga
forte, e n¥o com sua massa gravitacional.

N6s n¥o nos preocuparemos neste trabalhd em como deflinlr a
topologia do espago-tempo como um todo, mas, como observado por Recami
[73], podemos adotar, tanto para nosso cosmos como para hadrons, node-
los cosmoléglcos tipo Friedmann. T#ls modelog podem ser mergulhados

num espaco-tempo chato de cinco dimensBes (ver Rosen [851 e Szekeres

[961), e s¥o compatfveis com o princfpio de Mach (Raine [713). Pode-se
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dessa forma considerar as partes_espacliais do cosmos e hddrons como
mergulhados num espago chato quadri-dimensional V ( além do tempo).
. Intuitivamente, consideram-se ent3o as intersecBes da parte espacial

} dos hadrons com a parte espaclal do universo; essas IntersecBes sdo

i superffcies bl-dimensionais ordindrias (p.e. superficles esféricas).

 S%0 a essas ”Interse¢Bes” que chamaremos, de agora em diante, simples-
mente de "hadrons”.

Aqui, usaremos os resultados do capftulo 1 para tentarmos

D e

?fazer a "geometrlizacHo” do campo forte no espago-tempo exterlor as su-
;perffcles esféricas que mencionamos aqima. isto &, ainda usando os mné-
itodos da relétlvldade geral, em especlal utilizando os estudos feitos
Eno capftulo 11, estudaremos as propriedades do esapago-tempo nas vizi-
:nhancas de um hddron, como obervado em nosso espaco; onde procuraremos
dar uma Interpretag¥o geométirica 'simultlnea’ para os campos forte e

gravitacional.

1V.2 -~ A8 EQUACSES DE CAMPO NAS VIZINHANCAS DE UM HXDRON.

Precisamos, antes de mais nada, éncontrar "novas"” equagles
de.caﬁpo que sejam valldas (em nossc espago-tempo usual) na presenca
de matéria com ambas as massas (ou cargas): carga gravitacional e car-
ga forte. Talzs equagBes somente ser¥o diferentes das equagBes de Eins-
tein usuaiz nas vizinhangas muito préximas ao hddron (onde o campo

forte se faz sentir): e assim possivelmente em distribul¢Bes de maté-
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ria a altas densidades. Na procura por essas novas equagles de campo
procederemos heurlsticamente: vimos qua a "curvatura” (ou melhor a mé-
trica) do espago-tempo interior ao hadron é determinada pela distri-
buic¥o de matérla forte e pela constante coemoldgica forte (ou cons-
tante hadrdnicad A , conforme equag¥es (1.24). Em nosso coemos, ob~
viamente, o hadron influencia a métrica g do espago-tempo através de
sua massa, conforme as equacBes de Einstein, gerande um campo métrico
gravitacional @ que é& aproximadamente "chato” i.e., @ = M , que em
coordenadas adequadas pode ser posta na forma: Tl = diag (1,-1,-1,-12.
Porém, pela nossa teoria o hédron-fonte de;e influenciar, e de um modo
muito mais Intenso, o espago-tempo na sua vizinhanga através de sua
carga forte total g e da constante hadrdnlca A, gerando um campo ten-
sorial forte . Todavia, essa Influéncia deve ser de maneira tal que
A e g somente contribuam para dist8nclas espaclals muito pequenas. do
hidron. Ou seja, na métrica total, que chamamos g, Ae g devem apare-
cer somente em termos Que ge anulem rapldamente para grandes distan-
clas espaclais do hddron.

0 fato que nds estamos na presenga de doig campos métricos
poderia sugerir desenvolver uma teorla do tipo da udltima "teoria bl-
métrica” da gravitag¥@o de Nathan Rosen {86,87,88,83). HNés desejamos,
porém, consliderar os nossos dois campos métricos como constituindo
uma Unica m&trica a qual tenha sentido ffsico direto: uma_metrica _to-
tal_g, e traté-las de maneira compacta e "simultanea” através de uma
Wnica equag¢¥o de campo, a qual generallze a eq. de Einstein. Além dis-
g0, a nossa abordagem & uma "bi-scale theory”: uma teoria com duas @3-
calag; e dois tipos de partfculas sdo considarados: {a) um tipo que
carrega somente massa gravitaclional, com fator de scala intrinseco
o = 1, e que estd sujelita somente ao campo gravitacional e; (b) e ou-

tro tipo que carrega carga forte (além de massa gravitacional), com um
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fator de escala 1ntrfnseco<%,;ldqi, e que estd sujelta também ac campo

forte s (cf. capftulo 1: ver também, p.e., Caidirola et al. [13], Re-
cami [67) e suas refer&nclas). As partfculas do segundo tipo s%o, na-
turalmente, os hddrons, e é a eles que a presente teoria se aplica,

Vamos analisar nosso problema um pouco mats a fundo. No que
segue, vamos supor que o hddron-fonte tenha simetria esférica, ou
aproximadamente esférica, de forma que as distincias espaclals possam
ser representadas por uma coordenada radial r, sendo que assumiremos o
hadron centrado em r = 0. Conslderemos entZ%o um hadron-fonte flxo e um
outro hadron (ou constituinte) de teste mobendo—se livremente (ambos,
naturalmente, no espago-tempo ordinirio do nossc cosmosl. Quando a
partfcula de teste estsd multo longe do hadron-fonte (r >> 1 fm), ela
n¥oc percebe a existéncia deste: tal fato nos diz que a mesma sentira
somente o campo e, seguindo geocdésicas determinadas somente por e. Por
outro lado, muito préximo aoc hadron (r £ 1 fm), a partfcula de teste
seguird as geodésicas determinadas pela métrica total g; mas, na ver-
dade, nesse casoc a métrica total praticamente coincide com a métrica
forte s, uma vez que a massa gravitacional do hadron e a constante
cosmoldglca A 8%o deppresivels frente a massa forte g e a constante
hadrénica A.

Assim, pelas argumentac¢Bes dos udltimos iré&s paragrafos, ve-

mos que pode-se eacolher uma métrica forte a8 que satigfaga as seguin-

tes cohdicaea:

1) $—>M, pParar >> 1 fm ('longe' do hadron); (Iv.iay
11) 8 —5¢g, parar £ 1 fm (muito préximo ao hadron). (IV.1b)

Essa escolha se justifica pelo fato que muito longe do hé&-
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dron-fonte devemos ter somente a métrica gravitacional determinada pe-
las equacBes de Einstein (como j& dissemos): o que & Implicado pela
condicZBo (IV.1a); enquanto que aproximando-se do hédron as proprileda-
des do espago-tempo tendem a depender unicamente das grandezas “for-
tes” assocladas ao haddron-fonte.

mente_covariantes. compativels com a8 _condicfes (IV.1a) e (IV.ID) e

que na_aproximac¥o_linear produzam_equac¥es_de campos _tenseorials _que

possam_descrever_partfculag de_spin 2 conforme equac¢Bes de Fierz-Pauli
[34].
Portanto, para descrever o nosso espaco tempo na presenca

dos dols campos métricos tengorlais s e e, propomos as seguintes equa-

cles de campo:

R+ Ag+ Ag = -~ k(8 ~ g5/2 + GT - gGT/2), (1v.2)

onde ko= -8l/cl, 8 ¢ o tensor da matéria forte (assim como T pode ser
chamado de tensor de matéria gravitacional); s ¢ a métrica forte e po-
de ser pensada como a contribuic¢io para a métrica total devido a pre-
genca da carga forte dos héadrone, e deve gatigfazer as condigdes
(IV.1>.

Note-gse explicitamente que as nossas eqs. de campo (1v.2}
valem quando a partfcula de teste ¢ uma partfcula hadr8nica (dotada de
cargas seja gravitacional, seja forte). Ho caso de uma particula de
teste que carréga somente massa gravitaclonal, as nossas equacBes ge

Congideremos agora o caso mals relevante para nés, isto &,
aquele das vizinhangas de unm hadron fonte. Nessa sltuag¢d3o podemos des-

prezar, como Jj& dissemos, os termos Ag e GT, e assim, nossas equacles
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resultam:
R+ s = - ¥ (8 - g5/2), (1v.3)

as quais podem também ser postas na forma:

R - gR/2 + AF = - k.8, (1V.4?
onde:

F =8 - gs/2,

s = 8 = g*"s., ' (1v.5)

As equagles (1V.3)-(1V.4) B%0 formas canbBnicas das nossas
novas equacgdes de campo, onde com relag¥o a elas podemos fazer a se-
guinte observag¥o: Se a constante ')Paparecesse multiplicando g o cos-

moeg intelro colapsaria para disténclas da ordem de 1 fm, pols as equa-
cBes (1V.3) se reduziriam, essenclalmente, as eqs. (1.24). Ac contréa-
rlio, podemos esperar que o termo A® nos garanta que somente o campo 8
colapgse para dimensBes da ordem de 1 fm, de forma que as condli ¢Bes
(IV.1) (juntamente com a defini¢3o de vicuo que daremos a seguir) nos
assegurem que A n3o influencie o espago-tempo para dist@nclias multo
majores que 1 fm. Com lsto, para dist3nclas muitoe grandes do hadron
nés recuperamos, novamente, as equacBes de Elnstelin.

Note~-se, no entanto, que es eqs. (1V.3) n3o s¥o as iunicas
compatfveis com nossas exigénclas, em especlal o tensor s pode ter va-
rias definicBes. Para uma definic¢do alternativa que fol proposta ini-
clalmente por Caldirola et al. [13] ver o apéndice B.

Para mals esclarecer o que falamos e para justiflcarmos me-
lhor as escolhas (1V.1) e (1V.3), vameos_procurar_sclucfes dessas equa-

¢¥es e Interpretid-las adequadamente.
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IV.3 - APROXIMACXO LINEAR E O VACUO PARA AS VIZINHANCAS DE UM HXDRON

Vamos consliderar aqul a condig3o (IV.1a), onde sﬂ——ele: ou
seja: queremos encontrar a métrica total g na vizinhanca de um héadron,
mas suflclentemente longe dele, de modo a podermos conslderar o campo
forte como suficientemente "fraco”, e a poder adotar a aproximacdo l1-
near das nossas equac¢Bes. Nessa situac¥o, a métrica g pode ser consl-

derada como a simples soma:

n¢

g = (e + 8)/2, com e n- (1V.B)

onde o coeficiente (1/2) & um "fator de normalizacBo” escolhido de
forma a obtermos g ¥ M quando e—>N e 8—>M.

A métrlca forte, por sua vez, pode ser escrita na forma:

s = M+ 7, (1v.7)

onde f & uma perturba¢¥o de primeira ordem em relacdo a n , bLal que
8-—>M para grandes dist&ncias (tipo-espago) do hadron (p.e., r>>ifm).

Dentro dese limite, e com a escolha (1V.6), é Sbvio que po-
demos tomar também a métrica total g da mesma forma (1V.7). Ha wverda-

de, segue das equacBes (1V.6) e (IV.7) que:

¥

9 "l + /72, (1v.8)

onde f/2 & ainda, obviamente, uma perturba¢3o de primeira ordem em N -
Vale repetir que a escolha (1V.6) & justificada (nesse limi-

te) porque podemos_linearizar as equacBes de campo (1V.3%, e faz sen-
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ttdo ent3o tomar a2 métrica total como a goma de duas partes: uma sendo
a métrica gravitacional e = M e a outra sendo a forte w =N+ rf. Enm
vista disso a métrica total vem a ser a soma (aproxitmadamente) da m&é-
trica chata (M), mals uma perturbag3o (f/2) devida exclusivamente ao
campo forte.

Na aproximag®o linear, ou de campo fraceo, que estamos tra-

tando mostra-se que em primeira ordem em f/2 e suas derlvadas vem (ver

p-e. Rindler [81) e apéndice A}:

R = Drrs2y/2, (Iv.o

onde [J & o operadoer D'alambertiano (E?ﬁ&f‘* v*). Com as condicBes:

| v .
@ - &g =0, (1v.9a)

onde a virgula representa a derivada parcial ordindria.

Com lsso, as equag¥es (IV.3) resultam em:

Of + A AN+ £) = — 4k, (8§ - N s/,
ou seja,

Of + 4Af = - 4kg (8§ - M Sr2y, {(1V.10)
onde

§=5- An, (1V,11)

Nés falamos anteriormente que as equagles de campe em sua
aproximac¥o linear devem reduzir-se as equac¢Bes para um campo tenso-

rial. Agora, "no vdcuo” as equacBes (1V.10) resultam:
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Of + 4 Af = 0. (1V.12)

As equacgBes (1V.12) descrevem um campo tensorial massivo f
com 10 componentes, visto que f é simétrico. Contudo, as condicBes
(1V.%9a) ellminam 4 dessas componentes, restando portanto ainda & com-
ponentes independentes. Se o "termo de massa” 4 ndo estlvesse pre-
sente, ent¥o as equacBes (1V.13) seriam invartantes frente a transfor-
magdo de gauge: fio = fuv - égqb— ﬁyu,(ver o apéndice A}), o que elimi-
naria mals quatro das seis componentes de f, restando somente duas
componentes independentes e fislcamente sléniflcantes.

Todavia, na presenca do termo de massa, a invarlanga de gau-
ge é quebrada e restam ainda sels componentes que devem ter um gsent ldo
fisico direto. Elas s3¥o as componentes que por intermédio do processo
de quantlzaclo d3o origem a partfculas de massa m = ZhJTX}c, em esta-
dos de spin *2, +1, O (como componentes do estado de spin 2), e um es-

tado verdadelramente escalar (com spin 0) o qual pode ser elimlnado

com a condic¢¥o:
£ =gfg, =0. €(1v.13)

Porém, em geral a condigio (1V.13) n%o ¢é satisfeita (ver
p.e. Sivaram e Sinha [591), e contlnuamos com sels componentes de f
independentes e que portanto devem ter sentido flsico dlreto: os clinco
estados relativos ac spin 2, mais a componente escalar.

Vamos agora, em conex3o com as equagBes (IV.10) e (1v.11>,
discutir a definig3o de vdcuo para as equacles (IV.3).

No capftulo 1 menctonamos o fato que a definig¥o usual de
viacuo T = O n¥o era conveniente para o caso dos hédrons (quando anall-

sados do "ponto de vista externo”), visto que mesmo com 5 = O (T = 02
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as equac@es (1.24) alnda descrevem micro-cosmos com um escalar de cur-

vatura R = 2 : o que de certa forma & equivalente a um micro-cosmos
com uma distribuicio de massa com densidade constante .P = -cl.A/STTN.
Isso, para um observador externo ac hadron, em nosso espaco, corres-—

ponde a uma regl3o do espago-tempo onde hd uma grande densidade de ma-
térlé, bem diferente do vicuo que é esperado “macroscoplcamente” fa-
zendo T = O.

Fssa diferenca entre vacuo macroscépico e o vacuo no inte-

rior de um micro-cosmos pode ser pensada como dando origem a um efei-

to_de Arguimedeg”. © qual faz com que dolé congtitulintes no lInterior
do hadron interajam muito mais fortemente do que se estivessem fora
dele, em nosso espago. Este fato pode ser Interpretado dizendo que a
massa das partfculas & maior no interior do hadron do que em NOSSC €S-
pago. Para ver Ilsso mals claramente basta considerar a eq. (I.6) {(cap.

1), que & obtida a partir de (1.2) com a escolha: [N) = [G) e N=G=1.

Besse caso obtemosg,
g=mARA.

Assim, pode-gse dizer que a massa de uma partfcula € lffﬁﬂ(~1020) vezes
malor no interior do hadron do que fora dele (ver tb. Caldirola et al.
(131).

Dessas considerac8es ¢ natural, portanto, gque o vacuo para
‘as vizinhancas deo hadron onde o campo forte ainda se faz sentir (e en-
tXo, onde o efelto Arquimedes ainda existe), n3o seja definido sim-

plesmente como § = O.
De fato, enquanto para um observador externo as equagBes

{1.24) exligem que o vacuo para o Interlor do micro-universo {(hadron)

seja definido como:
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S = NT = ~ Ag/Ko, (Iv.14)

as equagBes (IV.3) exigem, razoavelmente, que o vdcuo para as vizi-
nhancas de um h&adron seja definido com € =0, e n¥o com § = 0; ou seja

(ver também Hugayev [851):
§ = NT = - AN/k,. (1V.15)

Todos esses resultados ser¥o muito dtels e ter3o consequén-

*

cias muito lmportantes quando tratarmos da "termodin8mlca dos buracos

negros fortes”, no capftulo V.

V.4 ~ LINITE ESTATICO E COMPORTAMENTO YUKAWIANO: A ATRATIVO ( A>0).

Vamos agora encontrar solugBes para (1V.12). Para isso, to-
memos e.g. um sistema de referé&ncia fixo no hadron-fonte, e vamos tra-
tslo como uma partfcula puntual localizada em r=0. Assim o problema ¢
estitico e tem simetrla esférica; logo, podemos tomar S (e no S) na

forma:
§ = diag (c'p,0,0,0 (1V.16)

e que produz (ver apéndice A):
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§ - M5/2 = diag [c?ple?,1,1,1)/2) (1V.17)
onde P é a densidade de matéria forte [-P =dg g{r)].

Como © campo & estidtico, resulta (Of = - Vf, e as egquacBes

-{1V.12Y podem ser escritas como:

VP - 4Af = 4k (5 - MS/2y (1V.18)
o que produz, depols da equagdo (1V.17}:

f./c%= i, = fi, = fiy

V6 - 4 A = 16T PCr),

Assim,

fo. = -4g expl-myrl/r, (1V.19)
onde m, = ZJET ., g é a carga forte do hadron considerado, em unldades
adeguadas.

Se indentificarmos m,= mgc/h, encontramos:

m = 2hV A /¢ = my, (iv.z2m

Dessa forma, lembrando que no caso ordindrio para campo fra-

co e balxas veloclidades (l.e., no limite estitico) podemos escrever:

Qe T (1 + 2V/ciirc?t. (1v.21)

Mas, usando (I1V.8), vem:
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Qo = €%+ £20/2,

o que produz um campo escalar V = f,/2 com o comportamento _Yukawlano

correto, para A > O:

V=-gexpl-mrl/r. (1v.22)

Com isso, obtivemos também o tmportante resultado, nesse ca-

so simples, que todas as componentes de f v¥3o realmente_a_zero quando

r >> 1 fm, conforme pedimos em (iV.la).

IV.% - LIMITE ESTATICO E COMPORTAMENTO YUKAWIANO: A REPULSIVO (<0},

Na segf@o (1V.4) mostramos que nossas equacBes de campo 1i-
nearizadas produzem corretamente, no limite estatico, o potenctal yu-
kawlano. Contudo, issc somente acontece se ‘A>0 nas egs. (1V.3); o que
parece limitar a constante hadrdnlca a assumlr scmente valores positi-
VOB .

Vale observar no entanto, gque nossa teorta ndo fixa, a prio-
ri, um sinal para A; ao contrdrio, as dillatacBes globals do espago-
tempo introduzidas no capftulo I deixam invariantes, obviamente, o si-
nal de todas as grandezas "iniclas”. Assim, se o espago—tempo inicial
admite uma constante cosmoldgica A repulsiva, o mesmo acontece com o©

espago-tempo contrafdo. Dessa forma, nada impede a principlo que se
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possa assoclar aos hédrons constantes hadrOnlicas tanto atrativas [con-
forme se¢do (1V.4)}, quando repulsivas.

Para esclarecer esse fato vamos retomar as equacBes (lV.6) e

(1Vv.7):

(¢ + 8)/2; com & = ‘N, (1V.6a)

O
|

n+r. (IV.7a)

L]
n

N%oc h& nenhum fato que ImpBe a escolha do sinal "mals” nes-

sas duas equag¢¥es; ou seja, em vez da métrica total ser “"definida” co-

mo a soma de @ e 8 podemos escolher que g seja a diferenca:

g =20 -8, {(1v.23)
juntamente com a escolha:

s = MN-r, (1V.24)
o que produz:

g N+ (1V.25)

Vale observar, novamente, que os coeficientes numéricos em
(IV.23) e (IV.24) s¥o escolhidos de forma a obtermos g = M quando e e
a—-»'n, da mesma maneira que na sec¢do (IV.3).

Note-se que se fizermos f'=f/2 a escolha final (IV.25) re-

gulta 1déntica ao caso descrito na seglo (IV.3) (cf. eqs. [1V.81). As-

sim, seguindo o mesmo procedimento que naquele caso vem:
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P

R= Of/2; (1V.26)

5
(- &F /2y, = 0, (1V.26a)

Ent3%o, levando as equagBes (1V.24) e (1V.26) nas egs. (1V.3

obtemos:
Of - 2Af" = - 2k (8§ - ME/2 (1v.27)
onde, da mesma forma que antes, temos:
.§ =8 - AN/ko. (1v.28)

Agora, para encontrar o limite estatico procedemos da mesma

forma que na se¢¥o (I1V.4), onde t{nhamos:
S = diag (c'*P,o,o.O) (1V.29)

Também com f' aproximadamente est&tlico vale {1f' & - v

ent¥o obtemos as seguintes equacBes (andlogas as eqs. [1V.18B1):
Tif + 22F = 2k (8 - M/ (1V.30)

Vemos, assim, que a dnica diferenca importante entre (1V.30)
e (IV.18) & o sinal em frente ao termo contendo Af. Dessa forma, en-
quanto as eqs. (IV.18) produzem o comportamento Yukawiano correto do

tenclal de Yukawa correto para A repulsivo ( a <0), uma wvez que

(1V.25) e (1V.8) com f'=f/2 s%Fo idénticas. HNa solugdo da equagdo

(IV.30) encontramos mo=d 27 fe nfom = 2y 1 como em (1V.19)1.
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Segue dessa discuss3o que podemos assoctar aos hadrons tanto
A >0 gquanto A <0, simplesmente mudando as escolhas: das eqs. (lIV.6a)
e (1V.73) se A > O, para as eqs. (IV.23) e (1V.24) se A < 0.

Esse fato sugere que podemos {(teoricamente) obter duas fam(-
l1as de hdédrons: uma para A >0 e outra para :l(O. Essas duas famfllas
poderliam ser: 1) a famflia dos mésons e; (1) a famflia dos Dbarions.

Para mais detalhes a respeito desse fato, ver segZo (1V.6) e o cap. V.

IV.6 - O LINITE DE CAKPO FORTE.

Conforme j4 mencionamos, uma partfcula de teste que carrega
carga forte (4lem de carga gravitacional) segue geodéslcas no espago-
tempo curvo, cuja curvatura é determinada pela distribuigdo de matéria
através de sua carga forte e de sua massa. A idéla de se geometrlzar o
campo forte faz pensar, como j& dissemos, na existéncia de duas métiri-
cas. Vale porém ressaltar, uma vez mals, que © sentido f(gico estad com
as linhas geodésicas que s%¥o as trajetdérias de partfculas llvres no
espago-tempo. Estas llnhas geodésicas, quando representam o movimento
de um hidron de teste (o qual sente o campo forte e o campo gravita-
clonal), definem uma unica métrlica, que chamamos de méirica_ _total g
desde o comeco. £ essa métrica que tem sentido f(slico direto. Somente
de maneira aproximada, quando r-—— 1, +£, se podem aproximar as geodé-

gicas de g com as de . Quando se consideram particulag de teste sem

carga forte, ent3o ndés calfmos no caso ordindrio da RG usual. Assim,
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vé-se que & natural que muito longe do hadrom-fonte a métrica total
coinclida com a métrica gravitacional; e que muito préxime dele a mé-
trica total "se confunda” com a forte, conforme folt escolhideo nas re-
lagBes (IV.1).

J4& vimos que do "ponto de vista externo” um hadron é 2a re-
gi%o Interior a uma superfictie bi-dimenslional (tipo-espago) Fechadaﬁ).
Vimos também, no Capiftulo 1, gue o espago-tempe interior a essa super-
ffcle (que chamamos de héadron, para simpliflicar) & descrito pela me—
trica forte 8 = g. Por outro lado, nas vizinhangas do hadron (em nosso
espaco) temos duas méiricas (e e s8). Porém: se assumirmos a condlgdo
(1V.1b}, vemos que muito préximos a superficle :f teremos, novamente,
apenas uma métrica, a métrica forte 8 = g. De fato, pra r—srg , onde
é o ralo que ldentifica a superficie #f (l.e., r, 6 o ralo do hadron:
sempre pensando nele como tendo simetria esférica, ou aproximadamente
esférica), o campo forte & dominante e deve determinar completamente

as caracterfsticas do espago-tempo. Isso faz plausfvel a condigd¥o

{1V.1b>. Agora, usando essa condig¢3o nas equagles (IV.3? resulta:
R+ J1g=- ke(8§ - g5/2). (1v.31

A superficie r=5 que limita o haddron em nossoc espaco, pare-
ce ser uma superffcle de descontinuidade, pols ela separa uma regldo
interior I[r<y , descrita pela interag¥o forte, pela constante hadrb-
nlca J, e com uma distribuilc3o de carga forte f@] de uma regi3oc exte-
rior [r>q\, descrita por interagfes gravitacionais, pela constante
cosmolégica A, e com uma distribuicdo de massa gravitaclonalfh;— além
de 1}, N e % , nas vizinhangas de n 1. Na figura (IV.1), a superficie
:P, que é ldentificada por r = 5 , € o conjunto dos pontos de "descon-

tinuidade” do espago-tempo que separa o interior (caracterizado por
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) , N e j% ) do exterior do héadron (caracterizado por A, G e .Rm).

{28 fg)

' (A, G, 5

FIGURA (IV.1)

A superffcie ¥ que separa o interlor do hddron do nosso espago.

£ razodvel, ent3o, supor que sobre a gsuperficle ;P e nas vi-
zinhangas dela n%oc tenhamos uma distribuig¢io de massa (ou carga forte)
estivel, de forma que essa superficie n3o pode conter partfculas mas-
stvas estacliondrias; ou geja, 8§ = 0O em :P. Além do mais, nds esperamos
ser possfﬁel encontrar as superff{cles como 5’, a partir das nossas
equagBes de campo. lsto &, através das eqs. de campo (Iv.31) devemos
poder encontrar o "rato” do hadron.

Para 1s3to nés vamos estudar as solugles de:
R+ Ag = O, (1V.31a)

obtida de (1V.31), fazendo-se 8 = 0.

As sclucBes exatas mals simples de (1V.31) jad conheclidas e

de grande import8ncia no presente trabalho serZo estudadas a segulir.
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IV.6.1 - A SOLUCXO DE SCHWUARZSCHILD - DE SITTER: HADRONS COMO BURACOS
NEGROS FORTES.

Essa solug¥o é do tipo da solug¥o de Schwarzschild com termo
cosmolégico, cuja métrica nas coordenadas (t,r,9,¥) é (ver p.e. Rin-

dler [813):

as? = F (r) dt2 - 1/F (™ drd - r2d0),

F (r) =1 - 2g/r + Art/3,

dn = do? + sen’e dy?, (1v.32)

onde g é a massa forte (N=1,c=1) do hadron considerado. No sistema in-
ternacional (S5.1.), com a escolha [carga fortel=Imassal, g = Mg‘/t:'2 '
onde g' é a carga forte do hadron expressa em Kg.

A solucl3o (1V.32) descreve o espago-tempo exterior a uma
partfcula com carga forte g, com simetria esférica, centrada em r=0 e

com carga elétrica nula. Para o caso de uma partfcula carregada (com

gsimetria esférica) com carga Q, devemos conslderar a solucdo de Relss-

ner-NHordstrém - de Sitter

ds? = K(r) dt* - 1/E<r)> dr? - rld01,

F(r) = 1 - 2g/r + Q*/r2 + Ari/3, (1V.33)

‘onde, no s. 1., Qa= Hqi/4ﬁ£@c“, gsendo q a carga elétrica da particula-
fonte medida em Coulomb.

Vale observar, no entanto, que (1V.33) n%o é soluc3o da eq.

(1V.31) (com 8 = 0), mas é solucHo de:
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R - g/2 - Ag = - k NE, (1V.34)

onde E ¢ o tensor de energla-momento do campo eletromagnético, e n3o
forte.

Vamos estudar primeiramente a métrica (IV.32). Ela apresenta
singularidades nos pontos onde F(r) = 0. Conslderemos entZo a singula-
ridade em r=r, , onde r; & a malor raiz de (para A>0, ou A<0):

1 - 2g/r + Aril/3 = 0. (1V.35)

Hés conslderaremos neste trabalho somente o malor valor de r
onde haja uma singularidade métrica, pois é essa mailor raiz que define
o horizonte de eventos para o Infinito futuro nulo g,

A superficie r=r; define um horizonte de eventos "forte” H;.
Conforme vimos no capftulo 11, H¢ é uma superficie bi~-dimensional or-
dindria que & semi-permedvel para efeitos causais. Isto &, geodésicas
tlpo-tempo e nulas dirigidas para o futuro podem cruzi-la somente em
um sentido. As principais caracterfsticas dos horizontes de eventos Jj4&
foram estudadas. Vale porém observar, uma vez mals, que a métrica
(11.32) [bem como qualquer solug¥o de (1V.31)] & relevante somente pa-
ra partfculas de teste portadoras (também) de carga forte quando es~
tiverem multo préximas do hédron-fonte; assim, o horizonte Hf confina
somente objetos hadrdnicos (com carga forte n%3o nula).

Logo, a superffclie r=r,, sendo uma superficie nula, confina
- os constitulntes no seu interior, e além dlsso os dinicos objetos que
podem “morar” em r=r; s3¥o os que seguem geodésicas nulas. Isso implica
que realmente S{matéria) = O em Hy. NSs vemos entdoc que o horizonte
forte H; ¢, na verdade, a superffcie que separa o h&dron do universo

externo, a qual pode ser identiflcada ent%o com a superficle :P da ft-
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gura (IV.1).

Observe-se agora que (IV.35) sempre tem uma solu¢lo r major

que zero para ;{>0, a qual filca entre O & 2g, ou seja:

e xR,
-1

X = - 3grp +\9g2a + 1. (1V.36)

b
L}

Para um nucleon ordinério temos: A 2 10°9 m2; g = 10°n (ver

Caldlrola, Pav#1& e Recami [131): o que produz:

= 107m = 1 fm, (1v.37)
Nés obtemos, ent%o, que o railo do horizonte de eventos que
ocorre na métrica (1V.32) & da mesma ordem de grandeza que o raio dos
hiddrons. Esse fato, juntamente com outrog fatos fundamentals (como p.
e. o confinamento), sugere que os hadrons possam ser assoclados a "bu-

racos negros” obtidos a partir das solugBes de (1V.31); i.e., hadrons

E preciso esclarecer que, por exemplo, o horizonte H o defini-
do por r=r., nf%o & um "horizonte cosmoldglco” no sentido descrito na
secdo (11.3.1); lIsto porque a métrica (1V.32) vale somente muito pro-
ximo ao hadron, onde s £ @. Para dist@ncias um pouco malores vale a
aproximac3o feita nas se¢Bes (1V.4) e (1V.5), pois o campo forte "cail”
muito rapidamente com o aumento de r. Ent¥o a métrica no espago-tempo

exterior a um hddron & da forma (ver apéndlice A):

ds? = F(r) dt? - 1/F(r) dr? - r2d) (1V.38a)

para r-r, —> 0%, e:
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<

ds? = (1—2goexp[—mor]/r)dt‘— (1-2g,expl-nri/ridr?-r2df2

(1v.38bL>

parar >>r, ;: onde, em geral, g,=g.

A forma (1V.38b) vale na regi3io onde 2g expl-m rl << 1. Ago-

ra, para r=r,~1 fm, resulta:

2g,expl-m,rl/r = 1. (IV.3
Dessa maneira, podemos pensar que a métrica no exterior de

um hadron seja da forma (1V.38b) em praticamente todo espaco-tempo
(para r>n, }); e que em r = r, a forma vdalida seja (IV.38a), a qual € a
forma que devemos usar para encontrar o rato dos hédrons, pols ela €
obtida a partir do limite de campo forte.

Um hadron "estdatico” (em repouso e sem spin) com carga elé-

trica q & descrlto pela métrica (IV.33). Nesse caso, o horlzonte de

eventos e, portanto, o raioc do hédron é identificado por:

1 - 2g/r + Q%/rd + Ar/3 = 0,

ou seja,
Ards3 + r2 - 2gr + Q% = 0. (1V.40)
Agora, para hadrons ordinirios o termo Q ¢ desprezf{vel em
relaclo aos outros (com excess3o dos mésons leves — p.e. dos plons,

~ onde Q?t possivelmente tem relevancia). Dessa forma, a raiz positiva de
{1V.40) & da mesma ordem de grandeza que a raiz de (IV.35). Isso sig-
ntfica que hadrons sem spin t&m praticamente o mesmo ralo, n3o importa
se tém carga elétrica ou n%o.

Para completar as observagBes a respeito da soluc3o estatica
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carregada, vale dizer que a métrica para r>n nesse caso também ¢ da
forma (1V.38b), pols, como ji dissemos, podemos desprezar o termo que
contém Ql.

Obtivemos ent%oc que no caso estatico (hadron com spin zerol
-0 espago-tempo exterlior ao hadron é do tipo do espago de Schwarzschlild
para r—r + £ ; mesmo que em geral (para r>rh) em nosso caso a "curva-
tura” tende a zero mals rapldamente que no caso de Schwarzschild. O
mais importante em tudo isso é que o espago-tempo nas vizinhangcas do
hadron tem caracterfsticas suficlentemente préximas daquelas da regldo
do espago de Schwarzschild com r>2H. Assim: o diagrama de Penrose da
regl3o assintoticamente chata do espaco-tempo exterior a um hadron sem
gpin é da mesma forma que o dlagrama na reglZo assintoticamente chata
do espaco de Schwarzschild (regi%o I na figura [11.9]1). Ent3o, podemos
nos valer das multas propriedades conhecidas desse espago-tempo para
estudar as propriedades dos hadrons.

E necessdrio salientar, no entanto, que a reglZio r<n para um
hadren & multeo diferente da regi3o r<2M do espago-tempo de Schwarzs-
child. Por exemplo: um hédron n3io contém uma singularidade em r=0 con-
forme ocorre para o espago de Schwarzschild; ou seja, um hdadron pode
ter uma estrutura interna (ver o capftulo V), enquanto que nada se po-

de saber a respeito da estrutura interna de um buraco-negro ordinirio.
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1V.6.2 - A SOLUCXOD DE KERR - DE SITTER, SEUS HORIZONTES E O RAIO DOS
HADRONS

Claramente as solugBes estudadas na dltima seglo nlo serven
para descrever hadrons com spln diferente de zero. Para Isso devemos
considerar soluges de (IV.31) que levem em conta o momento angutlar
(ou spin} da partfcula fonte e os efelitos da "rotag¥o” dessa fonte no
espago-tempo exterior a ela.

As solugBes de (IV.31) que levam.em conta esses efeitos s3o

conhecldas como solug®es de Kerr - de Sltter; e em coordenadas tlpo

Boyer-Lindquist (t,r,e,y) a métrica é da forma (ver Carter [211]):

s@‘?e

ds2= -Zrdrl/Dir) + YD1 - D(OVia dt-(r2+aydyp17zc. -

- D(r)fdt - a sen’s dpI7ZC. (1V.41)

onde:

72(r,0) = ri + atcos’e, (1V.42a)
D(r) = (ri + a%y(t + A r¢s3) - 2gr, (1V.42b)
D(8) = 1 - Aa’cos?gr3, (1V.42¢)
C.= 1 - Aa?rs, (1V.42d)

sendo que g ¢ a massa forte e 'ga’ o momentec angular (spin) L do hé-
dron considerado. No slstema S.I., com a esceolha [gl] =[ml, temos g =
Ng'/c ; a= L/g'c (g' & a carga forte medida em Kg).

A métrica (1V.41) descreve, ent3o, o espaco-tempo no exte-
rior de um hadron com carga forte g e momento angular L = ga. O espa-
go~tempo M assocliado a métrica (IV.41) tem um horizonte de eventos em

TL

y (ver capftulo 11), onde r.

s € @ malor ralz positiva de:
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ou seja:

Dir)> = (r? + a®)(1 + Ar*/3) - 2gr = O. (1V.43

Para A =0, (1V.43) tem duas rafzes positivas:

a2 ’
L, =g *\gc - al. (1V.44)
Assim, o raio do hadron (do horizonte de eventos) é r =, .

Ocorre que para hadrong pesados o termo A q;/3 é, em geral, razoavel-
mente menor que 1 [p.e. para um nucleon temos A g2/3 = 001072y, logo
a presenga dele em (IV.43) n¥o deve modificar muito os valores dados
por (1V.44). lsso n¥o é, em geral, verdadeiro para hadrons leves quan-
do ).QQ/B pode ser da ordem da unidade (p.e. para um pfon, A Q2/3 =1).

Agora, para um nucleon comum obtemos que:
5o 1 fm, (IV.45)

Encontramos, ent%o, que o ralo r; dos nucleons estd muito

préximo do seu "ralo médio” F, determinado experimentalmente através

de an4alises de dados experimentais que envolvem a interagd¥o forte. ls-
to & verdadeiro dentro da "margem de erro” devido ac fato que ndc co-
nhecemos com precis%o os valores das constantes N e A. Haturalmente,

nés supomos que o ratie r represente o ralo efetivo do hadron conside-
rado, mostrado através das interagBs fortees.
Como j& falamos acima, a aproximac¥o (1V.44) n3o tem valida-

de geral. Dessa forma, um hadron com spin diferente de zero pode, enm
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geral, ser considerado como um buraco negro forte de Kerr - de Sitter
com ralo r=r , a malor ralz positiva de (1V.43}.

Para hédrons com cafga elétrica n%¥o nula, devemos considerar

a soluc¥o de Kerr - Newman - de Sitter, cuja métrica nas coordenadas

(t,r,&,y) tem a mesma forma que (1V.41) e (1V.42), apenas com a eq.
(1V.42b) substitufda por:
D(ry = (r2 +ay (1 + Ari/3a) - 2gr + Q7 (1V.46)

onde Q2 Nq%/4 receHd, e & a carga eldétrica de hiadron constiderado (no
q q g

]

sigtema S.1.).

Aqui, quando A §2/3 & despresfvel frente 2 unidade, resulta

que . , © ralo do horizonte de eventos que caracteriza o hidron, é r =
; , onde:

= g/C, + \g? - (a% + @c, sc,,

1 + Aalrs3. (1vV.47)

e
|

Q
I

Em geral, um hadron com carga forte g, spin ga' e carga
elétrica Q, pode ser associado a um buraco negro forte de Kerr-Hewman-

‘de Sitter, cujo ralo r; é a malor raiz positiva de:

D(r) = (rd + al)(1 + Ar/3) - 2gr + Q% = 0. (1V.48)

E importante notar que todos os ralos ry que definimos acima
tém aproximadamente a mesma ordem de grandeza, ou seja, r =1 fm.
Devemos observar também que para hddrons de spin 1/2 (ou me-

lhor, para os nucleons) temos:
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Nals3 = 1072,

Com isso, podemos desprezar ‘A al/3 frente a unidade nas eqs.
(1V.47> e (1IV.48). Nds percebemos, ent3o, que para dlgtanclas espa-
ciais multo préximas de um hddron (especialmente de um barion), o es-
pago-tempo tem aproximadamente as mesmas caracter(sticas que o espaco
de Kerr (ou de Kerr-Newman) para r = r, (ver capftllo 11, fig.
{11.121). Isso nB¥o significa que seja assim témbém para r>>r, , pois
nesse caso deverfamos procurar solucdes na aproximag3o de campo fraco
{cf. eqs. [IV.101), mas gem desprezar o "mévlmento de rotagfo” (spin?
da fonte.

De qualquer forma, o spin n¥%oc deve ter influéncla até dis-
t8ncias muito grandes do hddron, de maneira que o espago-tempo para
r>>r, é assintoticamente chato: sendo que as caracterf{sticas dessa re-
gl¥o nesse caso s¥o bem préximas das descritas acima para o caso esta-

tico da gecto (1V.6.1).

0 mais Importante de tudo o que fol visto acima é o resulta-

Hés analizaremos com mals detalhes esse fato, e suas consequénclas, no
capftulo V.

Antos de irmos adiante notemos que, em geral, temos o se-

guinte:

al) Para gl > Rd:
As duas rafzes positivas de (IV.48) r; e r, flcam entren, e

r. , onde:
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ry = 9/C, + \g¥- (aZ + QY)C, /C.; C = 1+ Aa®/3. (1V.49)

Rd = 8C, YQZ + a?/9.
a2) Para g2 = Rd:

H4 somente uma ralz r, = n, = ry .
a3) Para g? < Rd:

N%o ha rafzes reajs positivas e, portanto, n3o extiste um ho-

rizonte de eventos.

b1) Para g > Rd:
Existem trés rafzes positivas; uma delas ,r, ,entre 0O e . ,
as outras duas, r;, en , ambas malores que {(mas multo prdéximas de) r, ,
onde ry s3o0 dados por (1V.49).
b2) Para g< = Rd:
As duas rafzes malores colincidem: r; = 1, .
b3) Para g< < Rd:

H4 somente uma rafz positiva em r; {(préxima a rJ.

e o e i e s e e e AR e e e s

H4 sempre duas rafzes positivas entre O er .

H& sempre uma raiz positiva entre O e (Q* +a? )>/2g.

Dag observag@es dos udltimos pardgrafos conclufmos que pode-
mos geparar os hédrong em pelo menos duas classes: a primeira classe
() com A> 0, e a segunda () com A< o,

Agora, se tomarmos 2g = 10%m como o ralio de um hadron de
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referéncla, nds vemos que os hadrons da classe ﬁ sd0 caracterlzados
por um ralo que normalmente fica entre g = 0,5 fm e 2g = 1 fm, enquan-
to que os da classe y t&m ralos normalmente menores que 0,5 fm. Isso

porém n¥o & regra geral, pols depende do fateor C,= 1 + A a?/3.

IV.7 - A GRAVIDADE SUPERFICIAL PARA OS BNF

Nés tniciamos observando que pode-se definir a gravidade su-
~perficial dos buracos negros fortes de Kerr-Newman-de Sitter, K¢ , da
mesma maneira que no caso de Kerr-Newman do capftulo Il. Assim, no ca-

so em que | An}/BI << 0, encontramos:

Yr = ig¥ - (a? + o, rtc, (1V.50)

onde,

(a2 + n%y/c,, (1V.51)

o"
I}

e onde r; é o ralo do horizonte de eventos, que nds escolhemos como
sendo a malor raiz de g'"= 0.

Para um BNF estatico da seq¢¥o (IV.6.1) a gravidade superfi-
ctal & definida da mesma forma que no caso ordinidric (ver a equac3o

[111.31]); assim obtemos:

Z o]
X = -lim (ghgT(D g,/ armtray. (1V.52)
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Ent3do, a partir das relagles (1V.32) e (IV.33) obtemos, res-

pectivamente:
Ko (q + Ad/3y/cd = p]
.= (g A2/ = s o+ Angor2, (1V.53)
K- g+ Artss - o¥/nosed= G+ An - Q3D (1V.54)
£ 9 s LM/ = T s L7 -

onde 193 € a majlor ratz posttiva de grr=0, em cada caso.

Quanto as rafzes poritivas menores que r

t + n6s a principio

n¥o atribufmos nenhum significado especial.és mesmag; uma vez que para
rirg, em geral a métrica é diferente, pole n%o temos mais § = 0. Ou se-
Ja, o hddron & suposto ter uma estrututa Interna, de forma que as
equaclies anteriores (p.e. a eq. [1V.48]) n3o s¥o vélidas para determi-
nar as rafzes menores. Mas se S = O também para r suficientemente me-

nor que r. , digamos até r=r. da eq. (1V.49), entdo essas rafzes meno-

reg realmente existem e podemos atribuir algum sentido f(sico também a
elas. Todavia, nés nZ%o trataremos desse problema aqutl.

A férmula (I1V.50) pode ser usada em algung casos, mas para
vermos como a situaco se modifica quando o termo ;lgfla ¢ importante,
consideremos o caso gsimples seguinte.

Como vimos acima, para A >0 normalmente temos duas rafzes, 1

e r; . Consideremos aqul, para simplificar, o caso em que as duas raf-

' zes coincidem: = 1, = r, , onde
Ari/a + Gr* - 2gp + QF + at = 0; G =1+ Jat/3.  (1V.55)
Seja, ent¥o, y = - }_%4/3 ey =Cr* - 2gn + g? + a?. Se ry

é Unico, entdo y, e y, s#%o tangentes em r, , conforme pode ser visto

através dos graficos de y, e y, , ou seja:

130



ZC+Q -

2g = -4 Ar3/3.
Subsgtituindo em (l1V.55) vem:
Q,%l - 3gr, + 2(Q1 +at) = o0,

cuja solugdo {(dnical) é:

PP .
r, = 3g/2C, = V2(Q? + aly/c,. (1V.56)
Comparando com o caso onde I}qu/Bl <<1 , onde a ralz dunlica

€ obtida quando g g = [(Q? + a1)0+]%, vemos que © termo ;AQZ/B mo-
difica sensivelmente os resultados.

Note-se que a gravidade superficial, para um buraco negro
forte de Kerr-Hewman-de Sitter [nas coordenadas (t,r, g ,y})], ¢ bhasl-
camente a derivada de @' em relag3o a r. Assim, a gravidade superfli-
cial é nula quando o zero de g'" € um dos seus pontos de minimo ou de
maximo.

Além do mais, segue de (1V.50) que para o caso Iﬂ-gzlal <<1
a gravidade supefficlal é nula quando a ralz de (IV.48) & unica. Ana-

logamente, a gravidade superficial de um BNF de Kerr-Newman-de Sitter

é nula em geral quando:

g? = 8C, (Q¥ + at)/9; (1V.57)

ou seja, a_gravidade superficial é _nula para_héddrons__que _ficam__numa

B d L L e R S e L L e e e e e A e e e T e e o S i e R i e

Esse ¢ apenas um resultado preliminar de uma série de resul-
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tados Interessantes que obteremos no capftuleo V. Em particular, encon-
traremos que os hadrons da classe M parecem ser os mésons, enquanto
que os da classe g podem ser os birions.

0 resultado que o8 bdrlons que flcam numa trajetdria de Reg-
ge e%0 associados a buracos negros fortes com gravidade superficial
nula serd mutto iuti1l quando tratarmos da termodinf@mlica dos buracos ne-
gros fortes aplicada 3s partfculas elementares (no capftulo V). La ve-
remos que também os mésons podem ser BNF com gravidade superficlal nu-

la [ef. eqs. (IV.53) e (1V.54)).

132



CAPITULO V

A TERHODINAMICA DOUS BURACOS HEGROS FORTES (BNF): POSSIVEIS
APLICACTES

V.1~ INTRODUCXO

Uma primeira indica¢¥%o de que os hiadrons podem ser conside-
rados como objetos tipo buracos negros, mals especificamente como bu-
racos negros fortes (BNF), foi obtida (ver p. e. Recami [73]1 & Recami
and Castorina [771) conslderando as solugles das equagBes de Einstein-

Yukawa (cf. p.e. Roos [881), i.e. equactes do tipo:

R - gR/2 = -k NT, ; ko= 8Treo, v.1?

onde n, é o tensor de energia-momento obtide a partir do potencial

(escalar) de Yukawa

Vir) = -g expl-m,rl/r. (v.2)

Para detalhes desse tratamento ver o apéndice C (ver também

Recami (72,741, Sivaram e Sinha (89]).

No capftulo IV nés mostramos que os hadrons em geral podenm

ger conslderados como golugBes tipo T"BNF” das equagles de campo
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(IV.31), que s3o propostas para descrever os campos gravitacional e
forte "simultaneamente”. O tensor R em (1V.31) descreve a curvatura
total (devida acs dols campos) @ pode ser chamade de tensor de Ricci
total; e R de escalar de curvatura total.

0 tratamento dado por nds no capftulo IV & potanto muito di-
ferente daquele ques toma por base a equag3o (V.1). Em nosso <caso re-
. fulta que o campo forte {(g8) ¢ verdadeiramente gegmetrlizade, no sentido
que partfculaz hadrnicas de teste seguirido gecdésicas do ezpago-tem-
po; enquanto que no caso de (V.1) tais partlfculas alnda n3o seguem
geodésicas, mas o campo forte age exercendo uma forga adicional sobre
2 partfcula (andlogo ac que acontece com uma partfcula carregada ele-

tricamente dentro da teoria da RG padr3o).

Agora, o fato que podemos tratar os hddrons como BNF nos le-
va a pensar na possiblllidade de generalizar a termodin8mica dos bura-
cos negros gravitacionals ordindrios (BNG) a2os nossos BNF. Algumas

aplicacBes dessa termodin8mica dos BNF jd4 fol tentada e sugerida (ver
p-e. Ammiragju et al. [2]1). Mas nenhuma demonstracfo explfcita fol da-
da de que essa termodin@mica era vdlida. Nés veremos a seguir que a
general izacdo dos resultados dos BNG para os BNF & multo dellcada. Por

exemplo, & geralmente acelto que um BNG n3oc tem estrutura interna (1i.

., um BNG contém uma singularidade no seu Interjorl, enquanto que
nogsos BNF realmente precisam ter uma estrutura ({(nterna conforme os
hddrone.

Porém, como veremos a segulr, & possfvel generalizar a ter-
modin8mica dos BNG aos BNF com alguns teoremas em singularidades sendo
vicl ados de forma que um BNF pode ainda ter uma egtrutura interna. O
proprie Hawking (Hawking and Ellls [51], pg. 96) mugere que, quande o

.15
raio de curvatura do espaco-tempo torna-se menor que 10 m, a curva-

tura & td3o0 grande gque esza regi3c espaco-temporal pode ser conzlderada
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como uma "singularidade”. Nesse caso, de acordo com nossa abordagenm,
um hddron por 81 8d jéd conta como uma "singularlidade extendida”: e o
esfor¢o dos fislcos em entender a westrutura Interna das partficulas
elementares pode ser visto, na verdade, como um esforco para se enten-
der a estrutura dessas "quase-singularidades”. Assim, nossa teoria
"gcale-covarlant” & uma tentativa de resgatar a valldade das leia ff{-
slcas, mesmo nas sltua¢Bes de curvatura tido extrema como no interior e

na vizinhancga de um hddron.

V.2 - A LEI DAS AREAS OU SEGUNDO PRINC(PIO DA TERMODINAMICA PARA 0S
BNF

Para come¢ar, ¢ necessdrlo mostrar que o teorema de Penrose
(ver ge¢do [I11[1.3]1) tem validade também aqui: i.e., que o8 geradores
do horizonte de eventos (forte) Hy s¥o geodésicas nulas, sem pontos
extremos futuros, que nunca se encontram e ficam sempre em H; . Essa
generalizac¥o é Iimediata, pols o teorema depende apenas da estrutura
causal do espago-tempo; e, uma vez que o horizonte Hp & uma guperficie
nula (ver capiftulos 111 e 1V} e o espago-tempo (M) que estamos consi-
derando agul & orintdvel no tempo, ¢ referido teorema tem valldade. £
necessdrio observar, uma vez mals, que nosga teoria diz respeito ape-

nas as particulas portadoras de carga forte (além de carga gravitaclo-
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nal). E, mesmo se n3¥o existem partfculas hadrfnicas que viajam & velo-
cidade da luz, as geodésicas fortes nulas s%o bem definidas.

Depois disso, tentemos generalizar a Segunda Lel da Termodi-
nimlca dos BNG ao nosso caso. Tal ”Segundo princfpio” diz: << A super-
ffcie do horizonte de eventos nunca decresce, para o futuro, em qual-
quer processo ff{sico. Em particular, se dols buracos negros (BN) coli-
dem formando um dnico BN, ent¥o a drea do novo buraco serd malor que a
soma das dreas dos dois primelros >>. Daf resulta que um BN nZ%o pode

bifurcar-se dando origem a dols ou mais novos buracos negros:
8A 2 0. (V.2)

A prova desse teorema devido a Hawkling jé fol dada a segdo
(111.3), e assume que o espago-tempo seja regular e previzivel, e que

seja valida a desigualdade seguinte:
Rys VAV" < 0, (V.3)

para todo vetor tipo-tempo ou nulo V.

Ora, em geral, qualquer espago-tempo assintoticamente chato M
& regular e predizfvel desde que n¥o hajam singularidades nuas (vizf-
vels do infinito nulo futuro $). Em todos os espago-tempos considera-
dos no capftulo IV, e que podem descrever os hddrons, n¥o hd singula-
ridades nuas, porque ex!ste no mfnimo um horizonte de eventos que es-
conde a singularidade que por ventura possa exlistir. Por cutro lado,
como veremos a seguir, posslvelmente nossos espago-tempos n¥o apresen-
tam singularidades, porque as condig¢Bes necessirias para suas forma-
¢¥es n¥o sFoc em geral todas satisfeitas.

Por enquanto, vamos voltar a tratar do Segundoc Principlo.
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Para lsso, consideremos mais uma vez a equag¢¥o de Raychaudhuri-Landau

(sec¥o [I11.31), ou ent¥o o "focusing theorem” (Misner et al. [19]):
2
dVEI/dp¥ = Ru NN - 62, (V.4

onde Ay € a drea da seglo transversal do felxe <i,de'beodéslcas nul as
vizlnhas"geradoras do horizonte de eventos; N é todo vetor nulo; § & o
cizalhamento ("shear”}; e p ¢ o par8metro afim.

Assim, se a condig¥o (V.3) & satisfelta, a eq. (V.4) resulta:
a\Ad 7dp? < O. (V.5)

A equagdo (V.4) & basicamente a mesma que a equagdo para a
expans¥o das geodésicas nulas vizinhas num espaco-tempo M (eq. de Ray-
chaudhuri-Landau). Agora, a condig®io (V.5) implica que, se a dertvada
primelra de qg:lfor negativa em algum evento P, entdo a partir dJdesse
ponto ela serd sempre negativa, e ¥A, atingirs valor zero depo;s de

um intervalo finito do par8Smetro afim p. Isso somente n3oc viola o teo-
rema de Penrose referido acima [e descrito na seg¢do (111.323 se as
geodéslicas geradoras do horizonte de eventos Hy atingirem uma singula-
ridade antes de se interseptarem. Nesse caso haveria a formagdo de uma
singularidade nua, e nossos BNF se reduziriam a um ponto. Assim, com a

hipdtese da predicabilidade assintdética futura (i.e., n¥%o hd singula-

ridades nuas) do espago-tempo, nds encontramos que:
avag'zdp > 0. : (V.6)

Como (V.6) vale para todos os felxes «, concluf-se que a

drea total A da sec¢¥o transversal do horizonte Hy n¥o pode decrescer
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quando nos movemos para ¢ futuro, ou seja:

éAFz O em qualquer processo ffsico. V.75

Resta portanto analisar se a condig3o (V.3) & gatisfeita no

espago-tempo M em estudo.
Observemos, antes de mals nada, que para obtermos (V.&)
usou-se a eq. (V.4), a qual & vdlida para todo vetor nulo N. Nés entZo

vemos ser sufliciente que seja satisfelta a condigo:
Ru MY < 0O (v.8)

em todo M, para todo vetor nulo N, mesmo que (V.B) n¥o seja vadlida pa-
ra vetores tlpo-tempo t.

Nés j4 sabemos, do capftulo 1, que o tensor-de matéria forte
S (conforme definido naquele capftulo) satisfaz as mesmas cond!icBes
que T, uma vez que temos: S = NT. Vamos ent3o assumir, por enquanto,
para § as mesmas condl¢Bes aceitas para T (cf. Hawking and Ellis

[511); isto &, vamos supor que S satisfaga a condig3lo fraca de ener-

gta:

S.s N > 0, (V.9)

para todo vetor nulo N.
No caso de um fluido perfeito, por exemplo, quando pode-se
expressar as componetes do tensor de energia momento T (ou 5) com re-

lag%0 a uma base cortonormal (e, .,e ,e ,®, i@, tipo-tempol) na forma:
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P c 0 0

T =/0 » O O y (V.10
o 0 B 0
0O Q O B,

entdo a condigio (V.9) Implica em:

P + g 2 0. (V.11)

Note-se que, quando (V.9) & satisfeita para todo vetor ti-
po-tempo ou nulo ¥V (que & a verdadeira condig3o fraca de energla, con-

forme definida por Hawking and Elilie [511):

S vyt > o, (V.12)

a desingualdade (V.11) deve ser substitufda por:

+p. >0 > 0. (V.13
A

EFm nosso caso, no entanto, & suficlente a condicg3o (V.9), a
qual & menos restritiva que a segunda [eq. (V.12)].

Assim, usando as nogsas eqs. de campo (1V.3), vem:

(Rup + 7\3,“.»)14"‘14') = = ko (Sus - gﬂs.ffz)n“n";
ou seja (como %”,N”N) = 0):
(Ryp + }S,.US)NHH') = = ko Sw H“H'}; (V.14)

ou ainda:

139



Ruw HANY < - AsoNAN";  (8=0). (V.14a)

Na relaclo (V.14) temos duas situacg@es limites considerando

ags condlig¢8Bes (IV.1) que o campo 8 satisfaz;

1) No limite 8 —>» g o termo quN#Nﬁ se anula e resulta da eq. (V.14a)
que a condlg¢do (V.3) & satisfeita, pois nesse llmite vale também a

condig¥o assumida em (V.12) para o tensor de matéria forte § (ver a

gequir?’.

ii) No limite de campo fraco temos: g = 1L+ f onde Ifyl << 1, e pode-

mos usar as relacgSes (IV.7) e (IV.24), l.e.:
8 = 11: £, ”+" para A>0 e -7 para A<o. (V.15)

Nesse caso, podemos escrever a equagdo (V.14) na forma:

(Ra + AC Mot G VIFEY = —lop (S ~g,s SI/2INN",
ou}
(Rup = AL IR = -y (Bup -g0 E/722WN2, (V.16)

onde, conforme a equa¢lo (I1V.11} da seg¥o (1V.3), temos:
§=8 - 7"'1/1(.,. (V.17)

Hés vimos, no capftule IV, que o vicuo nas vizinhangas de um
hiadron & obtido fazendo-se 8=0 (e n%o S$=0); ou seja, fazendo-se [de-
pols da eq. (V.17)1 8= )Vn/ko. Assim, o papel de tensor de matérla

forte nesse caso & desempenhado por S (e n3o por 8). Por isso, nés pe-
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dimos que o tensor S (e n3o S) gsatisfaga a condlgdo fraca de energia

(Vv.12), 1.e.:

9

e “' ~
S.w N¥N"> O, N N% = 0. (V.18)

Ent%o, levando a condigio (V.18) em (V.16), encontramos:

(Rup + N\ G NN’ = -l S, NN < O. (V.19

Agora, se §=0, o termo do lado direito de (V.14) [kgs“pngé]

domina o termo * A& N“R”. Obtemos ent¥o que a condic%o (V.3) & vélida

sempre que S40.

Por outro lado, no caso de E:O,da eq. (V.12) vem:
R WNY< A6, N4NS. (V.20
Mas das eqs. (1V.8) e (1V.25) seque que:
£ = 2(g - 1\)_ (V.21

Além do malis, visto que o ginal "menos” em (V.20) vale para

A <o, enquanto que o sinal "mais” vale para A >0, podemos escrever:
+ N WA = 1 Aigo N4N7. (v.22)
E ent#8o, usando (V.21) obtemos:

#

4 - Yo ®
I 16 NARE =21 Altg,, - MO ==21 A 1 M ANV <0. (V.23

141



Logo, substitulndo (V.23) em (V.20) vem:

Rw NN < 0. (V.3b1s)

N6s obtivemos ent¥o que a condig¥o (V.3) & satisfetta, pelo
mencg no caso slmples de um problema estdtlico como o discutido acima.

Note-se, antes de prosseguir, que a equagio de "focusing”
(eq. (V.4)] se aplica a um feixe ol de geodésicas yvlzlnhas (geradoras

do horlzonte de eventos forte). Portanto, seria suficlente analisar o

—— e e e A Al

mente pode-se escolher coordenadas de forma a reduzir a métrica g na
métrica chata N . Agora, desde que seja mantlda a covarianga geral das
nossas equagBes de campo, segue que a escolha g = TL fmplica em fazer
8 = M [cf. eqs. (IV.7) e (IV.24) e ¢cf. s—» g no limite de campo for-
tel. Assim, desde que o tensor de matérlia forte 8 satlsflizer a condi-
¢%o fraca de energla leq. (V.18)]1, segque de (V.19) que a condlg3o
(V.3) & gempre sattsfeita localmente.

Nés conclufmos imediatamente que a drea da seg3o transversal
de um feixe o qualquer de geodésicas vizinhas geradoras n3o decresce
para valores "futuros ” do parémetro afim p. E daf a le! das dreas

para os BNF segue diretamente.
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V.3 - ENTROPIA E TENPERETURA DE UM BNF

Com a condig3o (V.8) satisfelta, segue da discusfe anterior
que a area A da superffcte do horizonte de eventos dos BNHF n%o dimlinui
com o tempo, e podemos realmente generallzar a termodin8mica dos BNG
para os nossos BNF. Ou seja, podemos relacionar a entropia S do BNF
com a 3drea A, da mesma forma que no casc dos BNG. Aqui também, obvia-
mente, a entropla £ pode ser associada & quantidade de Informagdo
"perdida” a respeito dos constituintes do hddron em relag¥c a Informa-
¢Ho que terfamos deles se fossem livres.

Do ponto de vista puramente clissico, a entropta de um BNF
também seria Infinita, pols poderfamos construf-los usando um numero
infinitamente grande de partfculas com energla (e carga forte) arbi-
trariamente pequena, de forma que o ndimero de confilguragdes internas
(bem como a informa¢3o perdlda) poderla tender ac inflinto. Porém, mals
uma vez o principlo de incerteza impBe um limite nesse nimero, pols o©
comprimento de onda Compton A das partfculas constituintes deve ser
{(no maximo? da ordem do dié@metre do BNF, se quizermos considera-las

como locallzadas no seu interior. Ilgto é:
Ac = fi/fmc = 2ry ,
de onde tiramos que:

m = h/2cry , (V.24)

3x161 Kg, ou seja, um va-

I

© que para um nucleon (q'z 1 fm) produz m

lor praticamente da mesma ordem_de_grandeza que a massa do préprio nu-
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cleon.

Vemog assim que um hidron tem um numero finito de configura-

o conceito de entroplia de um BNF pode ter sentido}). £ Interessante no-
tar que o prtcipfo de incerteza parece limitar também a nossa possibl-
t1dade de observarmos a egtrutura interna dos hiddrons, pols, por exem-—
partf{culas mals elementares.

Conforme ja discutimos no caso dos BNG, para que o nosso

concelto de entropla de um BNF tenha sentido, o BNF deve emitir "ra-

diac%o térmica” como um corpo negro com a temperatura (ver Hawking

£801)3

T, = [ 387/ 3g7t, (v.25)

onde g é a carga forte do BNF. Se usarmos unidades tals que [gl=(H1],

entBo (V.25) se escreve na forma:

T, = 2L 5S¢ 7 dm1 L, (V.26)

Como o espago-tempo que estamos considerando é assintotica-
mente chato, certamente podemos assumir aqul o resultado obtido por
Hawking [49] [ver seg¥o (111.5)]1. Assim, um BNF deve emitir partfculas

comc um corpo negro com temperatura dada por:

T = h)¢/20ke, (V.27)

d
onde Y¢ ¢ a gravidade_superficial forte do BNF, e k a constante Boltz-

= . ] e i, i e . s i et iy P,

mann.
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Procedendo da mesma forma que para os BNG, nds encontramos a

sequinte relag¥o entre a drea A do horizonte de eventos e a entropia 5

do BHNF:

S = kcPA/4NN. (V.28)

Para encontrar (V.28) basta observar que temos, por exemplio

(ver seg¥o [IV.71]},

Y= (A + 1/ /2, | (V.29)
onde r, é tal que:
r - 2Ngs/e? + Agdsa = 0. (V.30)

S

De (V.30) obtemos ( A constante):

dm = dg = (A + 1/ YdA/16WN = X; dA/8IUN, (v.31)
onde
A = 4Tg2.

Comparando (V.31) com a relag3o termodin@mica

dE = TdS + termos de trabaliho,

e usando Tg dado por (V.27), obtemos:

ctK; dassuN = 1K¢ dS, /21ke,

ou seja:
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dSg = kc®dA/4Nh. (V.32

Se supormos que S;—-—— 0 quando A——=0, resulta de (V.32},
por integrag3lo, exatamente a relacgc3o (V.28),
Encontramos assim a rela¢¥o entre a drea da superfilcie do

horizonte de eventos e a entropia associada a um BNF. lsso solldifica

o Segundo Principio da ffsica dos BNF que ¢ o Segundo Princfplo da

termodin3mica na linguagem dos buracos negros (agora formalmente gene-
rallzado). Além do mals, depoils da equag3o (V.32), v8-se que (V.31)

nada mais é do que o Primeiro Princfipio da termodin8mica dos BNF.

Podemos ainda, usando a relag3o (V.27), e de forma andloga

com o caso dos BNG, formular o Princfplo Zero e o Terecelro Princfpio
da termodinfmica dos BNF. Isto, porém, n%o nos trard novos resultados;
de forma que & mals |interessante agora tratarmos de algumas aplicaglesg
dessa termodin8mica generallzada, em especial do Segundo princfpio, a

alguns fen8menos f(sicos relevantes! como veremos a segulr.

V.4 - CONSEQUENCIAS DO SEGURDO PRIRC(PIO DA TERNODINANICA DOS BRF

Para inlciar, vamos observar que os resultados que obteremos
nesta se¢lo dependem somente da lei das édreas (eq [V.7]), Indepedente
de a relac¥%o da drea A com a entropla S ser viélida ou n¥o. Tude o que
supomos nesta se¢Zo é que a superffcie do horizonte de eventos forte

satlsfaca a lel das &dreas (conforme mostramos anteriormente), e que os

146



BNF tenham uma estrutura interna, de forma que possam realmente ser

agsoclados a hadrons.

A let das 3sreas (ou segundo principio da mec@nica dos BHNF)
apllicada a dols BNF Interagentes nos diz que, se os dols buracos Ini-
ciae colidem e se fundem originando um udnice novo buraco forte, a
drea da superffcle do horizonte de eventos do BNF final (A) & malor

(ou no mfnimo tgual) a soma das dreas dos buracos originais (A;y + Ay):

A > A, + A;. (V.33)

V.4.1 - O COLAPSO DE UMA ESTRELA

Consideremos inictalmente o colapso de uma estreia E com si-
metria esférica e massa malor que aproximadamente tr8s massas solares.
Como se sabe, pela teoria padr3o, tal estrela n3¥o estabiliza como es-—
trela de néutrons e coiopsa para ralos cada vez mencres. Estamos Inte-
ressados no caso em que E (ou melhor, o seu carog¢o central) atinge a
densidade da matéria nuclefnica antes de colapsar além do seu horizon-
te gravitacional (em ; = 2GM/c?); 1.e., gquando sua densidade média

S Y
ﬁN = 3c‘/(32't‘f631‘19‘) é malor que a densidade 91= 10 g/cm3 da maté-

ria nuciear, ou seja:

5
3cb/ (32163 M) 3 100 grem? . (v.34)
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A relag¢3c (V.34), no caso de um colapso_homogéneg, quando M &

P b A — L

a massa total da estrela, produz:

M £ SNy . (V.35)

Assim, se a massa M da estrela satisfazer a

3Mp < M £ SMg, (V.36)

-~

quando a2 estrela atingir o estado de estrela de néutrons os néutrons
constituintes colopsariam entre eles dando origem a noves "super-néu-
trons”: e egse processo deve satisfazer a lel das dreas. Ent 30, depois
da relac3io (V.33), a érea dos novos "super-néutrong” seria malor que
JFA,: onde N ¢é o numero de n&utrons envolvidos no processc, e A, a
drea da superficie de um n8utron.

Dessa forma, se todos os n8utrons colapsam entr si, o segun-
do princfpio da termodin@mica dos BNF exlge que no final o novo "su-
per-néutron” tenha uma 4rea A > NA,, onde N é o nﬁmero de néutrons
originals da estrela ao aingir seu estado de estrela de néutrons.

N6s obtemos ent3o, nesse modelo simples, que uma estrela co-
lapsante, de massa M entre 3¥p< M £ 5SMg, n%o torna-se um buraco negro

gravitacional, mas tende o re-explodir dando origem a um novo objeto

com "horizonte-forte” com rajio da ordem de R, onde:

1 < R £ 3 dlas-luz. (V.37)

Naturalimente, tal explos3o serd complicada pelo fato que os
"super-n8utrons” devem evaporar (ver Hawking [48,4%91, de Witt ({271}

exatamente como esperado para BNF genérlicos.
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Algumas consideragdes a respeito da evaporag3o dos BNF serdo
feitas mails adiante, na sec¢fo (V.5).

Por ora, devemos notar ainda que o intervalo representado
pela equacdo (V.36) nBo deve ser tomado t¥o seriamente; pols ele de-
pende muito fortemente da forma do colapso. Na verdade tal intervalo e
funcdo da dengidade_¢critica f% da matéria nuclear além da qual os
néutrons comecam a se juntar . Além do mais, as conclusles dependem
mulito do que se passa na regl3o central da estrela, pols essa é a re-
gl¥o que primeiro atinge a densidade crftica. Sendo assim, nem toda a
massa de E & relevante, porque a explosﬁo.pode iniciar a ocorrer mesmo
antes que toda massa de n&utrons se funda {(colapse).

Por exemplo, se em vez de escolhermos fk= 101$g/cm3, lden-
tificarmos f} com a densidade d do carogo centiral da estrela de néu-
trons, dada pela férmula padriio d ¥ 0,823(M/Mg) x10 g/cm , ent¥o o in-
tervalo permitido na equag3o (V.36) desaparece, visto que a condicdo
f%n > d produz o vinculo M £ 2,2 Ng. Todavia, esse resultado também
n3oc & de tode conclustvo, peois, como dissemos, a massa que entra na
expressdo para j%y normalmente deve ser apenas uma parte da massa de
E; e isso eleva o valor maximo M § 2.2 Mg obtido acima.

Claramente, ent3o, a quest3o se o fendmeno descrito no fnico

desta sec¥o acontece ou n¥o na naturaza é alnda um problema aberto,

estudar o colapso da estrela.
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V.4.2 - O "BIG-CRUNCH"” DO COSNHOS

Vamos anal lsar agora o caso mals interessante correspondente
ao colapso de uma massa t%o grande quanto a do nosso cosmos, H510$4Kg.
Nesse caso as dificuldades encontradas acima n¥o aparecem, visto que
o ralo de Schwarzschild é t¥o grande (ry = 1,5x10J?m) que ndés temos de
nos considerar no interior de tal horizonte; 1.e., devemos tratar do

» ”
colapso como ocorrendo no interior desse buraco negro cosmico.

Assim, se na fase de contrag3o nosso cosmos U em algum estd-
glio atinge o estado de uma super-estrela de n&utrons com -~ 1080 néu-

trons, ent3o a equac3o (V.33) exlge que no final o objeto formado deve

ter uma Area

80

Ay >> 10% An.

Ou seja, a super-bola de né&utrons re-explodird tendendo a

formar um novo objeto com ralo

p—

Ru >> R,

2x1025 m, gque & préximo do valor presentemente acelto para o

n

onde R
"raio de Huble” do nosso cosmos, mas & ainda pelo menos duas ordens de
grandeza menor que o raio de Schwarzschild r; : o qual deve ser consi-
derado, de acordo com nossa teorla, como o “rajo” de expansdo mdaxima
do nosso universo. Nés podemos ent¥o ter cliclos sucessivos de expan-
s¥o/contrag¢do, todos tomando lugar no interior do horizonte cdsmico g.

Essa indicac¥o da termodin8mica é a udnlica conhecida por nés

até agora que permite prever flsicamente que o universo dd origem a
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"uma nova crliagdo”, depols de sua contrag#o. Note-se que nessa aborda-
gem n¥o existem singularidades passada (inicial) nem futura (final) na
hlstdria do cosmos (cf. também Rosen ([(87,88,891): de modo que as leis
f{sicas n3o deixam de valer na vizinhanga temporal de tal ”"Big-Crunch”
n3c singular.

Note-se também que tals simples conclusBes podem n%o ser 11-
vres de crftlicas se, por exemplo, durante o colapso do nosso cosmos
houver a gerag3o de um numero muito grande de fdétons (antes que o cos-
mos atinja a fase de uma "super-bola” de né&utrons), de forma que eles

[

carreguem grande parte da entropia gerada pelo colapso. Esses fdtons
podem impedir a re-explos%o do universo, jd que eles n3o obedecem a

equag¥o (V.24). N6s observamos, contudo, que (V.24) decorre da lei das
dreas dos BNF e, desde que o universo em sua fase de estrela de n&u-
trons tenha N & 10sonéutrons, os resultados acima parecem independen-—
tes da quantidade de fdétons gerado pelo colapso? porque n3o dependem

explicitamente da lei da entropia, mas sim das leis das dreas.

V.5 - A TERMODINAMICA DOS BNF E AS PART{CULAS ELENENTARES

Nés vimog, no capftulo precedente, como se podem obter cer-
tas caracterfsticas dos hédrons, quando tratados como buracos negros
fortes dentro do contexto da nossa obordagem cléssica unificada das
interag®es gravitacionais e fortes. Nas primeiras sec¢Bes deste capltu-

lo completamos a generaliza¢g3o da Termodin83mlca para os BNF. Aqui, fa-
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remos um estudo mals aprofundado das consequfncias de tal termodin3mi-
ca no &mbito das partfculas _elementares.

De acordo com a se¢¥Bo (V.3) qualquer héddron corresponde a um

BNF cuja entropla e temperatura s¥o, respedivamente:

kc? A/4RN (V.38)

n

S¢

Te

ﬁ'x;/zwkc, (v.39)

onde A & a srea da superffcie do hddron (BNF) e )& sua “gravidade for-
te” superficial. .

Segue imediatamente de (V.39) e (V.29) que para um hadron
ordindrio a temperatura Ty & da ordem de

1, = 10%% k. (V.40)

Ent%io, de acordo com as discuss®eg do eapftulo III, um hiddron em geral
deve emitir a radiacXo caracterfstica de um corpo negro a temperatura
T, - Sendo assim, ele deve "evaporar” em um tempo A% mulito curto; ou
seja: A% deve ser da ordem do tempo de decaimento das partfculas ele-
mentares frente a Intera¢#o forte ( AT= 10433), conforme 0 que obbtl-
vemos no capftulo 1.
Note-se entretanto que, assim como um corpo negro absorve
fétons e emlte um espectro caracteri{stico somente de fdtons, e
um buraco negro gravitacional "absorve” qualquer partfcula que te-
nha carga gravitaclonal e emlte um espectro caracterfstico de qualquer
partfcula, um BNF, por sua vez, "absorve” somente partfculas portadoras
de carga forte (partfculas hadbnicas) e portanto deve emitir um es-
pectro caracterfstico de partfculas hadrénicas somente. Ent3o, n3o se

espera que um hadron "evapore” (fortemente), pela emiss3o de partfcu-
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las que n%o sejam hadrons.

Esses resultados podem ser usados para tentar explicar al-
gune fen8menos que ocorrem em altas energias, como é o caso dos eaven-

tos "Centduro” e "Chiron” da fenomenologia dos ratos cdsmicos (ver

Ammiraju et al, [23).

L

Vv.5.1 - SOBRE A ESTABILIDADE DOS HXDRONS FRENTE A INTERACKO FORTE: UMA
POSSIVEL DIFERENCA ENTRE Mf£SONS E BARIONS

Obt ivemos acima que um hadron em geral deve decalr fortemen-
te em um tempo muito curto emltindo outros hédrons. Como, entdo, expli-
car a establilidade (em relac¥o as interag¢g8es fortes) dos nucleons, dos
pfons ou dos outros hédrons que tem vida médla AL>> 10¥s; 1.e., que
nfio decaem vla interagBes forte?

A resposta para esta quest¥o & simples se considerarmos o
fato observado no capftulo IV a respelto da gravidade superficlal de
certos BNF (i1.e., de certos h&drons). Nés dissemos 14 que a gravidade

superficlal de um barlion que fica numa trajetéria de Regge & nula (cf.

equagBes [1V.50]1 e C[1IV.571):

a? = 992/8C+— Qz, com g = Nm/c?;
entdo;

2 /gtct = 9 Nigisec, M - Q% i €, =1+ Na?/3, ou seja:
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> = (9/804) N gi/ct - QPge?. (v.4a1)

Assim, nesse caso, a temperatura T de tals bidrions € nula e
eles n¥%o decaem via Interacdo forte.

A mesma conclus3o pode ser tirada também para os mésons que
tenham carga elétrica n%do nula (ainda tomando A> 0). Isso pode ser

obtido considerando a gravidade superficial forte para tal BNF que ¢
(ver eq. [IV.571):
= 2 Ar3 - 2 rn2
Xe= c2(2g + 2 A3/3 - 2Q°/rg )/252, (V.42)

onde r; € a malor ralz da equagdo:

ArY/3 +r2- 2grn + Q¥ = 0. (V.43)
3 an

5
Ent%o, a gravidade forte superficial (V.42) é nula se

92 = BQQ’/SC»,. (V.44)

onde A e g est¥o relaclonados por:

g =\V273x x® - ¥5H,

com

x = gfA7e +\atAse +1,

Todavia, se substituirmos o valor aproximado da nossa abor-
dagem para N em Q% = Nq¥/4W&cH, da eq. (V.44) obtemos: m = 1039Kg; ou
seja, aquela relag3o n3io & satisfelta para os pfons, os quais devem

ser BNF do tipo dos buracos de Relssner-Nordstrdm - de Sitter (ver o
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capftulo IV},

Além do mals, tsso n3o explica a estabilidade do pion neu-

tro.

Contudo, se admitimos que A pode ser negativo [ver a seg3o

(IV.5)]1, entZo de (V.42)com Q=0 wvem:
Y= cit2g + 22g3/3)/252.
Assim, Tp serda nulo quando
g=-Ag3/3 = 1 A3,

© que ocorre em 1z = 039/17\| ; o que, pela relac3o (V.43) com Q=0, im-

plica em:

g = 1/3Vi A , ©Ou seja:
A = 1/9g%, e:
o= /¥ AL (V.45)

Concluimos ent3o que os pfons também sHo estdvels dentro de
nosso modelo, desde que para eles tivermos A< o.

A relac3do (V.45) estd em bom acordo com as previsSes feltas
empirtcamente no capftulo [.

E Interessante notar, ent3o, que todos os pfons (e possivel-
mente todos os mésons) parecem ser uma famflia de hédrons caractertza-
dos por A< 0: enguanto que os bartons poderiam ser caracterizados
por uma constante hadrénica positiva: A > 0.

As consequéncias e o significado ffstco desse fato atnda n@Eo
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foram investigados por nés. Isto, juntamente com muitas ocutras aplica-

¢Oes da nossa termodin8mica generalizada que se podem fazer as parti(-

culas elementares, s%o tarefas para estudos futuros.

Os resultados descritos acima s%o apenas uma amostra dos

multos fatos interessantes que se podem obter a partir do tratamento

dos hé&drons como BHNF.

Vv.5.2 - SOBRE A ESTRUTURA INTERNA DOS BNF

Pode-se levantar um problema em relag%o as aplicagBes feitas
nas se¢Bes anteriores, no que dlz respelto a estrutura Iinterna dos ha-
drons (tratados como BNF), e dos "super-hadrons” que se formam no co-
lapso de uma estrela ou do cosmos.

£ normalmente acelto que um buraco negro gravitacional con-
tém uma singularidade no seu Intertior (normalmente em r=0) e nenhuma
estrutura interna. Essas conclusBes seguem principalmente da solugdo
de Schwarzschild ( que n3%o & multo realfstical). Nesse casec, uma vez
que entra-se no buraco negro, nenhuma forga poderd evitar de atingir-
mos a singularidade, que é alcagada num tempo préprio finito.

Porém, para mostrar que um espago-tempo M contém uma singu-
laridade, usa-se a hipétese que (numa métrica com stgnatura -2)>:

Rw VAV” < O , para Y, ¥ > 0. (V.45
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Tal condig3o implica que o tensor de energia-momento T deve

satisfazer a "condigdoc forte” da energla:

T VAVO> TXW V/2 Y. VA > 0. (V.46)
Agora, nds enceontramos anteriormente que um hddron pode, por

exemplo, ter uma métrica que em r < r; €& dada por:

ds¥ = F (r) dt¥ - dr?/F (r) - r2d0) ,

F (r) =1 - 2g/r + Aris3, (V.47)

que ¢ assoclada a um corpo de simetrla esférica com carga forte g cen-
das por‘P =-p= - >\/8W, que preenche todo espago-tempo exterlior ao
corpo e interior ao h&dron. Esse tensor de energia-momento n¥o satis-
faz a condic¥o (V.46), embora ainda satisfaca a "condig¢do fraca” de

energla:
T K“K” > 0, para Kuk*= O, (V.48)

Ocorre que a condig¢¥o (V.46) & necessdria para que tenham
validade os teoremas a respelto de singularidades (ver Hawking and El-
1is [511). Assim, um comportamento livre de singularidade em r=0 dos

nosso BNF & permitido, visto que hd violac¥o daqueles teoremas (ver
também Wenda e Shitong [100]).

Dessa forma, um BNF pode ter um estrutura Interna (como um
hiddron), e os super—-hddrons formados no colapso de estrelas e do cos-
mos ser3o objetos com uma verdadelra distrtbul¢do de massa em seu In-

terior; mas ainda ser%o objetos tipo BNF.

157



Nés vemos ent¥o que o fato de obtermos um "big-crunch” n%3o
singular em nossa abordagem &, também, uma consequéncia da violag¥o de
teoremas relevantes em singularidades quando na presenca de matéria a
densidades muito altas; ou (o que & equivalente) na presenga de ener-

gias muito altas.
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APENDICE A

A APROXIMACXO LINEAR PARA AS EQUACSES DE CAMPO RAS
VIZINHARCAS DE UM HXBRON

0 objetivo deste apéndice ¢ encontrar a aproximag®o 1inear
para as equagBes de campo modiflicadas propostas para descrever o campo
gravitacjional juntamente com o campo forte. Ou seja, vamos supor, enm
conex3o com as diecuss@es do capftulo IV, que estamos na presenga de
um campo total (gravitacional mais o forte) que seja suflcientemente
fraco;, t.e., numa regl%o do espaco-tempo que difere multo pouco do es-
pago chato de Hinkowski (p.e., nas vizinhangas de um hadron, mas su-

ficlentemente longe dele); ent%o ndés podemocs por:

g YN +h (A1)

onde nas coordenadas cartesianas usuals temos Wuw}= dtag(l,-1,-1,-1);
wa = (1,-1,-1,-1), e os "h'se” s¥%o considerados tL%o pequenos gque pro-
dutos deles podem ser despresados. Podemos também assumir que as pri-
meliras e segundas derivadas dos h's sejam da mesma ordem de grandeza
que os proprios h's: As derivadas primeiras dos "g's” [ou, depols de
(A1), dos h's] medem a forga Inerclal mals a gravitacional que agem nas
partfculas, e as derivadas segundas medem a curvatura do espaco-tempo.

Com a escolha (A1), malis as condig¢les mencionadas acima sobre

o tensor h, nés mostraremos que © tensor de Ricci pode ser aproximado
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por:

R = 0Oh/2, (A2)
com
J
(- &uh/2)s =0 ¢ ho= g%h,,. (A3)
Para encontar as relacBes (A2) e (A3) vamos tomar Iniclal-

mente as nossas equac¢Bes de campo leqs. (IV.3) do capftulo 1V] sem o
"termo cosmoldégico” :\s; mais adlante nés voltamos a nos preocupar com

este termo. Tomemos entdo as equacgoes
R = —ko (S0 = g 872, (Ada)
as quals também podem ser postas na forma

L =
R - 9. R./72 = ~ky Sy, (A4b)
onde

ke = - B /scH,

Agora, o tenseor de Ricci e a conex¥o Rlemanniana {(numa base

coordenada) podem ser escritos na forma:

X o X g e
Buv = D&,D “ laud,d + ‘;p Boc = Cw apy (A5}
E~ p= (gg(,u,o + Guv, - gmi)/z, (AB)

onde ",” denota a derivagdo parcial ordindria.

Depols de (Al) vem;

Ew = l /[\uua,,,\ + "’Ia_o,,ut - ,lwo,;t)/z \ (A7)
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Agora & facll]l ver que os termos que envolvem produtos dos
» [T's” no tensor de Riccl s3o de segunda ordem nas derlivadas dos h's

e portanto desprezfvels; p.e.:

T l:f* g 3 Pl 4 ,ftéa,)u‘lw%) (/’x)g«,f; " !\{dﬁ,q‘. ~hapgp) /Y

= O(hs.).

Portante, em primeira ordemem "h” podemos escrever:

Ruv ¥ 9 (( o, dv+ ’k}ﬁut AV — ,,‘4,/9.))/.2, - (ﬂ\pu,\& + Lpot,,w* ﬁf(-iﬁt’.)/-ﬂ
Rw?¥ qu,u.a,pat - .J}m;,mu bow o - ng,ﬁ.»)/z. (A8)

Agora, temos também (p.e.):

6.}\};;)’,:,{&,5 J{tv‘}_,}d = in!ﬂ/A/éP}’Mi + 6(&;2;‘) (A9

Assim (p.e.):
hs =g hee= (0 = 0 hyy = s - B nas

Dessa forma, podemos fazer o levantamento (abaixamento) de

{ndices usando somente as partes princlipais de g**,9.,; Ll.e., usando

2
; v
‘nﬂ e ’Yé‘ru] .

Asgim, o tensor de Ricci fica

At

B = ‘Tf’d(hﬁm;+ hud, p — hes ud = Duen g0 /2, ou:
Ruv T (Ne 3+ DOhw + Bhua - hf /2, (A10}

nd

onde Ohu = N hyuap= ¢ Vet - vy ;oW ='71ﬁ hop -
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Usando

ma

Agora, se definirmos

XL": j’\,&u} - 'rb,m J’l: /-Z) 533‘-!( ‘IU.E! (A11)
< < | & y8 p

Jr\#,mx-‘— W ma + & Jl,a_,,uoi/z = X,;A + fp, /2, (A12)
A A A P

'ﬂLM},baL = m,t,dd. + é,u JL/g., /2 = X,:L “+ 11;,,,:.9/2,, (Al13)

lsso em (A10), vem:

~ A 4
R,u\)= (DA’“)— VM‘,V}& -— aflg’ﬂi)/zﬂ (A14)
Ent%o, as equag¢Bes de campo (A4a) podem ser escritas na for-

oo - X',«wat - XP wd = - 16T ﬂé_%% 2)1et (A15)

Note-se que desprezamos o temo h,sS. no segunde membro de

(A15) pois ele é de segunda ordem em h, como pode ser viste pelo que

segue.

Das equagdes (A4) vem:
v v éd ® o\ Al
Ru = - 87 (S - O Sx/2) /0, (A16)
De (Al6) obtemos
o,
Re = ko S.

Como nés assumimos que R} é da ordem de "h”, obtemos que o

termo k,S. também ¢ da ordem de h. Logo, o termo BTfszhﬂ»/c” em (Al16)
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é de segunda ordem em h e pode ser desprezado.
Agora, jé& sabemos que as equag¢Bes de campo {(A4) n¥o determi-
nam un!camente asdez componentes de gu. devido as 4 Identldades (de

Bianchti?
v i* X, .
( R,u - d,/-)—_))l [P J— C,

que reduzem az 10 equagBes de (A4) para apenas 10-4=6 equagles funcio-
nalmente independentes, deixando-nos com 4 graus de liberdade nas 10
componentes desconhecidas de g,, . Esses gréus de liberdade correspon-
dem ao fato que, se g,, ¢ uma soluc¥o das equagBes (A4), ent¥o g, também
¢ solug¥o, onde g, ¢€ determinado de g,, por uma tranformag®o geral de
coordenadas x—s x'. Tals transformagBes de coordenadas envolvem quatro
funcBes arbritrarias x‘(x), dando exatamente 4 graus de liberdade para
as solucBes de (A4).

Em vista disso, podemos fazer uma transformag3o de coordena-
das de forma que os termos em "HX” na equago (A14) possam ser eliml-
nades. A transforma¢®o mais geral que ainda nos deixa com um campo

fraco & da forma:
%' = % + E(x}’ (AL7)

onde Eﬂﬁ & no miximo da mesma ordem de grandeza de h*y,.

A métrica no novo slstema de coordenadas é dada por:

¢

8&02 BZwtéﬂf

AT X~

gip = (Sa+ £%,) (0 + £°,0)94p,
ou:

Guo= Qo+ Giptls + gio&ia + O(E9),
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Has’como assumimos que é@ydé da ordem de hﬂp,Vemf
- } N
g 2 G + End Lo (A18)

Além do mals; gLy = "ﬂ;g+ hly = 'U;w* hus; logo:

’
'p\om’ = g"‘“} u.; = g,ud - )lu,; - 644,,) éﬁ,,u. ’
ou seja:

/ﬂl’jﬂ.\): 'A;ML‘— é:t'}‘)‘él)lﬂ ’ (Alg)

Usando (A19) na relag3o

P

» ’ 3 4«
B&;.: (“A:l— é» A;/Z),Q
obtemos,

M:.) ( jl,u“f,,u ~ & ! "JJ - 6:( 11 - -26*,0()/9/2,
P

. » )
dup = ( ﬂlu‘g L&/z)p - &L ,J - £.j,ua> ¥ 6?&9@{;

ou alnda:

an:o = Hiid —-[]é;k.

(A2

A é I 'l IJ
Se escolhermos éﬁttal que [d&u= &Ly, nés fazemos w=0 e a

equag3o (A10), nesse novo sistema de coordenads, resulta:

com as condi¢Bes (de gauge)

p
(hy - &.hir2)s = o, (A22)
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onde abandonamos o uso da "1inha” que diferenclava um sistema de coor-
denas do outro. As rela¢Bes (A21) e (A22) foram usadas no capftulo [V,

Podemos aqul fazer uma comparag3do com o eletromagnetismo: As

equa¢®es de Maxwell s3o Invariantes frente a transformagdo de Gauge do
tipo:
Ay —> Bu+ Yu, (A23)

onde ¢7 é uma fun¢¥o escalar qualquer. Se A, € solug3o das equacles de

Maxwell:
E]A - /4 up = - j | 4
P s A AL, CAZ24)

entdo A+ %;A também é&.
As quatro equac¢Bes (A24) para os quatro A,y desconhecldos n@o
og determinam unicamente, porqué o lado esquerdo dessas equagles s3o

relacionadas por uma identidade diferencial andloga as ldentidades de

Bianchi:
M B
(DA -A /ﬁ),#wO. (AZ5)
Assim, o numero de equa¢des funclonalmente jindependentes €&
somente 4-1=3, e h& um grau de liberdade na solug3o0 para os A, . Para
eliminar esse grau de liberdade, na prdtica escolhe-se uma fungdo de

gauge particular. Por exemplo, inpondo o Gauge de Lorentz nos campos:

Ad
A y e =0, (A26)

Além do grau de llberdade assoclado as equagBes (AZ3), exis-

te outro associado com a covarianca das equagBes (A24) frente a trans-
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formag#o de gauge Alw = Ay - Qeﬁi. Assim, nés na verdade ficamos com
3 -1 =2 graus de liberdade, os quals correspondem a ondas eletromag-
neticas polarizadas com hellcidade +1 e -1,

Se Au n¥o satisfaz (A26) podemos tomar
B = Au+ P, (A273
e escolher ¢/ tal que A%, = 0; lIsto é:

Oy =- A% u. ' (A28)

A equagdo (A28) tenm varias solugBes para Pﬂ, pols para cada
solugdo particular %2 pode-se adicionar sempre solugBes da homogénea
U¢= O* i.e., a condi¢3o de Lorentz n¥o remove totalmente a ambiguldade
no campo.

Nas equag@es (A4) acontece algo andlego conforme ja menclo-
namos, em especlal na aproxim¢Zo linear, encontra-se que as equagdes

{A14) s%o Invariantes frente a transformagdo de gauge dada em (A19)
his = by = Eu = Eou, (A19b)
onde &, & escolhido de modo a satisfazer
Du= (n). - &anirar, . (A29)

EntZo, nés temos quatro graus de liberdade associados a cova-
rianca de (Al14) frente a transformac¢3o de gauge (A19b), & outros qua-
tro devido as 1dentidades de Bianchi (A22). Ou seja, das dez componen-

tes de h somente restam duas que devem ter um sentido ffsico direto
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{(que 530 as componentes das ondas gravitaclonals com hellcidade +2 e
-2).

As equaglies (A29) n%o determinam completamente é;;pe]a mesma
razdo discutida acima para o caso de gﬂ no eletromagnetismo.

Vamos agora retornar as nossas equagOes de campo com o termo

cosmoldoglico:

R+ Nsw = —Ko (S - gp53/2). (A30)
De acordo com o que foi discutido no capftulo IV, para a

aproxlmac%o de campo fraco podemos tomar 8 na mesma forma que g [cf.

p.e. eq.(IV.7)1:

5{5; ,n/ub_'- hfu‘)

Ent%c as eqs. (A30) se escrevem na forma:

R+ Ah = -k (§ - N5/, (A31)
onde

§ =38+ ctAN/s (A32)

Entdo, escolhendo coordenadas adequadas, i.e. escolhendo

h tal que satisfaga as condig¢Bes (A22), podemos ecrever as eqs.(A31)
na forma:
- L (< <
[]ﬂl,,w + ZA ﬂt,\o == Ko ( Guw - Nyo <2), (A33)

com

(i - &adi/e),0 =o. (A34)

Obviamente, alnda podemos escolher coordenadas que satisfa-
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¢am (A33) e (A34) mesmo quando na presenga do "termo cosmoldgico” Ah.
A tinlca novidade ocorre quando fixamos © tensor S,» (p.e. fazendo S=03;
ent3o ags equagBes linearizadas {(A31)> n¥do s¥o mals invarlantes frente a
transformag¢do de guage (Al19b). Isso todavlia n%o nos causa maiores pro-

blemas. Com a "perda” dessa invarlan¢a nés perdemos os 4 "graus de |!-

berdade” agssociados & invarianga das eqs. (A31) frente a transformagio
(A19b), e flcamos somente com os 4 graus de lliberdade assoclados as
equagles (A34).

Assim nds passamos, de uma situac3o com (10-4)-4=2 componen-
tes de h,, fislcamente siganlcanteé{ para.uma gittuag¥o com 10 - 4 = 6

componentes independentes e, portanto, com & componentes de h,; que de-

vem ter um sentido fisico direto.

Ent3o, de acordo com as necessidades do capftule 1V, vamos
procurar solugdes de {A33) escolhendo a situac¥o onde a "fonte” & es-
tdtica (e onde as pressBes s3o nulas). Nesse caso o campo ¢é estatico

D}yu=“vzlym, e (A33) reduz-se a

V?'Lm -24 b = 2K (5,0 - Nus S/2). (A35)

Além do mais, o tensor de matérla forte éw, para pontos externos a fon-

te, & dado por:
S = deagicip, 0, 0,0), (A36)

onde j% é a densidade de matérla forte (em unldades adequadas).

Obtemos ent3o (com N = dlag(cz,-l,—l,—lar

S - Mo S22 = a&jﬂiczﬁz&(ai 1, 4, 1)), (A37)
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Agora, fazendo P;u:gé(r} e substituindo (A37) em (A35), resulta (para

7\) 0): J N
A’
-—p'l.u = f’lu‘ = jla!. = ﬂlcc/c,?-: - “Zg‘e- /_D . {A38)
Note-se que até aqul usamos coordenadas cartesianas. Porém
o problema a ser rescivido, i.e. aquele de um hédron eststico centra-

do na origem, tem simetria esférica (supondo o hidron esfeérlco); assim
precisamos, dentro do possfvel, adaptar os resultados precedentes para
coordenadas polares esférlcas.

Podemos partir das equag8es (ABé) e (A36), que mantém a mesma
forma quando mudamos de coordenadas casteslanas para esféricas. Ja as

eqs. (A35) tomam a forma:
Swo- MuwSile = 5&@3 [CPv/fa (L, -4, -n? - n2ade)l (A39)

pols agora ’Y‘t=dlag(c3,-1,—r2,—r2’sen29).

EntZo, levando (A39) em (A35) encontra-se, entre outras,
hie = .jl.oc/c ? (A40)

com hy e hy; satisfazendo:

\vad T jt:.z ~ O | (Ad1a)

szt,ﬂ ~ZA 1155 =0; (A41Db?

e portanto;

.Jkal = 4{53 . (Ad42)
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Ent3o, para hoo € hy; , usando (A35), (A3S) e (A40),

mos:

_y2A'h
.)L1= Jﬂmyti = —12g;6i /&Q’

que é basicamente o resultado obtido no capftulo IV.
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APENDICE B

SOBRE AS EQUACSES DE CANPO NAS VIZIRHANGAS DE UN HXADRON

0 propésito deste ap@ndice é analizar a definigl3o dada em

Caldirola, Pavsic and Recami [13) para o "campo métrico tensorial for-

te”, que nés chamamos de g no capftulo IV.

As equacBes de campo para as vizinhangas de um hadron pro-

poetas Inictalmente eram:
R + As=-k,(8-g 5/2), (B1)

onde R,A_,ko, 8, e S8 té&m as mesmas defini¢Bes dadas no capftulo 1.
O campo métrico s foi definido (p.e., em Caldirola, Pav$ié

and Recamil [13]) dizendo que a métrica total g deveria ser a soma:

g=.+g' (32)

onde ¢ é a métrica gravitacional. Assim, para a vizinhanga de um hd-

dron pode—se escrever:

g N +s. (B3)
onde e = n

A equag3o (B1) também pode ser escrita na forma:
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R,uo 4+ A8 = - Kol S,uo - g,uv S::/ZJ;

(B4)
ou alnda:
\> \> =, ‘) .
—_ o ~
R,u. - 8}*(—{:& =Ko S,u. - ;1(5944-* 5,11-65-/2)) (BS)
onde: 5:: gdgﬁMi ; 5:': Cfﬁsog--
Vamos agora tomar as equagdes (B5) e fazer §,,=0 (f.e., no
vicuo, p.e. nas vizlinhangas de um hidron}). Assim;
R - Sifl/z = 60=~2 (sl - 8
e - 38 -{/-L = &Moo (6,.;-5;4'&;/2.). (B5aj
>
£ bem conheclido que G, satisfaz as condlcdes
>
Qu:s =0, (B&)
onde ":" denota derivag¢lo covartante. Assim, por conslsté@ncia, devemos
pedir que:
>
Fu,o =0, {B7)
onde
3 A v Sy
Fuo = - Alss- dastrz), (BB)

Porém, o nosso problema & estdtico (gne=0; gu = 0; 1=1,2,3>
e tem simetria esférica! logo podemos escolher coordenadas do tipo
Schwarzschitd (¢, r, 6, ¢); assim o tensor métrico total g pode ser

escrito na forma:
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: TN )
G = ﬁ(“iﬁ (€77, - € | - a% - ntasde), (B9)

P

Com essa escolha podemos calcular o tensor Qﬁ , obtendo (ver

p-e. Rindler [B11):

-V -
G'= - € vyn + €0t - 1/nt. (R10a)
i _ -V 2
Gy = € wm + €nt - An®; (B10Ob?
2 3 — " s Y-S ’
Gy = G5 = e Tuyg - V74 + Wipy'~ (- V)IA], (B10c)

onde ' = O/ dr.
Hotemos que Qﬁ dado por (BlQa-c) s%o fun¢fes somente de r}
o mesmo deve ocorrer, ent3o, com Ef [cf. eq. (B8)]. Assim, a equacdo

(B7), com . =1 produz [cf. eq. (BS)]:

Bio= Y2 4 [in + 2RA - o -3 Fm, (B11)

onde usamos o fato que, por (B10c), F;E:F;a,
Como fol suposto inicialmente, g, ¢ também um tensor métri-
co, assoclado ao campo forte; entZo, devido a simetria do problemq)pode

ser escrito na mesma forma que g,,. Assim, tem-se:
S*- 854+ S+ O (B12a)
C= 8 sy, (B12b)
Logo, pela equag3o (88% obtemos:

Ff= = Atss-si- )12, (B13a)

173



i
Fo= - Alsi-ss-e)/z, (B13b)

EL: s A5t <872 - Silz - C/z)) (Bi3c)
B'= Als}-s2- s, - ern). (B13d)
Mas esses resultados, junto com (B10c), implicam que F} = F;;

e ent3o: 8! =8] = €/2; logo:

Fis 2= - A(ss+91)/2. (B13e)

Usando (B13a) e (B13b) em (B5) e depols levando em conside-

racio {(B10a) e (B10b), obtemos}

- 9’(5/% + él/)ﬂz - L/n® = Q(ss- s:-C—)/z;] (B14)
s E:jh + @:?ﬂz - 4/pt =-A(5-s8-C)2
ou seja:
N .
A=V = (8-4)/n, (B15)

Além do mais, substituindo (B13a-c) em (Bll), resulta:

D(sé’-s.wc)/z],,; + AP8-iMe + 2MCrz-5)Ih=0;

out

(5-81aChn 4 (58-4) —HMSi/n + ACI2 =0 (B16)

Vamos agora tentar resolver essas equacgBes, esgpeclficamente

(Bl4>, com a condig¢g3o (Bl&6).
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Usando o que fol iniclalmente sugerlido nas equagBes (B2) e

(B3), podemos escrever:

Guo = Gw t S TNy + S (B17)

onde - como ja dissemos - @ = N é o campo tensorlal gravitaclonal e
& um novo campo tensorial assoctado ao campo forte. Note-se que,com a
escolha (B17}, levando em conta (B9) e escrevendo T\ em coordenadas
polares esféricas, obtemos que as condicBes (B12) s%oc satlisfeltas.
Dessa forma as equacgles importantes (Bl4) é (B16) flcam vdélidas e po-
dem ser usadas para encontrar g na forma (B17).

Observemos agora que, com a presente escolha das coordenadas,

€ pode ser somente uma constante, uma vez que pelas eqs. (B9) e (B17?

temos:

922 = ’l&+1l,2‘2"' 8, T 922“ mz = _(r':"'Ccrz} = (G - 1)["2,'

onde C, & uma constante. Logo:
8l= 8= (C,- 1)/2 , e €= G- 1.

Em especial, se as coordenadas forem tais que T.=(1,-1,r2,
r‘genfs ), como foi escolhideo acima, ent%o resulta sf = .3 = £/2 = 0.
Asslq'com a escolha (B17), obtemos:
M7 -
$=9"s0= € (50 = - e#,
i [ ") f) -
'Srig' Sn =-€ ("'e +i): i-élﬂ),

Substituindo esses resultados em (B16), ven:
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-V u -V 4 Y
(€ ™) v (8- w5 in + 2cin=o;
o que produz:

, ) v N
SET € = M(L-e ) - a¢n,

oug

, )
=V = e ) _ 2CE /N . (R18)

Comparando com (B15) resulta:
L;(é,o-l) - 2¢e’: 2(8%--‘-);

de onde obtemos que:

) ,
e’= 1/(1-c). (B19)
Levando (B19) em (B15) ou (B18), vem 'z 2C/R; ou:
» c
e = KR¥ k= eomstact . (B20)

Notemos que os resultados (B19) e (B20) s3o incopatfvels com

o nosso modelo fisico. A dnica solugdo possivel de um modo geral serla
a métrica chata. Assim, depois dos resultados do cap. 1V, somos leva-

dos a concluir que a _escolha (B17) tem sentido somente quando s ¢ fra-

co (cf. apé&ndice A).
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APENDICE C

EQUACSES DE EINSTEIN-YUKAUA: HADRONS COMO BURACOS REGROS FORTES

Nés rederivaremos aqul resultados obtidos por Recami e Cas-
tortna [77] (ver também Recami [73] e suaé referéncias), que sugerem
ser poss(vel assoclar os hadrons a "buracos negros fortes”.

0 procedimento que seguiremos aqul ¢ um pouco diferente do
que fot seguido no restante do trabalho. Nesse ap&ndice, ainda, procu-
raremos solu¢fies das equagBes de Eilstein ordinadrias (na vizinhangas de
um hadron): somente que o tensor de matéria-energia forte associado ao
campo forte & definido de maneira andloga__ao _cago _eletromagnético,

g L = . [, P~ ). .4 T L L4

conforme veremos a segulr.

Conslderemos para isso uma fonte de campo forte estitlico,

cujo campo & do tipo Yukawlano:

~Mmal

‘P:“ﬂ‘e /r’ , (C1)

onde my = myc/h.

Agora, procedendo de maneira andleoga ao caso do eletromagne-
tismo, podemos definir uma densidade de energta u=u(r) para o ponten-

cial de Yukawa.

A express3do (Cl) é andloga 3 expressdo para o pontencilal

Coulombl ano:
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V‘n]: - 6/‘1’}750)2. {C2}

No caso do eletromagnetismo, a energla potenclial de um grupo

de objetos, que Interagem através do potenclial (C2) é

- 4, LX) d JZ/ 3
s Yaf [ pD) g _i(};_c) z (ca)

onde Pg(f) ¢ a densidade de carga elétrica.
Assim, para o potencial de Yukawa podemos, analogamnente, es-

.
crever:

| Z-7
W= 42 fff’uu (z) e d?‘c‘p@:’) (ca)
x|
onde Pg(iijé a densldade de carga forte,

Agora, (C4) pode ser escrita como:

W= 1/2-]%{2) §ﬂ(2)0(32(/ (C5)
onde
—mio | -5 1
(x) = X)) e 2
(Y /}@ IZ?-”I A’z (ce)

é o potenclal de Yukawa.

Temos, porém,

z-v"b}l

— 7k
vzt‘ef% /ﬂv): 4’% 6 //’Z - L”T&R), . (C7)

Assim, aplicando V?a ambos os lados de (C6) e usando (C7), obtemos:
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Vi) s ) - 1 BE), «c8)
Substitulndo Pg(x) de (CB) em (C5), obtemos;

W= "/z-_j [ -9 . Mfozﬂi)']%% Az, (c9)
Integrando por partes o primeiro termo do lado direiro de (C3) vem:

W= i/gn,j[ vel?+ mt Pt T2, (c10)
Ent3o, a "densidade de energl!a” para o campo potenclal de Yukawa &

Uy = [typid « mu?ipl?Y/ 8, (C11)

Usando {(Cl1) em (C11) obtemos;

U = 326;.2%1(1'%102-4- I /n + 1/0%) [ 8T 2. (C12)

Nés estamos procurando a métrica nas vizinhancas de uma par-

tfcula com carga forte n%o nula. Assim, supondo simetria esférica e si-

tuag¢3o estatica, podemos escrever:

' ) Ser)
g,,,w; a&ag (f’u A & LIVR-D) (C13)

v sendo o tensor métrico fundamental, /L{(r) e P(r) devem atnda ser

determinados.

0 tensor de “energla-momento forte” nesse caso pode ser es-

crito na forma:
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T.= du,ta (U, 0,0,0). (C14)

Usando (Ci2), (C13) e (Ci4) nas equagles de Elnsteln,
o v of y— .
Mo - o RE[2) = - 87 T yed, (C15)
encontramos (ver apéndice B):

), )
4T UWjed = - € ¥/ + €/nt - YnY; (C16)

-1 , -l) y
O = €eun+ent-? (C17)

onde " ' " = d/dr.

Escrevendo y=exp[—9 ] em (Cl6) e usando (Cl12), vem:
g -~ .
g“ﬂ Py L d"C  (2m7 296/n + 4nY), (C18)

cuja solugdo é&:

. P

€ =Y

~2mig N

Lhop
i~ aZ.Q//; _/moaézé /R4 g[,z@ /RZ, (C19)

onde <£L= g2/c4, my= mgc/h, e £ 6 uma constante de integrac3o relacio—
nada com a carga forte do hadron fonte.

Tendo \)tu) em (Cl19) podemos calcular ), escrevendo (C17)

na forma:
PALE (Yy-0/r, (c20)

Agora, o "ralo de Schwarzschild forte” serla individualizado

por;
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(C21)

Mais em geral (ver o capftulo 1II), ainda no caso de simetria esférl-
ca, um "horizonte” do tipo de Schwarzschild pode ser caracterizado
por :

-

(cz22)

Asslm, usando essa condig¢Zo em (C19), por exemplo no caso

dos nucleons, com f = g/c?, exp -V ] se anula para doils valores de r:

w3
4]
)
p]
Q
g

“Zem.

o
1}
=Y
I'ﬁ

=

™

it

Y 10
O ralo r;, & da mesma ordem de grandeza que o raio mostrado

pelos hidrons através da interag¥o forte; ao segundo valor ry podem ser

dado vérios significados (ver p.e. Ammiraju et al. [21).
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