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RESUMO 

Fazemos incidir sobre um certo material, três feixes 

de lasers todos com a mesma frequência w. Os três feixes sao 

quase colineares, sendo que dois incidem na face z "O e o 

outro na face z" L. (L e o comprimento do material) Estes 

três campos induzem no material uma polarização não linear de 

terceira ordem a qual, entre outros efeitos, produz uma quar-

ta onda denominada retro-espalhada (caminha no sentido decres 

cente de z). 

No nosso trabalho consideramos um sistema de mol~culas 

de dois niveis e as polarizações dos quatro campos foram consi 

deradas iguais. A influência do movimento molecular não foi i~ 

cluida pois a geometria quase colinear minimiza este efeito. 

Todos os campos foram tomados como ondas planas cujas amplitu

des variam ao longo de z. Utilizando as aproximações de a) on

da girante e b) amplitude lentamente variãvel, estudamos no re 

gime estacionirio o comportamento da onda retro-espalhada s 

(z "O) em função das amplitudes das outras três ondas, da di~ 

sintonia 

fi ciente a L o sendo a 
o 

onde 6 " (w-w )Tz e w " o o 
Cz-El 

h e do coe-

o coeficiente de absorção (ou ganho) li-

near. Neste caso n6s constatamos que a curva s(o) em função das 

ondas de ''bomba'' ê maior no caso em que u
0 

ê negativo (ganho) 

do que se a
0 
~positivo. Observamos ainda que s(o) diminui de 

intensidade com a
0

L e que os valores mãximos de s(o) ocorrem 

para valores menores das ondas de ''bomba'' quando a ê negati-
o 

vo em comparaçao com o caso em que a
0 

ê positivo. Observamos 

tambêm que para ~ "rr/4 os valores de s(o) são maiores do que 

para~" n/2. Outra conclusão~ a que se a onda de ''bomba'' 

b(ç) que caminha no mesmo sentido da onda retro-espalhada for 



maior do que a onda de ''bomba'' f(o) que caminha em sentido opo~ 

to, então a curva s(o) serã maior do que quando f(o) for maior 

do que b(l) pela mesma diferença. Outro fato que vale a pena 

mencionar ~ que apos o valor mãximo de s(o), os valores da on

da retro-espalhada são maiores para a
0 

> O do que para a
0 

< O. 

N~s estudamos tamb~m o comportamento das quatro ondas 

dentro do material, de onde se obt~m um resultado interessante 

que o valor da onda objeto p(l) atinge seu valor mãximo simul

taneamente com s(o), mostrando assim que o recebimento de ener

gia da onda objeto e a retro-espalhada, quando f(o) = b(l), e~ 

tão em fase. Se f(o) # b(l) isto não ocorre. Notamos ainda que 

p(l) ~maior no caso em que f(o) > b(l) do que no caso inverso 

e que s(o) ~maior quando b(l) > f(o), o que evidencia um aco

plamento preferencial entre as ondas que caminham no mesmo sen 

ti do. 



f,BSTRACT 

We make thre•1• lasers beams all with the sarne 

frequency .~;;to stri~.Q onto a material. The thr(:e hecms ar~e 

almost colinear; two of them ,,,r'' upon thc face z =O and 

t h e o t h e r u p o n z = L ( L i s t h e l e n g h t o f t h e ma t c ,. i a l ) , T h e s e 

fields induce in the material a third arder non linear 

polarization, which among others effects, generates a fourth 

wave called conjuga teor retro l'lilVC ( lt ~ropagates in thc 

minus z direction). The \·1hole f)rorr~~;s is called 11 Dege11erate 

Four Wave Mixing''. lhe production of the fourth wave is 

somewhat similar to the conventional holography. Thc material 

consists of a system of two level molecul,•s and all the 

fields have their oolarizations along the son1e direction. 

Moreover we justify why we do not includc the Doppler effect, 

c o n s i de r a l l f i e l d s a s p 1 a. n e w a v e s , u s o t h e I' o ta t. i n g Y.l a v e 

approximation, the slov;li:lg varying envE-~lope ap[Jl'OXimation and 

not considering transverso (x and y) variations, ,,.,e study, in 

the stationary case, the behaviour of t!1e conjugate wave in 

the plane z =O as a funct'"n .Jf Hce amplitudes of the other 

t h r e e w a v e s , o f t h e de t '". ; r coefficient ; 
' f. 2- ·. l 

0 = (~-cü 0 )r 2 w1th '''o "-··h-· and ot the coeff1cient •,,
0

L, 1·1here 

a
0 

is the linear absorption (or gain) cocfficient. It is also 

studied the behaviour of the four a1nplitudes inside the 

material (along z) as function of the paran1eters mentioned 

above, 



CAPITULO I 

INTRODUÇAO 

!.1. Introdução Geral 

Uma nova area de pesquisa em 6tica coerente tem sido 

alvo de grande atenção ~ medida em que maiores são as aplicaç6es 

descobertas neste campo. O nome desta ãrea ê Ôtica d~ fase conju-

gada. O efeito consiste na geração de uma onda eletromagnêtica 

com uma distribuição de fase espacial, que ê em cada ponto does

paço, a oposta de uma onda incidente arbitrãria.(JS) 

Para melhor exemplificar o que ê conjugação de fase, 

vamos considerar uma onda ôtica de frequência w movendo-se na di-

reçao +z 

I l 

onde 

,,, ( ) A ( ) i I "' ( X , y ) - k z I 
~ x,y,z = x,y e I 2 

ond~ A e real. A onda de fase conjugada e definida a partir de 

E como sendo: 

I 3 

!4 

Então a onda de fase conjugada Efc ~ obtida a par -

tir de E tomando-se o complexo conjugado son1ente da pat·te espa 
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cial, nao se alterando a parte temporal. Esta onda conjugada cor

responde a uma onda movendo-se na direçao -z, com a fase ~(x,y) 

invertida em relação a onda incidente. 

Pode-se pensar tambem neste processo, como sendo um 

tipo de reflexão combinado com uma inversào de fase. Ele e equiv~ 

lente a deixar-se inalterada a parte espacial de E e inverter-se 

o sinal de t. Neste sentido, a conjugação de fase e equivalente a 

uma inversão temporal. A Fig. 1 nos da uma clara ideia do que se

ja conjugação de fase, pela comparJção das reflexões de um espe -

lho comum e um ''espelho de fase conjugada"; nesta figura uma onda 

esferica divergente incide num espelho comum num angu1o e e e re

fletida num ângulo -e e continua a divergir. Por outro lado ames 

ma onda incidindo num espelho de fase conjugada e convertida em 

uma onda convergente, a qual retraça de volta o caminho original 

da onda incidente. 

Outra caracterTstica deste ''espelho'' e a capacidade 

de corrigir aberrações. Na Fig. 2, por exemplo, uma onda inciden

te sofre uma distorção antes de incidir nos espelhos; esta distor 

ção pode ser causada por uma placa de vidro, uma atmosfera turbu

lenta, etc. Tal onda se incidente num espelho conjugado resulta 

numa onda conJugada (caminhando em sentido inverso mas com a mes 

ma distorção que possuia antes da incid~ncia no conjugador). Em 

seguida, apõs uma passagem de retorno pelo meio distorcivo, a on 

da emergirã do outro lado idêntica em forma ã onda antes de indi

dir sobre o meio aberrador, sõ que agora propag2ndo-se em sentido 

contrãrio. Entretanto se a tal onda, depois de passar pelo meio 

~istorcivo, incidir num espelho comum, a onda resultante sera uma 

onda comumente refletida num espelho. Esta onda ao passar de vol

ta pelo meio aberrador tera portanto sua aberração duplicada, co

mo pode concluir da Fig. 2. 
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Para se entender, tomando-se como exemplo ondas pla

nas, o que significa conjugação de fase como inversão temporal 

considere o campo de um feixe 6tico dado por 

-+ l ·)- I I c E 1 ( r , t ) = -z E 0 1 ( r ) e x p i ( ,,, t- k z ) + C . . I 5 

que se propaga da esqtterda para a direita, na direção z crescen

te, num meio linear sem perdas, dispersivo, onde a amplitude 

E01 (7-) carrega informação sobre efeitos de distorção e difração. 

Suponha-se agora que ê gerado, por um mecanismo qualquer, num po~ 

-+ -to z
0 

deste meio, um campo E2 (r,t) que e localmente dado por 

-+ 
E2(r,t) i E02 (r) expli(wt+kz)j + C.C. 16 

onde 

p/ I6A 

Então o campo E2(r,t) ê chamado de "conju-

gado'' de E1(r,t). Deve-se observar que pode-se obter E2 a partir 

de E1 , tomando-se o complexo conjugado da parte espacial; mas 

nao alterando o fator exp(iwt). 

Pode-se notar ainda que o mesmo campo E2(r,t) e 

obtido a partir de E1(r,t) não se alterando nem a amplitude nem 

a fase espacial, porêm complexo-conjugando a fase temporal 

exp(iwt) -+ exp(-iwt), este fato mostra a equival~ncia entre a 

complexo-conjugação da parte espacial e a inversâo temporal, ou 

seja, a troca de t por -t no fator exp (iwt). 

As distorções causadas pelo meio, no campo E
1

, sao 

'tompensadas'' pelo campo conjugado E2 gerado, que caminha em dire 
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çao oposta ao campo E1 , e que ao longo desta trajet6ria invertida 

vai ''desfazendo'' em cada ponto as distorç6es que aparecem no cam-

po E1 , emergindo finalmente com as proprieda~es originais, nao 

distorci das, do campo E1 . 

Pode-se ainda verificar estas conclus6es fazendo-se 

propagar um campo E1 num meio cuja constante dielêtrica, que e 

suposta estacionária durante o tempo de travessia de E1 num sen-

tido e do retorno do campo E2 , 
+ vale E( r). Considerando-se o meio 

sem perdas lc(r) real I, a equação escalar de onda e 

o I 7 

Usando-se a eq. I5 teremos: 

2 
\1 E01 - i2k o I 8 

O complexo conjugado desta eq. vale: 

I9 

que representa a equaçao de onda de um campo descrito por 

1 _,_ 
E2 - 2 E01 (r) expli(d+kz)l + C.C. I9A 

que descreve o jã citado campo E2 , movendo-se em direção contrá

ria a E1 (isto e, no sentido -z) e com amplitude igual ao compl~ 

xo conjugado da amplitude do campo E1 . 

Uma experiência precursora neste sentido foi reali

zada per J.P. Woerdman(ll. O objetivo da experiência entretanto 

não foi a geração de uma onda de fase conjugada. Na experiência 



5. 

~produzido e analisado um holograma transiente (que decai com o 

tempo) numa fatia de silicio, com um laser,na forma de uma figura 

de transportadores livres (electrons e buracos) modulados espa -

cialmente. Nesta experiência, não foi dada a devida atenção ao 

fato de que a formação do holograma, era na realidade um tipico 

processo de conjugação de fase. Outras experiências precursoras 

foram feitas por Zeldovich et al 12 ) e Nosach et al1 3l. Zeldovich 

et al 12 ) usando espalhamento Brillcuin estimulado, demonstrou a 

conjugação de fase no feixe retro espalhado. Nosach et al 13 ) ut! 

liza o feixe conjugado do espalhamento Brillouin para :ancelar 

distorções de fase que ocorrem num meio amplificador. 

Na verdade hã uma grande semelhança entre a experiê~ 

cia de conjugação de fase e as de holografia convencional. A nova 

e atrativa caracteristica que diferencia a otica de fase conjuga-

da da holQgrafia ê o uso de mistura otica não linear para gerar 

em tempo real (ou seja, não hâ necessidade de se processar uma 

chapa como na holografia) uma replica conjugada (e amplificada se 

desejado) da onda incidente sem necessidade de equipamentos ele

trônicos. 

A. Yariv1 4 l e P.V. Avizonis et al{S) propuseram ind~ 

pendentemente o uso de um processo chamadc mistura de três ondas 

em cristais para compensar a distorção que aparece per causa da 

dispersão na transmissão de informações atravês de uma fibra oti

ca multimodo. 

1.2. Mistura de três ondas 

O processo de mistura de três ondas consiste em fa-

zer-se com que duas ondas as quais incidam simultaneamente, num 

certo meio, interajam entre si produzindo uma terceir~. 
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-> + 
Uma onda E

1
, frequência w e vetor de onda k1 (w) e a 

outra ! 2 , frequência 2w e vetor de onda ' 2(2w) o Al~m da polariza

ção linear,~ formada uma polarização nao linear de segunda ordem 

l - · l l't d C*
01

E
02

161 (se o a qua e propot·c1ona as arnp 1 u es neio nao pos-

suir simetria de invet'sao) gue da origem a forrnaçao de uma 

terceira onda ! 3 com uma frequência "' 3 = 2•u - w = w com uma dis -

tribuiçao espacial de amplitude proporcional a E5 1E02 e vetar de 

onda k3 (w) o 

Como exemplo temos: 

! l e 

+ -· i (wt-k 1 (ru) o r 
+ CoCo 

a onda gerada seria então da forma 

-+ .. .,. 
i (wt-k

3
(ui) o r) 

(r) e + CoCo 

onde E o 3 e proporcional a E51E02° No caso da onda 

da plana, a onda { 
3 se r a uma r~pl i c a conjugada da 

da E 3, como jã foi di to , propaga-se no meio com um 

-> 

Ez ser uma 
+ 

onda E l o 
A 

v e to r de 
+ 
k3 (w) enquanto a fonte de polarização tem um vetor de onda 

I lO 

Ill 

I 1 2 

on-

on-

onda 

r2 (2w) - t 1 (w)o Uma transferência efetiva de energia de [ 2 para 

E3 sõ ~ possível se 

I l 3 

Esta condição e chamada de "casamento de fase" o Se esta condição 

não for satisfeita, as frentes de onda que gerar:t E'
3 

nas diferen-
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tes regiões do material nao se somarão em fase e esta interferin-
.,. 

cia destrutiva reduzirã em muito a intensidade da onda E3 gerada. 

A. Yariv(?) mostra que se lllkl = lk 2 (2w)-k1 (u>)l representa o 

"descasamento de fase'' dos vetares de onda, então o comprimento 

do cristal que deve ser usado para que haj2 um minimo de interfe

rincia destrutiva é da ordem de i1z cujo valor ê tipicamente ao 

redor de 50 ~m. Portanto o ''casamento de fase'' é um fator impor -

tante a ser levado em conta quando se deseja um longo comprimento 
.,. 

de interaçáo para gerar uma intensa onda E3 . Via de regra o exato 

''casamento de fase'' s6 i conseguido ao longo de uma Gnica direção 

para o caso de materiais anisotr6picos dispersivos(S). Isto causa 

uma forte limitação na divergincia angular das duas ondas e por-

tanto também na quantidade de informação ou distorção que pode ser 

conjugada ou corrigida. 

1.3. Mistura de quatro ondas 

Aspectos gerais 

Uma maneira sugerida para contornar o problema caus! 

do pelo ''casamento de fase'' foi dada por Hellwarth( 9 ). Ele demons 

trou que a incidincia de mais uma onda no material, a qual se 

propaga em direção oposta a uma outra (jã presente na mistura de 

tris ondas) anularia automaticamente o inc6modo efeito do ''casa -

mento de fase''. Este processo foi denominado ''mistura de quatro 

ondas". Hellwarth( 9 ) mostrou que esta mistura se utiliza de uma 

polarização oticamente induzida a qual é cGbica nos campos elétr~ 

cos, e que um dos termos desta polarização não linear de terceira 

ordem é responsãvel pela geraçao, quase instantãnea, de uma onda 

retro-espalhada que e, a menos de constantes, uma réplica inverti 
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da no tempo de uma das tr~s ondas incidentes (aquela que nao par-

ticipa do par de ondas que se propagam em sentidos opostos). Em 

virtude da polarização que produz o efeito ser da terceira ordem 

e não de segunda como e no caso da mistura de três or.das, este 

processo não fica restrito a cristais assimétricos e pode 

em qualquer matPrial: sõlido, 11quido ou gãs. Hellwarth( 9 ) 

ocorrer 

con-

cluiu ainda que se as frequências das ondas forem todas iguais, o 

campo conjugado e proporcional ao incidente no mesmo ponto do es 

paço; e se as frequências das duas ondas que se propagam em senti 

dos opostos (que ele chamou de ondas de "bomba" e que foram consi-

deradas constantes ao atravessarem o meio, por serem de alta in -

tensidade comparativamente a onda objeto) forem iguais entre 

si mas diferentes da frequ~ncia da terceira onda incidente então 

a onda teroativa ê proporcional a incidente porem nao mais no mes 

mo ponto do espaço mas sim num ponto vizinho. Se as frequências 

das ondas não forem todas iguais o processo e chamado mistura de 

quatr ondas; mas se todas as frequências forem iguais ele se cha-

ma mistura de quatro ondas degenerada. Descrevendo um pouco mais 

detalhadamente, a mistura de quatro ondas e um processo não li -

near no qual tr~s ondas que entram num meio se misturam para ge-

rar uma quarta onda: a chamada onda retro-espalhada. Duas 

das três ondas de entrada, propagam-se em sentidos opostos (ondas 

de ''bomba'') cujos s1mbolos são Ef e Eb (do ingl~s ''forward'' e 

''backward'') e a terceira chamada onda ''objeto'' ou ''sinal'' cujo 

s1mbolo e Ep (do inglês ''probe'') entra no meio num ãngulo arb! 

trãrio em relação ãs ondas de bomba. Todas as três ondas se aco

plam através da susceptibilidade não linear de terceira x( 3 ) para 

produzir uma quarta onda Es retro-espalhadJ. A rolarizaçao nao 

linear que produz a onda retro-espalhada E origina-se, nos meios 
s 

isotrôpicos, da contr·ibuiçao de três tennos se;Jarados(G,J 6 l, asa 

be r: 
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I 14 

Os dois primeiros termos sao responsãveis pela analogia exis -

tente entre a mistura de quatro ondas degenerada e a hologra -

fia. Cada um destes dois termos cont~m um produto escalar que 

correspondem a interfer~ncia entre uma das ondas de bomba (on-

da de "refer~ncia" na holografia) e a onda "objeto" ou "sinal"; 

e o resultado d8 produto escalar ê multiplicado pelo campo da 

outra onda de ''bomba''. Então cada tet·mo corresponde a criação 

de um holograma por meio de uma das ondas de bomba e da onda 

"objeto" enquanto simultaneamente o processo de "leitura" ou 

''impr~ssão'' ~feito pela outra onda de ''bomba''. Este processo 

pode ser ilustrado pela figura 3,a imagem hologrãfica da mistu 

ra de quatro ordas degenerada. Os processos de formação e lei-

tura são mostrados separadamente, embora na realidade eles se

jam simult~neos. O processo de formação~ conto a geração de duas 

estruturas de redes sobrepostas.mas que na figura 3,estão sep~ 

radas por simplicidade. Cada uma consiste de uma série de pla

nos paralelos, com as normas nas direções kf-kp e kb-kp. A dis 

t~ncia entre os planos é dada por D = (À/') onde e ê o ~ngulo 
() 

sen (.:_) 
2 

entre os feixes que formam o holograma ou seja entre ff e 

ou fb e Êp. O processo de leitura ocorre quando, a onda 

Ê 
p 

de 

bomba que se propaga para ''trãs'' Êb ~ espalhada pela rede for 

mada pela outra onda de bomba Êf e pela onda objeto Êp' ou 

quando a onda de bomba que se propaga para ''frente'' Êf é esp~ 

lhada pela rede formada por Êb e Êp' gera em qualquer um dos 

casos uma onda conjugada. Então o fenômeno descri to pelos dois 

primeiros termos da eq. 114 pode ser encarado como um no qual 
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o 1ndice de refração do material não linear ê espacialmente mo 

dulado como resultado da interferência entre uma das ondas de 

bomba e a onda objeto. A outra onda de bomba ê em seguida esp~ 

lhada pela rede. 

O terceiro termo da eq. Il4 nao possue anãlogo holo

grãfico. O produto escalar de Êf por Êb corresponde a um fator .. .. 
não linear o qual não possui modulação espacial pois kf+kb ~O, 

e que oscila com uma frequência 2w. A onda objeto que nao inte 

rage com este campo corrente ''forçado'' com frequência 2w, cria 

uma polarização que resulta na geração de uma onda conjugada. 

As magnitudes relativas dos coeficientes A e B depe~ 

dem fortemente das propriedades não lineares do meio escolhido 

para se fazer a mistura de quatro ondas. Se por exemplo, o 

meio não linear possui uma ressonância Õtica para uma transi 

ção quântica correspondendo a uma frequência w perto da fre-o 
quência w dos lasers usados na experiência, ê conseguindo um 

grande aumento da intensidade onda conjugada(lO) advindos dos 

dois primeiros termos em comparação a um sistema não resonante. 

Vamos considerar um meio não linear formado por um 

''ensemble'' de ãtomos ou moléculas com dois n1veis de energia. 

A contribuição, proxima da ressonância, ã polarização não li-

near e basicamente devida aos dois primeiros termos da eq. 

114, e se manifesta como uma modulação e>pacial das populações 

do n1vel mais baixo em relação ao n~vel mais alto. As redes 

formadas pela interferência entre as ondas de bomba e a onda 

sinal seriam funções periodicas das populaçõe>, ou seja, se 
-r -+ -+ -;.-

nos deslocarmos ao longo da direção kf-kp (ou kb-kp) dentro 

do meio, nõs notar1amos que a população de ãtomos do estado 

ex c i téldo em relação ao nivel mais baixo asei lo sinusoidulrnente com 

um ''periodo'' D = (\1 2 ) 

sen(0/2) 
. Por outro lado se o meio possui 
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um par de n1veis de energia da mesma paridade os quais se aco

plam coerentemente atravês de uma interaçâo que envolve nao 

um, mas sim dois fotons, ou seja, interaçao nao ressonante, e~ 

tão o terceiro termo da polarização não linear (eq. Il4) sera 

o domirante na geração da onda conjug3da. 

Em virtude dos tr~s termos que formam a polarização 

nao linear aparecerem como um produto escalar, ê pcss1vel, 

usando-se uma apropriada seleção de combinaç6es entre as pola-

rizaç6es dos campos, colineares ou perpendiculares, estudar as 

contribuiç6es dos tr~s tern1os da eq. Il4 separadamente, para 

varias materiais não lineares. 

nância 

Vamos supor agora que estamos numa situação de resso
(36) 

(w ~ w
0

, isto ê,predominância dos dois primeiros termos 
~ 

da eq. Il4) e que os atamos ou molêculas do meio utilizado se-

jam considerados estacionarias. Neste caso a rede formada pela 

variação periodica das populaç6es das molêculas tambêm seria 

fixa no espaço. Esta configuração que influencia diretamente a 

onda conjugada, dependeria basicamente de cois fatores: da i~ 

tensidade da luz das ondas de bomba (a qual determina a quantj 

dade de ãtomos que serão colocados no estado excitado) e tam

bêm do tempo de permanência no estado excitado antes do decai

mento dos atamos de volta ao estado de energia mais baixa. En-

tretanto se os atamos não sao estacionarias e podem mover-se 

numa fração apreciável da distância periodica D durante o te~ 

po de perman~ncia no estado excitado, então tem-se um mecanis

mo atravês do qual o processo de mistura de quatro ondas e 

''apagado'': e o chamado efeito de ''desmachamento'' da rede. 

O tempo que um ãtomo com uma velocidade mêdia têrmi-

ca levaria para percorrer uma distância O depende logicamente 

de quão grande ê o valor de D. Da expressão para O vê~se que 

sua variação vai desde 4 atê infinito; isto significa que qua~ 
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to maior~ o valor de D menor e o efeito de ''desmanchamento'' da 

rede. Os resultados experimentais obtidos para se estudar este 

efeito quando comparados aos cãlculos teoricos que levam em 

conta o movimento dos ãtomos dão excelente concordância(ll ,lZ). 

E claro que o movimento dos ãtomos introduz tamb~m o 

chamado efeito Doppler, o qual modifica a frequ~ncia estãtica 

de absorção w
0 

e por conseguinte 3 condição de ressonância inl 

cialmente suposta w ~ w
0

, não serã mais valida. Portanto os co 

mentãrios feitos nos dois últimos paragrafas não seriam úteis 

neste contexto, jâ que, como ja foi dito, fora da ressonância 

o termo que contribui fortemente para a polarização macroscopl 

ca e o terceiro da eq. Il4 e não os dois primeiros; e este ter 

ceiro termo pela sua origem não sofre o efeito de "3esmancha -

menta". 

Vemos assim que o movimento dos ãtomos provoca dois 

efeitos competitivos: 

a) diminui a polarização, pela diminuição dos dois primeiros 

termos da eq. Il4 e consequentemente a diminuição da intensid! 

de da onda conjugada, através do efeito de ''desmanchamento''. 

b) aumenta a polarização, pela não mais validade da condiçao 

de ressonância (w ~ w
0

) e consequentemente pelo au~ento, em im 

portãncia, do terceiro termo da eq. 114 e por conseguinte um 

aumento da intensidade da onda conjugada, jâ que fora da ress~ 

nãncia a grande contribuição ã polarização macroscópica~ dada 

por este termo. 

1.4. Progressos realizados no campo de mistura de quatro ondas 

degeneradas 

A primeira observação experimental de conjugação de 
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fase usando holografia em tempo real foi feita por St2panov et 

{13) . (14 15 16) al, enquanto D.f1. B1ooom e G. BJorklund ' ' observa-

ram conjugação de fase usando mistura de quatro ondas degener~ 

da e mais tarde tamb~m Jensen e Hellwarth(l?,ls,lg). Em segui

da ao pioneiro artigo teõrico de Hellwarth( 9 l, Yariv e Pepper(ZO) 

a p l i c a r a m o formal i s mo de õ ti c a na o l i n e a r e mos t r a r a m que o 

processo de mistura de quatro ondas degenerada, num meio nao 

absorvente, nao satur5vel, e não se levando em conta o esgota-

menta das ondas de bomba (amplitudes das ondas de bomba cons -

tantes do longo do material) era capaz de aumentar a intensida 
I b.(L) -

na sa1d3 do material, ou seja, _ _(J__J __ > 1; de da onda objeto 
I b.(O) o J 

de amplificar a intensidade da onda conjugada em relação a in-

tens idade da onda objeto na entrada do material, ou seja, 

1conj{O) 
·y--b .TO)-> 1; e tambem se se tiver valores suficientemente for 

o J 

tes das ondas de bomba, obter-se oscilação, sem haver realimen 
Iconj{O) -o· e Iobj(L) 

tação espelhar, ou seja, · ="' isto com o I b.(O) - I b.(O) 
o J o J 

Iconj.(L) =O. Estendendo o trabalho de Yariv e Pepper{ZO) , 

Abrams e Lind(lO) incluiram efeitos de absorção e saturação, 

mas não levando em conta tambem o esgotamento das ondas de bom 

ba. Neste artigo e mostrada uma relação crescente do grãfico 
Iconj(O) ... 

da refletividade R = 1 .(O) em funçao da intensidade das on
obJ 

das de bomba para valores crescentes do coeficiente de absor -

çao linear a
0

L e na condição de ressonância~= (w-w
0

), 2 =O. 

E tambem observado uma relação crescente no grãfico da refleti 

vidade R em função da intensidade das ondas de bomba para um 
a L 

valor constante de BL = --
0 z = l e valores crescentes de o {fQ 

1 +o 
ra da ressonância). Entretanto nao sao previstas nem condições 

de ganho e nem de oscilação. Outra contribuição nesta ãrea foi 

dada por Marburger e Lam(Zl) os quais calculam expressoes a na-
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liticas para a mâxima intensidade da onda conjugada em função 

das duas ondas de bomba e da onda objeto (condição que e conse 

guida ajustando-se o valor L do comprimento do meio não li-

near). No cilculo são levados em conta o efeito do esgotamento 

das ondas de bomba, auto-modulação, absorção, mas não ê levado 

em consideração o efeito de saturação. Marburger e Lam(Zl) che 

gama algumas conclus6es interessantes como, por exemplo, que 

nesta condição de mãxima refletividJde, pode-se obter uma in-

tensidade finita da onda conjugada Iconj(O), mesmo não havendo 

o ''input'' da onda objeto Iobj(O), mas que este fato s6 aconte

ce se somente se as intensidades das duas ondas de bomba forem 

iguais. Eles(Zl) concluem tambêm que a intensidade da onda con 

jugada I .(O) nunca ê maior do que a intensidade Ib(L) da o~ conJ 
da de bomba que se propaga no mesmo sentido da onda conjugada. 

1.5. Aplicaç6es 

Muitas aplicações do processo de mistura de quatro 

ondas foram sugeridas. Hellwarth( 9 ) em seu artigo pioneiro e 

tambêm Hellwarth e Jensen(ZZ) onde observara1n experimentalme~ 

te a geração de uma rêplica invertida no tempo de uma onda mo 

nocrom~tica. Marburger(ZJ) mostra que a modulação de fase num 

pulso pode ser invertida no tempo usando-se mistura de quatro 

ondas degeneradas. Yariv( 24 l e Yariv et al(ZS-JO) demonstram 

uma sêrie de aplicações, entre as quais uma( 24 l que (vide fig. 

4) indica uma maneira de compensar um sinal 6tico, o qual so

fre distorção ao atravessar uma atmosfera turbulenta fato que 

acarreta ser muito util em assuntos de te~ecomunicação. Ya-
. ( 31 ) 

r1v mostra que se consegue transmitir e receber imagens 

tri-dimensionais em guias de onda (vide fig. 5) de tal modo 
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que uma imagem pode ser criada no fim de uma fibra 6tica, ima

gem esta que ê idêntica a imagem do objeto coerente situado na 

entrada da fibra. Yariv, Fekete e Pepper( 30) sugeriram um mêt~ 

do para estreitar um pulso que sofreu alargamento ao ser trans 

mitido atravês de uma fibra (vide fig. 6). Uma potencial apli

caçao ~fusão ê tambêm considerada (vide fig. 7), na qual um 

feixe de laser depois de iluminar os ãtomos a sofrerem fusão, 

entra num amplificador, sai amplificado porem ê distorcido en-

trando em segui da num "espelho conjugado", sendo então retro 

~spalhado (sofre conjugação de fase), entra novamente no ampl! 

ficador e ao sair jã não existem mais as distorções introduzi

das pelo amplificador e tambêm o feixe estã muito mais inten

so, sendo que em seguida ele incide de volta sobre os ãtomos 

que devem então sofrer o processo de fusrio. Um problema impor

tante inerente a este processo de fusão, ê que os ãtomos que 

devem sofrer a fusão não podem mudar de configuração durante o 

tempo de percurso do feixe de laser desde quando ele e refleti 

do pelos ãtomos atê quando o feixe conjugado incide de volta 

sobre os mesmos ãtomos. Isto ê necessãrio pois o feixe retro-

refletido (conjugado) tem que ser a replica conjugada da imagem 

do objeto (no caso em questão dos ãtomos) no instante em que 

ele ê iluminado e espalha a luz. 

Outra interessante e potencialmente promissora apli-

caçao de 6tica de fase conjugada e em particular em mistura de 

quatro ondas ê usã-la como parte numa cavidade 6tica ressonan

te. A caracterTstica deste ressonador ê que um (ou os dois) 

espelhos concencionais são substituTrlos por espelhos conjuga

dos. Alguns artigos( 32 • 33 l descrevem as propriedades destes 

dispositivos e algumas foram observadas experimentalmente( 34 l. 

Uma destas propriedades torna esta cavidade ressonante bastan 
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te atrativa para aplicação em osciladores de alta potência: 

ele pode compensar distorções Õticas dentro da cavidade. Pode 

se mostrar( 32 ) que a quando a luz ê refletida pelo espelho con 

vencional, sua fase transversal depende somente da forma deta 

lhada da superficie do espelho; a fase não depende de nenhuma 

outra fonte de distorção dentro da cavidade( 34 ). 

Outra possivel aplicação ê a que se refere a diferen 

tes polarizações das ondas envolvidas no pr·ocesso. Pode-se,uti 

lizando-se polarizações ortogonais das duas ondas de bomba que 

se propagam em senti dos opostos, consegui r-se uma onda retroo-espa-

lhada cuja polarizaçao ê ortogonal a polarização da onda obje

to(3S)_ A fig. 3 mostra um esquema desta experiência. Duas são 

aplicações imediatas desta modulação de polarização. A primei-

ra ê que pode-se redirecionar a onda conjugada numa outra dire 

ção que não a direção oposta aquela da onda objeto, embora ela 

continue guardando todas as demais caracteristicas da onda con 

jugada da onda objeto. A segunda e que pode-se refocalizar a 

onda retroativa num outro plano, diferente daquele no qual ori 

ginou-se a onda objeto. 

Depois de alguns anos pesquisando este novo campo, a 

maior parte dos fundamentos fisicos da Õtica de fase conjugada 

estã bem entendido. Muitas experiências foram jã realizadas sob 

as mais diferentes condições. Na tabela l estão resumidos al

guns dos resultados e é interessante notar em alguns casos, as 

altas refletividades observadas conseguidas com densidades de 

potência relativamente baixas e comprimentos das amostras tam

bém pequenos. 

Dois bons artigos de revisáo( 36 ,J?) foram jã feitos 

onde sao apresentadas os fundamentos fisicos, os desenvolvimen 

tos teõricos e experimentais, comparaçoes com ramos semelhan -
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tes, como por exemplo holografia e espalhamento Brillouin es

timulado e outras possfveis aplicaç6es, algumas das quais j~ 

realizados e outras, como sugestões, ainda a serem realizadas. 

Pode-se ainda citar a aplicaçao da mistura de qua-

tro ondas ( 40) -degenerada a plasmas , onde e mostrado que a sus-

ceptibilidade de terceira ordem pode ser da ordem ou vârias or 

dens de grandeza maior do que a susceptibilidade corresponjen-

te para t1picos materiais nao lineares. 
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CAPITULO II 

MODELO E OBJETIVOS 

II.l. Consideraç6es gerais e geometria do problema 

Vamos considerar um meio nao linear de extensão infi 

nita nas dimensões transversais (eixos x e y) confinado entre 

dois planos paralelos separados por uma distância L. Vamos su

por tambem que cada molecula do material possui, alem do esta

d c fundam e n tal , do i s n 1 v e i s, os q u a i s de no mi na r" mos de 1 e 2 . 

Este e portanto urn meio absorvente e saturãvel. Fazemos inci -

dir sobre o meio três ondas eletromagneticas, todas com a mes-

ma frequência w, e com sentidos de propagaçao como mostra a 

fig. 9. Duas sâo as chamadas ondas de bombil ff e Êb e propa -

gam-se em sentidos opostos, fazendo um ângulo o « 1 com o ei

XO Z , enquanto a onda objeto Ê propaga-se no sentido z posi-
p 

tivo. Este pequeno ângulo O entre as ondas de bomba e a onda 

objeto e experimentalmente necessârio por dois motivos. Primei 

ro devido ao fato de que corno vamos considerar as polarizações 

das três ondas iguais, hâ a necessidade de distingui-las e es

te ângulo e ja 6 suficiente. En1 segundo lugar em virtude da 

influência do efeito de "desl'lanchamento" causado pelo movimen-

to das moleculas (efeito Doppler) ja discutido anteriormente. 

O que acontece e que para pequenos ângulos, o "per1odo" D da r~ 

de de espalhamento formada no material e muito grande e porta~ 

to aumenta muito o tempo necessãrio para as moleculas percor -

rerem uma distância peri6dica D e consequentemente diminui mul 

to a possibilidade da influência do efeito de "desmanchamento". 

Outro aspecto a ser salientado aqui ê o fato de que 

em virtude das polarizaç6es de todas as ondas serem iguais,faz 
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com que todos os três termos da polarização macroscSpica nao 

linear, eq. !14, contribuam para o processo de formação da o~ 

da retroespalhada ou conjugada e portanto não e poss1vel analisar 

separadamente os efeitos de cada um dos termos. 

!!.2. Conexão entre matriz densidade e a polarização macrosco-

pica 

A presença destes campos no material induz a forma-

çao de uma Hamiltoniana de interaçao dipolar do tipo 

~ "(~ ) H. t = -p.t. r,t 
1 n . Ml 

onde t e o operador momento dipolar da mol6cula e ((1,t) o 

campo eletrico total. A Hamiltoniana total sera então 

MlA 

onde H
0 

e a Hamiltoniana jã existente no material na ausência 

dos campos eletricos. Os dois n1veis de energia El e Ez sao 

os que resultam da Hamiltoniana H
0

, ou seja, 

M2 

Vale a pena enfatizar que o que chamamos de campo total t(1,t) 

inclui não somente as três ondas incidentes sobre o meio, mas 

tambem a quarta onda gerada: a onda conjugada, a qual chamare

mos de ts. 

Usando-se o operador momento dipolar t. pode-se cal-

cular o valor qu~ntico media <t> da molêcula, induzido pelo 
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campo Ê(r,t), atravês da equaçao 

M3 

onde p e a matriz densidade do sistema qual obedece a seguinte 

equação de evolução temporal 

3 p l 
~ 

TI h M4 

Deve-se ainda incluir na eq. M4 os chamados termos 

de colisão. No caso da molécula de dois niveis, a matriz densi 

dade ser~ de dois por dois sendo que para os elementos da dia

gonal ê introduzido um tempo de relaxação t 1 o qual representa 

o tempo mêdio da permanência da molêcula no estado excitado Ez, 

antes de decair para o estado 'l devido a colisões entre as mo 

lêculas. Para os elementos fora da diagonal ê introduzido um 

tempo de relaxação T2' O qual representa 0 tempO media da per

da de correlação entre as fases dos dipolos individuais das mo 

lêculas; ~ 2 ê conhecido como tempo de perda da "memõria" de fa 

se. Enquanto Tl ê um tempo associado a uma mudança de energia 

da molécula {decaimento do estado c 2 para o estado s 1 ), o tem

po Tz esti associado a mudanças na orientação dos dipolos de 

cada molêcula, não acarretando portanto mudanças na energia da 

molêcula. Matematicamente os termos de colisão para 

tos da diagonal da matriz densidade possuem a forma 

os elef)len
(p .. -p\e)) 

l l l l 

Tl 

e os termos de colisão para os elementos fora da diagonal da 
iJ .. 

ma t r i z d e n s i d a de p o s s u em a f o r ma _l _ _J o n de i , j l , 2 q u e r e p r~ 
'2 

sentam os dois estados da molêcula e )e) representa o elemen-
1 1 

to da matriz densidade para o caso de equilibrio, ou seja,qua~ 
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do nao existe campo el~trico externo aplicado. 

Com o cãlculo de p atrav~s da eq. M4 (com a inclusão 

dos termos de colisão) pode-se então obter o valor <P> da mol~ 

cula dado pela eq. M3. A polarização macroscópica induzida se

rã então dada por 

p ( t) Ncp(t)> r~ s 

11.3. Descrição do método de resolução da equaçao de onda 

Uma vez de posse da expressao para P(t), deve-se in

seri-la na equação de onda (MKS) 

2-> ., p 
o 

~ 

e resolver esta equaçao para achar-se os quatro campos procur! 

dos. Fisicamente o que ocorre ~ que os campos dos lasers indu

zem uma polarização macroscópica não linear (além da linear). 

Esta polarização não linear funciona como fonte para alterar 

os prõprios campos elétricos dentro do meio.os quais jã modif! 

cados,induzem uma nova polarização não linear a qual novamente 

funciona como fonte alterando os campos eletricos e assim suces 

sivamente num processo auto consistente até que uma condição de 

equillbrio seja atingida. E depois de ser alcançada esta situa 

ção, ou seja, num estado estacionãrio, e que são feitos os cãl 

culos deste nosso trabalho. 

Os campos el~tricos aplicados sao supostos da forma 

E . 
Ê OJ -+ 

j = - 2-(r,t) e X p r i ( lu t- k .. ~ ) l + C • C . 
- J ' 

M7 
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Vamos considerar os campos como ondas planas pois a 

area transversal ocupada pelos feixes dos lasers e bem peque

na para que se possa considerar as ondas como planas e também 

o comprimento L do material na direção z e suficientemente p~ 

queno para que nao se precise considerar o alargamento e es-

treitamento dos feixes de laser, enquanto eles atravessJm o 

material. Vamos portanto na equação M6 desprezar todas as de-

rivadas transversais (em relação a x e y) que apareçam. Para 

resolver a equação M6 vamos considerar a polarização no caso 

estacionaria e fazermos u~a transformada de Fourier desta po-

larização obtendo assim os coeficientes de exp(±inkz), n = 

0,1,2,3 com o objetivo de igualarmos os coeficientes do 

termo n = desta expansao com os correspondentes do lado es-

querdo da equaçao de onda M6. Os coeficientes dos termos para 

n t l não contribuem efetivamente na solução da equação M6 de 

vida ao não ''casamente'' de fase com termos do lado direito des 

ta mesma equação Q este ''descasamento'' resulta, que ap6s um 

tempo necessârio para se atingir o estado estacionaria, tere

mos uma influência nula para os campos eletricos. 

O que distingue este trabalho dos demais jâ feitos, 

-e basicamente o fato de ter-se levado em consideraçao sin:ultanean:ente o esgQ 

tamento das ondas de bomba Ef e Eb, ou seja, considerar-se a 

variação da amplitude destas ondas ao longo do comprimento da 

amostra; ter-se tambêm considerado os casos de diferentes in-

tensidades entre si, de entrada das ondas de bomba; analisado 

o comportamento das quatro ondas dentro do meio não linear p~ 

ra diferentes valores do coeficiente de dessinton1a 6=(w-w
0

)T 2 ; 

diferentes valores da onda objeto Ep e do coeficiente de ab

sorção a
0

L, nos dois casos passiveis, isto e, com a
0

L positivo 

que corresponde a absorção e com a L negativo correspondente a o 
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ganho, jã que neste caso, a populaçio do nivel 2 (nivel exci

tado), antes de se fazer incidir as três ondas no material ,jã 

estã maior do que a do n1vel 1. Vale salientar tambem o enfo

que diferente de ter-se utilizado trar.sformada de Fourier pa

ra fazer-se o "casamento'' de fases, para a soluçio das equa -

çoes, nunca antes feito. 



CAPITULO III 

OBTENÇAO DA MATRIZ DENSIDADE 

24. 

III.l Equações de Evolução Temporal da Matriz Densidade. 

Como ja dissemos antes, vamos considerar somente dois 

n1veis (alem do estado fundamental) excitados de uma molécula ou 

atemo. Esta hipõtese pode ser considerada boa para o nosso propo-

sito, se a frequªncia w do campo incidente for da ordem de grand~ 

za de 

Tl 

A h a mi lt o n i a na de i n te ração di p o l a r (e q . M l ) i n d u z i rã 

transições entre os dois niveis. Estas transições darão origem a 

uma polarização media <p> dada pela eq. M3. Para calcula-la preci 

samos resolver a equação de evolução temporal da matriz densidade 

(eq. M4) incluindo-se também ainda os termos de relaxação. Consi-

derando-se apenas os dois niveis, tem-se em virtude da eq. M3 

2 

<15> = L 

-+ 
<p> = 

n ' 9, = 

2 

L 
n = l 

T2 

-+ -> 

(pnlPln + PnzPznl 

Mas como os operadores dipolares nao ligam estados de mesma parid! 
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de 

o T3A 

T3B 

T4 

Valendo-se da propriedade hermitiana do operador p 

T3C 

temos finalmente 

T5 

Vamos agora resolver a eq. M4 para as componentes de p 

T6 

Para a componente p11 temos 

T7 

onde foi usado 

Tnn - Tl 

TS 
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sendo p~n = componentes diagonais da matriz densidade no equil1 -

brio (Ê(r,t)=D). 

Usando as equaçoes M2 temos, e sabendo-se que c1 e c2 

sao reais temos 

Inserindo entre p e V um conjunto completo 

~1 

I ij><jl 
j = l 

T9 

TlO 

e lembrando que estamos considerando apenas dois n1veis, ou seja, 

<j I v I j , > = o sejouj'ftl,2 Tll 

e também em virtude das eqs. T3A e T3B 

e 
i (pll - Pnl 

=fi v12(P12- P21 l - Tl2 

Para a componente p12 temos: 

T l 3 

chamamos T 12 = T 2 . 

Usando novamente as eqs. M2 temos: 
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Tl4 

Inserindo um conjunto completo entre p e V e usando tambêm as 

eqs. T3A e T3B 

pela definição da matriz densidade 

Então 

Para a componente Pzz 

Vamos definir: 

D ~ 

Fazendo Tl2 - Tl8 vem: 

D 
e 

~ 

Tl4A 

Tl5 

Tl6 

Tl7 

Tl8 

e e 
pll - p22 Tl9 



Da eq. Tl4 

ao 
TI 

= 2 i 
fi 

2 8. 

T20 

T21 

onde foi usada a eq. Tl com w
0 

=: w21 . A frequenci a w dos três 

campos incidentes'sobre o material são iguais (caso degenerado) e 

da ordem de grandeza de w
0

. Se V(r,t) =O, ou seja, nao existe 

campo incidindo sobre o meio, a solução da eq. T2l serã da forma 

T22 

Na presença dos campos com w ~ w
0

, vamos então supor a solução de 

T2l 

T23 

ou seja, vamos eliminar a variação rãpida de p12 e trabalhar some~ 

te com a função lentamente variãvel no tempo ií 12 ( t). Para a função 

O não precisamos supor uma solução do tipo T23, pois se V(r,t) =O, 

a função D decai exponencialmente no tempo. Nas eqs. Tl2, Tl8 (e 
' . consequentemente T 20) foj suposto que os outros niveis excitados 

nao influenciam os niveis~l e 2, contribuindo somente na determin! 

çao das populações de equil1brio, o que ê levado em conta através 
e e 

de P11 e P 22 · 
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JIJ.2 Forma dos Campos e Aproximações Usadas. 

Vamos considerar que os campos aplicados sao ondas 

planas da forma (jã justificada anteriormente) 

onde n = f,b,p,s. As ondas Ef e Ep caminham da esquerda para a di 

reita no sentido de z positivo. As ondas Eb e Es no sentido de z 

negativo. Mas em virtude da eq. Ml e TB 

onde 

Ê
0
(r,t) ~L Ê

0
n(r,t) exp(-ikn.r) 

n 

T25 

T26 

Como jã dissemos antes, vamos considerar iguais as p~ 

larizações dos quatro campos, pois se a polarização de apenas um, 

dos quatro campos fosse diferente dos demais, haveria necessidade 

de se considerar mais q·ue dois niveis de energia, isto porque o 

campo Ê com mais de uma componente, induziria transições entre ou 

tros niveis, jã que no produto escalar E.E, apareceriam termos 

proporcionais a x e y, ou x e z, ou y e z devido ao operador mome~ 

to de dipolo p, cujos elementos de matriz fariam ligações entre mais 

de dois niveis. 
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Levando T23 e T25 em T20, usando Tl5 e desprezando os 

termos proporcionais a exp (± i2wt) vem (denomina-se esta aproxi

mação "aproximação da onda rotat6ria'') 

ao 
TI T27 

O fato de termos desprezado os termos prcporcionais a 

exp(±i2wt) se justifica pois suas medias temporais dão zero em um 

intervalo de tempo pequeno comparado com o tempo de observação da 
2n experiência, porem grande comparado com que e o per1odo de os-
w 

cilação do campo elêtrico. 

Levando T23 em T2l e igualando os coeficientes de 

exp(+iwt) temos: 

onde 6w ~ 

O complexo conjugado de T28 vale: 

'V 

p l 2 
E

0
(r,t)D -

'z 
T28 

T28A 

T29 

Vale salient~r que não estamos considerando a inclu
, I 

sao do efeito Doppler. EAtretanto isto poderia ser feito1 41 l:~~or 

exemplo, por simplicidade, supondo-se movimento dos ãtomos ou mo

léculas somente na direção z. Neste caso a derivada temporal da 

matriz densidade seria 

dp 
ot= T28B 
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onde vz e a componente da velocidade ao longo do eixo z. Então nas 

e0 uaç6es de evolução temporal da matriz densidade, o fator Aw e 

substitu1do por 

w - w + o T28C 

Depois de resolver-se as equaçoes de movimento pora 

p12 (Awd) no caso estacionaria, toma-se a media térmica, utilizan

do-se a distribuição de Maxwell-Boltzmann; assim: 

M 3/2 
= (z1TK rl 

B 

As inteqrais em v e v podem ser feitas sem problemas. 
- X y 

Para a integral em v pode-se fazer uma mudança de variável usanz 
do-se a eq. T28C. Tem-se então: 

1 M l/2 
= l<( . ) 

+oo 

I 2TIKBT 

Lembrando-se ainda que 

-oo 

2 '\, v rms 

(Awd-Aw)J 
d(Awd) 

k 

T28E 

T28F 

onde vmp e v sao a velocidade mais provavP.l media quadrâtica rms 
respectivamente, obtêm-se finalmente 

R kv rms 
T28G 
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'V 
Com o cãlculo de <p 12 (bw)> pode-se obter então a pol~ 

rização macrosc6pica (ver adiante eq. T40). Alguns trabalhos que 

consideram a inclusão do movimento atômico ja foram feitos(ll,lZ)_ 

Na realidade asolução completa de De pl2 exigiria ex 

pansoes do tipo 

iwt * -iwt i2wt * -i2wt D = D
0

(r,t)+D 1 (r,t)e +D 1(r,t)e +D 2(r,t)e +D 2(r,t)e + .... 

T30A 

'V 

"' iwt ~ i2wt% i3wt 
P12 = P12 (r,t)e +p 12 (r,t)e +p 12 (r,t)e + .... T30B 

Ter1amos então que levar estas expansoes, juntamente 

com a eq. T24 nas eqs. T20 e T21 e igualar os coeficientes de mes 

ma ordem nas exponenciais exp(imwt) onde m = 0,1 ,2,3 ... e ter1a-

mos assim um conjunto infinito de equações com infinitos coeficien 

tes a determinar. 

Entretanto neste cãlculo consideramos somente os pri-

meiros termos das duas expansões T30 e T30B porque supusemos que 

w"' w e isto faz com que os coeficientes seguintes sejam bem peo 

quenos se comparados com os primeiros termos de cada expansão. 

Somando as eqs. T28 e T29 

i p l 2 
---

2h 

T3l 

Mas 
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'V "'* 'V 2X pl 2 + pl 2 = 2Re(P12 ) ~ 

T33 

'V "'* 'V 

P12 - P1z = i 2 Im(pl2) ~ i2Y 

ax - /:,wY 
pl2D 

E X 
ãt = + 2-h- o I -

T2 
T31A 

Fazendo T28-T29 vem 

T32 

usando T32 

T32A 

onde E0R e E0I sao as partes reais e imaginarias dos campos ele -

tricos, excluindo-se as exponenciais exp(± iwt), ou seja, partes 

reais e imaginarias da eq. T26. 

Para a eq. T27 usando T33 e reescrevendo T26 como: 

T26 

ao 
= ãt T34 

Agrupando os termos em X e Y vem: 

ao 
= 3f T34A 



34. 

111,3 Calculo da Polarização Macroscõpica e Forma Explicita da 

Equação de 0:1da 

As equaçoes T31A, T32A e T34A representam as evolu -

çoes temporais dos elementos não diagonais e da diferença entre 

os dois elementos da diagonal, dentro das aproximações ja citadas. 

Vemos tambêm que estas equações estão acopladas ao campo elêtri-

co E
0
(r,t) o qual e regido pela equação T7. O campo total ê da 

forma 

E(r,t) = Y i E
0
n(r,t) exp ji(wt-kn.r) 1 + c.c. 

n 
T35 

onde~= f,b,p,s representando os quatro campos. Como estamos con 

siderando apenas variações longitudinais (ao longo do eixo z) te-

remos então para as derivadas espaciais: 

a E = 
l 
2 I 

n 

aE n 
-li-(z,t) exp [i (wt-kn .z)J 

L ik .tE (z,t) exp[i(wt-k .z)l + c.c. 2 n n on n .~ 

A derivada segunda valera 

+ c . c . 

l 
2 I 

n 

a2
E 

_....;;o:-'-'n ( z , t ) 
3Z 

3E 
~(z t) az , 

T36 

T37 
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Para as derivadas temporais teremos analogamente a 

equaçao T36: 

a E 
on( ~) r -7 -7 'i -~ z,c exp Li(wt-kn.z)" + 

n 

2.
2 

I' i wE ( z , t) ex p [i ( w t- k . z) l + c . c . 
L on n ~ 
n 

T38 

Para a derivada segunda analogamente a equaçao T37 

a E 
exp ri(wt-k .z)] + ~ iw a~n(z,t) exp (i((ut-kn.zl} 

~- n n 

T39 

Por outro lado, precisamos tambem calcular a polari-

zaçao macrosc6pica. Com este objetivo levamos T23 e seu complexos 

conjugado em T5 e este resultado em MS. 

P ( t) = N p 1 2 ['P 1 2 ( t) ex p ( iuJ t) + 'P Í 2 ( t ) ex p ( -i w t )} 

T40 

Usando .a equaçao T33 

P(t) = 2Np 12 .[x(t) cos(wt) - Y(t) sen(wt)J T40A 

Temos agora que levar as equaçoes T37, T39 e T40A na 

equaçao 17. Mas antes, vamos fazer a chamada ''aproximação da ampl! 

tude lentamente variivel''. Esta aproximação consiste em desprezar 
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as derivadas segundas em comparaçao ao produto das derivadas pri-

meiras vezes os fatores que tornam estes produtos dimensionalmente 

iguais as derivadas segundas. Assim teremos 

Estas aproximações sao justificadas desde que as varia 

çoes, tanto espaciais como temporais, do campo elêtrico dentro do 

meio não linear são pequenos dentro de um per1odo do campo. Levando-

-se então as equações T37, T39 (com as aproximações T4l) e T40A na 

equação I? teremos 

]JSW L 
n 

+ c. c. 

a E on 
az 

a E on 
3t 

ex p I i ( w t- k n . 1) I -~ 

IX(t) cos(wt)-Y(t) sen(wt)l T42 

Devido ao fato de todos os campos serem de mesma fre

quência w e que tambem 

= ]lf:W 
2 T43 

2 -;7 A 2 
pois k = (kn.z) , o segundo e o quarto termo do lado esquerdo da 

equaçao T42 cancelam-se mutuamente. Por outro lado Q derivada se

gunda do lado direito da equação T42 vale: 



2 
SIX(t) cos(wt) 
at 

- Y(t) sen(wt)l = --2 cos(wt) la 2x 

dt 

ax 2 - 2w 3t sen(wt) - w Xcos(wt) - a 2y 3Y 
~ sen(wt) - 2w ~t cos(wt) 
() t L a 

3 7. 

T44 

Analogamente ao que fizemos com o campo elêtrico va-

mos desprezar as derivadas segundas em comparaçao o produto de 

w pelas derivadas primeira, ou seja, 

Esta aproximação justifica-se devido ao fato de que 
'C tanto X como Y são ligados a p12 (t) que varia lentamente no tem-

po, jã que a dependência rãpida foi eliminada (ver eq. T23). En

tão 

2 
~IX(t)cos(wt) 
at 

- Y(t)sen(wt) I cc l-2w élX sen(wt) 
'C ;)t 

- w2X cos(wt) -2w ~~ cos(wt) + w2Y sen(wt)l T44A 

Nosso objetivo agora e resolver as eqs. T31A, T32A, 

T34A e tambêm T42A dada por: 

expli(wt-k .z)l-
n 

i]JEW 

ClE 
1 on 

1

. -7 "'" 
L 3texp 1(wt-kn.z) I 
n 
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I 
ax 2 

+ c.c. = 2~ Np 12 -2w at sen(wt) - w X cos(wt) 

3Y 2 I - 2w TI c os ( w t) + w Y se n ( <u t) T42A 

ax -t;wY 
p l 2 D 

EOI 
X 

TI = + 
~ 

-
-r2 

T31A 

3Y t;wX 
p l 2 D 

EOR 
y 

TI = -
~ 

- Tz T32A 

3D 2P l 2 
jE 01 x-E 0RY! 

(D-Oe) 
ôt 

= -h- -
Tl 

T34A 

Na forma em que estão, as soluções destas eqs. nos 

fornecem, alem de X, Y e D, os valores dos quatro campos Eof' 

Eop' Eob' e E
0

s em função de z e t. Estamos interessados no en -

tanto, numa solução estacionãria e nao numa solução temporal tran-

siente da matriz densidade. Para isto vamos zerar todas as deri-

vadas temporais de X, Y e D em T31A, T32A, T34A e T42A. 

ax av 
= TI TI T46 

Assim podemos resolver as eqs. T31A, T32A, e T34A pa

ra X, Y .e D em função de EOR e E01 (isto e, dos quatro campos) e 

substituir os respectivos resultados no lado direito da eq. T42A. 

Observ.ando a eq. T42A, vemos que mesmo com as condições dadas por 

T46, as derivadas temporals dos campos sao diferentes de zero. 

Neste caso teriamos o que se chama ''adiabatic following 

approximation". 

Na prãtica esta aproximação pode ser aplicada ate pa

ra pulsos de pico segundos. 
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Usando as condições T46 tem-se 

X + t::.wY -
pl 2° 

EOI = o T47A 
T2 ---zh 

!::.wX 
y P 1 2° 

EOR = o T47B 
T2 - ---zh 

p 1 2 p 1 2 o o 
2 EOIX - 2 EORY + 

e T47C 
~ ~ 

= 
T] T] 

cujas soluções sao: 
D 

[!::.wFR + :~] (2~ ) 
X 1 T48A = 

l [ ~ 
_1 [ 1 + /::.w2J + Tl2 F~+Fi J Tl L T2 

D 

l!::.wF - ~1 e 
7T"l I T 2 

y = T48B 

1 [ 1 !::.w2l+-l lF2+F2l --z + T 2 R . I 
] T 2 - _J 

D 

r~ , '"''l e 
T] 

D = T48C 

Tl [~I, '"'2] , _1 r F2 
T 2 R + Fi] 

onde 

FR(z) 
p 1 2 

F 
p 1 2 

EOI(z) T49 = Zh EOR(z) = 2h I 

Como jã foi dito anteriormente, os quatro campos sao 

tais que E f e E. caminham para a direita e E b e E para a es o op o os 



querda. Assim em virtude da eq. T24 e T26 

onde 

EA(z)exp(ikz)+EÂ(z)exp(-ikz) 

2 

6EA(z)exp(ikz)-6EÂ(z)exp(-ikz) 

2i 

6EA(z) = (E +E ) - (E* + E* ) ob os of op 

Se definirmos 

E 

Podemos reescrever T48A, T48B e T48C como: 

D(z) 
D~ ~ IEA(z)eikz+EÂ(z)e-ikzl +Di;~ 16EA(z)eikz_6EÂ(z)e-ikzl 

D3+D2 [E+[2+[E_I2 + E+E_ei2kz + E~E~e-i2kz 

D2 P12 
R i 2h D(z) 
'3 SI +Dz 

D(z) 

onde 

16EA(z)eikz_6EÂ(z)e-ikzl 

[E+[2+[E_[2+E+E_ei2kz + 

O D
3 

e 

2 P12 
- DI 2Jl 

E*E*e -i 2kz 
+ -

IEA(z)eikz+EÂ(z)e-ikzl 
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T50A 

T50B 

T51A 

T51B 

T52 

T53A 

T53B 

T53C 
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onde 

2 D /"IJJ Q2 
D l p l 2 Q3 l l 2 e 

r~2 6w T54 nR = 
~ 

= 2T 1T2 
= :rz;;z 2 + 

I Tl 
'2 

Pode-se a ·i nda reescrever T53A, T53B e T53C como: 

X ( z) = 
C exp(ikz) + C* exp(-ikz) 

X X T55A 
t1 8 + t1 exp(i2kz) + ~1* exp(-i2kz) 

C exp(ikz) + C* exp(-ikz) 
Y( z) = T55B 

M
8 

+ M exp(i2kz) + M* exp(-i2kz) 

D(z) 
cd 

T55C = 
t~B + t·1 exp(i2kz) + M* exp(-i2kz) 

onde 

pl 2 
(n~ 

n2 
ex = EA + I 6EA) T56A 2h i 

2 

cy 
pl2 c-! 6EA Q2 EA) T56B = 2h -

1 I 

MB = Q3 +s:J2([E+[2+ I E 1
2

) T56C 

M = ri2~+E- T56 D 

cct = o Q3 
e' T56E 
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CAPITULO IV 

Obtenção das Equações Diferenciais para os Campos 

IV.l. Ondas quase paralelas e expansao d~ solução da matriz densi 

dade em sêrie de Fourier 

Nosso objetivo agora e resolver a eq. T42A com as co~ 

dições T46. Para isto precisamos considerar duas coisas: Primeira: 

vamos igualar os termos de mesma fase dos dois lados de T42A. Do 

lado esquerdo não hâ problema para se identificar os termos de fa 

ses diferentes, como se pode ver claramente. Do lado direito en-

tretanto a identificação não e imediata. Precisa-se antes escrever 

as funções sen (wt) e cos (wt) em termos de exp (' i,,,t). Depois 

faz-se uma expansao em sêrie de Fourier de X e Y, os quais sao da-

dos pelas eqs. T55A e T55B e guarda-se os de ordell':, ou seja , 

exp (±ikz). Acopla-se en':ão os coeficientes que estâo multiplican

do exp (=:ikz) com os que multiplicam exp ('icut), agrupando os ter-

mos de mesma fase. Assim pode-se igualar os termos de mesma fase 

dos lados direito e esquerdo da eq. T42A. 

Vale salientar que o fato de usar-se apenas os termos 

de ordem 1 na expansao de Fourier de X e Y ê baseada em que os ter 

mos de ordem mais alta nao estão em fase com nenhum termo do lado 

esquerdo da eq. T42A e que portanto não dao contribuição efetiva. 

Segunda: como o modelo de dois niveis excitados da mo

lecula ou âtomo nos obriga a considerar as polarizações de todas 

as ondas iguais, na separação por fase teriamos que incluir juntos 

de um lado os campos E
0

f e E
0

p e de outro os campos E
0

b e E
0

s pois 

não haveria meio de distingui-los. Entretanto como jâ foi dito, p~ 

ra fazer a identificação experimental, faz-se a incidência de E
0

f 
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e E
0

p sobre o material com um pequeno ângulo 8 « ·1 de diferença 

entre eles o suficiente para distingui-los, e fazendo a mesma cai 

sa com os campos E
0
b e E

0
s. Assim pode-se separar as equações nos 

quatro campos e nao em duas. 

Uma justificativa de que esta geometria nao afeta tan 

to os cãlculos, pode ser analisada da seguinte maneirJ. Pela fig~ 

r a a onda objeto Rp propaga-se na direção z positiva. A 

onda Ef propaga-se no plano xz fazendo um angul o 8 « l com o e i

xo z. Os vetares de onda são kp e kf respectivamente. Como I kf 1 = 

lkpl e 8 « l pode-se supor que k// e quase paralelo ao eixo X e 

tambem que 

Al 

Então tem-se para o produto escalar 

A2 

Mas nesta aproximação pode-se escrever 

x % ze A3 

Levando Al e A3 em A2 vem: 
' 

A4 

No laboratório um ângulo de 1° jâ e suficiente (para o tamanho da 

celula usada) para identificar os dois feixes, e neste caso 
2 ~ + 

8 = O.OOOJ. logo kf.r pode ser aproximado por lkflz, ou seja 
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AS 

Com estes dois comentârios vamos então expandir em se 

ri e de Fourier as funçõe; X(z) e y ( z ) . Assim temos: 

A 00 
I 

X(z) ___(J_)(_ + 
n ~ l 

2Tin z 2Tinz I T57 = A cos (--) + B sen(---) 2 nx L nx L 

onde 

A 2 t X(z) (21Tnz)dz T57A = c os nx L L o 

B 
2 

I~ X ( z) ( 2 Tin z T57B = I s en --L-) dz nx 

Analogamente para Y 

Y(z) 
00 

\ A (21TnZ) B sen(21TnLz) 
i, ny cos --L-- + ny 

n = l 

T58 

onde 

A 2 ( y ( z) cos( 2 1T~ 2 )dz T58A = I ny 

8 2 
f~ Y(z) sen( 21Tn 2 )dz T58B = I ny L 

Ao o 00 

IA cos(~ynz) + (21Tnzll D(z) = -y + I 8nD sen --L-
n = l nD L 

T58C 

onde 

T58D 



BnD = 2L Jrl 
o 

2nnz D(z) sen(--)dz 
L 

45. 

T58E 

Pelas expressoes T55A e T55B para X(z) e Y(z) ve-se 

que elas são periÕdicas, com perTodo kL = 2n. Levando T55A em 

T57A e T57B reescrevendo as funções seno e coseno como exponenciais 

tem-se: 

2TI 

= l J 
Tf 

C eikz + C*e-ikz 
X X 

-inkz\ 
+ e jkdz 
2 I o MB + Mi2kz + M*-i2kz 

e e 

T59A 

2TI eikz C*e-ikz ' 
l 

J 

c + einkz e-inkz, 
B X X 

= kdz nx TI Mi2kz M*-i2kz 2 i o MB + + \ 
e e 

T59B 

JV.2. Cãlculo dos Coeficientes de Fourier pelo Método de Res1duos 

Com expressoes anãlogas para Any e Bny com os Cy e c; 
nos lugares dos Cx e C~ respectivamente. Vamos fazer a seguinte 

mudança de variãvel 

n = e i k z , . dn = ,, 
'k ikzd · kd le Z,, Z= T60 

Com esta mudança vamos fazer no plano complexo, toman-

do como contorno um cTrculo de raio unitãrio tendo como centro a 

origem 
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( ~ 
C (n+l)_C* -(n+l)_C -(n-l)+C* (n-1)) 

xll xll xll xn /dn_ 

2 -2 n 
M8 + Mn + M*n j 

T6l 

Vamos realizar as integrais pelo método dos res1duos. 

Para isso precisamos achar os polos dos integrandos das eqs. T61A 

e T61B. Antes vamos multiplicar e dividir o integrando por n2 . O 

denominador destas duas equações ficaria então: 

Denominador 4 2 
= Mn + M8n + M* T62 

Esta e uma equaçao biquadrada, cujas raizes sao os p~ 

los da função. 

T63A 

T63B 

T63C 
2M 

/"- -/r{ ~ 41 Ml 2. 
T6 3D 

2M 

Usando as equaçoes T56C e T56D mostra-se que: 

6 3 2. 2 2 2 22 
= SI + 2)2 SI 2 ( I E ( + ) I + I E ( - ) I ) +SI ( 2 ) ( I E ( + ) I - I E ( - ) I l 

T64 

que e uma quantidade positiva. Vamos agora procurar qual dos polos 

tem môdu-lo menor do que l. O môdulo de n2 ê igual ao môdulo de n
1

. 

Alem disso pode-se escrever que: 
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2 -MB + &~ 4IM1
2 

B 
n, = r, = T65A 

2 1 ~11 
r--·.,---- . - ~ - ---1 

2 2 / 2 (;- 1 ) r 1 T65B IY 1 I = - - r - -
I 4 

onde 

r = 

Mas em virtude de T64 ser positiva tem-se que 

-1>0+ r > 2 T66 

Assim podemos observar que no limite r+ 2, o valor 
2 2 de [y 1 1 + l. Quando r + oo teremos [y 1 1 + O (zero). Estes resul-

tados nos permitem concluir que os dois polos n1 e n2 tem sempre 

mõdul o menor do que l. 

e tambem 

Por outro lado o módulo de n 3 e igual ao módulo de n4 

- l ) + 
, r2 

r v'
' 4 

- l T67 

Portanto pode-se concluir, usando o raciocinio ante -

rior, que os dois polos.n 3 e n4 tem sempre módulo maior do que 

1. Isto significa que o~ polos que nos interessam para o câlculo 

dos residuos são apenas o n 1 e o n 2 . 

Vamos agora realizar as integrais T61A e T61B. Na eq. 

T61A podemos separar a integral em quatro integrais. Deste modo 

tem-se para a primeira integral: 



Mas como 112 

IlAX(n) = 

= 

t 
· (n+2) 

111 

-111 e 114 = - 113 

! (n+2) c (-l)" . 11 jn+2) 
X 1111 

211 1M I 2 2 2 
113) L(11l-113) ( 111 -

l 

Para a segunda integral de T61A teremos: 

48. 

T68 

(n+2) ~~·· 
112 

T68A 

T68B 

T69 

Esta integral tem que ser feita separadamente para ca 

da n pois alêm dos polos 11 1 e 11 2 existe outro polo na origem de 

ordem~· que precisa ser levado em conta pois estã dentro do cir

culo de raio unitãrio l11l < 1. 

O resTduo de ordem~ para o polo 11 = np vale 

No nosso caso 11 = O 
p 

.( n- I ) ! 

an = 1 im --'-
n-+o (n-1)~ 

d(n-1) 

d11(n-1) 

n {n f(11)} 

T?O 

T70A 
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onde 

f ( n) = T7l 

Para os casos n = O , n = l e n = 2 temos: 

C* [ 
l 1 I2Ax(o) 

X l = o T69A = 
2n 1 M ( n~-n~)- 2 2 

(nl-n3) 

1 
C* l l 

l2Ax(l) = 
X 

-z + 2 2 T69B 

[n 3 ( n l-n 3) 
-z-
n 1M 

C* fnl (n3n4-n 3n4 ) + n 1 (n 2 n 3-n 2n 3 ) 
I2Ax(2) 

X 
= M 

(nln3) 

T69 C 

Para a terceira integral teremos: 

T72 

Para n =O, n = l, n = 2 e n = 3 tem-se: 

T72A 



I3Ax(2) 

I 3A ( 3) 
X 

Então: 

Para n = o ' 

14Ax(o) 

1 

ex l = M 2 2n 1 (n 1 -n 3 ) 2n 1 (n 1-n 3 ) 

I c [ ', ; 
l X = -2- 2 2 n1M Tl3 (n 1-n 3 ), 

A quarta integral va.le: 

n 

= 

= 

= 

C* 
X 

M 

C* 
X 

11 

1 ' n = 2 e n = 3 tem-se: 

l l I 
2 2 

211 1 (ll~-n~) I zn 1 ( 11 1-n 3 ) 

l' 

= o 

50. 

T72B 

= o 72C 

T72D 

T73 

T73A 

o T73B 

T73C 

T73D 



integrais a 

IlBx(n) 

I2Bx(o) 

I2Bx(l) 

C* 
X 

=M 

Por analogia com 

eq. T61B. Para a 

i c n(n+2) 
X 1 

= 
~ 2 2 (n 1 -n 3 ) 

51 . 

T73E 

estes resulta dos, podemos faze r as 

primeira integral teremos: 

(-l)n.n~+2 
T74 

2 (n 1 -n 3 ) 

Para a segunda integral cem n =O, n = 1 e n = 3 

= o T75A 

i C* 1 1 X + T75B = -2- 2 2 2 
n1 M n3 (n 1 -n 3 ) 

T75C 

Para a terceira integral com n = O, n = 1, n = 2 e 

n = 3 tem-se: 

I3Bx(o) = o T76A 

I3Bx(l) = 
iCX 1 T76B 1'1 2 2 

(n 1 -n 3 ) 

13Bx (2) = o T76C 

T76D 

Para a quarta integral tem-se: 
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n n n 

14Bx(n) 
;c; Y\1 (-1) .Y\1 

T77 = - 2 n ]H 2 2 -;-z---z;---
(nl-n3) (nl-n3) 

Para n = o ' n = l ' n 2 e n = 3 tem-se: 

14Bx(o) = o T77A 

i C* l 
i4Bx(l) 

X T77B = - -M- 2 2 
(nl-n3) 

14Bx(2) = o T77C 

i C* 2 

!4Bx(3) X nl T77D = - -M- 2 2 
(nl-n3) 

Na forma mais geral, teremos então para os coeficien-

tes A e B nx nx 

T78 

T79 

Os valores das integrais correspondentes as eqs. T38A 

e T58B para Any e Bny' sao obtidos a partir dos correspondentes 

A e B· apenas trocando o ex e o C* onde eles aparecem, pelo C nx nx x y 

e c; respectivamente. Lo~o: 

TSO 

TSl 

Como jã foi dito anteriormente, estamos interessados 
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nos coeficientes Alx' Blx' A1y e Bly' pois sao os que permitem ''c~ 

sarnento" de fase (eq. T42A). Entretanto ê interessante notar que 

os Anx' Bnx' Any e Bny são zero para todos os n pares e diferentes 

de zero para todos os n 1mpares. Por outro lado ao se fazer a ex-

pansão em sêrie de Fourier da função D(z) (eq. T58C) acontece o 

oposto: os coeficientes AnD e BnD da sêrie são zero para todos os 

n 1mpares e diferentes para todos os n pares (exceto s00 que e ze

ro). Por exemplo,. para a primeira integral: 

(-l)n.n~+l 
+ 

(nl-n3) 

Para a segunda integral, com n ~O, n ~ l e n ~ 2: 

Para os coeficientes BnD teremos as expressoes: 

T82 

T83A 

T83B 

T83C 
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IV.3. ''Casamento'' de Fases e Obtenção das Equações Diferenciais 

para os Campos no Caso Estacionãrio 

Se observarmos as eqs. T31A, T32A e T34A ou as equiv~ 

lentes estacionãrias T47A, T47B e T47C, concluímos que, por exem-

plo nas eqs. T47A e T47B os coeficientes de exp(+ikz) (ou exp(-ikz)) 

de X e Y se acoplam ao produto do coeficiente de ordem zero de D 

com o coeficiente_de exp (+ikz) (ou exp(-ikz)) de EOI,R' Por ou

tro lado os coeficientes de exp(+i3kz) (ou exp(-i3kz)) de X e Y se 

acopl am ao produto do coeficiente de exp(+i2kz) (ou exp(-i2kz)) de 

D com o coeficiente de exp(+ikz) (ou exp (-ikz)) de EO!,R' Isto 

significa que nestas duas eqs. são acoplados os coeficientes de 

exp l±i(2n+l)kz! de X e Y com o produto do coeficiente de 

exp(±i2nkz) de D com o coeficiente de exp(±ikz) de E01 ,R' onde 

n = 0,1,2,3 .... 

Jã na eq. T47C os coeficientes de ordem zero de D se 

acoplam ao produto do coeficiente de exp (+ikz) (ou exp(-ikz)) de 

X e Y com o coeficiente de exp(-ikz) (ou exp(+ikz)) de E01 ,R. Por 

outro lado os coeficientes de exp(+i2kz) (ou exp(-i2kz)) de D se 

acoplam ao produto do coeficiente de exp(i3kz) (ou exp(-i3kz)) de 

X e Y com o coeficiente de exp(-ikz) (ou exp(+ikz)) de EOI,R' De 

forma geral então os coeficientes de exp (±i2nkz) de D se acoplam 

ao produto do coeficiente de expl±i(Zn+l)kz! de X e Y com o coefi-
' 

ciente de ex p ( +i k z) de E_0 1 , R , onde n = O , l , 2 , 3 .... 

Teremos assim uma s~rie infinita para X, Y e D, isto~. 

eqs. T57, T58 e T58C, cujos coeficientes são obtidos, primeiramente 

em função dos campos (pois n1 • n 2 , n 3 e. n 4 dependem das amplitudes) 

cal.culando-s~ os valores de A , B , A , B A e B 0 e inserin nx nx ny ny' nO n -
do estes valótes (obedecendo as igualdades das fases espaciais) nas 
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eqs. T47A, T47B e T47C seguindo as técnicas estabelecidas nos dois 

parigrafos anteriores, e simultaneamente resolvendo a equaçao de 

onda T42A igualando-~e os termos de mesma fase, o que significa di 

zer que, nesta equação so os coeficientes de n = l contribuem. 

Vamos então explicitar a eq. T42A para os quatro cam-

pos, com a condição T46, igualando os termos de mesma fase 

(iA*- U*) T85A 

(iA - U) T85B 

~ 
az (iA*- U*) T85C 

aE
05 

aE 
- ~ os 

az k 8t (iA - U) T85D 

onde A e U sao dados pelos coeficientes de r. = l de X e Y respec

tivamente. Das eqs. T57 e T58 e a condição de periodicidade kl = 

X= Alx cos(.kz) + Blx sen {kz) + .... T86 

Y = Aly cos{kz) + s1y sen{kz) + ..•. T87 

X= 1 (Alx + .J2)eikz 1 (A -2 1 + 2 lx T86A 
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X = Aeikz + A*e-ikz 1868 

1 8 'k 1 ~) -ikz y = 2 (A1y + _____}_L ) e 1 z + 2 (A1y - . e 187A 
1 1 

y = u eikz + U* e -i k z 1878 

Em virtude das 1688, 1698, 1728 e 173C teremos para 

a eq. 178 para o caso n = 1 

C* 
X 

C* 
X 188 

Em virtude das eqs. 174, 1758, 1768 e 1778 teremos para a eq. 

T79 para o caso n = 1 

T89 

Ana 1 ogamen te para A1y e 81y·teremos: 

= k [-( cy;c;;cyn~) + 

(n1-n3) 
T90 



Os coeficientes Alx' Blx' 

(como e exigido) pois pelas eqs. T63A 

A, e B l IY y 

e T63C 

e tambêm por estas mesmas duas equaçoes 

M 

consequentemente: 

Mas em virtude de T86A, T86B e T87A, T87B 

1 B 
A = 2(Alx + ---1.2<.) 

1 

1 B 
u = 2(Aly + --1-Y.) 

1 

57. 

T9l 

sao todos reais 

T92 

T93 

T93A 

T94A 

T94B 

Levando ff88, T89 em T94A e T90 e T9l em T94B e usando T92 e T93A 

A = T95A 

T95B 
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u ~ T95C 

T95D 

Vamos agora construir os fatores do lado direito das 

eqs. T35A, T85B, T85C e T85D. Usando as eqs. T56A, T56B e seus 

complexos conjugados teremos: 

onde 

iC -c X y 

Assim 

iA-U 

.,2 
, "I 

T96A 

T96B 

T97 

IEÃ-L'IEÃl (ni)*} 
' ' 

T98A 

T9 BB 
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.. -- - .. --··---- 1 

Para escrevermos MB, Me IM~- 4IMI 2 em função de 

EA, El, âEA e âEÂ, vamos primeiro usar as eqs. T52 

T99A 

T99B 

T99C 

Levando T99A, T99B e T99C em T56C, T56D e T64 teremos: 

TlOOA 

M = Tl OOB 

TlOOC 

Levando as eqs. T51A e T51B em TlOOA, TlOOB e TlOOC teremos: 
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TJ O lA 

TlOlB 

{>1 6 +2>1 3>1(
2

) l,-(E b+E ) (E*b+E* )+(E f+E ) (E*f+E* 0 o os o os o op o op~ 

,- l 1 I 2 

I' (E b+E ) (E*b+E* )-(E f+E ) (E*f+E* ) } o os o os o op o op 
- -

Diretamente de T51A e T51B vem 

EA-6EA = 2(E* +E*)· of op ' 
E*- 6E * A A 

E*+6E* A A 

= 2(E f+E ) o op 

= 2(E* +E* ) ob os 

TlOlC 

Tl02A 

Tl02B 

Levando Tl02A e Tl02B em T98A e T98B, e os resultados 

em T85A, T85B, T85C e T850, depois dividindo M8 (eq. 101A), M (eq. 

101B), b~-4IMI 21 
(eq. lOlC) e consequentemente ni e (n~)* (eq. 

' 
. 63A) pór >1 3 para torni-las admensionais (n 1 ji ~ automaticamente 

admensiional), teremos: 

3E 0 f + )JEW 3E 0 f = 
élZ -k- at 

(E f+E )+(E b+E )ni 
o o

1
~ ___ ._o _ . 

1 
os a r 

( I M~- 41 MI 2
) a ) 

Tl 03A 
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Tl O 3B 

. ~ + \lEW ~ = 

az k at 

Tl 03C 

= i(pl2)2Nllw2riCc) _;(Eob+Eos)+(Eof+Eop)(n~a)l 
tlkri3 /2 .. -- -z-· 

(1MB - 4IMI la j 
Tl03D 

e os complexos conjugados destas quatro equaçoes onde: 

= l + ~ 3 l-(E b+E )(E*b+E* )+(E f+E )(E*f+E*p)l ri o os o os o op o o j T1 04A 

M = ri(23) r( E b+E ) (E*f+E* )l a ri o os o op _ Tl04B 

{ l + ~ 2 3 
Q 

l(E b+E )(E*b+E* )+(E f+E )(E*f+E* )] L o os o os o op o op 

2-
11 · .. l a = 

2 

:W + 6 
Q 

[ (E b+E )(E*b+E* )-(E f+E )(E*f+E* )l 2} o os o os o op o op J 
T1 04C 

- ~B a + J;[-~ l~lz'k 
Tl04D 

2M a 

l I 2 

Por outro lado em virtude das eqs. T54, o fator que 

frequentemente aparece nestas eqs. vale: 



= 

onde 

tg cp = 

Pode-se ainda redefinir a eq. Tl05A 

onde 

= 

2 sen q, 

62. 

Tl05A 

Tl05B 

Tl 05C 

Tl 050 

sendo E2 a ''intensidade'' de saturação. sat 
Por outro 1 ado, o fato r (excluindo-se o ±i) que multi-

- [L_]-1' plica a chave { } nas eqs. Tl03A ate Tl03D tem dimensões de _ 

e i complexo. Vamos chamã-lo 

1 
nn 

Usando as eqs. T54 em Tl06 

1 = (p 12 ) 2 N~w
2
D(e)(Aw-i/T 2 ) 

L ( q, ) 

2fi+w
2 

• ~J 

Tl06 

Tl 06A 



• 
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L(cp) = 

~k ~:-~~21 
Tl06B 

2 2 
(pl2) N~w T2D(e) 

Usando Tl04B em Tl06B 

L(cp) = 
21í k 

Tl 06C 

Para se mostrar o paralelismo existente entre os par~ 

metros c~ntidos no trabalho de Abrams e Lend(lO) e os deste traba 

lho é util redefinir o parâmetro L(cp). Para isto vamos retirar a 

dependência em cp, e chamar 

2hk Tl06D 

e notar que este fator Lc é igual ao invenso do fator a 0 no traba 

lho citado. Pode-se ainda comparar o parâmetro tgcp com o o de A. 

e L. Observa-se então que 

l 
ao = ç 

Tl06E 

6 I= cotcp 

Nota-se ainda que o campo definido como E~at e igual ao 1Esl 2 de 

A. e L.(lO) 
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CAP1TULO V 

RESOLUÇAO DAS EQUAÇOES DIFERENCIAIS 

V. l Anãl i se das Equações 

Nosso objetivo e resolver as equaçoes diferenciais 

Tl03, desprezando porem, como jã foi justificado anteriormente 

as derivadas temporais das amplitudes dos campos. Pelas formas 

dasequações Tl03 e Tl04 ve-se que não e poss1vel resolvê-las ana 

liticamente. Devido a complexidade das equações, não nos foi po~ 

sTvel achar uma equação diferencial que permitisse uma solução 

analTtica (como a que foi achada no caso de intensidade fraca da 

onda objeto, na equaçao 50 do apêndice) ou ate mesmo uma equ~ 

ção diferencial que resultasse numa lei de conservação, como por 

exemplo no caso bem simples em que se ~em a onda conjugada propo~ 

cional apenas ao complexo conjugado da onda objeto, isto e, 

:! 

' 

e E* op 

a E* 
~ = e*E 

()Z OS 

Rl 

R2 

que ~um caso particular das equaçoes e do apêndice. 
' 

a E* 
~ 

()Z 

+ c. c. 

+ c. c. = 

3 iE 1
2 =-eE*E* ()Z OS OS p 8 *E E os op 

R3 

I E 12 = 
d z o p + 8*E E + eE* E* op os op os 

R4 



Somando R3 com R4 

d 
az 
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R5 

onde obteve-se então uma lei de conservaçao, a qual em qualquer 

situação e sempre muito util. E interessante observar que a equa-

ção R5 continua vãlida mesmo que e dependa dos campos de bomba. 

Embora não seja fãcil, talvez seja possTvel achar uma 

equação diferencial que relacione as intensidades dos quatro cam

pos entre si em função da distância z; entretanto, provavelmente 

ela sã pode ser obtida de modo empTrico, a posteriori, ou seja, 

resolvendo-se as equaçoes para os campos numericamente e~ função 

de z e depois procurar descobrir qual tipo de relação existe en

tre as intensidades dos campos como função de z. Achar uma equa

çao deste tipo seria extremamente util, pois talvez permitisse 

calcular analiticamente variações das intensidades entre as qua

tro ondas ao longo da célula, através da variação da relação en-

tre as intensidades, a qual obedece a equação diferencial empir! 

camente achada. Pode-se fazer entretanto algumas considerações 

qualitativas a respeito das equações. 

E razoãvel esperar-se que os resultados advindos das 

equaç~es Tl03 sejam diferentes do caso em que as ondas de bomba 

prop~gam-se em sentido contrãrio, porem numa direção arbitrãria, 

nãc ,'paralela a z, que e. a direção da onda objeto. Isto ocorre 

porque a região de interação dos feixes no material aumenta a me 

dida em que a direção de propagação das ondas de bomba se aprox! 

ma da'~ireção da onda objeto. Matematicamente isto pode ser con! 

tatado ao se comparar as equações JSA .e.. ~6 do apêndice, com 

as equações 8 do trabalho de Abrams e Lind(lO)_ Ambos os casos 
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sao calculados no limite de sinal fraco porem no cilculo que fiz~ 

mos, a direção das ondas de bomba~ quase coincidente (justifica-

tiva ja dada anteriormente no cap1tulo J:'l pag. Lf 3 com 

a da onda objeto, o que acarreta o aparecimento de outros termos. 

E de se supor tambem que quanto maior e a região de 

interação entre os feixes, maior deve ser a eficiencia do proces-

so de mistura de quatro ondas. 

Outro. resultado que podemos esperar da resolu~ão das 

equaçoes Tl03, e algo analogo a equaçao 53 do apendice. La 
pode-se observar que dependendo do valor de 6 (6 2 

< 3) existe uma 

periÕdica troca de energia entre a onda objeto e a onda retro-es-

palhaJa (conjugada) ao 1ongo da distância z. Naquele caso as ampll 

tudes das ondas de bomba são supostas constantes ao longo de z. 

Neste trabalho entretanto e suposto que as amplitudes 

das ondas de bomba tambem podem variar com z. Portanto e razoavel 

esperar-se tamb~m que haja uma troca de energia entre as quatro on 

das e não somente entre duas. Este fato deve ser mais evidente, se 

L for da ordem de L (lO) 
c ' 

e se E
0

p e E
0

s tendem a infinito dentro 

do meio não linear, mesmo se tiverem intensidades pequenas na en-

trada. E claro que não se pode espErar que os resultados obtidos 

das soluções das equaçoes Tl03 reflitam sempre de alguma forma, o 

resul t;'ado 53 do apêndice, ainda que nc caso limite de in-

tensiidade fraca da onda objeto, pois na solução das equações c2-3;30 
3i)Bd- do apêndice, não foram considerados três termos, ja que a 

intenção ali era somente analisar a influência dos outros dois ter 

mos. 

Algumas vezes e poss1vel apenas por uma analise quall 

tativa de uma equação diferencial, conclui r-se de antemão, qual 

termo contribuirâ de mar.eira positiva ou negativa para a ocorre~ 

cia de um determinado efeito (como por exemplo na equaçao 



6 7 . 

. 
m~ + Ax + kx =O, o termc Ax corresponde a um amortecimento). En-

tretanto no caso das equãçoes Tl03, torna-se dif1cil pela estrut~ 

ra delas, fazer uma previsão de quais termos favorecerão ou inibi 

rao a intensidade da onda de fase conjugada gerada no processo. 
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V.2 Construçâo do programa de con1putador 

A fim de solucionar nossas equaçoes, foi elaborado*, 

um programa de computador constando de um programa principal e uma 

subrotina conforme xerox anexo. A soluçao das equações em s1 estâ 

na s u b r o ti na ( chamada O • D. E . ) a q u a l se u ti l i z a do m ê to dO de R unge

Kutta. No programa principal constavam os parâmetros que irTamos 

variar, como por exemplo valores iniciais dos quatro campos, o coe 

ficiente de dissintonia ~. e coeficiente de atenuação de campo a
0

. 

Para fac i 1 i tar os câl cu los, todos os parâmetros foram feitos admen 

sionais. Assim sendo, os valores dos quatro campos foram normaliza 

dos com respeito a Esat que ê o campo de saturaçáo dado por 

2 h 2 
E . ·-----.,. s a t a distância z ao longo da cêlulil (o meio não li 

near) apareceu como za z - -I (onde L e o comprin1ento da celula) v a-

riando portanto entre zero e u~1 e o coeficiente de atenuação linear 

do meio entrou como a
0

L; o coeficiente de diss~ntonia ~ = tg- 1 (}) 

onde 8 = âwT 2 . Devido ao fato de que os campos propagam-se em sen

tidos Jpostos dois a dois, as condições iniciais de contorno tem 

qu~ ser dadas nas faces z = O e z 
a a 

respec ti vamen te. O me todo 

~e solução foi começar com quatro campos dados na mEsma face, so que 

dois deles jâ com os valo~es corretos desejados e os outros dois 

com valores arbitrârios e fizemos o programa SPr executado tantas 

vezes quantas fossem necessârias, ate que os valores dos dois cam-

pos arbitrariamente dados n~ma das faces atingisseJn os v~lores cor 

retas desejados na outra face como assim exigE a situação real; as 

sim terTamos os quatro campos com suas condiç6es iniciais ajusta-

das, duas das quais jã previamente corretas. Neste ponto tem-se en 

* conjuntamente com o Professor Paulo Hiroshi Sakanaka. 
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tâo a soluçâo das equaçoes diferenciais para os quatro campos de 

z = O at~ z = l, para aquelas condiç6es de contorno dos campos a a 

desejadas. Esta condição final era conseguida substituindo-se, de-

pois de cada execução (etapa intermedi~ria) os dois valores inicial 

m2nte arbitrãrios dos dois campos nu1na das faces, pelos novos va-

lares para esses mesmos dois campos calculados na outra face, have~ 

do assim um processo de converg~ncia, at~ que esses dois campos che 

gassem aos valores de contorno corretos na face desejada. 
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V.3 Esquema de interação das quatro ondas no m~io nao linear 

As condiç6es de contorno impostas ao problema foram 

as de que duas ondas, a objetc e a de refer~ncia ou reconstruto-

ra (uma das ondas de bomba) incidem sobre o meio na face z = O a 

com intensidades conhecidas. Na face za = incide a onda recons 

trutora ou refer~ncia (a outra onda de bomba) tamb6m com intensi 

dade conhecida. 

Neste processo considerou-se somente a incid~ncia de 

três ondas sobre o meic nao linear e deste modo a condiçao de 

contorno da quarta cnda foi a de que ela tinha ~ntensidade zero 

na face: = 1. Esta quarta onda, chamada onda retroespalhada ou a 
onda conjugada, era gerada atrav~s da interação entre a onda obj! 

to e a o~da de referência, a qual pode ser tanto a que inci~e em 

O como a que incide em za = 1, formando assim no meio na o 

linear uma rede de difraçao e a cnda reconstrutora, a qual tambêm 

pode ser a que incide em za O ou z = 1 (ou seja, e aquela que a 

nao participa da formação da rede de difração juntamente com a 

onda objeto) e que ê espalhada por esta rede (vide figura 3 ). 

Neste ponto faz-se necessario um comentaria a respcl 

to do modo como sao dadcs os valores dos quatro campos. Eles fo

ram introduzidos da seguinte forma: (parte real, parte imaginá -

ria). Variando-se ambas as partes, mantendo-se por~m o m~dulo 

co~stante, as intensidades dos campos não se alteram, entretanto 

as fases ficam modificadas. No caso das ondas objeto e conjugada 

nao s6 as intensidades, mas tambêm as fases sao importantes qua~ 

do se quer saber se a onda retroespalhada representa a imagem 

conjugada da onda objeto, ou seja, no pinto z = O tem-se 
a 

s(o) a p(o), 1nas com a fase da onda rctroespalhada sendo o simê-

trico da fase da onda objeto. 
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CAPITULO VI 

RESULTADOS E CONCLUSOES 

Vl.l Anâlise da onda retroespalhada en1 funçao: da onda otjeto, 

das ond~s de bomba, com intensidades iguais nas duas fa-

ces (f(o) = b(l )), do coeficiente de atenuaçao e do coefi 

ciente de dessintonia 

Quanto ao comportamento da onda retroespalhada s( ú), 

observa-se que para valores fixos de "oL (positivos ou negativos), 

e de ~. a medida que o valor p(o) aumenta, o valor mâximo de s(o) 

ocorre para valores cada vez menores das ondas de bomba, ou seja, 

a saturação começa a aparecer antes. Isto acontece porque no den~ 

minador da saturação Jparecem os quatro campos ( [Etoti/E
5
atl, e 

como este fator atinge um ponto mâximo sempre para o mesmo valor 

do campo total, ao aumentarmos o valor inicial de u1n deles (no C! 

soda onda objeto), o valor da saturação ~ara os campos de bomba 

tem que ser me~ores, para que a soma total dos quatro permanece a 

mesma. Por outro lado se fixamos os valores ~a onda objeto na en-

l d L ·n 1T 
trada e o va or e o

0 
e variamos o valor de ~ = 7 para ~ = ~ , 

observamos que hâ um aumento de intensidade da onda retroespalha

da s(o) e tamb~m um deslocamento do mãximo desta onda, na direção 

crescente das ondas de bomba. O aumento de intensidade justifica

-se, jâ que quando~= i (''casamento'' das frequ~ncias), a absor-

ção linear no meio e maior do que quando 
-rT 

Ainda para o caso em que~ =~e para p(o) = 0.14142, 

comparando-se os valores·da arda retroespalhada em função das on-

das de bomba, para valores de "oL = ( absorçao) e r,
0

L =-I (ganho), 

observa-se que no caso de ganho, os valores da onda retroespalha

da antes da saturação sao sempre maiores do que no caso de absor

ção, o que representa um resultado esperado. O valor mãximo desta 

onda, ocorre antes para o ganho e o seu valor n1~xin1o 
. I 

'\)'r\., 
te maior do que no caso de perda (<E-mlparar fig•. j(;), 

-e ligeirame!:l_ 

• ) . 
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Se o valor da onda otjeto vale p(o) = 0.28284, os va-

lores da onda retroespalhada em função elas onC:as de bomba, antes 

da saturação continuam sendo maiores no caso de ganho do que no 

case de absorção 2 o valor mãximo dela e maior no caso de ganho do 

-GUe no caso de perda; neste caso a diferer1ça e aindJ maior do que 

no caso em que p(o) 0.14142 (vide figo. 11\ 11 

71 No caso em que~·= 
1 

e para p(o) = 0.14142 os valores 

da onda retroativa em funçao das or1das de borrrba, sao tambem maio 

res no caso em que a
0

L = -1 .O do que no caso em que ,,
0

L = l .O ate 

quando f(o) = b(l) = 0.6. Dai em diante, a onda retr0espalhada 

passa a ser maior para a
0

L l .O do que para ,, L = -1 .0, e como 
o 

consequ~n:ia seu valor max1mo fica sendo maior n: caso em que 

a
0

L = 1.0 (vide figL 1J.,). fi' 

Se a onda objeto val2 p(o) = 0.2M284 todas as conclu 

soes do parãgrafo anterior continuam valendo, s6 que a diferença 

entre os maximos da onda retroespalhada para a,
0

L = 1.0 e a
0

L = -1.0 

e agora menor (vide figs. i3). • 

Para o caso em que ~ :Z· p(o) = 0.14142, os valores 

da onda retroativa sao maiores no caso em que a L = -0.5 do que o 

para a
0

L = 0.5 at~ quando f(o) = 0.5; mas o ~alor max1mo da onda 

retroespalhaJa e um pouco n1aior para'' L = 0.5 do que o 

( ·cL r ~u). aoL = -0.5. y;_ e )),_~_-r 

par a 

Ja quando$ =%e p(o) = O.lil42 os valores da onda 

retroespalhada são maiores no caso en1 que a
0

L = -0.5 do que para 

a
0

L = 0.5 ate quando f(o) = 0.8 e o valor mãximo da onda retroa

tiva são aproximadamente ~guais para ,,
0

L = -0.5 e '"oL = 0.5.(fj~.JS) 

Podemos ainda observar a onda retroespalhada como 

função de a
0

L. Fixando-se os valorPs de e da o~da objeto foram 

feitos grâficos para seis valores diferentes das ondas de bomba. 

A caracteristica geral destes grãficos ~ que o valor da onda re-
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troespalhada cresce para valores negativos crescentes de a
0

L e 

tamb~m para valores positivos crescentes de u
0

L, passando por ze 

r o em a 
0 

L = O , r e s u lt ado que concorda c o 111 o t r aba l h o de A. e L ( 1 0 ) . 

Para q, =~e p(o) = 0.14142, vemos na fig. {6 os graficos para 

tr~s valores diferentes de f(o). Para f(o) =O. l nota-se uma clara 

as~metria da cnda conjugada em relação a origEm u L = O. Para valo o 

res negativos de a
0

L, a onda retroespalhada atinge valores maiores 

do que os correspondentes sim~tricos positivos. Para f(o) = 0.2 e 

f(o) = 0.5, a assimetria continua e tamb6n1 a onda rctroespalhada e 

ma1or para os valores negativos de,, L, por~1n observa-se que a aso 

simetria vai se tornando menos evidente. Para estes valores de 

f(o) abaixo da regiao de satUJ"aç5o estes r·esultados sao caracteds 

ticos, ou seja, representam o fato de qur' se u
0

L õ negativo (ganho), 

a onda retroespalhada ~ razoavel ser maior do que se" L~ positio 

vo (perda). Outra caracter]stica desta regiao e que para ,, L maio
o 

res que l .O a onda retroespalhada aparenten1ente tende para um va-

lar constante de saturação. Este~ um resultado que vem do fato 

das ondas de bomba seren1 de baixa intensidade, nao transferirem 

-muita energia para a onda retroespalhada, como e o caso por exem-

plo, dos dois primeiros valores de f(o). Para o caso em que a onda 

de bomba vale 0.5, o efeito de saturação parece ocorrer, porem com 

um valor bem mais alto. 

Ja na fig . .ii- pode-se observar o mesmo tipo de grâf! 

co, so que agora para outros três valores n1ais intensos das ondas 

de bomba a saber: 0.7, 0.9 e 2.0. Neste caso vê-se que para os 

três valores da onda de bomba a onda retroespalhada ~ um pouco 

maior para os a
0

L positivos do que para os correspondentes sim~tr! 

cos. Na verdade, isto ~ uma consequência de que a saturaçáo da on

da conjugada ocorre antes para valores negativos de a L do que pa-
o 

ra os positivos. 
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Ja nas figs . .ií.?e i3 têm-se os mesmos tipos de graficos, 

so que agora com ~ 
n 
~e observa-se u1n comportamento semelhante ao 

caso em que 

Nestes graficos ê interessante notar que para intensi-

dades baixas das ondas de bomba fi gt. {8 , as intensidades da 

onda retroespalha:Ja para cada valor de ,-,
0

L sempre aumentam com o 

aumento das intensidades das ondas de bomba. Ja no caso em que as 

~ _o ondas de bomba são mais intensas, fig. J J este comportamento 

não mais se verifica, ou seja, para cada valor de" L os valores 
o 

da onda retroespalhada não aumentam com o aumento da intensidade 

das ondas de bomba, 2 sim intercalam-se entre si. 
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v ]. 2 Anâlise da onda retroespalhada cm funçao das ondas de bom 

ba com intensidades iniciais diferentes f(o) r b(l), do 

e 

coeficiente de atenuaç5o e do coeficiente de dessintonia 

Vamos analisar primeiro a onda retroespalhada para 

:z, p(o) ~ 0.14142 e acl ~ 1.0. Comparando-se as figs. :J.O 

2.i observamos que, no caso em que b( 1) ê maior que f(o), a 

onda retroespalhada ~ superior, para todos os valores das ondas 

de bomba considerados, ao caso inverso, ou seja f(o) maior que 

b(l) e tambêm que o mâ;;imo da onda cor.jugada ocorre quando 

f ( o ) "' O . 9 no caso em que b ( 1 ) ~ ma i o r , e quando b ( I ) '\, O • 9 no 

caso em que f(o) ~maior. Do primeiro comentârio se pode concluir, 

pelo menos para diferenças entre mõdulos das ondas de bomba at~ 

0.1, que o mcdu~o da onda conjugada ê uma funçJo crescente de 

(b(l)-f(o)) sendo que b(l) maior que f(o). Entao dentro dessa mes 

ma faixa de diferença de valo~es das ondas de bo,nba, o fornecimen 

to de energia para a onda conjugada, ~maior quando a o:1da de bom 

ba que CJminha no mesmo sentido que ela (ondJ conjugada) ~ maior. 

Comparando-se as ondas retroespalhadas nos casos em 

que os valores iniciais das ondas de bomba sào iguais (fig. J;)_,) 

e diferentes por 0.1 ora em favor de b(l) (fig. ~~D ) ora em fa-

vor de f(o) (fig . .Q.i ), pode-se observar que quJndo b(') e 

maior, a onda retroespalhada ~ tamb~m sempre maior do que quando 

as ondas de bomba sao iguais e quando f(o) ~ ma;or, a onda retro-

espalhada e sempre menor do que quando as ondas de bomba são iguais, 

fato este que fortalece ainda mais a co;1cl usao final do ultimo p~ 

riigrafo. 

Nas fi gs. J-;2 c 3 e o:_, tem-se o ][ 
caso rfl ::: 2 , p(o)~O.l4142 

-1.0; neste caso de ganho, e f5ril observar a grande dife-

rença existente entre as situaç6es em que b(l) ~ n1aior e menor do 

que f(o). Quando b(l) ~maior, a onda retroespalhaJa e bem maior 
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para os valores pequenos das ondas bomba em compa1·aç~o ao caso i~ 

verso; e tamb~m seu mâximo ~ maior do que no caso inverso. Na re! 

lidade se b(l) ~maior, a onda retroespalhada ~maior do que o C! 

s o i n v e r s o desde v a l o r e s pEquenos da s ondas d c bomba ( ''" O . O l ) ate 

um pouco depois de se atingir o valor m~ximo da onda conjug2da 

quando ela começa então a diminuir, ou seja a onda retroespalhada 

cresce mais rapidamente e tambem decresce n1ais rapidamente em fL~ 

ção das ondas de bomba. s~ tivermos f(o) maior, a onda retroespa

lhada cresce mais lentamente e tamb~m decresce mais lentamente em 

funçao das ondas de bomba. 

Para ~ = ~· ~ uma caracter~stic~ geral da onda retro

espalhada ser maior para os valores 'niciais das ondas de bomba, 

no caso em q~e a
0

L = -1.0 em comparaçao ao caso em r,ue '"ol = 1.0 

e a medida que vai-se aumentando as ondas de bomba a onda retro

espalhada passa a ser maior para ,,
0

L = 1 .0, sendo inclusive que 

o valor mâximo de s(o) e sempre maior para a
0

L = 1 .O do que para 

a
0

L = -1 .0. Isto ocorre porque no caso de gznho todas as quatro 

ondas recebem energia do meio e portanto zs ondas de bomba tam -

bem aur1entam de intensicade ao atravessarem o meio. Se o.
0

L = 1.0 

somente as ondas objeto e conjugada aun1entam de intensidade ao 

atravessarem o meio e a energia por elas recebida provem apenas 

das duas ondas de bomba, ou seja, neste caso a energia e reparti 

da somente entre duas ondas. Estes fatos nos induzem tambem a 

concluir que para valores" relativamente baixos das ondas de bom

ba, ~ fonte de transfer~ncia de energia para as ondas obj~to e 

conjugada e predominartemente do meio, ou seja, fornecida pelo 

decaimento dos âtomos do n~vel su~erior para o inferior e a medi 

da que a intensidade das ondas de bomba vão aumentando, a fcnte 

de transferencia de energia passa a ser predominantemente as 

pr5prias ondas de bomba. Por esta mesma linha de racioc~nio pode 
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se concluir tamb~m que a fonte mais poderosa de transfer~ncia de 

energia sio as ondas de bomba. 

Jâ nas figs. ~4 e :15 temos o caso em que ~ = i• 
p(o) = 0.14142 e a

0
L = 1.0. Neste caso a onda retroespalhada e 

mais intensa q~ando b(l) ~ maior, porenr, diferentemente do caso 

em que~=~ isto s6 ocorre at~ quando f(o) •· 1.7 e tamb~nr embo

ra o mâximo da onda conjugada seja maior para quando b(l) e 

maior, a diferença ~menor do que no caso em que 
~IT 

PI = z· Is to e 

devido ao fato de que quando se estã na condição de ''casamento'' 

de frequ~ncia, ~ = i• a absorção de energia pelo meio ~bem mais 

forte e portanto ao se alternar a nraior inter1sidade das ondas de 

bomba, isto~. entre b(l) e f(o), a diferença entre as ondas re

troespalhadas nos dois casos ~ mais marcante. Este fato nos leva 

a concluir que para "ol = l.O 2 4J =i a influência da alternân

cia de valores entre as duas ondas de bomba n~o ~ tão cr1tico 

1[ quanto no caso em que u
0

L = l. O e q, = 2 . 

Comparando-se os grãficos para b(l) maior.:jue f(o),entre 

TI TI d d -~ = l 2 ~ = 2 nota-se que as on as conju~a as tern a mesma inten-

sidade ate aproximadamente f(o) ·c 0.8 quando é'ntao s(o) se torna 

maior para ~ = i• sendo que seu mâximo e um pouco maior do que 

para ~ =i· Para valores de f(o) maiores do que l .0, os valores 

1i de s(o) se tornam sempre maiores para ~ = l' em virtude da maior 

absorção das ondas pelo meio quando ~ = ~· Para o caso em que 

f (o) e maior que b(l), o co;11portan~ento das ondas conjugadas para q; = 
2 

e 
TI 

~ =-~e bastante semelhante; a diferenca consiste basicamente nos valo -

res mâximos das ondas conjugadas, os quais sao maiores para os 

dois casos em que b(l) e maior-, resultado jií obtido anteriormente. 

Para o caso em que')' o*· p(o) = 0.14142, "ol ~ -1.0 

comparando-se as figs. J,G e :C.ri- pode-se constatar tambem que 

quando b(l) e maior, a onda retroespalhada ~mais intensa desde 
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f(o) ~ 0.01 at~ f(o) = l .0, mas a diferença entre os mâximos nas 

duas possibilidades (para ~ = %1 ~ bem pequena en1 comparaçao com 

o caso em que ~ = ;. Comparando-se os grâficos, ro caso em que 

b(l) ~maior, para <P =~e 'P 
ll observa-se que para valores pe-= 2, 

quenos das ondas de bomba, a onda retroespalhada ~mais intensa 

at~ f(o) = 0.4 para ,, - TI 
't' - -, 

4 
aliâs antes deste valor, a onda conju-

gada jâ a~ingiu seu val~r mâximo, o que para 
[[ 

'l' = 2 ocorre quando 

f(o) = 0.3. Pode-se notar tamb~m que o valor mâximo de s(o) ~ li-

gei1·amente maior quando ~ =i· No caso em que se tem f(o) maior, 

- TI c0nstata-se que a onda retroespalhada e n1aior quando ~ = l para 

todos valores b(l) considerados. Destes fatos pode-se tamb~m con-

cluir, analogamente ao caso u
0

L = 1.0, que para u
0

L -1.0, a on-

da conjugada sofre maiores variaç~es quando se estâ na condição 

de ressonância. 
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VI. 3 Anilise do comportamento dos quatro ca1npos dentro do ma-

teria] para valores de contorno iguais das ondas de bom-

ba 

Vamos analisar primeiramente o caso er,; que se esta 

exatamente na condição de ressonância, ou seja, 

= 1. O e p (o) O . 1 4 1 4 2 . A f i g . :~ 8 nos mostram as cur-

vas das quatro ondas para f(o) = b(l) = 0.5. Como ê de se esperar, 

estas duas ondas de bomba diminuen, continuamente ao longo de 

za devido a absorção pelo material e tamb~n1 a perda de energia 

para as ondas objeto e conjugada. A onda objeto p(z ) inicialmen a -

te decai um pouco devido a absorção 1 inear do meio mas depois pa! 

sa a aumentar devido a ene~gia recebida das ondas de bomba, sendo 

que em za = 1 ela chega a possuir um valor maior do que na entra-

da za = O. Ji a onda conjugada s(za) como ~ previsto, aume~ 

ta continuamente desde z = 1 .O.onde pela condição de contorno, a 

tem o valor igual a zero,at~ z = O, onde ~ossui uma intensidade a 

maior do que a onda objetc no mesnro ponto. 

A fig. ,~.9 agora com ~s ondas de bomba valendo 

f(o) = b(l) = 0.8, nos mostra o mesmo tipo de co',lportan,ento do 

caso anterior. E11tretanto a queda inicial observada na onda obje-

to ê um pouco menos pronunciada e tamb~m o minimo da curva ocorre 

para um valor de z ligeiramente menor, ou seja, um pouco mais a 

pr6ximo da origem. Este ~ um resultado razoâvel de se esperar pois 

em virtude das intensidades iniciais das ondas de bomba serem ma1o 

res, existe uma maior transferência de energia das ondas de bomba 

para a onda objeto. Como consequência deste fato ,o valor de 

p ( 1 ) -
e maior neste ccso do que no anterior. A onda conjugada 

apresenta tamb~m um comportamento semelhante, ou seja, para estes 

va1ores maiores das ondas de bomba ela ~ em todos os pontos za cor 
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respondentes, maiores do que no caso anterior. 

Para o caso em que 0, 
11 
2 , p ( () ) = 0.14142 mas 

com a
0

L = O. 5, a figura 30 nos mostra as mesmas quatro curvas 

para f(o) = b(l) = 0.5. Neste caso a absorçao linear do meio e 

menor e ass1m d queda da onda objeto a0 longo de z ~ mais suave, a 

sendo então que o minimo ocorre parJ um valo1· de za um pouco maior 

do q~e seis enquanto que para u 0L = l o minimo ocorre para za 

igual a tr6s; contudo este valor minin1o ~bem pr6xi:110 daquele em 

que a
0

L = l e tambêm o crescimento da onda objeto depois de pas

sar pelo minimo ê bem suave, acarretando o fato que para z = l a 
d 

onda objeto tem um valor menor do que para z
3 

O. Quanto a onda 

conjugada pode-se observar que seu crescimento desde za = atê 

za =O ê menor do que o correspondente para ,,
0

L = 1.0. Estes re

sultados são coerentes com o fato de qc~ para ,. L = 0.5 o decr~s-•. o 

cimo das du~s ondas de bomba ao longo de -z c menor do que no caa 

soem que u0L = 1.0, o que significa que para ·,
0

L = 0.5 existeuma 

transferência menor de energia dc.s ondas de bomba para a onda obj:C_ 

to e a onda c o n j u g ada do q u e quando '" 
0 

L = l . O . :'a r a '" 
0 

L = O . 5 o b se r 

va-se ainda que a ond2 conjugada em za ~ O ê um pouco menor do que 

a onda objeto tambêm para za = O. 

Todos os argumentos apresentados ro ~ltin1o parãgrafo 

podem ser aplicados no caso em que as ondas de bomba valem 

f(o) = b(l) = 0.8. Soque agor& o ganho de energia da onda conjug~ 

da e da onda objeto ê u~1 pouco maior dJ que quando os valores ini

ciais das ondas ~e bomba são iguais a 0.5. Por issa para cada va

lor de za as ondas conjuçadas e objeto sac um pouco maiores .(-fuJ-3.1.} 
Uma caracteristica do valur de p(l) ~que ele atin

ge o mãximo simultaneamente com o valor 111âximo de s(o), mostrando 

a s s i m q u e n e s te c a s o , o r e c E~ lJ ·i m c n to ti (, e 11t • r~ ~J i il d " rn 1 d J. () h j e t 0 da 

onda conjugada estão en1 fase. 
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No caso em que 4, o~· p(o) = 0.14142 e u
0

L o -1.0, ou 

seja, numa situação de ganho, como era de se esperar, ao inv~s de 

sofrerem absorção e decrescer continuamente como acontece no caso 

de valores positivos de a
0

L, as duas ondas de bomba crescem ccnti 

nuamente ao atravessarem o meio não linear. Este fatc pode ser 

observado na figura 3d., , onde fci escolhida a situaçao em que 

se tem o valor maximo da onda conjugada s(o), o que ocorre quando 

os valores iniciais das ondas de bomba s~o iguais a 0.5. A onda 

objeto tamb~m cresce continuamente ~esde za = O at~ za o l .0. Com 

parando-se os valores da onda conjugada em za o O para os casos 

a
0

L o l . o (fi g . c28 ao L = - l . o ( f ~ g. 3~ ) -v e-se que ela e 

-
um pouco maior para 'Jol o - l . o ( e o valor max1mo neste caso) que 

representa o ganho, o que e um resultado razoãvel pois ao contra-

rio dos valores positivos de a L que representan1 absorção do o 

meio, a onda conjugada pode utilizar toda a energia recebida das 

ondas de bomba para o aumento de sua inter1sidade não sofrendo ab-

sorção do material. Pode-se notar ainda entretanto, que ao longo 

de quase todo o meio, desde za o l ate quase za o O, os valores 

da onda conjugada são maiores para a
0

L = l .O do que para ,, 0 L = 

- 1.0, nos pontos za correspondentes. Este resultado aparentemen-

te paradoxal pode ser explicado com base no argumento de que no 

caso de ganho, as ondas de bomba tambem crescem de intensidade e 

portanto não fornecem tanta energia a onda conjugada, como no ca

so de valores positivos· de a
0

L em que as ondas de bomba decrescem 

continuamente ao longo do meio. No caso dos valores negativos de 

a
0

L, o aumen~o de intensidade de todas as quatro ondas e feito as 

expensas da energia dos atamos ou moleculas os quais se encontram 

no estado excitado (,,
0

L <O significa que o ntvel 2 esta mais po

pulado que o nivel l) e que ao se desexcitarem durarrte a passagem 

das quatro ondas vão lhes fornecendo energia. 
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Para q> = .z, p(o) = 0.14142 e ,,
0

L = -0.5 vide fig. 33 
, as ondas de bomba sobem tamb~m continua1nente ao longo de 

za, como no caso ant~rior para ,,
0

L = -1.0. S6 que agora o ganho e 

menor (quanto mais nbgativo e ,,
0

L maior e o ganho) e como consequel'l_ 

cia o crescimento~ menor do que quando u
0

L = -1.0. Tamb~m neste 

caso para efeito de comparação com o grâfico para u L = -1 .O os va o 

lares iniciais das ondas de bomba valem 0.5. S6 que para este va-

lor das de bomba o valor de s(o) não ê o valor mâximo con1o o foi 

para a
0

L = -1.0. A onda objeto cresce sempre desde za O a tê 

za = l.O, mas seu valor p(l) e menor para ,,
0

L = -0.5 do que 

a L= -1.0; na realidade a onda objeto, neste grãfico, para o 

par a 

cada 

valor de za e sempre menor do que para o za correspondente quando 

a L = -1 .0. Outro resultado previsto ~ que a onda conjugada para o 

cada valor de za ~ tamb~m sempre menor para ,,
0

L = -0.5 do que para 

a
0 

L = - l . O . 

Vamos agora analisar o caso em que estamos fora da res 

sonância~= i (isto ê ó = 1). Para p(o) = 0.14142 e u
0

L = l .Oco

mo de costume, as ondas de bomba decrescem continuamente ao longo 

do material, vide figura 3LJ Para a onda objeto entretanto ocor 

re un: fato curioso. liil inicialmente uma quede Jllui to fortr' da intensidade, 

a tê um certo ponto za do material; ê uma queda mui to abrupta, logo 

em seguida acompanhada de uma subida tão abrupta quanto a queda, 

atê za - l .0. Este fenômeno ainda estâ sendo alvo de estudos. 

A onda conjugada tem um comportamento semelhante aos 

casos anteriores como se pode notar. Em comparação com o caso em 

1T que i)l = 7 ,mas com os outros parâmetros mantidos iguais (absorção 

l i ne a r onda objeto) - onJa conjugada 1T e ve-se que il par a o caso q, = 4 
tem aproximadamente o :nesmo v a l o r par a quase to dos os valores de 

za, sendo que somente para os za pr6ximos zero ~ que ela se torna 

maior do que para o caso em que : = ~- Este resultado ~ coerente 

com o fato de que se ~ = i• estamos forJ da russon,Jncia e a absor 
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çao linear e bem pequena e por isso e razoâvel que a onda conjugada 

seja maior neste caso. 

Para rp = *' p(o) = 0.14142 e ,, 0 L = 0.5 vide fig. 35, 
as ondas de bomba tambem decrescem ao longo do meio so que agora 

como a absorçâo linear estâ reduzida a 111etade o decréscimo e mais 

lento do que no caso em que r1
0

L = 1 .0. A onda objeto continua ten

do o mesmo comportamento do caso anterior, s6 que agora o abrupto 

decrescimo e mais suave e o mTnimo ocorre no entorno de za = 0.9 e 

logo depois começa a subida abrupta, enquanto que para o
0

L = 1.0 o 

minimo acontece para za = 0.4. A onda conjugada ê para todos os va

lores de za menor do que no caso em que rx
0

L = 1.0. 

Ja para o caso de ganho, ·i'=*' p(o) = 0.14142 e 

a
0

L = -1.0, vide fig. 36 , as ondas de bon1ba aumentam continuamen 

te como ja era de se esperar, o mesmo acontecendo com a onda obje-

to, não ocorrendo nenhum fato curioso como acontceu para os valores 

positivos de a
0

L. Ja para a onda conjugada observa-se que a te 

za = 0.2 ela e maior no caso em que 
0

L = 1.0 do que para cx
0
L=-l.O; 

dai em diante ate za = 0.0, a onda conjugada fica maior para 

a L = -1 .0. Isto ê devido ao fato de que, no caso de ganho as ondas o 

de bomba recebem tambêm a energia do meio e não somer1te a onda con-

jugada, embora elas forneçam parte da energia recebida para a onda 

conjugada. Para o caso em que'' L :·O, somente a onda conjugada e a o 

onda objeto recebem energia, a qual provem das ondas de bomba enqua~ 

to o meio absorve energia 'de todas as quatro. No caso em que a L < O 
o 

todas as quatro ondas recebem energia do meio e tambêm as ondas de 

bomba fornecem um pouco da energia para as ondas objeto e conjugada. 
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Comparando-se as ondas conjugadas para 
ii 

4 e 0 no caso em que 
L 

a
0

L = -1.0 observa-se que ela~ maior para~ 
i! qce e o caso foru 4 

da ressonância, o que significa um resultado esl'er'ado .Jil que nesle caso nao 

hi absorçâo de energia pelas mcl~culas para se exc~tarem, podendo 

assim a energia do meio e das ondas de bomba irem para a onda conj~ 

gada. 

No case em que Tr 
Lf' p(o) = 0.14142 e a

0
L -0.5 vide 

figura 31- o crescimento das ondas de bomba, objeto e conjugada 

sâo menores do que para a
0

L = -1.0, como~ de se esperar devido ao 

ganho ser menor. A explicação do comportamento da onda conjugada ao 

longo de za ao se comparar cs casos entre a
0

L = -0.5 e o
0

L = 0.5 e 

semelhante ao caso anterior quando se comparou os casos para 

C' L = -1.0 e a L = 1.0. Tamb~m neste caso a onda conjugada ·o o para 

:::: -0.5 ê, para todos cs v a 1 ores de za ma i o r do que para 

-0.5 por se estar fora da ressonância. 
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v! . 4 hn~lise do comportamento dos quatro campos dentro do mate-

rial para valores de contorno diferentes das ondas de bom-

ba 

~!as fi gs. e pode-se ver dois gráficos dos 

quatro campos para valorEs diferentes das ondas de bo~ba para 

~ = ~· a
0

L = 1.0 e ~(o) = 0.14142. Um deles com o valor f(o) maior 

do que b(l) e o outro vice-versa. Compürando-sc as duas figuras, 

observamos que no caso em que f(o) ~ maior, o valor da onda objeto 

p(l) ê maior do que no caso em que f(o) e menor. 

Por outro lado vemos que quando b(l) e maior, o valor da onda con-

jugada s(o) ê maior do que no caso em b(l) é me-

nor. Na l'ealidade para o valor f(o) maio1·,tem-se que p(za) e maior 

do que o caso inverso para todos os pontos za; e também para o va

lor de b(l) maior te1n-se que s(za) ê maior do que o caso inverso 

para todos os valores de za. Estes fatos nos induzem a concluir 

que as transferências de energia sao feitas neste caso, preferen -

cialmente entre as ondas que se propagam no mesmo sentido, como jã 

-foi dito anteriormente no item 4.b, isto e, a onda de bomba Ef com 

a onda Ep e a onda de bomba Eb com a onda conjugada gerada Es. 

Comportamento semelhante ê o que acontece no caso em 

que se tem ganho. Comparando-se as figuras L\() e para 

q, = ~· p(o) = 0.14142 e cx
0

L = -1.0. A inten3idade da onda objeto 

para o valor de f(o) maior, e superior para todos os valores de za 

a intensidade da mesma onda objeto para o caso em que o valor de 

f(o) ê menor; tambêm a onda conjugada -e maior, em todos os v a 1 ores 

de za' no caso em que b(l) ê maior em comparaçao com o gráfico em 

que b(l) ê menor. 

J~ nas figuras e onde tem-se os parâmetros 

f· p(o) = 0.14142 e rx
0

L = 1.0, observa-se urn fato curioso em 
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relação a onda objeto. A abrupta absorç~o seguida tamb~m de um 

abrupto crescimento na intensidade dela (ondc: objeto),que surgiu 

no caso em que os valores iniciais das ondas de bo1nba sao iguais, 

esti presente tamb~m neste caso, mas somente quando o valor de 

f(o) ~ maior do que b ( 1 ) Se h ( l ) for maior do que 

f(o), hã um decresci mo seguido de um Jumento, porem bem mais suave e 

bastante semelhante a curva obtida no caso em que ~ = i• mantidos 

os outros parâmetros iguais. Na realidade tanto no caso em que os 

valores iniciais das ondas de bomba sâc iguais como no caso em que 

f(o) ê maior que b(l), este ''funil'' pontiagudo s6 ocorre para val~ 

res intermediãrios das ondas de bomba que n6s consid2ramos, ou se

ja, entre os valores das ondas de bomba da ordem de 0.3 ~ 0.4 atê 

4.0 ~ 5.0. Fora desta faixa a onda objeto sofre uma diminuição con 

tinua e bem mais suave absorção. Antes da onda de bomba f(o) 

a ti n g i r um v a 1 o r da ordem de O . 3 ., O . 4 e de p o i s de u 1 t rapas s a r o 

valor 4,0 ~ 5,0 o abrupto decrescimo e crescimento nao ocorre por

que se esti numa faixa de vc:lores da onda conjugada s(o) que e me

nor ou da ordem do valor da onda objeto p(o) Para valores das on

das de bomba que produzam s(o) maior do que p(o) o que provavelme~ 

te deve ocorrer,e que hâ uma transfer~ncia abrupta de energia para 

a onda conjugada e depois como a intensidade do objeto fica n1uito 

pequena ela passa a receber um ''reforço'' das ondas bomba e tan1b~m da 

pr6pria onda conjugada; e ~ interessante observar que o valor de 

p ( 1 ) e da ordem ou 14geiramente maior do que p(o) o que mos -

tra que o meio, para todos os efeitos, nao absorve energia da onda 

objeto. 

Jâ no caso em que b(l) e n1a1or que f(o) este fen6meno 

nao ocorre. A diferença de energia em favor de b(l) e fornecida â 

onda objeto, impedindo assim o abrupto decr~scin1o. V~-se então que 

diferentemente do caso em que ~ = ~· as Lrocas de energia podem 
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tamb~m serem feitas entre as ondas que nao se propagam no mesmo 

sentido. 

Nas figuras e ~ S onde tem-se <) - ~, n 0 L~-l .O 

e p(o) ~ 0.14142 observa-se um comportamento semelhante ao caso 

em que TI - ' 
Q~ 7 . Ha um crescimento cont1nuo das intensidades das on-

das de bomba e tamb~m da onda objeto, tanto no caso em que f(o) 

maior que b(l) como no caso inverso, fato que ê uma consequência 

-e 

natural de a L~ -1.0. Se compararmos o comportamento da onda cano 
TI 11 jugada, entre <P ~ 2 e c):~ 4 , tanto no caso em que f(o) > b(l) e 

vice-versa, observa-se que para todos cs valores de za, a onda con 
·n 

jugada serâ maior quando <P ~ 4 , o que ocorre devido ao fato de se 

estar fora da ressonância. Como no caso em que lí 

2 a onda conju-

gada ~maior para todos os valores de z quando b(l) e maior do que a 

f (o) . 

·n 
Por outro lado se ~ ~ 2 , p(o) ~ 0.14142 e ,,

0
L ~ -0.5, 

como era de se esperar, tem-se um crescirrrento menor das ondas de 

bomba, objeto e conjugada, para todos os valores de za' do que pa-

ra o caso ~ -1 .0, como se pode observar nas figuras 

e 



SUMARIO DOS RESULTADOS MAIS IMPORTANTES 

I . Com f (o) = b ( 1 ) 

1. Os valores da onda retro-espalhada S(o) antes da saturação, 

sao sempre maiores no caso de ganho (a
0 

< O) do que no caso 

de absorção (a
0 

> O) 

2. A onda retro-espalhada S(o) e maior no caso em que 

<t = 1r/4 (6 = l) em comparaçao a q, = 1r/2 (6 = O) mantendo-se 

constantes p(o) e a
0

L 

3. A onda retro-espalhada s(o) satura antes para valores nega

tivos de a
0

L (ganho) em comparaçao a a
0

L >O (absorção) 

4. Para a
0

L > O, dentro do material tanto f{za) como b(za) di

minuem monotonamente ao longo de z ; p(z ) tende inicialmen a a 
te a decrescer sobe de intensidade; S(z ) sempre aumenta de a 
intensidade. Isto e vãlido para os valores de q, e p(o) uti-

lizados 

5. Para a
0

L <O, dentro do material, f{za)' b{za), p(za) e 

s(za) sempre aumentam 

6. O valor de p{l) atinge seu valor mâximo simultaneamente com 

s(o), mostrando assim que o recebimento de energia da onda 

objeto e da onda retro-espalhada estão em fase. Se f(o) t b{l) 

isto não ocorre 

II. Com f(o) t b{l) 

1. Os valores de S(o) sao sempre maiores no caso em · que 

b(l) > f(o) do que se f(o) > b(l) 

2. Os valores de p(l) são sempre maiores no caso em que 

f(o) > b{l) do que b(l) > f(o). Estes dois fatos nos indu-

zem a concluir que as ondas retro-espalhada e objeto sao 

mais favorecidas energeticamente quando a onda de "bomba" 

que caminha no mesmo sentido que elas e maior. 
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APtNDICE 

C~LCULO DAS EQUAÇOES DIFERENCIAIS PARA O CASO DOS QUATRO CAM

POS PARALELOS ENTRE SI NO LIMITE DE INTENSIDADE FRACA DA ONDA 

OBJETO E DA ONDA RETRO-ESPALHADA 

Nõs começamos com a equaçao de onda 

2Ê \1 - )JE 

onde Ê e o campo total dado por 

Ê Ê 
7 

~ t t + E •f + b + p s 2 

todos com a frequ~ncia w e 
7 

P a polarização macroscõpica dado 

por 

P = x(Ê)Ê 3 

Vamos considerar um ''ensemble'' de atamos de dois nT-

veis, os quais são caracterizados por um momento dipolar p12 

e tempos de relaxação longitudinal e transverso dados por Tl e 

T2 t;espectivamente. 

Supondo que todos os quatro campos estão polarizados 

no! mesmo sentido, pod'e-se mostrar(l) que no caso estacionaria 

as equações da matriz densidade podem ser resolvidas exatamen-

te fornecendo 

X( E) = ( i+ 6) 
4 
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onde 

6 ~ ( w- w
0

) T 2 

frequências 

e o coeficiente de dessintonia das 

e a intensidade de satura-
. 

çao do centro de linha 

. 2 
(pl2) liNeT2k 

e o coeficiente de atenuação 
2s h o 

k e o vetor de onda para a frequência w. 

Expandindo x(E) em serie de Taylor no entorno de E1 (definido 

em seguida), pode-se escrever a polarização ate primeira ordem 

em 6E (tambem definido a seguir) 

5 

onde 

El = Ef + Eb 11E = E + E 6 p s 

E = El + fi[ 

E on 
En = -2- exp o (wt-lt .1) + c . c . 7 n 

Ef e Eb ondas de bomba 

Ep: onda objeto; Es: onda retroespalhada. 



Para o operador laplaciano: 

2E 3 on + ' 
--~~exp i(wt-k .z) -n 

()Z 

Para a derivada. temporal tem-se 

I n< .z 
n 

()E . 
01 

:Jz 
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8 

1 
2 L exp i(wt-kn.!) +L i 

n 
exp i (wt-kn .z) 

n 

Para a derivada da polarização vamos considerar primeiro o 

cãlculo para o quadrado da soma das ondas de bomba: 

Pela eq. 7 

E f,p 

E b , s 

E2 ZjEofl 
= f 4 

2 

l o 

l 
= 2 Eof,op(z) exp i(u>t-kz) + c.c. 11 

l 
= 2 Eob,os(z) exp i(wt+kz) + c.c. l 2 

+ l 
4 E~f exp i 2(wt-kz) + {(E~f) 2 exp{-i2(wt-kz)} 

1 3 
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1 4 

1 5 

Para o termo que aparece no denominador da eq. 5 tem-se então 

pela eq. lO 

! 

E sat 

2 

Foi considerado que 

= E o 

E 
o 

Esat 

2 

{ l + 
i2kz -2ikz) 

(e +e } l 6 
2 

b) os termos que contem exp (±i2wt) oscilam muito rapidamente 

a zero . 

A eq. 16 fica então 

2 

{l + cos(2kz)} 

, E 
2 __ o_ 

Esat 

2 
z cos (kz) l6A 

Para o numerador tem-se que ter mais cuidado pois o 

fator IE 1 !2 
em um dos termos aparece multiplicado por L'IE. Na 

polarização P temos que separar os termos de mesma fase. Para 
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a onda que caminha para a direita a fase vale: 

±i (wt-kz) sentido dez positivo. 

Os termos da eq, 5 que contribuirão serao: 

2+1E 12)E ei(wt-kz) + (l E2 E* + 1 E E E* 
ob op 8 of op 4 of ob os 

1 E E* E ) ei (wt-kz)l + -4 o b ar o os 17 

Ostermos da eq. 5 que contribuirão para a fase i(wt+kz) no sen 

tido z negativo vale: 

P{i (wt+kz)} 

__ sx_(_E.:._l)__,.-{l(IE 12+1E 12)E ei(wt+kz) + (.l_E2 E* 1 E E E* 
2 of ob os 8 ob os + 4 of ob op 

A(El) I E5at I 

. 
+ 1 E* E E ) ei(wt+kz)} 

-4 f b-0 o op 18 

E 12 o I r-/ sat 
18A 
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E importante salientar que as eqs. 17 e 1 () so sao cor-

retas, se os dois campos de bomba forem pat·alelos ao eixo z ,as 

sim corno o são E e E . Se E f e E b tiverem outra direção op os o o 

(rnas ainda propagando-se em sentidos opostos) que não o eixo 

z, na eq. 17 não entrarao os termos proporcionais a Eof' 

e na eq. 18 não entrarão os termos E b'E 2bE* , o o os 

E 2 E* 
of op' 

que representa o caso analisado por Abrams e Lund. 

Por outro lado tem-se a expressJo para <(E 1 ) 

1 9 

Usando a eq. l6A com E
0

f = E o 

2 ,., 
o 

-k-
( i + \ ) 20 

Teremos então para a derivada segunda temporal da 

polarização P. (Não consideramos as derivadas temporais das a~ 

plitudes dos campos E
0

p e E
05

: caso estacionârio. Por hipote

se E
0

f e E
0

b nao variam nem com z e nen1 com t.) 

Para a eq. 17 

--z 
A(E )]E ti o sa 

, i(tut-kz) 
~e 21 



94. 

Para a eq. 18 

\E \
2
E o os 

22 

Vamos agora agrupar, em ambas as eqs., os termos em E , E* o p op' 

Eos' E~s· Para a onda que caminha para a direita, eq. 17 

<a 1 (E )>E + <S-(E )>E* +<n 1 (E )>E +<0 1 (E )>E* +<g 1(E )> o op 1 o op o os o os o 

23 

Para a onda que caminha para a esquerda eq. 18 

= <a 1 (E )>E +<s 1 (E )>E* +<n 1 (E )>E +<8 1 (E )>E* +<g 1 (E )> o os o os o op o op o 

24 

Vamos agora construir as eqs. de onda separando-as por fases 

iguais, ou seja, i (wt±kz). Para a onda E que caminha para a 
p 

ditei ta, usando as eqs. 1, 8, 9 e 23 

<a{E 0 )>E +<S(E )>E* +<n(E )>E +<e(E )>E* +<g(E )> op o op o os o os o 

25 
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Para a onda E
0

s que caminha para a esquerda usando as eqs. l, 

8, 9 e 24 

= -l<a (E )>E +<s(E )>E* +<n(E )>E +<o(E )>E* +<g(E )>I o os o os o op o op o 

onde (o s1mbolo <> significa o valor medio em kz) 

E assim: 

jJW 

<B(Eo)> = + <i 

2 

<n(:Eo)> = <+ 
jJW 

i-

+ <i 

- <i 

2 
sx(Eo) 

Sk A(E ) 
o 

q(Eo) 

4kA(E ) 
'o 

l 
2 

E2 
o 
-~> 

I E s a ti 

E 
2 

o 

E~ a t 
> 

I E 2 

IEs:t > 

26 

27 

27A 

278 

27C 

270 

27E 



r 

Tomando o complexo conjugado da eq. 25 vem: 

a E* 
~= 

()Z 

a*(E )E* +s*(E )E +n*(E )E* +o*(E )E +g*(E ) o op o op o os o os o 

Em virtude das eqs. 27 podemos ainda observar que: 

96. 

25A 

28 

Afim de analisar apenas a influ~ncia dos termos,que 

so aparecem devido ao fato das quatro ondas serem quase para-

lelas (ângulo e de inclinação muito menor que 1) entre si, Vil_ 

mos levar em consideração somente os segundo e terceiro ter -

mos das equações 25 e 26 e tambem de seus complexos conjugados. 

Para simplificar a notação, daqui em diante os parâmetros B e 

n ja devem ser entendidos como valores medias. 

~= 
az SE* + nE op os 29 

a E* 
__QQ = S*E +n*E* az · op os 31 

da /equação 29 vem: 

-s*E op - IB1 2
I -s*nE E p op os 

da equaçao 30 vem 

a E os 
az 

a E* 

30 

os = - B*E -n*E* 32 az os op 

33 



dE 
B*E os=+IBI 2 I +B*nE E - os ·az- s os op 

Somando 33 e 34 tem-se 

S* d (E2 + E2 ) --2 az op os 

da equaçao 31 vem: 

1 :lE* S* E2 
2 Eop ~ = 2 op 

da equaçao 32 vem: 

1 <lE * 
E os = z os az-

I s I 2 ( I - I ) p s 

ll* 
2 t E* op 

ll* E E* 2 os op 

os 

9 7. 

34 

35 

36 

37 

Somando 35 + seu complexo conjugado tem-se 

S* 8 ( E 2 + E 2 ) _ S 8 ( E * 2 + E* 2 ) = 
2 Tz op os 2 dz op os - 21Bf(I -I ) 

p s 

Somando 36 + 37 vem 

Cl E* 
-~ + 1 E 

d z ·z: os 

O complexo conjugado de 39 vale: 

dE 
_1_ E * __ Ofl. + 
2 op () z 

1 
-2 E* os 

38 

8 E* * 
o ozs +~(E E* +E* E ) 
a 2 op os op os 

39 

(E* E +E E* ) op os op os 

40 



98. 

Somando 39 + 40 tem-se: 

l dI l 
__Q + 

2 dz 2 
dI ( *) __ s+_r0:2l__( E E* +E* E ) 
dz 2 op os op os 

41 

Derivando 41 vem: 

2 2 
* 2 2 *2 *2 1 d I 1 d Is ( n+n *) 

S él (E +E ) - Jl -ª_(E +E ) · ·· P .L (E E* +E* E ) - 2 :lZ op os 2 dZ op os ~ - 2 d;L + 2 2dz2 + 2 az op os op os 

42 

Em virtude da igualdade das equaçoes 38 e 42 vem: 

Da eq. 29 vem: Da eq. 32 vem: 

élE 
E* __QQ=SE* E* +ni os élZ os op s 44 

a E* 
E ~ ~ -S*E E -n*I op az op os p 

O c.c. de 44 vale: O c.c. de 45 vale: 

3E * 
E __QQ~s*E E +n*I 

os az os op s 46 
a E 

E* -- 0 ~~-sE* E* - ni op (lz op os p 

Somando 44 + 45 + 46 + ~7 tem-se 

L(E E* +E* E ) az op os op os (n+n*)I - (n+n*)I s p 

Levando 48 em 43 vem: 

48 

49 

45 

47 



99. 

( I - I ) - 4[ s I 2 ( I - I ) + ( n +n *) 2 ( I P- I s ) - o p s p s 50 

onde tem-se finalmente a equaçao: 

d 2y r· 2 
- 4 Is I 

dz2 L 

50 A 

onde y = I -I 
p s 

A solução sera do tipo: y = eKZ 51 

2 - 2 zJ onde K - l41Sl - (n+n*) =O 52 

52 A 

Então 

53 

Mas da eq. 28 conclui-se que: 

54 

Então:'a raiz da eq. 52A fica: 

55 

Mas: 

2 2 2 2 
ln! - (n+n*) = ni - 3nR 56 



l 00. 

Das equaçoes 18A, 20 e 27C pode-se concluir que em virtude de: 

57 

tem-se que: 

58 

a o onde nc = <----------~-------
2 2 2 2(1+ +2 cos kz) 

Isto significa que se 02 
< 3 teremos uma solução da forma: (usa~ 

do 52A) 

i K I z -i K Z 

y = I p - I = c+ e + c e I 
s 

59 

n ;;-~ 
_. ... , 

onde: KI = 62 
c 60 

Se 0
2 

> 3 tem-se a solução da forma: 

61 

onde K e dado por 52A. Usando 58 tem-se: 

Como y tem que ser real, pode-se 
2 respeito de C+ e C . Para o > 3 

a) C+ = C = C : real 

b) C+ = -C = C 
0 

: real 

62 

tirar algumas conclusões a 

existem duas possibilidades: 



1 o 1 . 

Para o caso z ter1amos para a equaçao 61 

y ~ ZC cosh(Kz) 63 

Para o caso b ter1amos para a equaçao 61 

y ~ 2C
0 

senh (Kz) 64 

Se impusermos a condição de contorno para Is(L) 

65 

e lembrando-nos da definição de y (eq. (53)), concluimos que 

tanto C como C
0 

sao pos·; ti vos. Utilizando a condição 65 temos 

para os casos a e b respectivamente 

y ( z) 

cosh ( KZ) 

cosh(KL) 
66 

67 

Vemos então que no caso~ y(o) ~ O, o que significa que 

Ip(o!) ~ Is(o), ou seja: a intensidade da onda conjugada e sem 

preligual a intensidade da onda objeto para z ~ O, para qual

quer valor de KL, um resultado fisicamente falso. Jã para oca 

so a tem-sé: 

y (o) 68 
cosh(d) 

Como cosh(KL) e sempre maior que um (supondo-se KL i O) impli

ca que y(o) < Ip(L) sempre, ou seja 



o < 
IP(o) - Is(o) 

I P (L ) 

1 o 2 . 

< 1 69 

ou seja Ip(o) ~sempre maior do que Is(o), mas Ip(L) pode ser 

maior ou menor do que Ip(o). 

Se 02 < 3 o valor de K ~ puramente imaginário (eq. 

62) e existem tamb~m duas possibilidades para que o valor de 

y (eq. 61) seja real, a saber: 

a) c = c+ = c real 

c) c = C* + 

o caso a e o anâlogo do 
-

tacto para y vale então: 

onde 

Usando a condição 65 tem-se que 

cos(K 1z) 

cos(K 1L) 

Para z = O obt~m-se 

y (o) 
= Ip(L) 

cos(K 1L) 

ou ainda 

caso a para 62 > 3 e o r e s u 1 
--

70 

71 

72 

73 



lo 3. 

74 

Nota-se então que esta expressao e sempre maior que 

um ou menor do que menos 

que se c ( K I L) seja maior 

um. 

do 

Is to significa que 

que um, então I p (o) 

se KIL for tal 

e maior do que 

I s ( o ) e tambem que I p (o) e maior do que Ip(L). Se sec (KIL) 

for menor do que menos um, então Is(o) ê maior do que Ip(o). 

Para o caso c tem-se: 

75 

76 

E usando-se a eq. 65 

Para z = O tem-se: 

cosy 
77 cos(Kil+y) 



À (nm) LASER MEIO L REFLET. POT 

589 DYE/CW Na 17% 

589 DYE/PULS. Na 10 4
% 

10 4 C0 2/PULS. SF 2 37% 200 KW/cm 2 cm 
6 

10 4 " HgCdTe o . 5 mm 10% 100 KW/cm 2 

10 4 " Ge 15 cm 25% lO MW/cm 2 

1060 Nd:YAG/PULS. Si 1 mm 180% 6 Ml'l/cm 2 

1060 " BDN dye 600% 

694 RtlBY/PULS. cs 2 40 cm 100% 

5 32 Nd: YAG/PULS. CdSCdSe 30% 

5 32 " VAPOR r 2 
o. l% 

532 " RHODAMINA 100% 

532 " RHODAMINA B lO% 

510 DYE/PULS. CdSCdSe l% 

480 Ar+ /CW BiSi0 4 l% 

514 " BaTi0 3 100% 

TABELA 1 
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3
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0
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0 
L = -1,0, f(o) = o' 7 e b ( 1 ) = o' 8. 
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0
L = 1 'o ' f(o) = o '6 e b ( 1 ) = o, 7 . 
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0,14142, <P = rrl4, a
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L = 1 • o ' f(o) = o '7 e b ( l ) = o, 6. 

Figura 44. f(za), b(za), p(za) e S(za) versus za para p(o) = 

0,14142, <P = rrl4, a
0

L = -1 , o, f(o) = o '7 e b ( 1 ) = o' 8. 



Figura 45 o f(za)' b(za), p(za) e S(za) versus z para p (o) = a 
0,14142, <j> = lT/4, a

0
L = - 1 'o ' f(o) = O, 8 e b ( 1 ) = 0,70 

Figura 46o f(za), b(za), p(za) e S(za) versus za par a p(o) = 

0,14142, <j> = lT/2, a
0

L = -0,5, f(o) = o' 7 e b ( 1 ) = o. 8 o 

Figura 470 f(za), b(za), p(za) e S(za) versus za para p(o) = 
0,14142, <j> = lT/2, a

0
L = -0,5, f(o) = O, 8 e b ( l) = o. 7 o 
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B 

Tubulêncio 

Modulador 

A 

Espelho 

Conjuç;odo 

Considere o problema de uma comunicação por laser do ponto A ao 
porrto B que estão separados por uma atmosferJ turbulenta. A t~c 
nica consiste em enviar um sinal de B para A, onde ele é primeT 
ramente modulado e depois entra no ''espelho conjugado''. O feix~ 
retro-espalhado, o qual ê modulado emerge do "espelho", contor
na o modulador e e mandado de volta para B. Se ele atravessa a 
mesma atmos{era, as distorç6es de fase que surgem durantE a pri 
meira passagem, sao canceladas na viagem je retorno. -

Fig. 4 



o bjeto 

Espelho 
con· 

( 

L Fibra / JUOado 

( 

Cj -------------E" I X, L ) = 

E(x)= L nanen(x) 
I~ L E ( x, L ) = L an en( x ) e n 

n 

L • - ; ~ 
n On en(x) 1 t'n L 

Fibra 

L 

E ( x , 2 L ) = L a~ e n ( x ) = E li! ( x ) 
n 

O conceito ê oxatamente o mesmo do exemplo anterior. 56 que ao 
invês de se ter uma atmosfera turbulenta, a transmissão ocorre 
uma fibra multi-modo. Depois d~ conjugação de fase, a imag2m 
nao e mandada de volta pela mesma fibra, mas sim continua atra 
vês de uma segunda fibra que ê id~n~ica ã primeira. 

FIg. 5 
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ERRATA 

As polarizações das quatro ondas nao precisam ser 

necessariamente iguais para que se possa aplicar o modelo de 

moléculas de dois n1veis de energia. Na verdade um n1vel E2 
que possua m = l e portanto m = O ± l, pode ser considerado z 
como um so para efeito de transição com El, desde que estes 

três sub-nTveis sejam igualmente populados em razão do movimen 

to térmico. Esta equalização de população deve entre os sub-nf 

veis ser bem rãpida, ou seja, eles tem que estar igualmente PQ 

pulados antes de haver transições entre eles e o n1vel El. 


