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Resumo

Neste trabalho são investigadas técnicas para controlar o confinamento de fótons e fônons em fi-
bras ópticas de cristal fotônico (PCF). Utilizando métodos numéricos robustos para resolver as equa-
ções de Maxwell, um novo tipo de PCF com núcleo tubular é proposto. Simulações e experimentos
demonstram que esta estrutura confina a luz em um buraco de ar com diâmetro de apenas 110 nm. A
figura de mérito para efeitos não-lineares nesta pequena região é 10 bilhões de vezes maior do que
no caso de um feixe gaussiano altamente focalizado e 100 vezes maior que o atual estado-da-arte
em fibras de band-gap fotônico. Também é analisada teoricamente uma fibra PCF do tipo kagomé.
Modelos que explicam suas complexas características de guiamento são investigados de forma ana-
lítica e numérica. No que diz respeito à fônons em PCFs, é investigado o espalhamento Brillouin
copropagante e contra-propagante. Em particular, são demonstradas maneiras de reduzir a interação
acusto-óptica nos casos de co- e retro-espalhamento. Também é demonstrada a presença de band-gaps
fonônicos nestas estruturas. Finalmente, é investigado o controle óptico coerente de modos acústi-
cos nestas fibras, mostra-se que é possível amplificar ou frear modos acústicos com freqüência de
oscilação na faixa de GHz.

Palavras-chave: Espalhamento Brillouin, Cristal Fotônico, Cristal Fonônico, Fibras Ópticas.
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Abstract

Techniques that may allow control and tight confinement of photons and phonons in photonic
crystal fibers (PCFs) are investigated in this thesis. By means of robust numerical methods to solve
Maxwell equations, a new kind of PCF with a tubular core is proposed. Simulations and experimental
results show that such structure is able to confine light tighly inside the 100 nm bore, the nonlinear
figure of merir for such tiny bore is found to be 10 billion fold larger the focused Gaussian beam
counterpart, it is also 100 times larger than the state-of-the-art hollow core photonic band-gap fibers.
The guidance mechanism of kagomé structure hollow-core PCF is also investigated, simple models
are proposed to explain most of the experimentally observed features and compared to full numerical
simulations. In what concerns phonons, both forward and backward Brillouin scattering is investi-
gated in PCFs. It is demonstrated how one may suppress both using such fibers. It is also shown
the existence of complete band-gaps for in-plane propagation in the PCF cladding. Another set of
experiments show that one can perform coherent optical control of the acoustic modes of such fibers,
100-fold amplification or almost complete suppression of GHz oscillations is achieved.

Keywords: Brillouin scattering, Photonic Crystals, Phononic Crystals, Optical Fibers.
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Nota

Em razão dos diversos pacotes numéricos e gráficos utilizados na produção do conteúdo desta dis-
sertação, foi tomada a liberdade de utilizar o ponto (.) como separador decimal. Todos os gráficos e
números apresentados no texto seguirão esta convenção.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Uma breve história...

O estudo da interação entre a luz e as vibrações da matéria teve início nos estudos pioneiros do fí-

sico indiano Chandrasekhara Venkata Raman [3, 4] e do francês Léon Brillouin [5]. Em 16 de março

de 1928, Raman abriu sua palestra na associação indiana de ciências proferindo, profeticamente, as

palavras "I propose this evening to speak to you on a new kind of radiation or light emission from

atoms and molecules". Ele reportava a primeira observação do espalhamento inelástico da luz por vi-

brações moleculares [3]. Nas décadas seguintes, diversos grupos no mundo dedicaram-se ao estudo

destes tipos de espalhamento, culminando na descoberta dos regimes estimulados deste processos

[6, 7], o espalhamento Raman estimulado (SRS - stimulated raman scattering) e o espalhamento

Brillouin estimulado (SBS - stimulated brillouin scattering): a luz espalhada interage com a luz in-

cidente resultando em uma radiação que é ressonante com a freqüência da vibração, o resultado é

a amplificação coerente da vibração e, conseqüentemente, da luz espalhada [8]. O impacto destas

descobertas abrangeu diversas área do conhecimento científico, passando pela física, química e, mais

recentemente, a biologia.

Boa parte dos resultados demonstrados neste período foram propulsionados pela descoberta da

radiação laser. A alta coerência temporal (i.e., luz monocromática) e espacial da luz laser permite

a focalização dos feixes de luz em regiões diminutas, possibilitando o alcance de altas intensidades

jamais observadas com fontes de luz incoerentes. Contudo, mesmo usando radiação laser, a pro-

fundidade do foco de luz obtida com um conjunto ideal de lentes é sempre limitada pelo parâmetro

confocal, ou comprimento de Rayleigh, zR = A/λ, sendo A a área transversal do feixe e λ o compri-

mento de onda da luz. Esta simples expressão mostra que feixes intensos (área do feixe pequena) são

obtidos ao preço de uma pequena profundidade de foco. Esta limitação é extremamente restritiva para

efeitos não-lineares uma vez que estes crescem, tipicamente, exponencialmente com o comprimento
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de interação entre a luz e a amostra de material e, portanto, a exploração destes efeitos será limitada

pelo parâmetro confocal.

Em meados da década de 70, com o surgimento das primeiras fibras ópticas, foi possível circunvir

esta limitação das lentes. A alta transparência óptica destas fibras e o pequeno diâmetro do núcleo

que confina a luz estabeleceu um novo paradigma no estudo de não-linearidades. Nestas fibras, o

comprimento de interação não é limitado à distância de Rayleigh e sim pela atenuação óptica. Nos

anos seguintes, estas qualidades permitiram a descoberta e a exploração de diversos efeitos não-

lineares em fibras [9, 10, 11, 12], em particular, foram observados o SBS [13] e o SRS [10]. Em

razão dos longos comprimentos de interação, todas estas demonstrações foram feitas com níveis de

potência óptica muito menores do aquelas necessárias para observar os mesmos efeitos em amostras

volumétricas [14].

As fibras ópticas experimentaram sua própria evolução nos anos seguintes, culminando, em 1996,

na concepção de um novo tipo de fibra óptica, a fibra de cristal fotônico (PCF - photonic crystal

fiber) [15]. O grupo da universidade de Bath, na Inglaterra, depois de uma série de publicações

[15, 16, 17, 18] chamou a atenção da comunidade para o potencial destas fibras no estudo de efeitos

não-lineares. Em particular, o alto contraste de índice de refração entre o núcleo e a casca destas

fibras permitiu a demonstração da radiação super-contínua com espectro de 500 THz de largura,

estendendo-se do violeta ao infra-vermelho [19]. Este efeito foi utilizado por R. Holzwarth e T.

Haensch e um de seus trabalhos em metrologia óptica [20]. No ano de 2005, por seus trabalhos

pioneiros em metrologia de freqüência óptica, Haensch dividiu metade do prêmio Nobel de Física

com John Hall.

Até o inicio deste doutoramento, apesar das interações não-lineares de origem eletrônica e mo-

lecular (efeito Kerr e espalhamento Raman) já terem sido bastante estudadas em PCFs. Quase ine-

xistiam estudos a respeito da interação da luz com modos acústicos destas estruturas (espalhamento

Brillouin). Assim, visando compreender os aspectos então obscuros da interação entre a luz e modos

acústicos nestas fibras é que foi escolhido o tema deste doutoramento.

1.2 Como chegamos aqui?

O nosso grupo se interessou por PCFs no final de 2003, almejava-se na ocasião obter uma fibra

cuja dispersão permitisse a elaboração de amplificadores paramétricos de alta eficiência [9]. O então

aluno de doutoramento, Paulo Clóvis Dainese, foi para Bath em busca desta fibra. A amplificação

paramétrica requer o uso de lasers com potência contínua e elevada (∼1 W). Estes níveis de potência

geralmente são suficientes para iniciar o processo de SBS, portanto, a primeira investigação feita

por Dainese foi verificar o limiar de potência óptica, Pth, para o inicio deste processo. Apesar das
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fibras investigadas possuírem um núcleo de apenas ∼ 1 µm, as medidas indicavam que o limiar

relativo, Pth/Ae f f , sendo Ae f f a área efetiva do modo óptico era 5 vezes maior que o limiar em fibras

ópticas convencionais (com diâmetro de ∼ 9 µm). Esta descoberta desviou o interesse da pesquisa

em amplificação paramétrica para o estudo da interação da luz com as ondas acústicas responsáveis

pelo espalhamento Brillouin.

Em 2003, eu estava finalizando o curso de graduação e decidi iniciar o doutoramento nesta área.

Junto ao colega Dainese, foram realizados diversos experimentos e simulações buscando compreen-

der todos os aspectos do SBS nestas fibras. A despeito do nosso esforço, as razões precisas pelas

quais o limiar de SBS era tão elevado nestas fibras só seriam completamente desvendadas dois anos

depois [21]. Nesta árdua trajetória, descobrimos que o processo de espalhamento Brillouin copropa-

gante (FBS - forward brillouin scattering) nestas fibras também era singular [22]. Para justificar os

resultados observados, vimos a necessidade de dispor de métodos rigorosos para resolver as equações

de Maxwell em PCFs. Em colaboração com os professores Hugo Figueroa (FEEC-UNICAMP) e,

especialmente, o professor Antônio Frasson (Universidade federal do Espírito Santo), especialistas

no método dos elementos finitos (FEM - finite element method), em pouco tempo dispúnhamos de

um poderoso programa para encontrar os modos ópticos de guias de onda com geometria arbitrária.

A possibilidade de explorar estas equações numericamente permitiu-me testar novas idéias. No

segundo semestre de 2005, assisti a uma palestra da Profa. Michal Lipson (Universidade de Cornell)

na UNICAMP, na qual ela demonstrava a possibilidade de confinar a luz em dimensões bem menores

que o comprimento de onda da luz, utilizando guias de onda de silício (nS i =3.45) em um substrato

de sílica (nS iO2 = 1.45) [1]. Algumas horas depois, constatei que tal confinamento poderia acontecer

também em uma fibra óptica, caso a casca desta fibra fosse composta, simplesmente, por ar. Foi

feita uma análise extensa de todas as característica de confinamento desta, hipotética, fibra óptica. Os

resultados mostravam que, na região visível do espectro eletromagnético, tal confinamento só seria

possível em um tubo com dimensões sub-micrométricas, em particular, o diâmetro interno do tubo

deveria ser da ordem 100 nm! Este valor estava bem além das dimensões de qualquer fibra óptica

jamais fabricada. Em contato com o Dr. Cristiano Cordeiro, que havia voltado recentemente de um

pós-doutorado em Bath, tentamos fabricar tal fibra utilizando vidro Boro-silicato (ou vidro de janela).

Apesar da experiência em fabricação de Cordeiro, a infra-estrutura de fabricação de fibras disponível

na UNICAMP não permitiu a obtenção de fibras com dimensões tão pequenas e com perdas ópticas

aceitáveis.

Estas frustrações me levaram a engavetar este trabalho. No entanto, em abril de 2006, o Prof.

Jonathan Knight (Universidade de Bath), em uma visita ao CePOF (Centro de Pesquisa em Óptica e

Fotônica), analisou as minhas simulações e afirmou, categoricamente, que estas fibras poderiam ser

fabricadas em sua torre de sílica, em Bath. Em junho do mesmo ano, eu e o colega Cordeiro, fomos
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para Bath para fabricar esta fibra, o colega Cristiano verificou que a aposta do professor Knight estava

correta. Na segunda semana de trabalho, ele fabricou uma PCF com núcleo tubular de 900 nm de

diâmetro externo e, impressionantes, 110 nm de diâmetro interno. Nas três semanas seguintes, realizei

toda a caracterização de diversas propriedades desta fibra. Em novembro de 2006, foi submetido um

artigo apresentando estes resultados [23].

Paralelamente, eu continuava interessado nos desdobramentos da pesquisa sobre o espalhamento

Brillouin. Em outubro de 2007, iniciei o ”doutorado sanduíche” na universidade de Erlangen-

Nürnberg, na Alemanha. Em Erlangen, o Prof. Philip Russell (anteriormente em Bath) acabara

de iniciar uma divisão de fotônica no recém fundado Max-Planck-Forschungsgruppe. Nos dois pri-

meiros meses de pesquisa, na espera de equipamentos comprados para realizar os experimentos sobre

espalhamento Brillouin, me dediquei a escrever um programa, baseado no FEM, para resolver os

modos acústicos de guias de onda. Nas vésperas do ano novo, sob o frio implacável da Baviera, pude

verificar a validade do meu programa comparando seus resultados com as soluções analíticas de um

guia circular.

No restante do meu estágio, investiguei experimentalmente e realizei diversas simulações numé-

ricas1 a cerca da interação acusto-óptica. Na ocasião, consegui demonstrar, experimentalmente, algo

que o Prof. Fragnito havia sugerido desde nossas primeiras observações de co-espalhamento Bril-

louin em PCFs: o controle coerente de modos acústicos. No grupo do professor Russel, também

tive a oportunidade de participar de longas discussões científicas sobre diversos temas de pesquisa do

grupo — aquelas reuniões de grupo que, no Brasil, estão sempre vazias. Em particular me interessei

pelo problema, na ocasião não resolvido, do guiamento em fibras PCF de núcleo oco do tipo kagomé.

Duranteos oito meses de estadia em Erlangen, eu e os colegas Gregory Pearce e Christopher Poulton

discutimos, semanalmente, junto com o Prof. Russell, o caminho mais apropriado para compreensão

dos resultados experimentais observados nesta fibra2 [25]. Entre os métodos numéricos, disponíveis

para a solução das equações de Maxwell em Erlangen, o nosso FEM mostrou-se o único capaz de

gerar soluções convergentes para o problema da fibra kagomé. Uma das perguntas não respondidas

para esta fibra dizia respeito a existência ou não de band-gaps fotônicos na casca destas fibras. Para

respondê-la acabei familiarizando-me com métodos para implementar condições periódicas de con-

torno no FEM. Já de volta ao Brasil, em julho de 2007, submetemos um artigo sobre estes resultados

[26].

Aqui no Brasil, com os resultados experimentais sobre a excitação coerente de modos em mãos,

dediquei-me a obter simulações numéricas que concordassem com estes resultados. Os resultados

1No grupo, estava disponível um servidor com 8 processadores Opteron64 e 16 GB de memória, que podiam ser
acessados diretamente da minha estação Linux, através de uma rede gigabit ethernet.

2Em particular, o Prof. Russell tinha fixação em resolver este problema, uma vez que o acompanhava desde sua
publicação, na revista Science, do efeito Raman em uma fibra kagomé preenchida com hidrogênio gasoso [24].
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deste trabalho foram submetidos para publicação em dezembro de 2007 [27]. Nos meses finais que

restavam do meu doutoramento, continuei a colaborar com o Prof. Russell, em particular me dediquei

a modelar os resultados observados pelo colega Andre Brenn, em Erlangen, sobre o co-espalhamento

Brillouin em PCFs altamente birrefringentes. Um artigo está sendo redigido sobre estes resultados.

1.3 Organização dos capítulos

1.3.1 Corpo

O capítulo 2 apresenta os aspectos básicos da propagação da luz em guias de onda, as equações

de Maxwell e a equação de onda são apresentadas em sua forma vetorial completa. Para ilustrar as

características gerais de guias de onda com alto contraste de índice de refração, a solução analítica

de um guia circular é explorada. As propriedades ópticas lineares e não-lineares deste guia são ana-

lisadas, em particular, o regime de propagação altamente difrativo (quando o comprimento de onda

é da mesma ordem do diâmetro do guia) é destacado. Mostra-se que, o alto contraste de índice de

refração, associado à diâmetros sub-micrométricos, podem alterar de forma fundamental as proprie-

dades ópticas de guias de onda. O capítulo é finalizado apresentando como as propriedades básicas

das fibras ópticas de cristal fotônico viabilizam a exploração destes limites.

No capítulo 3, é investigada a possibilidade de ir além do limite de confinamento imposto pela

difração. Buscando inspiração na descontinuidade dos campos eletromagnéticos na interface entre

dois dielétricos, é proposto um guia cilíndrico tubular capaz de confinar a luz no interior da região

vazia do tubo. É demonstrado que, em razão da descontinuidade do campo elétrico, o modo óptico

fundamental deste guia concentra-se fortemente no interior vazio do tubo. Sobretudo, em razão das

dimensões nanométricas desta região, a intensidade óptica é amplificada, no ar, por diversas ordens de

grandeza. Na seqüência, é apresentada uma PCF que comporta-se de forma análoga ao guia tubular e,

após uma análise completa das propriedades ópticas desta fibra, o capítulo é finalizado apresentando

as PCFs fabricadas e as medidas experimentais realizadas. Os aspectos mais importantes destes

resultados foram publicados na revista Nature Photonics [23].

O capítulo 4 investiga, teoricamente, o guiamento de fibras PCF de núcleo oco do tipo kagomé.

A complexa propagação luminosa nestas fibras é fatorada em modelos mais simples, formando uma

base para a compreensão das características de guiamento observadas nestas fibras [25]. A densidade

de estados fotônicos da casca periódica é calculada para se obter a informação sobre a existência de

band-gaps fotônicos. A inexistência destes gaps é demonstrada e, para compreender a origem das

baixas perdas observadas nos experimentos, duas estruturas simples, formadas por ânulos de vidro

concêntricos, são estudadas. Os resultados previstos por estes modelos são comparados à simulação
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completa da estrutura da fibra, a boa concordância entre os resultados confirma a validade da estraté-

gia adotada. Os principais resultados deste deste capítulo foram publicados na revista Optics Express

[26]

No capítulo 5, são estabelecidos os fundamentos da propagação de ondas acústicas em guias

de onda, também são apresentados os fundamentos da interação entre luz e som. Como almeja-se

estudar guias de alto contraste de propriedades mecânicas (i.e., PCFs), não são feitas aproximações

escalares da equação de onda acústica ou do acoplamento acusto-óptico, este tratamento resulta em

uma teoria vetorial de modos acoplados. É ilustrado como esta teoria se aplica no tratamento do co- e

retro-espalhamento Brillouin. O capítulo é finalizado mostrando as possíveis fontes de excitação dos

modos acústicos nestas fibras: a excitação térmica e a eletrostrição.

Dando continuidade a teoria apresentada no capítulo 5, o capítulo 6 se concentra no co-espalhamento

Brillouin espontâneo. As soluções analíticas para os modos ópticos e acústicos são exploradas para

ilustrar as características básicas deste processo de espalhamento. São descritos os conceitos e as téc-

nicas experimentais utilizadas para medir a luz co-espalhada. Na seqüência, o espalhamento em dois

tipos de fibras PCFs é investigado: uma delas é a fibra PCF desenvolvida no capítulo 3. O outro tipo

consiste em um conjunto de PCFs altamente birrefringentes com diferentes frações de ar na casca,

a analise teórica dos diversos espectros de espalhamento medidos permite compreender o complexo

sistema acústico que resulta da estrutura transversal das PCFs. Parte dos resultados deste capítulo

foram apresentados na CLEO Europe 2007

No capítulo 7, são apresentados resultados sobre a excitação óptica impulsiva de modos acús-

ticos. É feita uma apresentação precisa da força de eletrostrição para campos ópticos arbitrários,

exemplificada no caso de guias cilíndricos. É demonstrada, experimentalmente, a excitação impul-

siva de modos acústicos em PCFs (estes resultados foram publicados na revista Optics Express [22].

Mostra-se que é possível controlar, coerentemente, os modos acústicos destas fibras através de uma

seqüência ressonante de pulsos. Esta técnica é utilizada para amplificar ou frear modos acústicos

de alta freqüência (> GHz) confinados em PCFs. Parte deste capítulo foram publicados na revista

Physical Review Letters [27].

O capítulo 8 mostra resultados experimentais, apoiados por simulações, do retro-espalhamento

Brillouin estimulado em PCFs. É investigado o espalhamento Brillouin estimulado em um conjunto

de PCFs com núcleos de diferentes diâmetros. Verifica-se que o limiar de potência para o espalha-

mento é aumentado por 5 vezes em PCFs com núcleo de ∼ 1 µm. Uma síntese dos resultados deste

capítulo foi publicada na revista Nature Physics [21]
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1.3.2 Apêndices

No apêndice B são mostradas as equações características (do guia cilíndrico e do guia tubular)

que surgem quando impõe-se as condições de contorno nas equações de Maxwell. Estes resultados

apóiam os capítulos 2 e 3.

O apêndice C discute a propagação da luz em dielétricos com seção transversal periódica. São

apresentados os estados de Bloch-Floquet e algumas propriedades do arranjo hexagonal que forma a

casca das PCFs, sendo também definida a densidade de estados fotônicos de uma estrutura periódica.

Estes resultados estão relacionados aos capítulos 2 e 4.

No apêndice D é apresentada a notação de índices contraídos para tensores simétricos e são deta-

lhadas diversas propriedades relacionadas à propagação de ondas acústicas em materiais isotrópicos.

Também é apresentada a força de eletrostrição. Estes resultados apóiam o conteúdo dos capítulos 5,

7 e 8.

O apêndice E mostra uma dedução detalhada da equação de onda acústicas, também mostra o

procedimento de solução desta equação para excitação óptica impulsiva de modos acústicos. Estas

demonstrações suplementam o conteúdo dos capítulos 5 e 7.

No apêndice F, a teoria vetorial de perturbação das equações de Maxwell é desenvolvida escrevendo-

as como um problema generalizado de autovalores. Emprega-se um formalismo análogo àquele usado

em mecânica quântica. Estas deduções complementam a apresentação dos capítulos 5, 6, 7 e 8.

O apêndice G mostra as soluções analíticas dos modos acústicos de uma guia circular. Também

são exploradas as simetrias do tensor de perturbação dielétrica induzido por estes modos. Em parti-

cular são destacadas as famílias axial-radial e torsional-radial. Este apêndice complementa a analise

apresentada nos capítulos 6, 7 e 8.

Finalmente, o apêndice H apresenta o método dos elementos finitos utilizado em quase todas

as análises numéricas desta tese. O método é aplicado às equações de Maxwell utilizando funções

de base vetoriais, a formulação é geral e vale, inclusive, para os guias compostos por materiais com

anisotropia completa e/ou materiais absorvedores. Além disso, é desenvolvida a formulação para

ondas acústicas em meios completamente anisotrópicos, também com possibilidade de absorção.
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Capítulo 2

Controle da luz em guias de onda

2.1 Introdução

Os estudos pioneiros sobre a propagação da luz em guias de onda ocorreram, basicamente, no

final dos anos 60 e ao longo dos anos 70. Boa parte destes resultados encontram-se compilados

nos excelentes livros de Snyder & Love [28], Marcuse [29] e Unger [30]. Contudo, alguns aspectos

mais modernos destes guias, estão dispersos em dezenas de artigos publicados nos anos 90 ou em

alguns livros como o do polonês Mrozowski [31]. Neste capítulo será apresentada uma compilação

de resultados que formam a base para compreensão dos principais aspectos destes guias, que são

importantes para a compreensão desta tese. Em particular, enfatiza-se as características que são

fundamentais na propagação da luz em fibras ópticas de cristal fotônico.

2.2 Equação de onda em guias dielétricos

Na região óptica do espectro eletromagnético, o comprimento de onda da luz é da ordem de

mícrons (10−6 m) e, portanto, geralmente fala-se de guias de onda com dimensões transversais de

alguns mícrons e de dimensões longitudinais de, pelo menos, centenas de mícrons. Na figura 2.1 é

ilustrado um guia de onda arbitrário junto ao sistema de coordenadas adotado nesta tese.

As equações de Maxwell na ausência de dispersão temporal e espacial, no domínio da freqüência

9
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Fig. 2.1: Guia de onda eletromagnético.

(convenção e−iωt), são dadas por [32]

∇ · D (r, ω) = ρ (2.1a)

∇ × E (r, ω) = iωB (r, ω) (2.1b)

∇ · B (r, ω) = 0 (2.1c)

∇ × H (r, ω) = J − iωD (r, ω) (2.1d)

sendo que o deslocamento elétrico é dado por D = ε0ǫE, o vetor indução magnética por B = µ0µH e

a densidade de fluxo de corrente é dada por J = σE. Como serão abordados exclusivamente meios

dielétricos, pode-se considerar a condutividade nula (i.e., σ = 0). A escolha do eixo longitudinal

do guia de onda como na figura 2.1 torna conveniente separar operador ∇ em suas componentes

longitudinal e transversal, ∇ = ∇t+ ẑ∂z. Pode-se então reescrever as equações de Maxwell na seguinte

forma,

∇t × E + ẑ × ∂zE = iωµ0µH (2.2a)

∇t × H + ẑ × ∂zH = −iωε0ǫE (2.2b)

Esta forma das equações é interessante, permitindo escrevê-las em termos de operadores [31].

Rearranjando os termos nas equações 2.2, pode-se escrevê-las na forma matricial

A |Ψ〉 = −i∂zB |Ψ〉 , (2.3)

sendo que o ket |Ψ〉 representa, de forma abstrata, a distribuição transversal do campo eletromagnético
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como função da coordenada z e, de forma concreta, representa o vetor coluna

|Ψ〉 ≡




E (x, y) (z)

H (x, y) (z)



 ; (2.4)

os operadores A e B são dados por [31]

A =





ωε0ǫ −i∇t×
i∇t× ωµ0µ



 , (2.5a)

B =





0 −ẑ×
ẑ× 0



 . (2.5b)

Note que a equação 2.3 é análoga à equação de onda de Schrödinger, sendo que a derivada em

z exerce o papel da derivada temporal. Apesar da notação de ”bra-ket” introduzida acima poder

aparentar uma mera questão estética, é muito poderosa e conveniente. Assim como na mecânica

quântica (MQ), pode-se desenvolver facilmente a teoria de perturbação estacionária ou dependente

de z, que corresponderia em MQ à perturbação dependente do tempo. Neste desenvolvimento é

importante ter-se uma notação compacta, permitindo explorar a física da interação sem perder-se nas

complicadas expressões vetoriais que tipicamente decorrem das equações de Maxwell [29].

2.2.1 Equação de ondas nos guias: autofunções (modos)

Em guias de onda perfeitos, existe simetria contínua de translação ao longo do eixo ẑ. O teo-

rema de Bloch-Floquet [2] permite tomar a dependência dos campos, com a coordenada z, na forma

seguinte forma, para uma alguma constante de propagação β,

eiβz |Ψ〉 . (2.6)

Substituindo este ansatz na eq. 2.3, obtém-se o seguinte problema Hermitiano generalizado de auto-

valores [31],

A |Ψ〉 = βB |Ψ〉 , (2.7)

Os autovalores da equação 2.7 e suas respectivas autofunções dependerão do tipo de guia onda

estudado. Entretanto, baseando-se em propriedades básicas de operadores lineares (como A e B)

em espaços vetoriais de Hilbert [31], pode-se aprender algumas propriedades básicas das soluções

deste problema. Foge do escopo desta tese rever as propriedades de espaços vetoriais, entretanto,

são ressaltadas abaixo algumas propriedades básicas do problema 2.7 quando as propriedades dos
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materiais ǫ e µ são representadas por matrizes reais e simétricas [33, 31]:

• Os autovalores β são reais sempre que 〈Ψ| B |Ψ〉 , 01.

• A relação de ortogonalidade entre dois modos |Ψi〉 e
∣
∣
∣Ψ j

〉

com constante de propagação βi e β j,

tais que βi , β j, é dada por 〈Ψi| B
∣
∣
∣Ψ j

〉

= 0.

• As autofunções formam um base completa neste espaço vetorial.

• Para modos localizados (i.e., modos guiados), as constantes de propagação βn são discretas

com autofunções |n〉. No caso geral, quando considera-se modos de radiação, o espectro da

equação 2.7, pode formar um contínuo [29, 31]. Neste caso os autovalores βn são complexos e

o operador B não é positivo-definido.

2.2.2 Condições de contorno - continuidade dos campos

As condições de contorno satisfeitas pelos campos eletromagnéticos podem ser deduzidas a partir

da forma integral das equações de Maxwell [32], estabelecendo vínculos entre as componentes dos

campos na interface entre dois materiais:

• As componentes normais dos campos D e B satisfazem

(D2 − D1) · n̂ = σ, (2.8a)

(B2 − B1) · n̂ = 0, (2.8b)

sendo que σ é a densidade superficial de carga na interface entre o meio 1 e 2 e n̂ é o vetor

unitário normal à superfície que separa os doi meios. No caso de materiais dielétricos, σ = 0,

portanto, as componentes normais dos campos D · n̂ e B · n̂ serão contínuas. Esta continuidade

da componente D · n̂ será de fundamental importância para entendermos um dos principais

resultados gerados durante este doutoramento [23].

• As componentes tangencias dos campos E e H satisfazem a relação,

n̂ × (E2 − E1) = 0, (2.9a)

n̂ × (H2 − H1) = J s, (2.9b)

sendo que J s é a densidade superficial de corrente na interface entre os meios. Na interface entre

dielétricos J s também é nulo, portanto, as componentes tangenciais de E e H são contínuas.

1Isto nem sempre é verdade porque o operador B não é positivo-definido; neste caso podem existir modos com
autovalores complexos.
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2.2.3 Nomenclatura de modos

Existem diferentes maneiras de rotular as autofunções do problema representado pela eq. 2.7

[31, 34]. A mais difundida na literatura é baseada na existência, ou não, de todas as componentes dos

campos eletromagnéticos. As soluções de um guia metálico preenchido por um dielétrico isotrópico

e homogêneo formam a base para esta nomenclatura,

• T EM (Transverse Electric Magnetic): Ez = Hz = 0

• T E ou H (Transverse Electric): Ez = 0

• T M ou E (Transverse Magnetic): Hz = 0

Quando o meio é heterogêneo em apenas uma das direções cartesianas existem cinco componentes

não-nulas, duas delas são longitudinais (Ez,Hz). Neste caso usa-se um sobrescrito indicando a direção

na qual a componente do campo se anula. Por exemplo, o rótulo T Ex representa um modo que não

possui a componente Ex do campo elétrico.

Na maior parte dos casos, entretanto, as seis componentes dos campos são não-nulas e o critério

de rotulação não é óbvio. Estes modos são designamos modos híbridos. Quando um modo híbrido

é muito semelhante a um dos modos designados acima, utiliza-se o prefixo ”quase” adicionado ao

rótulo do modo puro. Quando a semelhança com um modo ”puro” não é óbvia, utiliza-se os símbolos

EH ou HE para denominar um modo híbrido. Um modo é denominado EH ou HE dependendo da

semelhança deste à um modo E ou H no limite em que os materiais que definem o guia gradualmente

se tornam homogêneos. Entretanto, existem controvérsias na literatura a respeito de critérios para

nomenclatura [31].

No caso de guias cilíndricos existe um critério definido por Snitzer [35], que é adotado na literatura

de fibras ópticas em geral. Neste critério os modos são designados pelos símbolos EHmn e HEmn. A

distinção entre EH e HE é baseada no comportamento da razão entre as componentes longitudinais

no limite de freqüências altas (ω→ ∞):

se






limω→∞
[

−µ0ωHz

βEz

]

= −1, modo HE

limω→∞
[

−µ0ωHz

βEz

]

= 1, modo EH

Os subscritos m, n são associados, diretamente, com as soluções da equação característica obtida

quando se impõe as condições de contorno na interface entre o cilindro interno e a casca externa. As

componentes dos campos em coordenadas cilíndricas são funções de Bessel e o índice m denota a

ordem da função de Bessel que descreve as componentes longitudinais (Ez,Hz). O índice m também

coincide com o número de variações cíclicas dos campos na direção azimutal (cos mθ ou sin mθ). O

índice n representa as diferentes soluções da equação característica em ordem crescente de freqüência.
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Fig. 2.2: Geometria do guia cilíndrico (fibra óptica). Os índices de refração do cilindro interno e
da casca são, respectivamente, n1 e n2. A curva vermelha representa o campo elétrico do modo
fundamental ao longo do eixo horizontal. O diâmetro do cilindro interno será denotado por d = 2a. A
extensão da casca em cinza é infinita na direção radial.

2.3 Guias cilíndricos - fibras ópticas

O formalismo desenvolvido na seção 2.2.1 é interessante para analisar propriedades fundamen-

tais das equações de Maxwell em guias de onda arbitrários. Entretanto, quando deseja-se resolver

problemas simples, como a propagação em guias cilíndricos compostos por materiais isotrópicos, é

mais conveniente utilizar outra formulação. Nesta seção será considerada a fibra óptica mostrada na

Fig. 2.2 (um guia formado por dois materiais concêntricos com índices de refração distintos tal que

n1 > n2).

Pode-se manipular as equações 2.1a para deduzir equações de onda desacopladas para os campos

eletromagnéticos,

∇ ×
(

1
µ
∇ × E

)

− k2ǫ · E = 0, (2.10a)

∇ ×
(

1
ǫ
∇ × H

)

− k2µ · H = 0, (2.10b)

sendo k=2π/λ o número de onda no vácuo. Como a sílica é um material dielétrico, isotrópico e não-

magnético, pode-se tomar µ = 1 e ǫ = n2, onde n é o índice de refração. Com estas suposições,

pode-se manipular as equações 2.10, reescrevendo-as na seguinte forma

∇2E + k2n2E = ∇ (∇ · E)

∇2H + k2n2H = ∇ (∇ · H)
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Usando as equações 2.1a, 2.1c e separando o operador ∇ em suas componentes transversal e longitu-

dinal (i.e.,∇2 = ∇2
t − β2) pode-se escrever as equações de onda 2.10 na forma

∇2
t E +

(

k2n2 − β2
)

E = −∇
[

1
n2

(

∇n2
)

· E
]

(2.12a)

∇2
t H +

(

k2n2 − β2
)

H = iω
(

∇n2
)

× E (2.12b)

Assim, nota-se que a variação espacial do índice de refração (i.e, ∇n2) atua como fonte para os

campos eletromagnéticos. Esta variação é, portanto, responsável pelo acoplamento das componentes

dos campos eletromagnéticos. Para a fibra óptica da Fig. 2.2, n é uma função degrau dada por

n (r) =






n1, se r < a

n2, se r ≥ a
. (2.13)

Em razão da homogeneidade do índice de refração para r , a, o lado direito das equações 2.12

se anulam para r , a, desacoplando as componentes dos campos. Neste caso, cada uma das compo-

nentes dos campos E e H satisfazem a equação escalar bidimensional de Helmholtz nas diferentes

regiões do guia,
[

∇2
t +

(

k2n2
j − β2

)]




Ei

Hi



 = 0, para i = x, y, z (2.14)

Por conveniência, as componentes longitudinais dos campos são escolhidas como incógnita. Uma vez

resolvida a equação para as componentes longitudinais, é possível obter as demais componentes dos

utilizando as equações de Maxwell [28]. Como busca-se modos localizados no núcleo, são escolhidas

soluções na forma

Ez (r, θ) =






A1Jm

(

u r
ρ

)

cos (mθ) , se r < a

A2Km

(

w r
ρ

)

cos (mθ) , se r ≥ a
, (2.15a)

Hz (r, θ) =






B1Jm

(

u r
ρ

)

sin (mθ) , se r < a

B2Km

(

w r
ρ

)

sin (mθ) , se r ≥ a
. (2.15b)

sendo que u = a

√

k2n2
1 − β2 e w = a

√

β2 − k2n2
2 são denominados números de onda transversais

normalizados do núcleo e da casca, respectivamente; as funções Jm e Km são as funções de Bessel do

primeiro e segundo tipo. Obviamente u2 + w2 = a2k2
(

n2
1 − n2

2

)

≡ V2. O parâmetro V é denominado

freqüência normalizada do guia e constitui uma grandeza fundamental. Este parâmetro está ligado ao

número de modos guiados pela fibra (e também de outros guias de onda) em um comprimento de onda

determinado [29, 28, 36]. As constantes A1, A2, B1 e B2 são determinadas ao exigir-se continuidade
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das componentes tangenciais dos campos (Ez, Hz, Eθ e Hθ) em r = a. Estas condições conduzem a

um sistema linear para estas constantes,

C ·





A1

A2

B1

B2





= 0. (2.16)

sendo que a matriz C é dada no apêndice B. Soluções não-triviais do sistema 2.16 ocorrem se, e

somente se, det(C) = 0. Este determinante pode ser escrito na seguinte forma

F (u,w,V) = FT EFT M − Fm (2.17)

sendo que as funções FT E, FT M e Fm são dadas pela eq. B.2 e mostradas na Fig. B.1. Para um dado

valor do parâmetro V , resolve-se a equação característica escolhendo como variável independente w

e encontrando quais valores de u satisfazem a eq. 2.17. Uma vez resolvida a equação característica,

recupera-se a constante de propagação β utilizando a relação

β = k

√

n2
1w2 + n2

2u2

u2 + w2
. (2.18)

Para modos guiados, a constante de propagação admite valores na faixa kn2 ≤ β < kn1, portanto é

conveniente definir uma constante de propagação universal,

B =

√√√
n2

e f f
− n2

2
(

n2
1 − n2

2

) , (2.19)

sendo que ne f f ≡ β/k é denominado índice de refração efetivo do modo. Os valores de B para modos

guiados estão na faixa 0 ≤ B < 1, sendo que B = 0 define a freqüência de corte dos modos. Na figura

2.3 são mostradas as sete primeiras soluções da eq. 2.17 em termos da constante de propagação

normalizada B e do parâmetro V . Nesta figura nota-se que para V < 2.405, o guia circular admite

apenas um modo guiado. A constante de propagação deste modo aproxima-se, assintoticamente, do

eixo horizontal e B → 0 apenas no limite em que V → 0, portanto, sua freqüência de corte é nula,

tornando-o o único modo do guia cilíndrico que possui freqüência de corte nula.



2.3 Guias cilíndricos - fibras ópticas 17

 HE11
 TE01
 TM01
 HE21
 EH11
 HE31
 EH12

0 1 2 3 4 5 6 7
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

B

V

Fig. 2.3: Soluções da equação característica (eq. 2.16) para um guia circular com casca infinita. A
linha pontilhada em cinza em V ≈ 2.405 representa a transição entre o regime monomodo e multi-
modo.

2.3.1 Distribuição de energia

A distribuição espacial de energia no guia de onda depende, principalmente, do modo do guia no

qual a luz se propaga. Entretanto, como mostra a figura 2.3, cada modo exibe um caráter altamente

dispersivo. Em razão das dificuldades experimentais relacionadas à excitação de modos específicos

de um guia de onda, geralmente trabalha-se na região em que os mesmos são monomodos. Nesta

seção será analisada como a dispersão da curva B (V), ilustrada na figura 2.3, altera a distribuição

espacial de energia do modo HE11.

Pode-se inferir sobre a distribuição de energia analisando os limites assintóticos da constante de

propagação. Quando B → 0, para um dado raio e índices de refração que definem o guia de onda,

a constante de propagação β → kn2, ou seja, a velocidade de fase do modo (vφ = ω/β) se aproxima

da velocidade de fase da luz na casca (c/n2). Isto significa que, neste limite, a maior parte da energia

luminosa se concentra na casca do guia. O inverso também é verdadeiro, quando B → 1, β → kn1 e

a velocidade de fase se aproxima da velocidade da luz no núcleo (c/n1).

Isto é consistente com o fenômeno de difração, pois limV→0
λ
a
= ∞. Portanto, quando λ ≫ a o

fenômeno de difração supera o poder de confinamento do degrau de índice de refração e a energia do

modo se dispersa por toda a casca do guia de onda. Para ilustrar o impacto da difração é mostrado,

na figura 2.4, o fluxo de energia na direção ẑ para o modo HE11 de uma fibra com os parâmetros:

n1 = 1.45, n2 = 1.0 e d = 2 µm. A figura da esquerda mostra o caso λ = d/2 e à direita, λ = 2d;

é nítida a penetração da energia na casca do guia quando o comprimento de onda fica maior que

o diâmetro do guia, revelando a importância da difração neste regime de guiamento. Nesta figura

também pode-se notar, observando os campos vetoriais em preto, a polarização quase linear (neste
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Fig. 2.4: Distribuição espacial de intensidade, S z (x, y), do modo HE11 para uma fibra com n1 = 1.45,
n2 = 1.0 e d = 1 µm (a) λ = d/2. b) λ = 2d. Os campos vetoriais em preto indicam a polarização do
campo elétrico.

caso, na direção x̂ ) do modo HE11.

Figura de mérito para efeitos não-lineares

A importância de efeitos não-lineares na propagação da luz em guias de onda depende do material

que constitui o guia. Cada classe destes efeitos2 possui diferentes coeficientes não-lineares e depende

de diferentes produtos do campo elétrico [39, 40]. No caso da sílica fundida, estes coeficientes

são muito pequenos [41], porém, mesmo em fibras ópticas convencionais observa-se diversos destes

efeitos com níveis de potência relativamente baixos. Isto é possível por causa de dois fatores básicos:

o pequeno diâmetro modal (∼ 10 µm) e a baixíssima atenuação (∼0.2 dB/km na região de 1.55 µm).

A figura de mérito para efeitos não-lineares (FdM) em amostras volumétricas (bulk) é dada pelo

produto ILe f f , sendo que I é a intensidade óptica e Le f f é o comprimento de interação efetivo [41]. Um

feixe gaussiano, altamente focalizado, com uma uma cintura mínima de raio w0 possui comprimento

efetivo (região na qual a intensidade óptica é alta) dado pelo comprimento de Rayleigh (ou parâmetro

confocal)[42]

L
f eixe

e f f
≃
πw2

0

λ
. (2.20)

Portanto, o produto ILe f f para uma potência óptica P será dado por

(

ILe f f

) f eixe ≃ P

πw2
0

πw2
0

λ
=

P

λ
.

2Em sílica, a resposta não-linear pode ter contribuições eletrônicas e vibracionais [37, 38]. A primeira dá origem ao
efeito Kerr e a segunda aos processos de espalhamento estimulado Raman e Brillouin.
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Para um guia de onda, como ilustra a Fig. 2.4, a energia que viaja pelo núcleo ou casca depende do

comprimento de onda. Portanto, é importante definir as frações de energia contidas em cada região

do guia,

η1 =

∫

ncleo
S zdA

∫

tudo
S zdA

, (2.21a)

η2 =

∫

casca
S zdA

∫

tudo
S zdA

, (2.21b)

sendo que S z é a componente longitudinal do vetor de Poyinting e representa o fluxo de potência

ao longo do guia de onda. No caso de um guia de raio a, sustentado no ar (n2 = 1) e com baixa

atenuação (αL ≪ 1, sendo L o comprimento do guia e α o parâmetro de atenuação), pode-se desprezar

a contribuição da energia modal que viaja fora do núcleo3 e obter a seguinte expressão para o produto

ILe f f ,

(

ILe f f

)guia
=

P

πa2





∫ 2π

0

∫ a

0
S z (r, θ) dA

∫ 2π

0

∫ ∞
0

S z (r, θ) dA





︸                    ︷︷                    ︸

=η1

∫ L

0
exp (−αz) dz

=
P

πa2
η1

(

1 − e−αL

α

)

≃ Pη1

πa2α
.

Portanto, o aumento na figura de mérito não-linear promovida pelo guia de onda, em relação ao feixe

gaussiano focalizado, é dada por

ξ ≡
(

ILe f f

)guia

(

ILe f f

) f eixe
=
λη1

πa2α
. (2.22)

Para ilustrar como estas quantidades dependem do comprimento de onda da luz, são mostradas na

figura 2.5a as frações de potência η1 e η2 para o guia circular com a = 1 µm e índices de refração

(n1, n2) = (1.45, 1.0) e (n1, n2) = (2.0, 1.0). Nota-se na figura 2.5 que, quando d/λ . 0.5, a fração de

energia η1 → 0 (curvas pretas) e a fração η2 → 1 (curva vermelhas), em acordo com as conclusões

qualitativas obtidas na seção 2.3.1.

Na figura 2.5b é mostrada a figura de mérito ξ, para um guia com raio do núcleo a = 1 µm

α = 0.2 dB/km. como função da razão d/λ. O comportamento desta curva demonstra que existe

um limite fundamental para o confinamento da luz em guias cilíndricos, resultado que também já foi

demostrado que este resultado também vale para outras geometrias [43]. A concentração da luz por

3Esta aproximação é razoável porque o coeficientes não-linear do ar é, tipicamente, três ordens de magnitude menor
que o da sílica.
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Fig. 2.5: (a) Fração de potência contida no núcleo (curvas pretas) e na casca (curvas vermelhas) do
guia de onda cilíndrico para duas configurações de índice de refração. As linhas sólidas representam
o caso n1 = 1.45 e as linhas pontilhadas n2 = 2.0. (b) Figura de mérito para não-linearidade (log10 ξ),
em função da razão d/λ, para diferentes índices de refração do núcleo. Em vermelho n1 = 2.0 e em
preto n1 = 1.45.

reflexão interna total (RIT) em guias, com dimensão transversal da ordem do comprimento de onda

da luz, impõe o limite difrativo de confinamento [44]. Todavia, o confinamento pelo guia de onda é

capaz de aumentar o produto ILe f f , comparado com o feixe gaussiano, por mais de sete ordens de

grandeza. Apesar deste aumento espetacular, o guia discutido está limitado a intensificar a luz na

região central do guia (com alto índice de refração). Nem sempre isto é desejado, no capítulo 3 será

discutida a possibilidade de concentrar a luz, fortemente, em regiões com baixo índice de refração

(até mesmo no ar).

2.3.2 Dispersão de velocidade de grupo

Como foi discutido e ilustrado na Fig. 2.3, a constante de propagação depende dos parâmetros

que definem o guia de onda. Nesta seção, será discutido o impacto destes parâmetros na velocidade

de propagação da luz no modo fundamental (HE11) de uma fibra óptica. Como a propagação ocorre

na direção ẑ, a velocidade de grupo é dada por vg = ∂βω [28]. Pode-se escrevê-la de forma mais con-

veniente em termos da constante de propagação, vg = (∂ωβ)
−1. O atraso de grupo τg, que representa

fisicamente o atraso por unidade de comprimento, é definido como o inverso de vg [29],

τg ≡ dωβ =
1
c

dkβ. (2.23)
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Note que o atraso de grupo tem dimensões T L−1. O índice de grupo Ng (grandeza adimensional) de

uma onda plana que se propaga em um material com índice de refração n é definido por

Ng ≡ cτg = dkβ = dk

(

kne f f

)

, (2.24)

onde foi introduzido o índice de refração efetivo. Note que o índice de grupo é também pode ser

obtido de forma análoga ao índice de refração, Ng = c/vg. No caso do guia de onda circular da Fig.

2.2, escreve-se a constante de propagação β em termos dos índices de refração do núcleo, da casca e

da constante de propagação universal B.

β = k

√

n2
2 +

(

n2
1 − n2

2

)

B,

a derivada de β é dada por

Ng =
dβ

dk
=

{

n2N2 + B (n1N1 − n2N2) + k
2 dkB

(

n2
1 − n2

2

)}

√

n2
2 +

(

n2
1 − n2

2

)

B

, (2.25)

sendo que N1 e N2 são os índices de grupo (eq. 2.24) do núcleo e da casca do guia, respectivamente.

Na equação 2.25, existem contribuições para o atraso de grupo (Ng/c) oriundas da dispersão do ma-

terial (n1, n2,N1, e N2 dependem da freqüência) assim como contribuições que dependem da maneira

que B e dkB dependem da freqüência. Esta última dependência é denominada dispersão de guia de

onda e representa como o confinamento da luz, em conseqüência do degrau no índice de refração e

da difração do feixe, altera a velocidade de propagação de pulsos de luz.

Um aspecto fundamental a ser notado na eq. 2.25 é que os termos que envolvem a constante de

propagação universal e suas derivadas (B e dkB) aparecem sempre ponderados pelas diferenças n2
1−n2

2

e n1N1 − n2N2. Portanto, o atraso de grupo induzido pelo guia de onda é sempre ponderado pelo con-

traste entre os índices dos materiais que compõem o guia4. No caso de fibras ópticas convencionais,

é possível obter aproximações da equação 2.25 que separam, completamente, a contribuição do guia

de onda da contribuição dos materiais [45, 46, 29]. Entretanto, para as fibras estudadas nesta tese,

esta aproximação não se aplica.

No caso geral, o atraso de grupo pode ser calculado através da derivada total de β (n1, n2, k),

Ng =
dβ (n1 (k) , n2 (k) , k)

dk
=

(

∂β

∂n1

∂n1

∂k
+
∂β

∂n2

∂n2

∂k

)

︸                    ︷︷                    ︸

≡NgWM

+
∂β

∂k
︸︷︷︸

≡NgW

. (2.26)

4Esta é a razão pela qual guias de onda com alto contraste de índice introduzem bem mais dispersão que guias com
baixo contraste
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Pela equação 2.26 vemos que é possível isolar o atraso de grupo do guia NgW
(W de waveguide),

porém, o atraso induzido pelo material (∝ ∂kn1, ∂kn2) está sempre acoplado com a dependência da

constante de propagação com o guia de onda (∝ ∂n1β, ∂n2β). Na eq. 2.26, esta combinação entre

material e guia é denominada NgWM
(WM de waveguide e material). Portanto, para calcular-se NgW

,

basta resolver a eq. característica 2.17 mantendo n1 e n2 constantes.

A dependência do índice de grupo com a freqüência está relacionada ao alargamento de pulsos

no domínio do tempo. Isto motiva a definição da dispersão de velocidade de grupo (GVD - Group

velocity dispersion), que será dada pela expressão

D ≡
dτg

dλ
=

1
c

(
dNg

dλ

)

, (2.27)

note que D tem dimensões de [T L−2]. É comum expressar D em termos do índice de refração efetivo

(ne f f ≡ β/k) usando a seguinte relação

D = −λ
c

d2ne f f

dλ2
, (2.28)

note que a derivada na expressão 2.28 é total e, portanto, inclui as contribuições acopladas do material

e do guia de onda.

Para ilustrar quantitativamente a influência dos diversos fatores acima discutidos, dois exemplos

de guia de onda serão explorados. O primeiro trata de um guia que se assemelha à uma fibra óptica

convencional e o segundo de uma guia que assemelha-se a uma fibra de cristal fotônico altamente

não-linear [47]. Em ambos casos iremos explorar a relação aproximada para a dispersão, precisa

apenas quando o contraste de índice de refração é pequeno [29, 45, 48]

D (λ, d) ≃ DW (λ, d) + DM (λ) , (2.29)

sendo que DW é a dispersão do guia de onda, obtida assumindo que os índices de refração dos mate-

riais são constantes. A dispersão material DM é obtida substituindo ne f f na eq. 2.28 pelo índice de

refração da sílica. O benefício de utilizar a relação 2.29 está na possibilidade de explorar a escalabili-

dade das equações de Maxwell: a dispersão de guia de onda depende apenas da razão λ/d. Portanto,

uma vez calculado DW (λ, d0) para um dado diâmetro d0, pode-se obter a dispersão de guia de onda

para qualquer diâmetro d = sd0 (sendo s um fator de escala) utilizando a relação [48]

DW (λ, sd0) =
1
s

DW (λ/s, d0) . (2.30)
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Fibra convencional

Na figura 2.6a&b são mostradas as diferentes curvas de GVD para uma fibra óptica convencional

(n1 = 1.45 × (1.01), n2 = 1.45 ) cujo diâmetro do núcleo é variado. Partindo-se do diâmetro original,

d0 = 8 µm, as diferentes curvas sólidas representam os casos: em preto d = d0, em vermelho d = d0/2,

em verde d = d0/3 e em azul d = d0/4. A curva cinza pontilhada em ambas figuras representa a

dispersão material da sílica pura, obtida através da formula de Sellmeyer [49].

Na figura 2.6a nota-se que a dispersão de guia de onda é amplificada e deslocada para comprimen-

tos onda menores quando o diâmetro da fibra diminui. Este resultado pode ser facilmente antecipado

analisando a expressão 2.30. A influência da dispersão de guia de onda só é substancial para valores

pequenos do diâmetro. Esta sutil dependência deve-se ao baixo contraste de índice de refração nestas

fibras (∆ ∼ 1%).

Fibra altamente não-linear

Quando almeja-se alterar, drasticamente, a dispersão total de um guia, a discussão acima revela a

existência de poucas alternativas: ou escolhe-se materiais altamente dispersivos, o que nem sempre é

possível na prática, ou trabalha-se com guias com alto contraste de índice de refração. Uma maneira

óbvia de escalar este contraste, sem recorrer à combinações exóticas de materiais, é utilizar como

casca do guia o próprio ar (n2 ≃ 1). Contudo, em razão do alto contraste de índice de refração, para

garantir-se guiamento monomodo, deve-se manter V < 2.405 (veja Fig. 2.3) . Portanto, a relação

entre o diâmetro e o comprimento de onda da luz deve satisfazer a desigualdade

(

d

λ

)

<
2.405

π
√

1.452 − 1
≃ 0.73. (2.31)

Por exemplo, para λ = 1.55 µm a eq. 2.31 resulta em d < 1.13 µm. Como nota-se pela curva preta

mostrada na figura 2.5, a figura de mérito ξ é enorme e, portanto, o guia é altamente não-linear nestas

condições.

Na figura 2.6c&d são mostradas as diferentes curvas de GVD para este guia (n1 = 1.45, n2 = 1.0)

, obtidas variando-se o diâmetro do núcleo: em preto d = d0, em vermelho d = d0/2, em verde

d = d0/3 e em azul d = d0/4. Ao contrário da dispersão em uma fibra convencional (fig. 2.6b), a

dispersão total neste guia é dominada pela dispersão de guia de onda. Uma conseqüência marcante

desta influência é que para λ < 1.2 µm, região na qual a dispersão da sílica é sempre normal (D < 0),

pode-se obter dispersão anômala (D > 0). A demonstração experimental destes resultados culminou

em uma série de publicações nos últimos anos [50, 51, 52, 53, 43].
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Fig. 2.6: Impacto do diâmetro do núcleo na dispersão em um fibra óptica convencional (a&b, n1 =

1.45 × (1.01), n2 = 1.45 e d0 = 8.8 µm) e uma altamente não-linear (c&d, n1 = 1.45, n2 = 1.0 e
d0 = 2.0 µm). (a,c) Dispersão de guia de onda. (b,d) Dispersão total. A legenda à direita mostra os
diâmetros utilizados.
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2.4 Fibras de cristal fotônico

O elevado contraste de índice de refração em um guia cilíndrico possibilita amplificar, de maneira

significativa, o impacto da geometria na dispersão total do guia. Sobretudo, em conseqüência da

escalabilidade das equações de Maxwell (veja eq. 2.30), pode-se sintonizar a dispersão do guia

escolhendo sua dimensão transversal. Entretanto, os regimes mais exóticos de propagação ocorrem

quando o contraste de índice de refração é elevado e/ou quando a relação d/λ ≈ 1. Fabricar e

manipular fibras ópticas que satisfaçam estas duas condições não são tarefas triviais. A invenção das

PCFs, permitiu contornar o problema da fragilidade mecânica de fibras com diâmetro tão pequeno

e ofereceu, sobretudo, novos graus de liberdade geométricos para manipular a dispersão de guia de

onda. Foge ao escopo desta tese revisar as inúmeras aplicações de PCFs, o leitor interessado pode

recorrer a uma das referências [18, 17, 15, 54, 55, 56, 57, 58] para maiores detalhes. Contudo, serão

apresentados nesta seção as definições de alguns parâmetros e propriedades de PCFs que podem ser

relevantes para melhor compreensão desta tese.

Geometria

A geometria mais comum de PCFs é formada por um arranjo hexagonal de buracos de ar cuja

profundidade estende ao longo do comprimento da fibra. Um ”defeito” central neste arranjo define

o núcleo da fibra (veja figura 2.7). Os parâmetros geométricos que definem esta estrutura são três:

o período Λ dos buracos de ar na casca, o diâmetro dos buracos de ar d e o número de períodos na

casca. A geometria ideal típica de uma PCF e os parâmetros acima são mostrados na Fig. 2.7. O

diâmetro relativo dos buracos de ar é definido por

δ ≡ d/Λ. (2.32)

Para o arranjo triangular, a fração de ar na casca, definida como a razão entre a área ocupada pelos

buracos e a área total da célula unitária, é dada por

far =
π

2
√

3
δ2, (2.33)

como 0 < δ < 1, a fração de ar no arranjo hexagonal de buracos de ar varia entre 0 < far < 0.907.

Dispersão

Assim como no guia cilíndrico, a GVD em PCFs dependerá bastante do contraste de índice de

refração entre o núcleo e a casca. Porém, distintamente de guias cilíndricos, o índice de refração da
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Fig. 2.7: Geometria típica da seção transversal de uma fibra óptica de cristal fotônico. O período dos
buracos de ar na casca é Λe o diâmetro destes buracos é d. O paralelogramo em vermelho indica a
célula unitária que forma a casca.

luz na casca dependerá fortemente do comprimento de onda da luz, mesmo na ausência de dispersão

material. A origem desta dispersão é puramente difrativa: Ao ter o comprimento de onda reduzido,

a luz tende a se concentrar mais e mais na região de vidro, fazendo com que o índice de refração

da casca, percebido pela luz, mude, tornando-se cada vez mais próximo do índice de refração do

vidro (veja Fig. 2.8). No limite de pequenos comprimentos de onda (Λ/λ → ∞), a luz é forçada

a permanecer apenas na região de vidro devido à reflexão interna total. A distribuição espacial dos

campos eletromagnéticos se estabilizam, fortemente concentrados no vidro (Fig. 2.9a). No limite de

comprimento de ondas grandes (Λ/λ→ 0), a difração não permite que a luz resolva os buracos de ar

e os campos evanescentes penetram profundamente nos mesmos (Fig. 2.9b), reduzindo o índice de

refração percebido pela luz.

Este caráter dispersivo da casca da PCF faz com que a dispersão geométrica (i.e., a dispersão de

guia de onda) seja muito forte. Além disto, o contraste de índice entre o ar e os buracos, assim como

no guia cilíndrico, amplifica esta dispersão geométrica, tornando PCFs um ótimo dispositivo para

controlar a dispersão [59, 60, 61, 48].

O modo fundamental desta casca periódica possui a mesma simetria do modo fundamental guiado

no núcleo. Na literatura de PCFs, o modo fundamental da casca calculado no centro da zona de

Brillouin (ponto M) (veja apêndice C) e é denominado fundamental space-filling mode, o índice de

refração efetivo associado a este modo é mostrado na Fig. 2.8 como função do comprimento de onda
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Fig. 2.8: Dispersão do índice de refração efetivo do modo fundamental da casca.

(a) λ = 0.1Λ, ne f f = 1.44818 (b) λ = 1.0Λ, ne f f = 1.37981

Fig. 2.9: Distribuição de potência (|S z (x, y)|) do modo fundamental da casca de uma PCF com δ = 0.5

normalizado λ/Λ. Na figura 2.9 é mostrada a distribuição de potência deste modo nos dois extremos

do comprimento de onda relativo: à esquerda temos λ = 0.1Λ e à direita λ = Λ. Nota-se a penetração

do campo no interior dos buracos de ar quando o comprimento de onda é da ordem do período Λ.

2.5 Conclusões

Foram introduzidos neste capítulo os conceitos básicos de propagação da luz em guias de onda.

Foi dada ênfase aos seguintes aspectos:

• Guias de onda possibilitam o confinamento transversal da luz por distâncias limitadas apenas

pelas perdas ópticas.

• O confinamento é limitado por difração, contudo, mesmo para contrastes de índice de refração
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relativamente baixos, é possível amplificar a figura de mérito para efeitos não-lineares por sete

ordens de grandeza (Fig. 2.5).

• A dimensão transversal do guia e o contraste de índices de refração são fundamentais na deter-

minação da dispersão de velocidade de grupo; guias pequenos com alto contraste conduzem a

perfis inéditos de dispersão.

• O uso de fibras de cristal fotônico possibilita o controle de todos os parâmetros supracitados,

sobretudo, apresentam graus de liberdade que estendem o leque de possibilidades para o estudo

da interação entre luz e matéria em guias de onda.



Capítulo 3

Confinando luz em dimensões sub-lambda

3.1 Introdução

No âmbito das não-linearidades ópticas, um dos grandes desafios existentes diz respeito a possi-

bilidade de intensificar o campo elétrico sem recorrer ao aumento da potência óptica. A maneira mais

óbvia de alcançar isto é reduzir as dimensões da estrutura que confina os campos eletromagnéticos.

Contudo, como foi discutido na seção 2.3.1, este confinamento é limitado pela difração. Neste capí-

tulo será mostrado como combinar campos evanescentes com a descontinuidade do campo elétrico na

interface entre dois materiais dielétricos para ir além do limite convencional imposto pela difração1.

3.2 Princípio físico

Em virtude das condições de contorno na interface entre dois dielétricos, a componente normal

do campo elétrico é descontínua (veja seção 2.2.2). Considerando-se dois meios com constantes

dielétricas ǫ1 e ǫ2, tal que ǫ1 > ǫ2 como ilustra a figura 3.1, a amplitude da componente normal do

campo E será maior no meio com menor constante dielétrica. Em conseqüência da equação 2.8a

obtém-se

E2.n̂ =
ǫ1

ǫ2
E1.n̂. (3.1)

A equação 3.1 implica que, nas imediações da interface entre os dois materiais, o campo elétrico

normal à interface no material ǫ2, será maior que o campo no material ǫ1 por um fator igual à razão

entre as constantes dielétricas. Na visão tradicional de ondas guiadas por reflexão interna total, este

resultado pode parecer pouco intuitivo pois, nesta perspectiva, a luz sempre concentra-se na região de

1Os resultados apresentados neste capítulo foram publicados em "Field enhancement within an optical fibre with a
subwavelength air core". Nature Photonics, 1 (2):115-118, 2007.

29



30 Confinando luz em dimensões sub-lambda

Fig. 3.1: Ilustração da descontinuidade do campo elétrico na interface entre dois dielétricos ε1 (ama-
relo) e ε2 (azul), neste caso ε2 > ε1. A inserção mostra o perfil do campo elétrico normal (linha azul)
à superficie entre os dois materiais, note que a razão entre a amplitude desta componente é dada pela
razão entre as constantes dielétricas, como na eq. 3.1.

maior constante dielétrica. Entretanto, a eq. 3.1 está em perfeito acordo com as equações de Maxwell;

fisicamente, a descontinuidade dos campos garante que ocorra conservação da carga elétrica na inter-

face entre os dois dielétricos [32]. De fato, no contexto de ondas guiadas, os campos eletromagnéticos

no meio com menor índice de refração são evanescentes e, portanto, esta ”anomalia” ocorre em uma

escala de comprimento dada pela profundidade de penetração do campo evanescente no material ǫ2,

que é da ordem de frações do comprimento de onda.

3.2.1 Guia ”slot”

Nas referências [1, 62], foi demonstrado que pode-se explorar esta amplificação do campo elétrico

em guias de onda utilizando geometrias apropriadas. Na referência [1], este conceito foi demonstrado

utilizando um guia do tipo ”slot”, cuja geometria é mostrada na figura 3.2a. Cada uma das regiões

retangulares com índice de refração n1 forma um guia independente, cada qual com seus modos.

Porém, devido a separação de apenas 50 nm entre os dois retângulos, os modos individuais de cada

região se acoplam fortemente. Os modos acoplados da estrutura conjunta são denominados ”super-

modos” e se comportam como um único modo da estrutura conjunta [63]. Por causa da equação 3.1,

os campos evanescentes destes modos são mais intensos na região com menor índice de refração (n2).

Por exemplo, o modo quase-T E, mostrado na Fig. 3.2b, possui o vetor campo elétrico aproxima-

damente polarizado ao longo da direção vertical. Portanto, a descontinuidade do perfil de intensidade

pode ser notada ao longo do eixo vertical. No caso do modo quase-T M (fig. 3.2c), a descontinuidade

acontece ao longo do eixo horizontal. Na pequena região entre os dois guias, o campo elétrico evanes-

cente tem contribuições do guia retangular da esquerda e do da direita. Para o modo quase-T M (Fig.

3.2c) — descontínuo ao longo do eixo horizontal — a intensidade óptica nesta região com dimensões

50 × 300 nm é maior que em qualquer outra parte do guia.

Este resultado é surpreendente pois demonstra que, escolhendo de forma apropriada a geometria

do guia, pode-se tornar os campos evanescentes de um modo guiado mais intensos do que os campos
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Fig. 3.2: Geometria e modos eletromagnéticos do guia slot da referência [1]. (a) Seção transversal
do guia, os índice de refração são n1 = 3.48 (Silício) e n2 = 1.45 (Sílica). (b,c) Distribuição de
intensidade (S z) e orientação dos dois primeiros modos do guia slot, modo quase − T E em (b) e
quase − T M em (c). As cores dos vetores e a escala de cores-falsas acompanham a variação de
intensidade do campo. A escala transversal é dada em µm.

confinados (que neste caso estão dentro das regiões retangulares com índice de refração n1). Para

λ = 1.55 µm, apenas 30% da potência guiada pelo modo está ”confinada” nesta lacuna [1]. Entretanto,

a pequena área da mesma torna a intensidade óptica nesta região muito alta. Um aspectro intrigante a

ser notado é que o campo elétrico está confinado em uma região muito menor que o comprimento de

onda da luz comprimento de onda (λ =1.55 µm). Isto sugere que o limite difrativo, que impõe uma

dimensão de confinamento típica ∼ λ
2n

(sendo n o índice de refração do meio), pode ser ultrapassado

quando o confinamento de campos evanescentes é explorado.

A aplicabilidade desta região de alta intensidade é, contudo, limitada no caso de guias de óptica

integrada como o da figura 3.2. Estes guias são feitos de silício sobre um substrato de dióxido de

silício utilizando técnicas de crescimento de cristais seguidas de diversas etapas de pós-processamento

[62]. O processo de corrosão (etching) do óxido para obter-se a estrutura final deixa a superfície do

guia com certa rugosidade e, portanto, estes guias apresentam altos coeficientes de atenuação (∼ 10

dB/cm), reduzindo o comprimento de interação efetivo e, conseqüentemente, a figura de mérito para

efeitos não-lineares.

3.2.2 Guia Tubular

Com inspiração no trabalho de Almeida e colaboradores [1], decidiu-se investigar a possibilidade

de explorar este tipo confinamento em uma fibra óptica. As vantagens de se ter uma fibra com estas

propriedades são diversas, principalmente por causa de sua flexibilidade mecânica e atenuação óptica

potencialmente baixa. Uma geometria circular (apropriada para fabricação de fibras ópticas) capaz

de criar uma situação análoga àquela que acontece na lacuna do guia slot da figura 3.2 seria um guia
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Fig. 3.3: Geometria do guia tubular. Os índices de refração do cilindro interno, do ânulo e da casca
são, respectivamente, n0, n1 e n2. A curva vermelha representa o campo elétrico do modo fundamental
ao longo do eixo horizontal - note que neste caso, devido às dimensões escolhidas, o campo não se
concentra na região central. O diâmetro interno do tubo será denotado por d = 2a, e o diâmetro
externo por D = 2b. A extensão da casca é infinita na direção radial.

tubular como o ilustrado na Fig. 3.3.

Os modos deste guia podem ser obtidos de maneira análoga àquela utilizada para o guia cilíndrico

da seção 2.3. Para obter-se modos guiados no ânulo do tubo, que possam satisfazer as condições de

contorno em r = a, b, supõe-se soluções para os campos longitudinais na seguinte forma [30]

Ez (r, θ) =






A1Iv

(

x r
b

)

cos mθ, se r < a.
[

A2Jv(u r
b
) + A3Nv

(

u r
b

)]

cos mθ, se a ≤ r ≤ b.

A4Kv

(

w r
b

)

cos mθ, se r > b.

(3.2a)

Hz (r, θ) =






B1Iv

(

x r
b

)

sin mθ, , se r < a.
[

B2Jv(u r
b
) + B3Nv

(

u r
b

)]

sin mθ, , se a ≤ r ≤ b.

B4Kv

(

w r
b

)

sin mθ, se r > b,

(3.2b)

sendo que Jv,Kv são funções de Bessel do primeiro e segundo tipo, respectivamente; Iv,Nv são fun-

ções modificadas de Bessel do primeiro e segundo tipo, respectivamente. Os vetores de onda trans-
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versais normalizados x, u e w são dados por

x = b

√

β2 − k2n2
0, (3.3a)

u = b

√

n2
1k2 − β2, (3.3b)

w = b

√

β2 − k2n2
2. (3.3c)

Ao impor-se as condições de contorno sobre as componentes tangenciais dos campos em r = a, b

chega-se ao seguinte sistema linear para os coeficientes A1 → A4, B1 → B4





M11 M12

M21 M22









A

B



 = 0, (3.4)

sendo que A = (A1, A2, A3, A4) , B = (B1, B2, B3, B4) e as submatrizes Mi j de dimensão 4 × 4, são

dadas no apêndice B. A constante de propagação normalizada e o parâmetro V para o guia tubular são

definidos de forma análoga ao guia cilíndrico (veja eq. B.4). Na figura 3.4 são mostradas, em termos

da constante de propagação normalizada e do parâmetro V , as soluções da equação característica para

os sete primeiros modos do guia tubular2. Percebe-se que a relação de dispersão dos modos do guia

tubular é bastante semelhante à relação de dispersão dos modos do cilindro (Fig. 2.3), entretanto,

pode-se notar alguma diferença, que será responsável por uma dispersão de velocidade de grupo

bastante distinta no guia tubular.

Distribuição de energia e Figura de Mérito

Como na seção 2.3.1, define-se a fração de energia nas três regiões do guia como η0, η1 e η2,

denotando a região interior, anular e exterior (casca) do guia, respectivamente (veja eq. 2.21). Na

figura 3.5a são mostradas as frações de energia para dois valores distintos de n1 = (1.45, 2.0) e para

os parâmetros geométricos: a = 0.2 µm e b = 1.0 µm.

Nota-se que as frações de potência no ânulo e na casca do guia (Fig. 2.5a) se comportam de

maneira análoga às frações de potência do guia cilíndrico (Fig. 3.7a), contudo, a fração de potência no

interior do tubo (Fig. 3.5b) apresenta um comportamento distinto. Quando altera-se o comprimento

de onda da luz λ, a razão D/λ diminui. Por causa difração, a fração de potência aumenta na região

central do guia atingindo um ponto máximo que depende da geometria do guia (razão a/b) assim

como do contraste de índice de refração. Quando a razão D/λ é adiante reduzida (lambda grande),

2No caso do guia tubular existe uma liberdade na escolha de B e V . Como deseja-se comparar os dois guias direta-
mente, foi escolhida a convenção dada pela eq. B.4 pois, no limite em que o diâmetro do cilindro interno se anula, o guia
tubular se degenera no guia cilíndrico.



34 Confinando luz em dimensões sub-lambda

0 1 2 3 4 5 6 7
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
 HE11
 TE01
 TM01
 HE21
 EH11
 HE31
 EH21

 

 

B

V

Fig. 3.4: Soluções da equação característica (eq. 3.4) para um guia tubular com casca infinita. Foram
escolhidos n0 = n2 = 1, n1 = 1.45 e a relação de raios a/b = 0.2

D D

Fig. 3.5: Distribuição de energia no guia tubular com parâmetros a = 0.2 µm, b = 1.0 µm, e n0 =

n2 = 1.0. O eixo horizontal representa razão D/λ, obtido alterando o valor de lambda (a) Fração de
potência contida no ânulo (curvas vermelhas) e na casca (curvas azuis) do guia de onda tubular. As
linhas sólidas representam o caso n1 = 1.45 e as linhas pontilhadas n1 = 2.0. (b) Fração de potência
no interior to tubo para os mesmo contraste de índice.



3.2 Princípio físico 35

x (µm) x (µm)

y
 (

µ
m

)

Fig. 3.6: Distribuição do fluxo de potência (S z (x, y)) do modo fundamental (HE11x,) para um tubo
com diâmetro externo D = 2 µm com n1 = 1.45, n0 = n2 = 1.0 e a/b = 0.2. (a) λ = D/2. (b) λ = 2D.
Os campos vetoriais em preto indicam a polarização do campo elétrico.

a difração se intensifica a tal ponto que a energia do modo é expulsa para a casca do guia, reduzindo

a fração de energia dentro do buraco central. Na Fig. 3.5b é mostrada esta dependência para dois

valores do índice de refração do ânulo e a/b = 0.2. Pode-se notar que apenas uma pequena fração

da potência viaja nesta região (. 10%), entretanto, por causa da pequena área desta região (πa2), a

intensidade óptica é muito alta. Na figura 3.6 é mostrada a distribuição espacial do vetor de Poynting

(S z) quando n2 = 1.45 para dois valores de D/λ, em (a) λ = D/2 e em (b) λ = 2D.

De forma análoga ao guia slot, quando o comprimento de onda é maior que a dimensão trans-

versal do guia (regime de forte difração), o campo elétrico torna-se mais intenso na região de menor

índice de refração. Entretanto, como o modo HE11 é, aproximadamente, linearmente polarizado, o

campo é descontínuo apenas em uma das direções (no caso da figura 3.6, ao longo de y), portanto,

a concentração do campo elétrico no interior do tubo não é tão extrema quanto no caso do modo

quase-T M do guia slot (veja Fig. 3.2c). Uma vantagem do guia tubular em relação ao slot, no que

diz respeito à polarização, é que o modo HE11 é duplamente degenerado e, portanto, a intensificação

do campo elétrico ocorre, com a mesma intensidade, para ambas polarizações.

Para estimar a potencial não-linearidade proporcionada pela concentração da luz, foi calculada a

figura de mérito ξ (definida como na eq. 2.22) para este guia com diferentes diâmetros do buraco

central. Como existem duas regiões distintas que deseja-se analisar (buraco central e ânulo) serão

consideradas figuras de mérito distintas para cada uma delas, a saber

ξ0 =
λη0

πa2α
, para região central, (3.5a)

ξ1 =
λη1

π(b2 − a2)α
, para região anular. (3.5b)
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Fig. 3.7: (a) Figura de mérito para não-linearidades em função da razão entre o diâmetro do ânulo e o
comprimento de onda (D/λ) para diferentes relações de raio (a/b). Em todas os casos n1 = 1.45. As
curvas sólidas representam a FdM no interior do tubo (eq. 3.5a) e as curvas tracejadas no ânulo (eq.
3.5b). (b) Perfil do fluxo de potência (S z) do modo fundamental para diferentes valores da razão D/λ

(a/b = 0.2).

Estas grandezas são mostradas na figura 3.7 em função da razão D/λ quando n1 = 1.45 e os demais

índices de refração são mantidos: n0, n2 = 1.0. Considera-se a atenuação α = 0.2 dB/km. Pode-se

notar que ambas FdM apresentam um pico quando D/λ < 1, regime no qual a difração é importante.

Todavia, por causa da pequena área da região central, a FdM associada à esta região (ξ0) têm valores

superiores a FdM da região anular (ξ1). Este resultado mostra que o guia tubular, assim como o slot,

pode concentrar fortemente a energia eletromagnética transportada pelos campos evanescentes se as

dimensões e comprimento de onda forem escolhidos de forma apropriada. A Fig. 3.7 mostra o perfil

do fluxo de potência, ao longo da direção x̂, para diferentes valores da razão D/λ.

Dispersão

Na figura 2.6 foi mostrado como o aumento do contraste de índice de refração entre núcleo e casca

pode alterar a dispersão de guia de onda. Especialmente para núcleos pequenos, foi mostrado que a

dispersão de guia de onda pode, de fato, dominar a dispersão total do guia, tornando possível obter

dispersão anômala para comprimentos de onda menores que 1.2 µm, região na qual a sílica apresenta

dispersão normal. A geometria do guia tubular possui um grau de liberdade extra (o diâmetro interno

do tubo) que torna possível sintonizar a dispersão obtida para um dado diâmetro externo do tubo.

Na figura 3.8 são mostradas as curvas de dispersão obtidas para um diâmetro externo do tubo fixo

em D = 1 µm e com diâmetro do buraco central variando gradativamente. Vemos que o aumento do

diâmetro interno do tubo modifica a dispersão em dois aspectos: o pico de máxima GVD é deslocado

para o vermelho e o valor máximo deste pico é reduzido. A GVD passa de anômala para normal na

região espectral mostrada, quando λ & 250 nm. Para comparação, também é mostrada na mesma
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Fig. 3.8: Dispersão do guia tubular altamente não-linear (n0 = 1.0, n1 = 1.45, n2 = 1.0 e D = 1
µm). (a) Dispersão de guia de onda. (b) Dispersão total. As linhas sólidas representam a dispersão
para diferentes diâmetros do buraco central (veja legenda à direita); a curva cinza tracejada repre-
senta a dispersão material da sílica; a curva preta pontilhada representa a dispersão do guia cilíndrico
mostrada na curva vermelha da figura 2.6c&d (n1 = 1.45, n2 = 1.0 e d = 1.0 µm).

figura (curva preta pontilhada) a dispersão do guia cilíndrico com o mesmo diâmetro do tubo.

3.3 PCF com núcleo tubular: demonstração experimental

Foi demonstrado na seção 3.2 que o guia tubular é capaz de confinar a luz no interior do tubo,

resultando em uma elevada figura de mérito para efeitos não-lineares. Além disto, foi mostrado que a

dispersão deste guia é mais flexível do que a dispersão do guia cilíndrico (Fig. 3.8). Entretanto, todos

estes efeitos só se tornam significativos para tubos com alto contraste de índices de refração entre o

ânulo e as regiões adjacentes e para comprimentos de onda tais que D/λ ≈ 1. Na região espectral de

interesse (λ > 1 µm), isto implica em tubos com diâmetros sub-micrométricos sustentados no ar; do

ponto de vista experimental isto é pouco prático. Os motivos principais são a fragilidade mecânica

e a dificuldade de manipulação de tubos com diâmetros tão pequenos. Por exemplo, qualquer poeira

que se agregue ao tubo irá causar perdas de espalhamento e absorção intoleráveis.

Para contornar estas dificuldades, foi proposto e fabricado um novo tipo de PCF com núcleo

tubular (veja figura 3.9). Nesta estrutura, os problemas de fragilidade supracitados desaparecem.

Sobretudo, controlando a fração de ar na casca periódica pode-se determinar o contraste de índice

entre o ”ânulo” e a casca externa.

3.3.1 Design das fibras

Antes de iniciar a fabricação destas fibras foram realizadas diversas simulações numéricas das

equações de Maxwell buscando compreender como os parâmetros geométricos da PCF definidos na
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clad

Fig. 3.9: Geometria e parâmetros utilizados no design da PCF com núcleo tubular. Λ representa a
separação entre os buracos da casca, dclad representa o diâmetro destes buracos e dbore representa o
diâmetro do buraco central.

Fig. 3.9 influenciam a FdM para efeitos não-lineares e a dispersão de velocidade de grupo. Os

resultados mostrados a seguir foram todos calculados para uma PCF com período da casca Λ = 2 µm.

Dispersão

Assim como o guia tubular se destaca em relação ao guia cilíndrico nos aspectos dispersivos, a

PCF com núcleo tubular também possui propriedades dispersivas distintas de uma PCF convencional.

Na figura 3.10 são mostradas as curvas de dispersão calculadas utilizando a expressão 2.283. Cada

gráfico na Fig. 3.10 esta associado a um diferente valor do parâmetro δ = dclad/Λ, representando

diferentes frações de ar na casca. O diâmetro do buraco central varia entre 0 < dbore < 800 nm, o caso

dbore = 0 (curvas pretas) representa a ausência do buraco central e, portanto, corresponde a uma PCF

convencional.

Nota-se na Fig. 3.10 que o aumento o diâmetro interno do tubo induz uma grande variação da

curva de dispersão. Um aspecto bastante interessante é que, para alguns valores de dbore, obtém-se

uma dispersão plana em uma faixa espectral que abrange toda a região 1 < λ < 1.6 µm. Otimizando

os parâmetros geométricos, é possível obter fibras com baixíssima dispersão em toda faixa espectral

utilizada em telecomunicações [64].

3No cálculo destas curvas não foi feita a aproximação da eq. 2.29. A dispersão material da sílica foi calculada de
acordo com a formula de Sellmeyer [49].
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Fig. 3.10: Dispersão de velocidade de grupo em uma PCF com núcleo tubular (Λ = 2 µm). Os diferen-
tes gráficos estão associados a diferentes valores do parâmetro δ = dclad/Λ. O valor correspondente
está indicado no canto superior esquerdo de cada gráfico. As curvas coloridas em cada gráfico repre-
sentam diferentes valores do diâmetro do buraco central, os valores correspondentes são mostrados na
legenda à direita.

Figura de mérito para efeitos não-lineares

Em razão da alta dispersão da casca da PCF (veja seção 2.4), a penetração do campo na mesma

pode diferir bastante do guia tubular e, portanto, o parâmetro δ tem um papel importante na FdM. Na

figura 3.11 mostramos a fração de energia no interior do buraco central para diferentes parâmetros

geométricos. Três tendências importantes podem ser notadas nesta figura:

1. o aumento da fração de ar na casca sempre contribui para aumentar a fração de potência contida

no buraco central;

2. quanto maior o diâmetro do buraco central, maior a fração de potência no mesmo;

3. todas as curvas exibem um ponto de máximo (apesar de poder-se notá-lo apenas na figura

3.11a), ou seja, existe uma região espectral ótima para obter-se o máximo de energia dentro do

buraco central.

As tendências destacadas acima são todas análogas àquelas previstas para o guia tubular discutido na

seção 3.2.2, os argumentos difrativos que explicam aquele comportamento também se aplicam neste

caso. A variação do parâmetro δ corresponderia, no guia tubular, à variação do índice de refração

da casca. Apesar de não ter sido discutido o impacto desta variação na seção 3.2.2, a explicação da

tendência (1) é óbvia: o aumento da fração de ar na casca tende a diminuir seu índice de refração
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Fig. 3.11: Fração de potência no buraco central da PCF. Os diferentes gráficos estão associados a
diferentes valores do diâmetro do buraco central dbore. O valor correspondente está indicado no canto
superior esquerdo de cada gráfico. As curvas coloridas em cada gráfico representam diferentes valores
do parâmetro δ = dclad/Λ, os valores correspondentes são mostrados na legenda à direita.

efetivo (Fig. 2.8) e, conseqüentemente, a profundidade de penetração do campo eletromagnético na

casca. Isto limita a região espacial em que o campo está distribuído e, como resultado, a fração de

energia dentro do buraco central aumenta.

O eixo vertical dos gráficos da figura 3.11 representa a fração de potência contida no buraco

central. Contudo, como foi discutido na seção 2.3.1, os efeitos não-lineares dependem da figura de

mérito ξ, definida pela eq. 3.7. Na figura 3.12 são comparadas as FdMs normalizadas4 (αξ/λ) para

diferentes diâmetros do buraco central. A despeito das baixas frações de potência mostradas na figura

3.11, a pequena área do buraco central garante (de forma análoga ao guia tubular, veja seção 3.2.2)

que a intensidade óptica no interior do mesmo seja altíssima. Ao contrário da figura 3.11, na qual os

valores do eixo vertical (repare nos valores da escala vertical) sempre aumentam proporcionalmente

aos valores de dbore, as FdMs mostradas na figura 3.12 aumentam quando dbore é reduzido. Este

comportamento deve-se à dependência quadrática da FdM com o inverso do diâmetro do buraco (veja

eq. 3.5a).
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Fig. 3.12: Figura de mérito para efeitos não-lineares dentro do buraco central da PCF tubular. Em
todas as figuras as diferentes linhas sólidas representam valores distintos do diâmetro relativo dos
buracos de ar na cascas (δ). (a) dbore = 0.2 µm. (b) dbore = 0.4 µm. (c) dbore = 0.6 µm. (d) dbore = 0.8
µm
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Fig. 3.13: Perdas de confinamento para PCF com núcleo tubular com δ = 0.6 e quatro camadas de
buracos de ar na casca. As diferentes curvas representam valores distintos do diâmetro do buraco
central (veja legenda à direita).
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Perda de confinamento

A presença do buraco no centro da fibra tende a aumentar a penetração do modo na casca (veja

Fig.3.6). Portanto, é importante quantificar quantos anéis de buracos de ar são necessários para evitar

o tunelamento do modo para região externa à casca periódica. São mostradas na Fig. 3.13 as perdas

de confinamento5 para uma PCF com δ = 0.6 e 4 camadas de buracos de ar na casca com diferentes

valores de dbore. Quando aumenta-se o diâmetro do buraco central, nota-se na Fig. 3.13 um aumento

significativo das perdas de confinamento. Esta figura sugere que quando utiliza-se quatro anéis de

buracos, para garantir perdas menores que 0.1 dB/m, deve-se trabalhar com buracos centrais com

diâmetros menores que 400 nm, caso contrário é mandatório aumentar o valor de δ.

3.3.2 Fabricação e experimentos

Foram feitos dois conjuntos de medidas para demonstrar que as previsões teóricas discutidas

acima são verdadeiras. A primeira consiste na medida da dispersão de velocidade de grupo; a se-

gunda, em medir, diretamente, o campo óptico na face da fibra utilizando um NSOM (Near-field

Scanning Optical Microscope). Em razão da disponibilidade de apenas um fotodetector de silício no

NSOM6, foi decidido fabricar uma fibra com as menores dimensões possíveis. Para conseguir-se fa-

zer a imagem de campo-próximo e demonstrar que o campo elétrico tende a se concentrar no interior

do buraco central, foi preciso dispor de uma fibra cuja distribuição do campo transite entre a região

anular e o buraco central na faixa de freqüências detectáveis pelo silício. Na figura 3.14 são mostradas

imagens SEM (Scanning Electron Microscope) das fibras fabricadas para estes experimentos.

Medidas de dispersão de velocidade de grupo

Técnica de medida As medidas de GVD foram realizadas utilizando um interferômetro do tipo

Mach-Zehnder (veja figura 3.15). A fonte de luz, com comprimento de onda central λ e largura

espectral ∆λ, oriunda de uma única fonte, é divida em dois feixes no BS 1, um dos feixes se propaga

através do ar (braço b - em azul na Fig. 3.15), o outro se propaga pelo ar, porém, atravessa um pedaço

da fibra a ser medida (braço a - em vermelho na Fig. 3.15). O atraso experimentado pela luz ao se

4Introduz-se a normalização α/λ pois torna-se a figura de mérito igual à intensidade normalizada (i.e., η/A sendo η a
fração de potência contida em uma dada região do guia de onda com área A) (veja eq. 2.22). Neste caso a área em questão
(A) é a área do buraco central.

5As perdas de confinamento são calculadas utilizando camadas absorventes no nosso programa de análise modal(veja
apêndice H).

6Os fotodetectores de silício são sensíveis para comprimentos de onda na faixa de 450-1100 nm).
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Fig. 3.14: Imagens SEM da seção transversal das PCFs fabricadas. (a) PCF #1, Λ = 650 nm, dbore =

110 nm e dcore = 950 nm. (b) PCF #2, Λ = 750 nm, dbore = 150 nm e dcore = 920 nm (c) PCF #3,
Λ = 880 nm, = 205 nm e dcore = 1080 nm. (d) PCF #3 com uma magnificação maior.
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Fig. 3.15: Diagrama experimental do interferômetro montado para medir a GVD. S C representa a
fonte de super-contínuo, F representa o filtro interferométrico, M1,2 representam espelhos fixos, BS 1,2

são divisores de feixe (beam-splitter), O1,2,3,4 representam objetivas de microscópio; CC é um espelho
duplo acoplado a um motor de passo; ES MF é uma fibra PCF do tipo ESM; FD é um fotodiodo; PC

é o computador que adquire os dados e controla o motor de passo, movimentando CC. A trajetória
do feixe de luz é representado por preto quando ambos feixes estão presentes, o traço azul representa
a trajetória no braço b; o traço vermelho representa a trajetória do feixe no braço a. ∆X representa o
deslocamento do espelho CC.
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propagar por cada um dos braços será dado por

Ta (λ) =
La

ar

c
Nar (λ) +

La
f

c
N f (λ) (3.6a)

Tb (λ) =
Lb

ar

c
Nar (λ) (3.6b)

sendo que L
a,b
ar representa o comprimento do caminho de ar nos braços a e b, La

f
representa o compri-

mento do caminho de fibra no braço a e Nar, f representa, respectivamente, o índice de grupo do ar e da

fibra (veja eq. 2.24). Depois de serem combinados no BS 2, os feixes são acoplados em uma PCF do

tipo ESM (Endlessly single-mode)7 e então detectados pelo fotodiodo FD. Para cada comprimento

de onda é feita uma varredura na posição do espelho móvel CC (corner cube) e gravada a potência

detectada pelo fotodiodo como função da posição do espelho.

Define-se a diferença de atraso de grupo entre os dois braços Tab (λ) através da expressão,

Tab (λ) ≡ Ta (λ) − Tb (λ) =
La

f

c
N f (λ) +

(

La
ar − Lb

ar

)

c
Nar (λ) .

Pode-se calcular o coeficiente de dispersão D relacionando o atraso diferencial (∆Tab = (∂Tab/∂λ) δλ)

com a variação do comprimento do braço b, ∆Tab = 2∆X/c. Como a variação espectral de Nar (λ) é

desprezível, pode-se utilizar a definição da dispersão de velocidade de grupo (eq. 2.27) para escrever

D =
dτg

dλ
=

1
L f

dTab

dλ
=

2
cL f

dXab

dλ
. (3.7)

A fonte de luz utilizada no interferômetro foi um espectro super-contínuo [65, 66] gerado em

uma PCF com λ0 ∼ 1060 nm. O bombeio para este processo é um laser pulsado de Nd:YAG, ope-

rando em λ = 1064 nm, no regime de mode-locking [67]. Este regime é induzido pela modulação

passiva do fator de qualidade da cavidade (Q-switching). A vantagem deste tipo de fonte é a enorme

densidade espectral de potência que pode ser atingida (∼mW/nm [68]), o que facilita o alinhamento

do interferômetro. Para selecionar o comprimento de onda central da fonte, foram utilizados filtros

interferométricos com largura de banda ∆λ ∼ 10 nm e comprimento de onda central que variava entre

500 − 1100 nm.

Resultados Na figura 3.16a são mostradas as franjas de interferência típica obtidas nas medidas.

Note que a largura espacial da região onde ocorrem as franjas é da ordem do comprimento de coe-

7Este tipo de fibra é utilizada pois oferece maior tolerância para qualquer desvio no alinhamento entre os feixes
provenientes dos dois braços. Como esta só admite um único modo de propagação, os dois feixes só poderão se acoplar
no mesmo modo
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Fig. 3.16: Franjas de interferência típicas para diferentes comprimentos de onda do filtro interferomé-
trico. Estas franjas foram obtidas para PCF#1 (Fig. 3.14a) com comprimento de 3 cm.

Parâmetro Valor (PCF #1) Valor (PCF #2) Valor (PCF #3)

A 38, 14 46, 45 29, 51

B1 −0, 14 −0, 14 −0, 05

B2 2, 07 × 10−4 1, 68 × 10−4 3, 64 × 10−5

B3 −1, 23×10−7 −7, 38×10−8 2, 64×10−9

B4 2, 15 × 10−11 3, 21 × 10−12 −9, 87 × 10−12

Tab. 3.1: Valores dos coeficientes do ajuste polinomial mostrado na figura 3.17. O polinômio é da
forma y = A+B1λ+B2λ

2+B3λ
3+B4λ

4, sendo que as unidades de λ e y são expressas, respectivamente,
em nm e mm.

rência da luz, por exemplo, para λ = 1.1 µm e ∆λ = 10 nm obtém-se Lc ≈ 0.12 mm. Trocando-se

o filtro interferométrico, as franjas se deslocam; a taxa e a direção deste deslocamento determinam a

GVD. Identificando a posição do espelho na qual a visibilidade das franjas é máxima (X na eq. 3.7),

obtém-se os pontos em vermelho mostrados na Fig. 3.17. As curvas pretas mostradas nesta figura

são obtidas através de um ajuste polinomial de quarta-ordem8, o polinômio e seus coeficientes são

mostrados na tabela 3.1.

Utilizando a expressão 3.7, calcula-se o coeficiente de dispersão D a partir das curvas da Fig.

3.17. Os resultados para as PCFs #1 (preto), #2 (vermelho) e #3 (azul) são mostradas na figura 3.18.

As barras de erro na figura 3.18 tiveram sua amplitude estimada em ±10 ps/nm/km. Este valor foi

baseado na incerteza em determinar a posição central relativa das franjas de interferência. As linhas

8Por causa da propagação de erros ao tomarmos derivadas numéricas, é interessante obter um bom ajuste polinomial
para τg (λ) e, somente depois, calcular a derivada da polinômio obtido.
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Fig. 3.17: Posição do espelho (Xab na eq3.7) em função do comprimento de onda central do filtro
interferométrico. (a) PCF #1, L f = 28.27 cm. (b) PCF #2, L f = 32.78 cm. (c) PCF #3, L f = 18.39
cm.

sólidas nesta figura representam os resultados obtidos através do método dos elementos finitos (veja

apêndice H.1). Para obter-se a boa concordância entre simulações e experimento mostrada nesta

figura, foi necessário utilizar a geometria exata das fibras nas simulações. A geometria foram obtidas

identificando, cautelosamente, os contornos nas imagens SEM9.

A redução da GVD, o deslocamento para o vermelho do pico de GVD, e a transição da região

de dispersão anômala (D > 0) para normal (D < 0), a medida que o buraco central aumenta, são

características muito bem reproduzidas pela simulação numérica (curvas sólidas na Fig. 3.18). A boa

concordância entre simulação e experimento expressam a precisão do método numérico utilizado e

confirma as previsões de que a estrutura observada nas imagens de microscopia eletrônica, de fato,

apresenta a resposta óptica esperada. Apesar das medidas de GVD serem quantitativas, elas consti-

tuem apenas uma evidência indireta que a luz está realmente concentrada na região do buraco central.

Na segundo conjunto de medidas realizadas nestas fibras, foram obtidas informações mais diretas

sobre a distribuição espacial do campo eletromagnético.

Microscopia óptica de campo próximo (NSOM - Near-field scanning optical microscope)

Já no ano de 1873, Ernst Abbe [69] se deu conta de que a resolução espacial de um microscópio

óptico é limitada pelo comprimento de onda da luz e pela abertura numérica do conjunto condensador-

objetiva do microscópio, ele mostrou que esta limitação é fundamental e independe da qualidade do

microscópio. O desenvolvimento do NSOM foi motivada pela necessidade de uma técnica de imagem

que retenha os diversos recursos de contraste disponíveis em microscopia óptica, porém, com uma

resolução que supere o limite clássico imposto pela difração.

9As imagens SEM da Fig. 3.14 foram especialmente preparadas com esta finalidade. Ao preparar a superfície das
fibras para microscopia eletrônica, foi depositada a quantidade mínima de ouro necessária para a obtenção de imagens.
Este procedimento evita distorções nas imagens causadas por acúmulo de cargas na fibra. O microscópio eletrônico
utilizado emite elétrons através de um FEG (Field Emission Gun) em altíssimo vácuo, permitindo operá-lo com tensão de
aceleração de apenas 500 V.
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Fig. 3.18: Dispersão da velocidade de grupo para as fibras mostradas na figura 3.14. Os pontos
representam os valores experimentais e as linhas sólidas os valores obtidas na simulação. As curvas
pretas, vermelhas e azuis estão associadas às PCFs #1, #2, e #3, respectivamente. O aumento do
diâmetro do buraco central diminui os valores da dispersão e desloca o pico do GVD para freqüências
mais baixas.

O campo eletromagnético emitido por qualquer fonte de luz (pela ponta de uma PCF, por exem-

plo) é constituído por uma parte radiante (far-field) e uma não-radiante (near-field). A parte radiante

se propaga livremente pelo espaço e pode ser coletada pela objetiva de microscópio convencional, en-

tretanto, a parte não-radiante é formada por campos evanescentes que não se propagam pelo espaço.

Os campos evanescentes, discutidos anteriormente, fazem parte deste campo-próximo e, devido ao

seu rápido decaimento espacial (geralmente exponencial), estes campos são compostos por compo-

nentes de Fourier de altíssima freqüência espacial (≫ λ−1). Fisicamente, a ausência destes campos

na luz irradiada é o que conduz ao limite difrativo de resolução descoberto por Abbe.

Técnica de medida O NSOM contorna o limite de Abbe utilizando a ponta de uma fibra óptica que

foi afunilada até alcançar um diâmetro típico de 50 nm. A lateral desta ponta é metalizada permitindo

que a luz seja coletada apenas pela pequena abertura na ponta da fibra. Esta ponta é acoplada a

um cantiléver similar ao usado em microscopia de força atômica. O cantiléver é acoplado a um

posicionador piezoelétrico permitindo o controle preciso da posição da ponta da fibra em relação à

amostra. Na prática, para controlar a distância vertical entre a ponta e a amostra utiliza-se um sistema

de realimentação que permite a ponta varrer o plano da amostra acompanhando a topografia de sua

superfície. No microscópio utilizado (Nanonics NSOM 2000), o sistema de realimentação é baseado

na freqüência ressoante de um ”diapasão” acoplado à ponta coletora; a amplitude de vibração deste

diapasão está intimamente relacionada com a distância entre a ponta e a superfície da amostra.

Foi utilizada como fonte de luz um espectro super-contínuo gerado da mesma maneira descrita
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Fig. 3.19: Imagem de campo-próximo do modo fundamental da PCF #3. As três imagens na linha
superior referem-se à λ = 700 nm e as situadas na linha inferior referem-se à ,λ = 1050 nm. A coluna
do meio (figuras c e d) são imagens experimentais do campo-próximo. As imagens da esquerda (a,b)
representam a componente z do vetor de Poynting calculadas exatamente na superfície da fibra. As
imagens da coluna da direita (e,f) representam a componente z do vetor de Poynting calculada a 30 nm
da superfície da fibra. Os contornos brancos e pretos representam a seção transversal da fibra usada
nas simulações.

no experimento interferométrico. Após ser filtrado (utilizando filtros interferométricos), a luz era

acoplada no modo fundamental da PCF cuja extremidade de saída era montada verticalmente no

NSOM. A ponta da fibra óptica do NSOM era aproximada da superfície do núcleo da fibra e uma

varredura realizada em uma área de 1, 6 × 1, 6 µm com uma resolução de 170 pontos por µm. A luz

coletada era então detectada por detector de Silício (tipo avalanche) de alta sensibilidade.

Resultados As medidas foram concentradas no modo fundamental da PCF #3, pois ela exibe a

maior variação dos campos quando o comprimento de onda é sintonizado na região visível10. Na

figura 3.19 são mostradas as distribuições de intensidade óptica calculadas e medidas. Nas partes (a)

e (b), a distribuição espacial da componente z do vetor de Poynting na superfície da fibra mostra a

concentração da luz no buraco central. Para comprimentos de onda menores (700 nm, linha superior),

o buraco é muito grande para mostrar efeitos notáveis e a maior parte da luz se concentra no anel de

sílica. Entretanto, para comprimento de onda maiores (1050 nm, linha inferior), o tamanho do buraco

10As fibras #1 & #2 possuem o buraco central tão pequeno que mesmo para comprimentos de ondas menores (∼ 500
nm) a luz já se concentra no buraco central.
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está bem abaixo do limite difrativo e, portanto, preenche-se de luz. Simultaneamente, o contraste de

índice de refração, entre o vidro e o ar, garante que a maior intensidade ocorra no dentro do buraco.

As figuras 3.19c e 3.19d mostram as imagens coletadas no NSOM em dois comprimentos de onda,

700 nm e 1050 nm, respectivamente.

Quando comparados com os resultados da simulação na coluna da esquerda da Fig. 3.19, é notória

a discrepância entre os resultados teóricos e experimentais, especialmente na valor absoluto da escala.

Diversos efeitos contribuem para isto:

1. Nas imagens experimentais, ocorre uma convolução entre o modo da PCF e a resposta espacial

da ponta do microscópio, portanto, é esperado uma suavização dos detalhes de alta freqüência;

2. Em uma estrutura tão pequena, a presença de uma ponta metalizada pode afetar o campo ele-

tromagnético local, distorcendo o campo coletado pela ponta do NSOM.

3. O sinal óptico é coletado a uma pequena distância da superfície da fibra em conseqüência do

sistema de realimentação do NSOM.

Para investigar esta última possibilidade, foi simulado numericamente como o modo fundamental da

PCF#3 se difrata ao sair da ponta da fibra11. A 30 nm da superfície da fibra existe uma melhora

notável na concordância entre a teoria e os resultados experimentais. Pode-se constatar esta melhora

comparando a distribuição espacial de intensidade mostrada na coluna da direita com os resultados

experimentais. Quando o comprimento de onda aumenta, a distribuição de intensidade medido con-

corda com a tendência sugerida pelas simulações. Esta é a primeira evidencia direta de que campos

evanescentes podem, de fato, ser confinados e intensificados em materiais com baixo índice de refra-

ção — ar no nosso caso — em razão do contraste de índice entre dois materiais dielétricos. Em uma

publicação recente, Robinson e colaboradores confirmaram estes resultados, em um guia de silício do

tipo slot, utilizando um método com maior resolução espacial [70].

3.4 Conclusões

Em suma, foi apresentada a teoria analítica relacionada à intensificação de campos evanescen-

tes em guias dielétricos e os resultados experimentais que demonstram tal efeito. Destacam-se os

seguintes pontos:

• A possibilidade de confinamento de campos eletromagnéticos em regiões espaciais bem meno-

res que o comprimento de onda da luz foi demonstrado em guias circulares.

11Estas simulações foram feitas utilizando o software comercial CST Microwave Studio.
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• A despeito do baixo contraste de índice de refração entre a sílica e o ar, a figura de mérito para

efeitos não-lineares é comparável com a demonstrada em um guia de onda de silício [1, 62].

• Uma fibra de cristal fotônico, com núcleo tubular, foi fabricada pela primeira vez e utilizada

para demonstrar, experimentalmente, a intensificação do campo elétrico em uma região de

baixo índice de refração. As medidas de dispersão de velocidade de grupo e microscopia de

campo próximo apresentaram boa concordância com as simulações numéricas

A habilidade de alterar substancialmente a curva de dispersão somada a grande faixa espectral em

que pode-se obter este efeito de intensificação do campo em uma região vazia (no interior do tubo)

pode permitir a exploração de efeitos não-lineares, em um gás que preencha o tubo, que não seriam

possíveis utilizando fibras ópticas de núcleo oco demonstradas anteriormente. Apesar de ter-se foca-

lizado a fabricação em fibras de sílica, o uso de vidros com índices de refração maiores pode resultar

em campos elétricos ainda mais intensos.



Capítulo 4

Guiamento em fibras kagomé

4.1 Introdução

A periodicidade da casca de fibras fotônicas (no plano transversal) pode criar bandas proibidas

para propagação da luz (photonic band-gaps) [71]. Quando estes band-gaps são profundos o sufici-

ente para cruzar a linha do ar em um diagrama ω − β1, eles podem permitir o guiamento da luz em

fibras com núcleo oco (hollow-core bandgap fibers) [18]. A maior parte das fibras de núcleo oco que

guiam por band-gaps têm sua casca formada por um arranjo no formato de colméia de abelha (honey-

comb lattice) com alta fração de ar (tipicamente > 80 %). Esta colméia circunda o núcleo oco e pode

confinar a luz quando seu comprimento de onda está dentro do band-gap. Contudo, resultados recen-

tes demonstraram aspectos favoráveis de um outro tipo de PCF com núcleo oco: a fibra kagomé. Estas

fibras exibem bandas largas de transmissão óptica com perdas relativamente baixas [25]. Também

foram demonstradas versões desta fibra baseadas em polímeros [73]. Entretanto, apesar de existirem

diversas sugestões para o mecanismo de guiamento nestas fibras (como baixa densidade de estados

fotônicos na casca [71], baixa sobreposição entre os modos da casca e do núcleo [73] e band-gaps

fotônicos de segunda ordem [25]), a origem do guiamento nestas fibras ainda não foi completamente

entendido.2.

Neste capítulo será demonstrado, através de simulações numéricas, que fibras kagomé do tipo

descrito na referência [25] não apresentam band-gaps fotônicos na faixa de freqüências medidas nos

experimentos [24, 25]. Portanto, as perdas baixas observadas em fibras kagomé não podem ser re-

1A linha do ar é a cuva definida por β = k0, para uma constante de propagação β e número de onda normalizado
k0 = 2π/Λ [72]. Isto significa que para o "ângulo"de propagação em relação ao eixo da fibra, definido por β), a casca
exibe uma banda proibida para propagação transversal. Portanto a luz não é irradiada nesta direção e é guiada ao longo
da fibra.

2Os resultados apresentados neste capítulo foram publicados em “Models for guidance in kagome-structured hollow-
core photonic crystal fibres”. Optics Express, 15, 12680-12685, 2007.

51



52 Guiamento em fibras kagomé

sultados de band-gaps fotônicos, tornando-as intrinsecamente distintas das fibras de núcleo oco que

guiam por band-gaps. Para compreender o comportamento diferente destas fibras, foram desenvol-

vidos dois modelos que podem ser compreendidos mais facilmente que a fibra kagomé porém, ainda

apresentam as características fundamentais da mesma. Um deles consiste em um conjunto de ânu-

los hexagonais concêntricos, obtidos removendo-se seletivamente alguns ”suportes” da rede kagomé;

o outro modelo é bem mais simples, consistindo apenas de anéis circulares e concêntricos. É de-

monstrado que a dependência espectral da perda por confinamento (leakage loss), obtida com estes

modelos, compartilha muitos dos aspectos observados na fibra kagomé. Apesar destes modelos não

fornecerem uma explicação completa para o guiamento nestas fibras, eles oferecem uma base para a

compreensão dos diversos aspectos deste guiamento.

4.2 Densidade de estados

A densidade de estados fotônicos (DOS - density of states) é uma ferramenta conveniente para

examinar e apresentar as propriedades ópticas da casca de uma PCF, incluindo a existência, ou não, de

band-gaps fotônicos sobre uma faixa de freqüências de interesse, além de facilitar a identificação de

ressonâncias que podem ser importantes para determinar-se as propriedades de guiamento [74, 72].

Nesta seção será mostrada e analisada a DOS calculada para uma casca periódica formada de um

arranjo kagomé.

Como exemplo será considerado um arranjo kagomé infinitamente periódico formado por suportes

de sílica (n = 1.45) com espessura t = 0.67 µm e período Λ = 11.8 µm (veja Fig. 4.1a). Estes

parâmetros reproduzem, aproximadamente, a casca da fibra fabricada por Couny e colaboradores

[25] e é também similar àquelas reportadas por Argyros [73]. Para calcular a densidade de estados

desta rede foi empregado o FEM utilizando condições de contorno de Bloch na célula unitária (veja

apêndice H). A densidade de estados resultante é mostrada na fig. 4.1b.

Várias características são evidentes na DOS da estrutura kagomé. Os modos com cuja dispersão

é quase um reta vertical e, cuja extensão abrange a região superior e inferior à linha do ar, são modos

dos suportes de vidro (um exemplo destes modos é destacada com uma linha tracejada em amarelo

na fig. 4.1b). Abaixo da linha do ar estes modos são radiativos, porém mantém suas características

dispersivas na faixa de βΛ exibida no gráfico. Ressonâncias dos buracos de ar na estrutura ocorrem

para valores específicos do vetor de onda transversal no ar, dado por

k2
t = k2 − β2. (4.1)

Estas ressonâncias aparecem como linhas de alta DOS (brancas) quase-horizontais e espessas na
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Fig. 4.1: 1. (a). Rede kagomé periódica, as linhas pretas representam a sílica e a região branca
representa o ar. (b) Densidade de estados (DOS) para a estrutura kagomé calculada para uma faixa de
freqüências normalizadas k0Λ =44-148. As regiões em branco representam uma alta DOS, as regiões
em preto representam baixa DOS, contudo, em nenhum ponto a DOS se anula. A linha horizontal
em verde representa a linha do ar, a linha tracejada quase-vertical é um exemplo de um modo dos
suportes, a linha horizontal pontilhada representa uma ressonância dos buracos hexagonais de ar.

fig. 4.1b; como é esperado para ressonâncias confinadas no ar, elas só aparecem abaixo da linha do

ar. A ressonância de primeira ordem dos buracos hexagonais é destacada com uma linha pontilhada

amarela na fig. 4.1b. Outro aspecto a ser notado na DOS é a existência de regiões largas de cruza-

mento 3 próximas de λ = 0.7 e λ = 1.4 µm, indicando que, entre cada banda de baixa DOS, existem

regiões largas nas quais pode ocorrer forte acoplamento entre os modos confinados no ar e os mo-

dos confinados nos suportes de vidro. Este acoplamento irá permitir que a luz guiada no núcleo seja

irradiada na casca, resultando em perdas. Analogamente, regiões com pouco "cruzamentos"exibirão

baixas perdas. Este comportamento está em acordo com os espectros de transmissão para fibras ka-

gomé [25] e também com a análise qualitativa de Argyros [73]. Na figura 4.2 mostramos dois modos

da estrutura periódica da fig. 4.1a quando λ = 1.4 µm. Note que o modo com ℜ
{

ne f f

}

= 0.96488 é

uma ressonância acoplada dos buracos de ar e dos suportes de vidro.

A densidade de estados mostrada na Fig. 4.1 demonstra que a fibra kagomé não exibe band-

gaps fotônicos. Portanto, as baixas perdas observadas nestas fibras não podem ser atribuídas a este

fenômeno. Entretanto, pode-se observar regiões de baixa e alta densidade de cruzamentos entre

a linha do ar (β = k0) e os modos da casca. Para incorporar toda a complexidade envolvida no

guiamento desta fibra é necessário considerar sua estrutura completa, incluindo casca e núcleo. Na

seção seguinte, serão apresentados dois modelos simplificados que servem como aproximações da

fibra kagomé.

3Nestas regiões de cruzamento, os modos quase-verticais dos suportes de vidro se acoplam com as ressonâncias dos
buracos de ar, como nota-se pela distorção das curvas nestas regiões.
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(a) λ = 1.4m, ne f f = 1.02677 (b) λ = 1.4m, ne f f = 0.96488

Fig. 4.2: Distribuição de potência (|S z (x, y)|) de dois modos da estrutura periódica kagomé mostrada
na fig. 4.1a. À esquerda, é mostrado um modo concentrado nos suportes de vidro. À direita, é
mostrado um modo acoplado dos buracos de ar com modos dos suportes de vidro.

4.3 Modelos de hexágonos e anéis concêntricos

Com o intuito de investigar o guiamento em fibras kagomé, serão considerados dois modelos apro-

ximados desta fibra. O primeiro, mais próximo da estrutura real, é um conjunto de ânulos hexagonais

que são obtidos através da omissão seletiva de suportes da estrutura real, como mostrado nas figuras

4.3(a) e 4.3(b). O segundo modelo, mostrado na Fig. 4.3c, é uma aproximação do primeiro, nos quais

os hexágonos são substituídos por círculos. Entre os diferentes modelos foi escolhido preservar o

perímetro dos anéis, a espessura dos anéis de vidro e os índices de refração. Esta escolha tem o efeito

de conservar a quantidade de vidro e preservar a posição espectral das ressonâncias radiais como será

discutido com mais detalhe abaixo.

Para calcular os modos do modelo hexagonal, foi utilizado o FEM com camadas perfeitamente

casadas como condição de contorno absorvente (PML - Perfectly matched layer) (veja apêndice H).

Apesar deste método poder também ser aplicado para calcular os modos do modelo de anéis concên-

tricos, foi utilizado um método semi-analítico baseado em matrizes de transferência em coordenadas

cilíndricas [33]. Este método, além de ser ordens de grandeza mais rápido que o FEM, fornece uma

maneira de checar a convergência e precisão dos resultados do FEM. A figura 4.4 mostra os resulta-

dos destes cálculos; para ambos os modelos, foi analisado o modo fundamental confinado no núcleo

de ar e são mostradas as dependências espectrais da parte real do índice de refração efetivo e da perda

por confinamento. É evidente que existe uma enorme similaridade entre as curvas calculadas no mo-
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Fig. 4.3: (a). Estrutura completa de uma fibra kagomé com núcleo formada pela remoção de uma
célula da casca. Os hexágonos mostrados em (b) estão destacados em preto. (b) Aproximação de
hexágonos concêntricos para a estrutura kagomé completa, obtida através de remoção dos suportes que
conectam os hexágonos adjacentes. (c) Aproximação circular para o modelo hexagonal mostrado em
(b), formado de círculos concêntricos que conservam o perímetro e a espessura do modelo hexagonal.

delo de anéis e hexágonos concêntricos. A diferença mais notória é a presença de um ”ruído” no

caso do modelo hexagonal, que é atribuído ao surgimento de diversos acoplamentos fracos, entre o

modo confinado no núcleo oco e os modos confinados nos anéis hexagonais. Estes acoplamentos não

são permitidos quando existe simetria circular completa. Isto é uma conseqüência das quinas agudas

dos hexágonos, estas quinas promovem o acoplamento de diversos modos dos anéis, resultando no

acoplamento de seus modos com o modo guiado no núcleo de ar.

Os aspectos comuns aos dois modelos, que são independentes do número de anéis/hexágonos,

são as regiões ressonantes de alta perda próximas de λ = 0.7 e λ = 1.4 µm. Na parte real do índice

de refração (fig. 4.4a), estas ressonâncias se manifestam como ”anti-crossings” entre os modos da

estrutura de vidro e o modo guiado no núcleo de ar. A origem desta característica pode ser expli-

cada simplesmente em termos de ressonâncias radiais dentro do vidro (análogas a um interferômetro

Fabry-Perot) que forma os hexágonos e círculos. Estas ressonâncias radiais devem acontecer quando

o vetor de onda transversal ktg ( no interior do suporte de vidro) é tal que a mudança de fase, ao longo

da espessura t (φ = ktg t) é um múltiplo de π,

ktg t = mπ. (4.2)

Como o modo guiado no núcleo propaga-se principalmente no ar, a constante de propagação do

mesmo é próxima da linha do ar (i.e., β ≈ k), pode-se usar a relação k2
tg
≈ k2n2 − k2 e, portanto, a

condição de ressonância 4.2 pode ser escrita em termos do comprimento de onda (λ = 2π/k) na forma

λ =
2t
√

n2 − 1
m

. (4.3)
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Fig. 4.4: Indice de refração efetivo e perdas de confinamento (dB/m) para o modo fundamental do
modelo de anéis (linhas sólidas) e hexágonos (pontos), as geometrias são mostradas na fig. 4.3.

Usando n = 1.45 e t = 0.67 µm, os valores obtidos para o comprimento de onda para as duas primeiras

ressonâncias são λ1 = 1.4 µm e λ2 = 0.7 µm. Estes valores estão em ótima correspondência com as

ressonâncias aparentes na fig. 4.4. Esta correspondência justifica a escolha de preservar o perímetro

dos anéis, a espessura dos anéis de vidro e os índices de refração entre os diferentes modelos.

É importante ressaltar que na fig. 4.4, os modelos de estruturas concêntricas mostram que o au-

mento do número de anéis/hexágonos reduz, gradativamente, o valor mínimo das perdas. Este efeito

é similar à redução da perda quando aumenta-se o número de camadas da casca em PCFs que guiam

por band-gaps. Nos modelos considerados esta redução resulta da reflexão radial introduzida pelas

camadas adicionais, análogas àquelas observadas em fibras omni-guide [33]. Apesar das ressonâncias

previstas pela eq. 4.3 não coincidirem exatamente com as bordas das janelas de transmissão observa-

das experimentalmente [25], esta mesma equação indica a sensibilidade do comprimento de onda de

ressonância em relação à espessura exata dos suportes de vidro.

4.4 Comparação com a estrutura Kagomé

Para estudar o guiamento em fibras kagomé com geometria realística, foi usado o FEM para

calcular a perda de confinamento do modo fundamental guiado no núcleo de ar para uma fibra com

duas e quatro camadas na casca. Na figura 4.5 é mostrada a estrutura com duas camadas. O cálculo

da perda da estrutura com duas camadas foi feita utilizando o FEM com PMLs. Entretanto, o cálculo

da estrutura com 4 camadas, por exigir uma capacidade computacional maior que a disponível no

grupo, foi feita em colaboração com Sven Burger, da empresa JCMWave, utilizando um FEM com

refinamento adaptativo da malha [75].

As perdas calculadas, junto com as curvas dos modelos propostos na seção 4.3, são mostradas na
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Fig. 4.5: Estrutura da fibra kagomé com duas camadas usada nas simulações. As regiões em cinza
representam o vidro e as brancas representam ar. As dimensões são quelas descritas na seção 4.3. Para
atingir o máximo de correspondência com a fibra real, as quinas da casca são arrendondadas com um
raio de curvatura de 0.2 µm.

fig. 4.6. Nota-se nesta figura que as ressonâncias situadas em λ = 0.7 e λ = 1.4 µm estão presentes no

espectro de fibras kagomé assim como nos modelos simplistas. Isto mostra que é possível sintonizar

a posição das janelas de transmissão apenas modificando a espessura dos suportes de vidro na casca.

Por outro lado, as ressonâncias serão alargadas se a espessura destes suportes variarem ao longo da

estrutura. Obviamente, o impacto destas variações deve ser mais proeminente para os suportes pró-

ximos ao núcleo, região na qual os campos são mais intensos. Portanto, para minimizar as perdas é

importante garantir que a estrutura é formada por suportes de espessura uniforme, incluindo aqueles

que circundam o núcleo. Note que esta condição é diferente da condição para atingir perdas baixas

em fibras de núcleo oco que guiam por band-gaps fotônicos [76]. A dependência da perda com

o número de camadas na casca é diferente da observada para os modelos de anéis e hexágonos. A

adição de cada camada nestes modelos reduz a perda por, aproximadamente, duas ordens de grandeza

(veja figura 4.4). Contudo, as perdas da fibra kagomé com duas e quatro camadas são similares. Este

comportamento sugere que a luz é capaz de propagar-se livremente na casca periódica, esta propaga-

ção ocorre através dos modos das estruturas de vidro na casca. Todavia, isto não é surpreendente: a

figura 4.1 mostra que a rede kagomé não possui band-gaps e, portanto, a propagação na casca não é

proibida. Na figura 4.7 são mostradas as partes reais da componentes do campo elétrico (Ex,Ey,Ez) do

modo óptico fundamental (polarizado na direção x̂) da estrutura kagomé da fig. 4.5; a linha superior

mostra o modo calculado em λ = 0.5 µm e a linha inferior mostra o modo em λ = 1.7 µm. Nos
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Fig. 4.6: Perdas de confinamento do modo fundamental da fibra kagomé com duas e quatro camadas.
Para comparação, as curvas do modelo com um e dois anéis concêntricos também é mostrada.

dois casos pode-se notar que as componentes Ey e Ez do campo se difundem nos suportes de vidro da

casca periódica, indicando o acoplamento do modo guiado no núcleo com as componentes da casca.

Na Fig. 4.8 é mostrada a componente Ez do campo elétrico em uma escala espacial que engloba a

casca periódica e a região de vidro externa à casca (veja Fig. 4.5). A linha tracejada indica a transição

entre a casca periódica e o vidro. Note o padrão de radiação emitido pelas estruturas de vidro nesta

região. É esta radiação que introduz perdas de propagação na fibra.

A figura 4.6 mostra que o modelo de hexágonos concêntricos pode apresentar guiamento com

perdas muito pequenas. Assim, o valor bem mais alto da mínima perda tangível na estrutura kagomé

mostrada na fig. 4.6 (nos comprimentos de onda 0.55 µm e 0.9 µm), deve resultar da inclusão dos

suportes de vidro que são desprezados no modelo hexagonal. Contudo, as ressonâncias de alta perda

são comuns à ambas estruturas. Portanto é razoável sugerir que existe uma perda constante de apro-

ximadamente 10 dB/m em ambas estruturas kagomé (com duas e quatro camadas) associadas com o

acoplamento da luz para fora do núcleo. Este acoplamento occore com os modos dos suportes de vi-

dro, desprezados nos modelos simplistas. As perdas causadas por este acoplamento estão sobrepostas

à uma ”perda de fundo” associada ao confinamento radial dos hexágonos. Estudos futuros detalhados

sobre o acoplamento da luz com os modos destes suportes devem ser fundamentais para obtenção de

perdas mais baixas em fibras kagomé.
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Fig. 4.7: Componentes do campo elétrico (Ex,Ey,Ez, da esquerda para direita) do modo óptico
fundamental (x̂-polarizado) guiado pela estrutura da fibra kagomé com duas camadas mostrada
na fig. 4.5. Na linha superior têm-se:λ = 0.5 µm, o índice de refração efetivo calculado foi
ne f f = 0.99766 + 2.0 × 10−7i; na linha inferior: λ = 1.7 µm e ne f f = 0.99752 + 1.1 × 10−5i. A
amplitude de todas as componentes foram normalizadas pelo valor máximo da componente Ex.
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Fig. 4.8: Componente Ez do campo elétrico do modo óptico fundamental (x̂-polarizado, λ = 1.7m
) em uma escala diferente da mostrada na fig. 4.7. Note que no fim da segunda camada da casca
periódica (destacada com linha pontilhada), a energia acoplada nos modos dos suportes de vidro são
irradiadas para o exterior da estrutura.
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4.5 Conclusões

Foi demonstrado que modelos simples de anéis e hexágonos concêntricos explicam diversos as-

pectos qualitativos observados nas curvas espectrais da perda de confinamento associadas à PCFs

com estrutura kagomé. Pode-se destacar os seguintes aspectos destes modelos:

• É possível estimar os limites das janelas de transmissão das fibras, apesar destes limites serem

altamente sensíveis à espessura dos suportes de vidro.

• Os modelos demonstram a importância do confinamento radial no guiamento em fibras ka-

gomé. Contudo, as perdas calculadas com a estrutura completa aparentam ser dominadas pelo

acoplamento da luz com os suportes radiais que são desprezados nos modelos simplificados.

Para obter-se valores precisos das perdas e modos em fibras kagomé é necessário considerar a estru-

tura completa (como na fig. 4.5) e, sobretudo, utilizar métodos numéricos rigorosos como, por exem-

plo, o FEM. Estudos mais detalhados sobre o acoplamento da luz com os suportes da casca aparentam

ser relevantes para redução das perdas nestas fibras. A motivação para estes estudos seguem das pos-

síveis aplicações das amplas janelas de transmissão obtidas com estas fibras. Recentemente, Benabid

e colaboradores demonstraram o efeito Raman em cascata em fibras kagomé preenchidas com hidro-

gênio; as linhas Raman geradas abrangeram impressionantes 1000 THz de largura de banda [77]. A

abragência espectral destas linhas pode ser utilizada para geração de pulsos ópticos de atosegundos

(10−18 s).



Capítulo 5

Interação entre luz e som

5.1 Introdução

O acoplamento da luz com as vibrações mecânicas de um meio material ocorre através da vari-

ação, induzida pelas vibrações, do índice de refração do meio. Microscopicamente, estas vibrações

estão associadas ao movimento dos íons que compõem o meio. O movimento destes componentes al-

tera a distribuição eletrônica do meio e, como resultado, o índice de refração é alterado. O movimento

de vibração que ocorre na escala molecular, dá origem ao espalhamento Raman [39]. O movimento

coletivo deste íons, representado macroscopicamente por ondas acústicas, dá origem ao espalhamento

Brillouin [39]. Em sólidos, a velocidade de propagação de ondas acústicas é da ordem 103 m/s, ti-

picamente 5 ordens de grandeza menor que a velocidade da luz. Em razão desta disparidade, ondas

acústicas e eletromagnéticas casualmente interagem. Neste capítulo, serão apresentados os conceitos

básicos que regem a propagação e interação de ondas acústicas e eletromagnéticas em guias de onda.

5.2 Propagação de ondas acústicas

5.2.1 Equação de movimento

A equação que governa a propagação de ondas acústicas em um meio material é dada por [78]

∇ · T = ρ (r)
∂2u

∂t2
, (5.1)

sendo que T representa o tensor de tensão (stress) e ρ (r) é a densidade do meio; u (r, t) representa

o deslocamento do material. O tensor T é um tensor de posto 2, cada componente Ti j deste tensor

representa a componente da força por unidade de área na direção +ê j, transmitida através da face do

61
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Fig. 5.1: Forças atuando nas faces de um cubo elementar de um sólido sob tensão T, ê1,2,3 representam
os eixos do sistema de coordenadas.

cubo que é perpendicular a direção êi (veja figura 5.1).

Para resolver a equação 5.1, é necessário dispor de uma relação constitutiva entre o tensor de

tensão T e o deslocamento u. Na aproximação elástica linear esta relação é dada pela lei de Hooke1

[78, 79]

Ti j = ci jklS kl, (5.2)

na qual c é o tensor de dureza (stiffness) do material e S é o tensor de deformação (strain), a de-

formação do material é gerada pelo gradiente de deslocamento mecânico. No caso de pequenas

deformações2, o tensor de deformações é definido como sendo a parte simétrica3 do gradiente do

vetor deslocamento [78].

S i j ≡
1
2

(

∂iu j + ∂ jui

)

. (5.3)

Substituindo a eq. 5.3 na eq. 5.2, obtém-se, utilizando a eq. 5.1, a equação de onda para o vetor

deslocamento.

1É utilizada a notação de Einstein para o produto de contração entre tensores: os índices que aparecem repetidos são
somados.

2Em materiais sólidos, caso deseje-se evitar a deformação permanente ou fratura do material, o gradiente de desloca-
mento deve ser mantido na faixa de 104—106 [80]. Note que S é uma grandeza adimensional.

3A parte anti-simétrica do gradiente de deslocamento representa rotações, que não contribuem para a dinâmica da
vibração em uma teoria elástica linearizada [78].



5.2 Propagação de ondas acústicas 63

5.2.2 Equação de onda para o vetor deslocamento

Utilizando a notação introduzida na apêndice D.1, escreve-se a equação de onda na forma simbó-

lica,

∇ · [c : ∇u] = ρ∂2
t u. (5.4)

Como serão abordadas apenas fibras ópticas feitas de sílica fundida, a análise da equação acima será

restrita ao caso em que c representa um material isotrópico. Nesta condição, existem apenas duas

componentes independentes do tensor c, c11 e c12 (veja apêndice D.2.1). Portanto, a equação de onda

para o vetor deslocamento pode ser escrita na forma (veja apêndice E.1)

− V2
s∇2u + (V2

s − V2
l )∇ (∇ · u) = ρ∂2

t u. (5.5)

sendo que Vl =
√

c11/ρ e Vs =
√

c44/ρ representam, respectivamente, as velocidades de propagação

para ondas longitudinais e de cisalhamento.

A equação 5.5 mostra que, mesmo em sólidos isotrópicos, a propagação de ondas acústicas é

intrinsecamente mais complicada que a propagação de ondas eletromagnéticas. A diferença surge

porque as ondas acústicas, geralmente, não respeitam a condição de transversalidade (i.e., ∇ · u = 0),

dando origem a três possíveis ”polarizações” para o vetor deslocamento: duas transversais e uma

longitudinal.

5.2.3 Condições de contorno

Quando ondas acústicas se propagam em guias de onda, os contornos que definem o guia as

refletem, dando origem a modos acústicos. Assim como no caso eletromagnético, pode ocorrer uma

refração da onda ou reflexão total. A reflexão total também é análoga ao caso eletromagnético: se a

superfície do guia for totalmente livre (envolto por vácuo) ou fixa, a onda será totalmente refletida,

independentemente do ângulo de incidência4. Quando a superfície do guia é uma interface entre dois

materiais, a reflexão satisfaz a lei de Snell [78]. Nesta interface só ocorrerá reflexão interna total, para

uma polarização de incidência arbitrária, caso ambas velocidades de propagação no interior do guia

(Vs,Vl) forem menores que a as velocidades de propagação no exterior do guia. Uma situação análoga

em óptica ocorre com materiais birrefringentes. Em suma, as possíveis condições de contorno para

ondas elásticas em guias de onda são dadas por:

1. Interface sólido-sólido: (n̂ · T)1 = (n̂ · T)2 .

4A superfície livre é análoga a condição de Neumann, que corresponde à condição para o campo magnético em uma
superfície metálica perfeita. A superfície fixa é do tipo Dirichlet, e corresponde a condição para o campo elétrico em uma
superfície metálica.



64 Interação entre luz e som

2. Interface livre: n̂ · T = 0 .

3. Interface fixa: u = 0.

No entanto, mesmo em um guia de onda cujas paredes representam condições de contorno do tipo (2)

e (3), os modos acústicos serão bem mais complexos que em um guia eletromagnético com condições

de contorno análogas. Isto é uma conseqüência da complexidade dos coeficientes de reflexão para

ondas acústicas [78]. Por exemplo, mesmo em uma interface livre, a incidência de uma onda com po-

larização longitudinal dá origem a uma refletida que possui componentes de polarização longitudinal

e de cisalhamento, causando um acoplamento entre todas as componentes do vetor deslocamento.

5.3 Relações de dispersão em guias de onda

Em guias de onda, supõem-se soluções para a eq. 5.5 na forma

u (r, t) = u (x, y) exp i (βacz −Ωt) , (5.6)

onde u(x, y) representa a dependência transversal do vetor deslocamento para um modo com constate

de propagação acústica βac e freqüência Ω. Em geometrias simples, é possível resolver a equação

5.5 utilizando, junto ao ansatz acima, a técnica de separação de variáveis. Em razão da existência

simultânea dos termos de compressão (∝ Vl) e de cisalhamento (∝ Vs)na equação 5.5, as soluções

serão, geralmente, híbridas. Para uma barra cilíndrica composta por materiais isotrópicos (como

pode-se aproximar uma fibra óptica), o leitor interessado pode encontrar a solução detalhada da eq.

5.5 nas referências [81, 78]. No apêndice G são exploradas as soluções deste guia quando βac = 0.

Ao impor-se as condições de contorno sobre as soluções da eq. 5.5, obtém-se a relação de disper-

são para a componente longitudinal do vetor de onda βac (Ω). Na figura 5.2 são mostradas as curvas

de dispersão para os modos radiais (uθ = 0) de uma barra de sílica fundida com a superfície livre5.

Note como as curvas de dispersão são distorcidas na Fig. 5.2. Em particular os modos simétricos

exibem o efeito de ”anti-crossing” quando suas curvas de dispersão aproximam-se da curva vermelha

(velocidade de compressão). Este caráter está intimamente relacionado ao acoplamento das diferentes

polarizações na superfície do guia [78].
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Fig. 5.2: Relações de dispersão normalizadas para os modos da família axial-radial de um cilindro de
sílica fundida com raio a. As curvas coloridas em vermelho, e laranja, respectivamente, as velocidades
de propagação de ondas de compressão e cisalhamento.

Fig. 5.3: Elipsóide de índices definido pela equação 5.7.
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5.4 Efeito acusto-óptico

Como foi exposto na seção 5.2, a propagação de ondas acústicas sempre está associada a uma

deformação do material. A mudança do índice de refração, devido à deformações, é conhecida como

efeito acusto-óptico (ou efeito fotoelástico) [80]. Em sólidos cristalinos, a mudança do índice de

refração, é determinada pelo elipsóide de índices (index ellipsoid ou optical indicatrix). Em um

sistema de coordenadas qualquer (xi, x j), o elipsóide de índices é representado pela equação [80, 79,

82]

Bi jxix j = 1, (5.7)

sendo que Bi j é denominado tensor de impermeabilidade (B ≡ [ǫ]−1); na figura 5.3, é ilustrada a

superfície definida pela equação 5.7. O efeito acusto-óptico é definido, portanto, como a variação do

tensor B devido à deformação do material [82]

∆Bi j ≡ pi jklS kl, (5.8)

sendo que o tensor pi jkl é denominado tensor acusto-óptico (veja apêndice D.2.3). Em uma descrição

mais precisa, a deformação do meio, através do efeito acusto-óptico, distorce a forma do elipsóide de

índices, alterando, conseqüentemente, a velocidade, polarização e a direção de propagação da luz no

material [80]. Utilizando a definição do tensor de impermeabilidade, é possível calcular a variação da

constante dielétrica induzida pela deformação de um material isotrópico (veja apêndice F.1),

∆ǫi j = −ǫ2 pi jklS kl, (5.9)

sendo ǫ a constante dielétrica do meio antes de aplicar-se a deformação.

Portanto, na presença de uma deformação, um material isotrópico pode apresentar um caráter

anisotrópico, a constante dielétrica (tensorial) do material deformado será dada por

ǫ = ǫ + ∆ǫ. (5.10)

Logo, pode-se escrever o vetor deslocamento elétrico do meio perturbado como

Dpert = ε0 (ǫ + ∆ǫ) E = ε0ǫE + Pac. (5.11)

Ou seja, a perturbação da constante dielétrica induz uma polarização elétrica adicional no meio. Esta

polarização poderá atuar como fonte nas equações de Maxwell [63, 79]. As ondas geradas por esta

5A superfície livre representa a condição de contorno (2) da seção 5.2.3. O análogo eletromagnético, seria um guia
circular composto por material isotrópico com uma superfície metálica perfeita [32].
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polarização constituem a luz espalhada pelas ondas acústicas.

5.5 Cinemática da interação

Pode-se aprender alguns aspectos da interação entre luz e ondas acústicas analisando a mesma

do ponto de vista de partículas. Nesta perspectiva, um fóton incidente propagando-se por um modo

com vetor de onda longitudinal βi (ωi) e freqüência ωi é espalhado em outro fóton propagando-se por

um modo óptico com vetor de onda longitudinal βs (ωs) e freqüência ωs; a partícula que promove

o espalhamento é um fônon, que se propaga em um modo acústico com vetor de onda longitudinal

βac (Ω) e freqüência Ω. Em guias de onda, as relações de dispersão satisfeitas pelos vetores de onda

de ambas partículas são da forma [78, 28, 79]6

β2
i + k2

ti
=

niωi

c
, (5.12a)

β2
s + k2

ts
=

nsωs

c
, (5.12b)

β2
ac + k2

tac
=
Ω

V
. (5.12c)

sendo que, ni, ns representam o índice de refração (óptico) do meio e V representa a velocidade

da onda acústica7. As relações de conservação de energia e momento linear podem ser facilmente

visualizadas em um diagrama de vetores de onda, como o da figura 5.4. O eixo horizontal está

associado à parte longitudinal do vetor de onda (β) e o eixo vertical à parte transversal do mesmo (kt).

O vetor em azul representa o fóton incidente, o vermelho representa o fóton espalhado e o vetor cinza

representa o vetor de onda do fônon. Por causa das relações 5.12, o lugar geométrico destes vetores

são representados por círculos na figura 5.4.

5.5.1 Retro-espalhamento

Na coluna da esquerda na figura 5.4, é ilustrado o caso em que a luz é retro-espalhada do modo

”azul” para o modo ”vermelho”. No retro-espalhamento, quando a luz é espalhada para o mesmo

modo óptico incidente, porém viajando na direção −ẑ (linha inferior, limite quase-degenerado), a

variação do vetor de onda longitudinal é a máxima possível. De fato, como a freqüência dos fônons

são, pelo menos, três ordens de grandeza menores que as dos fótons, vale a seguinte relação para a

6As curvas β (ω) são análogas àquelas apresentadas nas figuras 2.3 e 3.4, para os modos ópticos, e na figura 5.2 para
os modos acústicos.

7Rigorosamente, devido ao caráter híbrido dos modos acústicos, a eq. 5.12c deve ser escrita para cada uma das
polarizações acústicas.
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conservação de momento longitudinal, [39, 83, 41]

βac = βi + βs ≈ 2βi. (5.13)

Os modos acústicos que satisfazem esta condição são encontrados ao traçar-se uma linha quase-

vertical no diagrama de dispersão dos modos acústicos. O desvio desta linha da direção vertical

deve-se a pequena dispersão óptica existente na faixa de freqüências acústicas. A Fig. 5.5 mostra este

diagrama para os modos de uma barra cilíndrica de sílica, junto a uma linha vertical correspondente

à condição βac ≈ 2βi. Note neste diagrama que quando o vetor de onda acústico é grande, as curvas

de dispersão dos modos tendem a ficar mais lineares. A dispersão linear torna os fônons do guia

de onda mais próximos dos fônons de uma amostra volumétrica (bulk). Neste caso as características

do espalhamento serão também similares. O retro-espalhamento não-degenerado, apesar de satisfazer

uma relação próxima à 5.13, dificilmente é observado. Este caso é ilustrado na parte superior esquerda

da Fig. 5.4. Isto acontece porque este tipo de espalhamento requer uma mudança não só do vetor de

onda longitudinal (∆β), mas também do vetor de onda transversal (∆kt). Como os modos acústicos

que satisfazem a condição de casamento de fase possuem uma componente muito pequena do vetor

de onda transversal, a condição transversal dificilmente é satisfeita.

5.5.2 Co-espalhamento

Na coluna da direita na figura 5.4, é ilustrado o caso em que a luz é co-espalhada do modo

”azul” para modo ”vermelho”. Distintamente do retro-espalhamento, existe uma grande diferença na

condição de conservação entre o caso não-degenerado (linha superior) e caso degenerado (linha infe-

rior). Quando a luz é espalhada para um modo cuja constante de propagação difere substancialmente

do modo incidente (caso não-degenerado), pode ocorrer uma variação substancial do vetor de onda

longitudinal, neste caso o processo de co-espalhamento pode apresentar características similares ao

processo de retro-espalhamento. Porém, no caso em que a luz é espalhada para o mesmo modo (caso

degenerado), a variação do vetor de onda longitudinal é, na mesma ordem de aproximação da eq.

5.13, dado pela relação [39, 21]

βac = βi − βs ≈ 0 (5.14)

A figura 5.5 também mostra a linha vertical correspondente à condição 5.14. A freqüência dos modos

que satisfazem a condição de phase-matching é não-nula por causa do confinamento transversal do

guia (i.e., ktac
, 0). Outro aspecto interessante da condição 5.14 pode ser apreciado escrevendo-se a

velocidade de fase longitudinal dos modos acústicos, Vφ = Ω/βac. Como o confinamento transversal

possibilita que Ω , 0 mesmo quando βac = 0, a velocidade de fase pode ficar arbitrariamente grande

quando βac → 0. Conclui-se portanto que, as ondas acústicas que satisfazem a condição de phase-
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Fig. 5.5: Relação de dispersão para os modos de um cilindro de sílica fundida (veja figura 5.2). As li-
nhas verticais pontilhadas, representam a condição de phase-matching para o retro- e co-espalhamento
Brillouin.

matching 5.14 e interagem com a luz são àquelas que se propagam pelo guia com velocidade de fase

igual à da luz. Isto torna o processo de co-espalhamento em guias fundamentalmente diferente do

processo em um material infinito. Em bulk, a freqüência de espalhamento dos modos de compressão

(linha vermelha na Fig. 5.5) e cisalhamento (linha laranja na Fig. 5.5) satisfazem a condição de

phase-matching apenas em Ω = 0 e, portanto o co-espalhamento não é permitido.

5.5.3 Conservação de energia

A freqüência dos fônons envolvidos na interação são definidas pelos pontos de interseção entre as

curvas pontilhadas quase-verticais na Fig. 5.5 e as curvas de dispersão dos fônons. Para conservar a

energia total do processo de espalhamento, a freqüência do fóton espalhado deve satisfazer a relação,

ωs − ωi = ±Ω. (5.15)

O fóton espalhado com freqüência superior à do fóton incidente é denominado anti-Stokes, já o fóton

com freqüência inferior é denominado Stokes.

5.6 Teoria de perturbação: coupled mode theory

Foi mostrado na figura 5.5 que vários modos acústicos satisfazem a condição de phase-matching,

contudo, as observações experimentais mostram que apenas alguns destes modos espalham a luz [84,

85]. Para investigar a eficiência de espalhamento e as simetrias necessárias para que o mesmo ocorra,
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deve-se analisar como a perturbação da constante dielétrica, induzida pelos modos acústicos, altera

as soluções das equações de Maxwell. Rigorosamente, deve-se resolver as equações de Maxwell com

o termo de polarização dado pela expressão 5.11. Entretanto, uma cota superior para a ordem de

grandeza do tensor ∆ǫ (eq. 5.10) é estimada como [80]

∆ǫ ∼ pS ∼
(

10−1
)

×
(

10−5
)

∼ 10−6.

Portanto, ∆ǫ ≪ ǫ e pode-se tratar o impacto do efeito acusto-óptico, nos modos ópticos dos guias, de

onda de forma perturbativa. Formalmente, deve-se encontrar as soluções perturbadas do problema de

autovalores generalizado dado pela eq. 2.3

(A + ∆A) |Ψ〉 = −i∂zB |Ψ〉 , (5.16)

sendo que os operadores A e B são dados pelas equações 2.5; o operador de perturbação ∆A é dado

pela expressão8

∆A =





ωε0∆ǫ⋆ 0

0 0





No guia de onda não perturbado (i.e, ∆A = 0), as soluções da equação 5.16 possuem dependência

longitudinal eiβz. Portanto, os modos do guia não perturbado satisfazem a equação

A |Ψn〉 = βnB |Ψn〉 .

Para resolver a eq. 5.16 emprega-se a teoria de modos acoplados (coupled mode theory), que con-

siste em expandir o campo eletromagnético, do guia perturbado, em termos dos modos do guia não-

perturbado,

|Ψ〉 =
∞∑

n=1

an (z) eiβnz |Ψn〉 , (5.17)

sendo que, a soma em n inclui todos os modos guiados (co- e contra-propagantes). No apêndice F.2,

é demonstrado que os coeficientes da expansão acima satisfazem o conjunto de equações acopladas

∂ak

∂z
= i

∑

n

anKknei∆βnkz, (5.18)

8O símbolo ⋆ denota o produto de convolução pois ∆ǫ é uma função do tempo. Portanto deve-se levar isto em
consideração ao escrever as equações de Maxwell no domínio da freqüência. O vetor deslocamento D (t) = ε0ǫ (t) E (t)
se transforma em um produto de convolução no domínio da freqüência, ̥ω {A (t) B (t)} = ̥ω {A (t)} ⋆ ̥ω {B (t)}.
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sendo que ∆βkn = βn − βk e o coeficiente de acoplamento entre os modos k e n é dado pela integral de

overlap,

Kkn =
〈Ψk|∆A |Ψn〉
〈Ψk| B |Ψk〉

=
ωε0

4Pk

"

E†
k
· (∆ǫ⋆) · End2r. (5.19)

na qual Pk é a potência guiada pelo k-ésimo modo óptico.

5.6.1 Acoplamento induzido por modos acústicos

O tensor de deformação total do guia é dado pela contribuição de todos os seus modos acústicos,

S (r, ω) =
1
2

∑

m

S(m) (x, y) eiβ
(m)
ac zδ (ω −Ωm) + c.c. (5.20)

sendo que S(m) (x, y) e β(m)
ac representam, respectivamente, o tensor de deformação e a constante de

propagação associados ao m-ésimo modo acústico do guia9 e c.c. denota o complexo conjugado10.

Segundo a equação 5.9, a perturbação na constante dielétrica será dada por

∆ǫ (r, ω) =
1
2

∑

m

∆ǫ(m) (x, y) eiβ
(m)
ac zδ (ω − Ωm) + cc, (5.21)

sendo que a perturbação induzida pelo m-ésimo modo acústico é calculada utilizando a equação 5.9,

∆ǫ (m) (x, y) = p : S(m) (x, y) . (5.22)

Substituindo a equação 5.21 na expressão para o coeficiente de acoplamento (eq. 5.19), o sistema de

equações acopladas dado pela equação 5.18 fica na forma

∂ak

∂z
= i

∑

n

∑

m

an

[

K
(−m)
kn

ei
(

∆βkn−β(m)
ac

)

z + K
(+m)
kn

ei
(

∆βkn+β
(m)
ac

)

z

]

, (5.23)

na qual o coeficientes de acoplamento K
(±m)
kn

são definidos como

K
(−m)
kn

=
ωε0

4Pk

"

E†
k

(x, y, ω) ·
[

∆ǫ (m)∗ (x, y) δ (ω −Ωm)⋆
]

· En (x, y, ω) dxdy, (5.24a)

K
(+m)
kn

=
ωε0

4Pk

"

E†
k

(x, y, ω) ·
[

∆ǫ (m) (x, y) δ (ω + Ωm)⋆
]

· En (x, y, ω) dxdy, (5.24b)

9Note que introduzimos a dependência espectral (ω) do tensor de deformação.
10A introdução deste termo é necessária para garantir que a perturbação seja representada por um operador Hermitiano.
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Os dois termos que aparecem na eq. 5.23 representam as componentes Stokes e anti-Stokes do pro-

cesso de espalhamento.

5.6.2 Conservação de energia

A conservação de energia (eq. 5.15) decorre naturalmente da teoria de perturbação. Supondo que

o modo incidente é um laser com freqüência ωi (e−iωit) e o modo espalhado com freqüência ωs (e−iωs t),

os espectros dos campos elétricos, associado a estes lasers, serão dados por

Ei (r, ω) ∝ δ (ω − ωi)

Es (r, ω) ∝ δ (ω − ωs)

Neste caso, o produto de convolução que aparece na eq. 5.24 será dado por

[

∆ǫ (m)∗ (x, y, ω)⋆
]

· Es (x, y, ω) ∝ δ [ω − (ωi − Ωm)]
[

∆ǫ(m) (x, y, ω)⋆
]

· Es (x, y, ω) ∝ δ [ω − (ωi + Ωm)]

Portanto, as únicas componentes espectrais não-nulas do coeficiente de acoplamento ocorrem

quando ωs = (ωi ± Ω). Estas duas freqüências são, justamente, as linhas Stokes e anti-Stokes discu-

tidas na seção 5.5.

5.6.3 Acoplamento ressonante: conservação de momento

A equação 5.23 representa um conjunto infinito de equações diferenciais acopladas. No entanto,

geralmente é relevante analisar apenas o caso em que o acoplamento é ressonante. Esta condição

de ressonância é simplesmente a conservação do momento longitudinal que foi obtida na seção 5.5

utilizando argumentos cinemáticos.

∆β ≡ βk − βn ± βac = 0. (5.26)

Note que o sobrescrito (m) é descartado pois, para cada par de modos ópticos (βk, βn), existe um único

valor de βac que satisfaz a condição 5.26. O sinal + na equação 5.26 representa o caso Stokes, o sinal

− representa o caso anti-Stokes. Existem dois casos de interesse em que pode-se simplificar bastante

as equações acopladas, o primeiro é relacionado ao caso de co-espalhamento, no qual o vetor de onda

longitudinal é nulo (i.e., βac = 0). O segundo caso é relacionado ao processo de retro-espalhamento

(βac = ±2βi).
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Co-espalhamento

Neste caso, a condição de phase-matching só pode ser satisfeita se βk = βn, ou seja, a luz só

espalhada para o mesmo modo óptico ou para um modo degenerado. Para os demais modos, os

termos do lado direito da equação 5.23 oscilam rapidamente ao longo da direção de propagação e,

portanto, podem ser desprezados. Quando, por razões de simetria, não existe acoplamento entre

modos degenerados, é fácil mostrar que o efeito da perturbação é alterar índice de refração efetivo de

cada modo segundo a expressão (veja apêndice F.2.4)

∆ne f f =
1

2ne f f

!

E† (x, y) · ∆ǫ (x, y) · E (x, y) dxdy
!

E∗t · Etdxdy
(5.27)

No capítulo 6, será mostrado que a modulação do índice de refração induzida pelo co-espalhamento

Brillouin em fibras ópticas, pode ser modelado pela equação 5.27.

Retro-espalhamento

Próximo da condição de phase-matching, apenas o acoplamento entre dois modos é de interesse,

portanto o conjunto de equações 5.23 se reduz a um sistema de duas equações acopladas (veja apên-

dice F.2.2) 11

∂a1

∂z
= ia2ei∆βzK12

∂a2

∂z
= −ia1e−i∆βzK12

sendo que ∆β = β1+β2±βac. A solução deste sistema de equações é dada no apêndice F.2.2. Partindo

destas soluções, a potência transferida entre os modos 1 e 2 é dada por

P(m)
exc (z) =

|K12|2

|K12|2 +
(
∆β

2

)2
sin2





√

|K12|2 +
(

∆β

2

)2

z




.

Quando a condição de phase-matching é satisfeita, a potência transferida depois de um comprimento

L de interação é dada por12

Pexc ≈ |K12|2 (5.28)

11Considera-se aqui, o acoplamento induzido por um único modo acústico.
12Entendemos por acoplamento fraco que K

(m)
12 L≪ 1 e, portanto, vale a relação sin (x) /x ≈ 1
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5.7 Excitação de ondas acústicas

Para que os modos acústicos de um guia de onda possam espalhar a luz através do efeito acusto-

óptico, é necessário que eles possuam uma amplitude de vibração não-nula. Quando a intensidade

óptica da luz que se propaga pelos modos do guia é suficientemente baixa, a amplitude de vibração

dos modos acústicos do guia é de origem térmica [84]. Entretanto, quando a intensidade óptica é

mais elevada, a variação espacial do campo eletromagnético induz o surgimento de forças mecânicas

no material [39, 83, 80]. Este efeito é conhecido como eletrostrição e pode ser usado para excitar

opticamente modos de vibração em fluidos e sólidos [86, 39].

5.7.1 Excitação térmica

Segundo o teorema clássico da equipartição de energia, a energia vibracional por unidade de

comprimento de cada modo acústico será dada por13

Em =
1
2

"

ρΩ2
mu∗m · umdxdy =

kBT

L
, (5.29)

sendo que kB é a constante de Boltzman e L o comprimento do guia. Portanto, decompõe-se o movi-

mento vibracional do guia em seus modos normais,

u (r, t) =
∑

m

Amum (r) ei
(

β
(m)
ac −Ωmt

)

.

Para satisfazer a restrição da eq. 5.29, a amplitude de cada modo será normalizada por

Am =
1
Ω(m)

√

2kBT

ρL 〈um|um〉
, (5.30)

sendo que 〈um|um〉 ≡
!

u∗m · umdxdy. No caso de espalhamento Brillouin espontâneo (induzido por

vibração térmica), utiliza-se a expressão 5.30 para calcular a amplitude de cada modo acústico.

5.7.2 Excitação óptica: Eletrostrição

Quando a intensidade óptica da luz é alta o bastante, a variação espacial do campo eletromagnético

induz forças ópticas no material. Em materiais isotrópicos, restrições impostas por simetria, mostram

que estas forças dependem, em primeira ordem, do quadrado do campo elétrico [80]. A eletrostrição

13Rigorosamente, deve-se considerar a distribuição quântica da população dos estados. Contudo, na faixa de freqüên-
cias acústicas de interesse, ~Ω ≪ kBT e, portanto, a aproximação é válida.
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é considerada, incluindo-se um termo adicional na relação constitutiva para o tensor de tensões (veja

apêndice D.2.4),

T = c : S + η :
∂S

∂t
+ γ : (E · E⊺), (5.31)

onde η é o tensor de viscosidade14, γ é o tensor de eletrostrição, o sobrescrito ⊺ denota o vetor

transposto. Esta relação constitutiva dá origens à duas classes de forças: a força elástica e a força de

viscosidade, de origens mecânicas,

FS = ∇ ·
(

c : S + η :
∂S

∂t

)

,

e a força de eletrostrição, de origem eletromagnética

Fst = ∇ · (γ : (E · E⊺)) .

No apêndice E.1 é demonstrado que a relação constitutiva dada pela equação 5.31 conduz a seguinte

equação de onda para o vetor deslocamento u,

ρ
∂2u

∂t2
−

(

ρV2
l + η11

∂

∂t

)

∇ (∇ · u) +

(

ρV2
s + η44

∂

∂t

)

∇ × (∇ × u) = Fst, (5.32)

na qual η11 e η44 são componentes do tensor de viscosidades.

A equação 5.32 é uma equação de onda na qual a densidade de força do lado direito tem origem no

efeito de eletrostrição. A complexidade da eq. 5.32 torna muito difícil fazer um tratamento analítico

exato da mesma, mesmo para guias de onda acústicos simples. Nos capítulos 7 e 8 serão discutidas

as aproximações relevantes para explorar a equação 5.32.

5.8 Conclusões

Foram apresentados os conceitos básicos envolvidos na propagação de ondas acústicas em ma-

teriais sólidos isotrópicos. Os princípios da interação acusto-óptica também foram apresentados na

forma apropriada para a interação em guias de onda. O impacto do efeito acusto-óptico, nos modos

eletromagnéticos, foi abordado de maneira perturbativa. Esta abordagem revela que diversos aspectos

desta interação podem ser compreendidas através da análise do coeficiente de acoplamento entre os

modos ópticos e acústicos.

14Introduzindo o tensor de viscosidade, leva-se em consideração a dissipação mecânica.



Capítulo 6

Co-espalhamento Brillouin

6.1 Introdução

A primeira observação do co-espalhamento Brillouin (FBS - Foward Brillouin Scattering) foi feita

há mais de 20 anos [84]. Na ocasião, Shelby e colaboradores notaram que o espectro de um laser,

após se propagar por uma fibra óptica, apresentava diversos picos em torno da freqüência do laser.

A distância espectral entre a freqüência do laser e os picos observados abrangia a faixa de 20—700

MHz. No mesmo artigo, eles demonstraram que estes picos de espalhamento eram causados por res-

sonâncias acústicas transversais confinadas pelo diâmetro externo das fibras estudadas (∼ 125 µm).

Devido às baixas freqüências e pequena amplitude, este tipo de espalhamento sempre foi conside-

rado como uma fonte de ruído indesejável. Em particular, este efeito recebeu enorme atenção nos

anos seguintes por ser um obstáculo fundamental nos experimentos de óptica quântica que visavam a

compressão do ruído (noise squeezing) abaixo do limite quântico [87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95].

Com o advento das fibras de cristal fotônico, surgiu um renovado interesse neste efeito. A casca

periódica destas estruturas, formadas por inclusões aéreas na matriz de sílica (veja Fig. 2.7), altera

fortemente a propagação das ondas acústicas na casca. As possibilidades de manipular a propagação

das ondas acústicas nestas fibra são diversas, abrangendo a manipulação da densidade de estados

acústicos [96] , o confinamento simultâneo de fônons e fótons no núcleo destas fibras [97, 22] e a

inibição do co-espalhamento Brillouin [98].1

1Parte dos resultados deste capítulo foram publicados em ”Raman-like light scattering from acoustic phonons in
photonic crystal fiber,” Optics Express 14, 4141-4150 (2006). Outra parte foi apresentada em ”Controlling Acousto-Optic
Interactions in Photonic Crystal Fiber with Sub-Wavelength Core-Hole,” CLEO(Baltimore, MD, 2007).
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6.2 Guia cilíndrico

Para ilustrar os aspectos gerais do espalhamento que seguem diretamente do formalismo desen-

volvido no capítulo 5, será ilustrado, brevemente, o caso de um guia cilíndrico. Esta análise se aplica

diretamente ao caso da fibra óptica convencional e, em muitos aspectos, ao caso das fibras de cristal

fotônico.

6.2.1 Regras de seleção

A dependência transversal das soluções da equação de onda acústica (eq. 5.5) para um guia

circular com superfícies livres possuem a forma geral (em coordenadas cilíndricas) [99, 78],

u (r, θ) = W (m)
p (r)






sin pθ

cos pθ





r̂ + Θ(m)

p (r)






cos pθ

− sin pθ





θ̂ + Z(m)

p (r)






sin pθ

cos pθ





ẑ (6.1)

sendo que m e p são números inteiros; p representa a variação angular e a simetria da vibração;

m representa a ordem da solução da equação característica; W
(m)
p (r) ,Θ(m)

p (r) e Z
(m)
p (r) representam a

dependência radial dos modos; os parênteses com diferentes funções angulares indicam que, para cada

m, p (e p ≥ 1) existem dois ”estados de polarização” degenerados que são descritos pelas mesmas

funções radiais [99].

O modo óptico fundamental do guia cilíndrico (HE11) também possui dependência angular nas

formas cos θ (HEx
11) ou sin θ (HE

y

11) (veja eq. 2.15). Portanto, os coeficientes de acoplamento satis-

fazem as regras de seleção (veja apêndice G) [85]

〈

ΨHEx
11

∣
∣
∣∆A

∣
∣
∣ΨHEx

11

〉

∝
∫






sin pθ cos2 θ

cos pθ cos2 θ





dθ ∝






δp,0 + δp,2

0





, (6.2a)

〈

ΨHEx
11

∣
∣
∣∆A

∣
∣
∣
∣ΨHE

y

11

〉

∝
∫






sin pθ sin θ cos θ

cos pθ sin θ cos θ





dθ ∝ δp,2






1

0





. (6.2b)

Estas relações mostram que, entre todos os modos que satisfazem a condição de phase-matching,

apenas aqueles com p = 0, 2 irão, efetivamente, espalhar a luz. No caso de guias cilíndricos existem

três famílias com p = 0, 2, elas são: R0m (axial-radial), T0m (torsionais) e TR2m (torsional-radial).

A família T0m possui apenas a componente θ̂ do deslocamento induzindo uma tensão puramente de

cisalhamento. O acoplamento desta família é fraco e, portanto, pode ter sua contribuição desprezada

[100].
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Fig. 6.1: Distribuição espacial dos modos R01 (esquerda) e R02 (direita). Em ambos casos, a polari-
zação é radial e a fibra se dilata e contrai uniformemente ao longo do período de oscilação. A escala
vertical e horizontal representa a distância do eixo em m.

6.2.2 Modos acústicos

Em razão da degenerescência dos estados de polarização do modo HE11, a condição de phase-

matching impõe que o vetor de onda longitudinal dos modos acústicos será dado pela eq. 5.14 (βac =

0, veja seção 5.5). Portanto, a análise será restrita aos modos acústicos exatamente na freqüência

de corte, neste caso os modos R0m e TR2m possuem apenas componentes transversais (i.e., uz = 0).

Em razão destas duas restrições, apenas três componentes do tensor de deformação serão não-nulas:

S 1, S 2 e S 6. No apêndice G são deduzidas, de forma mais detalhada, algumas propriedades destes

modos. Todavia, abaixo são sintetizadas algumas propriedades básicas destes modos.

Modos R0m

Os modos da família R0m possuem apenas a componente radial do vetor deslocamento (i.e. u ∝ r̂).

Portanto, em coordenadas cilíndricas, as únicas componentes não-nulas do tensor de deformações são

S rr e S θθ [84]. Na figura 6.1 é mostrado o perfil espacial do deslocamento para os modos R01 e R02.

Devido à simetria radial completa destes modos, eles não induzem acoplamento entre estados de

polarização ortogonais do modo óptico, sobretudo, a modulação de fase induzida por estes modos é

igual para qualquer estado de polarização do modo óptico fundamental (veja apêndice G.3).

Modos TR2m

Os modos da família TR2m possuem as componentes radial e azimutal do vetor deslocamento (i.e.

u ∝ r̂, θ̂). Portanto, as únicas componentes não-nulas do tensor de deformações são S rr, S θθ e S θr [84].
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Fig. 6.2: Distribuição espacial dos modos TR21 (esquerda) e TR22 (direita). Em ambos casos, a
polarização está na direção 0◦-90◦, como podemos notar pela direção do campo vetorial em preto. Para
estes modos, a fibra se dilata em uma direção ao mesmo tempo que se contrai na direção ortogonal. A
escala vertical e horizontal representa a distância do eixo em m

Na figura 6.2 são mostradas as distribuições espaciais da amplitude de deslocamento (
√

u2
x + u2

y) para

os modos TR21 e TR22. Nesta figura apenas a polarização que oscila na direção 0◦-90◦ é exibida,

como é discutido no apêndice G, esta polarização não acopla estados de polarização ortogonais do

modos óptico, caso eles estiverem polarizados ao longo dos eixos x̂ e ŷ. Porém, distintamente dos

modos R0m,a modulação de fase induzida nas polarizações ópticas ao longo dos eixos x̂ e ŷ terão sinais

opostos (veja apêndice G.3).

Em razão da dupla degenerescência destes modos, sempre existe uma polarização ortogonal dos

modos TR2mque oscila na direção ±45◦. Esta polarização não modula a fase da luz polarizada ao

longo dos eixos x̂ e ŷ, no entanto, promove um acoplamento entre as polarizações x̂ e ŷ.

6.2.3 Perturbação e acoplamento

A deformação induzida pelos modos R0m e TR2m perturba a constante dielétrica do guia de onda.

Com βac = 0, a forma geral do tensor de perturbação para estas famílias de modos acústicos é do tipo,

∆ǫ (x, y, t) = ∆ǫm (x, y) cosΩmt. (6.3)

Em razão dos argumentos apresentados na seção anterior, pode-se tratar o impacto destes modos com

base na teoria de perturbação para um único modo óptico (veja apêndice F.2.4), ou seja, quando os

modos acústicos induzem apenas uma modulação de fase dos modos propagantes (sem acoplamento

inter-modal), pode-se apreciar o efeito desta modulação apenas introduzindo uma correção no índice
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de refração efetivo

∆ne f f (t) = δm cosΩmt,

sendo que

δm =
〈Ψ |∆ǫm|Ψ〉
2ne f f 〈Ψ|Ψ〉

.

Portanto, se a luz se é acoplada na fibra em uma sobreposição linearmente polarizada dos modos, o

campo elétrico total na saída da mesma é dado pela expressão

E (t) = Ψ (x, y)
(

a1 cos
[

βz − ωt + k0∆nx (t) L
]

x̂ + a2 cos
[

βz − ωt + k0∆ny (t)
]

ŷ
)

L, (6.4)

Em geral, as perturbações são distintas, ou seja ∆nx , ∆ny, contudo, para os modos das famílias R0m

e TR2m as perturbações estão correlacionadas.

Modos R0m

Para a família de modos axial-radial, o movimento da seção transversal ocorre apenas na direção

radial (veja figura 6.1), portanto, os elementos do tensor de perturbação nas direções x̂ e ŷ são idên-

ticos (veja apêndice G.3). Conseqüentemente, a modulação do índice de refração é a mesma para as

polarizações x̂ e ŷ (i.e., ∆nx = ∆ny). Portanto, pode-se escrever a equação 6.4 na forma

E (r, t) = Ψ (x, y) cos
[

βz − ωt + k0∆n (t) L
]

(a1 x̂ + a2ŷ) . (6.5)

A equação acima mostra que os modos R0m, de fato, induzem uma modulação pura na fase da luz.

Portanto, para resolver este campo no domínio do tempo é preciso converter a modulação de fase em

modulação de amplitude através, por exemplo, de um interferômetro. Outra maneira de detectar esta

modulação de fase consiste em analisar diretamente o espectro da luz transmitida. Contudo, devido

às baixas freqüências acústicas, isto requer o uso de analisadores de espectro do tipo Fabry-Perot.

Modos TR2m

Para a família de modos torsional-radial, o guia se comprime em uma direção enquanto se expande

na direção ortogonal (veja figura 6.2). Este movimento faz com que a variação do tensor dielétrico seja

positivo na direção de contração e negativo na direção de expansão (i.e., ∆ǫxx = −∆ǫyy). Conseqüen-

temente, a modulação do índice de refração é oposta para as polarizações x̂ e ŷ (i.e., ∆nx = −∆ny).
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Portanto pode-se escrever a equação 6.4 na forma

E (r, t) = Ψ (x, y)
(

a1 cos
[

βz − ωt + k0∆n (t) L
]

x̂ + a2 cos
[

βz − ωt − k0∆n (t) L
]

ŷ
)

(6.6)

Como a modulação de cada componente de polarização é distinta, a polarização do campo dado pela

eq. 6.6 oscila no tempo. Para converter esta modulação de polarização em modulação de amplitude,

basta inserir um polarizador depois da fibra. A função deste elemento será projetar as duas compo-

nentes ortogonais do campo em uma mesma direção. Se a direção deste polarizador for girada por

um ângulo α̂ em relação aos eixos x̂, ŷ, o campo após o polarizador será dado por

Eα (r, t) = E (r, t)·α̂ = Ψ (x, y)
[

a1 cos
[

βL − ωt + k0∆n (t) L
]

(x̂ · α̂) + a2 cos
[

βL − ωt − k0∆n (t) L
]

(ŷ · α̂)
]

Para um campo de entrada linearmente polarizado a 45◦ (a1 = a2 = 1), o ideal é escolher α = −45◦

(ortogonal à polarização de entrada na fibra). Neste caso o campo a equação acima é simplificada e o

campo de saída é modulado em amplitude,

E−45◦ (r, t) = −2Ψ (x, y)
√

2
sin (βL − ωt) sin [k0∆n (t) L] . (6.7)

Portanto, para observar o espalhamento dos modos TR2m, os dois estados de polarização da fibra

atuam como os braços independentes de um interferômetro. O polarizador na saída é o elemento

necessário para observar-se o padrão de interferência em razão da ortogonalidade dos estados.

6.2.4 Montagem experimental

Para detectar a luz espalhada pelos modos acústicos, deve-se montar um experimento que trans-

forme a modulação de fase ou polarização induzida pelos modos em uma modulação de amplitude.

Em ambos casos é necessário fazer o batimento da luz modulada com uma amostra de referência da

luz emitida pelo laser utilizado (heterodyne detection).

Espalhamento polarizado: família R0m

Neste caso, pode-se detectar a modulação de fase utilizando um interferômetro Mach-Zehnder

com a fibra a ser investigada em um dos seus braços [84, 98]. Outra maneira de detectar esta modula-

ção de fase pura é utilizando um interferômetro de Sagnac [101]. Na figura 6.3 é ilustrado o diagrama

experimental de um interferômetro do tipo Mach-Zehnder tipicamente utilizado para estas medidas.

A necessidade de introduzir o braço de referência torna as medidas do espalhamento induzido por es-

tes modos mais difícil que os modos TR2m. Por conveniência, as medidas apresentadas neste capítulo
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Fig. 6.3: Diagrama da montagem experimental para medida do espalhamento polarizado. PC1: con-
trolador de polarização, BS: divisor de feixe, O1,2,O

′
1,2: objetivas de microscópio, λ/4 : lâmina quarto

de onda, PD: fotodiodo

Fig. 6.4: Diagrama da montagem experimental para medida do espalhamento inter-polarizado. PC1:
controlador de polarização, O1,2,O

′
1,2: objetivas de microscópio, λ/4 : lâmina quarto de onda, Pol.:

polarizador, PD: fotodiodo.

se concentram nos modos TR2m cuja montagem experimental é detalhada abaixo.

Espalhamento inter-polarizado: família TR2m

Quando a luz espalhada tem sua polarização modulada, a situação é bem mais simples experi-

mentalmente. Para converter a modulação de polarização em modulação de amplitude, basta inserir

uma lâmina λ/4 seguida de um polarizador na saída da fibra. Esta técnica é comumente utilizada em

moduladores de amplitude baseados em cristais eletro-ópticos [82]. A figura 6.4 ilustra o diagrama

experimental tipicamente utilizado para estas medidas.

Um laser de diodo de cavidade externa (largura de linha ∼150 KHz) com potência da ordem de

alguns mW tem seu estado de polarização ajustado para polarização linear utilizando um controlador

de polarização do tipo ”Mickey Mouse” (PC1). Posteriormente, a luz é colimada utilizando a objetiva

de microscópio O1 (10×, NA 0.2) e focalizada utilizando outra objetiva O2. As características da

objetiva O2 dependem do tipo de fibra a ser investigada, podendo variar entre (10×, NA 0.2) para uma

fibra convencional, até (60×, NA 0.8) para uma PCF altamente não-linear. Após se propagar pela

fibra, a luz passa por uma lâmina λ/4, ajustada para converter o estado de saída, em geral elíptica,
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para quase-linear. Em seguida a luz passa por um polarizador que é ajustado para deixar a menor

quantidade possível de luz passar. Esta condição minimiza a potência média incidente no fotodiodo

e minimiza o ruído shot gerado no fotodiodo (PD). A corrente gerada pelo fotodiodo é analisada em

um analisador de espectro de radio-freqüência (RF Spectrum analyser).

Espectro de espalhamento

A densidade espectral do sinal medido no fotodiodo é proporcional à densidade espectral do

campo espalhado [102]. Como a modulação induzida pelos modos acústicos é pequena (δm ≪ 1),

pode-se utilizar a seguinte aproximação (desprezando a fase global βL),

E−45◦ (r, t) ∝ sin (ωt) sin [δm sin (Ωmt)] ≈ δm sin (ωt) sin (Ωmt) (6.8)

O espectro deste sinal medido pelo analisador de RF é dado pela transformada de Fourier da função

de autocorrelação do campo elétrico [102],

S ω
(

ω′
)

=
1

2π

∫

R0 (τ) eiω′τdτ. (6.9)

A função de autocorrelação é calculada como

R0 (τ) = lim
T→∞

∫ T

−T

E∗ (t) · E (t + τ) dt. (6.10)

O efeito da dissipação dos modos acústicos é introduzido assumindo que a função de autocorrelação

decai exponencialmente no tempo, R (τ) = R0 (τ) e−Γ|τ| [102]. Pelo teorema da convolução, o espectro

do sinal medido será dado por

S (m)
ω (Ω) ∝ |δm|2

1
4π

(

Γm

(Ω −Ωm)2 + Γ2
m

+
Γm

(Ω + Ωm)2 + Γ2
m

)

.

sendo Ω = ω′ − ω. O espectro total é obtido somando a contribuição de todos os modos acústicos,

F (Ω) ∝ ∑

m

|δm|2
4π

(

Γm

(Ω − Ωm)2 + Γ2
m

+
Γm

(Ω + Ωm)2 + Γ2
m

)

(6.11)

A curva preta na figura 6.5 mostra o espectro de espalhamento inter-polarizado medido para uma

fibra óptica convencional (Corning SMF-28) com 10 metros de comprimento. Cada pico de espalha-

mento está associado a um modo da família TR2m. Note que a amplitude dos picos é gradualmente
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Fig. 6.5: Comparação entre o espectro de co-espalhamento despolarizado de uma fibra óptica conven-
cional (Corning SMF28 - em preto) e a dependência espectral do coeficiente de acoplamento para os
modos de um cilindro de sílica 125 µm de diâmetro externo e núcleo de 8.2 µm.

reduzida para freqüências mais altas; existem dois fatores que contribuem para este comportamento.

Primeiro, quanto maior a freqüência do modo acústico, maior o vetor de onda transversal associado

ao mesmo. Baseando-se na figura 6.6, pode-se entender qualitativamente este comportamento: os

modos de ordem mais alta exibem uma oscilação radial cada vez mais rápida, quando esta oscilação

ocorre em uma escala menor que o diâmetro do modo óptico da fibra, o argumento da integral de

overlap oscila rapidamente. Como conseqüência, o resultado da integração radial é reduzido, dimi-

nuindo o coeficiente de acoplamento. Segundo, como a excitação destes modos é de origem térmica

a amplitude de cada modo escala com o inverso da freqüência (veja eq. 5.30) contribuindo para a

redução da perturbação induzida pelos modos de alta freqüência. Na mesma figura, a curva verme-

lha representa o espectro calculado de acordo com a teoria de perturbação discutida acima. Como

pode-se notar, a concordância com os resultados experimentais é ótima.

6.3 Fibras de cristal fotônico

A presença dos buracos de ar na seção transversal das fibras de cristal fotônico perturba substanci-

almente a propagação das ondas acústicas. Isto acontece porque as ondas acústicas que se propagam

no vidro são fortemente espalhadas ao encontrarem as interfaces livres dos buracos de ar. Neste pro-

cesso de espalhamento ocorre uma mistura das polarizações acústicas e, portanto, os modos não serão

puramente radiais ou torsionais-radiais, entretanto, ainda será possível identificar famílias de modos

análogos. Como os modos envolvidos no processo de co-espalhamento possuem βac = 0, pode-se

interpretar os modos como ressonâncias de uma cavidade bi-dimensional. Para cada ressonância

associa-se um comprimento de onda transversal, dado pelo inverso do vetor de onda transversal,
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Fig. 6.6: Sopreposição entre o modo óptico (curva preta) e a perturbação induzida pelos modos
TR21(curva vermelha) e o modo TR2,22 (curva verde).

λt =
2π
kt

. Para frações de ar suficientemente baixas, os valores de λt se degeneram para os valores

de uma cavidade circular com diâmetro D. Existem dois limites nos quais os modos acústicos de

PCFs se comportam distintamente: um deles ocorre quando a fração de ar na casca periódica é baixa;

o outro quando a fração de ar é muito alta, como em PCFs altamente não-lineares. A seguir serão

mostrados alguns modos de uma PCF com baixa fração de ar.

6.3.1 Baixa fração de ar

Quando a fração de ar na casca da PCF é pequena, os modos acústicos confinados pela casca ex-

terna podem penetrar a casca periódica. Para os modos de baixa freqüência, o comprimento de onda

transversal é grande, geralmente muito maior que as dimensões típicas da estrutura da casca periódica.

Estes modos penetram na casca sem sofrer muito espalhamento. Quando aumenta-se a freqüência dos

modos, o comprimento de onda transversal diminui até ficar com a mesmas dimensões características

que definem a estrutura periódica na casca. Estes modos ainda penetram na casca, porém, são forte-

mente espalhados. A figura 6.7 mostra três modos da família quase-R0m para uma PCF com diâmetro

da casca externa D = 30 µm, Λ = 1.53 µm, e diâmetro dos buracos da cascadclad = 0.82 µm. A parte

(a) mostra o modo quase-R01(Ω = 117 MHz), a parte (b) o modo quase-R05 (Ω = 890 MHz) e em (c)

o modo quase-R07 (Ω = 1224 MHz). Nesta figura pode-se notar o efeito do espalhamento da casca

periódica através da simetria radial dos modos. Enquanto o modo quase-R01 tem uma simetria radial

quase perfeita, o modo quase-R07 é fortemente espalhado pela casca periódica e tem simetria radial

quebrada. De fato, este último modo já apresenta a simetria C6 da casca periódica.
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Fig. 6.7: Modos acústicos de uma PCF com baixa fração de ar na casca, diâmetro externo D = 30
µm, Λ = 1.53 µm, e d = 0.82 µm. A parte (a) mostra o modo quase-R01(Ω = 117 MHz), a parte (b) o
modo quase-R05 (Ω = 890 MHz) e em (c) o modo quase-R07 (Ω = 1224 MHz)

Fig. 6.8: Imagens SEM da região próxima ao núcleo das PCFs investigadas. As barras brancas na
imagem correspondem a 1 µm; Os núcleos destas fibras possuem, aproximadamente, 1.7 µm de diâ-
metros.

6.4 PCF com núcleo tubular

Nesta seção serão apresentados resultados experimentais e teóricos a respeito do co-espalhamento

espontâneo das PCFs com núcleo tubular que foram apresentadas no capítulo 3. Como foi demons-

trado, a presença do buraco no centro do núcleo altera fortemente a distribuição espacial do campo

eletromagnético, em particular a região de maior intensidade do campo se concentra no interior do

buraco de ar. A presença do buraco no centro do núcleo também altera, substancialmente, a defor-

mação induzida pelos modos acústicos. Por exemplo, a condição de contorno na superfície deste

buraco é de tensão nula e, portanto, as ondas acústicas não irão penetrar no mesmo. O resultado desta

combinação é uma redução da interação acusto-óptica entre os modos acústicos de alta freqüência e

o modo óptico fundamental destas fibras.

Foram investigadas experimentalmente, utilizando a montagem da figura 6.4, duas fibras distintas:
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Fig. 6.9: Espectro de espalhamento despolarizado para as PCFs mostradas na Fig. 6.8. A escala
vertical é logarítmica. Em (a) pode-se identificar fortes picos de espalhamento provenientes de modos
acústicos da casca (∼ 250 MHz), mas também picos de alta freqüência em torno de 1.53 GHz. Em
(b), apesar das ressonâncias da casca (∼ 250 MHz) serem tão fortes quanto em a), nenhum pico é
observado em altas freqüências.

uma PCF convencional, altamente não-linear, com um núcleo sólido de 1.78 µm (Fig. 6.8a) e outra

PCF, também altamente não-linear com núcleo de 1.68 µm porém com um buraco no centro do núcleo

de, aproximadamente, 350 nm (Fig. 6.8b)2. Para permitir a comparação direta dos espectros medidos

em cada uma das fibras foram escolhidas fibras com o mesmo comprimento efetivo, aproximada-

mente ∼ 8 metros. Os resultados destas medidas podem ser vistos na figura 6.9. Nota-se que apesar

das duas fibras apresentarem picos de espalhamento de baixa freqüência (∼250 MHz) com similar

amplitude, os modos de alta freqüência (associados ao movimento do núcleo), não são observados no

espectro da figura 6.9b. Esta observação sugere que a presença do buraco central reduz a eficiência

de acoplamento acusto-óptica para os modos de alta freqüência.

Para investigar se a supressão dos picos de espalhamento estaria mesmo associada ao pequeno

buraco no núcleo, foram feitas simulações numéricas do modo óptico e dos modos acústicos destas

estruturas, para as quais foi utilizado o método dos elementos finitos descrito no apêndice H. Utili-

zando estes modos, o espectro de espalhamento foi calculado segundo a equação 6.11. Na Fig. 6.10b

são mostrados os resultados deste cálculo para uma PCF com a geometria aproximada mostrada na

Fig. 6.10a com e sem o buraco central.

As figuras 6.11a&b mostram a distribuição espacial dos modos acústicos destacados na Fig. 6.10,

sendo que a escala de cores representa a distribuição espacial do elemento ∆ǫ6 do tensor de perturba-

ção para o modo da fibra com e sem o buraco, ressaltando a forte mudança causada nos acústicos. Ao

comparar os gráficos da Fig. 6.11a com aquelas da Fig. 6.11b e 6.11d, pode-se perceber que o pe-

queno buraco no núcleo transforma substancialmente a perturbação da constante dielétrica na região

2A fibra de núcleo sólido foi escolhida por ser, entre as disponíveis, aquela cuja estrutura mais assemelhava-se a da
fibra com núcleo tubular.
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(a) Geometria utilizada nas simulações. A
fibra com núcleo sólido é obtida preen-
chendo o buraco central com vidro.
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(b) A curva vermelha corresponde à fibra sem o buraco
central e a curva azul com o buraco central. Os círcu-
los em preto indicam os modos que se acoplam mais
fortemente com a luz, suas distribuições espaciais são
mostradas na figura 6.11.

Fig. 6.10: Geometria utilizada nas simulações e espectro de espalhamento calculado pela eq. 6.11.

do núcleo. Em razão desta redistribuição das tensões acústicas, e da redistribuição do modo óptico

(discutida em detalhe no capítulo 3), o acoplamento acusto-óptico é reduzido nestas fibras.

Pode-se concluir que a presença do buraco central em uma fibra, pode reduzir substancialmente

o espalhamento por modos acústicos confinados no núcleo. Se estes resultados forem associados

a outras técnicas para eliminar o espalhamento dos modos de casca , pode-se obter uma fibra inte-

ressante para aplicações nas quais este espalhamento é uma fonte de ruído (e.g., experimentos de

noise-squeezing [91, 92, 93, 87] em fibras ópticas).

6.5 PCFs altamente birrefringentes

Em diversas aplicações de fibras de cristal fotônico é desejável ter um estado de polarização

estável. A maneira mais simples de criar esta estabilidade é criando deformações geométricas que

quebram a degenerescência do modo óptico fundamental. Nesta seção serão apresentados resultados

experimentais e teóricos sobre co-espalhamento Brillouin em PCFs altamente birrefringentes. Em

PCFs, a maneira mais trivial de introduzir a birrefringência é substituindo os tubos de vidro adjacentes

ao núcleo por bastões (ou tubos com diferentes diâmetros internos). A figura 6.12 mostra imagens

de microscopia eletrônica de um conjunto de fibras birrefringentes obtidas desta forma. Estas fibras

foram fabricadas a partir da mesma preforma. As diferentes geometrias foram obtidas pressurizando-

se os buracos de ar durante o puxamento das fibras. Como resultado, obtém-se fibras que apresentam,
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(a) Ω = 1.56 GHz

(b) Ω = 1.415 GHz

Fig. 6.11: Modos acústicos e perturbação ∆ǫ6 calculados numericamente.
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Fig. 6.12: Imagens SEM da seção transversal das fibras investigadas; as figuras estão todas na mesma
escala.

aproximadamente, a mesma estrutura geométrica e dimensão do núcleo, porém com diferentes frações

de ar e diâmetro da casca periódica. A fração de ar varia, aproximadamente, de 26% a 85%. Na tabela

6.1 são mostrados os parâmetros geométricos médios das fibras da Fig. 6.12.

6.5.1 Experimentos

Os resultados experimentais obtidos utilizando a montagem da Fig. 6.4 são mostrados na Fig.

6.13. A fração de ar aumenta do gráfico superior para o inferior. Distingui-se facilmente dois con-

juntos de modos acústicos nesta figura: o primeiro é composto por modos de baixa freqüência ( <

Fibra núcleo (µm) Λ (µm) Fração de ar (%)
largura altura

#1 5.6 2.2 1.5 26
#2 6.1 1.8 1.9 53
#3a 6.0 1.35
#3b 5.9 1.3 2.1 70
#3c 5.8 1.3
#4 6.6 1.2 3.2 85

Tab. 6.1: Parâmetros geométricos médios das fibras da Fig. 6.12.
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Fig. 6.13: Espectro de co-espalhamento Brillouin para quatro PCFs (os parâmetros geométricos são
mostrados na tabela 6.1) e imagens SEM das fibras. Ressonâncias da casca externa e da casca perió-
dica aparecem abaixo de 1.1 GHz e ressonâncias do núcleo aparecem acima. Os modos confinados
pela casca periódica são marcados com as letras a—d.

1 GHz, ao lado esquerdo da linha pontilhada vertical). O segundo conjunto é composto por modos

menos convencionais de alta freqüência ( > 1 GHz, ao lado direito da linha pontilhada vertical) e só

são evidentes a partir da PCF#2.

Na PCF #1 (gráfico superior, com a menor fração de ar) o espectro de espalhamento não distingui-

se muito do espectro observado em uma fibra convencional, com a presença de diversos picos, den-

samente distribuídos, na região de freqüências menores que 1 GHz. Para frações de ar mais altas, a

penetração dos modos confinados pela casca externa é reduzida. Simultaneamente, o contraste de pro-

priedades mecânicas entre a casca periódica e a matriz de sílica aumenta, originando modos acústicos

confinados pela casca perfurada. Por exemplo, no espectro de espalhamento da PCF #2 pode-se notar

uma diversidade de picos de espalhamento, alguns espaçados densamente, outros esparsamente, isto

é um reflexo da interação acusto-óptica simultânea com ambas as classes de modos. Para a PCF#3,

os modos da casca externa já não conseguem penetrar a região perfurada, como resultado, os picos

esparsos, que estão associados à modos acústicos confinados pela interface entre a casca periódica e

a matriz de sílica, se destacam de forma proeminente.

Por outro lado, quando aumenta-se a fração de ar na casca, modos de alta freqüência (> 1 GHz)

começam a aparecer no espectro. Para a PCF#2 (Fig. 6.13, curva azul) existem picos fracos loca-
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Fig. 6.14: Espectro de espalhamento e geometria das PCF#3a. #3b e #3c.

lizados em 1.375 GHz e alguns entre 1.7 e 1.9 GHz. Para a PCF#3c (Fig. 6.13, curva vermelha)

existem picos proeminentes em 1.466 e 1.62 GHz. A PCF#4 exibe um espectro similar com picos

proeminentes em 1.218 e 1.433 GHz. Estes modos de alta freqüência estão associadas a vibrações do

núcleo da fibra e das células individuais da estrutura periódica da casca.

Para melhor analisar o comportamento dos picos de alta freqüência, a PCF#3 foi investigada com

mais detalhe. Três fibras foram puxadas com geometrias bastante similares, PCF#3a, #3b e #3c, os

espectros de espalhamento medidos são mostrados na figura 6.14 junto às imagens de microscopia

eletrônica das mesmas. Apesar dos picos de baixa freqüência distinguirem-se muito pouco entre as

três curvas, é notável o deslocamento para o azul dos picos de alta freqüência quando muda-se da

PCF#3a para a PCF#3c. O deslocamento das freqüências sugere a extrema sensibilidade destes modo

às dimensões da fibra. Todavia, a variação suave entre as curvas exibidas na Fig. 6.14 mostram que é

possível realizar uma sintonia fina das freqüências de ressonância.

6.5.2 Simulações

Para mostrar que a argumentação qualitativa sobre a natureza dos picos de espalhamento é válida,

os modos acústicos e ópticos das PCFs #1 e #4 foram simulados numericamente através do FEM.

Utilizando a teoria de ondas acopladas apresentada no capítulo 5 consegue-se identificar os modos

acústicos que espalham a luz. O espectro de espalhamento obtido teoricamente apresenta ótima con-

cordância com os resultados experimentais.
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(a) Geometria realística utilizada nas
simulações.

(b) Malha triangular utilizada nas si-
mulações

Fig. 6.15: Geometria e malha utilizada no cálculo dos modos da PCF#1. A casca externa da fibra (não
mostrada nas figuras) possui 110 µm.

PCF #1

A geometria utilizada nas simulações da PCF #1 são mostradas na Fig. 6.15, os índices de refração

efetivos calculados para as duas polarizações do modo óptico da PCF #1 são: ne f fx
= 1.41588 e ne f fy =

1.41450, correspondendo à uma birrefringência ∆n = 1.38 × 10−3. A distribuição espacial do campo

elétrico destes dois modos é mostrada na figura 6.16, a linha superior mostra o modo x̂-polarizado e

a linha inferior mostra o modo ŷ-polarizado. Portanto, os modos acústicos que satisfazem a condição

de phase-matching para espalhamento inter-polarizado, são aqueles com βac = k0∆n = 5585 m−1.

Na Fig. 6.17 são mostrados os espectros da luz espalhada observados experimentalmente (linha

vermelha) junto ao calculado com a eq. 6.11, utilizando δm = K
(m)
12 (linha azul). De fato, pode-se

notar uma excelente concordância com os resultados experimentais, indicando a validade da teoria e

a precisão dos métodos numéricos utilizados.

No lado esquerdo das figuras 6.18 e 6.19 são mostradas a distribuição espacial
√

u2
x + u2

y dos

modos destacados por linhas pontilhadas verticais na figura 6.17. Em razão do perfil de deslocamento

dos modos acústicos quase-TR2m, a maior contribuição para o coeficiente K
(m)
12 vem do elemento do

tensor de perturbação∆ǫ6. Logo, no lado direito das figuras 6.18 e 6.19, são mostradas as distribuições

espaciais dos respectivos elemento ∆ǫ6 (x, y). Os modos mostrados na figura 6.18 são confinados

confinados pela casca externa da fibra e suas freqüências de ressonância escalam com o diâmetro

desta casca. Apesar de não ser mostrado aqui, foi feito o cálculo do espectro de espalhamento para

diferentes diâmetros da casca externa, permitindo-se verificar esta afirmação. Por exemplo, quando o

diâmetro da casca externa foi reduzido à metade do seu valor original, a freqüência de todos os picos

de baixa freqüência eram, aproximadamente, dobradas.

Por outro lado, o modo mostrado na figura 6.19 é uma ressonância simultânea do núcleo e da
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Fig. 6.16: Componentes do campo elétrico para os modos ópticos da PCF#1. Da esquerda para direita
estão, ℜ{Ex} ,ℜ

{

Ey

}

,ℑ {Ez}. A linha superior corresponde ao modo x̂-polarizado, ne f f = 1.41588,
e a linha inferior ao modo ŷ-polarizado, com ne f f = 1.41450.
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Fig. 6.17: Comparação entre os resultados experimentais observados para a PCF#1 e a previsão teórica
obtida com a teoria de modos acoplados. As linhas verdes pontilhadas indicam os modos que serão
mostrados nas figuras 6.18 e 6.19.
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(a) Ω = 298 MHz

(b) Ω = 516 MHz

Fig. 6.18: Distribuição espacial dos modos confinados pela casca externa e perturbação da constante
dielétrica da estrutura mostrada na Fig. 6.15.
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Fig. 6.19: Distribuição espacial do modo de maior acoplamento (Ω = 893 MHz) e perturbação da
constante dielétrica da estrutura mostrada na Fig. 6.15.

casca periódica. Este modo é confinado em razão do contraste de propriedades mecânicas entre

o núcleo da fibra e a casca perfurada (veja Fig. 6.19). No entanto, este modo penetra na casca

periódica, acoplando-se às vibrações da casca e, posteriormente, refrata para região sólida de sílica.

Este ”vazamento” de energia para casca sólida pode ser notado na figura 6.19. Esta hipótese também

foi verificada analisando o espectro de espalhamento para diferentes diâmetros da casca externa. Por

exemplo, no limite em que a casca externa é adjacente à casca periódica, a freqüência deste modo

difere apenas 0,6 % em relação a situação com a casca externa de 110 µm (887 MHz comparado com

892 MHz). Esta diferença desprezível sugere que, de fato, estes modos são ressonâncias acopladas

do núcleo e da casca periódica.

PCF #4

Os índices de refração efetivos calculados para as duas polarizações do modo óptico fundamental

da PCF #4, utilizando a geometria da Fig. 6.20(a), foram: ne f fx
= 1.36462, ne f fy = 1.35366, corres-

pondendo à uma birrefringência ∆n = 1.095 × 10−2. A distribuição espacial do campo elétrico destes

dois modos é mostrada na figura 6.21. A linha superior mostra o modo x̂-polarizado (quase-HEx
11) e

a linha inferior, o modo ŷ-polarizado (quase − HE
y

11).

Na Fig. 6.22 é mostrado o espectro da luz espalhada observado experimentalmente (linha verme-

lha) junto ao calculado com a eq. 6.11 utilizando δm = K
(m)
11 +K

(m)
22 (linha azul). O cálculo do espectro

foi feito utilizando os modos ópticos e acústicos da estrutura real mostrada na figura 6.20. Apesar

da boa concordância entre os resultados teóricos e experimentais, os modos acústicos que mais se

acoplam com a luz, não são possuem uma simetria exata. Isto é uma conseqüência das distorções da

estrutura real mostrada na Fig. 6.20(a).

Para se apreciar a distribuição dos modos desta estrutura, foi elaborada uma estrutura similar,
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(a) Geometria realística. (b) Geometria idealizada (em preto) so-
breposta aos contornos da geometria
real (em vermelho). O último anel de
buracos de ar foi removido da estrutura
real.

Fig. 6.20: Geometria e malha utilizada no cálculo dos modos da PCF#4. A geometria da esquerda
representa a estrutura real da fibra, a casca externa da fibra (não mostrada na figura) possui 100 µm.

Fig. 6.21: Componentes do campo elétrico para os modos ópticos da PCF#4. Da esquerda para direita
estão, ℜ{Ex} ,ℜ

{

Ey

}

,ℑ {Ez}. A linha superior corresponde ao modo x̂-polarizado, ne f f = 1.36462,
e a linha inferior ao modo ŷ-polarizado, com ne f f = 1.35366.
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Fig. 6.22: Comparação entre os resultados experimentais observados para a PCF#4 e a previsão teó-
rica obtida com a teoria de modos acoplados. Os círculos em magenta indicam os modos que serão
mostrados nas figuras 6.18 e 6.19.

porém, perfeitamente simétrica e regular (veja Fig. 6.20(b)). A figura 6.23 mostra alguns modos

da estrutura simétrica cuja freqüência é próxima daqueles que aparecem de forma pronunciada no

espectro de espalhamento da Fig. 6.22.

Note que os dois modos à esquerda estão compactamente confinados na região do núcleo da

fibra, isto sugere que a propagação na casca periódica não é permitida na freqüência destes modos.

Para verificar esta possibilidade, foram utilizadas condições periódicas de contorno para se calcular a

estrutura de bandas da casca da PCF#4. A Fig. 6.24(a) mostra a célula unitária utilizada nos cálculos e

a Fig. 6.24(b) mostra a estrutura de bandas fonônicas para propagação no plano (βac = 0). As regiões

hachuradas na Fig. 6.24(b) indicam as faixas de freqüência que ocorrem band-gaps fonônicos. As

faixas de freqüência (em MHz) compreendidas pelos gaps são: 717 < ∆Ω1 < 889, 951 < ∆Ω2 < 1127

e 1203 < ∆Ω3 < 1243. Estas faixas de freqüência também são hachuradas na Fig. 6.22, permitindo

notar quais modos acústicos estão dentro do band-gap. No que a freqüência dos modos à esquerda

na Fig. 6.23 estão, de fato, dentro do band-gap fonônico.
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Fig. 6.23: Distribuição espacial dos modos acústicos
(√

u2
x + u2

y

)

da estrutura idealizada (6.20(b)).

Os dois modos à esquerda estão dentro do band-gap da casca periódica, portanto, não penetram na
mesma. O modo à direita, está fora do band-gap e, nitidamente, penetra na casca periódica.

(a) Geometria da célula unitária utilizada
para calcular a estrutura de bandas da PCF#4.
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(b) Diagrama de bandas fonônicas. A célula unitária
utilizada neste cálculo corresponde à casca da estru-
tura idealizada.

Fig. 6.24: Geometria da célula unitária e estrutura de bandas fonônicas da PCF#4.
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6.6 Conclusões

Foram apresentados os aspectos fundamentais que regem o co-espalhamento Brillouin em fibras

ópticas. O modelo simples do guia cilíndrico foi evocado para ilustrar a física envolvida neste pro-

cesso. A interação acusto-óptica em diferentes tipos de PCF foi estudada; foram descobertas as

seguintes propriedades:

• O co-espalhamento Brillouin, causado por modos de alta freqüência, pode ter sua eficiência

reduzida por um fator 5 utilizando as PCFs com buraco central no núcleo. Esta redução foi

atribuída à redistribuição de energia dos modos ópticos e acústicos nesta fibra.

• As PCFs altamente birrefringentes não apresentaram espectros de espalhamento acústico consi-

deravelmente diferentes de PCFs tradicionais. No entanto, o estudo feito com diferentes frações

de ar permitiu o entendimento completo do papel da casca externa e da casca periódica nos mo-

dos acústicos que interagem com a luz. Sobretudo, a análise das diversas fibras permitiu a

identificação de modos acústicos confinados por band-gaps fonônicos completos (que também

existem em fibras com baixa birrefringência).

Estes resultados indicam o universo de possibilidades que estas fibras oferecem para o estudo da

interação acusto-óptica. Em particular, é importante ressaltar que as altas freqüências dos modos

acústicos, associados ao confinamento compacto destes modos (como na Fig. 6.23), pode permitir o

desenvolvimento de dispositivos acusto-ópticos de alto desempenho.
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Capítulo 7

Controle coerente de modos acústicos

7.1 Introdução

Quando a intensidade luminosa é suficientemente alta, a luz deixa de ser um mero instrumento de

observação dos modos vibracionais da matéria. Nesta condição, a luz espalhada espontaneamente pe-

los modos vibracionais do material interfere com a luz de excitação, gerando batimentos cujo período

é igual ao período vibracional. Este termo de batimento é capaz de estimular coerentemente o modo

vibracional em questão, dando origem aos processos de espalhamento estimulado [40, 103]. Nas úl-

timas duas décadas se tornou possível controlar precisamente a amplitude destas vibrações utilizando

pulsos ópticos cuja amplitude e fase foram especialmente preparados.

Demonstrações deste ”controle coerente" foram reportados, por exemplo, sobre pares elétron-

buracos (excitons) em poços quânticos [104], vibrações de THz em cristais [105], fotoisomerização

de moléculas retinais [106], ionização multi-fótons [107] e, recentemente, em micro-cavidades ópti-

cas [108]. Simultaneamente ao desenvolvimento destas técnicas de controle, o avanço dos processos

de fabricação de estruturas na micro e nano-escala reacendeu o interesse neste campo. A pequena di-

mensão destas estruturas favorece o aumento das freqüências de vibração [109] e a maior susceptibi-

lidade das mesmas a forças de origem óptica [110], possibilitando a ocorrência de efeitos não-lineares

de caráter mecânico em níveis moderados de potência óptica [111]. Neste capítulo será estudado o

controle coerente de modos vibracionais e também demonstrado que é possível realizar tal controle

sobre os modos vibracionais de fibras de cristal de fotônico altamente não-lineares (núcleo ∼ 1 µm).1

1Parte deste capítulo foi publicada em ”Raman-like scaterring from Acoustic Phonons in Photonic Crystal Fibers”.
Outra parte foi aceita para publicação na revista Physical Review Letters.
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7.2 Eletrostrição

A excitação óptica de modos acústicos em materiais isotrópicos pode ocorrer por causa da absor-

ção óptica ou pela da força de eletrostrição [86, 112, 113]. Como a sílica é um material altamente

transparente na região espectral de interesse, pode-se ignorar a primeira possibilidade e considerar

apenas a força de eletrostrição. No apêndice E é deduzida a equação de onda para o vetor desloca-

mento na presença da força de eletrostrição, o resultado é dado pela eq. E.9,

∂2u

∂t2
+

(

V2
s +
η44

ρ
∂t

)

∇ × (∇ × u) −
[

V2
l +
η11

ρ
∂t

]

∇ (∇ · u) =
Fst (r, t)
ρ
, (7.1)

sendo que a força de eletrostrição é dada pela expressão (eq. D.17),

Fst (r, t) =
γ12

2
∇ (E · E) + γ44∇ · (E · E⊺) . (7.2)

7.2.1 Força de eletrostrição

Considerando-se que o campo elétrico viaja no modo fundamental do guia de onda, pode-se es-

crever

E (r, t) = E (t)Ψ (r) (7.3)

sendo que E(t) = E0

√

f (t) representa a dependência temporal do campo elétrico e a função f (t)

representa o envelope da potência do pulso óptico2; o vetor Ψ (r) representa a distribuição espacial

do campo eletromagnético. Para analisar espacialmente a força de eletrostrição, separa-se as depen-

dências espacial e temporal da mesma (veja apêndice D.3),

Fst (r, t) =
[

|E0|2 f (t)
]

︸       ︷︷       ︸

Fst(t)

[
γ12

2
∇ (Ψ ·Ψ∗) + γ44∇ ·

(

Ψ ·Ψ†
)]

︸                                      ︷︷                                      ︸

Fst(r)

. (7.4)

No apêndice D.4 a expressão geral para a força de eletrostrição em coordenadas cilíndricas (eq. D.23)

é deduzida para uma polarização arbitrária para o modo óptico,

|Ψ〉 = α1

2
exp (iβ1z + φ1)Ψ1 +

α2

2
exp (iβ2z + φ2)Ψ2 + c.c.

2Introduzimos a raiz quadrada da função f (t) para que a mesma represente o envelope da potência do pulso óptico
∝ E2 (t).
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Fig. 7.1: Distribuição espacial das componentes da força de eletrostrição para um campo óptico po-
larizado ao longo da direção x̂. À esquerda temos o termo ∝ γ12∇ (|Ψ〉 · |Ψ〉) e à direita o termo
∝ γ44∇ · (|Ψ〉 · 〈Ψ|).

Em particular, quando o laser de bombeio é acoplado no modo fundamental de guias cilíndricos,

pode-se supor que este é, aproximadamente, linearmente polarizado e possui simetria radial,

Ψ1,2 =






Ψ (r) x̂

Ψ (r) ŷ

Por exemplo, para o bombeio acoplado na polarizaçãoΨ1 = Ψx̂ (i.e., α1 = 1,α2 = 0) a expressão para

a força de eletrostrição reduz-se a,

Fst = Ψ∂rΨ
{[

γ12 + γ44 (1 + cos 2θ)
]

r̂ + (γ44 sin 2θ) θ̂
}

(7.5)

Na figura 7.1 são mostradas as distribuições espaciais dos termos da força proporcionais a γ12 (à

esquerda) e dos termos proporcionais a γ44 (à direita). Não é obvio na equação 7.5, mas os termos

proporcionais a γ44 apontam na direção x̂, como é mostrado no apêndice D.4 e pode-se notar na figura

7.1.

7.2.2 Excitação impulsiva de modos

Quando pulsos ópticos cuja duração é bem menor que o período de vibração dos modos acústicos

se propagam por uma fibra, seus modos acústicos são excitados impulsivamente. Para resolver a

eq. 7.1 para o vetor deslocamento, expande-se este e o tensor de deformação em termos do modos
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normais de vibração,

u (r, t) =
∑

m

Am (t) um (x, y) eiΩmt + c.c.

S (r, t) =
∑

m

Am (t) Sm (x, y) eiΩmt + c.c.

Substituindo estas expressões na equação 7.1, é possível encontrar uma equação para a evolução

temporal dos coeficientes da expansão [100, 113]

∂2Am

∂t2
+ 2
∂Am

∂t
(iΩm + Γm) + 2iΩmΓmAm = Bm (t) , (7.7)

sendo que Γm =
η11

2ρ

(
Ωm

cl

)2
representa a atenuação temporal dos modos; os coeficientes de excitação

são dados pela projeção da força de eletrostrição sobre os modos acústicos

Bm (t) =
f (t)
ρ

〈um|Fst (r)〉
〈um|um〉

=
f (t)
ρ

∫

u∗m · Fst (r) dA
∫

u∗m · umdA
(7.8)

Para resolver a eq. 7.7 introduz-se a transformada de Fourier Am (t) =
∫ ∞
∞ Ãm (Ω) eiΩtdΩ. Para a

excitação impulsiva, aproxima-se o pulso óptico por uma função delta,

f (t) = δ

(

t

t0

)

, (7.9)

onde foi introduzido o parâmetro t0 que garante que f (t) seja adimensional, este parâmetro estará

relacionado à energia do pulso óptico. Para excitação delta, a solução da equação 7.7 é a função

resposta do sistema, que é dada por (veja apêndice E.2)

u (r, t) = t0

∑

m

ΦmXm (t) um (x, y) . (7.10)

sendo que o coeficiente Φm = 〈um|Fst (r)〉 〈um|um〉−1 e a função temporal é dada por

Xm (t) = e−Γmt
sin

[ √

Ω2
m − Γ2

mt
]

√

Ω2
m − Γ2

m

Θ (t) (7.11)

na qual Θ (t) representa a função degrau, decorrente da condição de causalidade.
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Amplitude de excitação

A equação 7.10 mostra que a amplitude de oscilação dos modos acústicos depende de dois parâ-

metros, Φm e t0. O primeiro determina regras de seleção pois, dependendo das simetrias dos modos

ópticos e acústicos, irá permitir, ou não, a excitação de um modo acústico específico. O segundo

parâmetro define a energia do pulso óptico injetado no guia, para relacionar t0 diretamente com a

energia do pulso integra-se a potência óptica no tempo

Up =

∫ ∞

−∞
P (t) dt =

Ae f f

2
ε0n2c |E0|2 t0,

onde Ae f f representa a área efetiva do modo óptico (〈Ψ|Ψ〉), ε0 é a permeabilidade do vácuo, n é o

índice de refração do meio, c é a velocidade da luz no vácuo e E0 é a amplitude do campo elétrico.

Portanto, o parâmetro t0 é dado por

t0 =
2Up

ε0n2cAe f f |E0|2

Nesta expressão nota-se que para uma dada energia de pulso, o coeficiente de excitação escala com

o inverso da área efetiva do modo óptico e, portanto, revela a potencial vantagem de utilizar-se guias

com alto confinamento eletromagnético para intensificar a excitação.

7.3 Espalhamento da luz

Uma vez calculado o vetor deslocamento dos modos excitados pela eletrostrição, pode-se utilizar

a teoria de perturbação desenvolvida no capítulo 5 para calcular a modulação do índice de refração de

refração induzido pelas ondas acústicas. Se substituímos a expressão 7.10 na equação para o tensor

de perturbação

∆ǫ (x, y, t) = p : S (x, y, t) = t0

∑

m

ΦmXm (t) p : (∇um) (7.12)

A perturbação do índice de refração efetivo é dada pela teoria de perturbação (eq. F.22), o resultado

é,

∆ne f f (t) =
1

2ne f f

〈Ψ |∆ǫ (t)|Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉

Substituindo a expressão 7.12 na equação acima, obtém-se

∆ne f f (t) =
Up

ε0n2ρcne f f |E0|2
∑

m

[〈um|Fst〉
〈um|um〉

] [〈Ψ |p : (∇um)|Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉2

]

Xm (t) . (7.13)

Como a força de eletrostrição também é proporcional à ε0 (veja apêndice D.2.4) e ao quadrado da
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amplitude do campo elétrico (eq. 7.4), entre os parâmetros multiplicativos da eq. 7.13 é necessário

conhecer apenas: n, ne f f , Up, c, ρ. A área do modo acústico, 〈um|um〉, e do modo óptico ,〈Ψ|Ψ〉, podem

ser calculadas com bastante precisão utilizando soluções analíticas ou o método dos elementos finitos.

É importante notar que a modulação do índice de refração escala com o inverso destas quantidades,

portanto, em guias de onda que confinam simultaneamente os modos ópticos e acústicos, a modulação

do índice de refração pode ser, substancialmente, amplificada.

7.4 Excitação impulsiva dos modos de um cilindro

Em um guia de onda cilíndrico, a simetria angular dos modos ópticos e acústicos estabelece uma

regra de seleção para o coeficiente de excitação Φm. Utilizando os mesmos argumentos da seção 6.2,

é fácil mostrar que apenas os modos das famílias R0m e TR2m serão excitados. Os modos da família

R0m são excitados pelo termo ∝ γ12∇ (Ψ ·Ψ∗) da força de eletrostrição; já os modos da família TR2m

são excitados pelo termo ∝ γ44∇ ·
(

Ψ ·Ψ†
)

. Pode-se entender esta seletividade analisando o perfil do

vetor deslocamento destes modos (figuras 6.1 e 6.2) junto ao perfil dos respectivos termos da força de

eletrostrição (Fig. 7.1).

Os mesmos argumentos utilizados na seção 6.2, para explicar a redução dos picos de espalhamento

para os modos de alta freqüência, se aplicam para a eficiência de excitação da força de eletrostrição.

Quando os modos acústicos oscilam na escala do diâmetro óptico, o coeficiente de excitação tende

a se reduzir. Portanto, mesmo as famílias de modos que apresentam a mesma simetria da força de

eletrostrição, apresentarão baixa eficiência de excitação para os modos de ordem superior. Ao lado

esquerdo da figura 7.2, são mostrados os coeficientes de excitação, dados pela eq. 7.8, para os modos

da família R0m de uma fibra óptica cujo diâmetro da casca externa é variado (o diâmetro do modo

óptico é mantido fixo em dopt ∼ 8 µm). Quando o diâmetro externo é de 125 µm (curva preta), o

modo que sofre excitação máxima é o R08, entretanto diversos modos adjacentes a este são também

excitados. No outro extremo, quando a casca externa é reduzida para 10 µm (curva vermelha), o modo

R01 se torna o modo mais excitado. Sobretudo, a seletividade da excitação se torna notoriamente

singular: efetivamente, apenas o modo R01 é excitado.

Ao lado direito da figura 7.2 são mostradas as respostas temporais, calculadas utilizando a eq.

7.13, de uma fibra óptica com os dois valores supracitados para a casca externa. Como conseqüência

da seletividade de excitação, quando o diâmetro da casca é reduzido, a resposta temporal com a casca

de 10 µm (aproximadamente da mesma dimensão do modo óptico) é senoidal, em contraste com a

resposta mostrada na curva preta para uma fibra óptica com diâmetro externo de 125 µm. Note que a

amplitude máxima de modulação, em ambos os casos, é aproximadamente igual. No entanto, para a

fibra com casca de 10 µm, toda a energia está concentrada em um único modo acústico e, portanto, a
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Fig. 7.2: (a) Coeficiente de excitação dos modos acústicos para diferentes valores de diâmetro externo
de uma fibra óptica (o diâmetro do modo óptico é mantido fixo ∼ 8 µm); em preto d = 125 µm, em
verde d = 62.5 µm, em azul d = 25 µm, em vermelho d = 10 µm. (b) Resposta temporal normalizada
da perturbação do índice de refração da mesma fibra para d = 125 µm (curva preta) e d = 10 µm
(curva vermelha) fibra dada pela equação.

amplitude de vibração deste modo é bem maior que na fibra com 125 µm, em acordo com a depen-

dência ∝ 〈um|um〉−1 mostrada na equação 7.13. Dianov e colaboradores, em 1990, foram os primeiros

a cogitar que este tipo de excitação pode ocorrer durante a propagação de pulsos curtos em fibras

ópticas convencionais [112]. A teoria proposta foi capaz de explicar os resultados experimentais,

até então incompreendidos, observados por Smith e Mollenauer durante a propagação de sólitons em

longos enlaces de fibras ópticas [12].

7.5 Experimento: Excitação impulsiva em PCFs

Em uma fibra convencional, como mostrado na seção 7.4, um grande número de modos são si-

multaneamente excitados, resultando em um reposta temporal complexa como aquela mostrada na

figura 7.2. Em PCFs altamente não-lineares, a situação é dramaticamente diferente em razão do con-

finamento dos modos acústicos e ópticos na mesma região espacial. Como mostramos na Fig. 7.2,

este confinamento simultâneo conduz a excitação de apenas alguns modos acústicos e, portanto, a

resposta temporal é quase senoidal. Sobretudo, o pequeno diâmetro do núcleo permite a existência

de modos acústicos na faixa de freqüências de GHz.

A montagem experimental utilizada para excitar e detectar os modos acústicos é do tipo pump &

probe; o diagrama experimental é mostrado na figura 7.3. Como fonte de luz, são utilizados dois lasers

de cavidade externa: um de bombeio, sintonizado em λ = 1530 nm e outro de prova, sintonizado em

λ = 1550 nm. Os estados de polarização destes lasers são controlados independentemente através

dos controladores PC1 e PC2. Um modulador de amplitude de LiNBO3, alimentado por um gerador

de pulsos eletrônico, é utilizado para modular o laser de bombeio, resultando em pulsos ópticos com
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Bombeio

Prova

Gerador de Pulsos

AM
PC1

Bombeio

PC2

PC3

Fibra PCF

TF

EDFA
PD

Pol.
O2O1 O’2 O’1

EDFA

Fig. 7.3: Diagrama da montagem experimental para excitação impulsiva de modos vibracionais.
PC1,2,3: controladores de polarização, AM: modulador de amplitude, RFA: amplificador de radio-
freqüência, 70/30: acoplador de fibra (70 % laser de bombeio, 30 % laser de prova), O1,2,O

′
1,2: obje-

tivas de microscópio, λ/4 : lâmina quarto de onda, Pol.: polarizador, TF: filtro espectral sintonizável,
EDFA: amplificador óptica a fibra dopada com érbio, PD: fotodiodo.

100 ps de duração e período controlável; após o modulador, um outro controlador de polarização

é necessário para ajustar a polarização do bombeio. Em razão da baixa potência emitida pelo laser

de bombeio (∼ 10 mW), depois de ser modulado, este laser atravessa um amplificador óptico a fibra

dopada com Érbio. Mantendo a separação entre os pulsos suficientemente longa (∼ 1 µs), consegue-se

extrair do amplificador pulsos com alta potência de pico (> 10 W). A luz pulsada do bombeio é então

acoplada com o laser de prova contínuo utilizando um acoplador de fibra com razão de acoplamento

70/30. Em seguida, a luz combinada dos dois lasers é colimada e focalizada na face da fibra PCF

utilizando objetivas de microscópio. A polarização do laser de bombeio é ajustada para coincidir

com eixo rápido das fibras; a polarização do laser de prova é ajustada para um estado linear a 45◦

em relação ao eixo rápido. Na saída da fibra utiliza-se um polarizador para converter a modulação de

polarização induzida pelos modos acústicos em modulação de amplitude 3. Antes da luz ser detectada,

utiliza-se um filtro espectral sintonizável com pequena largura de linha (∼ 0.4 nm), sintonizado em

torno de λ = 1550 nm, para remover a luz transmitida do laser de bombeio. Para garantir que a

potência do laser de prova é suficiente para sensibilizar o fotodiodo, um segunda EDFA é utilizado

antes de detectar o sinal. A corrente gerada no fotodiodo é analisada utilizando um osciloscópio de

tempo real com largura de banda de 2.5 GHz

Foram utilizadas duas PCFs cujo espectro de co-espalhamento espontâneo foi previamente carac-

terizado utilizando a técnica supra-descrita e a montagem experimental da Fig. 6.4. A primeira (PCF

#1, 60 metros) exibia uma ressonância proeminente em Ω = 1.96 GHz, com tempo de vida de τ ∼ 11

3Note que utilizando esta técnica, como descrito no capítulo 6, não se detecta modos da família R0m, uma vez que
estes não induzem modulação de polarização.
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Fig. 7.4: Imagem SEM da secção transversal das fibras PCF utilizadas nos experimentos. a) PCF #1,
o período da casca é Λ1 = 1.67µm e o diâmetro do núcleo é d1 = 1.27µm. b) PCF #2, o período da
casca é Λ1 = 1.92µm e o diâmetro do núcleo é d1 = 1.75µm. As duas figuras estão na mesma escala
e a barra branca corresponde a 1 µm. As figuras pequenas no canto estão fora de escala e mostram a
microestrutura completa das fibras.

ns (fator de qualidade mecânica Q = 135); a segunda (PCF#2, 10 metros), tinha sua ressonância

principal em Ω = 1.53 GHz, com tempo de vida ∼ 18 ns ( Q = Ωτ = 173). Ambas as fibras apre-

sentavam ressonâncias secundárias mais fracas: em 2.39 GHz para a PCF#1 e 1.83 GHz para PCF#2.

A duração temporal do pulso de bombeio (100 ps) era, portanto, pelo menos 5 vezes mais curta que

o período de vibração dos modos acústicos observados (510 ps para PCF#1 e 658 ps para PCF#2).

Portanto a aproximação de excitação impulsiva, descrita na seção 7.2.2, é válida para estes modos.

Na figura 7.5a&b são mostradas as respostas temporais medidas para a PCF#1 (Fig. 7.4a) e

PCF#2 (Fig. 7.4b). Os picos que aparecem próximos de t ∼ 0 se devem ao efeito Kerr, cujo tempo de

resposta é da ordem de fs. Nas figuras 7.5c&d, são mostradas as respectivas transformadas de Fourier

(FFT - Fast Fourier Transform) das respostas temporais depois de removidos os picos instantâneos

do efeito Kerr. Em ambas repostas pode-se notar a presença de pouquíssimos modos vibracionais,

confirmando a hipótese da seletividade de excitação em razão do confinamento simultâneo dos modos

ópticos e acústicos.

7.6 Controle coerente de modos vibracionais

Os resultados obtidos na excitação impulsiva mostram que a possibilidade de manipular a estru-

tura do guia de onda com precisão micrométrica torna possível a escolha precisa da região espectral

dos modos acústicos que interagem com a luz. Contudo, algumas fibras irão exibir mais de um modo

que satisfaz esta condição, por exemplo, para a PCF#1, existem dois modos principais, um oscilando

em Ω ≈ 1.96 GHz e outro em Ω ≈ 2.4 GHZ. Nesta seção, resultados experimentais serão mostrados
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Freqüência (GHz) Freqüência (GHz)

Tempo (ns) Tempo (ns)

Fig. 7.5: Excitação impulsiva dos modos vibracionais da PCF #1 e PCF #2. a,b) Resposta temporal
detectada no laser de prova quando um único pulso excita a fibra. c,d) Espectro de potência obtido por
transformada de Fourier correspondendo às formas temporais mostradas em a e b, respectivamente.
O pico inicial em todas as formas temporais são devidos a resposta eletrônica (efeito Kerr) e foram
excluídas dos dados antes de calcular a FFT.

demonstrando que, se um segundo pulso óptico é lançado após o primeiro (dentro de um intervalo

de tempo menor que o tempo de vida dos modos acústicos), uma interação coerente entre eles pode

acontecer. Um dado modo acústico pode ter sua amplitude coerentemente amplificada ou cancelada,

dependendo da separação temporal entre os dois pulsos. Além disto, mostra-se que usando uma longa

seqüência de pulsos equi-espaçados no tempo, é possível amplificar, fortemente, um modo acústico

cuja freqüência é ressonante com a taxa de repetição dos pulsos.

7.6.1 Resultados experimentais

Na figura 7.6a&c são mostrados os traços do osciloscópio obtidos quando dois pulsos excitavam,

seqüencialmente, os modos principais da PCF#1 e PCF#2. Ajustando a separação temporal entre

os dois pulsos de bombeio, consegue-se amplificar (curvas verdes), ou suprimir (curvas vermelhas)

a amplitude da ressonância principal comparado com a resposta de um único pulso (curva azul -

equivale as respostas mostradas na Fig. 7.5) . As oscilações remanescentes nas curvas vermelhas

das figuras 7.6a&c são causadas pelos modos secundários, que não são coerentes com a excitação

do segundo pulso, e por uma oscilação residual dos modos principais, como pode-se notar pelas

transformadas de Fourier.



7.6 Controle coerente de modos vibracionais 113

(a) (b)

(c) (d)

Tempo (ns) Freqüência (GHz)

A
m

p
lit

u
d

e
 (

a
.u

.)
A

m
p

lit
u

d
e

 (
a

.u
.)

Fig. 7.6: Controle coerente de modos acústicos; a linha superior está relacionada à PCF #1 e a inferior
à PCF #2. a) Resposta temporal detectada no laser de prova quando um único pulso excita a fibra
(curva azul), dois pulsos separados por 260 ps (curva vermelha) e dois pulsos separados por 512 ps
(curva verde). c) O mesmo que na figura a) porém a fibra utilizada foi a PCF # 2 e a separação entre os
pulsos foi de 329 ps na curva vermelha e 658 ps na curva verde. b,d) Espectro de potência obtido por
transformada de Fourier correspondendo às formas temporais mostradas em a e b, respectivamente.
As setas acompanhadas de números indicam o fator multiplicativo usado nas curvas para propósitos
de visualização. O pico inicial em todas as formas temporais são devidos a resposta eletrônica (efeito
Kerr) e foram excluídas dos dados antes de calcular a FFT.
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Para explorar esta excitação coerente, foi gerado um trem de pulsos no laser de bombeio cuja

separação temporal entre cada pulso era igual período de oscilação das ressonâncias principais: 510

ps para PCF#1 e 658 ps para PCF#2. Na figura 7.7a&b são comparadas as respostas temporais das

PCF#1 e #2, excitadas por um único pulso (curvas vermelhas) e por uma seqüência de 27 pulsos

(curvas pretas). Para mostrar a seletividade espectral tangível com esta técnica, é mostrado na figura

7.7c o espectro de potência para a resposta da PCF#1 nas duas condições de excitação. Pode-se

notar que existe um aumento de 100× na energia vibracional do modo principal em 1.96 GHz quando

excitado por múltiplos pulsos.

Para explorar como a amplitude de oscilação cresce com o número de pulsos no laser de bom-

beio, é mostrado na figura 7.7d a potência espectral dos modos principais, das PCF#1 e #2, como

função do número de pulsos. Os círculos vermelhos e os triângulos em preto representam os dados

experimentais para a PCF#1 e #2. Quando o número de pulsos é maior que 20, pode-se notar uma

saturação nas curvas, apesar das janelas temporais correspondentes a estes trens de pulsos serem 9.7

ns para PCF#1 e 12.5 ns para a PCF#2. Espera-se que a saturação se inicie quando o número de

pulsos for Nsat ≈ τ/T (sendo τ o tempo de vida das ressonâncias e T o período do trem de pulsos);

para a PCF#1 este número resulta em Nsat = 22 e para PCF#2 Nsat = 27. A amplificação esperada

da potência acústica de um modo excitado, coerentemente, por um trem de N pulsos (segundo a eq.

7.10) será dada por

Gideal =
(

1 + x + x2 + ... + xN−1
)2
, (7.14)

sendo x = e−T/τ. A previsão desta fórmula também é mostrada na Fig. 7.7d para a PCF#1 (linha

preta pontilhada) e para a PCF#2 (linha vermelha pontilhada). Na prática, entretanto, a energia de

cada pulso de bombeio depende das condições de saturação do EDFA utilizado para amplificar os

pulsos de bombeio. O descréscimo da energia de cada pulso do trem de k pulsos que emerge de um

amplificador saturado escala, aproximadamente, com (1 + kS )−1, sendo S um parâmetro de saturação.

Portanto, a amplificação real da energia acústica será dada por

Greal =





N−1∑

k=0

xk

1 + kS





2

. (7.15)

A previsão desta fórmula também é mostrada na figura 7.7d, com o parâmetro de saturação de melhor

ajuste S = 0.06, para a PCF#1 (linha preta sólida) e para PCF#2 (linha vermelha sólida). Pode-se

notar que esta previsão está em bom acordo com os resultados experimentais.
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Fig. 7.7: Excitação multi-pulsos de modos acústicos. (a) Resposta temporal da PCF#1 quando exci-
tada por um pulso (curva vermelha) e um trem de 27 pulsos (curva preta). (b) Mesmo que (a) para
PCF #2. (c) FFT obtida da resposta da PCF#1 para um pulso (curva pontilhada vermelha) e uma
seqüência de 27 pulsos (curva preta sólida); a seta indica o fator multiplicativo utilizada na curva
vermelha. (d) Evolução da amplitude da FFT para o modo em 1.96 GHz como função do número de
pulsos de bombeio. Os dados pretos e vermelhos representam a PCF#1 e PCF#2, respectivamente. Os
pontos representam os dados experimentais, as linhas pontilhadas representam a amplificação ideal
(eq. 7.14), e as linhas sólidas representam a amplificação com saturação S = 0.06 (eq. 7.15).

7.6.2 Comparação com os resultados teóricos

Para modelar os resultados experimentais observados, foi utilizada a teoria de excitação impulsiva

apresentada na seção 7.2.2. Entretanto, os modos ópticos e acústicos utilizados no cálculo da força

de eletrostrição (eq. 7.4), no coeficiente de excitação óptica (eq. 7.8) e na modulação do índice de

refração (eq. 7.13), são todos calculados numericamente utilizando o método dos elementos finitos

apresentados no apêndice H. As integrais sobre estas quantidades são também calculadas numerica-

mente utilizando quadratura de Gauss.

Focalizando a atenção na PCF#1, é mostrado na figura 7.8a o coeficiente de excitação por eletros-

trição Bm (eq. 7.8) quando a polarização do laser de bombeio (acoplado na fibra) é linear (círculos

azuis) e circular (circunferências vermelhas). Analogamente ao guia cilíndrico (seção 7.4), os mo-

dos quase-TR2m da PCF não são excitados quando a polarização é circular, já a excitação dos modos

quase-R0m são independentes da polarização do bombeio. Portanto, a figura 7.8a permite identificar o

caráter dos modos acústicos4: círculos vermelhos e azuis se sobrepostos, indicam modos quase-R0m,

apenas círculos azuis indicam modos quase-TR2m. Devido à enorme densidade de modos que não

interagem com a luz, ocorre um acumulo de pontos próximos de Bm = 0, portanto são mostrados

apenas àqueles cujo o coeficiente de excitação normalizado é maior que 5%. As ressonâncias mais

proeminentes nesta figura (indicadas por setas) possuem as freqüências de 1.956 GHz (quase-TR21)

e 2.318 GHz (quase-R01). O perfil espacial destes modos e as respectivas distribuições espaciais da

4Isto é muito útil pois numericamente calcula-se todos os modos acústicos do guia, como uma PCF pode possuir
milhares de modos acústicos, é interessante dispor-se de critérios de identificação que permitam separar, dentre todos os
modos, àqueles que se assemelham aos simples modos do cilindro.
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  quase-R 01

Fig. 7.8: Excitação por eletrostrição (eq. 7.8) e modulação de índice de refração (eq. 7.13) calcula-
das numericamente para a PCF#1. (a) Excitação com bombeio linearmente polarizado (curva azul) e
circularmente polarizado (curva vermelha); as setas indicam os modos com maior eficiência de exci-
tação, mostrados na Fig. 7.9. (b) Partes real (curva pontilhada vermelha) e imaginária (curva sólida
preta) da transformada de Fourier da modulação do índice de refração (eq. 7.13); a inserção mostra a
reposta temporal correspondente.

perturbação do tensor dielétrico são mostradas na figura 7.9a&b. Na figura 7.9a é mostrado o modo

quase-TR21 e na figura 7.9b o modo quase-R01. Apesar das fortes oscilações observadas, a amplitude

de vibração destes modos é bem pequena para a excitação de um único pulso com 500 pJ de ener-

gia, tipicamente 4 fm. Este pequeno valor deve-se à alta freqüência de vibração destes modos (esta

amplitude escala de forma inversamente proporcional à freqüência).

Na figura 7.8b, é mostrada a dependência espectral da modulação temporal do índice de refração

induzida pelos modos acústicos (assume-se Γm = 9.1 × 107s−1 para todos os modos). A linha verme-

lha pontilhada e a linha preta sólida, correspondem às partes real e imaginária. A respectiva forma

temporal é mostrada na inserção no canto superior direito da figura 7.8b. O espectro da modulação

de índice mostra apenas um pico proeminente em torno de 1.956 GHz (modo quase-TR21) com pe-

quenas contribuições perto de 2.32 GHz, em contraste com os coeficientes de excitação mostrados na

Fig. 7.8a, na qual diversos modos acústicos contribuem de forma significativa. Isto acontece porque a

maioria dos modos excitados (|Bm| grande) não perturbam eficientemente a constante dielétrica (|∆ǫm|
pequeno). Por outro lado, modos que, teoricamente, não contribuem de forma significativa para a mo-

dulação de índice, podem ser observados nos experimentos. Isto acontece, por exemplo, para o modo

quase-R01em 2.318 GHz. Em uma PCF perfeitamente simétrica (como a utilizada nas simulações),

os modos da família quase-R0m se comportam de forma análoga aos modos de um guia cilíndrico,

pois não induzem uma modulação de polarização significativa e, portanto, não acoplam modos óp-

ticos ortogonais. Contudo, em PCFs reais, pequenas distorções da geometria irão alterar a simetria

dos modos, permitindo que os mesmos induzam alguma birrefringência, tornando-se detectáveis na
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Fig. 7.9: Distribuição espacial da perturbação da constante dielétrica para os modos da PCF#1 desta-
cados na Fig. 7.8.(a) ∆ǫxy (x, y) para o modo quase-TR21 em Ω =1.956 GHz. (b)∆ǫxx + ∆ǫyy para o
modo quase-R01em Ω =2.318 GHz. A linha preta sólida representa os contornos da geometria não-
deformada usada para calcular os modos. A parte colorida, segundo a escala à direita, é deformada de
acordo com a vetor deslocamento de cada modo, indicando o movimento da fibra para estes modos.

montagem experimental utilizada. De fato, o modo quase-R01 identificado na figura 7.8a oscila em

2.318 GHz, valor próximo das oscilações secundárias observadas experimentalmente (2.39 GHz).

7.7 Conclusões

Em suma, foi demonstrado que modos acústicos que oscilam na faixa de freqüências de GHz

confinados no núcleo de PCFs altamente não-lineares, podem ser excitados impulsivamente utilizando

pulsos ópticos de curta duração.

• A resposta acústica quase-senoidal observada utilizando um laser de prova mostra que poucos

modos participam da interação acusto-óptica.

• Utilizando uma seqüência de pulsos ópticos foi demostrado que estes modos podem ser con-

trolados coerentemente, possibilitando a amplicação da vibração ou sua interrupção. Em par-

ticular, utilizando uma seqüência de vários pulsos, a energia de vibração de um modo alvo foi

amplificada por um fator 100.

O controle coerente destas vibrações de alta freqüência podem ter aplicações na realização de mode-

locking de lasers à fibra, na viabilização de ressonadores acústicos bombeados opticamente ou na
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obtenção de dispositivos acusto-ópticos mais eficientes. A combinação da excitação coerente mos-

trada neste capítulo com modos acústicos compactamente confinados, como mostrado no capítulo

6, abre possibilidade para alcançar o regime de não-linearidades acústicas em freqüências de vários

GHz: um campo de pesquisa ainda inexplorado.



Capítulo 8

Espalhamento Brillouin estimulado

8.1 Introdução

Como foi mostrado nos capítulos 2 e 3, as fibras de cristal fotônico apresentam uma série de ca-

racterísticas que as tornaram verdadeiros laboratórios para o estudo de interações não-lineares. Em

fibras ópticas convencionais, o efeito não-linear que impõe o limite último na transmissão de potên-

cia é o espalhamento Brillouin estimulado. Neste capítulo será explorado o espalhamento Brillouin

estimulado em um conjunto de PCFs com núcleos de diversos diâmetros (veja Fig. 8.2a), em parti-

cular, será mostrado que, quando o diâmetro da fibra é, aproximadamente, 70% do comprimento de

onda da luz no vácuo, o espectro de espalhamento espontâneo revela diversos picos, não usuais, na

faixa de freqüência de 10 GHz. Estes picos são atribuídos à diversos modos acústicos, com diferentes

proporções de tensão de compressão e cisalhamento, confinados no núcleo das PCFs. Paralelamente

a estes novos picos, a potência de limiar para o espalhamento Brillouin estimulado (SBS) aumenta

por um fator 5.1

8.2 Montagem experimental

A caracterização do espectro de espalhamento Brillouin é feita utilizando uma montagem similar

àquelas apresentadas no capítulo 6. O diagrama experimental é ilustrado na Fig. 8.1 Um laser de

cavidade externa, sintonizado em λ = 1550 nm (∼ 150 kHz de largura de linha), é acoplado em

diferentes PCFs utilizando objetivas de microscópio. O laser de bombeio passa por um sistema de

modulação no qual pode, ou não, ser modulado em amplitude. A potência acoplada nas fibras é

cuidadosamente caracterizada utilizando uma técnica de cut-back. A polarização de entrada na fibra

1Os resultados deste capítulo foram publicados em "Stimulated Brillouin scattering from multi-GHz-guided acoustic
phonons in nanostructured photonic crystal fibres," Nature Physics 2, 388-392 (2006).
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Fig. 8.1: Diagrama da montagem experimental para medida do espalhamento Brillouin estimulado.
PC1,2,3: controladores de polarização, O1,2: objetivas de microscópio, EDFA1,2 : amplificadores a
fibra dopada com Érbio. PD: fotodiodo.

é controlada inserindo um polarímetro entre as objetivas O1 e O2. A luz retro-espalhada na fibra é

coletada utilizando um circulador óptico, inserido antes da fibra PCF, e amplificada utilizando um

EDFA de baixo ruído. Uma pequena fração da potência do laser é retirada e acoplada com o sinal

retro-espalhado para gerar um sinal de batimento (heterodyne detection) que é detectado por um

fotodiodo rápido (20 GHz). O sinal do fotodiodo é amplificado com um pré-amplificador de RF e

analisado com um analisador de espectro de RF com resolução de 1 MHz.

A potência de limiar de Brillouin é definida como o ponto no qual a potência transmitida pela

fibra, detectada pelo medidor de potências, começa a saturar. Nestas medidas, um EDFA de 2 W foi

utilizado para amplificar o laser e o sistema de modulação foi desligado. Nas medidas mostradas na

Fig. 8.3b, para se atingir potências mais altas, o laser de bombeio foi pulsado com pulsos largos (∼
500 ns) e baixa taxa de repetição (∼ 10 µs). No que diz respeito à dinâmica temporal do espalhamento

Brillouin, estes pulsos podem ser considerados quase-contínuos.

8.3 Resultados

8.3.1 SBS em bulk e fibras convencionais

Como foi mostrado nos capítulos anteriores, o confinamento da luz e de ondas acústicas, na

mesma região espacial, promove a intensificação da interação acusto-óptica [13, 114, 115, 116]. Um

dos efeitos que resultam desta interação é o espalhamento Brillouin estimulado. Como foi discutido

no seção 5.5, modos acústicos propagando na direção longitudinal formam uma grade de Bragg longi-

tudinal (modulação periódica no índice de refração) que induz o retro-espalhamento da luz incidente.
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Esta grade de Bragg propaga-se com velocidade longitudinal igual a das ondas acústicas. Devido ao

efeito Doppler, a freqüência da luz por esta grade é deslocada; o deslocamento de freqüência é igual

à freqüência do modo acústico associado à grade (conservação de energia).

Em fibras convencionais, o núcleo óptico formado por dopagem da silica com germânio é rodeado

por uma casca de sílica fundida. Portanto, o contraste entre as propriedades mecânicas do núcleo

e da casca é muito pequeno. Portanto, a reflexão das ondas acústicas nesta interface é muito fraca.

Sobretudo, o acoplamento entre as ondas de cisalhamento e de compressão na interface entre o núcleo

e casca também é muito fraco. Portanto, o retro-espalhamento Brillouin é dominado por modos quase

compressionais, nas quais a componente uz do vetor deslocamento é o único responsável pela tensão.

Como resultado, em fibras convencionais o espectro de espalhamento Brillouin é quase idêntico ao

caso bulk, exibindo um único pico de espalhamento que corresponde a uma onda de compressão

viajando ao longo da direção ẑ.

8.3.2 SBS em PCFs

Algumas PCFs (altamente não-lineares) possuem alta fração de ar na casca e núcleos da ordem

de ∼ 1 µm (veja a PCF#1 na Fig. 8.2a. O contraste de propriedades mecânicas, entre o núcleo e

a casca periódica, acopla as ondas longitudinais e de cisalhamento. Os modos acústicos resultantes,

conseqüentemente, apresentam quantidades comparáveis de tensão de cisalhamento e de compressão.

Como foi mostrado na figura 5.5, as relações de dispersão dos modos acústicos têm um caráter híbrido

com curvas de dispersão bastante distorcidas em razão do contraste entre as velocidades longitudinal

e de cisalhamento (Vl = 5970 m/s e Vs = 3764. m/s na sílica). A separação espectral entre dois

modos que satisfazem a condição de phase-matching (βac = 2βopt) é considerável e, portanto, cada

modo aparece com um freqüência bem característica. Na figura 8.2b são mostrados os espectros de

retro-espalhamento espontâneo medidos nas PCFs #1 e #3 da Fig. 8.2a. A PCF#3, com núcleo maior

(diâmetro 9.27 µm) e menor fração de ar na casca, apresenta apenas um pico de retro-espalhamento,

em 11.12 GHz. Em contraste, a PCF #1, com núcleo de 1.22 µm, apresenta uma família de picos

distintos em 9.76, 9.95 e 10.22 GHz, cada um relacionado a um diferente modo acústico.

Na PCF #1, o espalhamento mostrou forte dependência com o estado de polarização da luz — uma

conseqüência da anisotropia geométrica do núcleo [117]. O valor da birrefringência óptica desta fibra,

resolvida no tempo com pulsos de 100 ps, foi de ∆n = 4 × 10−4. Variando o estado de polarização do

bombeio, foi possível explorar a birrefringência do espectro de Brillouin (Fig. 8.2c). Quando o laser

era polarizado paralelamente a um dos eixos de polarização da fibra, o coeficiente de ganho Brillouin

era duas vezes maior do que quando o bombeio era alinhado a 45◦ em relação aos eixos principais, em

concordância com os resultados de Stolen [117]. Usando o valor medido da birrefringência, pode-se

estimar a diferença esperada na freqüência de espalhamento Brillouin utilizando a condição de phase-
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(a) Imagens SEM de algumas das fibras investigadas com diâmetros: (#1) 1.22 µm, (#2) 2.36 µm e (#3) 9.27 µm
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(b) Espectro espontâneo de retro-espalhamento Brillouin
para as fibras (1) e (3) mostradas na parte (a). A fibra
com núcleo grande mostra um único pico próximo de 11.12
GHz com largura (FWHM) de 31 MHz. Na fibra de nú-
cleo pequeno, em contraste, exibe três picos em 9.76, 9.95
and 10.22 GHz com larguras FWHM de 24, 38 e 25 MHz,
respectivamente, para um comprimento de 84 metros. Um
pedaço pequeno (2 m), da fibra (1) mostra os mesmos três
picos, porém, com larguras: 19, 25 e 17 MHz. Esta dife-
rença surge de flutuações da estrutura ao longo do compri-
mento.
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(c) Caracterização da dependência dos espalhamento
Brillouin com o estado de polarização do laser na
PCF#1. A potência espalhada é maximizada quando
a luz é alinhada um dos eixos principais de polarização
(rápido ou lento) e minmizada quando a luz é alinhada
à 45◦ em relação aos eixos principais.

Fig. 8.2: Aspectos gerais do espalhamento Brillouin em PCFs.
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matching, βac = 2βopt: o resultado é ∆Ω = 2Vl

λ
∆n = 3.1 MHz, com λ = 1.55 µm, em boa concordância

com o valor observado experimentalmente.

A potência de limiar para o espalhamento Brillouin estimulado, Pth, definida como o ponto no

qual a potência transmitida pela fibra começa a saturar e, conseqüentemente, o sinal retro-espalhado

fica forte, é um importante fator que limita o desempenho de dispositivos não-lineares, como amplifi-

cadores paramétricos e conversores de comprimento de onda; estes dispositivos geralmente requerem

o uso de lasers da baixa largura de linha e alta potência [118]. O valor de Pth depende da área efetiva,

Ae f f , do modo óptico, determinando assim a intensidade óptica de limiar, Ith = Pth/Ae f f , assim como

da atenuação da fibra, α [m−1], que geralmente é levada em consideração através do comprimento

efetivo de interação, Le f f = α
−1

(

1 − e−αL
)

, sendo que L é o comprimento físico da fibra (veja eq.

2.22). Eliminando a dependência óbvia da potência de limiar com o diâmetro do núcleo, a variação

da quantidade IthLe f f refletirá o efeito do confinamento acústico no SBS. Os valores das quantidades

supracitadas são mostrados na tabela 8.1 para todas as fibras medidas. A figura 8.3(a) mostra os valo-

res de IthLe f f para todas as fibras investigadas (para as fibras de núcleo pequeno, o limiar foi medido

com o laser acoplado em um dos eixos principais de polarização). As áreas efetivas foram calculadas

segundo a formula tradicional [119] e apresentaram boa concordância com a abertura numérica me-

dida das fibras2. As medidas mostram que o produto IthLe f f aumenta quando o diâmetro das fibras

diminui, pela suavidade da curva, este parâmetro não aparenta ser sensível aos detalhes da casca pe-

riódica. Aproximadamente, ele aumenta de ∼ 0.8 W m/µm2, para as fibras com diâmetro maior que

8 µm, para ∼ 4.3 W m/µm2 para fibras com diâmetro da ordem de ∼ 1.2 µm, um aumento de 7.3 dB.

Este aumento de 5 vezes é impressionante, comparado com fibras convencionais, nas quais o produto

IthLe f f é independente do diâmetro do núcleo [14]. Este aumento do limiar pode ser explicado pela

complexa distribuição de tensões sobre o núcleo da PCF, com fortes componentes de cisalhamento e

componentes de compressão que apresentam nós ao longo do núcleo, como será discutido adiante.

Também foi medida a evolução do espectro de retro-espalhamento para a PCF #1 quando a po-

tência do laser era aumentada, como mostra a Fig. 8.3(b). Para altas potências de bombeio, diversos

picos de espalhamento são gerados em novas freqüências. A origem deste alargamento não foi in-

vestigada em detalhe e a sua causa ainda é incompreendida. No entanto, pode estar relacionada à

conversão paramétrica de freqüência através da não-linearidade eletrônica (efeito Kerr) ou até mesmo

acústica [120].

2A área da projeção do modo em um anteparo a uma certa distância da fibra está relacionado com a área do modo na
face da fibra. Esta relação é feita com o ângulo de divergência do feixe que está relacionado à abertura numérica
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Diâmetro do núcleo (µm) 1.22 1.25 2.23 2.36 3.4 4.8 8.2 9.27

Ae f f /πa
2 1.2 1.15 0.76 0.8 2.33 0.92 1.61 0.76

α (dB/km) 33 30 17 6 0.2 4.3 0.2 5.8

L (km) 0.11 0.13 0.1 0.075 0.43 0.207 0.25 0.245

Le f f (km) 0.076 0.086 0.083 0.071 0.426 0.187 14.8 0.209

Pth (mW) 79.4 61.7 67.6 88.1 69.2 95.5 4.8 224

IthLe f f (W m/µm2) 4.25 3.76 1.90 1.79 1.39 1.07 0.84 0.91

Tab. 8.1: Parâmetros e medidas das fibras investigadas.

Diâmetro do núcleo (µm)

(a) Limiar de intensidade para o SBS em PCFs com
núcleos de diferentes diâmetros. Os pontos quadrados
representam os dados experimentais (veja tabela 8.1),
as barras de erro foram estimadas em 20% em razão
da incerteza envolvida no método de cut-back para se
medir as potências de entrada.
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(b) Evolução do espectro de retro-espalhamento como função da po-
tência de bombeio para a PCF #1.

Fig. 8.3: Medidas e limiar de intensidade e evolução do espectro com a potência do laser.
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8.4 Teoria

8.4.1 Modelo do guia cilíndrico

Nos capítulos 2 e 3, foi mostrado que os modos de fibras PCF com núcleo pequeno (com alta

fração de ar na casca) podem ser razoavelmente aproximados pelos modos de um cilíndrico vidro

sustentado no ar. No capítulo 7, também foi identificada os características comuns dos modos acústi-

cos (com βac = 0) de um cilindro de vidro e de PCFs altamente não-lineares. Não é surpreendente que

os modos acústicos em torno de 10 GHz que provocam o retro-espalhamento da luz (com βac = 2βopt)

possam ser descritos, de forma semi-quantitativa, pelos modos de uma barra cilíndrica sustentada no

ar. A redução da freqüência de espalhamento observada quando o diâmetro do núcleo é reduzido

(veja Fig. 8.2b) pode ser explicada pelo forte contraste de propriedades mecânicas entre o vidro e o

ar. Assumindo que os modos óptico e acústico estão perfeitamente confinados dentro do cilindro de

vidro3 de raio a, o vetor de onda transversal, óptico e acústico, são dados, aproximadamente, por

kta = z01 (8.1)

sendo que z01 = 2.405 é o primeiro zero da função de Bessel J0. Usando as relações 5.12 para a

constante de propagação óptica e acústica, obtém-se

βopt =

√
(ωpn

c

)2

− k2
t , (8.2a)

βac =

√
(

Ω

Vl

)2

− k2
t , (8.2b)

sendo que ωp é a freqüência do laser, n = 1.444 é o índice de refração da sílica (em λ = 1.55

µm), c é a velocidade da luz no vácuo e Vl a velocidade acústica longitudinal. Substituindo as eqs.

8.2 na condição de phase-matching para o retro-espalhamento, obtém-se a seguinte expressão para a

freqüência acústica,

Ω = Vl

√
(
2ωpn

c

)2

− 3
(
z01

a

)2

(8.3)

Esta simples equação prevê freqüências de 9.04 e 11.09 GHz para as fibras de núcleo pequeno (a =

1.22/2 µm) e grande (a = 9.27/2 µm) — excelente concordância dada a simplicidade do modelo.

A perturbação do índice de refração, induzida por uma deformação qualquer, pode ser calculada

usando a teoria de perturbação da seção F.2.4. Para PCFs de núcleo grande, os modos longitudinais

3Rigorosamente, esta condição de contorno só é valida para o modo acústico de um cilindro, o modo óptico sempre
penetra a região de ar.
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Fig. 8.4: Relações de dispersão para os modos do guia cilíndrica da família axial-radial, as linhas em
azul e vermelho representa as velocidades longitudinal e de cisalhamento. (a) Cilindro com diâmetro
de 1.22 µm. (b) Diâmetro de 9.27 µm

dominam o espectro de espalhamento e inúmeros modos, todos com dispersão bastante similar, se

aglutinam densamente em torno de uma freqüência(Fig. 8.4b). Como resultado, um único pico de

espalhamento aparece no espectro. Por outro lado, em PCFs com núcleo pequeno, dois efeitos se

sobrepõem: primeiro, os modos acústicos que participam do processo de espalhamento são muito

mais esparsos na freqüência, com curvas de dispersão bastante distintas (Fig. 8.4a). Segundo, a

inclinação intermediaria destas curvas (Vs < ∂βac
ω < Vl) refletem o caráter misto dos modos, que

possuem porções razoáveis de componentes de cisalhamento. O resultado desta combinação é um

espectro de espalhamento com vários picos esparsamente distribuídos. Na Fig. 8.5, é mostrado o

resultado do cálculo explícito do coeficiente de acoplamento, entre o modo óptico incidente e retro-

espalhado, para todos os modos acústicos da família axial-radial, como função do diâmetro da barra

cilíndrica4. O surgimento de múltiplos picos, na região de 10 GHz, para fibras de núcleo pequeno é

claro nesta figura, em concordância com os três picos observados para a PCF #1; o deslocamento das

freqüências de espalhamento para o vermelho também é verificada, em acordo com a equação 8.3.

8.4.2 Simulações numéricas com o FEM

Apesar do modelo simples do guia cilíndrica reproduzir as carcaterísticas básicas do retro espa-

lhamento Brillouin, uma descrição completa requer o uso dos modos acústicos da estrutura da fibra.

Este cálculo requer o uso do FEM. Os modos acústicos e ópticos da estrutura da fibra foram resolvi-

dos e o coeficiente de acoplamento foi calculado. O espectro de espalhamento espontâneo, calculado

4O cálculo desta figura, apesar de ser baseados nas soluções analíticas dos modos ópticos e acústicos, levou o equiva-
lente a centenas de horas em um computador Pentium IV, 3.0 GHz (cerca de 24 horas usando 10 computadores paralela-
mente). A razão desta demora é grande quantidade de integrais numéricas que são resolvidas.



8.4 Teoria 127

Diâmetro do núcleo (µm)

F
re

q
ü

ê
n

c
ia

 (
G

H
z
)

 

 

1 2 3 4 5 6 7 8
4

6

8

10

12

14

16

−50

−40

−30

−20

−10

0

Fig. 8.5: Evolução do espectro de retro-espalhamento Brillouin como função do diâmetro do cilindro
de vidro. Pode-se notar nesta figura o aparecimento de vários picos na espectro quando o diâmetro é
reduzido. O espectro foi calculado através do coeficiente de acoplamento acusto-óptico (eq. 6.11). A
escala vertical está em decibéis.

segundo a eq. 6.11 para a PCF #1 é mostrado na Fig. 8.6a e permite identificar quais modos acústicos

participam do processo de espalhamento. Na Fig. 8.6a os três picos que aparecem possuem freqüên-

cias de, aproximadamente, 9.3, 9.5 e 9.7 GHz. Estes valores concordam com os picos observados

experimentalmente (Fig. 8.2b) com uma precisão de 4%. Considerando as incertezas na dimensão da

fibra e a geometria de um único anel utilizada a concordância é ótima. Os nós no interior do núcleo

(responsáveis pelo aumento do limiar de SBS) e a simetria angular (igual a da estrutura) pode ser

claramente notada na Fig. 8.6. Para quantificar o aumento do limiar de SBS, um parâmetro útil é a

área efetiva do conjunto modo óptico e acústico [121],

Aao =





∫

E2dA
∫

u2
z E2





2 ∫

u2
z dA (8.4)

O cálculo desta quantidade, para o modo mostrado na Fig. 8.6b, resulta no valor Aao =6.1 µm2,

enquanto a área efetiva a área efetiva do modo óptico é Ae f f=1.4 µm2. O aumento do limiar pode ser

estimado, aproximadamente, pela razão entre estas duas quantidades [121],

∆Pth = 10 log10

(

6.4
1.4

)

= 6.4 dB (8.5)
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em boa concordância com o valor experimental de 7.3 dB. Outro fator que influencia o limiar é

a competição entre os diferentes picos de espalhamento que, efetivamente, aumentam a largura de

banda total do espectro de Brillouin.

8.5 Conclusões

Em suma, a dimensão quase nanométrica do núcleo de PCFs altamente não-lineares, associada

a sua casca micro-estruturada, provoca uma mudança substancial nas relações de dispersão acús-

tica. Isto afeta as características do retro-espalhamento Brillouin, como resultado, as fibras de núcleo

pequeno apresentam diversos picos esparsamente distribuídos; outra conseqüência é o aumento do

limiar de SBS por um fator 5, comparado à fibras convencionais. A possibilidade de confinar e con-

trolar o overlap entre modos acústicos e ópticos no regime de retro-espalhamento pode ser importante

no desenvolvimento de dispositivos livres deste efeito.



Capítulo 9

Conclusão geral

A propagação da luz e de ondas acústicas em guias de onda vem sendo estudados desde meados do

século XX. O que manteve o estudo destes problemas em voga, foi o desenvolvimento da capacidade

humana de fabricar, de forma controlada, estruturas em escalas progressivamente menores. Nesta tese

foram escolhidas as fibras ópticas de cristal fotônico para explorar conceitos antigos em estruturas

novas. O que valoriza este trabalho, em relação aos estudos anteriores, é algo que já tinha sido

percebido, em 1638, por Galileo Galilei. Em uma publicação intitulada "Dialogo sopra i due massimi

sistemi del mondo", o filósofo Toscano notou que objetos menores na natureza não são apenas réplicas

menores de objetos maiores (veja Fig. 9.1). Ele percebeu este fato comparando ossos de animais

grandes com ossos de animais pequenos: o peso do osso é proporcional ao seu volume (L3), enquanto

a robustez do osso é proporcional a sua seção transversal (L2). Isto o convenceu de que em um animal

maior, seu osso deve expandir mais na direção transversal (para resistir o peso do animal) do que na

direção longitudinal. Isto explicaria porque um animal gigante não pode ter as mesmas proporções

que sua versão miniaturizada1.

Foi demonstrada nesta tese que diversos aspectos da propagação da luz são únicos nestas nano-

estruturas, por exemplo, a intensidade óptica no interior do núcleo das PCFs, discutidas no capítulo

3, foi a maior jamais demonstrada em uma fibra óptica. As ondas acústicas também se comportam

singularmente em estruturas tão pequenas, conseqüência da semelhança entre o comprimento de onda

acústico e a dimensão típica das estruturas. A interação acusto-óptica não fugiu a esta regra, o con-

finamento simultâneo de ondas acústicas e eletromagnéticas possibilitou a demonstração do controle

coerente de modos acústicos, no qual conseguimos excitar e frear as vibrações acústicas do meio.

Outro aspecto intrigante foi também demonstrado ao verificar a redução da interação acusto-óptica

em fibras altamente não-lineares, em contraste com a intuição obtida de fibras convencionais. Nova-

mente, não vale uma simples lei de escala! Quase todos os tópicos investigados nesta tese exploraram

1http://www.its.caltech.edu/~tal
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Fig. 9.1: Capa do livro "Dialogo sopra i due massimi sistemi del mondo" de Galileo Galilei.

tanto experimentos quanto métodos numéricos e analíticos. Esta combinação permitiu a compreen-

são de quase todos os efeitos inéditos que foram observados nestes quatro anos de doutoramento,

ressaltando a importância destas ferramentas.

Como possibilidades para o futuro, acredita-se na exploração dos efeitos demonstrados nesta tese

para concepção de novos dispositivos baseados em fibras ópticas ou até mesmo a exploração de novos

regimes para efeitos físicos antigos. Abaixo são citadas algumas possibilidades:

• Utilizar a dispersão controlada da fibra com buraco central demonstrada no capitulo 3 para gerar

múltiplos harmônicos Raman em gases. Quando gerados de forma correta, estes harmônicos

podem formar a base de um sistema de compressão de pulsos (possivelmente integrado com a

fibra) que resulte em pulsos ópticos de atosegundos (10−18 s).

• Utilizar os métodos numéricos e analíticos descritos nos capítulos 5 e 6 para projetar fibras com

interação acusto-óptica suprimida. Uma dica seria explorar simultaneamente o projeto da casca

com "band-gaps" fonônicos com o núcleo com buraco central (veja o cap. 6). Resultados nesta

direção poderiam ter grande impacto nos experimentos de óptica quântica em fibras ópticas.

Nestes experimentos o espalhamento Brillouin co-propagante é uma fonte de ruído implacável.

• A excitação coerente de modos acústicos pode ser estendida para regimes de mais alta energia

por pulso. Ou aumentar o tempo de vidas dos modos mecânico através de estruturas de casca

que possuam bandas proibidas. Esta técnica pode ser utilizada para amplificar sinais de radio-

freqüência em fibras (RF photonics)

• Os estudos apresentados no capítulo 8 poderiam ser desenvolvidos para projetar fibras com
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alto limiar de SBS. Tais fibras poderiam ser utilizadas para realizar amplificação paramétrica

com mais alta potência (maior ganho e banda de amplificação). Outra aplicação seria explorar

conjugação de fase através de SBS nestas fibras.

Certamente existem outros desdobramentos que poderiam decorrer dos trabalhos apresentados

nesta dissertação. É deixado para o leitor descobrir quando e como estes tópicos podem ser desen-

volvidos. Espero ter conseguido, apesar das inúmeras equações, ter transmitido o panorama geral da

física explorada neste doutoramento.
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Apêndice A

Materiais e métodos

Neste apêndice serão descritos e detalhados alguns aspectos experimentais deste trabalho de tese.

A.1 Geração de super-contínuo

A montagem experimental para geração do espectro super-contínuo, utilizado para medir a dis-

persão da velocidade de grupo (cap. 3) , é mostrada na Fig. A.1.

A.2 Controle coerente

O experimento discutido no capítulo 7 foi esquematizado na Fig. 7.3. Nesta seção serão mostradas

fotografias da montagem experimental.

A.2.1 Parte óptica

A Fig. A.2 mostra a parte óptica da montagem, incluindo a fibra PCF. Os principais elementos

elementos utilizados nesta montagem foram:

• Micro-posicionadores (Thorlabs)

• Objetivas de microscópio (Melles-Griot). Colimadoras (10x) e focalizadoras (40x)

• Lâminas λ/2 e λ/4 (Thorlabs)

• Controladores de polarização (Thorlabs)

• Pré-amplificador a fibra dopada com érbio (EDFA) de baixo ruído (KEOPSYS). Este amplifi-

cador é utilizado antes de detectar o sinal.
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Laser Nd:YAG

PCF 

Fig. A.1: Fotografia da parte da montagem para geração do espectro super-contínuo. A PCF é desta-
cada em azul. O laser de Nd:YAG é destacado em amarelo.

• Fotodiodo amplificado (acoplamento DC) com largura de banda de 8 GHz (Newport)

A.2.2 Modulação do laser de bombeio

Para imprimir os pulsos no laser de bombeio foi utilizado um modulador de LiNBO3 dirigido por

um amplificador de radio-freqüência (RF). Após a modulação, os pulsos são amplificados com um

EDFA montado em Erlangen. A Fig. A.3 mostra esta parte da montagem experimental. Os principais

equipamentos utilizados nesta parte foram:

• Modulador eletro-óptico (EO) de LiNBO3 com largura de banda de 12 GHz (Photline Techno-

logies)

• Amplificador de RF com largura de banda de 12.5 GHz e alta tensão de saída (8V driver)

(Picosecond Pulse labs)

• Amplificador a Érbio com dois estágios de amplificação.. Ambos estágios foram bombeados

por lasers co-propagantes. Os estágios são isolados utilizando isoladores ópticos. A potência

média do amplificador era de 200 mW.
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PCF

λ/4 e λ/2
polarizador

Controlador 

de polarização

pré-EDFA (baixo ruído)

Fig. A.2: Fotografia da parte da montagem que envolve a parte óptica. A PCF é destacada em azul.
As partes nas quais o feixe se propaga-se no espaço livre são realçadas em vermelho.
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EDFA para bombeio (200 mW)
Lasers

Fig. A.3: Fotografia da parte da montagem que envolve a modulação do laser de bombeio.
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Osciloscópio

Gerador de pulsos

Fig. A.4: Fotografia da parte da montagem que envolve os equipamentos de RF utilizados para gerar
e detectar os sinais elétricos.

A.2.3 Equipamentos de RF

Para gerar e detectar os sinais elétricos neste experimento foram utilizados os seguintes equipa-

mentos (veja Fig. A.4)

• Osciloscópio digital com largura de banda de 2 GHz (Tektronix).

• Gerador de pulsos com 2 canais sincronizados e largura de banda de 3.3 GHz. O tempo de

subida dos pulsos era da ordem de 50 ps. O período da seqüência de pulsos podia variar

continuamente até 60 µs. Esta liberdade permitia a obtenção de pulsos com potência de pico

de alguns Watts.

A.3 Espalhamento Brillouin

No experimentos descritos nos capítulos 6 e 8, a montagem experimental é similar à mostrada para

os experimentos de controle coerente. Para o caso de espalhamento co-propagante, não é impressa

nenhuma modulação no laser. Também é dispensado o amplificador que antecede a PCF: como

deseja-se medir o espalhamento por vibrações térmicas o ideal é introduzir a menor quantidade de
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ruído possível no experimento. Para as medidas de espalhamento estimulado, são impressos pulsos

longos (> 1 µs) apenas para aumentar a potência de pico. Estes pulsos são mais longos que o tempo

de vida dos fônons envolvidos no processo. Portanto podem ser considerados quase-contínuos e não

alteram as propriedades do espalhamento. Os equipamentos que foram únicos nestes experimentos

foram

• Analisador de espectro de RF com largura de banda de 26 GHz (Agilent)

• Gerador de pulso com largura de banda 80 MHz (Agilent)

• Amplificador EDFA de alta potência (1 W) (IPG)

• Fotodiodo com largura de banda de 20 GHz (Newport)
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Apêndice B

Equações características

B.1 Matriz dos coeficientes para o guia cilíndrico

A matriz que aparece na equação 2.16, obtida ao impor-se as condições nos campos das equações

2.15, é dada pela expressão

C =





Jm[u] −Km[w] 0 0
akZ0 J′m[u]

u

akZ0K′m[w]
w

amβJm[u]
u2

amβKm[w]
w2

0 0 Jm[u] −Km[w]

−amβJm[u]
u2 −amβKm[w]

w2 −akn2
1 J′m[u]

uZ0
−akn2

0 K′m[w]

wZ0





, (B.1)

sendo que u = a

√

k2n2
1 − β2 e w = a

√

β2 − k2n2
2 são denominados números de onda transversais

normalizados do núcleo e da casca, respectivamente; as funções Jm e Km são as funções de Bessel

do primeiro e segundo tipo, Z0 =
√

µ0/ε0 é a impedância do vácuo. A equação característica do

guia cilíndrico é dada por det (C) = FT EFT M − Fm = 0 . As funções FT E, FT M e Fm são dadas pelas

expressões

FT E =
J′m[u]

uJm[u]
+

K′m[w]

wKm[w]
, (B.2a)

FT M =
J′m[u]

uJm[u]
+

(

n2

n1

)2
K′m[w]

wKm[w]
, (B.2b)

Fm = m2

(

1
u2
+

1
w2

) 



1
u2
+

1
w2

(

n2

n1

)2
 . (B.2c)

Para um dado valor do parâmetro V , resolve-se a equação característica escolhendo como variável

independente w e encontrando quais valores de u anulam a eq. 2.17. Na figura B.1 é mostrado o
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Fig. B.1: Comportamento das funções que definem a equação característica 2.17 para diferentes valo-
res de w no intervalo 0 ≤ u ≤ V; em preto w = V , em vermelho w = V/10 e em azul w = V/20. (a)
Função FT E. (b) Função FT M . (c) Função FT EFT M. (d) Produto das funções FT EFT M em vermelho
e a função Fm=1em verde; os círculos azuis indicam as soluções que representam a família HE1n; em
preto as soluções da família EH1n.

comportamento das diferentes funções definidas em B.2 como função de u (0 ≤ u ≤ V), para um guia

e onda com parâmetros: a = 1 µm, n1 = 1.45, n2 = 1.0 e λ = 0.5 µm. Nas partes (a), (b) e (c) as

diferentes cores das linhas indicam diferentes valores de w; a linha preta representa o caso w = V , a

vermelha w = V/10 e a azul w = V/20. O caso m = 0 dá origem às famílias T E0n (quando FT E = 0,

fig. B.1a) e T M0n (quando FT M = 0, B.1b). Quando m = 1 obtém-se as famílias de modos HE1n

e EH1n (quando FT EFT M − Fm=1 = 0). Na fig. B.1c é mostrada a função FT EFT M (curva vermelha)

e a função Fm=1 (curva verde) calculadas com w = V/10. A interseção entre as curvas indicam as

soluções correspondentes à família HE1n (círculos azuis) e à família EH1n (círculos pretos).
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B.2 Matriz dos coeficientes para o guia tubular

As sub-matrizes que aparecem na equação 3.4, obtidas ao impor-se as condições nos campos das

equações 3.2, é dada pela expressão

M11 =


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Im

[
ax
b

]

−Jm

[
au
b

]

−Nm

[
au
b

]

0

0 Jm[u] Nm[u] −Km[w]

− ib2mβim[ ax
b ]

ax2 − ib2mβJm[ au
b ]

au2 − ib2mβNm[ au
b ]

au2 0

0 ibmβJm[u]
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

, (B.3a)

M12 =


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M21 =


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, (B.3c)

M22 =


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

, (B.3d)

sendo que a e b são, respectivamente os raios interno e externo do tubo; n0, n1 e n2 representam os

índices de refração do buraco central, do ânulo e da casca, respectivamente; u,w, x são os números

de onda transversais normalizados do buraco central, do ânulo e da casca dados pela expressão 3.3.

A constante de propagação normalizada e o parâmetro V do guia tubular são dados por

B =

√

n2
e f f
− n2

2

n2
1 − n2

2

, (B.4a)

V = kb

√

n2
2 − n2

1. (B.4b)
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Apêndice C

Propagação oblíquia em meios periódicos

C.1 Estados de Bloch-Floquet

Para analisar quantitativamente o comportamento da luz na casca de uma PCF aplica-se condições

de contorno periódicas nas bordas da célula unitária mostrada na fig. C.1a. A estrutura resultante é um

cristal fotônico perfeito cujos modos ópticos, devido à periodicidade, satisfazem o teorema de Bloch-

Floquet [2]. Portanto, as soluções do problema de autovalores campos eletromagnéticos satisfazem

a relação

|Ψ (r + R)〉 = eik·R |Ψ (r)〉 (C.1)

na qual R = mR1 + nR2 com m, n ∈ Z e R1, R2 são vetores que definem célula unitária da rede

hexagonal. O vetor k = α1K1 + α2K2 é denominado vetor de Bloch; os vetores K1 e K2 são vetores

que definem a célula unitário no espaço recíproco (veja fig. C.1b), as constantes α1 e α2 são números

reais. Os pontos de alta simetria da zona de Brillouin são representados pelos valores

Γ : (α1, α2) = (0, 0) (C.2a)

M : (α1, α2) =

(

0,
1
2

)

(C.2b)

K : (α1, α2) =

(

2
3
,

1
3

)

(C.2c)

C.2 Densidade de estados

A densidade de estados fotônicos (DOS - density of states) é uma ferramenta conveniente para

examinar e apresentar as propriedades ópticas da casca de uma PCF, incluindo a existência, ou não,

de band-gaps fotônicos sobre uma faixa de freqüências de interesse e a identificação de ressonâncias
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Fig. C.1: Células unitárias da casca da PCF. (a) Célula unitária no espaço real, definida pelos vetores
R1 e R2; o módulo dos vetores R1, R2 define o tamanho Λ da célula, o diâmetro dos buracos de ar
é d. (b) Célula unitária no espaço recíproco, definida pelos vetores K1 e K2; a região verde denota
a primeira zona de Brillouin, a região vermelha representa a zona irredutível de Brillouin; os pontos
Γ, M, e K são os pontos de alta simetria da estrutura [2].

que podem ser importantes para determinar-se as propriedades de guiamento [74, 72].

Para cada valor da freqüência normalizada, kΛ, cada autoestado da estrutura periódica pode as-

sumir diversos valores da constante de propagação normalizada βΛ dependendo do ponto no espaço

recíproco em que o modo é calculado. Em outras palavras, para cada valor do vetor de Bloch k na

equação C.1, obtém-se um conjunto de valores para constante de propagação β. Cada um destes va-

lores está associado a um modo da estrutura periódica. Quando varre-se toda a zona irredutível de

Brillouin (região em vermelho na fig. C.1b), obtém-se, tipicamente, um contínuo de valores para β.

Se existir uma faixa de valores de β não ocupada por este contínuo, então existe uma banda proibida

para a propagação da luz naquela estrutura.

Define-se a DOS, ̺ (kΛ, βΛ), de tal forma que a quantidade ̺ (kΛ, βΛ)Λdβ é proporcional ao

número de modos na estrutura na faixa de valores da constante de propagação entre βΛ e (β + dβ)Λ

[greg].

DOS do vácuo

A densidade de estados do vácuo é obtida da maneira usual em física do estado sólido [2]. O

número de estados entre β e (β + dβ) em uma seção bidimensional do espaço recíproco é dada por

Nβ,β+dβ = 2 × 2πβdβ
Acel

(C.3)
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sendo que o fator multiplicativo 2 é incluído para considerar os dois possíveis estados de polarização;

a área Acel é área ocupada por um estado. Como o espaço é real é dividido por células unitárias com

a forma mostrada na fig. C.1a, a área da célula unitária no espaço recíproco é dada por

Acel = |K1 × K2| =
2√
3

(

2π
Λ

)2

(C.4)

Portanto, a a equação C.3 pode ser escrita na forma

Nβ,β+dβ =





√
3

2π
βΛ



 d (βΛ) . (C.5)

Assim como na teoria de cristais em física de estado sólido, define-se a quantidade acima entre

parênteses como a densidade de estados do vácuo,

̺v (kΛ, βΛ) =

√
3

2π
βΛ (C.6)

DOS na casca de uma PCF

Para se calcular a densidade de estados na casca de uma PCF, é necessário especificar k e o vetor

de Bloch k. A densidade de estados é então obtida integrando sobre toda a primeira zona de Brillouin

a contribuição de cada modo.

̺ (kΛ, βΛ) =
1
̺v

∫

1aBZ

d2 k
∑

i

δ
(

βΛ − β(i)
k

)

(C.7)

sendo que δ é a função delta de Dirac. Na prática a integração em d2 k e substituida por uma soma

sobre um conjunto de pontos na zona irredutível de Brillouin e a função delta é substituída por uma

gaussiana normalizada,

̺ (kΛ, βΛ) =
1
̺v

∑

k

∑

i

1
√

wβΛπ
exp




−





βΛ − β(i)
k
Λ

2wβΛ





2


(C.8)
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Apêndice D

Notação e propriedades acústicas de sólidos

Neste apêndice são apresentadas algumas deduções e equações cujo conhecimento não é neces-

sário para a compreensão geral do texto principal. No entanto, leitores não-familiares com ondas

acústicas e a teoria de ondas acopladas são encorajados a revisar este apêndice.

D.1 Notação

Índices abreviados

As equações que regem a dinâmica de meios contínuos envolvem sempre tensores com diferentes

postos. O tensor de dureza c, por exemplo, possui posto 4 e, mesmo em materiais isotrópicos, não

se simplifica muito. O uso da notação de índices contraídos, apesar de explicitar claramente todos

os elementos envolvidos, não é nada compacta. É comum, na literatura de mecânica de sólidos

[80, 78, 79], a abreviação dos subscritos e o uso da notação simbólica para tensores.

Em particular, a notação de índices não explicita a simetria básica dos tensores T, S e c. É possível

mostrar [80, 78] que o tensor T é simétrico na ausência de forças de volume que exercem torque.

Tais torques, podem ocorrem quando cristais anisotrópicos com momentos permanentes de dipolo

elétrico ou magnético são imersos em campos eletromagnéticos1. Para todos os efeitos, nesta tese é

considerado que Ti j = T ji. O tensor de deformações S i j é, por definição, simétrico em relação aos

índices i, j. Em razão da simetria dos tensores Ti j e S i j, é fácil mostrar que o tensor de dureza, ci jkl,

também é simétrico em relação aos pares de índices i j e kl [80], isto é,

ci jkl = ci jlk, (D.1a)

ci jkl = c jikl. (D.1b)

1Entretanto, mesmo em materiais fortemente polarizados, estes torques são desprezíveis em uma teoria linearizada de
vibração [78].
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i j 11 22 33 23 ou 32 31 ou 13 12 ou 21
I 1 2 3 4 5 6

Tab. D.1: Correspondência entre os índices contraídos (I) e os índices convencionais (i j)

A simetria dos tensores de tensão e deformação reduzem, para 6, o número de elementos indepen-

dentes dos mesmos. Já as restrições impostas pelas equações D.1 reduzem o número de elementos

independentes do tensor c de 34 = 81 para 36. Como existem apenas 6 componentes independen-

tes em um tensor simétrico de posto 2, é comum introduzir um único subscrito que toma valores

de 1 → 6, representando o que, antes, eram necessário dois subscritos para representar. Para evitar

confusão entre estes ”super” subscritos e os subscritos convencionais, denotaremos os primeiros com

letras maiúsculas. A relação entre ambos é mostrada na tabela D.1.

Usando esta notação contraída, os tensores acima podem ser escritos na forma

TI = Ti j, (D.2a)

cIJ = ci jkl, (D.2b)

S J = S kl ×






1 se J = 1, 2, 3

2 se J = 4, 5, 6
. (D.2c)

Nesta notação, o tensor cIJ é representado por uma matriz 6 × 6 simétrica, introduz-se o fator 2

nas componentes 4,5 e 6 do tensor deformações para que que a relação constitutiva, dada pela eq. 5.2,

continue inalterada (i.e., TI = cIJS J).

Representação simbólica

Os produtos entre tensores com índices abreviados serão denotados de forma simbólica por dois

pontos, indicando que dois índices foram contraídos. Por exemplo, a representação simbólica da

equação 5.2 será dada por

T = c : S.
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As derivadas de tensores com índices abreviados (divergente e gradiente simetrizado) serão definidas

em termos de um operador ∇ (em negrito) dado pelas seguintes formas matriciais:

(divergente) ∇· →





∂x 0 0 0 ∂z ∂y

0 ∂y 0 ∂z 0 ∂x

0 0 ∂z ∂y ∂x 0





(D.3a)

(gradiente simetrizado) ∇ →





∂x 0 0

0 ∂y 0

0 0 ∂z

0 ∂z ∂y

∂z 0 ∂x

∂y ∂x 0





. (D.3b)

Utilizando esta definição, o tensor de tensão será dado por

S = ∇u (D.4)

D.2 Tensores de propriedades mecânicas

Os tensores que representam propriedades mecânicas dos materiais utilizados nesta tese são aque-

les que aparecem nas relações constitutivas para o tensor de tensão e o tensor que representa o efeito

acusto-óptico. No caso mais geral de nosso interesse a relação constitutiva e o tensor de impermeabi-

lidade são dados por [80]

T = c : S + η :
∂S

∂t
+ γ : (E · E⊺), (D.5a)

∆ǫ = −ǫ2 p : S, (D.5b)

sendo c o tensor de dureza, η o tensor de viscosidade e γ o tensor de eletrostrição; o sobrescrito ⊺

indica o vetor transposto e, portanto, produto do vetor campo elétrico E · E⊺ é um tensor de posto 2.

D.2.1 Tensor de dureza

Na seção D.1, discutimos as simetrias básicas do tensor de dureza. Estas simetrias decorrem das

simetrias do tensor de tensão (T) e do tensor de deformação (S) e restringem o número de elementos

não-nulos deste tensor para 36. As simetrias do cristal que forma o material impõem restrições

adicionais que reduzem, ainda mais, o número de componentes não-nulas do tensor de dureza [78,
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79, 80].

A determinação do grupo de simetria é feita verificando-se quais transformações de coordenadas

(rotações e reflexões) preservam a origem do sistema de coordenadas. Quando isto acontece, a estru-

tura cristalina do material é invariante sob estas transformações e, portanto, as propriedades físicas do

material (o tensor de dureza c) também são preservadas mediante estas transformações. Para cristais

cúbicos, o tensor de dureza, na notação de índices abreviados da seção D.1, é dado por [80, 78],

cIJ =





c11 c12 c12 0 0 0

c12 c11 c12 0 0 0

c12 c12 c11 0 0 0

0 0 0 c44 0 0

0 0 0 0 c44 0

0 0 0 0 0 c44





.

A invariância sobre rotação de materiais isotrópicos estabelece a restrição c44 =
1
2 (c11 − c12) e, por-

tanto, existem apenas duas componentes independentes do tensor de dureza para estes materiais.

Como veremos na seção E.1 a seguir, a componente c11 está relacionada comum a velocidade de pro-

pagação de ondas de compressão (ou longitudinais) e a componente c44 com a velocidade de ondas

de cisalhamento.

D.2.2 Tensor de viscosidade

No domínio da freqüência (e−iΩt), a parte mecânica da relação constitutiva pode ser escrita assim

T = c : S + iΩη : S, (D.6)

Portanto, os mesmos argumentos de simetria utilizados para restringir o tensor de dureza, podem

ser utilizados para o tensor de viscosidade [78]. Conseqüentemente, este tensor é representado pela

matriz

ηIJ =





η11 η12 η12 0 0 0

η12 η11 η12 0 0 0

η12 η12 η11 0 0 0

0 0 0 η44 0 0

0 0 0 0 η44 0

0 0 0 0 0 η44





, (D.7)

sendo que η44 =
1
2 (η11 − η12).
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D.2.3 Tensor acusto-óptico

O tensor acusto-óptico apresenta também as mesmas simetrias do tensor de dureza e, portanto, é

representado pela matriz [80, 82]

pIJ =





p11 p12 p12 0 0 0

p12 p11 p12 0 0 0

p12 p12 p11 0 0 0

0 0 0 p44 0 0

0 0 0 0 p44 0

0 0 0 0 0 p44





(D.8)

D.2.4 Tensor de eletrostrição

A dedução da forma do tensor de eletrostrição não se baseia, exclusivamente, em argumentos de

simetria. Contudo, recorrendo à relações termodinâmicas [80], pode-se mostrar que este tensor é

proporcional ao tensor acusto-óptico.

γIJ = −ε0ǫ
2 pIJ (D.9)

Conseqüentemente, a forma da matriz γIJ é dada por

γIJ =





γ11 γ12 γ12 0 0 0

γ12 γ11 γ12 0 0 0

γ12 γ12 γ11 0 0 0

0 0 0 γ44 0 0

0 0 0 0 γ44 0

0 0 0 0 0 γ44





(D.10)

O produto dos vetor campo elétrico na eq. D.5a é representado pela matriz Hermitiana

E · E⊺ =





E2
x ExEy ExEz

EyEx E2
y EyEz

EzEx EzEy E2
z





, (D.11)
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D.3 Força de eletrostrição

D.3.1 Forma simplificada

Para obter o tensor de tensão associado à força de eletrostrição deve-se manipular a expressão

Tst = γ : (E · E⊺). (D.12)

Em razão da simetria da matriz D.11 pode-se representá-la na notação contraída pelo vetor

EE =





E2
x

E2
y

E2
z

2EyEz

2ExEz

2ExEy





(D.13)

Utilizando a equação acima junto com a expressão D.10 chega-se à seguinte forma para o tensor de

tensão associado à eletrostrição,

Tst = γIJ (EE)J =





γ11E2
x + γ12E2

y + γ12E2
z

γ12E2
x + γ11E2

y + γ12E2
z

γ12E2
x + γ12E2

y + γ11E2
z

2γ44EyEz

2γ44ExEz

2γ44ExEy





. (D.14)

Se tomamos o divergente da eq. D.14, podemos encontrar a expressão para a densidade de força de

eletrostrição2 (força por unidade de volume),

Fst = ∇ ·





γ11E2
x + γ12E2

y + γ12E2
z

γ12E2
x + γ11E2

y + γ12E2
z

γ12E2
x + γ12E2

y + γ11E2
z

2γ44EyEz

2γ44ExEz

2γ44ExEy





2Note que, na notação de índices contraídos, devemos utilizar o operador divergente dado pela equação D.3a.
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se substituirmos γ11 = 2γ44 + γ12, podemos escrever a expressão acima na forma

Fst =





∂x 0 0 0 ∂z ∂y

0 ∂y 0 ∂z 0 ∂x

0 0 ∂z ∂y ∂x 0









(2γ44 + γ12) E2
x + γ12E2

y + γ12E2
z

γ12E2
x + (2γ44 + γ12) E2

y + γ12E2
z

γ12E2
x + γ12E2

y + (2γ44 + γ12) E2
z

2γ44EyEz

2γ44ExEz

2γ44ExEy





=





∂x 0 0 0 ∂z ∂y

0 ∂y 0 ∂z 0 ∂x

0 0 ∂z ∂y ∂x 0









γ12





E2
x + E2

y + E2
z

E2
x + E2

y + E2
z

E2
x + E2

y + E2
z

0

0

0





+ 2γ44





E2
x

E2
y

E2
z

EyEz

ExEz

ExEy









Portanto, a forma simplificada para a densidade de força de eletrostrição será dada por

Fst = ∇ ·
[

γ : (E · E⊺)] = γ12∇ (E · E) + 2γ44∇ · (E · E⊺) . (D.15)

No caso geral de pulsos ópticos, pode-se escrever o campo elétrico na forma

E (r, t) =
1
2

√

f (t)e−iωt E (r) + c.c. (D.16)

Portanto, os termos quadráticos no campo serão dados por

E (r, t) · E (r, t) =
f 2 (t)

2
E (r) · E∗ (r) (1 + cos 2ωt)

E (r, t) · E⊺ (r, t) =
f 2 (t)

2
E (r) · E† (r) (1 + cos 2ωt)

Como as ondas acústicas não respondem à componente de freqüência óptica 2ω, é comum desprezar

este termo e utilizar a seguinte expressão para a força de eletrostrição

Fst = f 2 (t)
{
γ12

2
∇ [E (r) · E∗ (r)] + γ44∇ ·

[

E (r) · E† (r)
]}

(D.17)

sendo que a dependência temporal do campo elétrico é dada pela envoltória lenta
√

f (t).
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D.4 Distribuição espacial da força de eletrostrição

Para analisar a distribuição da força de eletrostrição no caso geral, escreve-se o campo elétrico

total como uma cominação arbitrária de dois modos ópticos,

Ψ = α1 exp (iβ1z + φ1)Ψ1 + α2 exp (iβ2z + φ2)Ψ2 + c.c.

sendo α1,2 amplitude reais e φ1, φ2 as fases correspondentes. os termos da eq. XX são dados por

Ψ ·Ψ =
1
2

(

|α1|2Ψ1 ·Ψ∗1 + |α2|2Ψ2 ·Ψ∗2
)

+ cos (∆β − ∆φ)ℜ {

Ψ1 ·Ψ∗2
}

Ψ ·Ψ† = 1
2

(

|α1|2Ψ1 ·Ψ†1 + |α2|2Ψ2 ·Ψ†2
)

+ cos (∆β − ∆φ)ℜ
{

Ψ1 ·Ψ†2
}

Portanto, os termos de eletrostrição serãoPortanto, os termos de eletrostrição serão

∇ (Ψ ·Ψ) =
1
2

[

|α1|2 ∇
(

|Ψ1|2
)

+ |α2|2 ∇
(

|Ψ2|2
)]

+ cos (∆β − ∆φ)ℜ {∇ (

Ψ1 ·Ψ∗2
)}

∇ · (Ψ ·Ψ†) = 1
2

[

|α1|2 ∇ ·
(

Ψ1 ·Ψ†1
)

+ |α2|2 ∇ ·
(

Ψ2 ·Ψ†2
)]

+

cos (∆β − ∆φ)
2

ℜ
{

∇ ·
(

Ψ1 ·Ψ†2 +Ψ2 ·Ψ†1
)}

No caso de guias cilíndricos e PCFs, os estados de polarização do modo fundamental são degene-

rados (∆β = 0) e, aproximadamente, linearmente polarizados. Portanto pode-se falar de polarizações

lineares ou circulares do campo de bombeio, nestes casos devemos ter e a os termos da força podem

ser simplificados,

∇ (Ψ ·Ψ) =
1
2

[

α2
1∇

(

|Ψ1|2
)

+ α2
2∇

(

|Ψ2|2
)]

+ α1α2 cos (∆φ)ℜ {∇ (

Ψ1 ·Ψ∗2
)}

∇ · (Ψ ·Ψ†) = 1
2

[

α2
1∇ ·

(

Ψ1 ·Ψ†1
)

+ α2
2∇ ·

(

Ψ2 ·Ψ†2
)]

+
α1α2 cos (∆φ)

2

{

∇ ·
(

Ψ1 ·Ψ†2 +Ψ2 ·Ψ†1
)}

Pode-se apreciar, analiticamente, o impacto destes termos quando a distribuição espacial do modo

possui simetria radial, ou seja, Ψ1 = Ψ (r) x̂ e Ψ2 = Ψ (r) ŷ. Neste caso, os tensores Ψ1 ·Ψ†1, Ψ2 ·Ψ†2 e

Ψ1 ·Ψ†2 são da forma

Ψ1 ·Ψ†1 = |Ψ|
2





1 0 0

0 0 0

0 0 0





(D.19)
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Ψ2 ·Ψ†2 = |Ψ|
2





0 0 0

0 1 0

0 0 0





(D.20)

(

Ψ1 ·Ψ†2 +Ψ2 ·Ψ†1
)

= |Ψ|2 cos∆φ





0 1 0

1 0 0

0 0 0





(D.21)

Portanto os termos da força de eletrostrição serão dados por

∇ (Ψ ·Ψ) =
1
2

[

α2
1∇Ψ2 + α2

2∇Ψ2
]

=
(

α2
1 + α

2
2

)

Ψ∂rΨr̂ (D.22a)

∇ · (Ψ ·Ψ†) = 1
2

[

α2
1 x̂∂xΨ

2 + α2
2ŷ∂yΨ

2
]

+
α1α2 cos (∆φ)

2

[

x̂∂yΨ
2 + ŷ∂xΨ

2
]

(D.22b)

O segundo termo pode ser simplificado escrevendo as derivadas cartesianas de Ψ em relação a r,

∇ · (Ψ ·Ψ†) = Ψ

r
∂rΨ

{[

α2
1 (xx̂) + α2

2 (yŷ)
]

+ α1α2 cos∆φ
[

yx̂ + xŷ
]}

=
Ψ

r
∂rΨ

{[

α1 (α1x + α2y cos∆φ) x̂ + α2 (α2y + α1x cos∆φ) ŷ
]}

Escrevendo-se as componentes cartesianas restantes em coordenadas cilíndricas, obtém-se a forma

final para força de eletrostrição

(Fst)r = Ψ∂rΨ

[
γ12

2

(

α2
1 + α

2
2

)

+ γ44

(

α2
1 sin2 θ + α2

2 cos2 θ + α1α2 sin 2θ cos∆φ
)]

(D.23a)

(Fst)θ = γ44Ψ∂rΨ
[

sin θ cos θ
(

α2
2 − α2

1

)

+ α1α2 cos 2θ cos∆φ
]

(D.23b)

Partindo das equações D.23, pode-se obter a expressão da força, para qualquer estado de po-

larização do campo, escolhendo diferentes valores de α1, α2 e ∆φ. O caso da polarização circular

(α1 = α2 = 1 e ∆φ = ±π/2) é particularmente interessante,

Fst =
[

Ψ∂rΨ (γ12 + γ44)
]

r̂, (D.24)

ou seja, a força de eletrostrição se torna puramente radial e, portanto, os modos acústicos da família

TR2m não serão excitados.
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Apêndice E

Equação de onda acústica

E.1 Equação de onda para o deslocamento

Para deduzir a equação de onda para o vetor deslocamento partimos da lei de Newton dada pela

eq. 5.1 e utilizamos a relação constitutiva dada pela eq. D.5a. Usando a definição do tensor de

deformação, a relação constitutiva pode ser escrita na na forma

T =





(

c + η
∂

∂t

)

︸     ︷︷     ︸

c̃

: ∇





u + γ : (E · E⊺)

vamos escrever o tensor c̃ ≡
(

c + η ∂
∂t

)

em termos das componentes c̃11 e c̃44:

c = c̃11





1 1 1 0 0 0

1 1 1 0 0 0

1 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0





︸                      ︷︷                      ︸

(c̃)l

+c̃44





0 −2 −2 0 0 0

−2 0 −2 0 0 0

−2 −2 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1





︸                            ︷︷                            ︸

(c̃)s

(E.1)
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utilizando a equação acima junto com as definições D.3, é fácil demonstrar as seguintes identidades,

∇ · (c̃)l : ∇ = c̃11





∂2
x ∂xy ∂xz

∂yx ∂2
y ∂yz

∂zx ∂z ∂2
z





, (E.2)

∇ · (c̃)s : ∇ = c̃44





∂2
y + ∂

2
z −∂xy −∂xz

−∂yx ∂2
x + ∂

2
z ∂yz

−∂zx −∂zy ∂2
x + ∂

2
y





. (E.3)

O lado direito das equações E.2 e E.3 são, na notação tradicional de cálculo vetorial [32], represen-

tadas pelo ”gradiente do divergente” e pelo ”duplo rotacional”,





∂2
x ∂xy ∂xz

∂yx ∂2
y ∂yz

∂zx ∂z ∂2
z





= ∇ (∇·) (E.4)





∂2
y + ∂

2
z −∂xy −∂xz

−∂yx ∂2
x + ∂

2
z ∂yz

−∂zx −∂zy ∂2
x + ∂

2
y





= − ∇ × ∇ × . (E.5)

Portanto, podemos escrever a equação de onda 5.4 na forma

ρ
∂2u

∂tt
= c̃11∇ (∇ · u) − c̃44∇ × (∇ × u) + Fst

Agora, utilizamos a definição do tensor c̃ para escrevemos a equação acima da seguinte maneira

ρ
∂2u

∂tt
+ (c44 + η44∂t)∇ × (∇ × u) − [

c11 + η11∂t

]∇ (∇ · u) = Fst (E.6)

sendo que o termo do lado direito da equação (Fst) foi desenvolvido na seção D.2.4 e representa a

densidade força de eletrostrição (eq. D.15). Se utilizarmos a definição das velocidades de propagação

para ondas longitudinais (Vl) e de cisalhamento (Vs),

Vl =

√

c11

ρ
(E.7)

Vs =

√

c44

ρ
(E.8)
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Podemos escrever equação de onda para o vetor deslocamento na forma

∂2u

∂t2
+

(

V2
s +
η44

ρ
∂t

)

∇ × (∇ × u) −
[

V2
l +
η11

ρ
∂t

]

∇ (∇ · u) =
Fst

ρ
(E.9)

E.2 Excitação de modos acústicos

E.2.1 Evolução temporal das amplitudes dos modos acústicos

Para obter-se a equação para evolução temporal das amplitudes dos modos acústicos, supõe-se o

seguinte ansatz para o vetor deslocamento e o tensor de deformações,

u (r, t) =
∑

m

Am (t) um (x, y) eiΩmt + c.c. (E.10a)

S (r, t) =
∑

m

Am (t) Sm (x, y) eiΩmt + c.c. (E.10b)

Substituindo estas expressões na equação para o vetor deslocamento, é fácil mostrar que a equação

resultante é dada por

∂2Am

∂t2
+ 2
∂Am

∂t
(iΩm + Γm) + 2iΩmΓmAm = Bm (t) , (E.11)

E.2.2 Solução da equação

Para resolver a eq. E.11 introduz-se a transformada de Fourier Am (t) =
∫ ∞
∞ Ãm (Ω) eiΩtdΩ. Resol-

vendo a equação algébrica resultante obtém-se

Ãm (Ω) =
Φmb̃ (Ω − Ωm)

(Ω −Ωm + iΓm)2 − (

Ω2
m − Γ2

m

) ,

sendo que b̃ (Ω) denota a transformada de Fourier de b (t), Φm representa a dependência espacial do

coeficiente excitação Bm. Para prosseguir com esta solução especifica-se a envoltória lenta da onda

eletromagnética, em particular, é interessante encontrar a função de Green do sistema, ou seja, a

solução da eq. E.11 quando a excitação é impulsiva, portanto, escolhe-se b (t) = δ
(

t
t0

)

sendo tp um

parâmetro que caracteriza a largura do pulso. Portanto b̃ (Ω − Ωm) = tp

2πe
i(Ω−Ωm)t. Agora, resta fazer a

inversão da transformada

Ãm (Ω) =
1

2π

Φmtpei(Ω−Ωm)t

(Ω −Ωm + iΓm)2 − (

Ω2
m − Γ2

m

) .



170 Equação de onda acústica

A função acima possui pólos no plano complexo quando Ω = Ωm − iΓm ±
√

Ω2
m − Γ2

m, utilizando o

cálculo por resíduos obtém-se,

Am (t) = Φmtpe−iΩmte−Γm(t−kT )
sin

[ √

Ω2
m − Γ2

m (t − kT )
]

√

Ω2
m − Γ2

m

Θ (t − kT ) , (E.12)

onde Θ (t) é a função de Heaviside. Substituindo a equação acima nas expansões E.10, obtém-se a

equação 7.10.



Apêndice F

Teoria de perturbação

F.1 Perturbação da constante dielétrica

Usando a definição do tensor de impermeabilidade,

B ≡ [ǫ]−1 , (F.1)

pode-se demostrar a equação 5.9. Na notação de índices contraídos, a eq. F.1 é dada por

ǫimBmn = δin. (F.2)

O diferencial desta expressão é dado por,

∆ǫimBmn + ǫim∆Bmn = 0

⇒ ∆ǫimBmn = − ǫim∆Bmn.

Multiplicando esta última equação por ǫn j obtém-se

∆ǫimBmnǫn j = −ǫim∆Bmnǫn j. (F.3)

Agora, em razão da relação Bmnǫn j = δm j,

∆ǫi j = −ǫim∆Bmnǫn j.

Utilizando a definição do efeito acusto-óptico (eq. 5.4), chega-se à seguinte expressão.

∆ǫi j = −ǫim (pmnrsS rs) ǫn j.
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Para materiais isotrópicos (antes de se aplicar a deformação) temos ǫi j = ǫδi j, junto com a equação

acima, deduz-se a eq. 5.9,

= −ǫ2δimδn j (pmnrsS rs) ,

∆ǫi j = −ǫ2
(

pi jrsS rs

)

,�

O tensor ∆ǫ também é simétrico e, portanto, a eq. 5.9 pode ser escrita utilizando a notação compacta

introduzida na seção D.1,

∆ǫI = −ǫ2 pIJS j (F.4)

F.2 Teoria de perturbação eletromagnética

A teoria de perturbação é uma ferramenta amplamente difundida no tratamento de problemas

complexos que, na ausência de um agente externo, se degeneram em um sistema simples, cuja so-

lução já é conhecida. Em mecânica quântica e eletromagnetismo, esta ferramenta é de fundamental

importância para a compreensão de diversas interações físicas [122, 123, 124, 28].

Em mecânica quântica, o formalismo perturbativo é desenvolvido de maneira razoavelmente sim-

ples [125]. Esta relativa facilidade ocorre em conseqüência da natureza escalar da função de onda.

No entanto, em problemas eletromagnéticos, apenas os casos mais triviais podem ser abordados utili-

zando aproximações escalares. Por exemplo, os modos de guias de onda dielétricos são todos vetori-

ais e, portanto, precisamos considerar a forma vetorial completa dos campos para obter aproximações

válidas [124, 123].

Para uma perturbação ∆ǫ (r, t) com dependência temporal arbitrária, as equações F.5 são escritas

no domínio da freqüência na forma

∇t × E + ẑ × ∂zE = iωµ0µH, (F.5a)

∇t × H + ẑ × ∂zH = −iωε0 [ǫE + ∆ǫ (r, ω) ⋆ E (ω)] , (F.5b)

sendo que o símbolo ⋆ denota o produto de convolução1. Portanto, a equação 2.3 pode ser escrita em

termos dos operadores definidos na seção 2.2.1,

(A + ∆A) |Ψ〉 = −i∂zB |Ψ〉 , (F.6)

1O símbolo ⋆ denota o produto de convolução pois, quando ∆ǫ é uma função do tempo, deve-se tomar cuidado ao
escrever as equações de Maxwell no domínio da freqüência. O vetor deslocamento D (t) = ε0ǫ (t) E (t) se transforma em
um produto de convolução no domínio da freqüência, ̥ω {A (t) B (t)} = ̥ω {A (t)} ⋆ ̥ω {B (t)}.
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sendo que o operador ∆A é dado pela expressão

∆A =





ωε0∆ǫ⋆ 0

0 0



 .

Quando a perturbação é pequena (i.e.,∆ǫ≪ ǫ) é razoável supormos que a solução do problema per-

turbado pode ser expandida em termos das soluções do problema não-perturbado

|Ψ〉 =
∑

n

an (z) eiβnz |Ψn〉 , (F.7)

sendo que a soma inclui os modos co- e contra-propagantes, |Ψn〉 são soluções do problema de auto-

valores generalizado

A |Ψn〉 = βnB |Ψn〉 . (F.8)

Substituindo a expansão F.7 na equação F.6 pode-se encontrar equações para os coeficientes an (z). O

lado esquerdo da equação F.6 fica

∑

n

aneiβnz (A |Ψn〉 + ∆A |Ψn〉) , (F.9)

o lado direito pode ser expandido, o resultado é

− i





∑

n

eiβnz (∂zan + iβnan) (B |Ψn〉)


 . (F.10)

Igualando as equações F.9 e F.10, obtém-se

∑

n









aneiβnz (A |Ψn〉 − βnB |Ψn〉)

︸                   ︷︷                   ︸

=0




+

[

aneiβnz (∆A |Ψn〉)
]






= −i
∑

eiβnz [∂zan (B |Ψn〉)
]

O termo destacado por chaves é zero em razão da eq. F.8, multiplicando o restante da equação acima

pelo ”bra” 〈Ψk|, obtém-se

∑

n

[

aneiβnz (〈Ψk|∆A |Ψn〉)
]

= −i
∑

n

eiβnz [∂zan (〈Ψk| B |Ψn〉)
]

. (F.11)

Como foi discutido na seção 2.2.1, o elemento de matriz 〈Ψk| B |Ψn〉 representa a relação de orto-
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gonalidade entre os modos |Ψn〉 e |Ψk〉. Explicitamente este elemento é dado por [31]

〈Ψk| B |Ψn〉 =
[

E∗k H∗k
]

·




0 −ẑ×
ẑ× 0



 ·




En

Hn





=

"

ẑ · (E∗k × Hn + En × H∗k
)

dA.

Se n = k na expressão acima,

〈Ψk| B |Ψk〉 = 2ℜ
{"

(

E∗k × Hk

) · ẑdA

}

,

Por outro lado, se n , k, temos [31, 28]

〈Ψk| B |Ψn,k〉 = 0

Portanto, se usarmos a definição da potência transmitida em um guia de onda no modo |Ψk〉 [28, 31],

Pk =
sk

2
ℜ

{"

(

E∗k × Hk

) · ẑdA

}

, (F.12)

sendo que foi introduzido o fator sk = ±1 para garantir o sinal correto do coeficiente de acoplamento

para modos contra-propagantes2. Portanto, podemos escrever o elemento de matriz do operador B na

forma

〈Ψk| B |Ψn〉 = 4Pkδkn. (F.13)

Substituindo a equação F.13 na equação F.11 obtemos

∂ak

∂z
= i

∑

n

anKknei(βn−βk)z. (F.14)

sendo que o coeficiente de acoplamento entre os modos k e n é dado por

Kkn =
〈Ψk|∆A |Ψn〉

4Pk

. (F.15)

2Este fator surge porque o campo H de modos que propagam-se na direção −ẑ, possui um sinal − em relação àqueles
que propagam-se na direção ẑ [31, 29].
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F.2.1 Perturbação harmônica no espaço e no tempo

A perturbação induzida por modos acústicos é harmônica na direção ẑ e no tempo

∆ǫ (r, t) =
1
2
∆ǫ (x, y) ei(βacz−Ωt) + c.c. (F.16)

Introduzindo a transformada de Fourier desta função, obtém-se

∆ǫ (r, ω) =
1
2
∆ǫ (x, y) eiβaczδ (ω −Ω) + c.c.

Esta expressão mostra que o tratamento da linha Stokes (ω − Ω) é exatamente análogo ao da linha

anti-Stokes (ω + Ω).

F.2.2 Acoplamento contra-direcional

As equações acopladas no caso contra-direcional são dadas por

∂a1

∂z
= ia2K12ei∆βz

∂a2

∂z
= − ia1K12e−i∆βz

sendo que ∆β = β1 + β2 − βac. A solução analítica destas equações, sujeita às condições de contorno

a1 (0) = A1 e a2 (L) = 0, são dadas por

a1 (z) =
e

iz∆β

2

((

gcosh
[

1
2g(L − z)

]

+ i∆βsinh
[

1
2g(L − z)

])

A1 − 2ie
iL∆β

2 sinh
[

gz

2

]

A2K12

)

gcosh
[

gL

2

]

+ i∆βsinh
[

gL

2

]

a2 (z) =
e−

1
2 iz∆β

(

e
iL∆β

2

(

gcosh
[

gz

2

]

+ i∆βsinh
[

gz

2

])

A2 − 2isinh
[

1
2 g(L − z)

]

A1K12

)

gcosh
[

gL

2

]

+ i∆βsinh
[

gL

2

]

sendo que g2 = −∆β2 + 4K2
12. Na figura F.1 são mostradas as soluções deste conjunto de equações,

nesta figura pode-se notar o impacto da satisfação da condição de phase-matching. Especificamente,

quando g2 < 0 o argumento das funções hiperbólicas tornam-se complexos e, naturalmente, a ampli-

tude dos campos irá oscilar periodicamente com z.



176 Teoria de perturbação

-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

z�L

P
o

w
e

r

Fig. F.1: Solução das equações acopladas para o caso de retro-espalhamento, a região cinza indica a
região de interação (0 < z < L); as condições de contorno utilizadas são a1 (0) = 1, a2 (L) = 0. As
curvas vermelhas e azuis representam a1 (z) e a2 (z), respectivamente: as linhas sólidas são obtidas
com ∆β = 0, as linhas tracejadas com ∆βL = 8. Note que quando a condição de phase-matching não
é satisfeita, a energia é transferida periodicamente de uma onda para outra.

F.2.3 Acoplamento co-direcional

No acoplamento co-direcional, é interessante analisar o caso que representa o co-espalhamento

Brillouin em fibras ópticas. Como os dois estados de polarização do modo fundamental são degene-

rados, assume-se∆β12 = 0 e βac = 0. Portanto, as equações acopladas ficam na forma

∂a1

∂z
= ia1K11 + ia2K12

∂a2

∂z
= ia1K21 + ia2K22

A solução geral destas equações com as condições iniciais a1 (z = 0) = A1 e a2 (z = 0) = A2 é dada

por

a1 (z) = e
1
2 iz(K11+K22)




cosh

[
gz

2

]

A1 +
isinh

[
gz

2

]

(2A2K12 + A1 (K11 − K22))

g





a2 (z) = e
1
2 iz(K11+K22)




cosh

[
gz

2

]

A2 +
isinh

[
gz

2

]

(2A1K12 + A2 (−K11 + K22))

g




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Fig. F.2: Solução das equações acopladas para o caso de co-espalhamento, a região cinza claro indica
a região de interação (0 < z < L); as condições de contorno utilizadas são a1 (0) = 1, a2 (L) = 0,
K11 = K22 e K12L = 4. As curvas vermelhas e azuis representam a1 (z) e a2 (z), respectivamente.
A região destacada em cinza escuro representa o regime de acoplamento fraco (gz ≪ 1), na qual a
energia transferida entre os modos ainda não oscilou nenhum período.

sendo que g2 = −4K2
12 − (K11 − K22)2. Para estas soluções, a condição g2 > 0 requer que

K2
12 > −

1
4

(K11 − K22)2 .

No entanto, para perturbações Hermitianas, K11e K22 são números reais, logo K2
12 < 0. O resultado

disto é que as funções hiperbólicas irão sempre oscilar e a energia será transferida periodicamente

entre a1 e a2. Contudo, no limite de acoplamento fraco (gz ≪ 1), as soluções podem ser aproximadas

por

a1 (z) ≈ A1 + i (A1K11 + A2K12) z,

a2 (z) ≈ A2 + i (A1K12 + A2K22) z.

Fisicamente, esta situação representa o caso em que o acoplamento é tão fraco que a distância de

propagação não é suficiente para as amplitudes dos campos oscile. Na figura F.2 são mostradas as

soluções deste conjunto de equações quando K11 = K22 e K12L = 4. A região destaca em cinza escura

ilustra o regime em que a aproximação de acoplamento fraco é válida.

F.2.4 Perturbação de um único modo

Quando a perturbação não depende de z, a condição de phase-matching só é satisfeita para o

mesmo modo óptico ou um modo degenerado. No caso em que a perturbação não acopla dois modos
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degenerados (K12 = 0), a solução para as equações acopladas é trivial. Neste caso, cada modo óptico

satisfaz uma equação independente,
∂an

∂z
= ianK11 (F.17)

Esta equação é útil para encontrar a fase adquirida pelo modo óptico em algumas situações no co-

espalhamento Brillouin. A solução desta equação é dada por

an (z) = exp i





∑

m

K
(m)
11



 z (F.18)

Substituindo este termo na eq. F.7, constata-se que a constante de propagação de cada modo será

corrigida por

βn → βn +





∑

m

K
(m)
11





︸      ︷︷      ︸

∆β

(F.19)

Portanto, define-se a perturbação da constante de propagação do modo |Ψ〉 como

∆β = ωε0
〈Ψ|∆ǫ |Ψ〉

4P
(F.20)

Para escrever esta equação em uma forma mais familiar, utiliza-se a relação [29, 28]

(E∗ × H) · ẑ =
√

ε0

µ0

β

k

{

E∗t · Et −
i

β
E∗t · ∇Ez

}

≈
√

ε0

µ0

β

k
E∗t · Et

Utilizando a eq. F.12, obtém-se

∆β =
k2

2β

!

E† (x, y) · ∆ǫ (x, y) · E (x, y) dxdy
!

E∗t · Etdxdy
(F.21)

utilizando a definição de índice de refração efetivo (i.e., β ≡ kne f f ) chega-se a forma final para a

perturbação do índice de refração efetivo,

∆ne f f =
1

2ne f f

!

E† (x, y) · ∆ǫ (x, y) · E (x, y) dxdy
!

E∗t · Etdxdy
(F.22)

Outra maneira de se obter esta equação é utilizando o princípio da reciprocidade eletromagnética

[28, 124].



Apêndice G

Modos acústicos do guia cilíndrico

Na seção 6.2.2 foram mostrados alguns resultados importantes sobre os modos de uma barra

isotrópica de vidro. Neste apêndice serão mostrados alguns detalhes e deduções dos resultados lá exi-

bidos1. Serão consideradas apenas as famílias de modos axial-radial (R0m) e torsional-radial (TR2m),

pois eles são os que se acoplam eficientemente com o campo eletromagnético [84] no problema de

co-espalhamento. Estes modos possuem a seguinte forma do vetor deslocamento (em coordenadas

cilíndricas)

u (r) = W (m)
p (r)






sin pθ

cos pθ





r̂ + Θ(m)

p (r)






cos pθ

− sin pθ





θ̂ (G.1)

Neste sistema de coordenadas, o tensor de deformações é dado por [78, 99]

S rr = ∂rur (G.2a)

S θθ =
ur

r
+

1
r
∂θuθ (G.2b)

S rφ =
1
r
∂θur + ∂ruθ −

uθ

r
(G.2c)

A relação entre estas componentes em coordenadas cilíndricas e a forma contraída do tensor (veja

seção D.1), é a mesma que vale para as componentes cartesianas do tensor (eq. D.2).

1Um tratamento detalhado completo deste problema pode ser encontrado nas referências [99, 78, 100].

179
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G.1 Modos R0m

O vetor deslocamento para os modos R0m é da forma [99]

uR0m
= A1J1

(

ym

r

a

)

r̂. (G.3)

Portanto, as componentes não-nulas do tensor de deformações ficam na forma

S 1R0m
(r) = A1

[

1
r

J1

(

ym

r

a

)

− ym

a
J2

(

ym

r

a

)]

(G.4a)

S 2R0m
(r) = A1

1
r

J1

(

ym

r

a

)

. (G.4b)

Para escrevermos as componentes do tensor dielétrico, devemos transformar o tensor acusto-óptico

para o sistema de coordenadas cilíndricas. Contudo, é possível mostrar que em meios isotrópicos

o tensor transformado em coordenadas cilíndricas é exatamente igual ao tensor na forma cartesiana

[78]. Conseqüentemente, as componentes não-nulas do tensor de perturbação são

∆ǫ1 = ∆ǫrr = −n4
[

p11S 1R0m
+ p12S 2R0m

]

(G.5a)

∆ǫ2 = ∆ǫθθ = −n4
[

p12S 1R0m
+ p11S 2R0m

]

(G.5b)

∆ǫ3 = ∆ǫzz = −n4
[

p12S 1R0m
+ p12S 2R0m

]

(G.5c)

G.2 Modos TR2m

O vetor deslocamento para os modos TR2m é da forma [99]

(

uTR0m

)

r =

{

A1
2

(r/a)
J2

(

ym

r

a

)

− A2

[

2
(r/a)

J2

(

αym

r

a

)

− αymJ3

(

αym

r

a

)]}

cos 2θ

(

uTR0m

)

θ =

{

A2
2

(r/a)
J2

(

αym

r

a

)

− A1

[

2
(r/a)

J2

(

ym

r

a

)

− ymJ3

(

ym

r

a

)]}

sin 2θ

sendo que α = Vs/Vl e ym = Ωma/Vl. Portanto, o tensor de deformações, em coordenadas cartesianas,

fica na forma [84]
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S 1T R2m
(r, θ) = cos 2θ{A2

[ −2

(r/a)2
J2

(

αym

r

a

)

+ 5
αym

(r/a)
J3

(

αym

r

a

)

+ (αym)2 J4

(

αym

r

a

)]

+

A1

[

2

(r/a)2
J2

(

ym

r

a

)

− 2ym

(r/a)
J3

(

ym

r

a

)]

} (G.7a)

S 2T R2m
(r, θ) = cos 2θ{A2

[

2

(r/a)2
J2

(

αym

r

a

)

+
αym

(r/a)
J3

(

αym

r

a

)]

+

A1

[ −2

(r/a)2
J2

(

ym

r

a

)

+
ym

(r/a)
J3

(

ym

r

a

)]

} (G.7b)

S 6T R2m
(r, θ) = sin 2θ{A2

[

4

(r/a)2
J2

(

αym

r

a

)

− 4αym

(r/a)
J3

(

αym

r

a

)]

+

A1

[ −4

(r/a)2
J2

(

ym

r

a

)

+
4ym

(r/a)
J3

(

ym

r

a

)

− y2
mJ4

(

ym

r

a

)]

}. (G.7c)

Portanto, as componentes não-nulas do tensor de perturbação são

∆ǫ1 = ∆ǫrr = −n4
[

p11S 1T R2m
+ p12S 2T R2m

]

(G.8a)

∆ǫ2 = ∆ǫθθ = −n4
[

p12S 1T R2m
+ p11S 2T R2m

]

(G.8b)

∆ǫ3 = ∆ǫzz = −n4
[

p12S 1T R2m
+ p12S 2T R2m

]

(G.8c)

∆ǫ6 = ∆ǫrθ = −n4 p44S 6T R2m
(G.8d)

G.3 Elementos do coeficiente de acoplamento

A integral de overlap que aparece no coeficiente de acoplamento na equação 6.2 possui, em sua

forma explicita, 6 ”componentes”, sendo que cada uma delas acopla um par de componentes do vetor
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campo elétrico. Em coordenadas cilíndricas, pode-se escrevê-las na forma

K1 =

∫
(

E∗1r∆ǫrrE2r

)

rdrdθ (G.9a)

K2 =

∫
(

E∗1θ∆ǫθθE2θ
)

rdrdθ (G.9b)

K3 =

∫
(

E∗1z∆ǫzzE2z

)

rdrdθ (G.9c)

K4 =

∫
(

E∗1θ∆ǫθzE2z + E∗1z∆ǫzθE2θ

)

rdrdθ (G.9d)

K5 =

∫
(

E∗1r∆ǫrzE2z + E∗1z∆ǫzrE2r

)

rdrdθ (G.9e)

K6 =

∫
(

E∗1r∆ǫrθE2θ + E∗1r∆ǫrθE2θ
)

rdrdθ (G.9f)

Em razão da dependência angular dos modos acústicos das famílias R0m e TR2m, apenas algumas

dessas componentes serão não-nulas. Quando os campos elétricos possuem simetria radial, pode-se

deduzir relações entre os coeficientes de acoplamento quando o modo óptico possui simetria radial (

E1 ∝ Ψ (r) x̂ ou E2 ∝ Ψ (r) ŷ ). As componentes destes modos em coordenadas cilíndricas são dadas

por

E1 = Ψ (r)
[

cos θr̂ − sin θθ̂
]

E2 = Ψ (r)
[

sin θr̂ + cos θθ̂
]

G.3.1 Família axial-radial

Na família R0m, os elementos do tensor de perturbação G.5 não dependem do ângulo azimutal,

portanto é trivial mostrar que

K11 = K22

K12 = 0

Portanto, os modos R0m não acoplam estados ortogonais de polarização, neste caso é válida a teoria

de perturbação para um único modo óptico ().

G.3.2 Família torsional-radial

Existem duas polarizações para a família TR2m, a eq. G.6 representa àquela que oscila nas direções

0-90◦. A polarização ortogonal pode ser obtida fazendo θ → θ/4 na eq. G.6.
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Polarização 0/90

Os elementos do tensor de perturbação (eq. G.8) para esta polarização possuem a seguinte depen-

dência angular

∆ǫrr ∝ cos 2θ

∆ǫθθ ∝ cos 2θ

∆ǫrθ ∝ sin 2θ

Portanto, os termos do coeficiente de acoplamento K11serão dados por

K1
11 ∝

∫

cos2 θ cos 2θdθ =
π

2

K2
11 ∝

∫

sin2 θ cos 2θdθ = −π
2

K6
11 ∝ −

∫

sin θ cos θ sin 2θdθ = −π
2

De forma análoga, os termos do coeficiente K22 são dados por

K1
22 ∝

∫

sin2 θ cos 2θdθ = −π
2

K2
22 ∝

∫

cos2 θ cos 2θdθ =
π

2

K6
22 ∝

∫

sin θ cos θ sin 2θdθ =
π

2

Como a integral radial envolvida nos termos de K11 e K22 são iguais, pode-se concluir que K11 =

−K22.Para o coeficiente de acoplamento entre os dois modos, K12, é fácil mostrar de forma análoga

que K12 = 0. Ou seja, a polarização 0/90 dos modos TR2mnão acopla os dois estados de polarização

do modo óptico.

Polarização -45/45

Tomando θ → θ/4, basta substituir cos 2 (θ + π/4) → − sin 2θ e sin 2 (θ + π/4) → cos 2θ e seguir

o procedimento análogo ao feito acima, o resultado mostra que K11 = K22 = 0 e K12 , 0. Portanto,

esta polarização acústica irá induzir apenas um acoplamento entre os dois estados de polarização.
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Apêndice H

Método dos Elementos Finitos

Neste apêndice serão desenvolvidas as formulações do FEM (Finite Element Method) utilizadas

nas soluções numéricas da equação de onda de Maxwell e da equação de onda elástica. Ambas as

formulações serão restritas ao caso de guias de onda, com dependência temporal e−iωt e dependência

da coordenada longitudinal eiβz. Esta escolha irá permitir a formulação de problemas de autovalores

generalizados em β2 ou ω2. Será dado um enfoque simples para explicar o FEM, típico dos livros de

engenharia e física.

O método dos elementos finitos para solução de equações diferenciais baseia-se em princípios

variacionais. No ramo da física, métodos variacionais aparecem quando tenta-se resolver problemas

seguindo princípios de minimização. Por exemplo, a lei de Snell da óptica de raios pode ser deduzida

com base no princípio de Fermat: o caminho percorrido pelo feixe de luz é aquele que minimiza o

caminho óptico. Em mecânica clássica é famoso o princípio da ação mínima de Hamilton: a trajetória

temporal de um sistema mecânico é tal que a ação é minimizada. Outro exemplo comum em mecânica

quântica é o método de Ritz. Neste método a idéia é tentar encontrar a função de onda (autovetor)

e a energia (autovalor) de um sistema de partículas. O FEM pode ser interpretado como mais um

entre estes métodos variacionais. De fato, em muitos livros sobre o tema, o método variacional

é introduzido como uma maneira de encontrar funcionais cuja minimização resulte em soluções (ou

quase-soluções) das equações desejadas (método de Ritz). Quando trata-se das equações de Maxwell,

o problema de encontrar funcionais pode se tornar desafiador [126]; em particular quando trata-se de

meios anisotrópicos e/ou absorvedores . Um método mais geral para encontrar estes funcionais é

conhecido como método de Galerkin [127] (ou método dos resíduos ponderados). Devido a sua

generalidade, este foi o método escolhido nesta tese.

185
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H.1 Equação vetorial de Helmholtz e sua "forma fraca"

Os modos eletromagnéticos de guias de onda são soluções da equação de onda de Maxwell na

ausência de fontes (veja cap. 2). No domínio da freqüência esta equação de onda é denominada

equação vetorial de Helmholtz. Esta equação pode ser escrita em termos do campo elétrico (E) ou do

campo magnético (H). A equação vetorial de Helmholtz para o campo elétrico (Φ = E, p = µ−1 e

q = ǫ) ou magnético (Φ = H, p = ǫ−1 e q = µ) pode ser escrita na forma.

∇ × (p∇ ×Φ) − k2
0 qΦ = 0 (H.1)

onde k0 = 2π/λ é o número de onda no vácuo.

Quando as propriedades do meio satisfazem certas restrições de simetria, é fácil encontrar um

funcional associado à equação H.1. No caso geral, quando µ e ǫ são arbitrários, segue-se a receita do

método de Galerkin para encontrar este funcional; multiplica-se equação H.1 por uma função peso w

e integra-se o resultado sobre todo o domínio

∫

w · {∇ × (p∇ ×Φ)} dA − k2
0

∫

w · {qΦ} dA = 0 (H.2)

A equação acima pode ser desenvolvida usando o teorema de Gauss,

∫
[

(∇ × w) · (p∇ ×Φ) − k2
0w · (qΦ)

]

dA +

∫

ΓN

(n̂ × w) · (p∇ ×Φ) dΓ +

∫

ΓD

w · (n̂ × p∇ ×Φ) dΓ = 0,

(H.3)

onde as integrais de contorno foram separadas nas partes com condições de contorno do tipo Dirichlet

(ΓD) e do tipo Neumann (ΓN). Estas condições são do tipo






(n̂ × w) · (p∇ ×Φ) = 0 em ΓN

w · (n̂ × p∇ ×Φ) = 0 em ΓD

Assumindo que os contornos do domínio são condutores elétricos perfeitos (campo elétrico tangencial

nulo) ou magnéticos perfeitos (campo magnético tangencial nulo), estas integrais irão se anular nos

contorno. Portanto a forma fraca da equação de Helmholtz (H.1) com condições de contorno do tipo

Neumann ou Dirichlet é dada pela equação integral,

∫
[

(∇ × w∗) · (p∇ ×Φ) − k2
0w∗ · (qΦ)

]

dA = 0. (H.4)

Note que a forma fraca envolve apenas uma derivada da função procurada Φ. Portanto esta forma
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relaxa os requerimentos sobre continuidade desta função, daí a designação "fraca". Quando trata-se de

guias de onda ainda é possível manipular a equação H.4 explorando a simetria contínua de translação

ao longo do eixo z. Decompõe-se as funções Φ e w em suas partes transversal e longitudinal,

Φ =





φx (x, y)

φy (x, y)

φz (x, y)





exp (−iβz) , (H.5a)

w =





wx (x, y)

wy (x, y)

wz (x, y)





exp (−iβz) . (H.5b)

Além disto, decompõe-se também o operador nabla, ∇ = x̂∂x + ŷ∂y + ẑ∂z. No caso em que ǫ e µ são

tensores com todas as componentes não-nulas, o desenvolvimento destas equações envolve bastante

álgebra. Como o este caso geral não é necessário para fibras ópticas, nesta tese foi concentrado no

caso de anisotropia uniaxial (apenas as componentes da diagonal são não-nulos) 1. Substituindo as

decomposições H.5a,H.5b na equação H.4 obtém-se duas equações na

C0 + iβC1 + β
2C2 = k2

0C3 (H.6)

sendo que os coeficientes Ci são dados por,

C0 =

∫ {

p11

(

∂wz

∂y

∂φz

∂y

)

+ p22

(

∂wz

∂x

∂φz

∂x

)

+ p33

[

∂wx

∂y

(

∂φx

∂y
−
∂φy

∂x

)

+
∂wy

∂x

(
∂φy

∂x
− ∂φx

∂y

)]}

dA,(H.7a)

C1 =

∫ [

p11

(

φy

∂wz

∂y
− wy

∂φz

∂y

)

+ p22

(

φx

∂wz

∂x
− wx

∂φz

∂x

)]

dA, (H.7b)

C2 =

∫
(

p22wxφx + p11wyφy

)

dA, (H.7c)

C3 =

∫
(

q11wxφx + q22wyφy + q33wzφz

)

dA. (H.7d)

H.2 Discretização

Para transformar a equação H.6 em um problema matricial de autovalores aplica-se o métodos

dos elementos finitos. Inicialmente, o domínio no qual deseja-se resolver a equação é discretizado

em pequenos subdomínios. Neste domínio discretizado, as integrais de área que aparecem na equação

1A implementação de camadas absorvedoras (PML - Perfectly matched layer) nas bordas do domínio computacional
exige este tipo de anisotropia.
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Fig. H.1: Discretização da seção transversal de uma estrutura utilizando elementos triangulares.

na eq. H.6 podem ser calculada a partir da contribuição de cada elemento da discretização,

∫

dA→
∑

e

∫

e

dA. (H.8)

Tipicamente utiliza-se quadriláteros ou triângulos na discretização de domínios bidimensionais;

nesta tese foram utilizados exclusivamente triângulos. Na figura H.1 é ilustrado um domínio arbi-

trário discretizado em elementos triangulares. Note que a interface entre dois materiais distintos,

representados na figura por diferentes cores, sempre coincide com a interface entre dois elementos.

É importante ressaltar que a discretização pode ser feita de forma arbitrária dentro de cada região

(ou material)2. Na figura também é destacado em vermelho um dado elemento triangular. Como

estes elementos possuem formas arbitrárias, os limites de integração na eq. H.8 seriam distintos para

cada elemento. A implementação deste tipo de variação iria complicar o programa de computador

que realiza estas integrais. Para contornar este problema, é feita uma transformação de coordenadas

(x, y) 7→ (ξ, η) que deforma os triângulos reais que compõem o domínio computacional em triângulos

de referência. No triângulo de referência, os limites de integração são sempre os mesmos, facilitando

o cálculo destas integrais. Esta transformação é descrita pelo Jacobiano J e será discutida a seguir.

2Existem limites para esta arbitrariedade. Por exemplo, os programas que fazem este tipo de discretização tentam
evitar subdomínios cujas proporções na direção vertical e horizontal sejam muito distintas.
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H.2.1 Elementos isoparamétricos e funções de base escalares

O sistema de coordenadas de referência ilustrado na Fig. H.1 é obtido após uma transformação de

coordenadas. Este sistema de referência é equivalente às coordenadas baricentricas ou coordenadas

de área [127, 128]. Como as funções de base utilizadas para expandir os campos serão definidas neste

sistema de referência, é importante ter clara sua definição.

Coordenadas de área

Tomando as coordenadas dos vértices de cada triângulo como (v1, v2, v3) , define-se as coordena-

das de área (L1, L2L3) de forma que um ponto no triângulo com coordenada r é escrito na forma

r = L1v1 + L2v2 + L3v3, (H.9)

sendo que L1 + L2 + L3 = 1. Geometricamente, Li = Ai/A sendo que Ai representa a área do triângulo

cujos vértices são formados pelos pontos
(

r, v j, vk

)
3. Como L3 = 1− L2 − L1, só existem dois parâme-

tros livres neste sistema de coordenadas. Na literatura sobre elementos finitos é comum denotar estes

dois parâmetros livres por L1 ≡ ξ, L2 ≡ η. Na Fig. H.1, o triângulo de referência é desenhado neste

sistema de coordenadas. A relação entre os dois sistemas pode ser obtida facilmente, basta escrever a

eq. H.9 impondo a condição
∑

i Li = 1,

x = x3 + ξ (x1 − x3) + η (x2 − x3) (H.10a)

y = y3 + ξ (y1 − y3) + η (y2 − y3) (H.10b)

A relação acima permite calcular como as derivadas (e integrais) se relacionam nos dois sistemas.

Estas quantidades são de suma importância uma vez que são essenciais para se obter os coeficientes

que aparecem na equação H.6.

Matriz Jacobiana

A relação entre derivadas nos dois sistemas é obtida através da regra da cadeia, a matriz obtida ao

aplicar esta regra é denominada matriz Jacobiana,





∂
∂ξ

∂
∂η




=





∂x
∂ξ

∂y

∂ξ

∂x
∂η

∂y

∂η





︸      ︷︷      ︸

≡J





∂
∂x

∂
∂y



 . (H.11)

3Nesta definição, os índices i, j, k estão em ordem cíclica. Por exemplo, L1 = A1/A com A1 sendo a área formado pelo
triângulo com vértices (r, v2, v3).
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Fig. H.2: Polinômios interpoladores de Lagrange de 1a ordem.

Invertendo a relação acima, pode-se expressar as derivadas em relação a (x, y) em termos das derivadas

em relação a (ξ, η),





∂
∂x

∂
∂y



 =





1
|J(ξ,η)|

(

J22
∂
∂ξ
− J12

∂
∂η

)

1
|J(ξ,η)|

(

−J21
∂
∂ξ
+ J11

∂
∂η

)




(H.12)

sendo que |J (ξ, η)| representa o determinante da matriz Jacobiana, este determinante é usualmente

denominado Jacobiano. Como o elemento de área é distorcido sob a transformação H.10, as integrais

sobre uma função f (x, y) qualquer são escritas no sistema de referência na forma,

∫ ∫

e

f (x, y) dxdy =

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0
f (ξ, η) |J (ξ, η)| dηdξ. (H.13)

As equações H.11 e H.13 são os dois ingredientes necessários para calcular as derivadas e integrais

no domínio discretizado.

Funções de base (ou interpoladoras) de 1◦ ordem

Uma vez discretizado o domínio, pode-se aproximar a função icógnita por uma expansão polino-

mial. Esta expansão é na prática uma interpolação da função icógnita dentro de cada triângulo. O

caso mais trivial ocorre quando utiliza-se polinômios lineares para fazer esta interpolação,

Φe (x, y) =
3∑

i=1





(φx)i Ni (x, y)
(

φy

)

i
Ni (x, y)

(φz)i Ni (x, y)





= {N}T {φx} x̂ + {N}T
{

φy

}

ŷ + {N}T {φz} ẑ, (H.14)

sendo que (φm)i para m = x, y, z são os coeficientes da expansão; as funções Ni (x, y) são definidas

localmente dentro de cada triângulo. As chaves indicam vetores contendo os coeficientes {φm} =
{

(φm)1 , (φm)2 , (φm)3

}

(dimensão 3 × 1) e as funções de base {N}T = {N1,N2,N3}T (dimensão 1 × 3) .
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Fig. H.3: Polinômios interpoladores de Lagrange de 2a ordem.

Estas funções são denominadas polinômios interpoladores de Lagrange. Em domínios triangulares,

estes polinômios lineares são simplesmente dados pelas coordenadas de área [127, 126],

N1 (ξ, η) = L1 = ξ,

N2 (ξ, η) = L2 = η,

N3 (ξ, η) = L3 = 1 − ξ − η.

Na figura H.2 são mostradas estas três funções no sistema de coordenadas (ξ, η). Note que a or-

dem da funções interpoladora utilizadas para expandir a função icógnita foi a mesma utilizada para

representar a transformação de coordenadas (eq. H.10). Este tipo de representação é denominada

isoparamétrica.

Funções de base de 2◦ ordem

É intuitivo esperar que ao se aumentar a ordem dos polinômios interpoladores, aumenta-se tam-

bém a precisão do método. Contudo, para se construir funções interpoladoras de segunda ordem, é

necessário dispor de mais do que três vértices no triângulo. Note que na figura H.1 o triângulo foi

representado por seis pontos, sendo que três deles se situavam no ponto médio entre dois vértices

adjacentes. Utilizando estes seis vértices é possível interpolar a função icógnita da mesma maneira

forma que na eq. H.14. contudo os vetores {φm} e {N}T terão seis elementos. As as funções de segunda
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ordem Ni (x, y) no sistema de referência são dadas pelas expressões,

N1 (ξ, η) = L1 (L1 − 1) ,

N2 (ξ, η) = L2 (L2 − 1) ,

N3 (ξ, η) = L3 (L3 − 1) ,

N4 (ξ, η) = 4L1L2,

N5 (ξ, η) = 4L2L3,

N6 (ξ, η) = 4L3L1.

nas quais L1 = ξ, L2 = η e L3 = 1 − ξ − η. Estas funções são mostradas na Fig. H.3.

Elementos curvilíneos

Além de representar a função icógnita por polinômios de segunda ordem, pode-se utilizar estas

funções para realizar a transformação de coordenadas. Assim como no caso linear, esta equivalência

de ordem manterá a representação isoparamétrica. A versão quadrática da transformação H.10 é dada

por [127, 128],

x =

6∑

i=1

xiNi (ξ, η) , (H.15a)

y =

6∑

i=1

yiNi (ξ, η) . (H.15b)

Uma conseqüência da transformação quadrática das coordenadas é que torna-se possível repre-

sentar triângulos curvilíneos. Neste caso os pontos medianos entre cada para de vértices adjacentes

não são mais colineares. A Fig. H.4 ilustra este tipo de triângulo. A vantagem de utilizar elementos

curvos é que pode-se melhor representar as interfaces tipicamente circulares encontrada sem fibras

ópticas, melhorando a convergência do FEM [128]. Os elementos da matriz Jacobiana são calculadas

tomando as derivadas da equação H.15, exatamente da mesma forma que foi feito para o caso linear.

H.2.2 Funções de base vetoriais

As funções de base discutidas na seção anterior formam o alicerce para representar os campos

eletromagnéticos dentro de cada elemento triangular. O problema das funções de base de Lagrange

é que elas impõem continuidade sobre todas as componentes do campo eletromagnético na interface
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Fig. H.4: Elemento triangular curvilíneo.

entre dois materiais. Contudo, o comportamento dos campos E e H na interface entre dois materiais

é distinto quando trata-se de meios dielétricos e não-magnéticos(i.e., µ = µ0). Todas as componentes

do campo magnético são contínuas na interface entre dois materiais, já o campo elétrico é contínuo

apenas nas componentes tangentes à interface. Para poder representar estes campos de forma precisa

é necessário considerar esta natureza descontínua. Esta descontinuidade exibida pela componente

normal do campo exige funções de base que permitam relaxar a continuidade da componente normal.

Funções interpoladoras deste tipo existem e são conhecidas como funções de Nedelec [128]. Como as

componentes Ez,Hz dos campos eletromagnéticos são sempre tangenciais à qualquer interface em um

guia de onda, elas serão aproximadas pelos polinômios convencionais de Lagrange. Nesta formulação

mista, a função icógnita é expandida na forma

Φe =
(

{U}T x̂ + {V}T ŷ
)

{φt} + {N}T {φz} ẑ. (H.16)

sendo que {U} e {V} são vetores contendo as funções de Nedelec e {N} contém as funções interpo-

ladoras de Lagrange. Note que nesta expansão existe um coeficiente {φz} representando a expansão

da componente z dos campos e um único coeficiente {φt} representando as componentes transversais
(

φx, φy

)

. Esta característica torna a expansão H.16 fundamentalmente diferente da expansão H.14. As

funções de Nedelec são construídas permitindo que a projeção tangencial do campo transversal φt

seja contínua enquanto sua projeção normal pode ser descontínua. O número de graus de liberdade

(coeficientes) por elemento do domínio vai depender da ordem da interpolação da componente φz e da

componente φt. Como deseja-se manter a representação isoparamétrica, serão usadas sempre aproxi-

mações quadráticas para a componente φz (6 graus de liberdade). Para a componente transversal φt,

serão utilizadas aproximações lineares e quadráticas.

Funções de Nedelec de 1a ordem: CT/LN (constant tangential/linear normal)

As funções de Nedelec de primeira ordem (CT/LN) interpolam a projeção tangecial dos campos

com uma função constante e a projeção normal por uma função linear. Estas funções são obtidas a
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Fig. H.5: Funções de Nedelec do tipo CT/LN.

partir das coordenadas de área através das expressões,

V1 = (|J|1 |∇tL3|1) (L1∇tL2 − L2∇tL1), (H.17)

V2 = (|J|2 |∇tL1|2) (L2∇tL3 − L3∇tL2), (H.18)

V3 = (|J|3 |∇tL2|3) (L3∇tL1 − L1∇tL3), (H.19)

sendo que os coeficientes |J|i |∇tLk|i são simplesmente o comprimento da aresta i; o subscrito i indica

em qual dos vértices estas quantidades são calculadas. O operador diferencial é dado em termos das

coordenadas cartesianas, ∇t = x̂∂x + ŷ∂y, portanto é necessário utilizar a regra de transformação dada

pela eq. H.12 para calcular estas funções. Na equação H.16 aparecem as projeções destas funções ao

longo dos eixos cartesianos, {U} = {x̂ · V1, x̂ · V2, x̂ · V3} e {U} = {ŷ · V1, ŷ · V2, ŷ · V3}. Na figura H.5

é mostrada a distribuição espacial destas funções.

Funções de Nedelec de 2a ordem: LT/QN (linear tangential/quadratic normal)

As funções de Nedelec de segunda ordem (LT/QN) interpolam a projeção tangecial dos campos

com uma função linear e a projeção normal por uma função quadrática. As funções de base de

segunda ordem (LT/QN - linear tangential/quadratic normal) são dadas por [128, 129]
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Fig. H.6: Funções de Nedelec de segunda ordem (LT/QN)
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V1 = (|J|1 |∇tL3|1) L1∇tL2, (H.20a)

V2 = (|J|2 |∇tL1|2) L2∇tL3, (H.20b)

V3 = (|J|3 |∇tL2|3) L3∇tL1, (H.20c)

V4 = (|J|2 |∇tL3|2) L2∇tL1, (H.20d)

V5 = (|J|3 |∇tL1|3) L3∇tL2, (H.20e)

V6 = (|J|1 |∇tL2|1) L1∇tL3, (H.20f)

V7 = 4 (|J|4 |∇tL1|4) L1 (L2∇tL3 − L3∇tL2) , (H.20g)

V8 = 4 (|J|5 |∇tL2|5) L2 (L3∇tL1 − L1∇tL3) . (H.20h)

Portanto existem 8 graus de liberdade associados às funções de Nedelec de segunda ordem. So-

mando aos graus de liberdade associados com a componente φz, totalizam 14 graus de liberdade por

elemento.

H.2.3 Equação matricial de autovalores

Uma vez definidas as funções de base que serão utilizadas para aproximar os campos eletromag-

néticos, pode-se obter a versão matricial da forma fraca da equação H.6. É necessário nesta etapa

escolher a função peso w. No método de Galerkin, a função peso pertence ao mesmo espaço de

funções utilizado para expandir a função icógnita dentro de cada subdomínio. Portanto, w é definida

localmente como

we = {U}T x̂ + {V}T ŷ + {N}T ẑ (H.21)

Antes de substituir esta expansão na eq. H.6, note que na equação H.6 aparece um termo linear e

complexo em β. Este termo linear implicaria em um problema matricial algébrico [31] em vez de um

problema de autovalores. Contudo, pode-se evitar esta complicação fazendo a seguinte mudança de

variáveis para a componente z das função Φ,

φz → iβφ
′
z

Utilizando esta mudança de variáveis junto com a eq. H.21, o termo linear em β na equação H.6

é eliminado e esta pode ser rescrita na seguinte forma,

∑

e

(

Ke {φ}e − β2 Me {φ}e
)

= 0 (H.22)
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sendo que as matrizes Ke e Me e o vetor de coeficientes {φ}e representam a forma matricial da equação

H.6 dentro de cada elemento. Estes termos são dados pelas expressões,

{φ}e =




{φt}e
{

φ′z
}

e



 (H.23)

Ke =





Ktt 0

0 0



 (H.24)

Me =





Mtt Mtz

Mzt Mzz



 (H.25)

com

Ktt =

∫

e

(

k2
0q11UU + k2

0q22VV + p33

(

UyUy − UyVx + VxVx − VxUy

))

dA, (H.26a)

Mtt =

∫

e

(p22UU + p11VV) dA, (H.26b)

Mtz = MT
zt =

∫

e

(

p11VNy + p22UNx

)

dA, (H.26c)

Mzz =

∫

e

(

p22NyNy + p11NxNx − k2
0q33NN

)

dA. (H.26d)

As matrizes elementares que aparecem nas equações H.26 são dadas por,

UU = {U}T {U} ,
VV = {V}T {V} ,
NN = {N}T {N} ,

(U,V)i (U,V) j = ∂i

(

{U}T , {V}T
)

∂ j

(

{U}T , {V}T
)

,

(V,U) N j =
(

{V}T , {U}T
)

∂ j {N}T ,
NiN j = ∂i {N}T ∂ j {N} .

O somatório na eq. H.22 acopla as equações em cada elemento. O resultado são matrizes globais K

e M que incorporam as matrizes calculadas para cada elemento,

K {φ} = β2 M {φ} (H.27)

A solução da equação H.27 é feita utilizando a biblioteca ARPACK, disponível gratuitamente na

internet.
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H.2.4 PMLs

A implementação das PMLs é feita seguindo a referência[64]. Nesta implementação basta con-

siderar a PML como uma região do domínio computacional na qual os tensores ǫ e µ são dados

por

ǫPML =
1

det s
s · ǫ · s (H.28a)

µPML =
1

det s
s · µ · s (H.28b)

sendo que o tensor s é dado por

s =





1/sx 0 0

0 1/sy 0

0 0 1/sz





. (H.29)

Os parâmetro si são calculados pela expressão

si (ζ) = 1 − iαmaxζ
2, (H.30)

sendo que ζ representa a distância percorrida dentro da PML. O parâmetro de atenuação é dado por

αmax =
3

2k0βd3 log (1/R), sendo que d é a espessura da PML e R é denominado coeficiente de reflexão,

k0 é o número de onda do vácuo e β é a constante de propagação esperada para o modo óptico

a ser calculado. O valor ótimo deste coeficiente (0 < R < 1) depende do grau de refinamento da

malha triangular. Na figura H.7 é ilustrada a geometria da PML, note que existem 8 regiões distintas

pertencentes a PML. Em cada uma destas regiões, os valores de ζ são calculados de forma diferente.

Além disto quando em os valores de si se anulam em diferentes regiões:

• Região 1 e 2: sy = 1 e sx , 1

• Região 3 e 4: sx = 1 e sy , 1

• Região 5-9: sy , 1 e sx , 1

Quando si , 1, este parâmetro é calculado segundo a expressão H.30. O parâmetro ζ para um

ponto arbitrário da PML é sempre calculado em relação à distância horizontal ou vertical, do ponto

em questão, em relação aos quatro pontos que definem o início da PML. Por exemplo, seguindo a

nomenclatura da Fig. H.7, um ponto com coordenada
(

xp, yp

)

contido na região 5 terá os coeficientes
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Fig. H.7: Exemplo da geometria das PMLs (em amarelo). O valor de ǫ utilizado nas equações H.28
deve ser o mesmo do material que é adjacente a ela (região azul)

dados por

sx (ζ) = 1 − iαmax

(

xp − x1

)2
,

sy (ζ) = 1 − iαmax

(

yp − y1

)2
.

H.3 Equação de onda elástica

A equação que governa a dinâmica de sólidos elásticos na ausência de forças externas é dada por

[78]

∇ · T = ρ (r)
∂2u

∂t2
, (H.31)

onde T é o tensor de stress, ρ (r) é a densidade do meio e u (r, t) é o vetor que representa o deslo-

camento do material. Os modos normais de vibração são obtidos para u (r, t) = u (r) exp iωt. Nesta

condição a equação H.31 é dada por,

∇ · T + ρω2u = 0. (H.32)
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Para resolver esta equação diferencial precisa-se de uma relação constitutiva entre o tensor de stress

T e o deslocamento u. Na aproximação elástica linear pode-se escrever a relação (lei de Hooke)

T = c : S, (H.33)

sendo que S é o tensor de tensões (strain). No caso de pequenas deformações (caso de interesse em

materiais rígidos) o tensor de tensões se relaciona com o vetor de deslocamentos através da relação

linearizada,

S =
1
2

(

∇u + (∇u)T
)

. (H.34)

Para resolver a eq. H.32 aplica-se o método de Galerkin para obter a forma fraca desta equação.

Multiplica-se a eq. H.32 por uma função peso w e integra-se o resultado sobre todo o domínio. O

funcional resultante (resíduo) será minimizado para encontrar as soluções do problema,

∫

Ω

{

w · ∇ · T + ρω2w · u
}

dA = 0. (H.35)

Integra-se esta equação por partes usando a seguinte identidade vetorial [78]

∇ · (w · T) = w · (∇ · T) + T : ∇sw, (H.36)

onde o subscrito s indica o operador gradiente simetrizado, i.e. ∇sw = ∇w + (∇w)T . Como resultado

obtém-se o seguinte funcional,

∫

Ω

{

−T : ∇sw + ρω
2w · u

}

dA +

∫

Ω

∇ · (w · T) dA = 0. (H.37)

Pode-se aplicar o teorema de Gauss no último termo da direita e transformá-lo em uma integral de

linha sobre os contornos

∫

Ω

{

−T : ∇sw + ρω
2w · u

}

dA +

∫

Γ

w · (T · n̂) dΓ = 0, (H.38)

onde o vetor n̂ indica a direção normal ao contorno definido pela curva Γ. Precisa-se especificar con-

dições de contorno para resolver univocamente o problema acima, as condições de contorno físicas

de interesse são da seguinte forma;

1. Interface sólido-sólido:
(

η jTi j

)M1
=

(

η jTi j

)M2

2. Interface livre: η jTi j = 0

3. Interface fixa: u j = 0, j = 1, 2, 3
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Em qualquer das situações acima a integral de contorno se anula e, portanto, não é necessário

considerá-la. As condições de contorno do tipo 1 e 2 são conhecidas como condições naturais pois

são automaticamente satisfeitas na formulação, já a condição 3 precisa ser imposta eliminando os

graus de liberdade associados a este contorno. Será considerado que a interface entre o vidro e o

ar satisfaz a condição 2, ou seja, assume-se que o ar se comporta como o vácuo e, portanto, nestas

interfaces o sólido pode se movimentar livremente. Esta aproximação é razoável para ondas de alta

freqüência, como aquelas presentes no espalhamento Brillouin.

Seguindo a estratégia típica no FEM, divide-se o domínio computacional em triângulos e expande-

se o vetor deslocamento dentro de cada triângulo da seguinte forma

ue = [N]T {u}e (H.39)

sendo

{u}e =





{ux}e
{

uy

}

e

{uz}e





(H.40)

[N] =





{N} {0} {0}
{0} {N} {0}
{0} {0} j {N}





(H.41)

onde {ux}e ,
{

uy

}

e
e {uz}e são, respectivamente, vetores coluna contendo o coeficiente da expansão das

componentes x, y e z do deslocamento, {N} é um vetor 6 × 1 contendo as funções de interpolação

de Lagrange de segunda ordem e, portanto, [N] é uma matriz 18 × 3, o superscrito T denota a ma-

triz transposta. No caso de ondas acústicas, não é necessário introduzir funções de base vetoriais

porque todas as componentes do vetor deslocamento u são contínuas nas interfaces. Substituindo as

expressões acima na equação H.38, obtém-se o seguinte problema generalizado de autovalores

K {u} = ω2 M {u} , (H.42)

onde as matrizes globais K e M são dadas por

K =
∑

e

∫

[Bu]∗ c [Bu]T dA, (H.43)

M =
∑

e

∫

ρ [N]∗ [N]T dA, (H.44)



202 Método dos Elementos Finitos

onde a soma
∑

e se estende sobre todos os elementos do domínio e a matriz [Bu] 18 × 6 é dada por

[Bu] =





{Nx} {0} {0} {0} −iβ {N}
{

Ny

}

{0}
{

Ny

}

{0} −iβ {N} {0} {Nx}
{0} {0} β {N} i

{

Ny

}

i {Nx} {0}





, (H.45)

onde {Nx} e
{

Ny

}

são derivadas cartesianas do vetor {N} e β é a constante de propagação na direção

z. Para resolver a equação H.42 é utilizado o método de Arnoldi, que está disponível na biblioteca

ARPACK (Arnoldi Package).
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