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RESUMO 

Nesta Tese aborda~os um tratamento não-perturbativo do compor

tamento de um ãtomo hidro!Jentco num campo de laser intenso, bem co

mo os reflexos da ação deste Ultimo sobre a taxa de ionização mul

tffotônfca atómica. 

O ~tomo no ca~po intenso e tratado sob uma formulação que ex

plora o uso de uma transformação unitãria (translação espacial) que 

permite obter o potencial efetivo de lima ~ !1iranda,para descrição 

do ãtomo vestido pelo campo. Tomando como estado de partida o ní

vel fundamental do ãtomo vestido, e levando em· devida conta a r ar~ 

metrização, prevista nesta formulação, do potencial de ionização a

tõmico, em função da intensidade do campo, nos foi possivel deduzir 

una forma fechada para a taxa de ionização multifotõnica. ns limi

tes correspondentes aos re~imes particulares associados a valores 

baixos e altos do parâMetro À,que descreve a intensidade do campo 

(descritos, no contexto de nosso lrahalho, pelas desi~nações rel~ti 

vas de campos ''fracos'' e campos ''intensos'') foram obtidos exploran

do os comport~mentos assintõticos da função principal presente na 

expressão geral analTtica fechada, nos limites corresrondentes. Em 

particular, no re~i~e de intensidades por nõs designado como rcgi~e 

de ca~pos fracos, nossos resultados reproduzem correta~ente a depen

dência observada experimentalmente, a saber, uma taxa de fotoioniza

çao con multiplicidade V que varia com a intensidade do laser co

mo Iv . Os re~imes de intensidades inter~ediárias e altas inten~i

dadcs foram, tan1hém, analisados.- Nossas prediç6es teõricas especi

ficas revelam um comportamento para a taxa de ionização a V fotons 

que, eventualmente, declinarã quando forem atingidas intensidades de 

campo suficienternente altas. 



ABSTRACT 

Thfs Thesis focus on a non-perturbatfve approach to descrfbe 

a hydrogenfc atam behavior fn an fntense laser ffeld and 

affects the atomfc multfphoton lonizatfon ~ate. 

how i t 

The atom in the fntense field is descrfbed under a formu-

lation which explores an unftary transformation {space transla

tion) to obtain the lima & Miranda dressed atam effective binding 

potential. A closed form is then derived for the multfphoton ioni

zation rate, up from the dressed-atom ground state, 11hich takes 

into account the field induced parametrization of the atomic ion-

ization patential an the laser intensity. Special limits are 

considered to suit the specific regtmen of low ar hi9h values of 

the field intensity describin~ parameter J {quoted within the 

~ontextof the present wark under the relative desinnations of 

''weak'' and ''strong'' fields) by explicitly implementin" the 

corresponding asymptotic behavior of the main function witf1in 

the cl[3Cd ~nalytical general expression. In particular, in the 

wcak field Limit, in our context, the results that were obtained 

correctly reproduce the experimentally observed v -photons atonte 

ianization rate dependence on the laser intensity 1,\'lhich is 

well kn01'1n to be represented by a <Jrawth proportional to I\1. 

Both the inter~ediate and stron~ field re~imen~re also analysed. 

Our theoretical predictions reveal a v-photon ~tomic ionizatton 

rate behavtor which eventually subsides.with thc rate decreasing 

for sufficiently strang laser intensities. 
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CAP!TULO I 

APRESENTAÇII.O 

O estudo do processo de fotoion1zação constitui 

uma area de pesquisa de longa tradição em Física_ Atômica e 

Molecular. A compreensão básica do processo requer a aplica-

ção de vãrios aspectos dos conhecimentos fís1cos levantados a 

respeito do problema mais amplo da interação entre ãtomos (mol! 

cu las) e campos de radiação eletromagnêtica. Para uma gran-

de parcela dos ãtomos e moléculas conhecidos, a ionização com 

um fiíton requer energias fotônicas ·superiores a 10 eV. Isto quer 

dizer que, para se obter a ionização de um átomo (ou molécula), 

pela absorção de um Unico fÕton, temos que usar fotons na re

gião do utravioleta distante. 

Os processos primários na ionização sao: 

(a) ionização direta para o continuum, com ou sem excitaçà"o do 

ion residual; 

(b) ionização dissociativa dfreta; 

(c) ionização múltipla direta. 

Muitas vezes estes processos primários sao seguidos 

por processos secundários-. tais como: fluorescência,proveniente 

de estados iônicos excttadOl, dissociaçà"o subsequente a um prE_ 

cesso de promoção a um estado que, de outra forma,seria está 

vel (prê-dissociaçio) e processo de ionização múltipla,via pro

cesso Auger. O conhecimento destes processos, quer primários, 

quer secundârios tem grande importância básica, 

campos da ciência. 

vários 
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Hã interesse no estudo tanto experimental como teo 

r1co da fotoionização. Do ponto de vista experimetal,o objetivo 

ê determinar a seção de choque absoluta de inter~ção ~ para c2_ 

da processo específico, ou seja, i.IS secções de choque parciais. 

Jã do ponto de vista teõrico, o que se pretende e desenvoher pro 

cedimentos de câlculos que nos permitam obter a probabilidade 

por unidade de tempo, i. e. a taxa e ocorrência, para qualquer even 

to de fotoionizaçào específico. E claro que,para q_ualquer cãlcu 

lo, ê necessário que se tenha uma razoável compreensão dos meca 

nismos de interação. Por exemplo, na interação com um ãtomo, o 

campo eletromagnêtico interage,espe:ificamente, com um elêtron 
- . , ou com vanos .• O elêtron emergente ê influenciado por aqu~ 

les na mesma camada ou pelos outros nas demais camadas? 

muitos, por exemplo, o modelo de um elêtron parece ser o 

indicado para processos de ionização com um fÔton, 

Par a 

mais 

caso 

do elêtron emergente originar-se nas camadas int~rnas, ao pa~ 

soque, para elêtrons de valência, a consideração de efeitos 

de muitos corpos parece ser necessãria
1 

para um tratamento 

mais refinado. r claro que somente medidas experimentais pre

cisas podem elucidar definitivamente a questão. 

Nosso interesse, como se observarã nos próximos ca-

pítulos, centrar-se-ã no estudo no processo de fotoionização 

atómica, admitindo a possibilidade de que o processo sejam~ 

d~àdo, pela participaçdo de vários fôtons, ou seja, o processo 

de ionização atómica multifotônica, especialmente quando o cam

po de radiação ê bastante intenso. 

Em suas linh~s gerais, trata-se do estudo do proces 

so de ionização a muitos fÔtons de um sisten1a mantido por 

forças coulombianas de longo alcance,acopladas ao campo da onda 

eletromagnêtica, i .e. um processo de ionização que resulta da 
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absorção simultânea de muitos fÕtons. Como mencionaremos depois, 

vârfos tem sido os autores que se dedicaram ao estudo deste 

processo. A grande motivação foi a possibilidade de um even-

tual confronto com dados experimentais, cuja obtenção tornoll

se possível, com o advento de lasers cada vez mais potentes. 

Hã alguns anos, a ionização multifotõnica foi estudada com la 

sers Q-switched -8 trabalhando com pulsos de- 10 s. Hoje, la 

sers com pulsos de picosegundos (lo- 12 s), e menos, estão diSP;! 

níveis para trabalho experimental na ãrea, ensejando intensi 

dades que ultrapassam, em alguns casos, os l0 16 watt/cm 2 . Além 

da alta intensidade,o estreitamento temporal dos pulsos na re 

gtão dos 1D- 12s melhora, grandemente,a possibilidade de estu-

dos de processos ressonantes, ii observados com pulsos de -8 lo s. 

Outro fator relevante, de grande importância na comparaçao de 

resultados experimentais com predições teõricas, quase sempre 

desenvolvidas com hipõteses simplificadoras sobre o feixe de 

radiação incidente, e o fato de que um pulso de picosegundo,com 

lar(Jura de faixa limitada,e definido como um pulso completame_!l_ 

te livre de modulação de intensidade e de frequéncia. Ele tem 

uma evolução temporal regular e bem comportada, semelha_!l_ 

te aos pulsos de laser de um sõ modo. Este fato facilita as 

comparaçoes entre teoria e experimento. 

Em nosso trabalho, a questão da ionização multifo

tõnica a laser seri tratada com a seguinte organização: apos u~ 

ma breve digressão sobre generalidades a respeito da interaçio 

entre radiação e ãtomos em regime de campos intensos (Cap.II), 

passamos no Cap. III a fundamentar e desenvolver um tratamento 

que sera dado ao problema de fotoionização, a luz de um modelo 

desenvolvido por LimaeMiranda( 1 ) , explorando a aplicação de 

uma transformação unitãria de translação espacial e usando o me 
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todo variacional para obter os nlveis de energia e as furições

de onda do ãtomo no campo do laser; no Cap. IV abordamos, ex

plicitamente, o cãlculo da amplitude de probabilidade de ioni-

zaçao atÕmica, partindo da matriz S exata e, com algumas a-

proximações, chega-se a expressão para a taxa de transição i o 

nizante a n-fotons, num campo de laser; este resultado é, en

tão, amplamente discutido e analisado em função, especialmente, 

do parãmetro que descreve a intensidade do campo de laser. Fi-

nalmente, no Cap. V, além de um apanhado retrospectivo geral do 

trabalho, apresentan1os uma breve apreciação crttica de nossos 

resultados, principalmente nos aspectos em que diferem de ou

tros tratamentos do problema. 
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CAPTTULO II 

CONSIDERAÇOES GERAIS SOBRE A INTERAÇ~O 

CAMPO INTENSO DE RADIAÇAO ' VS. ATOMO 

r um fato de fãci 1 constatação, diante do grande 

volume de trabalhos de pesquisa publicados nos Ültimos anos, que 

a procura de um entendimento mais completo, tanto do ponto de 

vista teErtco como experimental, do problema da interaçio de 

elétrons, 'átomos e moléculas com intensos campos _de radiação 

eletromagnêtica, continua a merecer 'grande atenção entre os 

flsicos. Isto se deve, em parte, aos grandes avanços tecnolEgi

cos recentes que se tem verificado- na produção de lasers ultra-

intensos (hoje jâ na região dos multi-Terawatt/cm 2), como 

que têm sido usado em alguns experimentos recentes(Z-fi}_ Por 

outro lado, este interesse se deve, tamb~m.~ import~ncia que es-

te melhor conhecimento tem para uma_ maior compreens~o de obser 

vações experimentais em ârcas onde a interaçâo com campos ele-

tromagnéticos intensos (lasers ou nâo), tem levado a descoberta 

de novos e interessantes fenômenos. E o FÍsica de SÕlidos, 

Fisica de Plasma, Astrofisica, etc., tornado e vi 

dente que a interação de campos de tais intensidades com a to-

mos, moléculas ou partlculas carregadas, isoladas ou em interação 

entre si, não pode ser descrita pelos métodos usuais de teoria 

de perturbação. Na verdade, a procura de novas formulações, 

mais adequadas, tem ensejado o desenvolvimento de uma varieda 

de de novos esquemas(l-l 2 ), muitos deles explorando o uso ,, 
tranforlllações unitárias algumas - ·apresentadas em traba 

lhos surgidos logo apôs a operação dos primeiros lasers de al 
-.(8,9)' ta potcnc1a . , portanto, forçoso reconhecer que os 
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sers trouxer~m idêias tompletamente novas ãs pequisas da in~ 

teração radiação-matéria. A alta intensidade da luz do laser, 

com tão pequena dispersão em frequência (largura de linha),pe.!:_ 

mitiu a ocorrência de fenômenos de ressonância inteiramente no 

vos, que são manifestações explícit~s do atingimento de regi 

mes de extrema não-linearidade nestes fenômenos. Estas ocorren 

cias têm recebido a designação geral de processos multifotõni

cos, porque seu tratamento quântico os descreve como absorção ou 

emissão de um certo número de qua'nta de energia. Os campos 

de laser de alta intensidade, não obstante, são melhor descri 

tos como radiação clâssica não havendo necessidade de apelar 

para o conceito de fôtons (2<:'. quantização) na formulação teô

rica do problema, embora continuemos a usã-lo livremente na 

linguagem descritiva do processo. A frequência de oscilação do 

campo prove uma sêrie de harmônicos que satisfazem a conser-

vaçao de energia para os processos de orde1n mais alta. 

neste sentido, pode1~os reter a dcsc1·ição multifotônica, 

Assim, 

mesmo 

quando seu Unico significado estã na necessidade de um certo 

numero de quanta para satisfazer as leis de conservação. 

A pesquisa de transições multifotônicas tém fortes 

·elos de ligação com aplicações de interesse têcnico. Por exem 

plo, na questão dos plasmas produzidos por laser logo fi c a 

claro que questões importantes nesta têcnica estavam intima 

mente ligadas aos mecanismos microscôpicos de excitação atômi 

ca. A fusão induzida por laser, dada sua importância tecnolô

gica, propiciou a motivação {e os recursos) para extensos tr~ 

balhos de investigação e desenvolvinlento de equipamento para a 

pesquisa de transições multifotônicas e"1 âtomos. Do mesmo modo 

a esperança da viabilização,em escala industrial, dos processos de 

separaçao isotôpica com lasers e de QuÍmh:a com lasers,propi-
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ciou enorme-desenvolvimento nas investigações de processos mul~ 

tifotõnicos em moléculas. Em ambos os campos, muitas foram as 

questões básicas cuja elucidação teve reflexos imediatos nas 

aplicações a que se relacionavam, demonstrando assim a importân 

cia básica, fundamental, da melhor compreensão dos processos mi 

crofisicos da interação radiação-matêria, em regime de campo in 

tenso. 

Entre estes problemas, estaremos interessados em 

tratar, nesta Tese, aquele que se refere ao fenômeno da ioniza

çao de um ãtomo induzida pela presença de um campo de laser 

intenso, expressa pela transição de um elêtron de um estado atô 

mico (ligado) para o cont'inuum de energia. 

O estudo da fotoionização, em si, estabelece um 

campo de lJêSquisa, que constitue apenas uma ãrea dentro problema mais ge 

ral do entendimento de como a radiação interage com um ã tomo 

ou n1ol~cula. O grande interesse neste particular tipo de proces 

so de interação radiação-mate'ria tem ensejado inlin1eros traba 

lhos(l <'li), que sao frequentemente objetos de extensas resenhas cr1 
' (12,27-32) 

t1cas . Um tO pico neste tipo de investigações ~cupa-se, em 

particular, da procurar um melhor entendimento do processo de 

fotoionização quando ele e determinado pela absorção mliltipla 

simultânea de fôtons com energia individual inferior ao PSl. 

tencial de ionização at5mica mais baixo. Tem havido muito in 

teresse nos cálculos de taxas de transição atômica 

c a sob diferentes enfoques(7,l 7- 23 ). Alguns exploram 

multi fotõni-

esquemas pe.!:_ 

turbativos( 20 - 23 l, o que ·questiona sua aplicabilidade a campos 

muito intensos, outros exploram câlculos aproximados dentro 

de esquemas que incluem os efeitos do cfunpo de laser na função 

d d 1 t - . d 1 ., d {7,17-19) ~ e on a e e ron1ca, em to a sua p en1 u e ,.~o caso, por exem 
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plo, dos câlculos baseados na aproximação de translação de momen 
( 1 1 ) ' 

tum ou dos câlculos onde se usa o meto do da função de Grl:len, 

com o pressuposto que a 

a interação coulombiana 

interação laser-elétron ligado domina 
- - (20,27} 

eletron-nucleo . 

Neste trabalho, desenvolve-se uma formulação alte~ 

nativa para o cálculo dessa taxa de transição multifotõnica, que 

tem por base um método proposto recentemente por lima e Mi-
. (1,12,24) -

randa 1- nesta formulação os estados eletronicos !"efletem o 

fato de que o elétron se encontra na presença simultânea da in 

teração coulombiana elêtron-nUcleo e da interação elétro11-campo 

do laser, sem tratar esta Última como perturbação da primeira. 

Nossa formulação contempla o uso de tranformaçôes 

unitárias no tratamento niio-perturbati~o do problema da i nte-

raçao ãtomo-campo de radiação intensa. No tratamento deste ti 

po de interaçâo, hâ que·~ considerar dois aspectos complementa-

res entre si. De um lado a presença do campo intenso reflete-

se em mudanças estruturais no sisten1a at6mico que levam ao apa-

recimento de de~locamentos de e.1ergia, alargamento de linha ou, 

mesmo, desdobran1entos (quebra de degenerescência) dos nlveis de 

energia que o ãtomo exibe na ausencia do campo de laser. Falamos, 

neste caso, de um itomo ''vestido'' pelo campo. De outro lado a 

presença do campo intenso {grandes densidades de fôtons) refl! 

te-se em sensiveis alterações nas taxas de transição foto-ind_l!_ 

lidas, isto e nos processos dinâmicos que promovem os mecanis

mos d~ mediação destas transições, O exemplo mais contundente e, 

provavelmente, o efeito sobre as transições ionizantes, 

(transições estado ligad~continuum) que nos propomos a es 

tudar, nesta Tese. Ao longo das muitas propostas voltadas P!: 

resolver diferentes aspectos deste problema, li gados ' 
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diferentes quadros de situações experimentais e formulações teó

ricas (ver por exemplo a excelente resenha de Bayfield~,ref, 31) 

a consideração de transformações unitárias como um esquema 

de reescrever a equação temporal de Schr6dinger para o problema 

de uma forma eventualmente mais tratável, tem ganho muitos 

adéptos( 12 l. Foi, por exemplo, ao longo desta linha que surg_:i_ 

ram as propostas de aproximação de translação de momentu.Jlll, 

aproximação de translação espacial(lO) ,e aproximação de referen

cial girante(
9

l. 

Nossa formulação situa-se no rol das propostas que 

usam umJ transformação unitãria, com_o veremos no capitulo III. Lã, 

mostraremos que nosso método baseia-se na aplicação, desenvolv_:i_ 

da por Lima e Mirilnda(l,Z4}, do método de translaç"ão es;lacial de 1-lenne 

berger- Kramer(lO), do probJemade interação (}tomo+ campo de radia 

çao. 

Antes de fechar o presente capítulo, gostaríamos de 

mencionar, de forn1a um pouco mais ~xplícita, uma formulaçã:o que 

ganhou vasto reconhecimento na literatura científica, e que tra 

ta do problema da ionização de âtomos em campos de radiação in 

tenso, por ser o primeito trabalho a abordar o problema numa for-

mulação não-perturbativa, adequada para aplicação com 1 asers 

intensos. Trata-se do trabalho pioneiro de L.V. Keldysh{l), cuja 

forte motivaçâo experimental foi o desenvolvimento dos lasers de 

rubi de alta potência na U. Soviética, que atingiram intensida 

des inimaginâveis para a época (1963-65):acima de 
. 2 

Gi gawatts/cm . 

KeldYsh, em seu trabalho, obtêm fOrmulas para a 

probabilidade de ionização de âtomos (e de s61idos) submetidos 

a açáo de uma onda eletromagnética intensa cuja frequência e 

tal que a energia do f6ton associado é menor que o potencial 
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de ionizaç~o atômica. Em linhas extremamente gerais, sua formu· 

lação parte da expressão exata da matriz S para o problema 

( 2 • 1 ) 

onde ~o e o estado incial do atomo. 

( 2. 2) 

e onde ljJ(-'l 
~ 

e a função de onda exata (sob in~ersão temporal). 

As condições de conto,·no para ela sao dadas em t ·• t - onde 

ela vale 

1 i m 
t-+too 

I - l 1/Jq, 
()··iwt/11 

~ u_,.- (i-)e q = 
q 

I - l 
1> q• 

( 2 . 3 ) 

A parte espacial das funções de onda satisfaz 

equaçao de Schrõdinger na ausência de campo 

e H'(t) na equaçao acima vale 

H'(t) = H(t}- 11
0 

• n ~ O , q ( 2 . 4 ) 

{ 2 • 5 ) 

onde H{t) ê o Hamiltoniano total. O ingrediente mais importante 

na aproximação de Keldysh constituiu-se em substituir a funçiio de 

onda exata por xq. função que representa a situação em que a 

interação elêtron-prôton (no ãtomo de hidrogênio) foi despreza-

da,em face da interação eletron-laser • Keldysh trabalhou com 

calibre 1.i e assim, devido ao aparecin1ento do termo ; . l(t) 
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na exponencial da função xq , integrais que tem que ser 

calculadas tornam-se muito difíceis de fazer. Assim ele teve 

que tntroduztr vá'rtas aproximações, que são na verdade mui to 

di'fi:"cets de avaliar com relação as limitações de aplicabilida 

de que tmpSe. No final, ele obtém para a taxa de transição to 

tal do estado fundamenti'll -.- continuum 

( 2 • 6 ) 

expressa em função da razao entre o campo elétrico do laser e o 

campo elétrico nuclear, ou equivaleRte, em função da intensida

de do laser e do potencial de ionização atômico na auséncia de 

campo. 



:nentares 

ri ores 

lombiano 
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CAPfTULO I I I 

IONIZAÇAO EM CAMPOS DE LASER INTENSO 

Consideremos, inicialmente, alquns conceitos ele-

sobre ionização atômica. Em nossos cálculos post~ 

vamos abordar ãtomos hidrogenôides, cujo potencial "" 
' 

,,, 
v c ~ - -,-. Os estados ligados de um ãtomo com es 

te potencial tem energias que convergem em direçao ao limite 

de ionização, acima do qual estâ o continuum de estados do elê 

tron livre, con10 se indica na Fig. 1-a. 

v 

Fig. 1-a Fig. 1-b 

A energia mlnima exigida para alcançar este continuum, a par-

tir do estado fundamental, 

se tem o ãtomo 

direção de "l, 

i nterag1 ndo 

o potencial 

' . energia de ionização 1 . Quando . o 

com um campo elêtrico estático Ê, na ,,, 
total se torna V=---+ eEz, cuja 

' forma se mostra na figura 1-b. Definamos t, ' dimensão li-

near da região onde o e1étron, no estado fundamental, pode ati~ 

continuum, via tune1amento quântico, pela relação gir o 
I o ' . ,, Definamos, tambêm, os parâmetros introduzidos 

Ke1dysh '! e f;, 

tune1amento) e C 

onde y 
I o 

=liW 

= ~ ( freouênci a do campo/ frequência 
"t 

,, 
'"' ' o numero de quanh necessârios 
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para se promover a ionização pela absorção simultânea de E; f~ 

tons. A frequência de tunelamentowt obte'm-se a partir da ve

locidade V0 do elêtron, atraves de 

w 
t 

onde ( 3 • 1 ) 

Quando o parâmetro '( « 1 o campo parece quase estitico,os 

elêtrons sofrem tunelamento e vale a equação de 

de Landau 

tunelamento 

p o 

E 
I 2 o I exp - 3 T ( 3 • 2 ) 

No limite oposto, isto ê quando o parâmetro de Keldysh y >> 1 , 

a dependência ten1poral do campo ê ess~ncial e a probabilidade 

de ionização mullifotÔnica decresce exponencialmente com o n~ 

mero de quanta envolvidos, C Para campos suficientemente 

fortes, tem-se a lOnllaçao direta a partir do estado fundanu;on

tal e a teoria de tun2lamento deixa de ser vâlida. 

Em nossa consideração do problema de fotoionização 

em ca111po intenso, ter~ papel fundamental nossa hip5tese de que, 

para campos suficientemente intensos, não ê correto usar como 

estado de partida do elêtron, na transição ionizante, um estado 

atõmico na ausência de campo, pois a presença do laser modifica 

subst~ncialmente estes estados. Portanto, devemos, inicialmente, 

considerar o problema de um atõmo num campo 

o que faremos dentro da formulação de Lima 

de laser intenso, 
( 1 '29) 

e Miranda · 

Comecemos escrevendo a l1amiltoniana que governa 

os estados eletrõnicos num ãtomo de hidro9ênio, sob açao de um 

campo eletromagnêtico clâssico: 



H • 1 ,, 
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( 3 • 3 ) 

+ Aqui A(t) representa o potencial vetar do campo eletromagnéti 

co, na chamada aproximação de dipolo (ver referência36). A função 

de onda eletrônica para este hamiltoniano e determinada por 

(onde 

Eq.(3.4) 

referi ao 

i1í1jJ = Hlf' ( 3. 4) 

Para tentar obter uma solução analítica para a 

vamos, primeiramente, 

método de translação 

transformar esta equação COIII ojã 
( l o) 

espacial {MTE) de Kenneberger , 

O MTE foi introduzido como uma alternativa para as descrições de 

estados atômicos, em presença do campos de laser intensos, que 

usam a teoria de perturbaçio dependente do tempo. A idéia ori 

ginal era obter-se um potencial de interação efetivo determina 

do pela média temporal dos efeitos combinados do campo coulom 

biano e do campo do laser. Os estados atômicos correpondcntes 

a este potencial efetivo representaram uma melhoria sobre os 

estados não-perturbados, normalmente usados na teoria da pertur

bação convencional. 

Basicamente, o MTE consiste no uso da uma tranfor-

maça o uni ti.iria(l,g) , com dependência temporal tal que na equa-

çâo de Schr6dinger tranformada para o elêtron atômico, o núcleo 

aparece como se estivesse oscilando com uma frequência igual 

ao laser e com a~1plitude igual a do deslocamento clássico de 

um elêtron livre num campo de radiação. A transforn•açâo unitd-

ria usada por flennberger e 
( 3 3 ) 

a mesma proposta por Kramers 

para ren1over divergências em eletrodinimica quintica não-rela-
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tivTstica, na aproximação de dipolo. 

No presente caso, esta transformação assume a for-

" 
U" e:<p (i't(t).p/iq exp (in(t))_ ( 3 . 5) 

onde . _, 
8 ( t) = m' r • A(t') dt' 

( 3 . 6) 

' 
n ( t)- (3.7) 

• Nas eqs.(3.6}(3.7) o potencial vetor ·se ri tomado como A { t) = 

A(X cos wt" Y sen wt), isto e uma onda ci-rcularmente polarizada. 

propagando-se na direção OZ. 

Definindo q, por 

• • ~·(r,t) = Uq,(r,t) ( 3 • B ) 

tem-se {ver apêndice 11) 

( 3 • 9 ) 

onde 

rr- óttll 
(3.10) 

Baseando-se no MTE, a chamada aproximação de translação espacial 
• 

(ATE) consite em, de saida, desprezar o deslotan•ento ~(t) no 

termo de energia potencial na eq.(3-10)., por completo. Isto sign!, 

• fica que,na ATE1 toma-se a soluçàodaeq. (3,9), q>{r,t),como sen 

do a solução do problen1a rR ausência de campo. Isto pode ser uma 

aproximação . 1(10) razoa v e 
• 

ocorrer que 16(t):= 

torne muito pequeno, con1parado con1 U1na dimensão caractcristica 



do sistema (ãtomo de hidrogênio, no c~so), ou seja se a<< a
0 

(Raio de Bohr). Podemos melhorar esta -aproximação expandindo 

16 

• • V(r - 6(t)) ~ V(f) - • V(r) + ••• {3.11) 

e tratando o segundo termo como uma perturbação do problema na 

ausência de campo. Este procedimento leva, essencialmente, aos mes 

1t d 1 d . - 1 (7) mos resu a os que aque es a aprox1maçao de Ke dYsh, • 

Segundo 
( 1 o ) \ 

Henneberger quando se trabalha com • 
média temporal do hamiltoniano transformado (eq. (3.10}), 

• • 

1
3 ik.r -+-+ 

d r ;z 0 J 0 (k.a) (3.12) 

os correspondentes auto-estados de energia ficam dependentes 

da intensidade do campo e representam uma melhoria sobre o que 
·> 

se consegue com a teoria da perturbação usual. Na eq.(3.12)iai e a 

amplitude de oscilação do elêtron no campo de laser obtida da 
• exprcssao para 8(t). 

Desde sua proposiçà"o original, o MTE vem usado em v a 

rias areas da Flsica de Campos Intensos. Assim, por exemplo, 

jâ foi usada em problemas de estrutura de nlveis de energi~ 

ionização multifot6nicas, cal is6es atômicas 

por lasers 
1 

etc. e tem sofrido algumas crlticas como no caso 

> 

de seu uso para cAlcular mudanças nos potenciais de ionização. 

Aqui, a crltica e de que o cálculo dos desvios apenas com a par

te não-dependente do tempo do potencial efetivo, não e bastante 

para explicar todo o desvio observado. Este ponto foi· esclare 

cido posteriormente( 34 l demonstrando-se que o uso apropiado do 

Hamiltoniano transformado, no cãlculo dos desvios de energia, 

requer a inclusão de termos além do termo d.c. Em outras pal~ 
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vras, para obter a variação correta do potencial de ionização 

torna-se necessãrio incluir, usando teoria de perturbação de 2~ 

ordem, a contribuição do primeiro termo dependente do tempo do 

potencial coulombiano transformado na eq. (3.10). Isto feito, pr~ 

v a-se que os resultados obtidos com MTE coincidem com aque-

les da teoria de perturbação convencional. 

Uma forma mais apropriada de ser avaliar as implic~ 

çoes do MTE é produzir uma parametrização adequada da mêdia tem 

peral do potencial ''vestido'' pelo laser (potencial efetivo) a 

fin1 de,atravês de uma expansão adequada, conseguir-se acumular, 

num numero razoavelmente pequeno de termos, a quase total ida-

de dos efeitos dinâmicos do cdmpo sobre o sistema. Isto foi 
- . (1,12,24) levado a cabo por Lima e Miranda não só no caso atom1co 

como no caso molecu1ar( 35 •36 l em sôlidos( 37 ) etc. Em resumo, 

procedimento consistiu e1n gerar a seguinte expansao para o p~ 

tencial vestido, no caso de um laser circularn1ente polarizado: 

2 ,' zr .. 6{t)j 112 
V(i"-8(t)) ' [1- V de+ v -- --

+a ·)m -·> ·> " I r-o(t)l ( ' ' " 
(3."13) 

onde 

+ ,, 
" - ló(t)l ~ 'w' 

{1 • 
{ r +a ) 

(3.14) 

' 
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•• 
+ ~ ( r.li(t)l3 1 4 ' ----z--r + ••• 

· r +a 
(3.15) 

Na Eq. ( 3.14) o limite M na soma sobre ~ em Vdc indica atê 

que ordem se quer levar a descriçio do potencial d.c. A distar 

çao introduzida pelo laser no potencial de ligação esti conti

da no potencial d.c. Em outras palavras, os termos a.c. dão 

conta dos acoplamentos entre os estados vestidos, induzindo as

sim as transições. Eles, tambêm, contribuem para os desvios de 

energia nos estados vestidos de V de' atravês de efeitos dinâ

micos de 2~ ordem ou orde~s mais altas. 

Como neste trabalho estamos interessados, mais do 

que em resultados quantitativos apurados, em poder pôr em evi

dência a importância de se levar em conta de forma não-pertur-

bativa os efeitos do laser em toda sua plenitude, vamos proce

der nos~os cãlculos usando apenas o primeiro termo da expressao 

de v, i.e, trabalharemos com o potencial efetivo em ordem ze-
c , 

ro. Sabemos qu!!, com isto, C!Stamos deixando de lado os efeitos so 

bre os potenciais de ionização não sE dos dGnlais termos de Vdc 

mas também das contribuiçOes dos termos de Vac que quando in-

tegrados aos efeitos de (V 0 )dc dão o espectro atômico vestido 

contendo, em toda sua plenitude, os efeitos induzidos pelo la 

ser intenso, o principal dos quais i enfraquecer a ligação cou 

1ombianJ elêtron-nUcleo como mostrado anteriormente por vãrios 

autores{l ' 12 •38 l. Na verdade, devemos mencionar que em trabalhos an 

M. ,(1,24,38) f't teriores, Lima, 1ran a et al. mostrara111 que para e e1 os qual.t_ 

tativos (e mesmo quantitativos) a aproximação do potencial efcti 
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vo por v e bastante boa, podendo a inclusão dos efeitos dos deo 
mais termos Vdc e Vac ser feita através de formulações perturba

tivas. Note-se, a propõsito,que tomada como um todo a e1<:pansão fi 

ca: 

z •• 
• • I V(r-li(r) : - ' (1 f.li{t) 

2 2 1/2 + -y---z + ... } 
(rta) r+a 

(3.16) 

e que sendo 

• • I 0 < (r.o(t 1n < (3.17) 
'H 

a expansao ~convergente, independentemente da intensidade dol! 

ser, o que dã plausibilidade ' asser.ção (tambêm numericamente 

comprovada) de : - e2 
v o (rz+,,Z) 1/2 

como o termo mais represen-

tativo do pbtencial efetivo e que contém, através do parâmetro 

a2 a A
2 u I, ~ influência intrinseca da presença do laser no p~ 

tencial de ligação atõmica. 

Passamos, então, agora, a solução da eq. (3.9) 

tomada na forma 

,z 
2 2 172H' 

{ r +a ) 
(3.18) 

Vamos usar o método variacional para obtê-la. Para o estado 

fundamental usemos como função de teste o estado fundamental 

hidrogênio, i.e. 

( 3 .19) 

onde o parâmetro variacional S obtêm-se da condição que 



'' I o 
,' 
2m 

2 
e 

Seja mínimo com respeito a e. 

I ' , o 

Escrevendo a equaçao (3.20). como 

< <P 0 I H I - < 

onde 

obtem-se,apOs os câlculos indicados, 

' 

onde 

Resu"1i ndo temos: 

( 6) 

P. condiçã:o de minimo requer 

-ª-<<ll I H I•, >=o 
" o 

20 

(3.20) 

(3.21) 

(3.22) 

{3.23) 

(3.24) 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 



de onde resulta 

Façamos o • ' introduzamos a mudança de variãvel 

Então, a condição de mínimo se etpressa como 

I=l2n\(n)- 3 
8n I 2(n) 

onde 

I 1 ( n l o 
f" dx x2e -2nx 

0
(x2 + 11 172 

'z('1l r d' x3e -2nx 
o 2 1) 1/2 

( " • o 
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(3.28) 

' a = x . 

(3.29) 

(3.30) 

(3.31) 

(3.32) 

Então, designando por r o valor de B paro o qual se tem a 

condição de mínimo 1ni n 

E, o 
621i2 - 4]"

3e2I 1nn --,-- (3.33) 

onde 

11 ( B ) [ r2e-2(f)r 
de o 

(r2+a2)172 {3.34) 

~azendo ' -• o ' ' 
o 
• o ' 

temos 

', ( r1 o a2 T 1 (ii) (3.35) 



•• portanto, 

'o 
~ 

Ti2fl2 

2a 2m 

Fazendo, ainda, 

E 
~ 

o 
'o 

I - ' ,, ) 
tem- se 

Le. em unidades atômicas, 

2 2 
1 "o ~ I 
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4!1 3 

' 
e2Tl (i1J (3.36) 

1 ,.2 
usando (3.37) • o 

7 'o 

(3.38) 

a Eq. (3.36) equivale a: 

(3.39) 

Para se obter ~(À} e c
0

(À) a partir das equaçoes acima, de-

senvolvemos um programa de cálculo Fortran pura o computador 

VAX ll VMS , As integrais foram calculadas usando-se c5digos oti 

mizados que exploram o M6todo de Simpson. Desenvolvemos, tan1b~m, 

progra1nas para apresentação grifica dos resultados, utilizando 

sub-rot.nas especiais da biblioteca de progran•as do VAX. 

Os resultados deste cãculos para energia do estado 

fundamental E0 e o parâmetro variacional ~para diversos valores 

de intensidade do laser, estão mostrados na Tabela I 

apresentados graficamente nas Figs. 2 e 3. Em nossos 

introduzimos os parâmetros adimensionais 

tensidade do laser, pois I. 6. 0:, X 

' A~a,que 

1024 ~-211/2 

• 
cálculos, 

mede a in 

relaciona 

o ~alor de À com u 
'o 

frequência e a intensidade do laser, 'o 
mo uma medida da ~nergia do estado fundamental em unid)des de 
e2 . e c 0 a• 1.e., E0 ~ -,- e n =fia como uma medida do parân1etro 

variacional ~em unidades - 1 de a . Note que na Figura 2 temos o 

grifico de c 0 e n con10 função de À,enquanto que na Figura 3 te 
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TABELA I 

E (R )-~ 
I y À 

r:
1
; (o 2 (a) c À À/c 

. 98 . o 2 5 . 05 . 05 1.0 

.49 .29 . 6 1.2 2. o 

. 3 7 • 3 8 • 8 2. o 2. 5 

. 28 .45 I 3. 2 3.2 

.22 . 51 1.2 4. 7 3. 9 

.. -·· ·-

. I 7 . 5 6 1.4 6. 7 u 
---~- ----

. I 3 . 6 1 1.6 9. 3 '-8 

. 1 . 65 1.8 13 7. o 

• 08 2 . 68 2. o 17 ". 4 

.Oú6 . 71 2. 2 22 9. 9 

Tabela I~ ValorQs de energia de ionização do ãtomo de hidra

gênio, medido em Rydberos (coluna 1) e em-unidades 

de r/;a (coluna 2) em função do parâmetro d~ inten 

sidade de can1po A e os corresponde!\tes valores de 
-1 e (A/n} - (Ba 0) . 
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( BB 1;::. B0 ii!. 00 fu.oo 

LAMBDA 

Fig. 2- Variaçio da Eo = E1/(e 2;a) i.e. da energia para 
o ito1no de hidrogênio e do parimetro adimensional 
n em função do parâmetro de intensidade de 

24 -2,.... 
A = 6,5 x 10 w • I (w en1 rad/s e I em 

' cm ). 

campo 

\>la tt/ 
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LAt1BDA 

Fig. 3 - Variaç~o do potencial de ionizaçâo {em Rydbergs) 
para átomo de hidrogênio 

de intensidade do campo A 

em funçilo do parâmetro 
24 -2 -

~6,5xl0w/l. 
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'" • energia do estado fundamenta 1 do ãtomo vestido pelo 1 a ser 

" unidades atômicas i . e 

2 _,2 2•, 2 2< 2<, ', E, 
_, 

' 
_, 

{Tl (3.40) • 'o • 
~ 

• 
~ 

• • • o ' 

'"' griifico ,, função d• L Fica claro, " Figura 3 , que par a ,, 
que nos ' temos e resulta do esperado par a e de ãtomo "' ause"ncia 

de campo • i . e . 
2'e 

' 
+ 1 enquanto qoe par a ' grande (campos mu.!_ 

to intensos) a energia do estado fundamental varia, essencial-

-1 
mente,comoÀ . Na Figur<~ 4, finalmente, temos o gráfico do para-

. . -I' 1-1 '1 metro de compnmento do estado fundamental, 1sto c ,,a 0 =Ti 

em função do campo de laser (i .c d~ A). Novamente temos que no 

limite ,, cumpos fracos IO'eobte"nl-s_e e valor ,, aus~ncia do 

i . c ' + I enquanto ' grande, i . e . campo, 

" "' par a campos 
-1 v a ri a proporcionalmente Vemos assim fortes, R • L qoe o 

efeito do Cillilpú intenso de laser e" enfrBquecer a ligaçio el~trDnc 

núcleo de tal forma que tanto S como E0 tornam-se funções ulo

notonicanlcnte decrescentes da intensidade do campo de laser. E 

claro que SLibj~cente a estes resultados estia condição de vali 

dade de aproxin1açio de dipolo o que exige que, qualquer que seja 

deve manter-se n1enor que o c0mprimento de onda do laser, 
211 c a 
-- >- Esta condição estabelece Ulll li1nite superior 

w " 
is to ~, 

de intensidarle que, nio obstante, não tem mais que um significa-

do acad~1nico pois situa-se bem acima das intensidaoes priit _:i_ 

cas que se pode atingi~ mesmo com os lasers n1ais potentes da 

atualidade. 
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• 

' 

LAt1BDA 

Fig.4 - . • d • ' ( 1' 1 Var1açao o parametro - - ~a 

- 24 11 -2 o 
parametro ~ = 6,5· x 10 w ,ry 

função do 
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C~PfTULO IV 

lONIZAÇ~O MULTIFOTON!CA NUM CAMPO OE L~SER 

Como enfatizamos no Capítulo I, nosso interesse b~ 

sico e estudar a dependência da taxa de ionização a muitos fo

tons induzida pela presença de um campo de laser suficientem~n 

te intenso. Na formulação que será dada a segu1r incorporare-

mos nosso conhecimento sobre as funções de onda e os estados 

vestidos do átomo no campo intenso, obtido no Capítulo III. De 

fato, 1; demonstramos que as soluções ~(r, 1) da equação de 

Schrôdinger para o ãtomo no campo de laser, que satisfazem a 

equaçao contendo o hamiltoniano completo., estão associadas aos 

autoestados $(r, "i) do ~roblema estacionário que descreve os 

efeitos d.c. do campo sobre o sistema (efeitos temporais me 

dias}, que são soluções do problema de autovalores para o hamil 

to~iano com o potencial coulombiano distorcido pelo campo 

{Eq.{3.10)) na aproximação qu~ usamos). r entre os nlveis 

de energia deste sistema (eletron num ãtomo, ligado por um cam 

po coulombia~o modificado) que o ca1~po eletromagn~tico, atra 

vés de suas interaçOes diretas (d~pendentes do tempo) com o 

elétron, induzirii trans'içÕes de dipOlo eletrico. Para can1pos 

suficie~temente intensos, mesmo quando ~w e muito inferior ao 

limiar de ionização, esta5 transições podem envolver a partici-

pação de um nUmero adequado de fÕtons e promover a 

multifolônica do ãtomo. 

. ~ 

10n1zaçao 

Lembremos agora que, para transições entre estados 

distintos ]i> e ]f> induzidos por um campo de laser ligado 

{desligado) e•n t = _,., (t = +ro) a amplitude de transição de 
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li> para [f> e dada, em termos da matriz S, ou equivalente~ 

mente da matriZ T por: 

( 4 . 1 ) 

Podemos, verdade, ver que em completa. consistên 

c ia ,, • equaçao acima podemos escrever: 

L" 
i 

( E i Ef)t i " 
-

5fi - " Tfi ' ( 4. 2) 

No nosso caso, • transiçii'o ionizante ser a conside 

r ada entre o estado fundamental I i > 
' de "' ãtomo de hidrogênio 

distorcido pelo laser, que como vimos no capítulo anterior e 
(Eq.(3.19)). 

(~) l/2 

' 
-Sr -iE t/1\ 

' ' o 
( 4 . 3 ) 

co1n energin E0 , que depende da intensidade do campo, conforn1e 

afig2e3 e o estado [f> de um elêtron livre, exceto pela 

interação residual com o caroço iônico, isto ê: 

( 4. 4) 

Podemos, no entanto, considerar a interação residual de estado 

final con10 uma pequena perturbação do estado de Partícula li

vre do elitron e, assim, desprezi-la. Em outras pa:avras, to111a-

remos 
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• r~t. r ( 4 . 5) 

oom energia ( 4 . 6 ) 

• 
O operador de transição T representa, como disse-

• + • 

mos, uma transição de dipolo, i.e. T o 
eA(t).p , onde p e 

operador de momentum para o elêtron 
+ 

e A(t) e o potencial 

tordo campo eletron1agnêtico na aproximação de dipolo que, 

conforme o Capítulo !II, tomJrernos ·como um campo de radiação c1r 

cularmente polarizado: 

onde 

+ 
A ( t } 

-; ~ X ± i)i. 
; 

o 

o 

A0(X 

A c -,-

c o swt + y senwt) 

eiwt -i wt ) ii + 
+ '• • 

~oltando, então, a Eq. (4.2) temos 

Usando a hermiticidade de P =-i1\il e o fato de que 

então + 
= f(Pl<Pp 

onde <fJ-• e autofunçio de p com autovalor t. vem 
p 

( 4 . 7 ) 

( 4 . 8) 



,fh2 I 
= -1 dt e m o e me . re e 

[ 

1(2iil- E )t/fl ·i"t(t).lt e Ã(<) ., dJ+ -sr -i 

00 

Resolvamos a integral • em r: 

31 

»3 
K.r(]_)l/2 

' (4.9) 

[ 
2 

-ikr ikr 
2ni drr e -ar[ e ~e 1 

' 

(4.10} 

Com este rPsultado eco~ a expressao para ~lt), vem: 

. 1i2k2 

[ 

'(- 2 ~- E -tfM)t/1'í ., i"t{t) k 
+ e m o c .K ·e • 

00 

(4.11) 

[ 

i(-t'i
2

k
2 

_ E +flü>)t/-t'i iklasen(.Pk- wt) 
+(."k dte 2m o e 

00 
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onde usamos: 

(4.12) 

wt 

Fig. 5 

visto que !{t) esti contido no plano xy 

Par a resolver a integral temporal usare11105 
- ( 3 9 ) 

a expansao . 

e iosenO ~ (4.13) 

onde Jn(x) e a funçâo de Bcssel de ordem n. 

Assim, por exe1nplo, 

- fiw)t/-fi ikJ.acos(Qk-wt) 

' 

E 
i(~2_k2 -E -flw)t/.:Í iv(q,k-wt) 

te2mo e 

• 

~ 2di ~ _J)k1a) 
v--"' 

(4.14) 



onde usamos á(x) 1 ~·-·dteixt ="2TI' • ,\:(ax) = 1 

1•1 
õ(x). 
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lembremos agora que, de acôrdo com a Eq. (3.6) tem~ se 

__,. eA
0 a = [õ(t)[ = mcw Podemos, assim, reescrever a Eq(4.ll) na 

forma: 

(4.15) 

Notemos que :C .k = k ±ik = k 1 e~
10 , onde kl-

0- )( y (< + 

Assim, redefinindo convenientemente o indice de soma, nas duas 

parcelas, fdzendo v+ v± l, conforme o caso, temos: 

(4.16) 

ondey=a ~k' Na verdade, y = O pois como se pode ver 

Fig. 5 o azimute -de k e a fase u de complexo 

cidem. Podemos, agora fazer uso da relação 
( 3 9 ) 

k • 

' 
ik coin 

y 

(4.17) 



Assim: 

" - 2lli (4.18) 

onde definimos 

,, 
ii' (vfiw + (4.19) 

Lembren1os, agora, que a probabilidade de transição por unidade 

de tempo ê dada por (42 l 

(4.20) 

Então, tendo em vista a Eq.(l\.20) e a expressao acima para Sfi 

chegamos a seguintP expressão para a probabilidQde de ionização, 

por unidade de tempo, via absorção de v fotons, com el~trons no 

estado final -com momentum 1\k 

(4.21) 

Para obter a taxa tOOl dev('mos integrar sobre todos os possí

veis ('stados finais, i.e. sobre todos os momento l posslveis. 

Resulta, entiio: 

(4.22) 

ond(' usamos kl = ~sen6 (ver Fig. 5). 



Lembrando que 

1 

", 
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[ ó ( ~-k) + 6{k+k) l (4.23) 

e que, em virtude de k ~ O, apenas a ô(k - kv) e relevante, 

obtém-se 

Vamos, agora, introduzir 

ondQ defini:\Jos ' " ~-

• - ' "b 
, 

De fato: 

,' ----,- ( vfiw+E~) ~ 
e' , 

2 
..,....L- -riw(v+ 
''"b 

Note-se agora que: 

-

' 
= - [: o 

• 
2f

0 
,, À 

!
11 

dOseneJ~(kvasene) (4.24) 

o 

l.p1/2(v-\í}l/2 ;.O (4.25} 

(4.26) 

(4.27) 



" 
-
" 

Portanto, tem-se efetivamente que 

(4.28) 

Assim; 

2 I -~ À 11 v-v) + 2 2 -
~ = 1 \l[ (v-v) + (4.29) 

onde, usamos a definição n = ea. 

Note que por definição, 11 mede a energia do fóton 

em unidade~ do potencial de ionização do itomo, na aus~ncia do 

campo de laser, I = 1íwb. 

" w " 

onde 

Temos, enfim 

~ l'i•ub 

2 
' '(0)5 -, ' ' e 

(nn.)5 

' 

l ~desenBJ~(kvJsenG) o 

I ( t) 
" 

'· assim, 

( - l/2 2 
v-v) v 2 

" I)t) 
~!?T 

[(v-~) • c I 4 ;;;; 

(4.30) 

(4.31) 



Fazendo a substituição 

2' 
' I 
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(4.32) 

2' 
' 

t 1 2 2' 
dy=- Y t -y dx 

ou seja dx = 

X - 0 

X - 1 

vem: 

1 
t 

y 

y = t 

y = o 

o'jtdy- Y 
t o I t 2 

dy 

,, 
y 

(4.33) 

A Eq.(4.31) expressa nosso resultado final para a 

taxa de ionização a v fôtons, .dada em termos de nossos 

parâmetros adimensionais v. n, Ã e v. Para analisar este resul 

tado torna-se necessário computar I ( t ) . 

' 
r possível, na verdu-

de, obter uma expressao fechada para 1'-'(t), porém faremos ini 

cialmente o cálculo de Hv nos regimes especiais de campo muito 

fracos e campo ultra-intensos, bem como estimaremos seu compor-

tamento para campos intemediârios. O cálculo exato serã post_~ 
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riormente apresentado e utilizado na computação numérica de w" 
' 

visto que sera expresso através de uma série com convergência 

relativamente rápida. 

(a. 1) - Limite de Campos Fracos 

Mostrou-se, no Capttulo Illque (ver figuras 3 e 4). 

l i m ,., + 1 1 i m ,., 'o 

' 
+ ]"_ (4 ,34) 

Portanto, neste limite (campo fraco) 

2 
e 

" 
Lembrando que a função de Bessel 

e us~ndo 

ionizaç'<io 

w" 

JV (Y) para y pequl.!nos toma 
(39) 

a forn1a · 

as aproximaç6es ati1ua na expressão para a taxa 

chegamos a 

3/2 2 
11 (v--

p 

2 

2" 

2 
" 

2v+ 1 
_y dy 

1 2 z' t -y 

,, 
2-, 

(4.35) 

de 

( 4 . 3 6 ) 



onde usamos( 4l). 

jl 2"•1 
x dx = 
I 2' ,_, 

' 

2 2 "'rv~ 1
2 

(2vtl)! 

39 

(4.37) 

Como t ~ Ã, temos finalmente que a dependência de W"' em À, 

neste regime, fica sendo 

(4.38) 

ou ainda, visto que 

tem-se 

ras3e4}. 

e portanto 

+ (4.39) 

(a.2) - Linlite de Ca111po Intenso 

Neste caso, verificamos que para À >> 1 (ver figu-

n/).. - 1 

' 
2 

" 
para y » v 

2 
I 

(39,40) 
comporta-se como · 



independentemente de v. Portanto, a expressao da taxa 

assume, neste caso, a forma 

32wb(l/A 5 )(u-l/~A) l/Zzv2 

'''<,- __ 1 • 1 J' t 
\J \1 À ili2" 

fazendo y/t = x e notando que para A grande 

tem-se cntã:o 

então 

w" -

" w 

32wbl/~5,}/2 ,2 

" ,• 

2 1 
;:st 

1 
;:< 

1 
I 

1 
v- \!I 

2 

"' 

1 
+ )J À 2 

40 

(4.41) 

(4.'42) 

(4.43) 

(4.44) 

Conscquente1nente, para campos suficientemente intensos, tem-se 

w" - 1 
;:< 

Em resunw, veremos que, 

cresce con1 A con1o A2", 

par a 

(4.46) 

campos fracos (À pequeno) 

que para campos fortes (A grarr 

de) w" decresce como 

enquanto 

-6 
1 • 
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Conclui-se, ent~o. que Wv passa por um máximo para um certo va 

loridet... 

Para aval ia r I e estimar seu comportamento com 

a multiplicidade fotônica, vamos então analisar o comportamen-

to d' • " ·- d I na reg1ao e va ores intermediârios de campo. 

cialmente observemos que na função de Bessel que nos 

Consequentemente t 

Portanto, como y = tsenG tem o v a 1 o r mãximo t e t -

I n i -

inte 

I I 2 

" 
pode-se ~sperar que, em Jv(y}, y permaneça menor que v , es 

pecialn1ente quando v for grande. Nessas condiç~es, podemos usar 

a exprnSsJo assintótica da função Bessel J (y), vã:lida quando 
\) (~1) 

y < v. Neste limite a função Bessel toma a forn1a 

e" 
12" \) 

(4.46) 

Procedendo a integraçâo da Eq. (4.31) sob estas condições, ob 

tem-se 

(4.47) 

onde 
1

r
1

(a, b, x} e a função hipergeomi!trica degenerada( 40). 



No caso de v >> 

e consequentemente 

1 + a :: b e assim podemos usar 1F1(a,b,x) 

' 2 - -t /v 
1r 1(u+l , u+J/2, - t /u) - e 

Dai, obtém-se tomando 

' ' - n /llÀ - u 

que Wu depende de À na forma 

' ' -VÀ'/À 

' ' (4.48) 

onde usamos t o VÀ/Àc· Para determinar À, 1mpomos a condi-

çâo dW' 
I to I o = o • visto que w'~~(À) e máximo para À ~I. As 

sim chegJmos ' 

dHu 2 6 
!IA~\ (2u-5}À u--

(2u-5)À2u-6 
,, À2u-4 -

" ' 
À2u-5 -1 2uÃ l [ (2u-5)1. - 7 

' 

o 

(2u-5} 
t I 

o 

o o 

o o 

A condiçiio ;;Zu-S ~ O implicando I~ O ou I~"' depende~ 

do de 2u > 5 ou 2u < 5, respectivamente. Estas soluçOes não 

interessam pois correspondem a mínimos de Wu. resta então: 

--1 (2u-5}), - / 2\1-5' 
I ~ Àc 2u 

(4.49) 



ou ainda, para ~ grande ( > 5/2 ) 

- l /2 
), c - 11 
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(4.50) 

Portanto, na região de )..'s intermediãrios, nas vizinhanças do 

pico de W11 tem-se: 

e portanto 

Assim 

32 l/2 2v -5/2 -v 
"'b" e v e 

\J4,,-l/22v4v 

(4.51) 

(4.52) 

Note-se que para v grande a intensidade de pico 

de W11 decresce com v, enquanto a posição do mâximo, a medi-

' da que \1 cresce, desloca-se em direçã:o a ÀS maiores. 

outro lado 

O resulta do 

Conforme dissemos acima, a [q. (4.31} pode, por 

ser integrada analitica1nente, sem 
- ( 4 o} 

final , usando a relaçao . 

aproximações, 
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r'2 • 
J~(lsent)sentdt -1 ! J ( l ) (4.53) o ' m=O 2vt2mtl o 

Re v > - 1 

" 

32wb {n/>. )5 (v-V) l/2,} 
1 • (4.54) w" ! J(k,.p) o 

v372(v-v+n2/VÃ2)4 y m=O 2(v+m)+l 

vãlido para os valores inteiros de v que nos interessam 

(v= 1, 2 ... ) e para valores de À tais que v> v. 

Com o propósito de tornar evidente o con1portamento 

global da taxa de ionização multifotônica Wv(l) com a in

tensidade do campo, desenvolvemos um programa para seu cãl

culo no computador YAX 11 VMS. A somatõria de funções de 

dessel foi calculada usando a relação do recorrincia Eq.(4.17) 

. VI (44,45) 
J (z) e as subr-ot1nas do ,X ,qu('. cal ' -

culam J
0

(x) e J 1 (x). Mantivemos u~·~ prec1sao de ci:lculo de 

0,01% na soma. Os cãlculos foram desenvolvidos assumindo a 

ação de um laser de rubi (w = 2. 7 X 1 5 -1 10 rad seg ) pa ru 

virias valores de v. Podemos observ~r atr·Jv~s das rig. 6 

1 o que o comportanlGnto de Wv para baixds e d1tas intensi-

dades de campo correspondem aos resultados pelos liOSsos ci! 

culos anteriores, para cada regime especifico. Pode-se, tam

bém, con1provar a evolução do valor de pico e da sua locali

zaçao com a n1udança de nlultiplicidade fot6nica, para o caso 

de v grande. 



• 
• • • 

• "' 

45 

"'I -""""~_;::::;;;~~~~ •.t;;;.-ll6 1.~o ~La" 3.E:l.1 :.:;.[lo) ,,~>J ., .... ~:< 1.m 

1 F[l[[fl 

Fig. 6 - Taxa de ionizJção para hidrogCnio a um fôton (v~ 1) 
em função do par~metro de intensidade de campo 

I. "'0,89 x 10- 6 /J(Watt/crn 2 ) (laser de rubi .fíw"' 

"'1 ,78 e V). Observe 
À- 9 quando E1{1.} 

que a 

- 1 '77 

intensidade 
,v. 

rr1Ínima e de 



• " • 

' "'~J-, ---f.:;,.,~~l,,,,:;,,. 
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LAt18DA 

Fig. 7- Taxa de ionização do hidrogénio a dois fôtons (v=2) 
em função do parâmetro\= 0,89 x 10- 6 II(Watt/cn1 2 ) 

(laser dC' rubi, 1íw ~ 1,78 eV). 
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o 

3 FtiTWS 

Fig. 8 
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D.oo b.oo 

LAt1BDA 

- Taxa de ionizaçao do hidrogênio, a 3 fôton5 (v ~ 3) 
en1 funçio do parin1etro À = 0,89 x 10-

6 / i(Watt/tnl2 ) 
(laser de rubi, fir~ = 1,78 eV. 



* " :;_,-...., cl 

' 

I 
g / 
" -.-J-{----1.ã"i·---------rr:-W--"I">. B•) 

4 F[lltflS 

Fig. 9 - Taxa de ionização do hidrogênio 

em funçio do parilllctro A • 0,39 

(laser de rubi, 1iw ~ 1,78 eV). 
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a 4 f5tons (v = 41 
x lo- 6 /I(Wcitt;cm) 



• • 

~-~~)C.õ;"'<-"Tio•.•.oo- J5. B~-,J::o~ .• ~0 
5 rmrw:: 

Fig. 10 -Taxa de ionizJção do hidrogênio 
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LAttBDA 

a 5 fótons (v= 5) 

em funçâo 

(laser de 

do paran,etro À = 0,89 x ·6 ---------2 
lO ,I l(Watt/cm) 

rubi, -fao = 1,78 eV). 
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CAPITULO V 

CONCLUSIJES 

Nesta Tese, o problema da ionização ~ultifotônlca de 

u~ itono hidron~nlco,num campo de laser intenso,foi tratado dentro de 

um esquema não-perturbativo que considerou, explicitamente, os re

flexos da açao do campo intenso sobre a estrutura atõmica. 

O interêsse teõrico neste tipo de problema continua 

aberto e tem sido, ao longo dos Últimos anos, objeto de intensa in

vestigação, com resultados,fre~uentellJente, contraditôrios. 

Nosso trabalho teve o propÕsito de contriiJuir p~ra a 

elucidação do problema, muito enhora reconheçamos qur, em henefí-

cio da s11'lflllcidade, tenhanos introduzido alqumas hipdteses e ar1ro-

.·imaç62s que lnpBc certas 1im1tJç5cs de aplicabilidade ~0 ~osso es-

qt1ema. Não o~stante, em sua tonst~ucio bisica, nossa proposiçio 

constitui u~a fol"llttJlaçio tG~rica adequ~da,para o problema em pauta. 

Na construção de u~ notencial ef~tivo que descreva ~ 

interação coulomlJiana atõmica, em presença de um campo de lo ser in-
- (1,12,24) tenso, scgtli~os a formulaçan de Lima e !liranda que resulta 

da aplicação do r1c'todo de translação espnc·Tal de llenneher~er-Kraner(lO)
no contexto da aproximação d~ dipolo e1êtrico para o campo de rarli

ação. Nossa formtJlaçio vnriacional do problema, nara obter o estedo 

fundan1ental associado a esse potencial cfrtivo, explo,·ou o uso de um 

c5di~o n~merfco que desenvolvemos 11ara uso co~ o computador VAX-ll/708 

e confirtnou inteiramente o comportamento determinado ~ntcrior~ente(l) 

e cilculos equivalentes re~lizados atrav~s da inte~raçio nu~5rica 

diretn d~ EquRçio de Schroedinqe~ atrav~s do Mcitodo de Oiferenças 

Ftnttas(~J). 

n est~do fundaMental deste atemo hidron~nico vestido, 
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completamente determinado pelo tratamento acima referido, sob 

aproximaçOes aceitãveis que mantém sua aplicabilidade em proces

Sos que envolvam a participação de lasers, mesmo que em regime 

ultra-intenso, e nosso estado de partida para o processo de foto

ionização, via absorção de muitos fotons, que nos propusemos a 

estudar. E'natural, pois, que na avaliação de poss(veis condiciona

mentos de nossa descrição de ãtomos vestidos, para uso em conexão 

com este processo, consideremos, na comparaçao com o potencial de 

ion17.ação atomico, de um lado a ener9ia conjunta dos V fotons 

simultâneamente absorvidos e, de outro lado, o fato, hoje amplamen

te reconhecido, de que quando un 5tomo c iluminado co~ um ca~oo 

eletromaanético suficiente~ente intenso, o movimento eletrônico 

fica deter~inado mais oelo campo do que rela interaç~o com o nu

cleo. Isto que dizer que, ainda que o regime de intensidades qtto 

se esteja, evcntualnentc, considerando, situe-se abaixo daquela li

mite, ~ claro que o cfei1.o ''renormalizador'' do canro sobre a itlt~

raçao coulon~tana vai serllli"C na rlireçio do enfraqueciJ'IPnto rla li

gaçao at6mica c, portanto, do rchaixamerltO do potenci~l de ioniza

çio. flosso tratamento, desenvolvido no Cap. I!I revelou, clarnrtcn

te, este estado de coisas. 

A fotoionizrão foi descrita no contexto tradtcionül 

da matriz S para transiç6~s de diprlo ~15trico, na for~\Jlaçio ~m 

que o operador de translçio cont~m, cxplicito~ente, o potencial VP

tor ~ue descreve o campo e1etromagn5tico. Apüs d~talh~das e elabo

radas manipulaç6es teürica~ cheganiDS, finalr1rnt~, a um~ exprrssio 

analTtica fechada para a taxa de transições ionizantes, envolvendo 

a participaçio simult;nea dr ~ fntorJS. llo~~os resultado~ fnran1, 

tamb~m. estabelecidos qara re~imcs especfffcns de lntensfdarlr ele 

campo, a partir do uso de aprnxir~~ç6es adrqttAdas para a funcio de 
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Bessel que comparec~ em nossas expressoes para a taxa de transi

ção multifotônica, quer na expressão analitica fechada aeral, quer 

na expressão preliminar,etravés da introdução das aproximações no 

integrando da integral que dela faz parte. Estes regi~es estão de

signados, em nosso tra~alho, como ''limite de campos fracos'',ltm·ite de 
" campos fortes e ''campos intermedi~rios''. r preciso, aqui, fale r 

uma observação quanto ao real sentido destas desi~nações, que como 

veremos, deverão ser tomadas dentro de um contexto de valor relati-

vo. De fato, as intensidade de c~mpo em nosso trnbalho são descri-

tas atravC:s do parametro À que guarda com a intensidade a rt!la-

À= 65'10 ?4w~2~I, 1 df · 1 , ~ 1 para um a ser e re~uenc1a an~u o r 

U) rad/s c de intensidnde I Yatt/cn 2 . AssiM, por exemrlo, ao 

sentido assun1~~o em nosso trabalho, estanns,na verdade, fal~nrlo, 

ainda,de int-:>nsidades 1,4 x lO~l(l,J.xl~n,.latt/cn: para o cu;o de 

se tr~tar de um laser d~ ,·ubi ( i;uJ""l ,e e V) ou rle intensir1ndes 

3,5 x 10 7.::;:: I~ 3,5 x 10 9 Hatt/cn/, para o caso de um laser rle 

Nd:vidro (i;"tu~l,?. eV), o que,seguramente, er>1 muitos outl·os con

textos, seria in-::erpretado como re~ime de carlflOS bastante intensos. 

Portanto, repelfn,os, ao considerar-se no~sos resultados, CXIJressos 

em função do pnramotro ;À., nas Fiqs. G lO , e necessário 

ter estes fatos Orl mente. Como se poderia PSilerar, nossos rrsulta

dos re1'roduze1~ corretamer1te a conhecida dejlend~ncia ~IJC a taxa de 

ionização multifotônica exibe e~ função da intensidade do car1po, 

para o caso de ca•npos que desi~nan1os como fracos, a seher 

que, num 0r;Ífico lo')-lo~ de ).){V) vs. I revcla-~e co:10 ur:1a reta 

com inclinação pror,orcional a ).) (ntJltiplicidade fotõnic~ na nbsor 

çio). Isto fica clnrnr:1ent~ evidenciado cm nossas Fi~s. 6 ~ 1 o ' 
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na redução analítica de nossos resultados teõricos ao limite 

de campos fracosenos re~ultados experimentais, como por exe~nlo, 

os apresentados na Fig. 11 • Nela ,tambim,podemos observar que, 

para intensidades mais elevadas, começa a se tornar evidente um 

desvio da linearidade inicial. Isto ocorre em função de vãrios 

fatores, entre os quais,certamente,podemos incluir a variação 

dos níveis de energia (potencial de ionização) do ãtomo vestido 

e a mudança de dominância de uma certa multiplicidade sobre ou-

tra (as medidas experimentais, no caso de processos não-ressonantes, 

con1o o que tratamos, fornecem a taxa inteqrada sobre todas as 

multirllicidadcs viãveis) visto que, como mostram nossos resulta

dos, o ~1ixtmo de fotoionização ocorre para valores de intensidade 

que variam com a multiplicidade envolvida. Este desvio oode, Jinda, 

ser indicativo da apro~imaçio do re~ime de intensidades para o 

qual, inderendrntemente da ~ultiplicirlade, nossos resultados ~re

veln o decl{nto ela taxa de fotoinnilaçio. 

Para finalizar, qostariamos de comentar que nossa 

versiJO t~6rica para trata11e11to d .. prcl~lema da fotoiDilizacio 11~lti

fot~nica nio-rcssonnntc,c~ campos stlncr-intensos, desenvolvida nrs

tc trabal~o foi, ror neccs~idade, u~•a versão simolificnda em virias 

de SeliS asrectos, tanto pelo nfvrl de ~orofLindamcnto con ~uc a 

qucstio ooderiH ~er trata1~, a nTvcl rle uma Tese rle '~estrarlo, sem 

comprDIIICter d~mais o SOII carater dfrlitfco,que fomos orientados sis

tematicamente cm preservar, como tan1b~rn ror nosso rlesejo de prncurar 

evita•· soluç~as cuja co~plexfdade Impedisse a PIJior transpar~ncia 

flsic:a dos rc~ultados, ~ue uma soltrçio analTtfcn per~1ftc por em 

ev!a~ncta e que fie~ profunrlamcntc prcjudfci•da quando arenas U[Ja 

avaliação nun16rfca dos rCSiiltados se torna rosslvel. r claro qtrc 

o CtiSlo disso 6 que a intro~trçio dA 111r6tc~c~ sinplific!tlor~s,c/ou 
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tratamentos aproximados, leva a uma redução do espaço de validade 

do modelo proposto. Em nosso caso, estamos convencidos que a relação 

custo/beneflfio pende a nosso favor. ~ss1m, vãrios dos aspectos e 

ingredientes que, pelas razões acima, foram omitidos ou si~nlifica

dos, serão objeto de estudos em que jã estamos presentemente en

gajados e cujos efeitos sohre a descrição do processo pretendemos 

brevemente, ~er resgatados. r o caso, so para citar um exemplo,po

tencialmente importante, da consideração da extensão espacial fini

ta do feixe de laser. Além desse, hã vãrios outros aspectos do 

problema,que serão considerados nos estudos que estão em curso. 

logW(sJ 

1 

• ro. • " " "' < < • 
m m 
o o 
H H 
z ~ p 

I 
m 

• z 
" 8 o 

H 

(No) (Hol 

~O'" JO·' , 
INTENS- LASER (W/cm') 

Fig. (a) (46) Fig. (b)( 47) 

Fig. 11 -Taxa de ionização multifotônica 
(a) Ionização de ãton1os de He, com laser de rubi 

(b) lnonizaçio de He e Ne com laser de Nd:YAG. 
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Antes de encerrarmos este Capitulo queremos tecer algumas 

considerações sobre as condiçÕes de aplicabilidade do esquema de cál-

culo que utilizamos em nosso trabalho. Nossa formulaçào submete-se, 

e claro, as mesmas restrições de aolicabiltdade que o ~étodo de Irans-

lação Esoacial de H~nneberqer-Kramers que utilizamos no tratamento 
' 

dos efeitos do camoo intenso sobre o sistema atomico. Portanto, embor~ 

amoarados nas justificativas de ' manutenção da stmolictdade dos calcu-

los, tenhamos abordado o caso de ionizações que se iniciam no estado 

fundamental do atamo no campo intenso, queremos aqui examinar as con-

dições que determinam o maior nível de oropriedade do uso do MTE no 

problema que estudamos. 

A descricão do sistema atomico no campo intenso com o ~lTE, 

para garantia de plena aplicabilidade, requer! 10 l 

t) que a frequencia do campo (W.) não se acoole ã transições ressonantes 

nem enseje transições ionizantes diretas: 
w, 

liw~< En, ou seja, U{(---z com l.Ub= e2/2fia 0 
" 

1 6 -1 
= 2,1x10 s (Hidro<J. 

2) que a média temnoral subte~dida no MTE se justifique, o que requer 

uma frequencia de campo (W,) maior que a frequencia de circulação 

eletronica, i.e.: 

W~> wn = vn/rn 

rn ~ n2 ~ 2 ;ze 2 M = n2a0/Z, o ~ue implica 

Portanto, para plena aplicabilidade do MTE requer-se: 

(2Z2/n3) <:r < (Z2/n2) 

onde ~ = 1í«l./l'iwb ê um parâmetro, jã introduzido anteriormente, que 

mede a energia do foton em têrmos da energia do estado fundaMental do 

ãtomo, na ausencia do camoo. 

A condição acima satisfaz-se, para o caso do hidro~ênio, se 

(2/n 3 ) < (1Jn 2 ), ou seja, para n_.? 2. Em resumo, o MTE tem suas apli-

caçoes tanto mais justificadas e aoropriadas, na discussão de fotoioni-

zaçao, quanto mais o estado de nartida considerado constitua um estado 
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excitado. Em particular, o esquema se aolica,com muita conveniencia. 

no trato de fotoionização de estados de Ryd~erq. Para um determina

do estado de partida (n dado) teremos uma certa faixa de valores de 

r e, portanto, de fre!juencias (QJL)' ou comorimentos de onde ()..L) 

que seleciona os lasers utilizáveis,no contexto assumido. Por exem-

plo, para o caso do hidrooênio, oodemos ter: 

n=3 

n'"20 

0.07<:j-<.<" 0,11 e, tomando J.t-=0,09 tem-se 

WL =/Wb = 0,09 x 2,1x1o16 = 1,13x1015 s- 1 , ou seja, 

)L: 1/"m (o.explo. um laser de Nd:YAG ou Nd:vid!!o) 

w-
L 

-2 
0,6x10-2<"JL<z x 10 -2; tomandof-L=0,9x10 

1 ,9xlo 14 s- 1 e ÀL::: 10,6 fm (p.explo. laser de co 2) 

-2/,_/ -2 -2 0,38x10 '-.. 1 -<... 1,6x10 ; tomando j-~-=0,4x10 
13 -1 ), WL= 8,4 x 10 s e f'L= 2<1fm (p.explo. laser de CO} 

-4< / -3 2,5x10 j.t<-- 2,5x10 ; 

2,1xlo13 s-l e ),_::-B'fm 

-3 tomando ft-=10 

(lasers no TVL) 

-5/ -4 -4 3,1x10 <...~(6,3xl0 ; tomando;-t-=10 

11 12-1 "\ 
2, x O s e "'-L= 13110;tm (laser no IVL) 

n=lOO /L= 2 X 10-S tomando 

= 4,1! mm (masers) 

Embora, como vimos acima, o MTE aplique-se, com ma1or nro

priedade,aos casos de fotoionizacão de estados atômicos excitados, 

o formalismo que desenvolvemos, apelando para simplificacão m~temãti

cado problema, para ionizações atomicas a partir do estado fundamen-

tal ( a obtenção variacional das enernias e funcões abomicas em pre-

sença do campo intenso cresce tremendamente em elaboração e cãlculo 

'a medida que n cresce), mantém qualitativamente os mesmos resultados 

quando aplicado a estados de n arande. Isto pode ser aoreciado do fa-



to que a Eq. 4.21 pode ser reescrita na forma 

onde t/1 (k,') €! a transformada de Fourier do estado de partida no pro

cesso de fotoionização. No caso de um estado (ns) qualquer, se assu

mirmos que o parametro variacional jl depende pouco do numero ou~n

tico n , pode-se mostrar que /if; (k) / 2 oara n :f: 1 não modifica 

o perfil das curvas de taxa de fotoionizacão multifotonica (Fios. 6 

a 10) que calculamos, como jâ dissemos, por questão de simplicidade, 

54.c 

para n-1, reproduzindo-se, assim, para os estados (ns) com n_,.2 to

das as feições qualitativas imnortantes de nossos resultados. O traba

lho de estabelecer a obtencão quantitativa dos resultados para ioni

zaçao a partir de estados excitados, embora tediosa e elaborada,estã 

sendo atacada no momento como parte de meu trabalho de extensão e a

primoramento dos resultados jã obtidos, como jâ mencionamos acima. 



AHNDICE A 

Metodo de translação espacial aplicado a 

da equaçao de Schroedinger Eq. (3.4). 

Façamos 

- i e 

U ~ e 1iiiiC 

• 1JJ ( r , t) = • U<j>(r, t) 

t I dt,A(t'). 

que podemos escrever como 

ve-se que 

cial pois 

" _, o ( t) = 

"" 

2 _, 

t 

J dt'Ã(t') 

2m c 1i 

Por outro luda,vemos que 

' . me A(t.) 

• 

' 
• 

a2 6 -e Ofl 

~ " me <lt 

• 
= e H t) 

' 
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solução 

( A • 1 ) 

(A.2} 

(A.3) 

( A • 4 ) 

(A. 5 ) 

espa-

(A. 6) 

o que nos diz que 5(t) deve ser interpretado como o deslocamen-

to classico do centro de oscilação de um eletron livre em prese~ 

ça de um campo de radiação E(t). 

Nosso propôsito 6 den1onstrar l(jUi a afirmação de 
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Hennerberger(lO) segundo a qual a Eq. (3.4) original e equi-

valente a equação transformada 

• i1i at[r,t) 
;t 

• • • + V(r-ô(t)) J<l> (r,t) 

A transformação 1jJ ~ U<!> levada na Eq.(3.4)do Capítu-

lo II! dã 

l..,a 1 l '"atU<!>= r' { "Trii + 
•• 
p. A T • • 11.p + V(r)luq, 

Desenvolvendo o lado esquerdo: 

i1t [ u ' { 
(A. 7 ) 

·> • 

"' ei,\.~(h e i n ( t ) ( i ~ ( t ) % 
• i1\ { u IT • • iTi(t))q,(r,t)} 

Como 

' 6 ( t} -
resulta 

'"' H = - i fi { u 

o operador u e 

r e s , " usamos 

{U$) 

, 
' A ( t) ., 

,, ur -;e • TI " 
funçiio de 

o calibre 

' '" 

_,2 
A 

2 
( t) A r t 1 -

2rnc 1í 
(A. 8) 

• i e 2 
A 2 ( t) A ( t) . E l ~>(r,t) 

' 
-, • 2m c 

• r e A COinUta com estes operado-

• o .A - o como " ver a o seguir daí 

. -
A(t).p { A . 9 ) 

Agora o lado direito podo ser simplificado notando-se que 
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- ... + ... ... 
p.Aq.(r,t) = -ifiV.(A<!>) = -Hí(V.A}q,(r,t)- Ai..J'IV<j> 

. -
= i1i(V.A)Ij>(r,t) + A.p<j>(r,t) 

• 
Ve-se entao que, de fato, a escolha 'f[.A =O (calibre de Coulomb) 

• 
a comutabilidade de P com A 

• • ·e portanto de A com U = f{p), 

leva como usado acima. Então o lado direito pode ser escrito; 

2 
tj, . -

A(t) .p A2 + V(r)l {U<j>) (A. lO) 

Comparando-se os dois lados vem 

u { i fi ( u 4> ) 

• • $(r,t)} + V(r}U1>{r,t} (A.ll) 

usando u+u = 1 = uu+, visto que U e u1na transfor1naçio unitiria, 

ven1 111ultipl icando por u+ que: 

calculemos 

le1nbrando que 

i1i M 
H 

u~ g(-;;,tl • = g ( r -

-> 
V(r) 

• 
6 ( t } ' t ) 

-i n 

' ' 

(A.l2) 

(A.l3) 

(A.l4) 



"' -+ + ...... 
~ V(r.li)<l>(r-ó,tj 

também 

Comparando estes dois últimos resultados vem que 

• + + + 
u1v(r)Ul " V(r-li(t)) 

e portanto 

u+v(rJucp • + + ·> 
" u1v(r}U

1
q. " V(r-õ(t)1>(r,t) 

e finalmente 

+ 
<!>(r,t)+ 

+ + + 
V(r-O(t))q.(r,t) 

·.amo~ agora verificar que se tem para o potenc1al 

+ ·> 
V(r-o(t)) = 

2 -e 
-+ + 

I r - o I 

em pri1neira aproximação o resultado 

·> -> 
V(r-li(t)) 

De fato, sendo 

+ + 
V(r-õ(t)) ~ . + + 

lr-li(t)l 

vem que 

1 

+ 
lõ(tll =a= 
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(A.l5} 

(A.l6) 

(A.l7) 

(A.18) 

(A.l9) 

(A.20) 

(A.21) 

1 } 1 1 { 
12 2 -• -"* ~ ~( r 'Ç~-z:l) 7'l 

.; r -,1 -2r.o 
+ ·> 
lr-li(tll 11 - 3.;1 11/2 -·-z______,

r +a~ 



usando agora 

ll±X':1±1/2X 

fica 

1 1 • 
(/+a2)172 

Como, na mesma ordem de aproximação 

1 

1 ' X 

~em que 

1 

1r-6(tJI 

Obser~cmos agora que, 

Cons eq ue n temente 

1 

• 

' X 

1 

I ' )TTZ 

qualquer qoo 

1 

' 

{ 1 ) • 
1 

r. 6 -
r2+a 2 

{ 1 
r. 6 

' • . .. 

seja 6 ( t) temos 

Portanto, mantendo a mesma ordem de aproximaçiio temos que 

aproximação que uoamos en1 nosso trabalho. 
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(A.22) 

(A.23) 

(A.24) 
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