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Resumo

O fendmeno de oscilacao de neutrinos, ja experimentalmente observado, sé pode ser
explicado se a massa dos neutrinos for diferente de zero. No entanto, até pouco tempo atras,
acreditava-se que neutrinos ndo tivessem massa.

O Modelo Padrdao das particulas elementares ainda ndo é capaz de descrever a
natureza massiva dos neutrinos, de forma que as matrizes de mistura para léptons (entre
autoestados de gauge e autoestados de massa), analogas as matrizes de mistura de quarks,
ainda nao podem ser encontradas.

Através de uma pequena extensdo do Modelo Padrao, é possivel descrever uma fisica
que leva em conta essas massas e que, portanto, nos fornece essas matrizes de mistura.

Essa extensdo trata-se de nada mais que o acréscimo de uma nova particula ao
modelo, um Iépton neutro que nado interage por forca fraca. Essa particula € chamada de
neutrino estéril. Portanto, acrescentando um ou mais neutrinos estéreis ao Modelo Padrao
posso obter a matriz de mistura para léptons e, consequentemente, contar o nimero de
parametros fisicos que ela possui.

O interesse em contar esses parametros reside no fato de que encontrar 0 nimero de
fases complexas presentes na matriz de mistura é equivalente a encontrar o nimero de
fases de violacao de simetria conjugacao de carga e paridade (CP) para Iéptons.

Em 1967, o fisico russo Andrei Sakharov propés uma forma de explicar a assimetria
baribnica (matéria-antimatéria) partindo de um estado simétrico. Para isso, algumas
condicoes precisariam ser respeitadas pela fisica do universo. Uma dessas condicdes é que
exista na natureza uma fonte de violacdo CP. Procurar essa violacdo em léptons foi o
objetivo deste trabalho.

Assim, foi possivel obter a matriz de mistura para léptons estendendo o modelo
padrdo pela adicdo de um neutrino estéril e levando em conta o caso geral de n familias de
léptons. Uma vez tendo encontrado a matriz de mistura, fizemos a contagem dos
parametros.

Além abranger os calculos usados para encontrar 0 numero de fases complexas da
matriz, a dissertacdo apresenta uma breve introducdo a teoria quantica de campos, a
simetrias discretas e ao mecanismo de quebra espontdnea de simetria, conceitos
necessarios para o entendimento do trabalho realizado.
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Abstract

The neutrino oscillation phenomenum, already experimentally observed, can only be
explained if neutrino masses are different from zero. However, till recently, it was believed that
neutrinos were massless.

The Standard Model of elementary particles is yet not able to describe the massive
nature of neutrinos, such that the lepton mixing matrix (between gauge eigenstates and mass
eigenstates), analogous to the quark mixing matrix, can still not be found.

Through a small extension of the Standard Model, it is possible to describe physics that
take into account these masses and, therefore, provides us with these mixing matrices.

This extension is nothing but the addition of a new particle, a neutral lepton that does
not interact through weak force. This particle is called sterile neutrino. So, by adding one or
more sterile neutrinos to the Standard Model, | can get the lepton mixing matrix and
consequently count the number of physical parameters that it presents.

The interest in counting these parameters resides in the fact that finding the number of
complex phases in the mixing matrix is equivalent to finding the number of charge
conjugation-parity (CP) violation for leptons.

In 1967, the Russian physicist Andrei Sakharov proposed a way to explain the barionic
asymmetry (matter-antimatter) beginning with a symmetric state. For that to work some
conditions needed to be respected by the universe physics. One of them is that there must
exist in nature a source of CP violation. Looking for that source as the leptonic sector of the
particle physics was the goal of this project.

And finally it was possible to get the lepton mixing matrix extending the standard model
by the addition of one sterile neutrino and taking into account the general case of n lepton
families. Once we got the mixing matrix, we counted the physical parameters.

Besides presenting all the calculation used for finding the number of complex phases in
the matrix, this thesis presents a brief introduction to quantum field theory, discrete
symmetries and the spontaneous symmetry breaking mechanism, all of these concepts being
necessary for the understanding of the work accomplished.
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1 Introducao

Este trabalho abrangeu uma gama de diferentes areas relacionadas ao modelo padrao das
particulas elementares e a simetrias. Assim, para apresenta-lo, seguiu-se a mesma linha de

estudo percorrida para sua execugao.

Neste primeiro capitulo, da introdugao, sao apresentadas quatro segoes. A primeira secao
explica o objetivo do trabalho que foi realizado. A secao seguinte, referente aos Conceitos
Fundamentais, tem como propdsito apresentar alguns conceitos basicos necessarios para o
entendimento da teoria, como a diferenca entre quiralidade e helicidade e o que sao transfor-
magcoes de calibre. A terceira secao deste capitulo apresenta a convencao de unidades adotada
nesta dissertacao. E a tultima secdo deste capitulo, Condi¢oes de Sakharov, trata de uma
breve introducgao ao estudo de Andrei Sakharov que deu origem as condigoes de Sakharov e
que, em tultima instancia, motivou todo este trabalho. Esta secao tem como objetivo explicar
um pouco melhor as condi¢oes de Sakharov e quais sao as consequéncias de sua existéncia

para a fisica.

A seguir apresenta-se o capitulo Teorema spin-estatistica, que pode, no entanto, parecer
um pouco fora de contexto. Trata-se de um comentério e breve explanagao sobre um estudo
realizado a respeito de duas diferentes provas para o teorema spin-estatistica. Este é um
teorema que fundamenta a base da teoria quantica de campos, definindo a estatistica que
separa fundamentalmente os bésons dos férmions. Em especial, o estudo esta aqui apresen-
tado porque foi o tema do exame de qualificacio de mestrado. E um capitulo auto-contido e,
apesar de muito interessante, nao é fundamental para o entendimento do resto do trabalho

realizado.

Por ser de fundamental importancia para o trabalho, o capitulo seguinte foi reservado
ao tratamento das simetrias. Este capitulo apresenta a diferenca entre simetrias continuas e

discretas, apresenta a prova do teorema de Noether e formula as trés simetrias discretas de



interesse: transformacao de paridade, inversao temporal e conjugacao de carga. A secao final
deste capitulo apresenta ainda um estudo sobre violagao CP, que seria a violacao simultanea

de duas simetrias discretas: a inversao espacial (ou paridade) e a conjugacao de carga. E

exatamente a quebra da simetria CP o que estamos procurando para o caso de neutrinos.

Seguindo a linha do estudo das simetrias o capitulo posterior, Quebra Espontanea de
Simetria, equaciona o mecanismo de Higgs, partindo dos principios fundamentais da quebra
espontanea de simetria. E também de grande importancia, sendo o mecanismo que possibilita
a descoberta da matriz de mistura para quarks, exatamente a que inspira a procura de uma

matriz de mistura para os férmions.

O capitulo seguinte, Teoria Quéntica de Campos, apresenta de maneira pontual os prin-
cipais pontos da construcao da teoria quantica de campos, partindo da motivacao para sua
descoberta e apresentando os campos classicos, a quantizag¢ao de um campo escalar livre, uma
introducao ao Modelo Padrao das particulas elementares, as interagoes fracas e finalmente a

Teoria Eletrofraca.

Finalmente, o capitulo de maior importancia para o trabalho e que, de fato, apresenta
uma visao diferente daquela que pode ser encontrada em livros-texto, é o capitulo Matriz
de massa para neutrinos. O estudo teve como base o artigo (1) e apresenta os calculos
para encontrar uma matriz de mistura para léptons através da adi¢do, ao modelo padrao, de
neutrinos estéreis. Apods encontrar matriz de mistura, primeiro para o caso de um neutrino
estéril adicionado a um modelo de uma familia de 1éptons e, posteriormente, para o caso
de um neutrino estéril adicionado a um modelo de n familias, é realizada a contagem dos

parametros de violacao CP.

O capitulo final, Conclusoes, resume o escopo do trabalho realizado apresentando uma

visao geral do que foi estudado e dos resultados obtidos com o estudo.

1.1 Objetivo do trabalho

O modelo padrao, atualmente, nao leva em conta o fato de que neutrinos possuem massa.
Apesar de sabermos que isso nao é, de fato, verdadeiro, ainda nao ha concordancia em meio
a comunidade cientifica sobre como tratar este problema. Pelo fato de o modelo padrao ser

um modelo com resultados bastante favoraveis, acredita-se que a solucao esteja em adotar



apenas uma extensao do modelo padrao ja existente.

Concomitantemente a este fato, outro problema em aberto da fisica é explicar a notavel
assimetria entre a quantidade de matéria e antimatéria presente no nosso universo. O fisico
russo Andrei Sakharov propos trés condigoes que, se respeitadas pela natureza, seriam sufi-
cientes para explicar esse fenomeno de assimetria. Entre essas condigoes, Sakharov aponta a

necessidade de que exista uma fonte de violagdo CP na natureza.

A violacao CP ja foi verificada para o caso de kdons, mas nunca foi encontrada para siste-
mas de férmions. No entanto, a quebra encontrada nao é suficiente para causar a assimetria

que vemos atualmente.

Voltando a ideia original, uma das possiveis solugoes sugeridas para o problema das
massas dos neutrinos, e que no caso trata-se da solucao adotada para este trabalho, é a
de adicionar neutrinos estéreis ao modelo padrao. Tais neutrinos nao teriam nenhum tipo
de interacdo fraca e seriam apenas os responsaveis pelo mecanismo de massa dos férmions

neutros.

Os neutrinos estéreis foram propostos ha alguns anos e, apesar de ainda nao haver ne-
nhuma prova concreta de sua existéncia, existem diversos resultados experimentais que apon-

tam nessa direcao.

Ao assumir a existéncia desses neutrinos é possivel encontrar uma matriz de massa para
férmions, analoga aquela encontrada para o caso de quarks. E, com a diagonalizacao dessa
matriz de massa, encontramos a matriz de mistura dos férmions, que nao existiria no caso

de neutrinos ndo massivos.

Nessa matriz é possivel identificar fases de violagao CP que, se encontradas, talvez sejam
suficientes para sustentar a condicdo de Sakharov que exige violagao CP para explicar a

assimetria matéria-antimatéria.

-

E com esse objetivo que este estudo foi iniciado e o principal material de estudo foi
um artigo publicado por Yi Liao (1), onde este faz a contagem destes pardmetros livres na
matriz de mistura encontrada para o caso de um neutrino estéril adicionado ao modelo. Este

trabalho revisita o artigo de Liao e apresenta os resultados com o estudo.



1.2 Conceitos Fundamentais

Para o desenvolvimento do trabalho realizado foi necessario levar em conta alguns con-
ceitos ja bem estabelecidos na fisica. O objetivo desta se¢do é introduzir ao leitor estes
conceitos que, a partir deste capitulo, serao utilizados de forma direta no desenvolvimento

da dissertacao.

Primeiramente, os conceitos de helicidade e quiralidade serao diferenciados. A seguir é
apresentada a formulagdo das transformacoes de calibre (gauge), um conceito também de

fundamental importancia ao longo do trabalho.

1.2.1 Quiralidade e Helicidade

A helicidade de uma particula é projecao de seu spin na dire¢ao do seu momento. Quando
a direcao do spin é a mesma do momento linear, a particula é dita de mao direita, e quando
o spin tem direcio oposta ao momento, ela é dita de méo esquerda. E importante diferenciar

o conceito de helicidade do conceito de quiralidade. A helicidade h é dada pela equacao:

—

h=35-p (1.1)

onde o momento linear da particula é dado por p e Séo spin da particula.

O conceito de quiralidade pode ser definido no ambito da fisica da seguinte forma: uma
entidade é dita quiral quando ela pode ser diferenciada de sua imagem no espelho. Assim,
quando a imagem de um fenémeno fisico visto no espelho pode ser diferenciada do fenémeno

original, esse fendomeno pode ser chamado de quiral.

A quiralidade de uma particula pode ser determinada sabendo se ela se transforma por
uma representacao de mao direita ou de mao esquerda do grupo de Pointcaré. O grupo de
Pointcaré é um grupo de isomerias do espago de Minkowski. Para a fisica de particulas o
operador da quiralidade pode ser escrito como:

PRL — ; (1£47), (1.2)

onde R quer dizer a projecao de mao direita e L quer dizer a projecao para a mao esquerda.

Assim tenho que:

Pl = oy, (1.3)



O campo 97, destréi uma particula quiral de mao esquerda ou constréi uma antiparticula
quiral de mao direita, enquanto um campo g destréi uma particula quiral de mao direita

ou constréi uma antiparticula quiral de mao esquerda.

Quando a particula nao tem massa, a quiralidade pode representar a mesma quantidade
que a helicidade. Isso acontece porque particulas de massa zero viajam na velocidade da
luz e, consequentemente, nao existe nenhum referencial no qual vocé pode ver essa particula
viajando na direcao contraria. A helicidade neste caso é a mesma para todos os referenciais,

ou seja, é¢ um invariante relativistico.

No entanto, para o caso de particulas massivas, e em especial para o caso dos neutrinos,
sempre é possivel encontrar um referencial em que o momento linear da particula aponta na
direcao contraria da original, revertendo entao sua helicidade, mas nao sua quiralidade. H&
uma escolha de referencial em que uma particula de mao direita pode ser vista como uma
particula de mao esquerda, do ponto de vista de helicidade. Assim, a helicidade ndo é um

invariante relativistico.

A matriz v5 é um invariante de Lorentz, e consequentemente o projetor de quiralidade
deve ser, também, escrito em termos da matriz 75, sendo consequentemente um invariante
relativistico. Nao ha mudanca de referencial que torne uma particula de mao direita, do

ponto de vista quiral, em uma particula de mao esquerda.

Das trés forcas descritas pela Teoria Quantica de Campos: forte, fraca e eletromagnética,
apenas uma nao é cega a quiralidade da particula: a forca fraca. A interacao fraca diferencia

particulas com quiralidades diferentes.

Na teoria quantica de campos, quando a Lagrangeana que descreve a interagao em questao
pode ser separada em duas partes, uma parte de mao direita e uma parte de mao esquerda,
e essas duas partes podem ser tratadas independentemente entao essa Lagrangeana descreve

um modelo quiral. A Teoria Quantica de Campos é uma teoria quiral.

1.2.2 Transformacoes de Calibre

Transformagoes de calibre (ou gauge, do inglés), sdo uma simetria para diversas teorias
fisicas. Tanto uma teoria classica de campos quanto uma teoria quantica de campos podem

apresentar simetria de calibre. Impondo invariancia de calibre é possivel encontrar diversas



propriedades de grande importancia para a teoria.
Campos que respeitam a teoria de gauge sao invariantes por uma transformacao de fase.

Existem dois tipos de transformacoes de gauge. As chamadas transformagcoes de calibre
globais, ou do primeiro tipo, sdo aquelas em que a fase é alterada homogeneamente para

todos os pontos do espaco-tempo. Por exemplo:
$w) — e (). (1.4)

Aqui a letra e na exponencial é um parametro desta transformacao. Em notacao de teoria

de grupos esta é uma transformagao do tipo U(1).

Sao chamadas de transformagoes de calibre local, ou do segundo tipo, aquelas em que a

fase é alterada de forma diferente para cada ponto do espaco-tempo. Por exemplo:
¢(w) = e N g(x). (1.5)

As transformacoes de calibre locais impoe uma restricdo muito maior a Lagrangiana do
que as transformacgoes de calibre globais, uma vez que no caso local cada ponto do espaco-

tempo se transforma de forma diferente.

1.3 Convencao de unidades

Para o desenvolvimento desta dissertacao e, em especial, para os capitulos sobre Teoria

Quéantica de Campos e posteriores, foi utilizada a convencao das chamadas unidades naturais.

Tenho que duas das principais constantes universais possuem dimensoes tais que:

[c] = espaco-tempo (1.6)

[A] = espaco® - massa - tempo '

Assim, para utilizar unidades naturais, defino que:

c=h=1. (1.7)

Escolho também que 4wey = 1. Na tabela abaixo encontram-se algumas quantidades



fundamentais e como podem ser escritas em unidades naturais:

Unidade Natural Valor Métrico

1 eV~! de comprimento | 1.97 x 10" m
1 eV de massa 1.78 x 10736 kg
1 eV~! de tempo 6.58 x 10716 5

Finalmente, a métrica espacial de Minkowski usada neste trabalho é tal que:
+1

77“” = Nuw = . (1'8)

A convencao de unidades adotada aplica-se a todo o trabalho apresentado.

1.4 Condicoes de Sakharov

Por ser a motivagao principal deste trabalho, esta secao foi reservada para explicar com
mais detalhes o que sao as condig¢oes de Sakharov e sua importancia para explicar a assimetria

matéria-antimatéria no universo.

1.4.1 Teoria

A teoria de expansao do universo pressupoe um estado inicial denso de matéria, este
que aniquilaria qualquer antimatéria presente. Assim, entende-se que seria impossivel ter
quantidade semelhante de antimatéria durante esse desenvolvimento. E, até onde sabemos,
o universo resultante é assimétrico no quesito matéria-antimatéria (2). Isso porque as evi-
déncias de que o universo que habitamos seja realmente formado apenas por matéria sao

fortes.

De fato, de toda a informagao que possuimos, seja ela provinda de observacoes ou de
exploragoes, todos os outros corpos celestes existentes sao formados por matéria, assim como
nosso planeta. Mas a razao pela qual a quantidade de matéria formada passou a ser maior

do que a de antimatéria ainda permanece desconhecida.



Assim, sendo B = b— b, onde b é o nimero de barions e b é o nimero de antibarions, hoje

percebemos que B > 0. Ha algumas teorias que procuram explicar esse fato. Entre elas:

1. O universo sempre foi assimétrico quanto ao niimero de barions e anti-barions.
Essa teoria propoe que apés o Big-Bang B > 0 e que isso permanece até hoje. Apesar
de ter sido a teoria de maior aceitagao no passado, hoje ja nao prevalece como a mais
adequada. Entre outras razoes, porque é muito provavel que qualquer assimetria inicial

fosse rapidamente eliminada devido a consideragoes termodinamicas.

2. O universo comecou neutro, tal que B = 0, e permanece assim até hoje.
Aqui a ideia é a de que o universo se expandiu tao rapidamente que nem todo par
matéria-antimatéria se aniquilou antes que flutuagoes randomicas formadas por ma-
téria/antimatéria se separassem e assim, nesses lugares onde houve predominancia de
uma das duas, formaram-se aglomeragoes onde uma ou outra geraram os corpos celes-
tes. Neste caso, deveria ser possivel detectar radiacao provinda dos lugares do espago
onde acontece mistura entre esses clusters de matéria com os de antimatéria. E por
causa disso raios coésmicos de alta energia deveriam se apresentar como uma radiagao
anisotropica de aniquilacao com quantidades iguais de matéria e antimatéria, ja que se
espera que a quantidade de matéria e antimatéria presente no universo seja a mesma.
A evidéncia experimental aponta na direcao contraria desta teoria, ja que na radiacao

cosmica o nimero de prétons supera o de antiprétons por uma escala de 10 para 1.

3. O universo comecgou neutro, tal que B = 0, mas houve uma assimetria matéria-
antimatéria durante algum instante de seu desenvolvimento e isso acabou resultando
na presenca final apenas de matéria.

Este modelo é chamado de bariogénese, ja que a matéria é criada apdés o Big Bang.
Deve preceder a nucleossintese - a criacao dos nucleons e de ntucleos leves dos primeiros
7’ E . . ~ d k . . 1 72 d

atomos. E assim, como a criagdo dos quarks aconteceu nos primeiros 107* segundos,
a bariogénese deve ter acontecido antes disso. E a teoria mais aceita atualmente e é a

premissa que vamos assumir como correta.

Assim, assumimos que no principio da formagdo do universo o ntimero de barions e
antibarions era o mesmo, mas que logo apés o Big Bang houve um momento em que as

condicoes fisicas presentes acarretaram numa assimetria entre estas quantidades e ao final



do processo apenas barions permaneceram. A causa dessa assimetria inicial permanece um

problema em aberto.

O fisico russo Andrei Sakharov propds para este problema um modelo capaz de explicar
a existéncia dessa assimetria como consequéncia de trés condigoes (3). Uma dessas condigoes
seria a violacao simultanea de duas simetrias: conjugacao de carga e paridade, ou seja,

violacao CP. As duas simetrias serao explicadas com maior detalhe em um capitulo posterior.

No modelo proposto por Sakharov a assimetria seria uma consequéncia da violagao CP
durante a expansao nao estacionaria do universo quente, durante seu estagio superdenso. O
efeito nao foi observado experimentalmente, mas foi demonstrado na teoria. Vale ressaltar
que Sakharov apenas lista as condi¢goes minimas para a assimetria, sem procurar entender o

mecanismo da bariogénese.

Para justificar a assimetria neste momento trés condigoes precisam ser respeitadas:

1. Existéncia de ao menos um processo com violagdo de ntimero barionico;

2. O sistema deve apresentar violagao de simetria de conjugagao de carga (C) e de simetria

conjugacao de carga-paridade (CP);

3. Existéncia de interagoes fora do equilibrio térmico.

O primeiro item ¢é claro, pois se todas as reagoes conservarem niimero barionico, nunca

haveria assimetria. Ou seja, deve haver uma reacao do tipo:
X =Y + B, (1.9)

onde X e B tem numero barionico zero, enquanto B tem numero baridnico maior do que
zero. Mas isso nao ¢ suficiente. Assim entramos na segunda condicao, pois se C for uma
simetria do universo, entdo toda reacdo em que o nimero baridnico nao é conservado tera
uma reacao conjugada correspondente, de tal forma que todo barion resultante da reacao

sera compensado pelo antibarion resultante da reacao conjugada. Ou seja, se

X Y +B) =T(X =Y +B), (1.10)

entdo nao havera assimetria. Com os dois processos acontecendo no mesmo ritmo, o niimero

baridnico vai se conservar ao longo do tempo. Entao violagdo de C é uma condi¢ao necesséria,



10

mas ainda nao suficiente.

Supondo uma reacao em que hé violagdo do niimero bariénico e sao criados barions de
mao esquerda, X — Q.Q).. Se a natureza respeita a simetria de carga-paridade, CP, entao
o processo inverso por CP deve acontecer na mesma proporc¢ao e velocidade de X — QQ;Qyq,

tal que:
N(X = QQ.) + (X = QuQq) =T(X = Q.Q.) + (X = QuQy). (1.11)

As reagoes de conjugacao de carga tém larguras diferentes, mas as duas somadas ainda
conservam numero barionico e, consequentemente, é preciso haver violagao de CP para que
a taxa de bariogénese supere a de antibariogénese. E assim fica clara a segunda condigao de

Sakharov.

A terceira condigao é necessaria do ponto de vista de que ainda que exista violacao C,
CP e de niimero barionico, consideracoes termodinamicas precisam ser feitas. A diferenca de

energia entre uma particula e sua antiparticula correspondente ¢ dada por:

AE =m 0. (1.12)

matéria ~ "antimatéria —

A distribuicao de Boltzman diz que no equilibrio térmico deve haver a mesma quanti-
dade de matéria e antimatéria, pois outros processos acontecendo simultaneamente trazem
de volta o niimero de barions e antibarions para o equilibrio. Este argumento também der-
ruba a possibilidade de que qualquer assimetria matéria/antimatéria inicial permaneceria

posteriormente.
E assim, com as trés condigoes satisfeitas é possivel chegar a um sistema B-assimétrico.

Vale ressaltar que as condi¢oes de Sakharov nao sao suficientes para explicar a assimetria
matéria-antimatéria. Uma vez satisfeitas as condicoes, ainda é preciso descrever o mecanismo

através do qual acontece a bariogénese.

Violagao de simetria CP ja foi observada nas interagoes fracas para mésons (4). Mas a
quebra encontrada nao é suficiente para explicar a assimetria encontrada atualmente. Assim,
permanece a necessidade de encontrar mais fontes de violagdo CP na natureza. E esse é um

dos principais motivadores para esse projeto.

Neste trabalho procura-se encontrar indicios da violacao carga-paridade para léptons,
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mais especificamente em sistemas de neutrinos. Para isso seria preciso encontrar fases com-

plexas na matriz de massa de neutrinos, como sera explicitado posteriormente.

1.4.2 Neutrinos massivos e as condi¢oes de Sakharov

A primeira questao que surge neste momento é entender como as condigoes listadas na
secao anterior dao sentido ao trabalho demonstrado nesta tese. O ponto principal, neste caso,
seria a segunda condi¢ao de Sakharov, que afirma que o universo deve apresentar violagao
de simetria de conjugacao de carga (C) e de simetria conjugagao de carga-paridade (CP).
Conforme mencionado, sabe-se que a violagdo CP ja foi identificada para mésons (4). No
entanto, isso foi identificado a baixas energias e, como sabemos, no estado inicial do universo
as energias eram muito altas. O efeito da violacao fica diluido para o caso de altas energias
e, portanto, o mecanismo de quebra encontrado nao ¢é capaz de cumprir a condi¢ao descrita

por Sakharov.

Para o caso de neutrinos poderiamos ter esse efeito com neutrinos suficientemente mas-
sivos. Ou seja, para respeitar a condicao de Sakharov seria preciso ocorrer violagao CP a
altas energias e isso s6 seria possivel para particulas com massas muito maiores do que a
escala eletrofraca. Neste caso, o setor leptonico, e mais especificamente os neutrinos, no
caso de apresentarem massa, poderiam explicar esse fenomeno. Os neutrinos de mao direita
adicionados ao modelo padrao devem ter massas de ordem muito maior do que a escala

eletrofraca.

Quantitativamente, supondo que exista um certo processo que vai gerar a assimetria e
sendo M(i — j) a amplitude para a transi¢ao entre um dado estado i para um dado estado

J, a invariancia CP vai implicar (5):
M(i—j)=M(i—]). (1.13)
Aqui, j e 7 sdo os estados com conjugacdo de carga e com inversao espacial (ou seja, os

estados de conjugagao CP) de i e j, respectivamente. E respeitando a unitariedade da matriz

S de espalhamento, que liga os estados ¢ e j, entao a condicdo abaixo deve ser respeitada:

S IMG =P =Y M=) (1.14)
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Respeitando entao a invariancia CP, isso implicaria em:

M= P =|mM@GE=5) (1.15)

Onde a equagao (1.15), acima, representa uma reagao que produz particulas e antiparti-
culas em mesma quantidade. O nimero de particulas criadas no estado j, partindo do estado
i, 6 0 mesmo niimero de particulas criadas no estado j partindo do estado i. A assimetria s6

seria verificada, para a producao destas particulas para o caso em que ha quebra da simetria

CP.

Para que este efeito nao fique diluido para o caso de altas energias, tais particulas precisam
ter massas de ordem muito maior do que a escala eletrofraca. Assim, conforme apresentado,
se encontrada violacao CP para sistemas de neutrinos, neutrinos muito massivos poderiam

explicar o fenémeno.
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2 Teorema spin-estatistica

O desenvolvimento de duas provas para o teorema spin-estatistica serd apresentado neste
capitulo. O teorema spin-estatistica é uma das bases da teoria quantica de campos, apre-
sentada no capitulo 5. Aqui é apresentado um estudo que explicita duas provas distintas
deste teorema. Este estudo e a posterior comparagao destas provas foi um trabalho realizado
ao longo do mestrado e apresentado como base para o exame de qualificacdo (EQM). Sua

principal referéncia foi o artigo de M. Massimi e M. Redhead (6).

O interesse no desenvolvimento das duas provas reside no fato de que a prova de Pauli
fundamentou-se em duas hipéteses iniciais, enquanto a prova de Weinberg fundamentou-se

em apenas uma hipotese.

O teorema spin-estatistica ¢é a relacao encontrada que prova que o spin de uma particula
esta diretamente ligado a estatistica que ela obedece. Mais especificamente, é o teorema que
demonstra que férmions e bdsons comportam-se de maneiras fundamentalmente diferentes

no que diz respeito a ocupagao de estados de energia.

Pode-se considerar a prova de Weinberg mais "fundamental' do que a de Pauli, sendo
que esta ultima permanecia indireta para o caso de férmions desde sua formulacao original.

A ideia principal aqui é apontar as diferencas entre essas duas provas.

2.1 Conceitos

Para compreender as duas formulagoes é preciso definir a principio alguns conceitos fun-

damentais.
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2.1.1 Comutadores e Anti-comutadores

Defino como a operagao de comutacao entre dois operadores genéricos A e B a seguinte
relacao:
[A,B]. = AB — BA. (2.1)

E, para a operacao de anticomutacao:

[A,B], = AB + BA. (2.2)

2.1.2 Microcausalidade

Outro conceito fundamental é o da chamada microcausalidade. A microcausalidade pode
ser expressa como a comutatividade de quantidades fisicas para um intervalo do tipo espaco.
Isso seria equivalente a dizer que, para duas quantidades fisicas A e B quaisquer, locais, se

A e B respeitam a microcausalidade, entao tenho que:

[A(z),B(y)]- =0 para (v —y)*<0. (2.3)

Neste caso, dizemos que o intervalo (x — )? < 0 é um intervalo do tipo espaco.

A microcausalidade é um requerimento relativistico no qual toda a teoria quéntica de
campos estd fundamentada. E sera uma das hipoteses assumidas para a prova do teorema

spin-estatistica.

Usando teoria quantica classica, ou seja, no caso em que os operadores representam
quantidades fisicas, a condi¢cado da microcausalidade requer a comutatividade de quaisquer
dois operadores que pertencem a dois pontos distintos do espago-tempo, se estes dois pontos
nao puderem ser ligados por um sinal (caso do intervalo tipo espago). Essa comutatividade
significa que as quantidades fisicas que estao associadas a cada um destes operadores podem

ser determinadas precisamente de forma independente e simulténea (7).

2.1.3 Positividade

Uma matriz H, hermitiana, é dita positiva definida se todos os autovalores a ela associados

forem positivos e reais. Como uma consequéncia disso, tenho que todos os valores esperados
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de H serao positivos:

(x|H|z) > 0. (2.4)

Assim, se H for a matriz que representa uma Hamiltoniana, esta Hamiltoniana serd

positiva definida se, ao diagonalizar H, todos os elementos da diagonal forem positivos.

2.1.4 Estados simétricos e anti-simétricos

Um estado dito simétrico para particulas indistinguiveis é descrito por um vetor de estado
que nao muda de sinal sob permutacao das variaveis de espaco e spin dessas particulas. A

equacao abaixo representa o vetor de estado simétrico para duas particulas idénticas:

1/vV2(|a5) ® |a3) + |a7) @ |ap)) . (2.5)

Aqui o indice 1 indica que o autoestado estd ocupado pela particula 1 e o indice 2
indica que o autoestado estd ocupado pela particula 2. Tenho também dois autovalores,
um autovalor associado a cada autoestado. Assim, a” é o autovalor associado a um dos

autoestados e a® é o autovalor associado ao outro autoestado.

O estado anti-simétrico para particulas indistinguiveis, no entanto, é descrito por um
vetor de estado que muda de sinal sob a permutagao das variaveis de espaco e spin dessas
particulas. A equacgao abaixo representa o vetor de estado anti-simétrico para duas particulas
idénticas:

1/V2(la5) ® |ag) — |a7) @ |ap)) . (2.6)

2.2 Estatistica Quantica de Bose-Einstein

A estatistica quantica pode ser dividida em duas partes, a estatistica de Bose-Einstein e

a estatistica de Fermi-Dirac. Esta secao procura descrever brevemente a primeira.

Tendo sido elaborada em 1924 por Bose e Einstein, separadamente, foi proposta para des-
crever o comportamento de um gas de fétons. Esta estatistica impoe que todas as particulas

que a respeitam devem ocupar somente estados simétricos.

Sua principal caracteristica é que ela permite que mais de uma particula idéntica ocupe
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o mesmo estado de energia. Mais do que isso, nesta estatistica nao ha limite superior para
o numero de particulas idénticas que podem ocupar o mesmo estado de energia ao mesmo

tempo.

As particulas que respeitam esta estatistica sdo chamadas de bésons, em clara homenagem

a um de seus descobridores.

2.3 Estatistica de Fermi-Dirac

Foi elaborada também separadamente por Fermi e Dirac no ano de 1926. Procurava

descrever um géas que respeitasse o principio da exclusao de Pauli.

Descrevendo exatamente o caso oposto da estatistica bosonica, propoe que as particulas

que a respeitam devem ocupar somente estados anti-simétricos.

Sua principal caracteristica é o fato de que ela nao permite que mais de uma particula
idéntica ocupe um mesmo estado de energia ao mesmo tempo. Ou seja, cada estado de

energia pode ser ocupado por no maximo uma particula.

Também em homenagem a um de seus descobridores, as particulas que respeitam esta

estatistica sdo chamadas de férmions.

2.4 Teorema spin-estatistica

Toda particula tem um ntmero quantico associado ao seu valor de momento angular
intrinseco, o spin. Com respeito a esse valor, as particulas podem ter spin inteiro ou semi-

inteiro.
O teorema de spin-estatistica faz a seguinte conexao:

Particulas de spin inteiro respeitam estatistica de Bose-Einstein e sao por isso cha-

madas de bdsons.

Particulas de spin semi-inteiro respeitam estatistica de Fermi-Dirac e sdo por isso

chamadas de férmions.

Trata-se de uma afirmacao bastante forte a fazer, dividindo todas as particulas elemen-
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tares fundamentalmente em sua natureza, com comportamentos completamente distintos

estatisticamente.

Para provar o teorema spin-estatistica, portanto, é preciso verificar se o spin da particula
(inteiro ou semi-inteiro) esta relacionado com uma regra de comutacao ou com uma regra de

anticomutagao para os campos que descrevem essa particula.

Se o valor de spin estiver associado a uma regra de comutacao, a estatistica respeitada
¢ a de Bose-Einstein, onde os estados permitidos sao simétricos. E, caso contrario, se o
valor de spin estiver associado a uma regra de anticomutacao, a estatistica respeitada ¢é a de

Fermi-Dirac, onde os estados permitidos sao anti-simétricos.

2.4.1 Contexto Historico

Em 1928, Dirac anunciou a solugao para a equagao do elétron (8). Seria a descoberta da

equacdo de Dirac. E dada por:

Zv“i —m|(x,t) = 0. (2.7)

oxH
Aqui y* sao as matrizes de Dirac (u = 0,1,2,3), ¥ sdo os campos de Dirac (espinores),

que representam particulas de spin 1/2, e 2 é o vetor posicao em quatro dimensoes.

Lembrando que as matrizes de Dirac satisfazem ~#~v” + vY~* = 2¢g"*, sendo que g"” é a

métrica de Lorentz contravariante, de diagonal (1, —1,—1, —1).

Procurava-se uma equacao de onda relativistica que tivesse solugoes positivas e negativas
separadas. Dirac nao conseguiu esse feito pois, para o caso de campos externos dependentes
do tempo, era preciso lidar com transicoes de estados de energia positiva para estados de
energia negativa. Mas em 1930 Dirac descreveu o pacote de onda constituido pela superposi-
cao de estados de energia negativa como o movimento de um elétron de carga +e (e energia

positiva), no campo eletromagnético original.

Isso o aproximou da descoberta do poésitron e deu a ele uma ideia de como lidar com as
solugoes de energia negativa. E é assim que Dirac propoe a existéncia do chamado mar de
Dirac, um mar de férmions ocupando infinitos estados de energia negativa. Todos os elétrons

do mundo teriam uma tendéncia a cair para estes estados e o fariam, nao estivessem eles



18

ocupados por outros elétrons.

2.4.2 Prova de Pauli

E finalmente, em 1940, Pauli publica a primeira prova do teorema spin-estatistica (9).
Isso acontece em meio ao contexto cientifico da dificuldade de explicar as solu¢oes de energia

negativa que resultavam da equagao de Dirac proposta.

A prova de Pauli para o teorema se baseava em dois postulados diferentes:

e Microcausalidade

e Positividade da Energia

Para o caso de boésons, era suficiente o requerimento da microcausalidade. Mas para
o caso de férmions, o requerimento da microcausalidade nao era suficiente, por isso Pauli
precisou recorrer ao argumento da positividade para completar a prova. O problema é que,

recorrendo ao requerimento da positividade, Pauli estava se baseando no trabalho de Dirac.

Por anos o teorema ficou a espera de uma prova que fosse direta também para o caso
de férmions, mais "fundamental'. Mas isso s6 foi atingido em 1964, com Weinberg. Em seu
trabalho, Weinberg precisou recorrer apenas a um postulado, o requerimento relativistico da
microcausalidade. Apesar de ter sido encontrada hd quase 50 anos, a prova de Weinberg
ainda nao ¢ utilizada nos livros-texto. Normalmente sao utilizadas provas analogas aquela
realizada por Pauli. Por serem analogas as provas para particulas de spin inteiro e spin
semi-inteiro, s6 sera apresentada a prova para o caso do spin semi-inteiro. Também porque,
exatamente para este caso, a prova difere para Pauli e para Weinberg. Conforme mencionado,
a prova de Pauli, para o caso dos bdsons, precisa apenas postular a microcausalidade. No
entanto, para o caso de férmions ¢ preciso postular, além da microcausalidade, a positividade

da energia.

O desconforto com a prova de Pauli residia exatamente no fato de que ela era indireta
para os férmions. Greiner e Reinhardt apresentam uma prova praticamente analoga a de
Pauli, mas mais didatica. Ela também é indireta no caso de férmions e sera apresentada

aqui. A diferenca entre Pauli e Greiner e Reinhardt é simplesmente o fato de que os tltimos
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utilizam os operadores criagao e destruicao de particulas, no espago de Fock, enquanto a
prova original de Pauli usa a visdo do mar de Dirac. Mas sdo provas analogas.
O ponto de partida é a equagao de Dirac, ja explicitada em (2.7)
As solugoes dessa equagio, os espinores, descrevem as particulas de spin 1/2:
0 mc

lz v“@ — h] Y(x,t) = 0. (2.8)

O interesse estd em encontrar o valor do comutador (+) ou do anticomutador (-), dados
pela equagao abaixo, (2.9):

(), d(y) (2.9)

+
Isso porque ¥ é o campo que descreve a particula, e 0 momento canonico associado a esse

campo é proporcional a Z/_J = 0.

A equagdo para encontrar o momento candnico, P, é dada por:

P = —ihV. (2.10)

Posso expressar a solucao de ¥(x,t) como uma expansao de onda plana, conforme a

equacao:

WO (x, 1) = (21) 2, [T, (p)eierent =P, (2.11)
Wp

H& quatro solugoes para o espinor de Dirac w,(p), onde o indice r indica qual a so-
lugdo que estda sendo usada. Assim, r = 1,2 denota solugoes de energia positiva, tais
que (E = 4w, = +v/p2+m?). E r = 3,4 denota solugdes de energia negativa, tais que
(E = —w, = —/p? + m?). Mas expressando 1(x,t) como expansao de onda plana conforme
a equagao (2.11), estou trabalhando com fungoes e nao com operadores. Nao posso calcular
comutadores ou anticomutadores de func¢oes. Para resolver este problema, substituo os cam-
pos de Dirac 9(x,t) e ¥'(x,t) por operadores de campo ﬂ(x, t) e @/A)T(x, t), respectivamente.
Quero agora verificar se a relacao de anticomutacao para esses operadores de campo respeita

a microcausalidade, testando portanto a estatistica de Fermi-Dirac. Assim:

2 <0. (2.12)

Q/AJ(QT),QZ(y) =0 para (z—y)

+
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Quantizando as equagdes de 1(x,t) (1(x,t)) para ¥ (x,t) (¥1(x,t)) encontram-se:

b t) = Y [ dp i) (213)
W(X,t) = Z/d3p dT(p,r)w;(x, t). (2.14)

Onde os operadores @ e a' respeitam as seguintes regras de anticomutacao:

a(p,r),dl(p7,7)] . = 6°(p — P")d,» (2.15)

+

[a(p,r),a(p’,r")], = [a'(p,r),a’(p’,7")]+ = 0. (2.16)

Vou agora redefinir os operadores. Os espinores w,(p) podem ser separados de acordo
com o nivel de energia que representam, positiva ou negativa. Chamando de u(p, s) e v(p, s)

as solugoes de energia positiva e negativa, respectivamente, posso relacionar:

Energia positiva Energia negativa
wi(p) = u(p, +1) ws(p) =v(p, —1)
w(p) = u(p, —1) wa(p) = v(p, +1)

Redefinindo entao os operadores de particula e buraco da seguinte forma:

Energia positiva Energia negativa
a(p, 1) = b(p, +1) a(p,3) = d'(p, ~1)
a(p,2) = b(p, ~1) a(p.4) = d'(p, +1)

Esses novos operadores respeitam relagoes de anticomutagao analogas aquelas definidas

previamente. Assim, antes eu tinha:

a(p. 7). (p", )], = (D = p’) (217)

+

la(p,r),a(p’, 1)l = [a'(p,r),a"(p",7")]4 = 0. (2.18)

E para os novos anticomutadores, que estao agora representados no espago de Fock,
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tenho:

~

[b(p, ), b (p’, )], = (D — ") (2.19)

{aﬁ(p, s),d(p’, S/)L =6 (p —P)dss- (2.20)

Sendo assim, posso somar todas as soluc¢oes, integrar sobre todos os momentos e obter a

solucao da equagao de Dirac:
b0 =3 [ ok |- b, ) 4 i sofp ) ). (221)
Substituo nessa expressao encontrada os operadores de campos para os espinores. Assim:

pix.1) Z/ (2r 3/?[ b(p, s)u(p, s))e” " +d'(p, s)v(p, 5))e ). (2.22)

Posso agora usar o operador de transformacao de Lorentz obtendo uma forma explicita

para os espinores normalizados, conforme as equagoes a seguir:

B p+m u(0. 5
v(p,s) = H+m v(0, s). (2.24)
2m(w, + m)

A

A relacdo de anticomutacao para &(m) e Y(y), onde ¢ = U1y, pode ser escrita:

b i) = | (%3;

Z (u(p, s)u(p, s)e_ip'(x_y) + v(p, s)v(p, s)e“p'(x_y)) ) (2.25)

S

A somatdria sobre spins dos espinores normalizados u e v, leva aos operadores de projecao:

> ulp, s)u(p,s) = <M> (2.26)

. 2m

S oo o) = (£, 2.27)

S 2m
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Dessa forma, o anticomutador pode ser escrito como:

@) 00 = [ g me ™) — (mper ) = @28)
(¥ +m) [ éﬁ; gl%[e‘w—y) — Y] = (i + m)iA (@ — y). (2.29)

Sendo A(z —y) a fungdo de comutagao que Jordan e Pauli introduziram para o caso espe-
cial do campo eletromagnético. Essa funcao é invariante de Lorentz e satisfaz a propriedade

fundamental:

Az —y) = 0 para (z —y)* < 0. (2.30)
Portanto, consigo o anticomutador:

= (i¥ + m)iA(z — y). (2.31)

+

D). d()

Isso mostra que particulas de spin semi-inteiro respeitam a microcausalidade quando a
relacao utilizada entre elas é a de anticomutagao. Ou seja, se isso é verdade, ndo ha nenhum
impedimento para que respeitem a estatistica de Fermi-Dirac, que é aquela para a qual as

particulas respeitam a relacao de anti-comutacao.

Agora é preciso testar o comutador, ja que o caso do anticomutador provou respeitar a
microcausalidade. Isso porque o fato de que a microcausalidade é respeitada quando utilizo
a anticomutacao nao descarta o fato de que ela pode também ser respeitada no caso da

comutagao. Se for este o caso, chega-se ao impasse.

Mas primeiro, usando a comutacao, encontro:

&(m),i(y)}_ :/g;f)g/ 2d: 3,/2\/;\/;

Z( [i)(p7 S), bT(p/, S/)} B u(pj 3)a(p/’ S/)e—ip~m+ip/.y 1

[d*(p, s),d(p’, 5’)} _v(p,s)u(p’, s )et PPV | termos mistos). (2.32)

Em um célculo analogo e aplicando as relagoes de comutagao correspondentes, abaixo:

(e, 7). b (07, 7")] = [d(p,7),d(p", )]~ = (P — P")d,. (2.33)
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Chega-se na mesma equacao obtida para o caso da anticomutacao, ou seja, a causalidade
é respeitada. Assim, mostrou-se que tanto a relagdo de anticomutacao quanto a relagao de
comutagao, para campos espinoriais, respeitam a microcausalidade. Mas é preciso descartar
uma das estatisticas. Para sair deste impasse Pauli recorre a mais um postulado, o da
positividade. Postulando agora a positividade da energia, basta descobrir se uma das relacoes,

de comutagao ou anticomutagao, vai violar este postulado.

Mas olhando para a Hamiltoniana do campo de Dirac quantizado por um comutador,

dada por:
=3 [ dpoy (b (0. 9)b(p, ) — (. 5)d! (b, 5)) (2.34)

E possivel verificar que essa Hamiltoniana nio é positiva definida, o que viola o postulado
da positividade da energia. Isso elimina a estatistica de Bose-Einstein para o caso de parti-
culas de spin 1/2. E o teorema spin-estatistica para os férmions estda provado. Ou seja, foi
mostrado que assumindo a relacao de anticomutacao e a relacao de positividade da energia é
possivel encontrar apenas uma solucao que satisfaz a condigdo de microcausalidade, exigida.
Assim, as particulas de spin 1/2 satisfazem relagoes de anticomutagao. O teorema nao eli-
mina a possibilidade de outro possivel tipo de estatistica. Ele apenas prova que particulas
de spin semi-inteiro podem respeitar estatistica de Fermi-Dirac, mas nao podem respeitar

estatistica de Bose-Einstein.

2.5 Prova de Weinberg

Agora que a prova de Pauli foi apresentada, vamos ver como Weinberg, para o mesmo caso
(férmions) realiza a prova do mesmo teorema. A prova de Weinberg foi apresentada como
uma prova secundaria em um trabalho onde ele procurava calcular as regras de Feynman
para particulas de spin genérico e, com isso, construir uma matriz-S invariante de Lorentz

(10).

A matriz-S faz a relagdo entre os estados iniciais e finais de um sistema fisico que sofre
um processo de espalhamento. E uma matriz unitaria que liga os estados das particulas no
espaco de Hilbert. Por isso seu ponto de vista era completamente diferente. A matriz-S é

pode ser escrita como:
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:i ’ /*°° day...d e, TH(z:).. H(z,). (2.35)

Heisenberg procurava encontrar a matriz .S de espalhamento, conforme a equagao (2.35),
mas que respeitasse invariancia de Lorentz. Para fazer isso era preciso impor uma condicao
equivalente & de que, para intervalos (x — y) do tipo espago, a equagao de microcausalidade

fosse respeitada:

[Fi(z),H(y)] =o0. (2.36)

Na equagao de microcausalidade, (2.36), acima, = e y sdo pontos no espago-tempo. O

sinal negativo ao lado dos colchetes indica a relagao de anti-comutagao.

Weinberg impoe a invariancia de Lorentz da matriz S e isso implica em uma condig¢ao
equivalente ao requerimento da microcausalidade, representada aqui pela equagao (2.36). Isso
¢ muito diferente do que foi feito por Pauli, pois Weinberg quer a invariancia de Lorentz,
que s6 € possivel se a acao foi um escalar. A acdo é um escalar se os campos H puderem
ser trocados de lugar devido ao ordenamento temporal e essa condi¢do s sera respeitada
se a equagao (2.36) for verdadeira. Pauli impunha a microcausalidade a campos, mas para
Weinberg a tnica condigado era a invariancia de Lorentz, que impde uma condic¢ao que é igual

& microcausalidade do Hamiltoniano.

Em sua notagao, Weinberg introduz os campos de criagdo e aniquilacao de particulas:

F0) = @ [ Zulp. e i, (287
o ( (2n) 3/22/(13 f p,s)et P dl(p, ). (2.38)

Onde u e v sao fungoes de onda que satisfazem as equacoes de Dirac, para frequéncias

positivas e negativas. E b e d sdo os operadores definidos tais que:
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Ou seja, be bt sdo os operadores aniquilagdo e criagao para particulas, e ded para
antiparticulas. Agora, com os campos representados conforme as equagoes (2.37) e (2.38),

acima, procura-se encontrar o valor do comutador destes campos:

D)) =0 (241)
Weinberg faz a seguinte combinacao linear:
b(x) = k(@) + A7 (). (2.42)

Onde as constantes k e A podem ser determinadas se, para (z — y) sendo um intervalo
do tipo espago, a relagdo de comutacao ou anticomutagao entre os campos for respeitada.

Sendo que para os operadores b e d, que respeitam as equagoes (2.39) e (2.40), acima, tenho:
[b(p.5).67(p.5")] | = 0°(p — ') (2.43)
[CZ(p, s),d (p’, S/)L =6 (p — p')dss- (2.44)

A condigao de microcausalidade para o campo de Dirac é dada por:

R [W > u(p, $)a(p, s)e " Y (2.45)
A v(p, s)v(p, s)e“p'(f"’_y)] : (2.46)

Pode ser simplificada pelo uso de operadores de projecao:

d’p 1
(2m)? wp

D@, 0| =@ +m) [ e £ ()aPere]. (247)

A integral que aparece no resultado vai ser exatamente a fungao A (x — y). Ou seja:

dp 1 0 ,
il —ip-(z—y) NI Retr@—y) | — —
/ B o [k + ()AL ] =i (z - y). (2.48)

Isso quer dizer que a integral se resume a mesma fungao de Pauli e Jordan mencionada
para a prova de Pauli, contanto que —|k|?> = £(—)|\|?, ou seja |k| = |)\|, sendo necessario

escolher o sinal + no lado direito da equagdo. Lembrando que A(x —y) = 0 para (z—y)*> <0
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¢ uma propriedade dessa funcdo de comutagao, e essa propriedade nada mais é do que o
requerimento da microcausalidade. Assim, para respeitar a microcausalidade, preciso

escolher o anticomutador e consequentemente a estatistica de Fermi-Dirac.

2.6 Conclusoes

A condicao da microcausalidade, definida anteriormente, vale para a comutatividade de

quantidades fisicas, como o caso de bilineares associados ao campo . Ou seja, a condicao:
[0(@)T(x), ¥(y)Te(y)] =0 para (z—y)* <0. (2.49)
Mas essa condicao implica que deve ser respeitada a relacgao:

[0(@).d()], =0. (2.50)

Ou a relagao:

(@), o) =o. (2.51)

Essas foram as relagoes impostas ao campo espinorial para a prova de Pauli e Weinberg.
Mas a condicdo da microcausalidade expressa o fato de que se x — y é um intervalo do tipo
espaco, medi¢goes de um bilinear realizadas no ponto x nao podem afetar medigoes deste
mesmo bilinear realizadas no ponto y. Consideracoes como essa s6 fazem sentido se o campo
com o qual se estd lidando é mensuravel, da mesma forma que o campo eletromagnético ¢é
mensuravel, por exemplo. Mas os campos de Dirac ndo sdo mensuraveis nesse sentido. A
invariancia de Lorentz da matriz S, usada por Weinberg, implica na causalidade dos campos
mesmo que nao sejam mensuraveis. Finalmente conclui-se que a prova de Weinberg é analoga
a prova de Pauli, exceto pela condi¢ao de positividade no caso dos férmions, que nao é
necessaria. No caso de Weinberg isso torna, finalmente, a prova do teorema spin-estatistica

direta tanto para bdsons quanto para férmions.
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3  Simetrias

Este capitulo introduz o estudo de simetrias do ponto de vista da fisica. Em especial, sao
apresentadas as trés simetrias discretas, inversao temporal, conjugacao de carga e inversao
espacial, e também o teorema de Noether, que liga leis de conservacao a simetrias continuas

presentes em sistemas fisicos.

3.1 Definicao

Uma transformacao aplicada a um sistema é dita uma simetria do sistema quando o

sistema original é indistinguivel do sistema obtido apds a aplicagao da transformacao.

Na natureza as simetrias dividem-se em dois grupos diferentes: simetrias discretas e
simetrias continuas. Se um sistema fisico respeita algum tipo de simetria, diversas implicacoes
disso podem ser identificadas e estudadas, de forma a facilitar o entendimento da lei fisica que
governa o sistema. Um exemplo é a existéncia de regras de selecao, implicacao da presenca de

uma simetria discreta, que facilitam a previsao do comportamento de um sistema quantico.

As simetrias sao uma importante ferramenta para a construcao e verificagao de modelos

fisicos, e procurar sua conservacao ou quebra facilita a consolidacao do modelo fisico proposto
b

para descrever o sistema em questdo. Na fisica de particulas, em especial, as simetrias sao

muito importantes. Ha, inclusive, modelos de supersimetrias.

As simetrias de um problema podem facilitar enormemente os calculos necessarios para
resolvé-lo e diversas vezes argumentos de simetria sao usados para descartar solugoes incoe-
rentes. Ao mesmo tempo, a quebra de simetrias pode ajudar também a explicar o compor-

tamento de um sistema fisico.

Este trabalho procura, afinal, pela quebra simultdnea de duas simetrias discretas (Con-
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jugacao de Carga e Paridade) e é fundamental que o conceito de simetrias e, em especial, das

simetrias discretas, seja explicitado.

A formulagao matematica de uma simetria discreta varia de acordo com a teoria utilizada
para estuda-la. Como uma primeira aproximacao, é importante verificar quais as diferentes

versoes para as simetrias discretas a serem estudadas.

Serdo estudadas as versoes da teoria classica, teoria relativistica e teoria quantica. As
simetrias a serem formuladas sdo a de paridade e inversao temporal e, no caso quantico, con-
jugacao de carga. Antes disso, é preciso introduzir alguns conceitos importantes, explicitados

abaixo, bem como diferenciar as simetrias continuas das simetrias discretas.

3.2 Simetrias Continuas

Sao chamadas de simetrias continuas aquelas cujo operador correspondente a transforma-
¢ao pode ser continuamente ligado a identidade. O grupo dos geradores de tais transformacoes

¢ formado por um conjunto infinito, nao contavel.

A presenca de uma simetria continua tem uma implicacao muito forte sobre um sistema
fisico. O teorema de Noether mostra que qualquer simetria continua implica na presenca de
uma lei de conservagao associada. Segue uma demonstracao do teorema de Noether, que vale

apenas para simetrias internas de um sistema.

Para transformacoes continuas existe uma representagao unitaria que, na vizinhanca da

identidade, tem como possivel representacao dos elementos do grupo a seguinte forma:
n
Uloa, ..., an) = exp > ia;Gj b, (3.1)
j=1

onde «; sao os n parametros reais do grupo e G; sao os geradores do grupo. Tendo ex-
plicitamente fatorado um ¢, o fato de que U ¢é unitdrio implica na hermiticidade de Gj.
Considerando por simplicidade um grupo com apenas um parametro, se as transformagoes
representadas por U sao transformacoes de simetria do sistema, entdo a Hamiltoniana deve

ser invariante sob essas transformacoes, de tal forma que:

H— H' =U'(a)HU(a) = H. (3.2)
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Isso é o mesmo que dizer que [H, U] = 0. Para « infinitesimal, isso implica:

(1—ia@)H(1 +iaG) = H —ialG, H] = H. (3.3)

O que é o mesmo que dizer [G,H] = 0. G comuta com a Hamiltoniana e, como é

Hermitiano, representa portanto uma constante do movimento.

Exemplos de simetria continuas sao: a simetria perante translagao espacial, que implica
na conservacao de momento; a simetria perante rotacao espacial, que implica na conservacao
de momento angular e a simetria perante translacao temporal que implica na conservacao de

energia.

Para o caso das simetrias continuas, as quantidades conservadas sao os geradores da

transformacdo. Sendo U uma transformacdo continua tal que U = €%, onde G sdo os

geradores da transformacao e sendo os dois autovetores de G dados por:

G |1/)1> =01 |¢1>
G W2> = g2 Wz) .

Nesse caso, a lei de conservagao é aditiva.

Entao tenho:

U i) = € [1hrify)
= U ) U i) = €26 1) € )
= e fy) (¢ [y))
= (050 )

= G |12) = (91 + g2) [V1)a)

3.2.1 Teorema de Noether

O teorema de Noether mostra que toda invaridncia por uma transformacao continua

implica em uma lei de conservacao. Podemos descrever a transformacao continua infinitesimal
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de um campo ¢ conforme a equagao a seguir, onde « é um parametro infinitesimal e A¢ é uma
medida da deformagao da configuracao do campo ¢. Como as equagoes de movimento sao
obtidas a partir das equagoes de Euler-Lagrange que sao derivadas da agao, se um termo de
superficie for adicionado a essa tultima, as equagoes de movimento permanecem invariantes,

tal que:
¢(x) = ¢ (x) = d(x)aldo(x). (3.4)

Para ser uma simetria do sistema, conforme explicado no principio deste capitulo, as
equagoes de movimento associadas ao campo ¢ precisam permanecer invariantes sob a trans-
formacao continua aplicada. Garantir a invariancia das equagoes de movimento é o mesmo

que garantir a invariancia da acao sob essa mesma transformagao continua.

A Lagrangeana associada ao campo ¢, por sua vez, sera invariante pela transformacao:

L(z) = L(z) + a0, J"(z). (3.5)

Para um J* arbitrario. Posso calcular o valor esperado para AL e comparar esse resultado

com o resultado do valor quando vario os campos:

oL oL
aAL = a—é(aAgb) + ((")(8,@)) (o)
oL oL
- o[- (G| 2 o
Mas, pela equacao de Euler-Lagrange, tenho que:
oL oL
%~ am) = .

Assim, fico apenas com o segundo termo da equagao (3.6), que deve ser igualado a «d,, J*:

oL
_9 A = " .
ad, <8(8u¢) qb) ald,J (3.8)
E, portanto, tenho que:
dujt(z) = 0
L
o = O ap— g (3.9)

9(0u9)



31

Onde fica explicito que a corrente j* é conservada. E, portanto, para toda simetria
continua da Lagrangeana, tenho uma corrente correspondente que sera conservada. Pode

também ser expressada por:

Qz/Vde%. (3.10)

Onde V representa todo o espaco.

3.3 Formulacao matematica das simetrias

As transformacoes aplicadas a um sistema fisico podem ser descritas de duas diferen-
tes formas: ativa e passiva. No caso ativo, aplica-se a transformacao a ser estudada no
sistema dado, enquanto os operadores hermitianos permanecem iguais. No caso da versao
passiva, os sistemas fisicos permanecem inalterados, enquanto os operadores hermitianos sao

transformados no sentido inverso.

Sendo O um operador qualquer, |¢) o ket estado e U o operador que causa a transfor-

macao sofrida pelo sistema, tenho, para o caso ativo:

W) = [¢) =Ul) (3.11)
O —0 (3.12)
Enquanto no caso passivo:
) = [¥) (3.13)
0O—0 =U"'0U (3.14)

Se o operador O comuta com um outro operador genérico U (unitario e que representa

uma transformagao) entao tenho [O, U] = 0, e isso significa que o valor esperado do observével
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correspondente ao operador O é o mesmo, antes e depois de aplicado o operador U, pois:
(v [Utou|v) = (v |U'UO|4) = (w0l ¥). (3.15)

Sabendo que a Hamiltoniana de um sistema é responsavel por sua evolugdo temporal,
qualquer transformacao representada por um operador que nao comuta com a Hamiltoniana
nao pode ser uma simetria do sistema. Isso porque, através da evolugao temporal, seria

possivel distinguir um sistema transformado de um sistema néao transformado.

Para garantir que a norma de um estado fisico seja sempre preservada mediante qualquer
transformacao de simetria, apenas dois tipos de operadores sao viaveis para representar
matematicamente o processo: operadores unitarios e operadores anti-unitarios. A diferenca

entre eles fica clara nas equagoes abaixo.

Sendo U um operador unitario e |o) = a|1) +b|2) um ket estado genérico em um espago

bidimensional com coeficientes a e b complexos, tenho:

Ula) = alU [1) + bU |2) . (3.16)

E para o operador anti-unitario U4, tenho:

UA‘OO :CL*UA|1>—|—b*UA|2>. (3.17)

3.4 Simetrias Discretas

Uma simetria é dita discreta se a transformacao a que ela corresponde é formada por
um grupo discreto. Um grupo discreto é um grupo de topologia discreta cujos elementos
formam um conjunto finito ou contavel. Isso quer dizer que a transformagao correspondente

a simetria nao ¢ ligada continuamente a identidade.

Tém uma importancia especial as simetrias discretas chamadas de inversoes. Uma inver-
sao ¢ uma simetria caracterizada pelo fato de que, ao aplicar a transformacao a ela corres-
pondente duas vezes consecutivas a um sistema fisico qualquer, obtém-se o sistema inicial.
Isso é equivalente a dizer que, sendo o operador U; relativo a inversao, U? = 1. No exemplo

das inversoes tenho que:

Ur [¥1) = w1 1) (3.18)
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Ut [th2) = ug 1) (3.19)

Ur [1tpg) = Ur [¥01) Ur |tbg) = wy |1) ug [1)2) = urug [11902) (3.20)

Que gera uma regra de conservacao multiplicativa, ao contrario das simetrias continuas

que mostram uma conservacao aditiva.

3.4.1 Paridade

A transformagao de paridade (também conhecida por inversao espacial) é dada por:

t—>t =t
r—1 = —x
y—=y = —y
z2— 2 = —z

Nao deve ser confundida com imagem especular, que inverte apenas uma das coordenadas

espaciais.

A transformacao de paridade nao inverte o sinal da energia nem do momento angular,

porém inverte o sinal do momento linear.

3.4.2 Inversao temporal

Para a inversao temporal, analogamente a paridade, tenho:

tot = —t
r—=r = =z
y—y =y
22 = z (3.21)

Na representacao de Schroedinger da mecanica quantica, tenho a equacgdo de movimento

dada por:
Ol
ot

= H (1)) . (3.22)
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A invariancia sob inversao temporal implica que, a partir de qualquer solucao da equacao

de Schroedinger posso obter outra solugao que satisfaz a mesma equacgao, porém com t — —t.

Na mecénica classica o movimento temporalmente revertido de um sistema invariante sob
essa transformagao (supondo-se que trata-se de um sistema com poucas particulas) é reali-

zavel e tem igual probabilidade de ocorrer se comparado ao sistema antes da transformacao.

3.4.3 Conjugacao de carga

Foi provado experimentalmente que toda particula possui uma anti-particula a ela cor-
respondente, com mesma massa porém sinais opostos para carga elétrica, niimeros barionico,
leptonico, estranheza, terceira componente do isospin, charme, beleza, entre outros nimeros

quanticos.

A conjugagao de carga é a transformacao que troca o sinal de todas as cargas associadas
a grupos U(1). O momento, a energia e o spin sdo conservados perante a conjugagao de

carga.

As interacOes eletromagnéticas sao invariantes sob conjugacao de carga, ja que tanto as
particulas quanto suas anti-particulas tém o mesmo acoplamento com os fétons (propagadores

da interagao).

3.5 Evidéncias experimentais da quebra de simetrias

Nao faltam experimentos que mostram evidéncias das quebras de simetrias, principal-
mente P e CP, atualmente. No entanto, é importante entender como, pela primeira vez, tais

violagoes foram detectadas.

3.5.1 Yang-Lee: Violagao de paridade nas interagoes fracas

No dia 22 de junho de 1956 a revista Physical Review recebeu uma publicagao levantando
a duvida a respeito de a paridade ser ou nao conservada em interacoes fracas e, ao mesmo
tempo, sugerindo diversos experimentos para verificar se havia violagao. Chen Ning Yang e
Tsung Dao Lee eram os autores, ambos cientistas chineses atuando nos Estados Unidos. Em

1957 ambos seriam premiados com um Nobel pela publicagao(11).
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A cientista chinesa Chien-Shiung (12), uma renomada fisica experimental, foi responsa-
vel pela realizacdo do experimento que comprovou a violagao de paridade pelas interagoes
fracas. Entre todos os experimentos propostos por Lee e Yang, ela escolheu realizar aquele
que envolvia pegar uma amostra de cobalto radioativo e resfria-la a temperaturas criogénicas
usando gases liquidos. O cobalto 60 é um is6topo que decai por emissao de uma particula

beta e a Dr. Wu era especialista em decaimento beta.

Para reduzir a vibragdo térmica dos atomos de cobalto a praticamente zero era preciso
reduzir drasticamente a temperatura. Para alinhar o spin de todos os atomos da amostra,

era preciso aplicar um campo magnético uniforme e constante através da amostra.

Lee e Yang previram que os elétrons liberados pelo decaimento beta dos atomos de
cobalto 60 seriam emitidos de forma assimétrica se a conservacao de paridade fosse violada
pela interagao. Isso porque o decaimento beta do cobalto 60 libera elétrons que podem
ser capturados pelos detectores. Se a forca fraca conservasse paridade haveria um ntimero
de igual de elétrons liberados para as duas diregoes possiveis de eixo de spin dos atomos,
ou seja, haveria 50% de elétrons liberados no sentido "norte" e 50 % liberados no sentido
"sul". No entanto, os resultados obtidos pela Dra. Wu mostraram uma violagao indiscutivel,

comprovando que a dire¢cao da emissao dos elétrons era extremamente assimétrica.

3.5.2 Sistema K°— K° : violacdo de simetria conjugacio de carga-
paridade

Quando foi mostrado que havia violagao de paridade pela interagao fraca, comegou-se a
acreditar que a simetria respeitada pela natureza era, na verdade, a de conjugacao de carga-
paridade (simetria CP). Foi através de um sistema de kdons que se mostrou que essa simetria

também era violada.

Os kaons possuem numero quantico de estranheza e, portanto, mesmo sendo neutros
os kdons sao diferentes de suas antiparticulas. Entdo hé dois tipos de kéons que diferem
por duas unidades de estranheza e, para estabelecer qual dos dois mésons estaria presente
a ferramenta utilizada foi a oscilagdo de particulas neutras, através da qual os kaons e os
anti-kdons podem transformar-se um no outro através da interacao fraca, fazendo com que

decaiam em um pion.

Os cientistas Gell-Mann e Pais investigaram o fenomeno, considerando a evolucao tem-



36

poral invariante CP de estados com estranheza oposta. Em notacao matricial:

$(t) = Utyp(0) = e () (3.23)

(2 3)
H = . (3.24)
A M

Sendo 1 um estado quantico do sistema especificado pelas amplitudes de estar em cada
um dos autoestados da base (que no tempo inicial sdo a e b). Os dois elementos da diagonal da
Hamiltoniana M, que representam a massa das particulas, sdo devido a interagoes fortes que
conservam estranheza e devem ser iguais, uma vez que ambas a particula e a anti-particula
tém massas iguais se ndo houver interacao fraca presente. J& no caso dos elementos fora
da diagonal sao devido a interagoes fracas. Se houver simetria CP, devem ser ambos reais
pois, com isso a matriz H real garante que as probabilidades dos dois estados permanecera

oscilando.

Para o caso de qualquer elemento imaginario na matriz H, parte da combinacao ird

diminuir com o tempo e isso violaria a simetria CP.

Os auto estados do sistema sdo obtidos pela diagonalizacao dessa matriz, dando novos
autovetores que podem ser chamados de K; ( a soma dos dois estados de estranheza oposta)
e K, (a diferenca entre os dois estados). Os dois sao autoestados do operador CP, com
autovalores +1 e -1, respectivamente. O estado final com dois pions tem autovalor CP=1,
apenas o estado K pode decair dessa forma. O estado Ky deve decair em trés pions, con-
sequentemente. Para esse caso, a massa do Ky ¢ apenas ligeiramente maior do que a soma
das massas dos trés pions resultantes do decaimento e, portanto, essa reagao ocorre mais

lentamente (cerca de 600 vezes) do que o decaimento de K3 em dois pions.

Em 1956, Leon Lederman e seu grupo de pesquisa observaram esses dois diferentes modos
de decaimento e estabeleceu a existéncia de dois autoestados fracos dos kdons neutros, assim
chamados por serem estados com tempo de vida definido perante decaimento por forca fraca
e a esses dois autoestados foram dados os names K, (K-long, do inglés) e Kg (K-short). A

invariancia por simetria CP implicava que Kg = K7 e K1, = K.
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Assim, um feixe de kdons neutros (K°) se tornard em um feixe de suas anti-particulas
e novamente no feixe original e permanecera assim, oscilando. Os K¢ sempre decaem por
forca fraca produzindo elétron e os K° produzindo pésitron. Ja se sabia que havia uma
relacdo entre a taxa de producdo de elétrons e pésitrons por fontes de K° e K°, cuja andlise
da dependéncia temporal desse decaimento mostrava o fendomeno da oscilagdo e permitia a
extracao da separacdo de massa entre o Kg e o K e, sendo devido a interacao fraca, essa

separacao ¢ muito pequena.

Assim, um feixe de kaons neutros decai durante seu caminho, de forma que todos os
estados de vida curta desaparecem deixando um feixe formado apenas pelos estados de vida
longa. Atirando o feixe final contra a matéria, os kdons e os anti-kdons irdo interagir de
forma diferente com os nitcleos, sendo que os kdons sofrem um espalhamento quasi-elastico
pelos ntcleos e o anti-kdons podem criar hyperons. Como interagem de forma diferente
com a matéria, a coeréncia quantica do feixe é perdida e o feixe emergente possui diferentes
superposicoes lineares dos kdos e anti-kdons, sendo essa superposi¢do uma mistura entre os
estados Kg e K. O estado Kg é regenerado através da passagem de um feixe de kdons
neutros pela matéria. A regeneracao foi observada por Oreste Piccioni em 1955 (13) e em
1964 James Cronin e Val Fitch encontraram decaimento do autoestado K em dois pions,
um estado com CP=+1. Isso sugeriu a violacado CP. Em 1980 Cronin e Fitch receberam um

prémio Nobel pela descoberta.

3.6 Teorema CPT

O teorema CPT trata da aplicagdo simultanea das trés simetrias discretas, P, C e T,
que numa teoria quantica de campos, que é descrita por campos locais e com a hipétese
de causalidade implica que para qualquer Lagrangeana possivel, o sistema ¢é invariante por
esta simetria CPT. Foi no trabalho de Julian Schwinger (que tentava encontrar uma relacao
entre estatistica e spin) em 1952, que o teorema CPT foi implicitamente provado e, portanto,
descoberto. Em 1954, Gerhart Liiders (14) de maneira independente e Wolfgang Pauli (15)
desenvolveram uma demonstragao explicita do teorema. Uma das consequéncias do teorema

CPT é que massas e tempos de vida de particulas e anti-particulas sao iguais.
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4 Quebra Espontanea de Simetria

Este capitulo apresenta uma descri¢ao detalhada do mecanismo de quebra espontanea de

simetria, responsavel pela atribuicdo de massa aos bésons de gauge.

Neste capitulo também é apresentada uma formulacao da teoria de Yang-Mills, mos-
trando o mecanismo de geragao de massa. Também ¢é apresentado o caso abeliano da quebra

espontanea de simetria.

4.1 Introducao

Quando uma particula carregada é submetida a um campo eletromagnético ela pode ser

descrita pela equacao de Schrodinger, conforme apresentado abaixo:

:l<ﬁﬁ_%ﬂjw__0ha_@v>¢' (4.1)

2m \ 1 ot

Onde v ¢é a funcao que descreve a particula, AeVsioo potencial vetor e o potencial

escalar do campo eletromagnético aplicado, respectivamente.

Posso alterar a fase da fungao ¢ por uma quantidade arbitraria:

Y(T, ) = eFXE0Y(T, 1), (4.2)

E nesse, caso, os potenciais devem ser alterados de acordo com essa mudanca:

AEt) = A(Zt)+ V(T 1)
V@D = V@D~ @) (4.3)

As alteragoes simultaneas da fase de ¢ e dos potenciais, conforme as equagoes acima,
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mantém inalterada a forma da equacao de Schrodinger original. Ela permanece a mesma,
apenas com as variaveis agora com o indice linha. O valor dos campos mensuraveis também

permanece inalterado, ja que tenho:

B = VxA=D

&
Il

|
<
<
|

Il
&

(4.4)

Essa é uma formulagao matematica do principio de invariancia local, que é claramente
respeitado neste caso da interagao eletromagnética. A invaridncia local também pode ser

chamada de invaridncia de calibre.

Ao perceber que a interacao eletromagnética respeita essa simetria, procurou-se encontrar
teorias para descrever outras forcas da fisica (forte e fraca) que também respeitassem esse
principio. Ao escolher trabalhar com teorias que respeitam sempre a invariancia de calibre,
restrinjo fortemente a quantidade de acoplamentos permitidos, além de diminuir os graus de
liberdade do sistema. Sendo aplicada a todas as forcas, a invariancia de calibre é o Unico

principio unificador das interagoes.

Outra grande vantagem em trabalhar com teorias que respeitam esse principio é que
t’Hooft provou matematicamente que teorias invariantes por transformacoes de calibre sao
sempre renormalizaveis (16) e isso, quando aplicado a teorias de perturbagao, é de extrema

importancia para diversos casos em que ¢é preciso lidar com divergéncias.

Assim, ao escrever a Lagrangeana de qualquer sistema fisico, procuro fazé-lo de forma que
a expressao encontrada seja invariante por transformacoes locais. No caso eletromagnético,
por exemplo, a Lagrangeana mais simples que respeita esse pré-requisito é dada pela equacao
abaixo:
1 -
LEM = _ZFHVF — jﬂA#' (45)

Aplicando as equagoes de Fuler-Lagrange a essa Lagrangeana obtenho as equagoes de
Maxwell:

B,
HY = —— e i
O, F a0k =" (4.6)

E essas equagoes obtidas descrevem muito bem as interac¢oes eletromagnéticas. Aqui, a
quantidade j, é a corrente conservada nessas interagoes, e que pode ser calculada através dos

métodos apresentados no capitulo anterior, sobre simetrias. E possivel dizer que a invariancia



41

de calibre, uma vez assumida, leva as equagoes de Maxwell.

4.1.1 Teoria de Yang-Mills

As transformacoes de calibre formam um grupo continuo chamado de grupo de Lie, que
é também conhecido como grupo de gauge (do inglés, calibre). A &dlgebra associada ao grupo
formado pelos geradores dessas transformacoes é a algebra de Lie que, entre outras coisas,
define que para cada gerador do grupo de transformagoes ha necessariamente um campo

vetorial correspondente, chamado de campo de gauge.

Portanto, se eu descrevo uma interacao que é invariante de calibre para um determinado
grupo de gauge, essa simetria vai implicar em propriedades dessa interacao, como simetrias
que podem ser encontradas nos nimeros quanticos a ela associados. Os campos vetoriais
criados pelos geradores do grupo de simetria da interagdo em questao serao responsaveis por

carregar a informacao dessa interacdo entre os campos que estiverem a ela submetidos.

Quando os geradores do grupo de gauge nao comutam entre si tenho o caso de um
grupo nao-abeliano. A este, as mesmas regras se aplicam, de forma que ainda tenho campos
vetoriais associados a cada gerador. O exemplo mais conhecido para uma teoria nao-abeliana
invariante de gauge é o dos campos de Yang-Mills. Nesta teoria as interagdes conservam

nimero de isospin e sao invariantes por calibre (17).

4.2 Mecanismo de geracao de massas

E necessario que haja campos massivos para intermediar uma interagao de curto alcance.
- . . - , m?
O termo de massa adicionado a Lagrangeana da interacao fraca ¢ “-W,W*#. Quando esse

termo massivo é adicionado a Lagrangeana, essa deixa de respeitar a simetria de calibre (17).

O mecanismo da quebra espontanea de simetria é responsavel por dar massa aos bosons
de gauge, sendo a base para a construgao do mecanismo de Higgs, em que os bosons de gauge

da teoria fraca recebem massa.

Quero entao encontrar uma forma de obter uma descri¢do invariante de gauge para um
campo vetorial massivo. Até hoje, a melhor saida para conseguir isso é recorrer ao mecanismo

de Higgs. Para tanto é preciso entender o funcionamento, ou seja, o mecanismo relacionado
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a quebra espontanea de simetria que vai, ao final, gerar esta massa.

O mecanismo de Higgs explica a natureza da interacao, mas para que funcione é preciso

postular a existéncia de particulas escalares adicionais que seriam, a principio, detectaveis.

Nenhuma simetria absolutamente exata pode ser identificada diretamente na natureza.
Assim, é razodvel assumir que pequenas imperfei¢oes irao implicar em pequenos desvios da
solugao simétrica. Para aplicar essa ideia, nao basta que exista uma solugao simétrica, ¢é

também preciso admitir que ha estabilidade do sistema descrito.
Exemplo: Bastao em duas dimensoes

Um dos exemplos mais classicos de quebra espontanea de simetria ¢ o de um bastao,
preso pela parte superior e inferior a uma base, em duas dimensoes. Se ¢ aplicada uma forca
a base superior, o bastao é obrigado a entortar, de forma a ficar no formato de minimo de
energia. No entanto, por estar em duas dimensoes, o bastao ird entortar para um dos lados,

direito ou esquerdo, quebrando a simetria. (17).

A figura a seguir exemplifica o sistema descrito:

Figura 1: Representacao de um bastao com uma forca aplicada a suas extremidades.

As equagao para pequenas deflexdes aplicada a este caso serd dada por:

A2 X A2 X
IF—— 4+ F—— = 0
dz4 + dz? ’
d?Y d?Y
IE— 4+ F—— = 0.
dz4 + dz?

Onde F' ¢ a forga externa que esta sendo aplicada ao bastao, I ¢ o momento de inércia a
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ele associado e E é o m6dulo de Young. X (z) e Y(z) sdo as equagdes de movimento nos eixos
X ey, respectivamente. O eixo z é ao longo do bastao, quando ele esta na posicao simétrica,
inicial.

A solugao simétrica é quando X =Y = 0. Mas também é possivel minimizar a energia

obtendo solugoes assimétricas, da forma geral:

X =A+ Bz+Csen kz+ D cos kz. (4.7)

Onde k = \/g

Quando sao encontradas duas solugoes possiveis para o minimo de energia atingido pelo
bastao verifica-se que essas solugoes sao instaveis. Uma caracteristica tipica de problemas em
que ha quebra espontanea de simetria é o fato de que as solugoes assimétricas correspondem
aos minimos de energia. Assim, se aplicada uma transformacao de simetria a uma solucao

assimétrica, encontra-se uma outra solucao assimétrica, degenerada com a primeira.

A simetria é quebrada sempre a partir de um ponto critico, em que o sistema precisa
assumir o estado de um dos possiveis minimos de energia. Apenas ao atingir esse ponto

critico é possivel dizer se o sistema vai ou nao quebrar a simetria.

Sao necessarias duas caracteristicas basicas para que o problema se caracterize como uma

quebra espontanea de simetria:

e As solugoes que representam os minimos de energia sao instaveis;

e Os estados assimétricos que correspondem a esses minimos de energia (vacuo) sdo de-

generados.

No caso em que nao ocorre uma quebra espontanea de simetrias, no caso de tratar-se de
uma simetria exata, entdo 0L = 0, ou seja, a acdo permanece inalterada sob transformacoes
desse grupo de simetria. Além disso, o vacuo permanece invariante sob agdo dos geradores
do grupo da transformacao. Assim, se estou tratando de uma transformacao de simetria em

que os geradores sdo @;, tenho que Q;]0) = 0.

Sendo assim, tenho que os geradores do grupo comutam com a Hamiltoniana e, conse-

quentemente, seus autovalores sdo bons nimeros quanticos. E, tendo [H, Q;], é preciso que
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os multipletos tenham a mesma massa.

Para obter, agora, uma Lagrangeana do sistema que seja assimétrica é possivel seguir dois
caminhos. O primeiro é causar essa assimetria de forma perturbativa, ou seja, adicionando

a Lagrangeana simétrica um termo assimétrico:

L= Ly+cL. (4.8)

Onde L; é o termo assimétrico da Lagrangeana, tal que 6L; # 0 e Ly é a Lagrangeana
original, tal que 0Ly = 0. Isso é equivalente a aplicar um método perturbativo para criar a
assimetria. Sendo assim, quando ¢ — 0, tenho que @; |0) — 0, que é o mesmo que dizer que

quando nao ha um termo de assimetria, tenho a Lagrangeana original.

No entanto, ha uma outra forma de construir uma Lagrangeana que tenha sua simetria
quebrada. Nesse segundo método, mantenho a acao inalterada, ou seja, nenhum termo é

adicionado a Lagrangeana. No entanto, o vacuo da teoria vai ser degenerado, de forma que
Qi 0) # 0.

Com o vacuo agora variando, é possivel causar a assimetria sem a adicdo de nenhum
termo. O vacuo é degenerado pela prépria dindmica do sistema fisico que esta sendo tratado.
E ao escolher um dos vacuos degenerados, o sistema quebra espontaneamente a simetria.
Para cada estado de energia do sistema tenho infinitos geradores @Q;, de forma que [H, Q;]
permanece zero quando a Lagrangeana permanece invariante e é diferente de zero quando ela

varia.

Na teoria quéantica de campos, o vacuo é definido como o estado de menor energia do
sistema, de forma que o valor esperado desse vacuo é dado por (¢),. Para esse segundo
método, o vacuo apresenta um valor esperado diferente de zero e a simetria temporal-espacial
da densidade de Lagrangeana L(x) = L(—z) é perdida quando um dos vacuos é escolhido.

Aqui x representa uma variavel espacial.

Uma das formas de observar melhor o comportamento do sistema uma vez que ele quebrou
a simetria é numa tentativa de restaurar a simetria ao estado de vacuo. Para fazer isso,
crio uma combinacao linear do campo mais uma componente, onde esse novo campo criado

respeita a teoria de campos livre. Assim, tenho:
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¢ = — () (4.9)

Onde posso facilmente ver que (¢'), = 0. Escolhi essa translagdo do campo por constru-
¢do, para conseguir obter com uma translacao do campo um novo campo para o qual o valor

esperado de vacuo ¢ agora zero.

Ao substituir esse ¢’ na Lagrangeana obtida apds a escolha do vacuo, obtenho a equacao
da Lagrangeana original. Essa nova expressao nao apresenta a simetria de reflexao original

e, em especial, apresenta um termo que introduz massa ao campo ¢'.

A quebra espontanea de simetria nao se aplica somente a simetrias discretas. Para o
caso de simetrias continuas, um exemplo é o do campo escalar complexo. No caso de uma
simetria global, na qual aplico a transformacao e®*, é possivel fazer uma analise analoga ao

caso discreto, obtendo que a escolha de fase é que destroi entao a simetria.

Tenho, nesse caso, que o campo escalar complexo pode ser descrito pela Lagrangeana

abaixo:

A
Ly = 0,60"6" = n*69" — S(66")". (4.10)

Essa equacao é invariante por transformagcao de gauge global. Ou seja, é invariante para

a transformacgdo ¢(x) — e ““¢(x) e, equivalentemente ¢*(x) — e'“¢*(x).

Posso refazer a analise acima, ou seja, tenho dois possiveis casos para essa Lagrangeana.
Para p? > 0, tenho que o minimo, quando ¢ = 0 vai ser estével e nao ha nenhuma degene-
A . ’ N 2 0 ’ 1 ’ . ’ 1
rescéncia no vacuo. No entanto, para p° < 0, o caso em que ¢ ¢ nulo é um ponto instavel.
A degenerescéncia de vacuos € infinita agora, de tal forma que posso escolher entre infinitos

minimos.

No segundo caso, onde o vacuo é degenerado, o que destrdi a simetria é a escolha da
fase, que é equivalente a escolher um entre os infinitos vacuos. Posso fazer uma analogia da
situacao com o caso de uma esfera, onde o raio é dado pelo valor esperado do campo escalar
no vacuo (|¢|)2 = —“72 e onde a escolha de fase quebra a simetria (pois escolho uma diregéo
preferencial), porém nao influencia nesse valor esperado.

Posso transladar o valor do campo escalar para tornar a quebra da simetria mais explicita.
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Supondo, entao, que tenho agora:

O — P +x. (4.11)

Onde claramente escolhi xy como sendo o deslocamento do campo. Outra escolha é que
este shift tenha uma fase real. Entao posso escolher meu valor de y tal que o valor esperado

de vacuo do meu campo ¢ seja dado por:

(D)o =)o =\ (4.12)

Mas esta nao é uma escolha arbitraria. Essa escolha garante que o valor esperado de

vacuo do meu campo ¢’ transformado seja zero, ou seja:

<¢’>0 =0. (4.13)

Posso escrever, de maneira geral, o meu campo ¢ como:

1
o

Sendo ¢; a componente real do campo ¢, e ¢, a componente imaginaria de ¢. Como

¢ =—=(d1+192). (4.14)

escolhi o shift como sendo real, entdo neste caso, necessariamente:

1 _ p
7 (@) = /-5 (4.15)
(4.16)

<¢2>0 = 0.

A transformagao realizada implica:

b1 — &L+ X, (4.17)
by = Oy (4.18)
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E essas transformacoes fazendo com que a Lagrangeana original, apresentada na equagcao

(4.10), vai se transformar e pode ser escrita, em fun¢ao de ¢; e ¢ segundo a férmula a seguir:

Lo £= 5 (3:6) 4 5 (36) — VE— V3 (), (1 + 1 (6)2) 6, (4.19)

DN | —

o (23N 67— 5 (12 + A (3) 67 +

A / /2 /2 A /2 /2 2
v Ak (08 +05) = 3 (08 +05)
Agora é preciso analisar as possibilidades da transformagao. Ou seja, qual serd o valor

adotado para 2.
Caso u? >0

Neste caso tenho que (¢), = 0 e, consequentemente, ¢ = ¢'. Este é o caso trivial,
pois a Lagrangeana £, vai permanecer inalterada e, portanto, nao ha quebra espontanea de

simetria. Isso quer dizer que a simetria global permanece.
Caso pu?<0

’ ~ . . . / /7 . . ~
Este é o caso nao trivial, pois para obter <¢ >0 = 0 é preciso realizar a transformacao. E
entre todas as possibilidades de escolha para Y, ¢ preciso escolher uma. Neste caso, portanto,
é preciso escolher um estado de vacuo entre todos os possiveis estados de vacuo infinitamente

degenerados. E neste caso a Lagragiana nao permanece inalterada, mas toma a forma de:

Lo = [(06)) +2262] + 5 (306) + (420)

DN | —

2
Lo (o2 6) - 5 (07 +07)’.

A simetria inicial de vacuos foi perdida com a quebra e escolha de um vacuo em especial.

. ’ / /
E a nova Lagrangeana L, apresenta dois campos: ¢; e ¢,. Desses, o campo ¢; tem agora
massa m, tal que m? = —2u2. Esse valor ¢ necessariamente positivo, ja que u? é negativo,

. / ’
por premissa. O campo ¢, permanece com massa zero, e serd o campo que representa o
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boson de Goldstone da teoria.

4.3 Caso Abeliano

Para estudar a quebra espontanea de simetria para o caso abeliano, a Lagrangeana inicial

¢ a de um campo escalar ca