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e Introducao

Uma das teorias mais basicas e centrais da Matemadtica Contemporéanea é a
Teoria de Killing-Cartan para a estrutura das dlgebras de Lie semi-simples. As
élgebras de Kac-Moody compoem uma classe de algebras de Lie de dimensao infinita
que podem ser vistas como uma extensao natural das dlgebras de Lie semi-simples.

Em particular, a teoria de estrutura de Killing-Cartan pode ser apropriadamente
estendida, de maneira a incluir as Algebras Kac-Moody.

Por outro lado as Algebras de Kac-Moody afins (sem tor¢ao) podem ser vis-
tas como extensoOes centrais das Algebras de Lie de dimensao infinita associada ao
grupo das aplicagdes de S! (o circulo) em Grupos de Lie semi- simples. Nesse tra-
balho examinamos uma generalizacao das dlgebras de Kac-Moody considerando as
aplicacdes de S® (a 3-esfera) em grupos de Lie semi-simples. Empregando somente
argumentos algébricos concernentes a esta ”Algebra 5% Kac-Moody ” , obtemos a
férmula de Fadeev de ”Operator Anomaly for the Gauss Law ”. Ainda, nosso resul-
tado sugere uma generaliza¢ao natural para as Algebras de Kac-Moody, construidas
das algebras de Lie associadas ao grupo das aplicagdes dum espaco simétrico em um
grupo de Lie semi-simples.

Cabe ressaltar que, por essas élgebras serem isomorfas as dlgebras das trans-

formagoes de Gauge de uma teoria de Gauge, o estudo acurado dessas estruturas
ganham enorme relevancia também na Fisica.



1. GRUPOS DE LIE

Dada a importancia do estudo dos grupos de Lie na Fisica, em particular nas teo-
~ rias de “gauge”, faremos uma breve discusséo sobre estes. Desta forma, estaremos

introduzindo também as élgebras de Lie que terdo posteriormente um estudo mais
acurado.

1.1. Definicao

Um grupo de Lie é uma variedade diferencidvel, munida de uma estrutura de grupo,
onde as operacoes de produto (* : G x G;’.(}‘lc* g2 = g192 € G,Vg,, g2 € G) e inversao
(-!: G — G;g1 — g7',VYg: € G) so diferencidveis. Chamaremos de e a unidade de
G.

Um particular caso de grupos de Lie sdo os grupos de matrizes, que frequente-
mente aparecem na fisica como grupos de simetria de uma dada teoria. Tais grupos
s&0 sub-grupos do grupo geral linear GL(n, €'); sao chamados na teoria Lie-algébrica
de grupos classicos e sao dada por:



Grupo Familia de Cartan

Sl(n) = {M € Gt(n),detM =1} An_y
SO(2n+1)={M € Gl{(In +1),detM =1 MM"' = 1} B,
SO(2n) = (difere de SO(2n + 1) somente na paridade da dimensao D,

, para n=2k+1 ogrupoé Bk} (1.1)

n =2k ogrupoé D;

Sp(2n) = {M € GI(2n)/M*JM = J} Cn
0 I,
onde J = 1, 0
SU(p,q) = {M € Gl(n),p+q=n/M"gM = g} A,
_ (1, O
onde J = 0 -1,

e M* indica a transposi¢oes e a conjugagao das entradas das matrizes.

Tais grupos sdo usuais na fisica, seja em mecénica cldssica, relativistica ou
quantica.

Para observar que sdo variedades (o fato de serem grupo é 6bvio), devemos ver
que estes estio megulhados num espaco euclidiano n? (na verdade (2n)? ou (2n+1)?2,
da maneira que foram construidos) dimensional. Além disto, a restrigao imposta aos
seus elementos determinam a forma de como tais mergulhos sao dados.

Ex. Vamos assumir que Gl(n, @') é um grupo de Lie. Usaremos um teorema auxiliar
(ndossera provado) para nos elucidar um pouco:

Teorema: Todo subgrupo fechado H de um grupo de Lie é subgrupo de Lie

(enquanto variedade)

Pois bem, no caso do SL(n), temos uma fun¢ao continua det: Gi(n) — IR, que
associa cada elemento A € Si(n) a um ndmero.

Tomando o valor inverso de { 1} que ¢ fechado em IR temos um fechado em
Gl(n) ja que det é uma funcao continua.

Notemos agora det™!{1} = Si(n), que portanto é subgrupo de Lie. Da mesma
forma verifica-se que SO(n), SU(p, q) sado subgrupos fechados de Sl(n).



1.2. A Algebra de Lie de um Grupo de Lie

Dado que os grupos de Lie sido variedades, podemos falar em espago tangente,
e em particular tangente & identidade: a dlgebra de Lie do grupo.

No caso dos grupos cldssicos podemos calcular explicitamente seus elementos
diferenciando curvas que passam pela identidade.

Ex: Tomemos a curva, parametrizada por t, no grupo. SU(2), passando pela

identidade,ie, U(t) é tal que U(0) = 1.

Ja que U(t) € SU(2) temos que UU* = 1 e detU = 1 diferenciando tais pro-
priedades, temos:

duur| _ O+ =0
dt |,
(1.2)
a4 detU| =TrU=0
dt 1o

Portanto a dgebra de Lie do grupo de Lie Su(2) é dada pelo conjunto de matrizes
antihermitianas e de trago 0. No que scgue a dgebra de Lie de um grupo de Lie G
sera denotada por g (ou G)

.
~

A élgebra de Lie de um grupo G e isomorfa ao conjunto dos campos invariantes
a esquerda, onde a translagéo & esquerda é um difeomorfismo de G em G dado por:

La.g=ag, a,g€G, Lo:G—-G

Entao, dado V € TeG(~ g) deve existir um tinico campo X, com a propriedade
Xolg = Lg # V, tal que LgXylg = Xylag, da mesma forma que um campo X in-
variante & esquerda define um tnico vetor V = X, € TeG (por abuso de linguagem
denotaremos de g também o cojunto de campo invariantes). Tal conjunto de campos
invariantes é fechado pelo parénteses de Lie, [,] : X x X — X, onde X' é o conjunto
de todos os campos diferencidveis. Entdo, estamos afirmando que se calcularmos

o parénteses na restricdo dos campos invariantes a esquerda, teremos um campo
invariante a esquerda, ie,

Lax[X,Y]lg = [La*X|g, La * Y|g} = [X,Y]]qq- (1.3)

4



Tal parénteses € bilinear e goza das seguintes propriedades
(i) [X,Y]| = —[Y,X]| (antisimetria)

(ii) (X, [Y,Z])| + 2, [X, Y]]l + [, [Z, X]}| = 0 (id. de Jacobi) (1.4)
para X,Y,Z € g.
Obs: Em geral, qualquer médulo M, munido de um produto [, |: M x M - M

com tais propriedades forma uma algebra de Lie. No capitulo seguinte estudaremos,
de forma geral, o caso em que M é espaco vetorial.

Uma outra propriedade dos campos que se particulariza no caso de campos
invariantes & esquerda é a existéncia de fluxos (flows) {o(t,z¢)} gerados por tais
campos {X }, obedecemos %o(t,xo) = X(o(t, z0))Y, ie, o(t, zo) é curva integral de
X passando por Xo em t = 0, com a propriedade de o(t,o(s,zo)) = o(t + s,z0)
(decorre do teorema de existéncia e unicidade de solugao de equacgdes diferenciais().

Tal fluxo é chamado de aplicacdo exponencial (ou exponenciagdo) dado que
obedece as seguintes propriedades algébricas da exponenciagao.

para  o(t,zp) = zoexp(tX).

(i) ¢ (0,z0) = $0‘§= exp(0.X)zo)
(ii) d—:(t,xo) = 2 (exptX)zo = X (exptX)zo = X (0(t,0) (1.5)
(i) o(t,0(s,z0)) = o(t,exp(sX)zo) = exp(tX) exp(sX)zo

= exp((t + 8)X)zo = o(t + s, z0).

No caso da variedade ser um grupo de Lie G, tomemos os fluxos gerados por
campos invariantes a esquerda, com o0(0,z¢) = ¢ = e. Temos:

d
d—: = X(0(0,¢e)) = Xyle =V, ondeX, é campo invariante gerado por V €
t=0 :
TeG(=g)
Para o caso em que 0(0,9) =g, € G
do
= Xelg = Lg * Xy|le = Lg * V = gV (matricialmente).
t=0 . .




Entao se o fluxo gerado por X,passando por z tem valor X,|, = 2V em t = 0, entdo
o(t,g) = zexp(tV), onde exp(tV) = o(t,e).

Esta curva zexp(tV) = z(t) é uma aplicagao de g — G. No caso de usarmos a
representagdo matricial, a aplica¢io levard uma matriz V = V7', onde {7'} é base
de g, em G usando da exponencia¢ao de matriz, i.e., se A € G£(v)

A2 Ar o An
epr——11+A+E+...+H+..._'; 1

Por outro lado, qualquer elemento do grupo numa vizinhanca da identidade pode
ser escrito.na forma

z =expVt, paraalgum V € TeG(= g)

Em suma, a dlgebra de Lie g de um grupo de Lie G é o espago tangente & identidade
de G (visto como uma variedade diferencidvel). Para o grupo de matrizes Gi(n, €),
(e seus subgrupos) a élgebra de Lie serd, entdo, um espago vetorial (dado que
é espago tangente) também de matrizes, com um produto (o parénteses de Lie, ou
comutador) | , }:gxg — g que verifica as propriedades de bilinearidade; antisimetria
e a identidade de Jacobi.

Além disso no caso de grupos matriciais, dado um elemento (uma matriz) A € g,
a aplicacdo exp : ¢ — G, que leva tA em exp(tA) = g(t) que é uma curva em G
passando pela identidade. Por outro lado, para elementos de G préximo a identidade
na vizinhanga podémos escrevé-los como e*4, para algum A € g.

Finalmente, para os grupos cldssicos, podemos caracterizar totalmente os ele-
mentos da élgebra de Lie, procedendo como em (1.2). Obtemos entéo:

g (com corpo IR) Caracteristicas Dimensao

sl(n) = Apy TrX =0 n?—1

so(2n+1) = B, X'+X=0 2n(2n + 1) (1.7)
sp(2n) = C, (CA _it), B'=B,C'=C n(2n+1)

so(2n) = D, X'+X=0 n(2n - 1)

Dado que um elemento de G (perto da identidade), pode ser escrito como fungéo
de elementos de g, e como g é espago vetorial (portanto tem base, etc...) concen-
traregpos ppssas atengoes no estudo das Algebras de Lig.
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2. ALGEBRAS DE LIE SEMI-SIMPLES (DE
DiM. FINITA)

2.1. Algebras de Lie g

Um 4lgebra de Lie consiste num espago vetorial V sobre um corpo F', munido
de um produto [,] : V x V — V, que chamaremos de comutador com as seguintes
propriedades: para a,b,c € V,a,8 € F ’

(a) [aa + Bb, ] = ala, c] + BIb, c] (bilinearidade)

(b) [a,b] = —|b,a] (antisimetria) (2.1)

(c) [a, [b,c]] + [c, [a, b]] + [b, [c, a]) = O (identidade de Jacobi)

Tomemos V como espago vetorial de dimensdo finita. Seja n a dimensdo de
V, e {E;}i=1,..n» uma base de V. Por bilinearidade, o comutador [,] é completa-
mente determinado em g se soubermos os valores na base, i.e., [E;, Ej] = c;Ex(k =
1...n, cfj € F). Os ntmeros cfj sdo as constantes de estrutura de g (relativa & uma
base dada).

Uma representagio de uma élgebra de Lie num espago vetorial W é um Homo-

morfismo p de g nas transformacoes lineares de W, de forma que
p:9— GL(W),

(a) p(aa + Bb) = ap(a) + Bp(b)
(b) p(la, bly) = lp(a), p(b)] = p(a)p(b) — p(b)pla)
onde a,b € g,a,f3 € F e |}, é comutador em g.
Uma representagao p é fiel se o nicleo dela for 0, i.e., kernp =0

. No que seguird, toda vez que nos referirmos a representagdes, estas serao fieis.

* Recordando, denotaremos a dlgebra de Lie referente a um grupo de Lie G por g .

7



2.2. Generalidades

(a) Dizemos que s é subélgebra de g se s for fechada com respeito ao comutador,
i.e., se 81,82 € 8, [s1,82] € 8,Vsy, 32

(b) Uma soma direta de 2 dlgebras de Lie a,b, g = a+b, ocorre quando [a, b] = 0.
Denotaremos por g =a & b

(c) Uma digebra g é soma semi-direta de duas subélgebras a e b se [a,b] C a.
Denotaremos por g = a @, b.

(d) Uma subélgebra s é um ideal de g se [s,g] C s, ie., [a,b] C s sempre que
a€gbes.

(€) O centro de g é o maior ideal C C g tal que [g,C] = 0. Ele é tnico.

(f) O conjunto de comutadores [g,g] é um ideal de g, j& que [a,b] C [g,9]
sempre que b = [c,d],a,c,d quaisquer. Chamamos de g' este ideal. Similarmente
g@ = [¢M, gM)] é ideal de gV e portanto de g. Geramos entdo uma sequéncia de
ideais de g na forma gtV = [g(, ¢™] c g™ c g. Dizemos que a &lgebra g é
solivel se para algum n,g™ = 0.

(g) Tomemos agora uma outra sequéncia de ideais na forma gy =
[9, 9(n))(note g1 = g(1y). Dizemos que g é nilpotente se para algum n, g(n) = 0.

Note que g™ C g, i.e., nilpoténcia implica em solubilidade.

(h) O radical R de uma é&lgebra de Lie é o ideal maximal sohivel. (é tnico e
contém todos os outros ideais). '

(i) Uma dlgebra de Lie g é chamada semi-simples se ela nao contém nenhum
ideal abeliano, e é chamada de simples se nao contém ideais além de g.

Portanto para g simples se ¢ € g, 3a,b € g tal que [a.b] = c.

() Se g é uma é&lgebra de Lie e X € g, o operador adX que mapeia Y € ¢
em [X,Y], é uma transformacio linear de g em g. De fato a aplicacdo que leva
X — adX é representagio de g em g. E facil checar que ad[X,Y] = [adX,adY]
(usando identidade de Jacobi).

Note que tal representagao, chamada adjunta, nio ¢ fiel, pois tem como nicleo
o centro de g. No entanto, no caso de dlgebras semi simples, como g nao contém

ideais abelianos (# {0}) seu centro é {0}. Logo, neste caso, a representacdo adjunta
é fiel.



(k) A forma de Killing de uma algebra de Lie é uma forma bilinear simétrica
K : g x g — IF dada por

K(X,Y) =Tr(adX,adY). (2.2)
Se p é automorfismo em g (i.e, p: g — g,p|X,Y] = [p(X), p(Y)]) entdo

K(p(X),p(Y)) = K(X,Y).

Seja D uma derivacdo em g, i.e, D : ¢ — g tal que Dla,b] = [Da,b] +
la, Db],a,b € g. Entdo a forma de Killing é invariante por D no seguinte sen-
tido: K(DX,Y)+ K(X,DY) = 0. Em particular, para um dado X € g,adx ¢é
derivacdo, i.e., adx[Y, Z] = [adxY, Z]+[Y,adx Z). E neste caso temos K([XY], Z)+
K(Y,[X2]))=0.

Em verdade, as 2 propriedades de invaridncia da forma de Killing anunciadas
acima (por automorfismo e por derivacdes) sdo interligadas. Melhor dizendo, a
invariancia da forma de Killing pela acdo de derivagdes e a versao infinitesimal da
invariancia por automorfismos. Referiremo-nos a tal invaridncia como invariéncia
por adjuncéo. Para automorfismo X — g(t)Xg(t)~! é imediata a ligagdo. Se ofs)
é uma familia de automorfismos com a(0) = id, o fato de [a(s).X,a(s)Y], quando
diferenciado, implica que o’ (0) é derivacdo. Com efeito

Ed;la(s)x,a(sm e [ (0)X,Y] + [X.d/(0)Y]

Obs.: As derivacdes na forma D = Ady para X € g, sao chamadas de derivagoes
internas, e terao grande importancia nas algebras-de Lie semi-simples.
A fim de termos uma melhor compreensao das definigdes dadas vamos ver um

exemplo. Antes vamos anunciar um teorema central da teoria Lie-algébrica (nao
demonstrado)

Teorema (de decomposigao de Levi): Seja g uma dlgebra de Lie de dimensao
finita com radical R. Entdo existe uma sub &lgebra semi-simples s € g tal que
g=s&, R[11].



Tomemos a élgebra de Lie dada pelos seguintes geradores:

) . 0
= i k=
Ry :LJB:L',- a:azj i, 1,2,3
Jd
Pi*ax,-

Tal 4lgebra é a dlgebra dos movimentos Euclidianos no IR? (séo respectivamente
os geradores dos operadores de rotagdo e translagdo no R*: os operadores de mo-

mento angular e linear). Denotaremos por e(3) tal dlgebra.. Temos as seguintes
relagées de comutagao:

[Rj, Ri) = €jxi R;
(R, P} = €jki P
[PJ" Pk] =0

Das relagoes de comutacio acima notamos que { R;} forma wna subélgebra (sim-
ples, pois nao tem ideais) e { P;} forma um ideal maximal abeliano (portanto solivel)
de e(3).

Portanto, neste caso, a decomposigao de Levi jd estd dada, i.e., e(3) = r(3)®,t(3)
onde 7(3) é subdlgebra simples (portanto semi-simples) de e(3) e t(3) é o radical. As-
sim sendo, a decomposi¢ao de Levi nos fornece wma maneira heuristica de pensarmos
as particularidades dos vérios “tipos” de algebra de Lie.

Concentraremo-nos no estudo das élgebras de Lie semi-simples (estas “tipo”-
rotagoes) que, devido ao trabalho de Killing e Cartan. estdo classificadas (ob-
serve que as algebras ditas cldssicas vistas anteriormente (An, By, Cy, Dy) séo todas
semi-simples, e de fato ¢ indiscutivel a importancia de tais dlgebras nos métodos
matematicos da fisica).

Antes de entrarmos na teoria de estrutura das algebras de Lie semi-simples,
vamos enunciar outros teoremas centrais que nos fornecerao uma primeira caracter-
izagdo das dlgebras de Lie de dimensao finita.
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Critérios de Cartan. (Veja por exemplo [17] ou {10]).
Primeiro Critério de Cartan:

Uma algebra de Lie g é solivel se sua forma de Killing k zera identicamente na
dlgebra derivada g = [g, g].

Segundo Critério de Cartan:

Uma algebra de Lie g é semi-simples se, e somente se, sua forma de Killing ¢
nao-degenerada.

A forma de Killing serd vista como o produto interno em g, e a sua nao de-
generescéncia no caso de semi-simplicidade serd um fato fundamental na teoria de
estrutura.

Outro importante fato (na verdade coroldrio do 29 critério de Cartan, a ser
anunciado na forma de teorema) é:

Teorema. As derivagoes numa dlgebra de Lie semi-simples sao internas. Ou seja, se
D : g — ¢ é um operador linear, tal que D|{XY] = [DX, Y]+ [X, DY}, encontramos
Z € g tal que D = adz.

Adentremos, pois, na teoria de estrutura.

11



3. ESTRUTURA DAS ALGEBRAS DE LIE
SEMI-SIMPLES

Como foi visto, no caso da slgebra de Lie do e3 (grupo euclideano), temos uma
decomposigﬁo e3 = t3 @, 3 onde t3 é solivel (radical da dlgebra) e r3 é semi-simples.
A estrutura das édlgebras soltiveis é descrita pelo teorema de Lie, que afirma que se
g é soluvel (em gl(V)) entdo as matrizes de g com respeito a uma base de V' sao
simultaneamente triangularizéveis (superiormente, considerando o corpo complexo).
O Teorema de Engel, da mesma forma, nos diz a “forma” das algebras de Lie g
nilpotentes (para tal resultado veja [17]) :

No que segue, concentrar-nos-emos nas algebras de Lie semi-simples. Tais
lgebras e suas representacdes sdo de suma importéncia para a Fisica, (vide as
j4 mencionadas algebras cldssicas, todas semi-simples) e sua estrutura, totalmente
caracterizada pela teoria de Killing-Cartan, nos fornecerao o ferramental, bem como
a intuicdo para inferirmos sobre as dlgebras Kac-Moody.

3.1. As Subdlgebras de Cartan e a decomposicao em espagos
de raizes

Comecemos por um exemplo. Seja a dlgebra g = A, (é semisimples!!), i.e.,
a algebra de Lie do SI(3,0) (matrizes 3 x 3 de traco nulo). Denotemos por go a
subélgebra de g formada por matrizes diagonais. Entao gy tem dimensao complexa
2, o ntimero de termos livres da diagonal. Tomemos os operadores adH,H € go.
Estes sdo simultaneamente diagonalizaveis (pois sdo diagonais em relacdo a4 mesma
base fixa de V). Entao podemos decompor s!(3,0") em uma soma direta de subspagos
invariantes 1 dimensionais. Chamamos gg de sub-dlgebra de Cartan de sl(3, @).
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Os autovalores de adH sao dados pelas raizes do polinomio caracteristico
det(al—adH) = 0. Estas solugoes sdo funcionais lineares de H e portanto funcionais
na subédlgebra de Cartan go. Estes funcionais sdo chamados raizes da dlgebra, e os
correspondentes auto vetores sao chamados root-vectors (vetores radicais). Entéo se
a é raiz, e E, um root vector, temos [H, E,] = a(H)E,. para todo H em go (dado
que sdo simultaneamente diagonalizaveis).

Tomemos como base de sl(3,€) a base de Weyl para ¢i(3,0), i.e., E;; tem valor
1 na ij-ésima entrada e 0 nas outras.

Chamemos:

Ea = El?s EB = EQS,E’Y = El3’ E—a = E21)E—.'3 = E321E—’7 = E317
€ H12 = diag(l,—l,O),H23 =dzag(0,1,—1) (31)

Obviamente { Hyo, Hy3} é base para go. Para H € go; H = diag();, A2, A3) temos,
[H, Eij] = (A — Aj)Ey5.

Definimos o funcional na subdlgebra de Cartan w;(H) = A; (ie, detecta o i-ésimo
termo da diagonal). Entdo w;; = w; — w; séo raizes da subdlgebra com root vector
E;;. A

Definimos um produto interno no espaco dual g; na forma:

Se a é funcional em go, existe tinica matriz diagonal H, tal que a(H) = T,HH,.
De fato, se a = w; entdo H, é a matriz diagonal com 1 na 7j-ésima entrada e 0 nas
outras.

Entao wio(H) = T,HHyy e we3(H) = T,HHy3, etc. Desta forma o produto
interno em gg, é dado por (a,/3) = T,H,Hg:

Se a = wyy, 8 = wy3,y = w3, vemos que a+ 3 = y:{a,a) = (y,7) = (3,7) = 2

13



e {a,3) = —1. As raizes ta, /3, 7y podem ser dispostas na forma

. Eﬂ - E‘
BLER - ¥ (Eq) aba /77
X»dfa
. (3:2)
-4 (E_) Alba) £a
F(E4) -B (E.g)

Associados a tais raizes temos o0s respectivos root-vectors Eia, Eip,Es.. Note
que adE,(Eg) = [Ea, Eg) = E.,, (basta ver que [H[E,, Eg)] = (o + B)(Eq + Ep) =
Y{(|Eqa, Es)) e adEq(E,) = 0. Note ainda que adE, age nos outros vetores “puxando-
os” na sua direcdo mas, sem que caia sobre ele, sendo portanto nilpotente. Da mesma
forma os outros operadores adEg, adE, também sao nilpotentes e agem de forma
semelhante (veremos posteriormente esta acao) sobre os outros vetores E,, Eg, etc.

Entdo, achamos uma base para a dlgebra de Lie s/(3,0) formada por uma
subdlgebra de operadores simultaneamente diagonalizaveis, a subédlgebra de Car-
tan (Hjq, Ha3) e por um conjunto de operadores nilpotentes, os operadores escada,
{adE;}. Note que usamos o fato de ad ser representagao.

Além disso, todas as constantes de estrutura sdo numeros reais inteiros.

Tal partigdo serd feita para todas as dlgebras semi-simples, sendo a base da
teoria de estrutura, i.e., dada uma algebra de Lie semi-simples g, queremos encon-
trar a maior subdlgebra formada por operadores semi-simples (diagonalizaveis), a
subdlgebra toral maximal (tal digebra é tinica a menos de adjungao em g).

Esta é uma subalgebra abeliana (portanto os operadores sao simultaneamente
diagonalizdveis) e é chamada subélgebra de Cartan e seré denotada por go.

Além disso, a a¢do dos operadores adh, (para h € gg) sobre g nos permite sep-
arar g na forma ¢ = Ly ©eee UL, onde os L, sao subdlgebras invariantes de adH,
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i.e., Lo = {z € g|[h,z] = a(h)z para todo h € go}, onde a corre g§ (dual de go). O
conjunto dos funcionais a € gg tais que L, # ¢ é denotado por ® e cada a € & é
uma raiz de g. Note que go C Ly. De fato go = L.

Na verdade, numa élgebra de Lie qualquer L, definimos a subdlgebra de Cartan
de L como sendo uma subélgebra nilpotente que é igual ao seu préprio normalizador,
onde o normalizador de uma subélgebra C, ¢ definido por N (C) = {X € L;[XC] C
C}. Portanto, no caso da dlgebra de Lie ser semi-simples, a subalgebra toral maximal
coincide com a subélgebra de Cartan .[?]

A prova da existéncia de subélgebras de Cartan é feita construtivamente, da
seguinte forma:

(i) Tomando-se um elemento X € g partimos g em subspacos invariantes de
adX, i.e.

9= Egr(X); gx(X) = {Y/(adX — A\)*Y =0 para algum k}

(ii) Denota-se por go(X) o subespago correspondente a A = 0. A nulidade de
adX é a dimensao de go(X). Toma-se entdo um elemento H; tal que adH tem

nulidade minima (em relagao a outros adX; X € g). Chamamos este H de elemento
regular .

(iii) Prova-se que para X regular, entdo go(X) é subilgebra, sendo exatamente
a subdlgebra de Cartan, i.e., go(X) é nilpotente e seu préprio normalizador.

(iv) Especializando para o caso de g semi-simples, conclui-se que go(H) = go :=
dlgebra toral maximal. (ver por exemplo [10]).

Note que, pelo teorema de Lie sabemos que go(X) pode ser representada por
matrizes (na representagdo adjunta) triangulares superiores. () passo seguinte ¢
partirmos o espago de representagéo de forma que os subespagos invariantes poy

adX € go sejam unidimensionais. Desta forma teriamos uma representa(;ao onde
todos os elementos de go seriam diagonais.
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adX € go sejam unidimensionais. Desta forma teriamos uma representagio onde
todos os elementos de go seriam diagonais.

Entéo, para g semi-simples, temos a seguinte particao de g
g=90 EBG.' Gai

onde g.; sa0 espagos unidimensionais, e go é subdlgebra abeliana (a subdlgebra de
Cartan) composta por operadores diagonalizaveis (simultaneamente).
Considerando a representagio adjunta de g, temos entao: para h € gy, Eq; € ga,

adh(E,,) = |h, Es;] = ci(h) Ea,.

onde os funcionais em gqg, @;, sdo chamadas raizes (e E,, € Lo, € $30 0s root-vectors).
Da identidade de Jacobi temos para a, 3 raizes nao nulas

[Eay Eg) = Eqyp se a+ (3 for raizes e a # —a.

Decorre que cada root-vector age em @q,go; levando uma raiz na outra (ou

em 0), como jd vimos no exemplo do A3 (dai o nome para os vetores E, de step
operators).

Podemos reunir tais fatos como segue:

Forma Normal de Weyl-Chevalley

Seja g dlgebra de Lie semi-simples (com corpo complexo), go sua subdlgebra de
Cartan. A dlgebra g é decomposta na soma direta de go mais seus auto-espacos de
raizes go(= Lo ). onde cada g, é unidimensional, tal que

(i) [H,E,]| = a(H)E, para H € go ¢ E,, € L,
(i) [Eor B—o] € g0 | (33)
(iii) (Eq, Eg] = NopEo.p onde Nopg = 0, a menos que a + /3 seja raiz.-

Melhor ainda que essa decomposigao é o fato de existir uma base para as algebras

de Lie semi-simples (no corpo complexo) tal que as constantes de estrutura séo todas
numeros inteiros (como foi obtido para o As).
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Alguns resultados importantes decorrentes da decomposi¢ao de Weyl-Chealley
(na verdade lemas auxiliares usados na construgio de tal decomposi¢io) sdo:

(i) A forma de Killing restrita a subdlgebra de Cartan é nao degenerada

Decorre que para a € gg,3 unico ¢, € g satisfazendo a(h) = k(t,,h) para
todo h € g9. Em particular a ® (espacos das raizes) corresponde o subconjunto
{ta.a € ®} de go.

(i) Para +a # 3, K(La,Lg) = 0. Isto é, os subespacos g, sao ortogonais mutu-
amente. Em particular K(H,L,) = 0 para H pertencente & subespago de Cartan
Jo- |

Tais resultados nos possibilitam estudar a estrutura da dlgebra de Lie por suas

rafzes. Essa é a construgdo que mais nos interessa, i.e., o estudo do espaqo das rafzes

(= ).

3.2. Propriedades de Ortogonalidade

(i) ® espande H*(dual de H)

(ii) Sea € ,—a € P e para z € L,,y € L_, temos [r.y] = k(z,y)t, (para t, na
forma anunciada acima)

(iii) Se a € @, entdo [Ly, L_,} é unidimensional, com base t,,.

(iv) a(ty) = k(taste) # 0, paraa € & |

(v) Se x € ® e z, ¢ elementos de L,; entdo existe y, € L_, tal que z,,y, (3.4)

e ho = [Z4.Ys] espandem uma subdlgebra simples 3 dimensional de Lie isomorfa a

sl(2.0) via
(o1 00y 1 0
. . .
* ooy 10) " 0 —1

(vi) ho mencionado anteriormente é na forma:

2t,

”01:——; la = —HN_q-.
) i) h h

Tais resultados j& nos mostram que o estudo das raizes seré central.
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Vamos demonstrar os resultados acima:

(i) Se a nao expandir gg; existe elemento nao nulo h € gy tal que a(h) = 0 para
todo a € $. Entdo [h, La] = 0 para todo $. Mas como [h, H] = 0, terfamos que
[k, 9] = O para a slgebra g inteira, ou seja h € C(g) (= centro de g) o que é absurdo.

(ii) Como k(Ly,Lg) = O para a+ 3 # 0, se —a ¢ &, k(Lo g) = 0 0 que é
absurdo pelo Critério de Cartan.

Entéo para ta € &, seja z € L,;y € L_, e h € gg arbitrdrio

K o) = (TR 21,) = a(h)k(z.9) = b{ta, h)k(zy) =
k(k(z,v)ta, h) = k(h, k(z,y)to)

Portanto

k(h, [zy] — k(z,y)ta) = 0 para todo k

O que implica que [z,y] = k(z, y)t,.

(iii) to espande [Lq, L_,] por ii), provado que L, L_,)#0,ie.,paraz € L,,y €
L_o,k(z,y) # 0. Para 2 € L,,z # 0, se k(z,L_,) = 0 implica em k(z,g) = 0o
que ¢ absurdo pois k é ndo degenerado em &lgebras de Lie semi-simples. Portanto
[z,y] # 0 |

(iv) Seja a(ta) = k(ta,ts). Se a(t,) = 0 e para x € Lo,y € L_,, terfamos
[2.ta) = a(ta)z = —a(t,)y = [y, ta] = 0. Se tomarmos z ¢ y como em (i), z,y,t, é
subdlgebra de Lie em ¢ (denotado por S), soliivel. Em particular adgys é nilpotente
para todo s € [S.S], portanto ad t, é semi-simples e nilpotente, i.e, ad te = 0.
Portanto t, € C(g) (centro) o que é absurdo.

(v) Para a € @ dado z, # 0,2, € L,, tomemos y, € L_, (que denotaremos
Yo = T_o) € hy € gg tais que

2 2, ,
e h, = E sempre possivel, pelos itens anteriores
k(ta,ta) 6 4 k(tasfa) ( ] I ?p )

Mza,ya) =
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Entio |4, Yo) = ho. Ainda [he, 2a) = ;;(2t—)[t°"mu] = 2z,. E similarmente [hq, yo) =
—2y,. Portanto, {Za,Z_a,ha} espandemauma sub-Lie-dlgebra com a mesma tabela
de multiplicagio do s1(2,0)

(vi) Como t, é definido por k(ts,h) = a(h) para h € go,ta = —t_o € portanto
ho = —h_q.

Tal construcéo foi feita para uma raiz arbitriria o € ®. Entao ¢ espande gg,
e temos uma dualidade entre a subdlgebra de Cartan e o espago de raizes. Ainda,
partimos a dlgebra g em vdrias subdlgebras s!(2,0"), tantas quanto for o nimero de
rafzes (excetuando os que s3o na forma —a para a € @ ji contada).

Estudaremos entao a estrutura do espago de raizes

Notemos que para uma dada raiz a € ®, {z4, Z-a,ha}, agindo pela adjuncao,
mantém o espaco €, Ja, invariante, pois para 8 € ®,[z,,93] C garp (S€ @+ 3 €
raiz, ou 0 se ndo for).

Chamemos de S, a élgebra (isomorfa ao sl(2,€)) gerada por {zo.Z_a.ha}
Ocorre que a representacio da algebra sl(2,0) sobre médulos inrredutiveis esta com-
pletamente descrita, a saber, seja v umn médulo irredutivel e seja a decomposigao de
v em subespacos invariantes de h, (ho = h é semi-simples), na aforma

W={veV|hv= v}

Entdo para A # 0, chamamos A de peso e os V) espacos de pesos. Temos que se
€ Vyiaap € Vigea_qp € Vo

Como a dimensao de V é finita, existe um certo A chamado peso maximal tal que
Viio = 0. Tomemos vy € Vy, A maximal. Definimosv_; =0ewv; = (%) (z_a) vp(i >
0). h

Termos que:

hv; = (A = 24)v;
yvi = (1 + Dwiag i>0 (3.5)
2v; = (A =1+ 1),
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Teorema (ndo serd demonstrado)
Seja V um médulo irredutivel para g = si(2,€)

(a) Relativo & h,V é soma direta de espago de pesos V,, onde, p = m,m —
2,...,—(m—-2),-medimV =m+1 portanto dim V,, = 1

(b) V tem (a menos de produto por escalar diferente de 0) um tnico vetor max-
imal, cujo peso (o maior) é m.

Corolario. Seja V algum g-médulo (de dimensdo finita), g = sl(2,f). Entao os
autovalores de h em V sao todos inteiros, para cada auto-valor ocorre o seu negativo.
Podemos particularizar para o caso em que o S,-moédulo seja g, S, =
span{zq,T_a,ha} € age em g por adjungéo, ou seja, consideramos g como sendo
de fato um adS, — médulo, adS, = span{adz,,adz_,,adh,}.
Analisando primeiro a a¢do de adS, em um sub-médulo M C ¢, na forma
M = Span {Lca,c €} (é submédulo b pois [Lq, Lea] = Ley1a), conclui-se que os
Unicos ¢ admissiveis sao +1; i.e., 0s inicos miltiplos de a que sdo raizes sdao +a.
Agindo em Lg(f3 # a), conclui-se que existem inteiros p, g tais que {8 + na} é

uma sequéncia ininterrupta de raizes p < 7 < ¢ (note a relagao de tal resultado com
as equagoes (3.5)
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Resumindo:

(a) a € ® implica que dim L, = 1. Em particular S, = Lo + L_q + Ho, (Hy =
[La, L_o]) €, para dado z, € L,, existe tinico y, € L_, satisfazendo [z4,Ya] = ha.
(b) Se a € @, os tinicos miiltiplos escalares de a que sio raizes sdo a e —a.

(c) Se a,3 € @, entdo B(h,) € Z, e B — B(ho)a € ® (0s niimeros A(h,) sdo
chamados inteiros de Cartan). (3.6)

(d) Sea,B € ®,a+ B € P, entdo [Ly,Lg] = Loss

(e) Seja a,3 € &, # ta. Seja r,q (respectivamente) os maiores inteiros tais
que 3 —ra e 3 + qa séo raizes. Entdo B+ na € ®(—r <n<q),eBhy)=7r—¢

(f) g (enquanto slgebra de Lie) é gerado pelos espagos de raizes L,,.

A sequéncia ininterrupta de raizes na forma 3+ na (para —r < 5 < q) é chamada
a-corda através de /3.

3.3. Propriedades de Racionalidade

Seja g dlgebra de Lie semi-simples, H sub-dlgebra de Cartan, ® C H* o conjunto

de raizes de g (relativoa H)eg=H $¢ L, a decomposicdo em espagos de raizes.

Desde que a restrigao a H da form(e’lede Killing é nao degenerada, transferimos o

produto interno & H* na forma (v, 6) = k(t,.ts). Sabemos que ® espande H* entdo

tomemos uma base de raizes {a;,...,o} (I = dim H) de H*. Se 3 € &, escrevemos
l

B unicamente com 3 = Y ¢;a;, onde ¢; € IF. Na verdade c; € Q.

1= 1
Para observar tal fato notemos que dado 3 € @ a equagio

2 (3,01) __Zl: (ai, ar)

= ) c¢;—=2, gragas ao item ¢ do paragrafo anterior, é um sistema
(a;.0;) 5 (aj.ay)
lincar com ! c;-incdgnitas a coeficientes inteiros, e tal equagdo tem solucdo em Q
dado que a matriz dos coeficientes do sistema é nédo singular, uma vez que a forma
( . ) é ndo-degenerada.

Tal Q-subspa¢o de H(= Eg) ¢é expandido pelas raizes e tem (-dimenséo [ =
dimy. H*.
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Ainda, a forma (A, i) para A, u € ® é positiva definida em Eg. Portanto note

quc B,8) = Za(t,@) (ts) = Y.(a,p)?, a soma correndo em a € ®. Decorre que

1 Y s 2(a, ) ) Ny
AT ﬁ)"’ ¢tal que 7575y € Q8 aue 7575y € Z (gragas ao item (0) jé

citado). E portanto (a,) € Q. Portanto a forma é nao degenerada em Eg. Entdo
(A, A) = T(a, A)? é positiva definida, j4 que é soma de quadrados de racionais, em
Q. Concluimos que a forma ¢ definida em Eq.

Estendendo o corpo de base de Q para IR, chamemos de E = R®g Eg. A forma
extendida canonicamente é positiva definida, e E é espago euclideano. Entao, pelos
resultados acima, temos

(a) ® expande E, e 0 ndo pertence a
(b) Se @ € , —a € ¥ e mais nenhum outro miltiplo de « é raiz (3.7)
(

c) Se o, 3 € ¥, entao 3 — 2(ﬂ’a)a €d
(a,0)
(d) Se a,3 € ¥; entao ((; ’:)) Z

De forma geral; dado um espago euclideano E, um subconjunto & € E é chamado
sistema de raizes se temos propriedades enunciadas acima.

Note que um resultado fundamental que foi estabelecido é a correspondéncia
entre uma algebra de Lie semi-simples de dimensao finita g junto com a subélgebra
de Cartan H, e o sistemua de raizes ® (referente a um espaco euclideano E). Notamos
que se toméssemos outra subdlgebra de Cartan H’, o sistema &' scria isomorfo (com
respeito a todas propriedades de interesse) a 9.[17] No que segue iremos detalhar
o estudo do sistema de raizes; e serd visto o quao simples e compacto torna-se o
estudo das dlgebras de Lie semi-simples.
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4. SISTEMA DE RAIZES

4.1. Grupo Weyl, Camaras de Weyl e Raizes Simples

Seja E um espago euclideano (sobre IR com forma bilinear simétrica (a, /3)).
Uma reflexao em E é uma transformacao ortogonal inversivel que mantém invariante

algum hiperplano (subespago de codimensdo 1), e leva qualquer vetor ortogonal a
tal hiperplano no seu “negativo”.

Todo vetor ndo nulo a define uma reflexao o,; com “Hiperplano refletor” P, =
{B € E;(B,a) =0}

Explicitamente; escrevemos:
_ 5_ 2(B,q)
Note que 0,(a) =0 e se (3,a) = 0;0,(3) = 3.

Entao, reenunciamos o conceito de sistema de raizes  dum espaco euclideano,
na forma

a=p-(3,a0)a (notagao) (4.1)

(i) @ é finito, espande E, e nao contém O.

(ii) Se a € ®, os tinicos miltiplos a em P, sdo +a

(iii) Se o € ®,0, mantém @ invariante

(iv) Se a,3 € ®,{(3,a) € Z . Chamamos de Grupo de Weyl to; subgrupo de
GI(FE), o grupo gerado pelas reflexdes o,(a € ®). Note que ro é grupo de simetria
em &. _

O axioma (iv) restringe severamente os possiveis angulos entre pares de
raizes. Com efeito, lembramos que o cosseno entre dois vetores a, 3 e dado por

llall 11llcos8 = (a,B). Portanto, (3,a) = 2220 _ ol o0 o (4. 3)(8,0) =
(a,a) jial|
4 cos? 8.
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Dado que 0 < cos?8 < 1 e (a,/3) e (3,a) sao inteiros ¢ tém mesmo sinal, temos
as seguintes possibilidades.

Para a # 38 e ||8]| > |||

(,pf)  (B,9) 4 B/ lle?

0 0 /2 indeterminado

1 1 /3 1

1 1 97/3 1

1 2 /4 2 (42)
-1 -2 37/3 2

1 3 /6 3

-1 -3 57 /6 3

No caso de | = dim F (rank de ®) para, [ = 1 e | = 2 podemos representar o
sistema de raizes por:

l:l — Qe+ —> (Al)
(x4 (4) ¢ @
Ve
| /\
( B,.) (G2 ) (43)
B B+ (p¥24)
// FooEra D@ (paza)

Al
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Note que a a-corda através 3 pode ser visualisada ({3, a) = r — ¢,a diferen¢a dos
dois maiores inteiros r > g, tais que 8+ pa, f —ra € ®), para a e 8 destacados nos
diagramas acima. No caso A, (8,a) = —1; em B;, (3,0) = —2 e em Gy, (3,a) =
-3.

Outro resultado a ser notado é que se (a, 3) > 0 (ie, o angulo entre a, 8 é agudo),
a — 3 éraiz e se (a, ) <0 entdo a + 3 é raiz.

As raizes destacadas a e 3, nao foram escolhidas aleatériamente. Note que para
| = dim E = 2, escolhemos sempre 2 raizes nao proporcionais (portanto uma base de
E), o maijs “afastadas” (i.e., com maior dngulo) possivel. As raizes a, 3 escolhidas

de tal forma, sio chamadas de raizes simples de & e formam uma base, denotada
por A.

Formalmente temos:

Um subconjunto A de ® é chamado base se:
(B1) A é base de E
(B2) cada raiz 3 € ® pode ser escrita como 8 = ¥ k,a (a € A) com os coeficientes
ko inteiros todos positivos ou todos negativos.

As raizes pertencentes & A sdo chamadas simples.

Se todos os k, (referentes & uma base A) séo positivos. /3 é positiva com relagio
a A (se sao negativos, /3 é negativa). A colegao de raizes positivas (ou negativas)
serda denotada por ®* (ou $7). Logicamente &~ = —&~,

A prova da existéncia de uma base para ® é feita construtivamente. Primeiro

tomando um elemento regular de E, onde v € E é regular seye E — U P,, onde

acd
P, séo os hiperplanos definidos anteriormente, invariantes em relacao a reflexdo o,

respectivamente.

Exemplo
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4

Se v for regular, entdo ® = &7 (7) U —P* (y) onde ¢ (v) = {a € ®,(y,0) > 0}
(= o conjunto de raizes a no lado positivo do hiperplano ortogonal & «).

Diremos que a € ®*(y) é decomponivel se a = 3, + 3 para 3; € P () e
indecomponivel de outra forma.

Teorema. Seja v regular entao o conjunto A(~y) de todas as raizes indecomponiveis
é base de &, e toda base é obtenivel dessa maneira [10].

Note que a escolha de um elemento regular nos dé uma base. Note ainda que
um dado elemento regular pertencerd a uma componente conexa de E, quando E é
partido pelos hiperplanos P,.

Cada componente conexa de E, feita tal particdo é chamada camara de Weyl.
Entéo, a cada elemuento regular v, temos uma camara de Weyl £(7) e também uma
escolha de base A. Desta forma estabelecemos uma correspondéncia 1 —1 entre uma
basc A = (A(7)) é wna camara de Weyl £(A)(= L(v)) Chamaremos tal cimara de
camara fundamental relativa & A. No caso de [ = 2 temos para
Lo

P —

(Az)

N -
JRS N\ (4.4)
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0 grupo de Weyl leva uma cimara de Weyl em outra, ou, de outra forma,
v permuta as bases de ¥, i.e., o leva A em 0(A) que também é base (note que
(a(v), o)) = (v, @)).

Temos entdo o seguinte Teorema: {10]

Teorema. Seja A uma base de ®.

(a) Se v € E, v é regular, existe o € 1o tal que (o(7).a) > 0 para todos a € A
(b) Se A’ é uma outra base de ®,0(A’) = A para algum ¢ € 1o

(¢) Se a ¢ alguma raiz, existe o € w tal que o(a) € A

(d) Se 0(A) = A,0 € to, entdo o = 1.

Temos visto entdo que dada uma algebra semi-simples g, temos a decomposi¢ao
de Cartan g = h+ ng onde h é a subdlgebra de Cartan e cada g, é um subespago
24

unidimensional invariante, os funcionais @ sio chamados raizes e cada E, € Jo
¢ um root vector. O conjunto {e;} = ® é chamado espa¢o de raizes e existe uma
correspondéncia, por dualidade. entre tal espago e a subalgebra de Cartan. Munindo
o espaco de raizes com um produto interno podemos estudar sua estrutura, e o que
obtivemos foi a existéncia uma base A de @ tal que qualquer raiz « pode ser escrita
como combinacao lincar dos clementos da base A, com coeficientes todos positivos
ou todos negativos (de forma que & = &+ + ¢~; 9~ = —P™).

Temos ainda o grupo de reflexdes de & chamado de grupo de Weyl to, de forma
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que, dada uma base simples A; qualquer outra base A’ (simples) é tal que 0(A’) = A
para alguma reflexao o € 1, e em particular, o grupo de Weyl aplicado a uma basc
A recupera todas as raizes.

Além disso, o grupo de Weyl o é gerado pelas reflexdes na forma o;, onde
a; € A. Portanto, dada uma base A de ®, temos todas as informagoes da dlgebra
de Lie semi-simples.

Estudaremos entdo a classificagdo dos sistemas fundamentais de raizes A das
algebras de Lie simples.

4.2. Matrizes de Cartan e Diagramas de Dynkin

Seja ® um sistema de raizes, @ é dito irredutivel se nao pode ser partido numa
unido de 2 subconjuntos préprios tais que cada raiz de um dos conjuntos é ortogonal
a todas as raizes do outro (Ex. A! x A! ndo é irredutivel ao passo que A,, By, G,
sao). Equivalentemente, ® é irredutivel se e somente se A nao pode ser partido da
maneira mencionada.

Definimos para um sistema ® com base A uma ordenagao parcial (X) relativa
a altura de uma raiz da seguinte forma:

Seja B € ®1; 3 =Y ko, 0; (i € A) com kg, > 0, Va,.

Tomemos agora a, 3 € ®*. Definimos que a < 3 se 8 — a é uma soma de raizes
positivas (portanto uma raiz positiva), ou a = f3.

Dado entdo um sistema de raizes ¢ irredutivel com base A, relativa a uma
ordenacéo parcial <, existe uma tinica raiz maximal /3 (com relagao a tal ordenagao).
Se 3 =3 k4,04 todos kg > 0.

Ainda, para ® irredutivel, ocorrem no maximo em ¢ 2 comprimentos (relativos
ao produto interno) de raizes que chamamos de raizes longas e raizes curtas.

Em particular, para ® irredutivel com 2 comprimentos distintos de raizes, a raiz

maximal mencionada anteriormente é a longa.

Ex.: Tomemos os caso do G2. Temos as raizes positivas dispostas abaixo (refer-

ente a A = {a, 3}
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30{-\‘2“5 Raizes longas: 3,30 + 23,3a+ /3

Raizes curtas: a,a + 3,2a + f3
B B | R 3B (4.5)

Raiz maximal: 3a + 2/3.

A Note que a + 3 > 3 embora a + 3 seja curta
e 3 seja longa.

No que segue, iremos classificar os sistemas de raizes irredutiveis e a cada sis-
tema encontrado teremos uma algebra de Lie simples relacionada. Para fazer tal
classifica¢ao usaremos as Matrizes de Cartan e os diagramas de Dynkin.

Matrizes de Cartan

Fixemos um ordenamento (aj,...,q;) de raizes simples. A matriz ({4, a;)) é
chamada matriz de Cartan de ®, e suas entradas sdo os inteiros de Cartan.
Ex. Para os sistemas de rank 2, temos as matrizes

20\ , (2 -1 2 -2\ (2 -1
A‘XA‘(O 2); A2<—1 2>; 32(—1 2): Gz(—3 2)'

A matriz, claramente depende da escolha do ordenamento, o que nao é prob-

lema. O fator importante é que tal matriz independe da escolha da base (item c
teorema anterior).

Proposigao: A matriz de Cartan determina ® a menos de isomorfismo, i.e.,
se tivermos ® C E’ um outro sistema de raizes com base A’ {af,...,a.}. Se
(. 0;) = (o}, a}) paral < i.5 <, entao a bijecio a; — a,. se extende unicamente a
um isomorfismo @ : E — E’ mapeando ® em @’ e satisfazendo (®(a), ®(3)) = (a, 3)
paraVa, 3 € .
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Dem. A bijecio a; — o estabelece um isomorfismo de espago vetorial & : E — E'
precisamos provar que tal isomorfismo recupera o sistema de raizes, i.e.,  é mapeado
em ®’ e que para quaisquer raizes a, 3 € ®; (o, 3) = (P(a). ®(3)). Tomemos a,3 €
A. Pelas hipoteses temos que:

oa2)(2(B)) = B(B) — (2(8), 2())2(a) = B(B - (B.a)) = &(0a(B))

Logo temos o seguinte diagrama comutativo

SN S

0 N o
(4.6)

E : - 1’

Desde que o grupo de Weyl 1o (e também to’) é gerado pelas reflexoes simples
(Teorema anterior). Segue que o mapa o — ®.0.8~! é um isomorfismo de to em
w', levando 0, em 0g)(a € A). Mas cada 3 € ® é conjugada por v a uma
raiz simples (Teorema anterior, digamos 3 = a(a),a € A). Portanto devemos ter
®(3) = (2.0.971)P(a)) € ¥'. Segue que & mapeia & em ¥, e a formula para as
reflexdes mostra que ® preserva todos os inteiros de Cartan.

Uma forma construtiva para ver como recuperar as raizes ¢ a partir da matriz
de Cartan pode ser visto em [10].

Grafos de Coxeter e Diagramas de Dynkin

Se a, /3 sdo raizes positivas sabemos que (a, B){(B,a) =0,1,2 ou 3 (como vimos).
Definimos o grafo de Coxeter de ® como sendo um grafo tendo ! vértices, de forma
que o i-ésimo vértice é ligado ao j-ésimo por (s, a;)(a;,e;)— linhas.

Ex. Para rank = 2 temos
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A1 X Al . * A2 s — DBy = G2 .

I

Quando temos 2 vértices consecutivos de tamanhos distintos, (linhas duplas ou
triplas) colocaremos uma seta apontando para o vértice equivalente & raiz curta.

Os grafos de Coxeter adicionados a tais informagoes sio chamados Diagramas de
Dynkin.

Ex.

Bg-i. Gy ==

Vemos que os Diagramas de Dynkin, nos dido toda informagio sobre a base ¢
também sobre o grupo de Weyl w, podendo ser possivel entdo recuperar o sistema
de raizes 9.

(E claro que @ ¢ irredutivel se ¢ se o grafo de Coxeter correspondente for conexo).

O teorema qgue segue nos fornece nma classificagiio de todos os possiveis diagra-
mas de Dynkin conexos ¢ portanto wna classificagiio de todos os sistemas de raizes
irredutiveis @, que se referem as dlgebras de Lie simples.

Teorema.

Sc @ ¢ um sistema de raizes irredutiveis de rank (1 vértices portanto) seu dia-
grama de Dynkin ¢ nm dos que segue

? 3 {-!
Agzy % 8L
B(>2) o___2 _ __ A AN (4.7)
auz3) b oo Bt
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Dyl > 4)
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As restri¢oes para | em A;, B;, Cy, D; sdo impostas para que nao tenhamos du-
plicagoes. As matrizes de Cartan correspondentes a tais diagramas podem ser vistas

na tabela 1.

A prova do teorema acima pode ser vista em qualquer texto de dlgebra de Lie
em particular [17].
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5. CocIcLos

No capitulo anterior recapitulamos brevemente a teoria de Algebras de Lie
de dimensao finita, dando énfase &s semi-simples, dado a estreita relacdo dessas
com as simetrias de teorias fisicas. Tal relagdo torna-se ainda mais forte quando
consideramos a Mecénica Quéntica, onde temos a representagao dos grupos de Lie
em espagos de Hilbert (ver apéndice III).

E da extensdo de uma especial representagao dos Grupos de Lie de dimensao
finita no Espago de Hilbert que surge um modelo para uma classe de Algebras
de Lie (e consequentemente um Grupo de Lie) de dimensdo infinita: a dlgebra de
Kac-Moody. No caso de termos a extensio de uma dlgebra semi-simples, teremos

também a extensdo da teoria de classificacéio de Killing-Cartan para estas algebras
Kac-Moody.

1 e 2 Cociclos

Seja G um grupo de Lie de dimensao finita (e g a dlgebra de Lie). Uma repre-
sentacao U do grupo G é um Homomorfismo U : G — EndV onde V é um espaco
vetorial (de dimensao finita ou infinita) e EndV é o conjunto dos endomorfismos de
V. Tomemos em particular a representagao U : G — End(£?) de G no espaco de
Hilbert £? das fun¢des quadrado- integraveis ¥ : M — @€ onde M é uma variedade
diferencidvel relacionada com o espaco fisico. A representaciao U é dada por

U(g)¥(q) = ¥(q¢°). (5.1)

onde ¢ — ¢7 é a a¢do do grupo G na variedade M.
Como U é representagao devemos ter que:
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U2)U(9:)¥(q) = Ulg201)¥(q) = ¥(") (5:2)

Vamos agora tomar outra representagdo U’ do grupo de Lie G, sobre o espago
de Hilbert £2 na forma

U'(9:)%(q) = €™ @)U (:)¥(q) (5.3)

onde
w:MxG—- R
|

Pela lei de composigao, para que U’(g;)U’(g2) = U'(9192) devemos ter

wi(g, 92) — w(g; 9192) + wi(g;91) =0  (mébdulo n27,n inteiro). (5.4)

Tais aplicagoes w; : M x G — IR sdo chamadas 1-cociclo (ver apéndice I).
Interessam-nos os 2-cociclos. Tais fungoes n : M x G x G — IR aparecem na
representacio do grupo G sobre o espaco projetivo (ou de raias).

Chamemos tal representagao de R. Neste caso, substituimos a lei de composigao
(5.2) por.

R(g:192) = 1(91,92)R(91)R(g2);  para g1,0. € G (5.9)

No caso da representagio ser sobre o £2, tomemos as aplicacoes 77 da seguinte
- forma.

R(g1) =U'(g1)
R(g192)¥(g) = exp(iws(g; 91, 92)) R(9:1) R(92) ¥(q) (5.6)
ondeuy, : M xGxG— R

Note que, mais do que as diregocs, tal representagao mantém invariante o espaco
dos vetores ¥ médulo um nimero complexo unimodular. sendo portanto a repre-
senta¢ao natural na descrigdo de fenomenos quanticos.
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Para preservarmos a associatividade devemos ter que:

wa(q; 920 93) — Wa(g; 9192, 93) + w2(g: 91. 9293)
~ws(q; 91,92) =0 (mod. n2m,n inteiro) (5.7)

Para estudarmos melhor tais 2-cociclos, usemos a representagido exponencial
para os elementos g; € G (para g; na vizinhanga da identidade), i.e.,

gi = e‘iTjgj
;i =€

onde 7; sio geradores da dlgebra de Lie g, e 6" sao fun ¢des do grupo de Lie nos reais
6: : G — R).

Desta forma temos:

R(g))R(g2) = €™ R(g,g,)
ei‘u'?(‘rjg{ ’TI%)R(einor]" (:_"."0% ) .

— eiwg(‘rﬁ{,Tj%)R(ei(nO’i#ﬁ-Oﬁ) + %[Ti.'rjw‘l@ - )
onde foi feita a expansio de Baker-Campbell-Hausdorf para o produto g;.g; e foi
omitido o ponto ¢ da variedade M. ‘
. 1 i . i i
Temos no expoente 2 termos bilineares, a saber, 7 [7;. 70305 € twy (736}, 7;63). O

segundo termo, sendo um funcional, tém como imagem um elemento que esta fora
da dlgebra de Lie.

Por isso, desejamos extender a dlgebra de Lie g para uma algebra 9= g & K
onde que o comutador de 7;6] com 785 nessa dlgebra extendida tem a forma

|63, 783] = (7,6}, 7;63) + qua(7;61,7;63)

onde ¢ é o gerador de K, de forma que, nesta nova élgebra todos funcionais estao

incluidos como aplicagoes de 9 X g— ¢, e desta forma possamos fazer um estudo
algébrico do 2-cociclo w.
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2 Cociclos

Queremos estudar as dlgebras de Lie que admitem 2-cociclos. Para tal, vamos

tomar um dlgebra de Lie g (de dimenséo finita ou infinita) e extendé-la da seguinte
forma.

g=g€BK.

se a€g; a= a'r; + g€(a)
onde g é o gerador de K da algebra g, {7'} os geradores de g e w é um funcional
linear a: ¢ — R.
Na édlgebra extendida g temos a seguinte regra de comutagao:
[r:,75] = 7. 75)0 + qu(mi, 75) = ff7k, onde [ .]o é o comutador em g.
[7:,9] = 0, portanto g € um termo central em g.
Para a, h€9, temos:

[a, ,Il] = [a'7i, ¥ 75]0 + qu(a. b)

onde w : g X ¢ — IR é funcional bilinear (pela bilinearidade do comutador). Outras
propriedades de w sao:

i) w(a,b) = —w(b.a) (pela antisimetria de [, ])

ii) w(a, [be]) + w(e, |a, b)) + w(b, [c, a]) = O (pela identidade de Jacobi). (5.8)

Tal funcional w : ¢ X ¢ — IR, com estas propriedades, é chamado 2-cociclo. A
propriedade (i) ¢ a de anti-simetria e a (ii) ¢ a relacao de cociclo.

O que queremos estudar é a possibilidade ou nao de tais funcionais existirem e
se eles trarao alguma informacao nova. i.e., em que medida a algebra extendida ¢
difere da algebra de Lie original g. "

Vamos estudar primeiro o caso em que g € semi-simples de dimensao finita, ou
seja. o caso apresentado anteriormente.

Um funcional bilinear natural dentro duma &lgebra de Lie é a forma de Killing

(ver capitulo 2). No entanto esta é simétrica. Outro funcional possivel seria na
forma:
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w(a,b) = x({a, b]).

onde x:g — IR é linear.

Note que da forma como foi definido, x é anti simétrico e obedece a relacao de
cociclo por linearidade.

Tais cociclos sdo chamados de cofronteiras e nao nos interessam muito por nao
trazer “essencialmente” um “enriquecimento” na estrutura de g por extensao. Com
efeito, se tomarmos uma base de uma subalgebra de g, isomorfa a g, na forma 7, —
To + gx(7a), onde o x é funcional linear acima enunciado, entdo em tal subélgebra
teriamos o comutador

[Ta 4 k(7a), 75 4+ k(T5)] = [Tar 78] + qX([Tas 78])-

Portanto, nesta subélgebra isomorfa a g temos a apari¢ao do cociclo x ([ ]) na
relacdo de comutacao de forma, natural. Ou seja, temos uma dlgebra de Lie isomorfa
a algebra g, e nao estendida de g.

Ainda, é possivel mostrar que todos os cociclos triviais tem essa forma, i.e., sdo
cofronteira. Por cociclos triviais entende-se o caso em que 9=99 K pode ser escrita
como g = ¢ & K onde ¢' ¢ isomorfa & ¢ mas o § —comutador de dois elementos
de ¢’ pertence a ¢, i.e., ¢’ fica fechada pelo comutador em g. Estamos afirmando,
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portanto, que todo cociclo trivial é cofronteira [13].

K

T4 X (L)
-
N
-LO( o b\“‘"\

Concluimos entao que os cociclos que sao cofronteira, nao nos interessam.

Todavia, no caso de dlgebras de Lie semi-simples o Lema de Whitehead afirma
que todo 2-cociclo é confronteira (ver ap. I). Ou seja, no caso de dlgebras semi-
simples de dimensao finita, os 2-cociclos sdo triviais.

Se exigirmos, além das condigbes de anti-simetria e a relagao de cociclo, in-
variancia pela acdo global de G, automaticamente os funcionais w para qualquer g
de dimensao finita sdo iguais a zero. Com efeito, diferencialmente temos (ver cap.2)
a invariancia por adjungao:

w(a, [b,c]) + w([b,a].c) = 0. (5.9)

Imposta tal condi¢ao decorreria que:

w(lz, [y, 2]) = —w(z,[2.y]) — w(y.[2.2]) (pela lei de cociclo)
= w(z, [v.2]) + w(z, . z]) = 2w(z|y. 2])
Portanto w = 0.
Esta exigencia, de invariancia pela agao global do grupo G serd mantida no caso
das algebras Kac-Moody, como veremos posteriormente.
Iremos nos interessar entao, pelas algebras de Lie de dimensao infinita, em par-
ticular pelas algebras Kac-Moody que num certo censo, sdo extensoes das dlgebras
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serni-simples.

Primeiro, tomemos especificamente as dlgebras de Lie na forma g = go&C* (M),
onde gy é uma dlgebra semi-simples finito dimensional e C*°(M) é o anel de fungoes
continuas sobre uma variedade M. O interesse em tais dlgebras vem do fato de
serem a algebra de Lie das transformagoes de gauge em teorias de gauge.

Exemplo:

Tomemos o espago de Hilbert de espinores de Pauli ¥ = (g;gg;) onde ®, : M —
@ sio fungoes da variedade M tais que ¥'W = 1 onde ¥' = (¥!)* sendo V' a
transposi(;ﬁo e U* é a conjugacao das entradas.

Tomemos agora o grupo G = SU(2,L) e a seguinte acio nos espinores
F(z)¥(q) = ¢7*@¥(q) onde (= &) € G,{r;} sdo as matrizes de Pauli,
e a € C*®(M). Tal acdo pode ser vista como a ac¢ao do grupo das aplicacoes
F : M — G ou, infinitesimalmente, a algebra de Lie das aplica¢oes f : M — go.
Por construgao, esta algebra de Lie g é o produto tensorial da algebra de Lie gy pelo
anel de fungdes C*(M), i.e.,, g = go & C(M). E para dois elementos A, B € ¢
dados por:

A=af B=>bh para a,b € go; f,h € C*(M)

entao
|A. Blo = [af, bhlo = fhla. bo.

Tal algebra de Lie g é de dimensao infinita. Queremos estudar a possibilidade
- de extendé-la para wma algebra y=9 &K, onde se a € .o = A% g€(A), e para a
efeg, B= B + q£(B), temos [a Al = A, Blo + qu(A, B)

J4 vimos que para dimensao finita os funcionais w : ¢ X ¢ — IR sao triviais
(e nulos, se exigirmos a invaridncia pela agdo global de G). No caso de dimensao
infinita, veremos que tal funcional pode ndo ser trivial. Queremos achar entao
funcionais w : ¢ x ¢ — IR, obedecendo;

(i) w(a,3) = —w(B, a)

(i) wla, 13, 7)) + w(, la, B]) + w(B, [1,a]) = 0
e a condi¢ao adicional
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(iii) w(zazr~1,zpz7 1) = w(a, B) (5.10)
para z = e® € G, ¢ € g, ou diferencialmente

w(|c, a], B) + w(a, [c, F]) = 0.

para ¢ = c.td onde id : M — M ¢é a aplicagao identidade:

Note que gragas ao isomorfismo canénico ¢* = (go & £)* = gg ® L* podemos
“quebrar” o funcional w: g x g — R na forma w =P Qk,onde ® : C°xC>® - R
e k = go X go — IR, ou seja,

w(a, B) = ®(f, h)k(a,b),

onde a = fa; [ =hbe f,h € C*(M);a.b € go.
Se exigirmos invariancia por adjuncao, i.e., a condigao (iii); esta serd uma re-
stri¢ao apenas ao funcional k. Com efeito; para v = c.id,c € gy e id € C*™ temos

w([y, o], 8) + w(e, [.f]) = 0
= w(id.flc,a], hd) + w(fa,id.h|c,b]) = 0
®(f, h)k([c,a],b) + ®(f, h)k(a.|c.b]) =0
= <I>(f, h)(k([c, a], b) + k(a, [c, b)) =0

4

como f, h sao quaisquer e supondo que w nao ¢ nulo temos

k(lc,a},b) + k(a,[c,b]) =0 (5.11)

Lembremos que a forma de Killing é um funcional invariante pela adjungao (ver
cap. 2). Entretanto a forma de Killing é simétrica.

Na verdade para que o funcional w seja antisimétrico (condigao (i)) temos duas
OpPLOCs: i

(a) ou k : go X go — IR é simétricoe & : L x L — IR é anti simétrico

(b) k: go X go — IR é antisimétrico e ® : £ x £ — IR é simétrico.

Provemos que para condicao (b) teriamos cociclos nulo.
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Vamos escrever a condigao (ii) em termos dos funcionais k e @, i.e., para a =
fa, B=gbe~y=hc,a,b,c € gpe f,g,h € C®, temos

®(f, gh)k(a, [b,c]) + B(h, fo)k(c. la, B]) + B(g, h)k(b, [c,a]) = 0

Agora, impondo a invaridncia por adjunc¢ao e anti-simetria a k temos

k(c, [a,b]) = —k(|a,b],c) = k(|[b,a],c) = —k(a,[b, c])
k(b, [c,a]) = —k([c, b}, a) = k(a, [c,b]) = —K(a, [b,c])

Jogando tais resultados na condigéo (5.11) temos

k(a, [b,c))(®(f, gh) — ®(h. fg) — B(g,hf)) = 0

Como a, b, ¢ s3o quaisquer e assumindo que é nao nulo, temos:

®(f.gh) = B(h, fg) + (g, hf) (5.12)

No caso que h = id temos

®(f,g) = ®(id, fg) + ®(g. f)

Mas ®(id, fg) = ®(g, f) + ®(f,g) por (5.12), i.e.

®(f.g) = 20(g. )+ ®(f.9)

ou seja ®(g, f) = 0 para quaisquer g, f. Entao se k for antissimétrico, ® é nulo para
quaisquer funcoes, ou seja w € nulo.

Lembremos que foi exigido para a,b,c quaisquer k(a,[b,c]) /=0. Ora, tal
exigéncia é natural j& que para algebras de Lie go semi-simples, qualquer elemento d
pode ser escrito como d = [b, c] para certos b, c € go (ver cap. 2). Portanto para da-
dos a,d € go com d = [b,c], para que k(a,d) # 0 teremos que k(a, [b,c]) # 0. Desta

forma a exigéncia k(a, [b, c]) # O para a, b, c genéricas é uma condigao de cociclos w
nao nulos.

41



Vamos exigir para os funcionais k e ® a condicao (a), i.e., k é simétrico e ¢ é
antisimétrico.

Nestas condigoes, podemos provar que os cociclos ndo nulos w : ¢ X ¢ — IR nao
sdo cofronteira, i.e, w(a, ) # x(la, B]). Com efeito, temos necessariamente que

w(af,bg) = (f,9)k(a,b) = — (g, f)k(a,b) = —w(ag,bf). (5.13)
Mas se w(a, 3) = x([e, B]) temos

w(af,bg) = x(laf,bg]) = x(fgla,b]) = x(gfla,b]) = x([ga, fb}).

Ou seja w(af,bg) = w(ag,bf), o que por (5.13) implicaria em w = 0.

Logo, para dimensao infinita, todos cociclo nao nulos nio sao cofronteiras, de
forma que nao temos uma teoria trivial como no caso de dimensao finita.

Haviamos falado que a forma de Killing e um funcional bilinear invariante por
adjuncao e é simétrica. Na verdade, pelo lema de Schur, tal funcional é tinico (ou
proporcional a ele). (ver ap. II)

Desta forma, temos de forma genérica:

w(a, 3) = k(a,b)®(f,g) = tj'(ada, adb)®(f, g). (5.14)

Temos entao que nos concentrar em achar um funcional @ : C*°(M)xC*(M) —
IR com as seguintes condigoes:

(i) @(f.9) = —(g. f)

(5.15)

(i) ©(f,gh) + ®(h, fg) + (9. hf) = 0.

Especificamente, tomarcemos M = S? ¢ neste caso obteremos as algebras Kac-
Moody. Em seguida, estudarcmos o caso que M = S3 ¢ faremos a conexdo com
certas anomalias quanticas (cap. 7) achadas por Fadeev [6].

42



6. ALBEGRAS KAC-MOODY (UNTWISTED)

Seja a algebra g = go ® C=(S!) onde gy é uma algebra de Lie semi-Simples e
C*>(5") é o conjunto das aplicagoes diferencidveis em S'. Tomemos S* mergulhado
em @ (= {z €, |z| = cte). Fagamos a expansdo de f € C*(S") em séric de Laurent:

f=73 an(f)".
neZ
]

Ent&o para um elemento A = af € g;a € go e {7:} geradores de go, podemos
escrever

A = af = (Y an(f)?")
= Z biz(f)TiZn
= (NI,
onde T7" = ;2"

Note que {T7*} é base para g, e em g vale a seguinte regra de comutagao:

(17,10 = 12", 752"o = 2" [1, 3]0 = FETR™ (6.1)
onde f,-’} sao as constantes de estrutura de go.

As dlgebras de Kac-Moody afins e sem tor¢iao podem [8] ser obtidas como ex-
tensoes centrais das dlgebras acima.

Ja vimos que, para dlgebras de Lic na forma g = go & C*°(M) ¢ possivel esten-
dermos g na forma g =g & K, paraa,3€g, a=af e 3=0bg

[ 8] = [, Blo + qu(ax, f); (6.2)

onde [,]o é o comutador em g,w(a, 3) é um funcional w : ¢ x ¢ — IR na forma
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w(a, f) = k(a,b)2(f,9)

onde ® : C*°(M)xC*® (M) — IR verifica as propriedades (i) e (ii) (ver cap. anterior).
No caso em que M = S}, podemos escrever ®(f,g) como um funcional X :
C>(S') — R. Com efeito, observemos que

(a) ®(f,1) =0
Por (i) e (ii) temos
O(1.f,1)+&(1.1, /) + ®(f.1,1) =0

e ®(1.f) = ~2(f.1).
Logo

&(1, f) = 0.

(b) ®(f.2%) = ®(2f2, 2).
Por (i) e (ii) temos
&(f,22) + (2, f2) + ®(2,2f) =0
e ®(z.f2) = —P(fz,2).
Logo
B(f,27) = B(2f 2 2)

Usando a hipédtese indutiva e observando (a) e (b), temos entao que
B(f.2") = B(nf2""";2)
ou seja,
B(f.2") = (f 52" 2)
20y = —2", z).
’ dz""’
Entao, para qualquer polinomio I em 2, temos por linearidade
d
o(f,P) = ®(f5-P,2)
z
J4 que os polindmios sao base em C*®(S?), podemos escrever quaisquer funcoes f, g
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®(f.9) = (f g,z) ®:(f5; g) (6.3)

Logo, podemos escrever ®(f,g) = X(f Eg), onde X : C* — IR.
Note que, como ®(f,1) = 0, vemos que X(Df) = 0 onde D é a derivda em

relagdo & varidvel relevante (D = 75’ neste caso). Entao
2

xoeD=0 (6.4)

Tal expressido contém a informagao de antisimetria e a relacao de cociclo. Com
efeito,

(i.) X(D(fgh)) = 0 = X((Df)gh) + X(f(Dg)h) + X(fgDh)
s 1€,

&(ghDf,z) + ®(fhDg,2) + ®(fg Dh,z) =0 (6.5)
(1) X(D(fg)) =0 =X(Df)g +X(fDg) '
1e

®(gDf,z) + ®(fDg,z) =0

Prosseguindo, notemos ainda que

®(2™,z") = nd(z™".2)

= —m®("""12)
Portanto
(m +n)®(z™""1,2) =0

On seja ou (m +n) =0, ou (2" "1, 2) = 0.
Mas como ®(f,g) = ®(fDg, 2) e m,n sao quaisquer, temos:

m o ny __ m_d__ n )
®(2™, 2") = X(z2 52 ) X 0m.—n (6.6)

Queremos entio um funcional X : C®(S') — IR com as propriedades (6.4) e
(6.6). Tomemos entdo
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X (fDg) = res(fdg).

Provemos que tal funcional verifica (6.4) e (6.6)

XoD(f):/sdfzo

ja que df é exata e a integral é num caminho fechado

d n
X(z"a—z-z“) = /51 2"Md2" = n/sl 2™z = nb, (6.7)

Achamos um funcional X que verifica as condigoes necessarias para que w(a, /3) =
k(a,b)®(f,9), paraa = af e 8 =bg,a,b € go e f,g € C®(X?) seja cociclo. Entdo o
funcional &(f,g) = X(fDg) é tinico (a menos de um coeficiente). Basta escrever y
na base {< z™|} (usando a notagéo de brac e kets, com relagao ao produto interno
usual) j4 que estamos tratando de fungoes analiticas. Entao

X(2"dz") = nX (2™ = n ) (2K o b .
k
Logo k = 0. Desta forma temos para os 2-cociclos a forma para a = af, 3 = bg

w(a,f) = ka,b) [ fdg

Desta forma, obtemnos a algebra Kac-Moody com extensao central com a seguinte
relacao de comutacgao:
se T!' = 7;2"
[Tin*TJ?n] = iﬁ'TI:n'Ln + qném _nk(T;. TJ)
Queremos neste trabalho, repetir “num certo sentido” o procedimento feito no caso
em que M = S? e realizar o que chamaremos de algebra de S3-Ka(-;1\10()(1§'.

Para tal, usaremos o fato das fungbes em S* serem expansiveis em série de
. ” » . l
polinémios de Jacobi (t,,,,) [19].

Recordando:
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L
th = emimee=mVpl (cosh),

onde P! sdo os polinémios de Legendre.

Desta forma, se tivermos A € go & C®(5%), A = af, podemos escrever:

A

af = a3 b T)
= ZA:n’l,n(Ti m,n)'

Chamemos

' B
T . .= tnT

m,n,i

Desta forma, temos para os geradores {T%} a seguinte regra de comutagao.

L+l

[TJI,IJ dtk k’,]] = :’;’Tk( Z ("(1111231;]-7 kv.] + k)(:"(llvlg-lvjls klaj’ + k”)ﬁ-fk,j'%’k’)k
I={h—lg
li—~la
= fz,"'k( Z C1,2,ixC 1,2,1',k'T,+k,uka)k (6.8)

=l —12|

onde C(ly, l5,1; j, k, j + k) sao os coeficientes de Clebsch-Gordan (ref. Villenkin).

Note que em geral, ndo temos o termo (ly,j, ') comutado com (lp,k, %) indo
para (I; +ly, j+ k, j + k') (se assim fosse deverfamos tcx M =73 =85! x S' x Sle
nao S*).

Descjamos estender, entdo, a dlgebra g = gox C*°(S?) adicionando (diretamente)
um termo central, i.e.. queremos construir § = ¢ & K, de forma que um termo tipico
de g seria « = A+ ¢€(A) = af + ¢&(af) onde € é win funcional € : ¢ — IR, e ainda,
parrz; a e 3 na forma acima teriamos

[, B] = [af, bglo + qu(af. bg) (6.9)

onde [,]o : g X g — ¢ é o comutador em g (na verdade em gg), e w: g x g — IR é um
funcional que satisfaz a propriedade de antisimetria e a relagao de cociclo (5.10).
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Ja sabemos que w é partido em dois-funcionais ® e k onde ® : C® x C® —» IR
ek : gy x go— IR, de forma que w(A, B) = k(a,b)®(f.¢). Sabemos também que
k é (a menos de uma constante multiplicativa) a forma de Killing (5.13). Portanto,
resta-nos estudar o funcional ®.

Primeiro mostremos que tal funcional pode ser escrito como X(fDg) onde D :
C>(S%) — C>(5?) é uma derivagao.

Seja (,) : C*(S?) x C*(S%®) —» R um produto interno e {¢;} um conjunto
ortogonal completo em C*®(5%). Podemos escrever ®(f.g) na forma

®(f,9) = (f, Dg), (6.10)
onde D : C®(83) — C*(S3?) é definido por

(Civ D_g> = Q(ci,g)a

e portanto

Dg = Z(eiv D_-g>e’t

(nsamos o fato de {e;} ser completo em C®(S?)).

Entao, tomemos {e;} = {!,,} (sabemos que t! . é conjunto completo em C®(S5%)
[19] e o produto interno usual (f,g) = /s Jado.

Logo )

o(f,9) = (£, Dg) = [ 1Dy dr.

Para provar que D é derivagao primeiro observemos a seguinte rela ¢ao:
®(f.gh) = —®(h, fg) — ®(g.hf) = ®(fg.h) + ®(hf.q)
Logo

/Sa fD(gh) = [,3 fg(Dh) + /Sa fh(Dyg),

donde vemos que D é derivacao.

Escrevemos portanto D na forma D = a;D; = a;(x) (onde 7 ¢é o indice das

g
8.1;,~

coordenadas locais). Impondo que X o D = 0 (por 6.4),
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/San=0=/;3ai6if=/335.Vf

onde a = a;%;, e Z; é a base dual a ;. Desta forma

[,p1= [ v.Ga)- [ 19a=0

Mas _/; 3V.( fa) = 0 pelo Teorema de Stokes e pelo fato de S* nao ter bordo. Logo
/qafv.a = 0, o que implica que J;a; = 0.

Agora, como H?(5%) = 0 (i.e., toda forma fechada em S® ¢ exata) temos

D= (1,'0,‘ = ('I‘Ot Ajaj) = s,-jk((?,-Aj)ak, (611)

onde o simbolo &;;x(8;4;)0x foi usado para representar (rot A;0;).
Desta forma, para A = af, B = bg, a,b € g e f,g € C®(S?) temos:

w(A, B) = k(a,b) /s  feind; Acdig dyp (6.12)

Lembremos gue S3 estd mergulhada em €2, S® = {(o,3) € €% tq.,| o |> +

| 3 2= 1}. Por sua vez @™ é isomorfo 4s matrizes complexas dois por dois da forma
a 3
A @
como parametrizacao da esfera a parametrizaciao do SU(2)(~ S?), onde g € SU(2)

Y
(5

onde a e (3 sao nimeros complexos. Chamando
i) a=t+iz
3=z 41y

v

>~ (a,/3), e por essc isomorfismo S* corresponde & SU(2).Tomemos

) 0 . c+y
ii) a—cos—exp1(" ks

ety

)
A= sen; expi( ).

temos entdao que 22 + y? + 22 + t? = 1 = aa + B3. Estas relacoes ligam os trés
sistemas de coordenadas (a,3) € @2, (z,y,2,t) € R, (8, ¢,7) € R3.
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Com relagoes as coordenadas angulares, os angulos (6, ¢, ) sao chamados de
angulos de Euler e tém como “range” 0 < 8 < 7,0 < ¢ < 27,0 < ¢ < 47 (para
uma carta local) (ver Choquet-Bruhat, Analysis, Manifolds and Physics, pg. 187).

Se tomarmos os campos invariantes a esquerda, que na identidade valem &,, 9,
e J0,, estes, que formam uma &dlgebra de Lie (ver cap. I), sdo campos solenoidais,
i.e., sdo na forma ;;,0; Ax0;.

Primeiro notemos que, de acordo com a parametrizagdo escolhida

0 1 0 i i 0
S

ou seja J; = i7; onde {7;} sdo as matrizes de pauli.
Lembrando que Lgx é o diferencial da aplicagao Lg : SU(2) — SU(2),h — gh,
para g € SU(2) fixo.Definimos ent&o os seguintes campos invariantes a esquerda:

2A) = Lg% 0y = —x0, + t0, + 20, — Y0,
24y = Lg* 0y = —y0, + 20, + t0, — 20,
243 = Lg% 0, = —26,+10, + 20, — yO,

de forma que na identidade, i.e., z =y =2z =0,f = 1 temos

2A,(e) = 0p, 2A2(e) = 0y, 243(e) =

Tais campos, em coordenadas angulares, tornam-se mais familiares.

0 semp d 0
24, = 20031/)8—0 +2 po— 8‘ 2(0t99eenwaq
_ 0 cosy 0 d
24, = —QSenzp% + 2 p— 6 — 2cot gf cosy 3y’
0
ZA'; = 2’3—7

Para tais operadores temos [A;, A;] = Ax.

Tais campos sao solcnadais. Para verificar tal fato podemos fazer explicitamente
o cdlculo. Para tal devemos tomar o divergente que em coordenadas é escrito na
forma
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1 0
\/aetgg;

onde g é o tensor métrico que no caso é

Vo= (y/det gwp)(= *d * w para W 1-forma)

10

_1f o1

=1 1 cosd
cosf 1

e W ¢ um campo vetorial.
Dado que tais campos sdo solenoidais temos também que os seguintes campos

sao solenoidais

H. —iA, — A,
H_=iA + A,
ﬁg = iA3.

Tais campos sao chamados de operadores escada e obedecem:

Htl, = JU=n)(+n+ 1)t
Hit,=—JU+n)(l-n+Dt,

Tl !
Hist,,, = —nt .

onde {t!

Da mesma forma se tomarmos os campos A,, Ay, Az e trocarmos ¢ por ¢, ger-

} séo os polindmios de Jacobi.

T

amos os campos By, B, Bs,

] seng O 0

QB = 2¢0S p— 2 —_ = . S€ —

i cmcpao + sond 99 2(otgeeempa¢

0 cosy O 0

2B, = 2senp— + 2 — — 2cot gfsengp—

2 = 2senp g + sonf 9 2 cot gfseny o
op

o1



Tais campos também sao solenoidais bem como as combinagoes lincares

F+ = 2B1 - B2
F_=iB, + By,
ﬁ'3 = iBlh

tais que

Futl, = —/(l—m)(I + m+ )¢

m+1ln
Fthy=—/+m)(I—=m+1)t,_,,
F: 3t£nn = "m't£7).11'

Entao se tomarmos, por exemplo, D = a;0; = ﬁ3 + F; temos

(__ 1 )n—m

l §33 ARY —_
/S3 tmn(Hs + Fa)tm'n'dv = —"——"—2’ +1

61,1’6m,—m’6n,—n’ .

De forma geral temos entao que o comutador (6.8), extendido na forma (6.9), é
€Xpresso por

l+lo
1y D3 . k t
[Tml,n,,hTmz,an] = Jij Z 01,2,"11|m201,2,n1"l2Tmy+m2,m+n2,k
I=|l;~1a)
. . I 0. 4.9, 42 .
+qk(71, ;) /53 tnyn, Eisk0i A;0ct2  dv. (6.13)

Note que tal extensao é Gnica e que o fato de, ao comutarmos um gerador com

indice (1;,mq,n;) com um (ly, me, 1) obtermos uma soma de geradores z(l ,my +

1
ma, ny +ng), destrivializa a estrutura da dlgebra, no sentido de nio termos a mesma

estrutura das algebras Kac-Moody. Se tivessemos tomado. por exemplo, T? no lugar
de §% (onde T? = S? x S x S?) terfamos, nesse sentido, uma algebra essencialmente
igual as algebras Kac-Moody.

No préximo capitulo, mostraremos uma aplicacio de tal resultado nas teorias
de gauge.



7. APLICACOES

Em trabalho intitulado “Anomaly for the Gauss Law” {6] Fadeev mostrou que
a algebra dos “Constraints”( {7}, vide apéndice III) pode ser estendida, de forma
que as relacoes de comutagao para a algebra estendida sio:

lC“(a:), C'(y)] = faC(2)6M(z — y) + = d“"ei;x0; A5 (2) 06 (z — y)

1272
onde

C?(z) = BiE} + [ AVEf + iy A"y, (7.1)

d™ = %tr(/\"{)\",)\“}).

Vamos mostrar a equivaléncia entre esse resultado e o por nés obtido.
Para tal, necessitamos modificar sutilmente o nosso resultado. Primeiro
tomernos o termo da “extensao”; w(A, B) para A = af, B = bg

w(af,bg) = k(a,b)x(fDg) = k(a,b) /sa feik0iA;O0cgd

Observe que podemos reescrever w na forma

w(af.bg) = k(a. X(fDg)b) = w(af, D(gh)); (7.2)
onde W(af, D(gh)) = k(ab)X(fDg) para D : C*® — C= derivacdo. Lembremos
ainda que D é dual & uma 1-forma, e que, quando estivermos trabalhando com fibra-
dos principais (caso das teorias de Gauge) temos n-formas Lie-valorizadas ([3].[20])
como a 1-forma de conexao, ete.

Ocorre[5] que as dlgebras de Lie na forma g = go & C®(M) sio isomorfas as
algebras das Transformacoes de Gauge. Neste caso a dlgebra g pode aparecer como
a dlgebra dos geradores do grupo das Transformacoes de Gange.
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Tomemos a derivagao D como sendo Lie valorizada, i.e., D = 7.D° onde {7.}
sdo os geradores g e cada D¢ é derivagao na forma D° = eijka,-Agak.

Logicamente, deveremos modificar o funcional w para que ele contraia a parte
Lie algébrica da derivagao D.

De forma que escrevermnos agora

w(af,bg) = ke(a,b). [ D%,

onde k é funcional trilinear, i.e., k: ¢ x g x ¢ — IR, k(a,c,b) = k.(a,b)..
Note que se escrevemos como em (6.2), i.e., w(af, D (gb)), devemos entéo con-
siderar o novo funcional na forma

Fela,b) = k(a, he(0)) (7.3)

Onde h : g x g — g, de forma que w = W(af, (Dg)h.(b)).
Temos entao um produto h..b = 7.vb. Um produto natural em g é o comutador.
Ocorre que se tomarmos h = [, |, entdo teriamos

k.(a,b) = k(a,[r.,b]) = —k([r,a].b) = —k(b, [rc.a]) = —kc(b, a)

o que nos levaria 4 um funcional anti-simétrico.

Precisamos achar unm produto h que preserve a simetria em k.(a,b). Queremos
ainda a invaridncia global de k.(a,b), i.e., que k.(a,b) seja invariante por adjuncao.
Para uma dlgebra Lie g geral, tal produto pode ou néo existir. Mas se especificarmos

para g = su(n) (que é o caso de interesse) temos um produto (\inico) na forma

adr. V adb = {adr.,adb} — %k(rc. b), (7.4)

onde { ,} é o anticonmtador, ie., {A,B} = AB + BA. Note que em geral o
anticomutador nao é uma aplicacdo de g X ¢ em ¢. mas segundo termo corrige tal
defeito, de forma que T,.(7. V b) = 0 e portanto V: g x ¢ — g.

Tal produto é o tinico produto (além do comutador). que é invariante por ad-
jungdo, segundo trabalho de Michel e Radicati [14).

Entéo, tomando tal produto em k.(a, b) teriamos
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k.(a,b) = k(a, 7. V b) = t.(ada{adT.,adb}) — t,(ada.l)%(’rc,b)

O segundo termo é nulo dado que para a € su(n), t.(ada) = 0. Entao sobra-nos
o primeiro que é simetrico em relacdo a (a, b) pois

Er(ada({ad‘rr, adb}) = t.(adaadr.adb) + t.(adaadbadr.)

E(adbadaad‘rc) + t.(adbadT.ada) = t,.(edb{ada, adrc}) (7.5)

onde foi usada a invaridncia por permutagoes ciclicas do traco, i.e, t.(ABC) =

t.(CAB).

Portanto, temos um novo funcional w(af, bg) na forma

w(af,bg) = k(a{r., b}). [S fDegdr. (7.6)

Para mostrar a equivaléncia da algebra dos “Constraints” e a dlgebra g primeiro
tomenmnios a seguinte algebra
para C(,, = OB} + FSALES + inpOpA .

{Cly, Cly} = F4Cinybia-v) (7.7)

- Agora para a(z) € §)(z) (dlgebra de Lie das transformagoes do Gauge) definimos
a seguinte representacao

Cla) =tr /M C(z)a(x)dx (7.8)

oI

{C(a),C(B)} = C(lo, 3)). (7.9)

onde M ¢ a variedade do espaco dos parametros fisicos, { . } é o paréntesis de Poison
e |, ] é o comutador em (z).

No nosso caso, tomemos a integral sobre S*(IR® compactificado) teriamos entdo
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Cla) = tr{ /S Claya(z)dv)

Ocorre que um elemento a(z) € (), é tipicamente uma aplicagao da variedade
M (espaco fisico que no nosso caso é S®) na algebra de Lie associada ao Grupo de
Gauge (o : M — g). Portanto para M = S e g = su(n) temos para a(z) e B(z)
geradores de 2(M).

Cla) = tr [ C@)th,mmadv = Chyn, (@)
C(B) = tr [ C(a)tit,n,adv = Cltyy(B)

man2

e o comutador, sem a extensao, usando (6.9) seria:

{C‘rt;’:lnl( ) C‘rl#zng ’q)}

tr [ C@Ir, mlth, p (2)82, my(2)d0

£1+£2
— . 4
- f;ﬁtr ./S3 C(a] ) ( Z 01121"1] SN2 01121"'1 m2 tml +TRL2,N} +n2) T’)dv

=8 —£2|
— Y 4 ,
- faﬂ (Z C1’2m'l ,m2Cl,2,n, 2 le +mgy,mi-+na (’) ))

que ¢ a relagio de comutagéo para os geradores {T7,, ;} obtidos em (6.8).

Se na relagao (6.8) introduzissemos um termo adicional, como em (6.1), de-
veriamos ter um termo extra em (6.8). Para ver como seria tal termo devemos
notar gue o termo d(.;.rsijk('),-Ag(m)(')kﬁs (z — y) apresenta uma contracao do primeiro
termo do comutador (indiciado por a) com o anticomutador do segundo termo do
comutador (indicado por b) e com um termo vindo do potencial de Gauge A5,

Portanto, ao integrarmos o comutador, na forma (6-8). devemmos integrar o termo
cxtra da seguinte forma:

ti / /12 2 Tn {T/i 7"7})51”()1]&014”:’,117;:”( )’f;q{:rz . )(f)kbfl(m_ -'lfl)(l'l)(i'lv'
1'—' ¥
= 1272 /s 30 ATt ()OS (2)d .
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e portanto, o comutador “extendido para os geradores de (2(M) seria

[0(0)3 C(ﬂ)] - [Cr?zlnl(a) Cf:an(ﬂ)] =

4
= ;’B (E C, .2m1.mzcl,2,n1.ﬂzcm;+mg,n,+n2(7))

+k(7-a,{7'ﬁ,7'7})/ 5!1 A’tl"a (m)akttz,ﬂ (x)d31)

1272 Y min, ma,n2

que, a menos de normalizacio, corresponde & expressao (6.6). (no sentido Lie

algébrico). '
Para interpretarmos tal coincidéncia, lembremos os C(«) sdo geradores infinites-

imais das transformacoes de gauge numa teoria de segunda quantizacdo [6], i.e,

6Ar = {C(a), Ai(z)} = Bea(2) — [Ailz), a(z)]
6 = {C(a), &k} = —[Ex(2), alz))

onde A, e & sao respectivamente o potencial e o campo de Gauge.
Logo temos uma equivaléncia Lie algébrica entre a algebra de Lie do grupo
de simetria duma Teoria de Gauge em primeira quantiza¢io (nosso caso) e segunda

quantizacio. Desta forma, as anomalias nao seriam fenomenos exclusivos de segunda
quantizagao.
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Apendice I — O Grupo de cohomologia de Algebras de Lie

g-Médulos

Seja g uma élgebra de Lie, M é modulo de g (ou g-médulo) se M for um espago
vetorial e tivermos um produto de M x g — M que associa a cada par (m,a), ao
elemento ma de M, com as seguintes propriedades

i) (am; + Bfmy)a = amya + Pfmaa
i) m(aa; + Baz) = ama, + Bma,

iii) m([a, b)) = [ma, b} para mymy € M,a,,a; € g e a. 3 € F corpo.

Co-cadeias e Co-bordos

Seja g uma algebra de Lie e M um g-médulo. Se 7 > 1, uma i-dimensional
M-co-cadeia para g é um mapa i-linear anti-simétrico de g x g x --- X g (i vezes)
em M. A anti-simetria significa que f é muda para —f quando trocamos dois /;
quaisquer.

Se # = 0 definimos uma cocadeia 0-dimensional para g como a funcéo constante
que leva g em u(= elemento fixo de M).

Se f é uma i-dimensional cocadeia (ou i-cocadeia), i > 0, f determina uma
(i + 1) dimensional cocadeia f6 chamada cobordo de f. definida por:

i1

Follen b)) = S (=1 (g ),

9=1

+ L ~1)F9f (1, 1 ...,f,.,....l,—-l.[1,1,1,1).
g<r=1
onde o sinal Vv sobre o clemento /; indica a omissio do mesmo.
Uma i-cocadeia f é chamada cociclo se f6 = 0 e cobordo se f = g6 para alguma
(i — 1) cocadeia g. O conjunto Z'(g, M) dos i-cociclos é 0 micleo do homomorfismo
6 de C' em C**!, entdo Z' ¢ subespago de C'. Similarmente, o conjunto Bi(g, M)
dos i-cobordo € um subespago de C* j4 que ¢ imagem de 6 de C'~!. Na verdade,



temos que B' C Z*, i.e., cobordos sdo cociclos. Esse resultado leva & propriedade
fundamental do operador de cobordo: 62 = 0.

Do fato que 6> = 0 podemos definir o grupo de cohomologia i-dimensional
de g relativo a0 médulo M como sendo o espago quociente: Hi(g,.M) =
Z'(g,M)/Bi(g,M). Se i = 0, entdo B* = 0 pois ndo existe (i — 1) cocadeias.
Portanto nesse caso H® = Z°.

Se H* = 0, temos entdao que Z* = B, i.e., todo i-cociclo é cobordo. Um resul-
tado notavel é o seguinte:

Teorema. Se g for de dimensdo finita e semi-simples de caracteristica 0, entao
HY(g,M) = 0= H?*(g, M) para todo médulo de dimensao finita.
Tomemos por exemplo A = F (corpo) com o produto IF' x g — I tal que, para
m € JF el €g,ml=0. Note que para M = JF ainda temos o produto FF x g — g
que vem do fato de g ser espago vetorial.

Entéo, aplicando o teorema acima temos que se H> = 0, Z2 = B2, i.e., todo
cociclo é cobordo. Ou seja. toda aplicagao f(g;,g2). tal que
Fo(h, o 13) = —f(l. [l ) + fla, [l 1)) — fF(ly, [l2, I3))+
fla, ) = f(l, )y + f(l1, 1)l '

implica que f = hé, para g = 1-cociclo, i.e.,

f([],lg) = ,7(5(11,12) = -—’1(12) + h(l]) - h([l],lg])
ouscja,param.=0,legmeFef:gxg—MReh:g— ftemos:
se f ¢ anti-simétrica bi-linear tal que

—fll5. [l ]) + f(la]. (L. 15]) — f(lh, [L.3]) =0
Entao
fl L) = g({l. 1))
com ¢ linear.
Por outro lado. temos que, se M for irredutivel (i.c., nao possui submédulos sem

ser M e 0) e M.g = 0, entdo dim (M) = 1 pela irredutibilidade, e M ¢é identificado
com JF.

Para maiores detalhes veja [11]
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Apendice II — Demonstracao da unicidade do funcional
simétrico f : ¢ Xx ¢ — IR para &algebras de Lie semi-simples
de dimensao finita.

i) Seja f : g x ¢ — IR um funcional bilinear simétrico sobre uma algebra de Lie
semi-simples de dimensao finita.

Dado de g é espago vetorial com produto interno k : g x ¢ — IR, podemos
escrever f (matricialmente) na seguinte forma

f(a,b) = k(a, Ab) = a' Ab = k(Ab, a) = (Ab)'a = b'A'a
para a matriz A : g — ¢, e a e b sendo vetores coluna. Pela simetria de f temos
f(a,b) = f(b,a) = bAa

Portanto b*Aa = b*A'a, ou scja b'(A — A')a = 0, para quaisquer a,b. Como a
forma de Killing ¢ nido degenerada para g semi-simples temos que A — A* = 0, e
portanto A é simétrica (ou sobre corpo complexo, auto-adjunta).

Queremos agora impor invariancia pela acao global de G a f, i.e., para v € G
(Grupo de Lie)

vf(a,b)v™! = f(vav~!,vbv!) = f(a,b)

ou diferencialmente para v = v(t) = e comc € g

(i, al.b) + f(a.[c,8]) = 0.

que é chamada de invariancia por adjuncao.
lapondo tal fato a f temos

flad.a.b) = k(ad., Ab) = —k(a,ad, Ab)
onde foi usado a invariancia de & por adjungao
f(a,ad.b) = k(a, Aad,.b)
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Agora, substituindo na equagao anterior temos

f(ad.a,b) + f(a,ad.b) = —k(a,ad. Ab) + k(a, Aad.b) =0

ou seja

k(a,(Aad, — ad.A)b) =0, p/ Vabceg

ou seja [A,ad,] = 0, para Vc, ja que k é nao degenerada para g semi-simples.
Para concluir que a forma de Killing k € tnica, basta entao mostrar que A = id.
Para tal, usaremos o lema de Schur.

Lema de Schur. Seja ® : ¢ — gl(v) representagao irredutivel. O tnico endomor-
fismo de v que comuta com todo $(z)(z € g) sio os escalares.

Lembremos que ad : g — gl(g) é representagéo irredutivel (g é semi-simples).
Portanto A = id (ou proporcional) e concluimos que o tnico funcional de g x g
simétrico invariante pela adjuncao é a forma de Killing.
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Apendice III — Simetrias e Teorias de Gauge

Uma teoria de campos arbitraria é descrita por uma densidade de Lagrangeana £
(que, por abuso de linguagem chamaremos de Lagrangeana), dependente de campos
®, e de suas derivadas 0*®, (p =0,1,2,3; g** = diag(1, -1, -1, -1)).

c

Para my = temos os comutadores a tempos iguais (ETC),

5(G0®;)’

i[“?(t> "E)’ ‘I)S(ta :'j)] = 6(f - 37)61',8
i[m(t, &), 7y (8, §)] = i[@. (¢, F), Ds(t.7)] =

e as equacoes de Euler-Lagrange dadas por:

oyt = ;q[): .
r
A formulacao lagrangeana fornece-nos uma maneira conveniente ¢ sistemadtica
de identificar e extrair constantes de movimento nas teorias cldssicas de campo.
De fato, pelo teorema de Noether [2], podemos mostrar que, dada a acao de
um grupo de Lie sobre a Lagrangeana que preserva a forma desta (sendo portanto
um grupo de simetria da teoria), podemos obter leis de conservagdo associadas as
correntes. 7
Para construir tais correntes conservativas, considerenios a variagao nos campos
&, (r) — &.(2) + 6, (2) (versdo infinitesimal da a¢dao do grupo de Lie G sobre os
campos @,.(x)). Entao a variagao na Lagrangeana é

ocC oLr
oL = —6@ 6 0,®,) = 3, (7"6D,
(considerando 9" = 60*). Caso possamos escrever 6L como uma divergéncia total
de uma grandeza A*, ie., 6L = J,A*, entdo, tal variagdo preservaria a acao I =
/ Ld*z (G é grupo de simetria de tal teoria).
Desta forma temos:

9, (n#6®,) = O, ¥
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e a corrente conservativa seria dada por:

Temos que distinguir os casos em que A, = 0 e A, # 0. No primeiro dizemos que
a sitnetria é interna enquanto no segundo caso dizemos que a simetria é do espaco
tempo.

Para ilustrar, tomemos os caso em que a a¢do de G(= grupo de Lie) é dada por:

U(g)CD,(a:) = (I)r(xg) = (I)r(x# + A'Tu)v

i.e., temos que G é o grupo das translagoes no espa¢o tempo. Infinitesimalmente

temos que 6L = Eug
i

oL 0%.
6L = Z r()""’ a(ago,/alu)é(a%)]

Por outro lado, temos

onde

O (z
bpr = pr(xy +€4) — or(zy) = 5#5—.)
I,
Igualando esta expressoes e usando as equacoes de Euler-Lagrange temos:

oL o oL g,
4oz, o, 2 9(0,%,)"" al-.,}

Desde gque g, sao arbitrarias, temos que

9 J 0
D v =
or, ¥ :
onde .J,, é o tensor de energia-momento canonico dado por

oL  O¢r

T = 0wl ¥ Y o ey on,

Note que, neste caso A, # 0 (como era de se esperar, dado que a translacao foi
feita no espago-tempo) e A, = +g,,.L.
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Desta lei de conservacao diferencial, podemos achar uma grandeza constante P,

Pu = /dngOU = /dgx [Z Wr'aﬁ - gOULjI y
Ozv
601),, = 0,
consideramos que J;, = 0 (i = 1,2, 3) no infinito.

Lembremos que Py = / Bzt = / d3z [Z rr% - gmﬁ} = / d3z’H onde H é
a densidade Hamiltoneana.

Desta forma P, ¢é identificado com o quadrivetor energia-momento, que deter-
mina os geradores das translacoes espago-temporais. De forma geral, a integral no
espac¢o da componente u = 0 das correntes conservativas é constante do movimento,
chamada de carga, e as cargas sao exatamente os geradores da simetria em questao.

Porém, nos interessam mais as simetrias internas, i.e., o caso em que A = 0.

Podemos escrever a agao do grupo, neste caso, de forma infinitesimal, da seguinte
maneira.

Pr(z) — ¢r(x) — ieAnsips().

Torna-se 6bvio o motivo pelo qual denominamos estas de simetrias internas
(dado que o grupo ndo age nas coordenadas espago-temporais).
Neste caso, para que 6L = 0, temos

.0 oc
—?6517,: [m)\m%] =0

e
gljz =0, para J,(z,A) = —ia—((%—)/\rsgcs
Da mesma forma, a carga escreve-se na forma
Q(\) = —i/d31?7r,/\,scps
com
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Tais simetrias aparccem nas teorias classicas de “gauge”, onde temos uma La-
grangeana invariante na forma:

L=Lyry+ Lin

onde Lyps é o termo dos campos de gauge F),, (Yang-Mills) e L;;; € o termo que
contém a parte cinética dos campos espinoriais ¥ mais a parte de interagao. Ex-
plicitamente temos:

L = trF*F,, + ¥(iy,D" — m)v:

onde Dty = [0 + 1 A*(z)]y.
(muitas vezes temos um termo de carga g acompanhando os termos em A*, i.e.,
[A¥, A¥] — g]A*, A¥]: e O + 1AM — O +igA¥).
Tal lagrangeana é invariante por:

U(z) — I'(w(2))¥(x)
Au(r) = w(2)A,(2)w  (z) + dw(x) wl(T)
F,.(z) = w(z)F,.(z)w™}(z)

onde I' é a representagio do grupo de gange G no espaco dos espinores; A, = A, T;
sao os campos de gauge Lie-valorizados ({T;} s&o os geradores da dlgebra de Lie g
do grupo G) e w : M — G é um elemento genérico do grupo das transformacoes de
gauge.

Tais teorias sdo representadas geometricamente por fibrados principais P(M, G).
Neste caso, o grupo de gauge G é o grupo estrutural do fibrado e a variedade M (o
espago dos parametros fisicos) ¢ a base do fibrado.

De forma geral temos que um fibrado principal P(M, G) consiste de 3 variedades
P, M. F com P sendo o espago total, M a base e F a fibra onde, localmente, podemos
escrever I |y,= U; x F onde U; é um aberto suficientermente pequeno de M, i.e.,
localmente P é o produto de M por F. Além disso F ¢ difeomorfo ao grupo de Lie
G. Temos uma proje¢ao m : P — M, e difeomorfismos {®,}; ®; : U; x F — 7=~ 1(U;),
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onde {U;} é cobertura de M. Os ®;s sao chamados de trivializagoes locais ou escolhas
de gauge.

Se escrevermos ®;(p, f) = ®i,(f), o mapa ®;, : F — F; é um difeomorfismo.
Em U; NU; # 0, temos que t;;(p) = & ;d’j,p : F — F seja um elemento do grupo
de Lie G. O conjunto {t;;} é chamado de funcGes de transigéo ou trocas (trans-
formagoes) de gauge

G .. P
agao livre de G em P m(= projegdo)
R: G’_x P-P 1
(9.p) — pg M
T ¥

|
TR (Y g P =
T'gk\%b “\\jk\@ E(L&d;f
T —

Temos no fibrado P(M.G) definidas conexao e curvatura. Na verdade temos 1
forma de conexao e 2-forma de curvatura. O pull-back destas formas sao respecti-

vamente o potencial A, e o campo F,,, i.e., a versao local (na base) desta n-formas
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Lie valorizadas sao os conhecidos campos e potenciais.
A lei de transformacao destes sao:

Aj == t;l A,‘ t,'j + t;l d t,'j
F}‘ = t;] F‘,'t,'j.

Entao, vemos ai a estrutura que precisamos para descrever as teorias de gauge.
Para tal formalismo aconselhamos [3] e {20].

Voltando as teorias de gauge, para acharmos as correntes e as cargas devemos
fazer a variagao da lagrangeana com relagao aos potenciais A,,.
Fazendo tal variagao encontramos:

Jr =0

pal‘a -]ﬂ = algF”V - [Apﬂ FIJV] - j‘/
onde j¥ = 0" Ly (= corrente conservativa na auséncia de interagao).
e {L,} sdo os geradores de G na representacao I'.

Usando o gange de Hamilton A® = 0, temos “constraints” C(z) definidos por:

C(z) = OF* — [Ay,, F*) + oLt = 0

que satisfazem:

{C(2).C*(y)} = f'8(a — y)C“(2)

i.e., formam uma algebra fechada.
Tais constraints sao geradores do grupo das transformacoes de gauge (no gauge
de Hamilton).

Para tal, devemos obscervar somente que em segunda gquantizagao os campos '
passam a agir como operadores sobre os estados de ocupagao (Espaco de Fock).

Desta forma devemos ter que o campo 97 passa a se transformar na forma:
d’ - C"EQ'(Z’ C-sz,
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ou infinitesimalmente:

Y — Y +ie[Q, Y]

Desta forma se a transformacéo infinitesimal for 6y = I'(T,)¢(z) = Lov(z),
devemos ter que os geradores da Simetria devem satisfazer a equacio

[C(a), ¥] = T(a)y(z).

Entdo, como as cargas (integral da componente g = 0 da corrente no espa ¢o)
sao em geral, os geradores tomemos a representacao

Cla) = :éltr{ [c@ataiitzy (1)

sendo a(z) um elemento da édlgebra das transformacoes de gauge.
Verifica-se que

{C(@).C(A)} = C(la. A))

6A; = {C(a), Ai(z)} = Bea(x) — [A(z), a(z)]
8& = {C(a), E(z)} = —[Ex(2), ofx)] (2)
6y = {C(a),v(z)} = a(z)y(x)

sendo {, } o parénteses de Poison em relagao as varidveis conjugadas pertinentes.

Entao, a expressao (1) define uma representagio para os geradores de Simetria
C(z).

Infinitesimalmente, expressamos as relagoes (2) por:

{C(x), A} (x)} = 8%0k6(z — y) — fS,A58(z — ) 3)
{C(2), v(y)} = T(t)y(2)é(z - y)

O fato de considerarmos teorias quanticas de campos. nos obriga a expressar os
“constraints” da seguinte forma:

Cly>=0
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para |¢ > um estado fisico.
Entretanto, caso as relagoes de comutagao (3) sejam alteradas na forma

[C%(2), C*(y)] = fa&C°(2)6(z — y) + u(a,b).

Poderiamos ter que [C?, C||yy ># 0, i.e., o comutador de “constraints” nao sendo
um constraint.
Este caso, chamado de anomalias quanticas, ¢ discutido no capitulo 7.
Indicamos para maior apreciagio em teorias de gauge Fadeev [7] , Huang [9] e
Ryder(16] -
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