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INTRODUGAD

0 objetivo deste trabalho & o estudo das leis de
CONBEr VAL A0 nas teorins de egpago-tempo "classicas”, aque
essencialmente constitusn-se da flsica de Galilew e Newton e da
Fisica de Lorentz e Einstein. : _ _

No decofrer do primeiro capitulo & desenvolvido o

?ormalismo_matemético com 0 qual o problema das leis .de CONSEF VA A0
& tratado nos capitulos subsequentes., Muito provavelmnente g
material af contido seja excessivo e comparado ao que efetivamente
"utilizamos posteriormente. Entretanto, tem~se nele uma sintese de
quase tudo o que foi estudado de matemidtica durante © curso de
mestrado e iulgamos ser de interesse deixar isto regiﬁtradb KquUi .
Dedicamo~nas no segundo capitulo a estabelecer a estruturs
do universo segundo a teoria de Newton e Einstein, mas mais
voltados para =a fisica newtoniana cuja Formulac%m comd uma teoria
de espacontempo & menos conhecida. Alias, - gostar?amos de  ter
discutido ainda mais profundamente a fisica newtoniana,
principalmente no que concerne a recuperagao do formalismo original
de Newton e Leibniz <¢a fisica newtoniana no triespaco) e a
'¥0rma1iza¢50 da dinamica lagrangeana. Isto infelizmente nao foi
possivel, (estranhamente...) devido a falta de tempo ¢ espago e
MeSmo porque isto nos desviaria um pouco de nossa meta. Asgim, O
que foi desenvolvido sobhre estes temas & apenas 0 essencial e
esperamos futuramente .ter' a oportunidade de estuda-los mais

pormenor izadamente.




e leis de cunserQaQQQ 820 O abjeto do terceiro capftula,
onde se demonstra o teorema de Noether que como € bem conhecido
unifica os principios de Cconservacao que se - tem - nas teorias  da
fisica. Note que sao dadas neste capitulo duas provas do tearema, o
que se Justifica na medida em que elas  servem  a propositos
diversos. A primeira prova tem o DhJetivo tle estabelecer o
resuttado  interessante de que nﬁd ¢ verdade (como habitualmente se
afirma) que @ entidade matemdtica subjacente a0 conceito de

~simetria de um sistema dinﬁmica sEja o conce{to de grupe, ja que &
poséfvel ter—-se conjuntos mais gerais (nao necessariamente Grispos?
para os «quais o teorema de Noether continua sendo valido. Por sua
vez, a segunda demonstra;go'apreaentada cumpre um duplo objietive,
pois a0’ mesmo  tempo  que fornece-nos uma  maneira simples de
general izar o twurema'para teorias mais gerais como 3 teoria de
campos, por exemplo, tambem fornece-nos uma maneiras sistematica de
encontrar as lgeis de conservagﬁo que deveran aparecer no estudo d&*
um dado sistema. ' ‘

. Finalmente, nos capitulcs 4 ¢ 5 estuda—se alguns exempios
praticos da flsica newtonisna e  da flsica relativistica,
respectivamente. Nao nos preocupamnos nestes capitulos em Fazer wmn
discuﬁsgolcompleta. Preferimos "ensinar a pescar', mostrando Comno
ohter as leis de conservacao &m alguna'casOﬁ_ﬁimples. '

Alem disto deixanos para o capitulo 5 a discussan de um
aspecto interessante da lei de conservagao da  energia, mostrando
que na  teoria  da rélatividade, dependaendo do modelo com que se
gsteja trabalhando, pode ser que esta "lei” nao se verifique, o que
quer dizer, entre outras coisas, que ha certos modelos desta teoria

N . . e ’
Nos quais a energia do universo nNao € conservada.
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PRELIMINARESTS

-

Vamos inicialmente introduzir os conceitos de que faramos
- . ar . - . - +
weo no decorrer de nosea exposican. Nozsso objetiveo principal e

—d3

fixar a notacio que usaremos & vamos portanto limitar-nos a dar as
definigoes e a enunciar (muitas vezes sem demonstrar) os teoremas

qUE Precisaremnos.

i.1. VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

Seja X um espaco topologico dE-HaUSdDFfF. Um sistema de
coordenadas locais de dimensao n de X ou uma carta local de
dimenéﬁo n de X ‘& um  homeomor fismo ® U= U de .um
subconjunto aberto U de X em um.subconJunto aberto U do ",
S= X e coberto pelos domninios de-sigtemas de coordenadas locais
de dimensao n, isto €, se tods ponto de X pertence ao dominio de
uma carta local de dimensao n, dizemos que X € uma variedade

topologica de dimensao 1.



No que segue wvamos nos referir a umza carta llocal de
dimensao n de- X A(respectivamente, sistema de coordenadas locais
de dimensao n de X) simplesmente por carta local (sistema de
coordenadas locais) ou ‘apenas carta (sistemé de coordenadas),
deixﬁndo subentendida sua dimensao. Além disto, a fim de evitar
confusoes, vamos seguir a notacao usual e dengtar uma carta local
de X POF LM PAr (U,¥), especificando o dominio u do
“homeonorfismo ¥ que e chamado vizinhangca coordenada de ¥. Se
K’EIX' esta na vizinhén;a coardenada de ¢, isto e, se x € U,
‘diz—ée aue (U,®) € um sistema de cagrdénadas locais em  x.

Chamamos dé Funcaes coordenadas de X na carta v,%)

as funcoes ! = a' o9 (i=4,...,n), onde &' B" 9 B &s3o as

funcoes coordenadas usuais  do r", isto &, se
_ { N, r @h ~ i i ' .

P E (P ,aeu,P ) ER’, entao a (p) = p . Usaremos tanto (u,®

i f : . i :
auanto (%7, ...,% ) ou simplesmente (' ) para referir-nos a uma

carta local (de dimensao n) de X

Dizemons que duas cartas (de dimensao h) LUi,?i) e

(Uq,?é) sa0 compativeis ﬁé as aplica¢8é5 (ver fig. 13
-

PN U S LN U

¥ o PE Cu,nN u,.)

?E(U i 4 2

1ﬂ Qz) =+ ¥

~ [ £+]
sa0 de classe [ .
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Um atlas <{(de dimenszo’ ) gobre_ - X & um conjunto
A = {(Ui,?i),i € I3 de cartas locaie de dimenszo n de X (I &
algum conjunto de Indices, wusualmente . I C W) qie satisfars as
seguintes cnndigEeg
i X = U'iEI Ui', iato é, os dominios Ui cobrem X
e
ii) quaisquer duas cartas em & sao ccampat{vr—:ie.
Dois atlas e A, sa0 equivalentes se g somente

i 2
se Ai U ﬂz' € ainda um atlas. Uma.estrutdra diferenciavel

4a
v

) ’ . A . L
sabre X e uma classe de equivalencia de atlas sobre X. & uniao

dos atlas em &, &, = (A/8 € §) e o atlas maximal de X. Se 4
A atlés sobre X, a uniao de tadds os atlas egnivalentes a A

chamada estrutura difercnciavel gerada por 4.

’
e

L
e



. - . F \ ~
Uma wvariedade - diferenciavel de dimensaon n (on

simplesments variedade ) & um par (X, %) onde X € uma variedade

L -]

E) B . Ll 4 . . L
topologica de dimensao n e e uma estruatura diferenciavel de

dimensao n sobre Xe Usualmente omitiremos a estrutura

. . 4 : . N
diferenciavel 3 e ESCreveremos apenas o0 conjunto subjacente X
para designar a variedade.

Um subconjunto Z de wuma wvariedade X & uma

-f

. ) r . 4 .
subvar iedade se todo ponto # € Z -esta no dominio de uma cart=

-~

(UB,¥> de X tal que

¥ un 7R % Cad

PO = Gt Lt ., a" ),

n-a .
- IR . £ facil ver aue as cartas

= = Z . - i

(G,Fy onde U=U0Z e % : 0B por Fxd = Gi,uee,nt ™y

. : ’ .-
onde a e um elemento fixo de

L .
formam um atlas sobre Z. Se Z ja tem uma estrutura de variedade,
’ . C L
ele € chamado subvariedade de X se lhe pode smer dada uma

. . \ T .
estrutura de variedade ganivalente a estrutura ja existente.

i.2. APLICﬁCﬁES DIFERENCIAVEIS SOBRE VARIEDADES

Sedam X & Y variedades de dimansao ne m respectivamente.
Dizenos que uma aplicagao g:X =2 Y ¢ de classe Cr sg para toda carta
tocal (U,¥) de um atlas sobre X e para toda carta local (V,¥) de um

atlas, sobre Y a aplicaggn @ =¥ og@o ?_i - chamada representante

de ¢ nas cartas (U,?) e (V,¥) - for de classe € .
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(Fig. 2)

, roo ..
X 4+ Y gseja de classe 0 e suficiente que para

Para que ¢
todo x € X exista uma carta local'(u,?) em ¢ e uma carta local
(V,¥) em @) tal que ¥ o ¢ © pi seja de classe C . De fato, se
¢- & de classe O em relacgo a Eﬁta; cartas, entao ela € de c}asge
br em relacao a quaisquer cartas (U,P7) e (V',¥’) de X e de
Y résﬁectivamente que agjam cpmpatfveis com elas, pois A represen—
tante de #Inas novas cartas, ﬁ’lx ¥ o g o ?’—1, pode ser escrita

1

Yo oo tyo (p ot

= (¥ o ¥

e como por hipotese ¢ = ¥ o ¢ o ¢_1 é de classe C e ¥ o pd
o=l _ w Y .
e P of sao de classe C , segue que ¢’ & de classe C .
Em particular, se Y = R e ¥ = id,, obtemos a

de?ini;go de diferenciabilidade de uma ?unggo i sobre uma variedade

.X. 1sto €, uma funcao f : X 3 B & de classe " em %€ X se
existe uma carta laocal P de X com ®x £ U tal gue a
representante de Ff nesta carta, F=fFo Pmi, & de classe Cr.

1

0 termo fuUnNCao Sempre Sera EmMPregado -para  designar  uma

. el . . . t .
aplicagcaoc que tem o conjunto dos reais comnp contradominio.



(Fig. 3

. r . bt
A inagem reciproca ou retrocesso de uma fungcao g Y -+ ?

. - . N ' ,
por uma aplicagac & : X =2 Y, onde X e Y sao variedades, & a

. ~ ¥ - o
aplicacao ¢ g @ X 2+ R definida por
* .
¢'g =go ¢
{a mesma de?iniczo ¢ aplicavel se g:Y = Z € uma aplicacan sobre uma

- variedade Z).Pade-se provar que §:¥X 2 Y & de classe Er e & somente

s& ¢*g ¢ de classe C' para toda funcao-g:Y - R -de classe c".

(Fig. 4)
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E

Dizemnns que -uma ap]icacﬁo Y La,bl » X, La,bl C R, g
UM3 CcUrva diferenciavel (de classe C' ) em X se ¥ pode ser estendida
de modo a dar uma aplica;ﬁo de classe ' ¥ ¢ Ca-£,b+&] -+ X para
algum €50, tal que ¥(t) = ¥(t) para todo t € Ca,bl (hd necessidade
de exigir-se esta'extenggo a fim de se poder falar de diferenciabi-
liQade da curva nos extremos do intervalo).

Uma aplicagao g I X =Y & um difeomarfismo de classe

t ¢ i -
C se ¢ & uma bijegao € se ¢ e @ sao de classe C . A

i A i ’ . s ’ e ) A .
existencia de um difeomorfisme & a relagcac de eguivalencia natural
i . . . ’ . ~ Y ,
para var iedades; ¢uas wvariedades difeomorficas sao identicas en
todas as propriedades que digam respeito somente a suns estruturas

comg var icdades.
1.3. CALCULD DIFERENCIAL EM VARIEDADES

T Seja X uma variedade, x € X um ponto de X, e vamos
deﬁotar por Cer,x) o cunJuntﬁ dasg Fun;aesjde classe c” conm
domfnia em alguma vizinhanga de M. Dada uma.cufva ¥ 1t = ¥(t),
podemos consltruir ugama ?un¢50 linear Y*(t) : CF(X,?(t)) + R cCono

segue: se £ € CU(X,1), x = ¥(t), entao

Y (UIFD = d (F o ¥2(E).
- dt

’ . Ead . ] ’ ol . . .
7*(t) ¢ uma derivagao, isto e, e uma fungzmo linenr que satisfaz a

regra de Leibniz:



7*(t)th] = 7*(t)EFJg€x) + F(x)?*(t)cg] , ¥ +,0 € c’(x,xn.
Esta derivagao linear faz tudo que se reauer da “tangente a ¥° €
suhsequentemente vamos mostrar que a toda deriva¢50 Tinear esta
associada uma curva {(de fato muitas curvas) da maneira acina

descrita.

Se ¥ € X, uma tangente a X no ponto b e uma
— aplfca;go v, ! C"(X,x) » R tal que
; i) v.Eaf + bal = av [Ff3 + by Lgl

li? vxtfgﬂ = VKE¥39(H) + f(x)vKEg] .

'quéisquer que sejam a,bh € R 2 gqraisguer aque sejam f,9 € C?(X,x).
As tangentes em um ponto 2 € X formam um espago linear. Em
virtude disto, uma tanaente no ponto ¥ & X & tambem chamada um
vetor tangente a X no ponto ., 0 conjunto de todos os vetoreé'
tangentes em um ponto E.X é_chamado ESPRACO vetorial tangente =
X em # & e denotado -fKX,

S (K ,.aa,d ) sac0 as funcoes coordenadas de X  em uma

. . -~ i
carta (U,¥), a derivada parcial en K com relagao 2 ¥,
a . 23 | , é o vetor tangente definido por
5-‘2( . { K

Y

3 i(‘F o vy )y,

da

a . [+1

OFf. (%)
ax

qgqualguer que seja T € c“(x,x).



. Ly | ' |
. B <i//// <j///7
| ry
T
. | , x

(Fig. &)

E facil-ver ce gfi(x) E ﬁﬁ._(delta de Kroneckeri & que
»

. - : i . . .
o conjunto 8/8% | > ¢ linearmente independente. Vetores

Fay

tangentes estao completamente caracterizados pelo seguinte

TEOREMA 1 : : Le _(xi,,.,,xn) T £unqges coardenadas em M € X

& VV é um vetor tangente nesie pontao, erntaa

n .

2
v, = L (v Ex'])gw = v (x) Q_l[
i =4 ax x|
™ 4

onde v'Go = v [x'.

Vamos usar a Convencgo de Einstein, subentendendo a soma

! . -
sobre 0s Indices repetidos.
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Vamos amitir a prova deste teorema, # qual Nnao nos parece
importante aqui. Note que o teorema afirma basicamente que um vetor
tangente pode ser escrito como combfna;go linear das derivadas
parciais em re]a;go as fungoes coordenadas. Como além disto o
conjunto {B/Exilx} e linearmenté indepeﬁdente, ¢le forma uma base
para o espaco tangente a variedade no ponto %, a qual € chamada

-t

base natural € temos ainda qige

CORDLARIY : A dimensac de T X é igual & dimens3c de X,

dim T X = n 3 -
b

Ja definimos-cr vetor ?*(t), tanéente A curva ¥ no
ponta. ¥Y{(t). Dbservamos ngora _que tﬁdo vetor do espago tangente a
var iedade em um ponto & tangente = alguma curva passando por este
ponto. De +fato, em vista do teorema aci&a deve sor poasfve]

expressar o wvetor Y*(t5 comno combinacan linear dos wvetores da

base natural, isto e,

Tt = v iGod | .
B |
Y(t)

. L) ~ . ' i ’
Aplicande este vetor a funcao coordenada xJ, obtemos

SNQ caso de uma variedade Ck {que nao definimos) o espago

das derivagoes tem dimensao infinita- e o espaco tangente deve ser.

definido como o espago gerado pelo conjunto (B/ax']x}.



i1

v*ct>cx43 = gl (v e .

Por outro lado, sabemos que

7 (HEx? 1 = axd v e,
3 — .
dt
de modo que
- | viveen = dvdct,
' dt.
onde ¥4 = x! o ¥, Assim, dado um vetor tangente v qualauer en

w

um ponto x € X, a smlyégu da equacﬁo diferencial acima permite-nog
_ encontrar =as comhqnentes VJ(t) - da curva a qual este vetor &
tangente. Oz teoremas de exiﬁtgncia_local de_so]ucEEE de equacaeéﬂ
:diferenciais ordinarias nos_garantem.a existéncia desta curva 4.
& aplicacao derivada.ou =) di?erentiai de uma aplicacmo

¢ : X2 Y €& @ aplicacao @

% ‘-TMX +'T¢(K)Y dada por

o o _ .
'(¢*VK)£9J = VK[Q o @J = VXE¢ g1,

. ' L . ~
qual quer quE Sseja g : Y+ R, Claramente, ¢* e uma aplicagao
lingar. Além disto, se vx & tangente & uma curwva ¥ no ponto

Y(t), entao ¢V, € tangente & curva ¢ © ¥  no ponto  @(Y(t)),
isto é;

-¢*(7*(t)) = (¢ o LRI

460mo 0 teorema vale apenas localmente, a unicidade da ﬁolqub
somente esta garantida em uma vizinhanca do ponto o= ¥Y(t) E na
. LY . F
verdade teremos muitas curvas as quais um dado vetor e tangente.

s




i2

(Fig. &)

F R r . . ) ’
E facil ver tambem que vale a regra da cadeia, isto e, se

X+Y e ¢_ Y3 Z, entzo
. [

By 0 b0, =8, 0@, .

i = * 1%~

D R uma aplicacao, (T om0 )
i

Agora, sejam’ -
fungoes coordenadas em x € X e (y',...,9 ) ftungoes coordenadas
em @) £ Y. Escreve-se um vetor Wa ¢s0) tangente a Y no ponto

¢() como

= ! (R ()8 'i‘

W
@ () Y I}
g G0
i , - C o - ' . i - )
.com F (@ (s wm(x)tg 1. BHe, gm particular, w¢(x) ¢*vx, onde

o+ -~
v, € tangente a X no ponto X, entao



i3

i . . i i
w (d()) = Wi (1 [y 1 = (¢*VK)L3 3= yxcg o ¢1.

Entretanto, como vx = vJ(x)B j , segire que

Ix%
®

w' @GOy = vy
I

vod) (),

“ou definindo Aj(x) =8¢, com ¢ =4' o ¢,
3 .

i
i '

o
o

w'(¢fx))_2-ﬁj(x)vj(x)

-

s
e tambem

Gov? Goa | .
¥ o J a'—'“s
T e

. i . . . : ar "
A& matriz EQJ] ¢ evidentemente a Jacobiana da transformacao linegar

- ~on J i
¢*.TEX - T@(K)Y em relacao as bases {B/0x ix} de TKX e (B/8y | 3

& ()

¢(K)Y'

0 posto de ¢:X - Y no ponto x € X é. definido como senda o

de T

posto da matriz Eﬁjﬂ. Un pontao - € X & chanado ponto critico de ¢

s¢ 0 posto de ¢ em x & menor do que p = dim Y. Caso contrario,

s

dizenos que » & um ponto regular de . Se¢ x € X ¢ ponto critico de
¢, dG & chamado valor critico de @. Outros pontos em @ (X)
sao valores regulares, isto €, Y €Y e valor regular de ¢ se e
somente se X é.um ponto regular de ¢ para cada x € ¢ *(y).

s

¢ o . : ’ e
Se ¢ X 3 Y e um difeomorfismo, entao @u & MM

“ . '-.j nr ~
isomorfismo, desde que ¢* o ¢* e ¢* o ¢* sao a transformacao
identidade. A generaliracao do teorema da Funcﬁo inversa para varig

. . . . . ~ . ’
dades fornece—-nos o inverso desta proposicao localmente, isto e,
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Sejam X e Y  variedades diferencidveis e seja

TEORENA 2.

¢ @ X~ Y uma transformagao diferencidvel, fAs seguintes

L) b ~ . -
af irmagoes sao-equivalentes

i) ¢* ﬁ(X)Y e um isowmorfiswoe [inear

ii)y ¢ é um difeomorfismo local em w & X.

T X3 T
H

r F F . . . ~r
Tambem- e possivel generalizar o teorema da funcao

P A . -
implicita para variecdades:

TEOREMA 3 Sejam- X e Y  variedades diferencidveis ocom

dim X > dim Y . & seja @ : X Y- uma transfoermagao

diferencigvel | Seja 1w’ € ¢(x) e defina

X© = T Gy = {x € X / plx = %3

Se para cada x € X a aplicagac ¢* E T X = Tﬁ(")Y
& gobre jet fva, entac X! tem uma estrutura de variedade
éuja tepologia subjacente € a topologia re!ati&a de X'

em X e na qual a transformagac de inclusac X' =+ X &

diferencidvel . Rlén diste, dim X' = dim X - dim Y.

Un caso particular importante da aplicacao derivada e

T X -+ R
e

‘aquele em que Y = R, Definimos entho o diferencial dFlw

de uma fungae f @ X - R por

d¥|x(vx) = vfo].
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Note que, rigorosamente falando, esta aplicagao nao coincide com a

aplicagao derivada de §, F T X+ T que esta dada por

* F(x)m

'(f*vx)tg] e vng o Fj, ¥ g : R >R,
De fate, pode-se mostrar que

f v, = dflx(v

*® x) %¥ !
- F(:2)
onde d/dt]f(%} € o vetor tangente a reta no ponto F(x). 0

. . A - .
tsomor Fismo canonice Ad/dt = A entre o espaco tangente & reta  em

. + - + : . . .
um  ponto € & propria reta € o que nos permite identiticar as
! . : e - '

. a~t . o}
aplicacoes f, e df .

A trana?ormagﬁu df]x : T%X + R & uma trans?ormacﬁn
- N . - ) - 4
linear do espago vetorial T%X no corpo R dos nimeros reaiz e &
) &
portanto um elemento do espaco dual de T X que e chamado espago
) e

. . P 3
vetorial cotangente de X no ponto  « e & denotado T, X«

Pt

Elementos de T X sa0 chamados vetores cotangentes ou vetores

covar iantes ou formas diferenciais. Em contrapartida, costuma~ge
usar o termo vetor contravariante para designar um vetor tangente.

Dada uma base €e | ,...,e | > de T _X, definimos a base
Ll

ilx n'x
il *

dual (@& y

n .
ceens@l 3 de T.X exigindo que

PN

=
o | . bl ’, - - b
Situagao analoga ocorreu na definicao do vetor tangente a uma

Curva ¥ no ponto Y (&) quue denmotamos 7*(t), identitficando o

* LY . ) - -
espaco tangente & reta com 8 propria reta. & rigor, deveriamos

denotar este vetor por Y _(dsdt|.).
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ﬂil te. | ) = 5?.

Se (U7 nma, ) saa fungoes coordenadas em X, vx € TKX e

£ X R, entao

df] (v ) = v EF1 = v GO BF GO
Fh * ax

e verifTicamos que se, em particulzr, f = e v = 0O . » Entaoc

L)
e

i
o

° » * * . .
de modo que {dx' |\‘) € a base de - T X, dual da base -{B/B:{‘JI‘{) de
. . . i*
T X e podemos expressar uma fTorma diferencial @ € T X Come

H4 Hd b4

.. ~ . i
comb inagao Lsnear dos - dx I

s
i

[~} = W

. [ Godx |

xl

i . n
onde Ni(x) a2 Hx(a/ax |x)' Aplicando esta exXPressac a V.. abtemos

@ (v ) = & (x)v ()
X ™ i

£ s & dfl , ctoncluimos que

X b4



7

. [
isto &,
i
dff, = 8F. G dx |, .
8y
Finalmente, vamos estender o conceito de retrocesso de
uma fungao para Fformas diferenciais. Se @ © X 2 Y ¢ uma aplicagao

. , . ¥ s . ,
diferenciavel e se mﬂ € TSY e uma forma diferencial em 4y = §(),
n . *® , . .
.entao o retrocesso ¢ NS de 65 sob ¢ e a forma diferencial em
»
TyX tal que

* '
¢ ﬁﬂ)(vx) = ﬂsfﬁﬁvx),

para todo v & T X.
. i ¥ ®

1.4. CAMPDS TENSORIAIS
i.4.4. ESPACO TANGENTE E ESPACO COTANGENTE
Seja X uma  variedade de dimensao Ne A uniao dos

. : *
espacos tangentes (respectivamente, cotangentes) Txx (TNX),

1 € X, para todos os pontos de X forma os espacos

T™X = U T X
REX °
e
™% = U X,

x€X



ig

* s
Para v € TX e @, € T X, denotamos respectivamente
por .
I TX =+ X
(x,v ) -+ x
®
e

4 :'r*x-+x

(3,6 ) = 3
w!

as projegoes naturais que associam ao vetor tangente (cotangents)

_ . ‘
v, € T X (8@ €. T X)'sua origem 3 € X.
e Y] TR 3’ )

. L . y [ X .
Uma estrutura diferenciavel para TX e obtida comd segue

(a cons@ru;ﬁo para T:X' ¢ similar e serd omitida). Seja
« R o= {(Ui,Wi),i € I3 um atlas de X. tada homeomor f i smo ?i induz
L un cisomorfismo ;an&nico ?i* . Tgk -+ RD (T'P(}()!Rn é‘canonicamenté

isomorfo ao R") ¢ definimos a aplica;go'tangenﬁe TWi de ?i por

T¢i : TUi -+ ?ikui) x R
(x,vﬂ) - (Wi(x),?i*(vxk),

onde TUi == Nmi(Ui). As aplicacoes T?i ﬁgn_hqmeom0r$iﬁmmﬁ dos
abertos TUi < TX nos abertos Pi(Ui)'x R, Além disto, os
Idomfnios TUi cobrem TX € se (Ui'wi) ® -(UJ;WJ) sao cartas

compat iveis de X, entan (U, TP e (TUJ,T‘PJ) san cartas
compatfveis de TX. Assim, o conjunto T4 = {(TUi,TPi),i € I3 & um

atlas de TX que tem portanto uma estrutura de variedade
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diFerenciével de dimensao _2n e e chamadq 0 espago tangente da
var iedade X. Evidentemente ¢ conjunto T*X tem também uma
éstrutura de variedade diferenciavel de dimensao 2n e é chamado o
éspaﬁo cotangente da variedade X. Alem disto, tanto TX quanto
T*X sao fibrados vetoriais 6 sobre X, motivo pelo qual sao também
chamaﬁos, respectivamenfa, de f}brado tangente ¢ fibrado cotangente
de X.

Agora, sobre um ponto x € X podamns construir ainga o
'espaco Tr(x). dos tensores de tipo (r,s) sobre x € X, o gue &

5

. ) L ) n . 4
feito do mesmo modo que s& constroi tensores sobre o R, Isto g, o

N
s

. t S ¥
produto tensorial @ TKX@ T X de r espagos tangente en e &
. ’ - . X
espag0s cotangente e M e o conjunto de todas as {formas

multilineares sobre o produto cartesiano

Pode—-se mostrar que o conjunto

tem uma estrutura de fibrado vetorial (e vortanto de variedade),

sendo por isto chamado o fibrade tensorial de tipo (r,s) sobre X.

Note que, em particular, Tgx = X x M {por conven;go), T?X = T*X
£ . .
g TOX = TX.

Y . . ~ ’ - . e
0 conceito de fibrado nan sera definido aqui uma V€I 9ue nao

faremos uso dele diretamente.



{.4.2. CAMPOS TENSORIAIS
im £ampo tensorial de tipo (r,s) sobre X € LM

. ~r . . r " .
aplicacan diferenciavel 8 : X - TSX qie associa um tensor de tipo

(r,sf a cada ponto de X e tal que (ﬂ; o 8){(x) = x, qualquer que
seja  » € X, onde N; : T:X 4 X & a proiecao natural do fibrado
TgX ?. Em particular, se r = s = 9, © campo € chamado campo
escalar; se r = @ e s = f, campo de i-formas e se ¢ = i e

g = @, campo vetorial.

Tx)

(Fia. 7)

. _ . . _ . .
A representagac local de campos tensorizis leva-nos a

L) # .
nogao classica de tensores. Se (U,¥) denota uma carta local de X

com funcoes coordenadas e, onn k™), entBo as bases ¢asax'| 1 de

o

i .
TX =& {dxilx} de T X fornecem uma base para T;(x) pelo
Fay Y B -

-

Em wvista da +fig. 7 acima, costuma-se definir um campo
tensorial de tipo (r,s) sobre X como sendo uma secao transversal

diferenciavel do fibrado de fipo (r,s)- sobre X.



Jim s

s-uplo produto tensorial dx¢ . @dx & o r-uplo produto

| i i
tensorial (8/8x )®...8(8/8x "). Assim, se 8 € T'X & um campo

tensorial, temos

J g
& = 8§ i

® W M i .
A Yaaodx le. . @dx Ses | e, ..08 .
dgenndg 3y By'r

Em outras palavras, as componentes de § relativamente a basa

ot 3
d){ m---wd}( ma___ muuu@a___i Jl ik"jkxi,-..,n +
Bt 2% r : ‘

-~ 4 -~ . o .
Sa0 as n fungoes diferenciaveis

Ii..-,[’

_ S J
S =S a .. j!.tpa_.- ,d:’: i;nau;dxsln

Yt Bx

. 4 . 4
Em particular, se v g um campo vetorial e @ € 1m

campo de i-formas, entao

S v}(x)g_.
v

e
i
A = ﬂi(x)dx '
i e ~ : ,
onde v e Ni sao fungoes sobre a variedade.
F
Se (3/8x% 3 & outra base de L e facil ver que

podemos escrever



22

8 . = a. ()8 _ , ,
! O
ko _ Ko . . , » P e e
onde EaiJ = [By /8w ] & a Jacobiana . da tranformagan
@/8:¢ ) 5 (@/0x"). Também se pode verificar que se cax' 3 & a

4

base dual de {afaxk 3, entao

- . . .
. dx? = aj,cx)dxl ,
onde ai, = (a“i)} +» Como v o= v'(x)a/axj = vk (x)afaxk &
: - A CR ) . -
o = NJ(x)de = Nl,(x)dxl ; SEgUE que
: ,
|
| e = @ Govloo =
! ' .

g que

“yo(x) = a{,<x>ujcf>.

4

Mais neralmente, se 5 € um campo tensorial de tipo

(r,s) sobre X, entzo a equa;ﬁo

K] awul J g k! Ko i waai
§;5 St = 3,7 wew 2,5 w0 L, a” st
1" %'y i i poodytredg
J | k! . .
onde Ealel p = 4,0u.,8) e Eaiq]- (op = §,auu,tr)} SACQ  COmO
P a

acima, expressa a lei de transformacao das componentes deste campo

. ' . rd
tensorial das bases (2/3x') e Cdwd PAFAa AL bases (3/3xk } e

.
(dxl Y, conforme estabelecido classicamente.



1.4.3. CAMPOS VETORIAIS

As operacoes definidas para vetores covariantes e
contravariantes em um gonto da variedade podem ser estendidas

naturalmente para CAampOs de . i—-formas e CANpPOS vetoriais,

respect ivamente. A ac%o de um campo vetorial v © X = TX sobre uama
«fungao f : X+ R fornece-nos a Funqgo vi+l @ X 2 R definida
PO
T CHAVEFII () =-wv [FD,
) X
onde evidentemente v, = v(x). Alem disto, se & I X - T*er
800 = e, ¢ um campo de f-formas, definimos a funcio (v} | X -+ R
por
(W) () = @ (v ),
SR

qual quer que seja  x € X.
Dados dois campos vetoriais v e w sobre X, definimos
BHA SOmMA v + W por

(v + wiEF1 = v[F1 + whf3,

onde F X2 R €  uma funcad. "Também podemos definir a

multiplicacgo de v [ X 2+ TX PO uma ?unggo g ! X+ R por

(gvICFI = g(vl§1).
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- - co
0 conjunto H{X) de todos os campos vetoriais C sobre  uma

variedade X Jjunto com as operagoes de soma de campos e produto de
o w - - L
wn campo por uma fungao (de classe O ) constitui um modulo sobre o
~ o ' L
anel das fungoes de classe sobre - X. Um conjunto de n campos
vetoriais diferenciaveis lingarmente independentes qgque farma oama
F ra . r
base para o modulo HU), U< X, 8 chamado um referencial movel
(tal conjunto pode nao existir globalmente).

Podemos dar ao modulo HXH) uma  estrutura de é]gebra

detfinindo o colchete de Lie de campos vetoriais por
Ev,wl = vw = wvy,

onde a Justaposigan deg campos wvetoriais signitica svidentemente a-
, o~ ~ . e -, ’ . I = 1
composicao de sua acao sobre fungoes, isto €, (vwd)ffd = lwl+13 V.
hind + ) . e ) .
Note que v nao e um campo vetorial (nao satisfar & regra de

Leibni=) embora o colchete e Lie de v & w O s&£ja.

A multiplicacao définida pelo colchete de Lie

T

m.,

distributiva com relacao a adigao de campos vetoriais e
. . . ~o . _— . . .
anticomutativai ela nao € associativa, mas satisfaz a identidade de

Jacob i
Evi,Eva,vajl + EVS,Evi,VEJJ + Eva,EvS,vi]J = Q.

Fi . b . +
Un modulo Junto com wuma operacao interna que satisfazr estag

propriedades multiplicativas € chamada uma élgebra de Lie.

?Naturalmente o colchete de Lie somente esta definido na

. Lnd . . .
interseccao dos dominios dos canpos vetoriais v & w.



il Sk

e
Gao

A imagem de um vetor num ponto % & X por uma aplica
diferenciavel ¢ X =Y foi definida pela igualdade numérica
(¢*V)HE93 = vxfg e ¢1, que desde que @ seja inversivel pode ser

escrita como
((¢*V)Eg])(u) = (vllg © ¢1)(x) = (ylg & ¢3)(¢"1(5)),

- . ’ . - ’
CAsS0 em que a imagem de um campo vetorial sob ¢ e definida pela

ﬁfunggo igualdade _ .

(¢ vILgld = vig ® ¢ o ¢-_i.

' N . s ' r . -
Se v e um campo velorial diferenciavel de classe sobre X @

s . ) . r+q ~ ’
s @ I X2 Y e um difeonorfismo de classe C , entao ¢Mv € um

#r ¥

. ‘ ¥
campo vetorial de classe C sobre Y. Contudo, se ¢ nag =
. s . R b £
IRVEFSI VEl : =N I Maaaem e L% sOb ¢ nao &, |~ H] QE‘I"E‘t] N By CampPro

. ; - i . ~ : . 7
vetorial sobre Y. Se ) existe mas nao e diferenciavel, a

. - Lol L . .
imagem nao & diferenciavel.

-

. . . ! .
Analogamente, podemos definir a imagem reciproca de um

campo de i-formas © € T*Y pela Fungao igualdade
.* _
@arcvy = a@ vy o ¢,

onde v € um campo vetorial aualquer. Note que diferentemente do que
aconteﬁe com campos vetoriais, a expresﬁgo da imagem recfpraca de
um.campa de i-formas nao envolve ¢_f. Lom relagao a isto, campos de
vetores covariantes sao mais interessaétea do que campos vetoriais:

.

* ’ . .2 "~ . L
70 & sempre um campo diferenciavel se @ e ¢ sa0 diFErenc iave!s.
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&,
/f—’\
Y vy
T X : .Y
/_ﬂ\
e w,
X Ty
(Fig. &)

Para terminar esta $€Ca0, vamos general izar conceito de
imagem de um campo vetorial para tensares de tipo arbitrario. Para

isto, definimos a imagem ¢ _F de uma fungao f Y-+ R por  um

*
difeomor fismo ¢ : X 2 Y como sendo a fungao
[+ “1
dF = fed 7,
L # 4 A'—i % ' i oL .
iste e, w*f = (g ) f. Tambem precisamos definir a imagem de

* * .
o €. T X . como sendo ¢ campo de  i-formas '¢*@ €ETY tal que se

W= ¢*v, entao

- -1
(¢%m)(w) = m((w*) Wi,
Ol s5eja,
* -1
e."*u = (¢ ) T@.
Quando X =2 Y, dizemos em vista das de?inigaes acima que o
di feomor fismo ¢ induz um arrastamento de Fformas ¢ vetores. bDe

. , % : . )
maneira mais geral, s § € e Txe 17X & um campo tensorial de tipo



{r,s}, o campo tensorial arrastado pela aplicaqgu d X = X € o

campo tensorial ¢“S € @rTX@ﬁT%X tal que

: "
patra quaisquer vi ETX (i = 1,00.,8) € auaisquer MJ € T X. Eviden-

temente, se {ei} ¢ base de TX e {GJ} & a base dual em T*X e Ge

i J J

.-.i .

s=51 'ale e8¢ @, .0 ,

‘ . Ji...JS . ’i ir_
entao
ii-uui_ '_i J.i JS
¢ .5 = {8, oo @ (p 8 "2@,..@(¢3 8 )@ e, 10, .8} . ).
* Jgmeedg T % * * iy 3 ”
Lt i : -

1.4.4. FORMAS DIFERENCIAIS EXTERIORES

Um campo tensorial p-covariante totalmente anti—-simetrico
€ chamado uma p-forma (diferencial) O uma forma de grau p. 0
espago das p-formas (de classe Ck) sobre uma variedade X & unm
submadulo AP () do madulo {sohre o anel das Funcaas Ck) de todos
os campos tensoriais covariantes (de classe Ck) sobre X, Ai(X)
denota o espago das p-formas en 2 € X. Uma forma de grau P
sﬁperior a dimensao n da variedade & identicamente nula Poraque as
inicas componentes nao nulas de uw campolp—£enénrial totalmente
canti-simetrico sao aquelas em gue todos os (ndices sao diferentes,

situagao que nunca pode ocorrer e’ p ) n.
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0 produte exterior (produtoc de Grassman) a de  uma

r : N -~
p~-forma e uma q-forma € umz aplicacao

A (APOO LAY o APy
(a,B8) -+ a A B

definida por

(anﬁ)(vi,..,,v Y= i E(sgnﬂ)ﬂta(vi,...,vp)ﬁ(vp+i,...,v

)1,
P+q P'ql T

p+q

‘onde v, €TX e 7 e uma permutacao de (4,2,...,p+q). Note que
em particular, s&8 & e A gao i~formas, @ a B =a & B8 - A @ a,
Segue dn de?ini;go qug o produto exterior satisfaz as

seguintes propriedades:

) (@A B Y AY =a . (BaY

i)y a Al(ﬂ + f) w @ A B +a ¥
(a + 8B) a ‘f'm_a.a ¥+ B8 Ay

iii} f(a a4 B)Y = fa A_ﬂ = a A 8

ivy aa = -0V B A a se a€A’x e Be A

F [ . . hivd 33
Uma i-forma & tambem chamada Torma linear. Hma fungao £

sobre X pode ser considerada ou um @lemento do anel sobre o qual

o modulo  AX) esta definido ou uma @-forma. 0 produto de uma
_%orma & e uma #uncﬁo ¥ egcrev9“5e.? A a = fa,

A dimensao do ESPAL O Az(X) ¢ igual =ao coeficiente
binomial (3) = n!/n=p}lpl. Em particular, o espago AQ(X) das

. & . . .
n-formas sobre = € X e unidimensional.
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. . . Ik . I
Seda 4o  uma p~forma. diferencial de classe O (isto e,

. ~ -~ . . .

suas componentes di .i © osao funcoes diferenciaveis de W de
i LIl p .

Yo U operador de diferenciacao exterior d transforma

uma p—~forma de classe Ck em uma (p+i)-forma de classe Ck“i

clasae Ck

chamada derivada exterior de @. d tem as seguintes propriedades

i) d é linear: d(a + B) = da + df
d(ra) = Ada . ,A constante

i) d(@ a B) =da a B+ (~0)Pa aA dB , p = grau de «

- £ ° I + -
vl se ¥ ¢ uma ©O—formam, d¥f ¢ 0 diferencial
LA .
erdinaric de ¥
~ 4 - .
v? a operagao d & local: se & e B coinciden

sobire tim cénjunto aberto . U, da = dB sobre L.
1.5. DERIVADA DE LIE

- I - I 4 . -
Seja X uma variedade diferenciavel. Dizewmos que uma
aplicacao

g X xR+ %
to# Y

8 MM grupo a um parametro se

N + . . f

i} ¢ e diferenciavel;

i) 0(x,0) = x ¥ x € X;

iii) CO(,5),t) = O0(x,s+t), ¥ xw € X, V¥ g,t € R,
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Estas condigoes podem ser expressas de maneivra mnais

conveniente introdurindo—-se as aplicacges at DX+ X dadas por

o {x) = o(x,t).

t
Para cada t €M, a aplicagao . ¢ diferenciavel, poisg
g =a e It’ onde lt & a aplicagaa diferenciavel 1t DX 22 X xR
dadé por
. : 1, 60-= Gt
" Alem disto, a condigho (ii) diz-nos que © = id , PDIiG
R . . [®] X -3
G,(x) = 00, t) 3.0 () = 0(x,0) = x.
Finalmente, a candiqﬁa (iti) acarreta que.
Te ° % T Tgast
Be fato,
(Ot o Gg)(x) = Gt(as(x)j
= o, (e 0x,8))

Q(ﬂfx,s),t)

i

o(x,a+t)

= os+t(X)'
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Note ainda que ge tomarmos 5 = —t na equacan acima

obteremos o, e 0 , =0 '= idy,, de modo que para cada t € R a3
. ~ ; . ' . -1 . ~

aplicacao o, ¢ um difeomorfismno g (Ut) = T - Dizemos entao

que a familia (ot € M)} de aplicagoes de X em X constitui um
grupo a um parametro G, de difeomorfismos de X.
Dado um grupo a um parametru: e I X xR =+ X, para cada

x € X podemos construir a aplicagao

. LT . r
que em vista da condigao (ii) & uma Ccurva dJue passa por e Esta
’ i ’ r . . . :
curva € chamada orbita de M gefrada pelo grupo e o conjunto de

’ , ' ’ . L
todas arg orbitas de todos os pontos. X formam as trajetorias de
G- )

i
Pode~se mostrser =& partivr de (iii) que por cada ponto de
’ A ) ¢ . A - .
X passa uma unica trajetoria do grupo a .um parametro @. Em vista
cdisto, esta univocamente determinado o campo vetorial v construido

- . ’ .
agssociando—-se a cada ponto de | X o wvetor tangente a orbita do

griupo por aguele ponto, isto é, em geratl

v(Gx(t)) m ggx(ta.
at
0 campo vetorial v e chamado campo vetorial de Killing relativo
A0 arupo {at't € Ry,
Reciprocamente entretanto, dado nam campo vetorial v

~ s ons e ' ) . . .
sobre X, ele nagp definira em geral um grupo, wmesmo local, de
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. . + . ’
difeomor fismos de X. Na verdade somente sera possivel encontrar unm
A ,

pseudogrupo  local a um  parametro aque induz 0 campo v. Unm

. A . . . L rd
psendogrupo local a um parametro significa que Ut naoc esta
definida para todo t, mas para cada x € X existe uma vizinhanca
Vix} - de ¥, um intervalo I(w) = {(~e{x),+e({)) ¢ W em torng de

zern € uma famili=m {at ;, ¢ E TG0)) de aplicacaea de X em X

tal aue wvalem as propriedades (i), (Cii) e (iii) acima «uando
el ¢ sy, sl ¢ =00 e [t+s! ¢ e¢xd). Em wvista desta
observacﬁo, o campo wvetorial \Y & tambeém chamado gerador

infinitesimal do (pseudo) grupo (loczal) £Ut.t £ Ry,

NHaturalmente, dado um campo wvetorial v obtemog 0
) _ A L .
(pseudo) grupo (local) a um parametro gue induz Y integrando @

equagao diferencial

do (t) = v(o (t)),
at -

motivo pélo-qual_as trajetorias dé-grupo sgo.também chamadas cUrvas
integrais do campo vetorial w. _

Agora, sejan {Bt s, £ € T(x2) - o grupo local de
ditfeomortismos de X que induz o campo vetorial v & seja 8  um
campo tensorial de tipo (r,s) sobre X. Definimos a.derivéda de

'Lie de S na direcio de v, denotada £VS; por

£5f = -d (6, 8) = lim 1(S] ~«(o
vox gt " * lieg et %

3,50,

t ®
Segue imediatamente da definicao acima, usando as propriedades de

(Ut)*, que
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i) £v preserva a valéncia, isto &, se S ¢ de
tipo {r,s), entao £.8 é de tipo (r,s)i

ii? £v aplica tensores lingarmente € preserva as
contracEES; |

iii) Regra de Leibniz: £Q(S@T) o (£VS)@T + S@(ﬂvT).

Sao0 de especial interesse as expressces da derivada de
Lie de Funcges, campos vetoriais e campos de i~-formas, pois junto
com a regra de Leibniz estas expressoes permitem-nos calcular a
derivada“de Lie de qualquér cutre tensor. Se fF: X2 R £ uma
Fﬁnqan e se Vv € W  sao campos vetoriais, segue da defiﬁiqﬁo dé

der ivada de l.ie que

e que

’ i ) 7 . . ;
Alem disto, se & ¢ um campo de i-formas, segue da propriedade da

derivada de LLie preservar as contragoes que

. o i i Ak
£ = (Yie T+ w e vl ~c' o yhHat,
R ke i k Jk ot
P o : : . .
onde Mk e v sat as componentes de L% e @ nas bases duais
k L i ~
87y e {ei} respect ivamente e ch_ a0 as chamadas constantes

de estrutura da base (e.}, definidas por
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Em particular, se gk = dxk e portanto €, = asay',
teremos
£ F = viop = iy,
F}E‘ ]
£ oy o= v'a.wJ - w'a. v’ a
v [ i i i Ty
e

i K

- i
£vu = [v Bim

Pl N ’ ’
E facil ver tambem aue na base coordenada terenns

0
[f' 2] =0V
v ERk]
e
r P |
[ﬁ dx‘J = B )
v K k

Assim, se quisermos, por exXemplo, calcocular a derivada de

Lie de um tensor da forma

8 =g' 2 Aﬂdxdﬁdxk,
Jk 5—:
M

a propriedade (iii) garante—hos e



o
L

.
0
B
~
*
w
St
o
&
o
%
[
&
o
x—
s

vk

‘4
1
| S

+ 8 2 ®dleE dxk),-
Jk v v

0 que significa gue

r . . . . 1 . .
£ 8§ = [vma s! ~s™a oo+ og! a.¢™ 4+ gl o UM 8 Qi @ax”.
) moJk Jit m mk Jm ki

- P . + . . - : b
0 conceito de derivada de Lie esta intimamente ligado a

~ . . LA .- . .
nocao de invariancia de campos tensoriais. Dizemos gue um campo

tensorial S sobre X g invariante gob um difeomordismo

'.'@:X-“)X se

¢ Slx = Sl¢(x)’

*

para todo % € X. Estendemos esta definigao naturalmente para o
. ' : : A

" caso em que se tenha um (pseuda) grupo (local) a um parametro {Gt}

. i . . L] . ~ . F

dizendo que 8 & invariante sob £Uf} se” a condigao acina e

satisfeita para cada difeomortismo Ty
Note entao que segue da definicao da derivada de Lie que

r . N Ll
s " 8§ & invariante soh £0t}, entaon

+ . - . N - ’
onde v € o0 gerwdor infinitesimal do agrupo. Inversamente, e
i . . . hivd
pogsstvel mostrar que se a derivada de Lie de 8§ na direcao de v
F

ot 4 . . - ~
€ zero, entao 8§ e invariante sob o grupo de transformacoss g9eraqo

pPar Ve
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f.6. VARIEDADES RIEMANNIANAS

f . . £ . N . F
Uma variedade riemanniana € uma variedade diferenciavel
- . . . ' .
X Junto com um campo tensorial 2-covariante conttinuo g9, chamado

£ .
tensor metrico, tal que

. ’ .7 .
i) g € simetrico

i) para cada x € X a forma bilinear g é nao

e
"

s

degenerada; desde que por hipotese X & de

dimensao finita, isto sianifica que
gx(v,w) = @ para todo v € TXX se¢ g somente
SE W = @,

Diremos que - tal var ietdade pPOGSM ] Hma estrutura

. . . I ’ . . s . I .
rigmanniana. Uma variedade riemanniana & chamada praopria & para

toda m € X
. g (v,v) > @&, Yv € T X, v # 0.
® - . x _

R F) . . . /, Lo .
Caso contrario dizemos que a variedade € pseudo—riemanniana ou que
. L . . . . I
possui metrica indefinida.
P P
D tensor g, que algumas vezes ¢ denotado ds™, dota cada

espago vetorial wa com um produto interno (vlw) definido por

wlwy = g (v,w), Yv,w € T X.
b "

i j i : .
S5e escrevenmnos g = g @& WGJ, onde (8 ) é um referencial movel em

IJ
* il ’ ot -
T'X, entag € facil ver que



a7
onde (e, ) é u base dual de (8'3,
A norma vl die um vetor o € Txx ¢ definida por
Nt ? = 9 (v.v) =g vV,

i ~ -
onde (v } sao as componentes de v na base {ei}. No caso de uma

, . = s . ’ .
variedade riemanniana propria, esta € a norma o sentido wsual.

L - 'u CT - . "' -
Caso contrario, Nl pode ser um nimero real ou imaginirio. Se
' : P . ’ - .

tyl = @ , & @& chanddo um vetor nulo C(isotropicol. Em cada ponto

¥ € X, os wvetores nulog formam um cone en TKX chamado cone nulo

(cone de luz): o conké nulwg consiste de todos os vetores v tais

i ’ ) - . ) . ., L
aue g, ;v ve = ¢. . Um vetor nilo e sempre ortogonal a si propric.
Un produto interno sobre qualguer espago vetorizl define
. . A )
um  isomorfisme canonico entre o espago € sed dual. Para um u

Fixo, a transformagao

(> 2 T X R

. ' v (u|v>
+ _* . Lol * r
e um elemento de T X £ A ASSOC IACAD u -y = (ul-) € N
: Y :
. - A . Fd !
tsomar fismo canonico. Em geral o mesmo simbolo 1 & usado para
. _ #
denotar tanto o vetor covariante u  auanto o vetor covariante u
’ ) . . . . M .
que € a imzgen de 15 pelo isomorfisme canonico. Note que se
. i N
o=y ei, entaog
* i .
. W= g, ou'8v.
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i o~ ' ] ~
Os u sa0 chamados componentes contravariantes de U e os u, GRAD

chamados componentes covariantes de i elas estao relacionadas por

iJ e .. . . -
onde os g J sa0 o8 elementos da inversa da matriz Ca. .1,

i i ) i
T a'teg =8, .
Jk K
. , , A *
Por meio do isomorfismo canonico entre T%X e T.,X

Lo - #,
definimos um produto interno em T X por

<u*|v*) =_<ulv)

A L .o A
Simitlarmente, ha isomorfismos canonicos entre 08 espagos

[ - P ¥, ol — 5 ) .
@ T X, T X, & 7T X& “7T X, etc. As componentes contravariantes e
by b = P :

cavar iantes de um tensor 5 estao relacionadas por

i J ~ o -
(311 +] san as componentes contravariantes do tensor g . Diz—-se
. ¥ . Ld ’ . .
que os Indices sao levantados e baixados por meio do tensor 9. As
componentes mistas de um tensor sao obtidas do mesmo modo, pdr

exemnplo
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Com uma escolha conveniente da base {e;r3 para T X a
Y S : iJ .
forma ouadratica gw(v,v) = giJv'vJ pode ser escrita como a soma
¥

de  k quatdrados positivos € n-k cquadracdos neaat ivos:

. L bl ’ - . + N - )
0 numero k € chamado o indice da forms gquadratica e na verdade e
) ’ ¥ , .
independente da base; o numero k—{n—k) e chamado assinatura dan

Fbvma quadratica. Em termos da base (87 }, dual de Eei,J,
' .o P’ n . s .
o = r e a8' - r &' ws'

Desde gue ] é cont (nuo, o fndfce de q sera o heamu £m cada
ponte de X se @ variedsde & conexa. Fala~se portanto na
assinatura ou indice dé ama variedade riemanniana. &m particular, o
indice de uma varigdade riemanniana propria é n, a dimensko dn
variedadeg.

Sejamn X e Y duas variedades diferenciaveis de
dimensaa n  com estruturas_riemahnianas g e ¥ respectivamente.
Uma trana?armaqgo ¢ XY & chaﬁada LA iéometria se ¢ & um

diteomorfismo
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Dizemos gque duas variedades_sﬁb isométricas se exfﬁte aa tsometeia
de uma sobre a outra.

(a trans?ormacgo @ @ X2 Y € chamada uma isometria local
se p#ra cada ¥ € X existem vizinhancas U de x e VUV de @)
tal que @ & uma isometria de U sobre V.

As isometrias de X Isobre X Aformam um grupo. Un campo

vetorial v sobre X gera um pseudogrupo de isometrias locais se

e somente se

Desde que as isometrias sao as mais importantes aplicagsoes sobre

uma variedade rFiemanniana (X,9), um campo.vetorial de £illing

sobre  (X,g) sera entendido aaui como relativo as isometrias, a

menos que seja especificado ao contrario.

- . . ~ i i

Em termos das fungoes coordenadas (%7 ,...,x ) d& X, a
equacan acima fica escrita

-
FviBie, m 98, 2

ki h ik

h

onde evidentemenkte Vk = ghkv -

. . . . + . A .
Qualquer variedade riemanniana tsometrica a wvariedade

. o n [ 2 - ' ’ -
riemanniana R com carta (R ,Id) e metrica

con Ei = *{ , & chamada um espaco chato.
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. . . f . . .
Se Ei = +1 para tove i, o espago ¢ chamado euclidiano
! n ) . . 4 : .

e denotado € . (0 espago de Minkowski & o espaga chato com métrica

dada por

' n=1 , .
d52 = di"® ¢4x° ~ I gx'® dx’ .
p=i

. + . o+ .
Unm espago localmente chato e um espaco localmente isometrico a um

gspaco chato.

£.7. CONEXDES LINEARES

Uma conexao 1linear sobre uma variedade diferenciavel X

e el - : . L

e uma transformacao v + Yy dos germes dos camnpos vetoriais
. . . . . .

diferenciavels sobre X nos germes dos campos tensoriais de tipo

{i,1) sobre X tal que

i) Vivtw) = Vy + Vy;

i) V(Fv) = dflv + ¥y,

¥ Ll L !
.onde  f e 0 germe de uma fungao diferenciavel sobre X. 0O tensor

Vv e chamado derivada absoluta oy derivada covariante de v. s

coeficientes da conexao Y;i sao definidos pela relacRo
ve = v’ gtee ,
i

ki J



onde (83} ¢ (eJ} 530 bases duais. Entao,

Yy = V(v'ei)
= dvl@e} + VIVQ,
= (dy' + y? 3 )@el
= (el[v I+ v ‘f )Sk@e »
Em termos das formas de conexao aq qu Hk,

Yy = (dv' + aJvJ>®e

. F
Hsamos o fato de que Vv & um tensor para encontrar a

lei de transformagao dos coeficientes da conexac. Sob
de base

37 k kK o1° J’k . K i i

= @ ‘118 18'3 z:b: o=
e, A EJ Ay a, a | v a.,

temos

- dv* = dlfdvl + v] da;;

i 1 17 b’
= + a8 -
al,dv v el Ldl

Portanto

v = (dv' o+ vv! %050 e |
k. i J

= (va + aq v.i da', + am,vl v ! aq k
: 1 1 kmod h
= (dv? o+ ) vd 8P e,
1 J

de modo que

B8

by 4
)

ML AMe &

YEe
Jd
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3’ J’ i w0 LdTk
¥ = a¥ e L[C I+ al,vy aY a
h'1” i ThotRye 17 ki *he

Note que o0s coeficientes da CONEXRO NAO S0 a4 componentes de um

tensor. Em ternos das bases naturais,

k a—gl
i ~ . . P
onge o5 r sa0 0s coeficientes da conexao na base natural,

ki

. ’ ' . . ] :
frequentenente chamados, simbolos de Christoffel. Sob uma mugdanga ge

. bases naturais induzida por uma - mudanga de coordenadas

. - F
ity = (Y y, temos

r = @%@ @1 v @ 5"

11}(

(1%

A derivada covariahte Vuv de v na dire;go de 71
PO de?iﬁicﬁm
V oo = (Vy)(u)
u . .
au
(Vuv)(')_m (Vo) (i, ).

Isto quer direr que

i cod i J
v = k'l
uY T (ektv 1+ ka )ei
I i kg
o L' .
_ (ullv 1 + kdu v )el_
En particular,
' J
v - Y
e kT Vit

i

. * . ’ . e
Note que Vﬁv e lingar em 1 sobre o anel das fungoes
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= ¥ v + gV v
" g " P

' v
fuy+au, g 2

onde +,q9 : X =+ R,

. ’
Dizemos gue um vetor v e paralelo ao longo de uma curva

¥ R 3 X ge

Kl

para todos os pontos de Y, ande

u o= dg¥(t)
dt
-
& o vetor tangente a cntrva Y.
Uma geodeésica afim sobre X & uma curva ¥ © t - ¥(t)

tal que

v = .
uu__ Altiu

-

onde 'novamente w o= g¥/sdt e A & alauma funcgo sobre R . Se

. r . .
Vuu = B, dizemds qQUEe B CUFVER Y- @& uma geodesgica. Dadn  uma.
geodesica afim ¥ sobre X sempre e possivel encontrar uma
. <+ . ’ . . Fl
reparametrizacao ¥ deé ¥ tal que Vu;u’ = @, onde wu’ € O

vetor tangente a ¥°.

Em uma carta local (U,%)> e ugando a base natural, com

vy = wl e vty e ult) = ul o ¥(t), tem-se

=
i
=
I
[

it
_——
-2
* -
ICL
h—-u—...—l-
L
X
il



[ =g
utg'l = [? d }Cu']
¥
dt
=d (u' o ¥(t))
dt :
-“""%l-
dt
Portanto
i _ i Kpi
(Vuu) = ufu' 3 + y PkJu
S AR APUAFVAR
I dt £
TEOREHA 4. Se ja w € X e v € TX . v# 0 . A nmenos de.

reparametriragoes, existe uma dnioca geodésica afinm

maxfma!l LA N NS tal gue -
Y(d) = x
e
Ty = V.
dtlpag

. . 4 .
A derivada covariante e estendida aos germes dog tensores
de tiro arbitrario reqaerendo~se que a  derivada direcional

covariante satistaga as seguintes propriedades

i) V= VLRI, F D X o R,

(S Yv(S + T) = F&S + TVT:

Fit) ¥V (SET) = (V §)@T + SA(VY T},
v RREY v 3

ivy v comuta com a operagac de multiplicagio

‘contraida.
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A - Fi - . . .
Entao, se 8 & um tensor de tipo {(r,s), a derivada covariante

v s ¢ o tensor de tipo (r+i,s) detfinido por

(V SI(V, V. ,uue b s ean 8 ) = (T BIY, s anasV LB, ene, ).
(Vovy V% % v Yy Vet ®y =
esamos (iv) para encontrar a derivacda covar iante de gma

i-forma a. FTemnos

¥V (aiu)) = (V. a)y{u) + a(v u)
Y] v v
D[J.
(Vvd)(u) = VQ(a(u?) o a(Vvu).

Tomando u = g,

(Vv a), = vLa. 1 - acyy oke s
v o i J-
. i k
. = ogle. 1 - ¥ Ve,
fissim, ! ki J
' k - J i
- = - 8
o = v o(g ey iy
e
va= (e fa -y o r8%ag’
k™ i ki J _
= (da, - a-o°)38',
1 J i
Em particular,
val = -oleggd = -y glegd
J icJ .
e
i k., Jd
v - ¥
e MAPTEE
Este resultado Junto cbm Ciid) & Ciii) & usado  para

) . . . . o
encontrar a derivada covariante de um tensor de tipo arbitrario.

Por exemplo, seja § = S; ei®8k@81, entao

1
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i k 1
v = 3 (172 2
vS vE&kIJei +

+ g (vve_wsk@el +
‘ .

k1l
+ 8 e @a(v a¥yaal 4
'3 T V)
ol i 1
-+ Sklei@e_Q(VQS 3,
ol S&Ja,
= oY [ gl M o0 m o ag!
VQS v (eJESklj * ?JmSkl Jksml leskm)ei@ a°.

A operagao de torgcao T € a operacac de curvatura P

. sao definidas por

T{,v) =V v -V - {fu,v]
o v
e .
. = VY - VV ~V¥ -
P(u,v)_ TV vou Cu,vi
Note «que
T(u,v) = ~. T{(v,u)

P(u}v) o Py, )

T(?u,gv) fa T(u,v)

plfu,avihw = fgh P(u,v)w;

"onde f,o,h : X 3 K. |

0 tensor de torgao T e o'fensor de curvatura R sRo

definidos por

T(a,u,v) = a(r(u,v)}

Hi

R{w,x,uu,v) a(pP{u,viw),

’ . o
onde a4 e uma i-forma. Em coordenadas locais, as componentes de T
¢ R sao
i

T =718"e ;e =v' — ¢! o

k1l k™1 el Tk k1
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&
J i - gJ
Ri k1 = R(ei,ﬂ ,ek,el)
J e d J .m J o m m . J
= Y - ¥ ¥ ¥ - -
S YT T e Y YT T ek T Sk Y
onde c&l sao as constantes de estrutura. Na base natural, tem-se
i ~ . )
ckl = Q@ B RS EMPLrESsOes acima ?:;am
i i i
= r - I
- Tker = Tkr T Tk
. _
J J J Jd pm J pm
, = @ Py - g Iy r r’' -r “
RI k1 k 1t . 1V ki * km 1i lmrki
Devido a aﬁtimﬁimetria de T;1 (] RiJkl nos  dois
Caltimos indices, & possivel definir as formas de torcan -

gi'm £ TF skhel
5 k1l
2 as formas de curvatura ’
A % Ri"r 8 48 -

TEOREHMA 5 (EQUAGGES ESTRUTURRIS DE CARTAN): Se @) = insk s8¢ as

i k
formas de conexao,

g' = 48" + &{ 'L

dad + ' A e,
i it i

o]
A
i
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Diterenciando~se as  edquagoes  estruturais de Cartan,

abtemos

(jg :Qkhaim—u&npi

A partir da primeira Equagao  acima  pode-se  obter g

ident idade

I RS = (V.T‘{i -T".'i“f'_::1),
(jli (j1iy S0
. onde L. denota soma wobre todas as permutaqaea ciclicas dos
Ciliy
indices J. 1 e [ Hanipulcgo anéluga da  segunda equacgo

conduz-~nos as ident idades de Bianchi:

: hk m .-
r vr®™ = ¢ thg .
Cak1y 4 b KLy kT k)

TEORENA &: . wobre uma variedade riemanniana existe uma dnica

conexdo [inear tal que
i) T = &;

ii) Vg = ¢,



' . LA . o
PROVA Pemanstramnos a existencia & unicidade

nd . ’ . , . )
conexao derivando a forma explicita de seu coeficientes.

coordenadas locais, temos

14 Jl
€ também
oul 1
‘ it T ity Yei%ire

Estas duas equagoes podem ser combinadas para dar

S

L . ~ 1 1 1 1
%CEKEQEJJ+eiLgJ =& b 33 = Loy ey e 9 el ey ) b Yy

k AN

i
z

Portanto,

m Jnr - - _ .
T o {ekLgiJ} + engJkB eJEgkiJ} +

m Jm 1 . Jm 1
(Cyj #8978y cp 879,000

= e

ol . . . . ’ ~.
A conexan definida por estes coeticientes € chamada conexao

Levi~Civita. No caso do referencial natural, temos

Rt Jm
o= g {& ..+ 2. g + 8 .3
ik = 8 k¥ i %k ik
[~
€
™ n
r~ =r" .
ik i i
No casoc de um referencial ortonormal, definindo Ymik = gimek
= J v
_cmik ngCtk’ temos
- ) + . + .\
mik % (lek £ ink ckml)'
[

da

£ m

" de



pois neste caso 8,; ¢ (i)ﬁiJ (o sinal cdependendo do [(ndice da

métrica). Assim

para um referencial ortonormal.

s componentes do  tensor de curvatura de Umd CONEXa0
‘riemanniana, chamado tensor de Riemann, satisfazem as seguintes

. Propriedades:

; N

R T Ry

i) I rY . =0
gikty | kY

ii)  r v R.Y =0 Cidentidades de Bianchi)
{mkl}

) Ry f R G

v} Rijq =R

kiij-
- . L ~
0 tensor de Ricci & uma contracao do tensor de corvabura.

" ’ ~ . L
Suas componentes sao por definicao

N
Rik = Ri kd*®
Claramente, Rik = Rki' Com relacgn aa sistema e re?ergncia
natural,
o =ard _ard Jopmo_pdopmo
R[k ak Ji 6Jrkl f rkm Ji er i

. . 4 . A .
0 traco do tensor de Ricci & chamado curvatura escalar Fiemanniana



Contraindo as identidades de Bianchi, obtemnos

il

- J
Vali ~ VR + 4R @

que multiplicando por g'm fica

i .

Eﬁta Bt ima identidade,_chamada identidade de Bianchi contraida,

pode ser escrita

J

) - " )
VJ(Rk % Sk.R)__ e.
- * [
€ tensor .
J o i _' v J
Bk = Rk % bk_R

4 ’ . . .
. & chamnado tensor de Einstein. .

1.8, SISTEMAS DIFERENCIAIS EXTERIORES

1.8.4. EQUACOES EXTERIORES

Primgiramente, vamos considerar gquant idades definidas em
um ponto | x € X da wvariedadse Xi ocasionalmente - nao havendo

. . bind . ’ - .
risco de confusao ~ o subscrito X  sera omnitido.



Uma ﬁolucgo do sistema de equacaes exteriores
o
{a =@ , ¢ = §,..0.,N2

. o o
e qualquer subespago P € 1%X tal que ﬂy(vi,...,vp ) = @ para
* * O:

. Fi
todo &, semnpre gue vi,...,vp € P; istu &, qualquer subespaco P
o
o _ :
que anula cada py~forma @ (note que podemos ter formas de graus

'

-t ~
diferentes compondo o sistema de squagoes exteriores).

a. UMA UNICA EQUACAD EXTERIOR

B

b3

Sejr (8% , j = f,vea,m} uma base de T X. A expressao

w
4

L

-
L3

- -
geral para uma dada p-forma o usualmente eavolve todos os i

+

. . I
elementos desta base. Contudo, & frequentemente possivel encontear

. . : . . _— .
em subconjuntce linearmente independente (87 , a = L wnn, b2 e

*, ;{

+ -

* . : .
T X com menos de n elementos em termos dos quais @ rode ser

o . il L £ B .
expressa. Sedn entao s O numero minimo de S~formas Jinearmente

. [4 . * . F
independentes NeECessarisg para cUPressar o, dizemos que & & ge
: . : : #*
posto ¥ (note que ‘P Efr S n ). 0 esgpaco Qx aerang pelo
3 = ) # . .
canjunto 8 , a=141,...,r2 € Cchamado espaco assoaciado de a

isto_é, Qi £ 0 menor subgspaco de T:X tal que © € AP ("),

SgJda 5% 0 edspaco dos vetores v tais que iVCS) = @
' - % o . ] ~
para toda &8 € O‘{..Gv & um subespaco de wa de dimensao n-~r e &
ne . * '
chamado solugao maximal de Gx'
TEGRENA 7. Se ja mx gira p-formwa e M€ X com espage
. ) ‘

assogeciado Q e geja

xa
"

s



o4

@ ={v & T X; i (8) = @ v 8 E q 3.
4 X v M
" Entao
€ ¢ - W = Qe
v Qx & 12 L)
TEOREINAR 8: Se jfa 8ty i = L, emm 012 uwa base arbitraria de
Tx. Ent3a
Hd
I I
* o= oa .31...9p-
® I,-=.1 4 *
1 P
Lolacamos
8% = w 8' = w. a8,
ia ilg...l
‘onde os rdtulos a = 1“""(ﬁiﬂy foram colocados ew
carresﬁond@ncfa um a tnﬁ cowm os rotuloes xi"”"lp' o

. ’ A L)
conjuntae {8} expande ¢

¢

L)

‘b. SISTEMAS DE EQUAGDES EXTERIORES

L a _ ~
Beja {® =0 , & = £,...,N} um sistema de N equagoes

' . o e A .
exteriores no qual as formas © nao tem necessariamente o wesmo

[}
¥

s

grail, mas s$ao todas de graug maior do que zero. -Qualauer tentativa

A

de encontrar um outro sistema {wx = @3 com as mesmas solucoes
. . ' . a .,

cconduz de maneira natural ao ideal gerado pelo conjunto €mv}.

a3

1 = {m = 2% W% % e A(T*X)} c ACTYX).
4 o byt B
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L

Isto ocorre porque qualquer subespaco de wa que anula todos os

#

2} Y F .
glementos de {@ 3 tambem anulara todos o0s produtos exteriores

L]
Hed

o [ad o * ) ’ ) . ’
§, . @, com £, € ACT XY arbitraria. Desde que cada @ e um

’ ; .
elemento de I, € tambem verdadeiro que qualquer subespago de T X
‘ . Fa

- o :
que anula c¢ada elemento de I anulara cada ®. Assim, toda

solucao de {m% = @) =anula cada elemento de I e vice-versa.

#

& o
Un sistema {“w} Lo ideal gerado por {”x}] & chamado

F LT .
~completo se qualquer forma que ¢ anulada por toda solucan de

43 ’
{m% = @) e um elemento de I.
a

Bois sistemas (& = 03 g {m;ﬁ = @3 {dois conjuntos
e . ¥ .
4y Y !ﬁ Y . " . . 7 -
{ﬁ%} e {@’" 3], nao necessariamente contendo © mesmpd namero de
# Fal .
~ : , : « B
elementos, sao algebricamente equivalentes, {@% = Q) ~ {e'" = @}
P

N
o a

Etﬁi} ~ {&éﬁ}], 26 05 conjuntos {Mi} e s’ gEram 0 megmer
ideal. Ou seja, dois conjuntos sau.aigebricamaﬁte equivalenteﬁ'ﬁe g
somente se cada elemento de Qm ;ode ser escrito como combina;gu
linear dos elementos do outro e vice-versa. Claramente, dois
sistemas.algebricamante equivaientes tgm.aﬁ nesnas solucoes. Se um
sistema ¢ completo, ele o algebr icamente equivalénte a todo nqtre
sistema que tenha as mespas 501&;595;

Seda 1 [} ideai geradq rFelo conJunfo {ﬁi}. 1 espago

. . s . :
associado do sistema {“y = @} (do ideal I3 & o menor subespago

£}

* _ % * / , B :
Qx C T X tal que A(O%) contem um subconjunto {H% > que gera T
, . a _ ~ *
(que € algebricamente equivalente a o 3. A dimensao de Q. é
o .
chamada posto de {me Lde I,
~ B tr . .
Como antes, o espalo G, e definido como o espajo e
o<
. . *
todos os vetores v € T X tais que |v(9) = @ para toda & € Q-
ne 4 * - . . -
0 espago Ox € melhor caracterizado em termos do ideal I porque
’ 'Ola 1 !ﬁ ~ A ,.a -— . . .
€ Cw%} = {m% }, entao 1v(w") = @ ‘para todo & implica que
# - Y




' e o o
i(m"ﬁ>—=.‘:<i).‘:Ai(mv)+“:i<$>hm
v a v o Vv P
=L i &% , e €1,

a £
MRS NA0 SEgUE necessariamente TS iv(@’ﬂ) = Q. Né vardade temos
TEORENA 9 feja 1 o ideal gerado pelo sistewa {ui} g geja

. 0" o espago associado de 1. Entia

o

(equivélentemente, iv(mﬁ) e I, Ya).

1.8.2. EQUAGOES DIFERENCIAIS EXTERIORES

Un sistema de equacoes diferenciais exteriores «obre X

4 . A
g um conjunto de equacoes

) o ~ . o ) . g
onde o5 121 san formas diferenciais sobre X. Este sistema e

. ' a ~ .
chamado sistema de Pfaff se todas as formas sao i-formas. Dois
sistemas sao algebricamente eqiivalentes e eleg gEFIM 0 mesno

ideal I € A{X).
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) ‘ . . L
Una wvariedade integral do sistema diferencial . (@ = 32
e um par {(Y,¢) onde Y € uma variedade diferenciavel e
¢ Y 4 X e uma aplicagao diferenciavel tal que
* a B
v-‘ “ 5 @ va -

Isto é equivalente a dizer que para cada 4 €Y a imagem ¢*(THY)

E

em’ Y do e&spago tangente em. ¥y £ uma s0lucu0 das EAUAT O S

o e
\rlt ot res {ma: - 0}.
ENTIENr 1QIres ¢'<ﬂ) -

sl ) = @, Y. £ T Y
i p i 9

.9x(¢*ui,...,¢*up) = @’-Vui € TSY

£
fl
&

i

x .
& {(u

¢ Y

“x(vif“""vp) = {, Vvi € éﬁ(THY)"

Seja U o dominio de uma cartz local em X e SEJR {Gﬁ} as
. : i *
i-formas gsobre U que geram o0 eSpPReo assoc iado Q, do sistena exte-
) a€ I R ﬁ ’
rior {&y = @3 em cada ponto x € U. O sistema (87 = 93 & chamado
sistema de Pfaff associado oo sistema diferencial exterior
[a .
{as == Q%
) s ’ Dﬁ z ) 7 .
0 conjunto {&87% gera um  submodulo do modulo

Ai(U). 0 posto ¢ do sistema €ﬂa w @) - & do sistema de Pfafd

. . . n~ +
associado ~ e a dimensan deste submoduglo.

x

Pode acontecer que em certos pontos de X a dimensao de @

N
b4

. . P ’ . I
seda menor do que r. Pontos x € X onde a dimensao de Q. & igual a
" iy
~r - Fi . " . . .
- sa0 chamados pontos genericos (nao singulares) do sistema oiferen-—
, . 44 - ) ;L , ~ o ‘
cial exterior (& = @}. En pontos genericos a dimensao de G & n-r;

e 4 . . Ead e ) )
em pontos nao genericos a dimensao de Q. e mzaior do gue n-r.
-



0 sistema diferencial {de® = o , & = @) & chamado
Fecﬁq do sistema (ma = @3. Un sistema diterencial & fechado se ele
& aigebricﬁmenfe equivalente ao seu fecho.

Seja. I o ideal gerado por (%3, isto &,

@ €I & o =228 &% % ¢ A,
&

. . _ @,
al & o ideal gerado por {ﬁq,dm r

o P a - i
{a ) e fechado & dw € I, va & 41 C T.
4 . . . .. . A
Naturalmente ¢ sempre¢ verdadeivro que I C (5. Slstemas techados ten
. propriedades particularmente “hoas’. Por estx razho o seguinte

’ . o -
teorema ¢ muito conveniente

-

 TEOREHAR 10: U Fistewma diferoncial (" = @} e seu fecho t?m as

meswas variedades integrais:

" &. SISTEMAS DE PFAFF
. * o _ %
0 espaco associado G% de um sistena de PFfatd (&8 = 03
em um ponto M & aimp]eamente_ o espago vetorial gerado pelo
. i . .
conjunto '{QK}. No dominio U de uma carta, aualauer sistema de

Pfaff. de posto r ¢ algebricamente eauivalente a um conjunto de r
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i~formas linearmente independentes. Podemos portanto assumir qUEE

qualauer sistema de Pfaff de posto ¢ sobre U tem r elementos

linearmente independentes.
F o F I Ll '
0 espaco Gw contem todas as solucoes do sistemns
aOZ . i . ﬂd I
{ux = @}. Uma variedade intearal de {§ = @3 e portanto um pap

(Y,#)  tal aue  #(T ¥y ¢ §, para todo 9 € Y. Uma variedade

4)
. - Fd . Yl Fd . . LY
intearal que & subvariedade de X tem entao no maximo dimensao

. A ! -
n=r na vizinhanga de um ponto geEnerico.

. o
0 sistema de Pfaff {8 = 93 de  posto r &
completamente integravel em i se  existem r ?un;BE§'

. A . 49 .
di ferenciaveis y sobre U tais que

{8~ = @3 ~ Cdy = @3,

P

: . ~r ' 4 . . .
Resde que a aplicagao x = (4" ())& de posto r  na vizinhanga ce

. . ~
un ponto generico Kyt RS EQUAGCOES

g

B, o
. ' ¥ {x) =y (A@)
definen uma subvariedade Y © de X na vizinhanga de Mg €
n—- . ’ . . . - a . ~
Y » 1) e uma variedade integral do sistema (8" = 3. Ag Yuncoes

uﬁ(x) a0 chamadas integrais primeiras do sistema.

Um sistema e completamenté integravel sobre a variedade
X se existe uma cobertura de X -por abertos ’Ui EM Cadn um Jdos
quais o sistema e completanmente integravel. Esta de?inicgo nA0

, o . S ~
itmplica na existencia de uma s0lugao global.
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TEQRENMA 12

(FROBENIUS S - Us eistema de Pfaff 8% = o3 é

conpletamente integravel! na vizinhanga de wuw ponte

genérico se e somente se cle & fechado nesta vizinhanga,

aff {8 =@ ; a8 =f,uuu,r?d

# . - ’
e pcompletamente integravel oo e somente se

dBa A 31 A wua A EF_E @ para I = i,...,r.

Un sistema de PFaf+ de posto + pade ser especificado

fornecendo
independent

R i
condunto e

TEORENMA 13:

TEOREMR 14:

um  conjunto de -y campos wvetoriais linearmente

’ ar s o
€5 Evﬁ} gue geran ¢ em cada ponto generico x. Tal

.’
it

-l

chamato sistema de P?aff-de campos vetoriais.,

m\

Unm sistema de PFaff de pasto r sohbre %

. ra . .
completawente integriave! numa vizinhanga de um ponts

genérice se e somente se o colchete de Lie ivh,vBH

)
b

#n

pertence a & para todo x € U e todos os elementos

Fat

€vﬁ}.

Um sistema de Pfaff de posta ¥ sobre X &

completamente integravel wom uma vixinhanga de um ponto

E ) . ) . - -
generico x@ Fe existe umwm difeawmorfismo P de wma
; : s n-t
vizinkanga I} de sckre & produtec 1T w v tal
&
— . # . .
que (P i({t} 2 OY),i) e uma subvariedade integral de

dimensac -+ para todo t € T,
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b. SISTEMAS CARACTERISTICOS

. = ) a
B8eja 5 o fecho do sistema § = (@ = @),

H

g0’ = 7.

iz}
u
~”
e
il
5

, L . ' . / .
Se 8 nao contem @-formas, o sistema caracteristico de § € o0 sistema
I S . : o o o o - ﬁ . . “ﬂ ey
~de PFfalf associado de S. Se 8 = {& = @ , ¢ = 93, onde < Ga60
. . / . + ) . . ~
.e-formas, o sistema caracteristico C de § € por definicao
ﬂ?ﬁ

‘ a 44
sistema de PFaffd associado de (& = @ , dg# = § ,

C m{ = @J}

ASs EqQUAaLOes {ﬁ = 9

’ . . . o & B .

0 posto ¢ do sistema associado de {0 ,de ,d4” % & chamado classe de

' . ‘ . . R .. ~r . 4 .

S. Uma variedade Integral de © de dinensao n—r e chamada uma varie-
4 . R - R . .

dade caracteristica. 05 elementos do sspago O dos campos vetoriais

. - ~ - .. ’ .
ASEOCIAdOs com B 480 chamados campos vetoriais caracteristicos.

TRORENAR 15 Em uma vizinhanga - de uim banto gendrice:

i) 0 sistema caracteristico £ de um sistems
diferencial exterior é cowpletamente integrdvel
ii) Se {5h N PN G é um conjunto cowpleteo
de inlegrais primeiras 'fndependenfes de C, entap o
fecho de g & algebricamente equivéfente a um sigtema
A

cuJas wmenbros podewm ser expregsgesas e lermos dos y €

. on . A
EFeUEs direrericiails dy .



caprfTULO 2

ELEMENTOS DAS TEORIAS DA FIsica

Neste capitulo vamos procurar relacionar og  objetos
matemat icos introduzidos no capitulo antérinr com 0s conceitos
Fisicos que aparecem nas fnrmulacaés das teorias “classicas” de
egpaco~tempo, especificamente =a fisica newtmniana ¢ a Tisica
relativistica. - |

Estas teorias Eem em comum o fato de admitirem que todas
ag ucoéréncias no aundor fisico - os eventos, como 530 chamados -
estao caracter izados “completamente” uma ver que se atribua n cada
ﬁm delea-quﬁtro rotulos, trgﬁ'delg§ constituindo suas coordenadas
espaciais & o reatanté sua coordenada femporqi £ SUPDE-SE qQUE O
conjunto de todos os eventos constitua uma variedade diferenciavel
~ obviamente de dimensao quatro — chamada variedade espago-temnpon.

Sobre esta variedade (cuja estrutura depende da teoria
aue se esta tratando) tem lugar o movimento das particulas, objetos
idealizados caracterizados por wuwma constante real & positiva
Chamada massa e descrita por curvas sobre a variedade espago-tempo.

Naturalmente, o movimento das particulas esta QOVEFrNATGO

pPOr determinadas leis, as qUAT S - atmite-se - deven
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possibilitar-nos inferir a trajetdria da particula a partir das
informa;ﬁeﬁ basicas que se tenha sobre ela.

No «que segue pretende-~se estabeleﬁer a estrutura do
universo subjacente a cada teoria e também us leis que  governam o

. 4
mavimento das particulas.

2.1. Fistca cLAssiCca

2.4.5. 0 ESPACO-TEMPO NEWTONIANO

No contexto da teoria. de Newton, espago € tempo sao
. . : —e
ent idades completamente distintas e somente t%m e comum o fate de
seren vistos como entes absolutos, isto é} cuga caracterizaqﬁo
independe da perspectiva do observador. Este espago apsoluto,
admite~se, e um esparo euclidiano tridimensional & chato (curvatura
nulal enauanto que o tempo absoluto newtoniano & uma eﬁtruturé'
unidimensional € deve poder ser_posto em_correapondgncia biunivoca
com 0 conjunto R doﬁ-nﬁmermﬁ FEais.

Todas as caracteristicas do ggpaco & do tempo newtonianos
podem ser reproduzidas formulando-se a teoria de Newton como uha
teoria de espaco-tempo, isto &, uma tedria ande o0 que  tem
aighificado & 0 ente genmgtricn chamadd esparo-tempo.

Assim, 993# M a variedade espago-tempo de Newton. A
pfimeira condicao que deve ser, imposta sobre estz variedade @ aue

. . r . ~
ela seja chata, isto e, que_ exista sobre M uma conexan chata D.
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Isto significa aue para todo p € M existe uma carta local (U,
com p € U tal que as componentes Pip da conexao O nesta carta

se anulam. A condigao de que M seja chata escreve-se

R(D) = 0,

"~

. . LY
onde ‘R(B) designa o tensor de curvatura zssociado a conewan Do
' \ . ’ ' L
Para caracterizar o tempo newbtoniano ¢ necessario definir
sobre M uma  fungaon t:M-2 R que. chamaremos fungao tempo
J'.. - .
absoluto. O numero t(p) desiana o tempo do evento P & dados
.. ) .t .
dois eventas p e ¢, It(p)wt(q)l e chamado o intervalo temporal
F . . ~
entre p & d4q. Alem disto, dizemos que dois eventos p e 49 SRO
. A . ,
singltanens se € somente ge t(pi=tlea), 0 conjunto de todoz os

eventos simultineos a um dado evento é. chamado um plano de
'simultaneidade.absnlutar'Cada'um destes “planos’, que evidentementes
simﬁlam 0 espago newtoniano, deve ser un eapaco chato, euclidianof
dé dimensao igual a 3. .

Observemnos ainda que sa t:H 3 R é ma aplicacgo tal
aue: t’ = at + b, onde e g b sga éUnﬁganteﬁ reanis, eﬁtED
£ (pr=t’(q) quﬁndo t(pd=t{(q). Assim, as Ffuncoes da tipo g’
deFineM 2omesmn no;ﬁu de simaitaneidade que f, embora associem
tempo absoluto diferente aos eventos, o que é irrelevante. Em vista

desta observagcao somos levados a caracterizar o tempo absoluto pelo

.campo de i-formas @ = dt, o gual deve satisfazer as condigoes

i} dt], F 0 veenM

i) Ddt) Q.
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A condi;ﬁq (i) nos garante a sobrejetividade da apliﬁaggn t:M -+ R,

. , R
o que acarreta, em vista do teorema da funcao implicita, que para

cada c € R o conjunto tui(c) = {p € M/t(p) = ¢ &  uma
subvar iedade de dimensao 3 da variedade M. Cada uma destas
subvar iedades tridimenﬁionais & cbviamente Lm plano de

simultaneidade absoluto e devemos portanto exigir que seiam EEPACOS
chatos, o gque SEYUE Ccomo consequgncia da condigﬁa Cif).

Para cadx p e M a i-Forma dt intduz uma divisao do
espago tangente TpH em duas classes disJﬁntas. Riremos ale un

vetor o € T, e tipo tempo se dtp(vp).# @i caso contrario, se

P
. 4 - .
dtp(vp) = @, diremos que v, € tipo espago. O conjunto dos vetores
tipo espago Fforma um subespaco de dimensao 3 €1 TPM LE @

iangente‘an plano de simcltancidade abﬁoluto.em P

- ﬁgnr#, Para _cumprir o reqguisito de gue os planog de
simultaneidade absolutos sejam ESPALas saclidianos, devemos dedfinir
uﬁa metrica euclidiana gobre cada subespazo de vetores tipa egpa;d
de cada ponta de M. Para teto, introduzimos para cada p € M una

i o i * Do .
forma bilinear hpLTPM ® TPM + R sat istfarendo as seguintes

condivoes

i) ﬁp & siméetrica;

i) Kp(dt,w) = @  para todo ® € T:Ns
iii}) se Ep(d,ﬂ) = @'bara todo @ € T:M, entan 4 =
kdt ;

iv) B (®,8) > @ para todo @ € T:M.

A condi¢39$ (id, (Cii) e (iv) previsivelmente estabelecerao a
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’ . ) . ~ . .4 .
estrutura metrica que esta aplicacao induzira sobre os triplanos de
. . L, - Ll TOA .
simultaneidade (a condigao (iii) fornece a nao degenerescencia da
’ . ) .~ .. , . . oy ’
metricul). A condigao (ii), que indica que esta forma bilinear e
. .f 4, . ~ . . * ..
singular, e necessaria em vista de gue nano tem sentido nesta bteoria
a medigcao de comprimentos’ ao longo da “direcao” do tempo absoluto.
. - - ~ ‘*-, 1]
Consideremns agora a aplicagao H*:1ph =+ 1Pﬁ que a cada

* ) ,
a € TPM associa o vetor Hy (&) de maneira tal aue

@(H (@)) = R (@,a),

if

. . 3 C ~
para todo @ € TpH. Note que se tomarmos dt  entao para todo

a € T:M terenos
dtlH, @) = R ocde,a) = 0,

’ . ) . - . !
de modo que H (&) e semnpre um vetor tipo espago en Tprh Alem

+

disto, Hy &€ uma ap]ica;ﬁo linear, mas nao € indetorn POIS
<M (@) = H (@ + kdt), onde k & uma constante,
Definimos Ffinaxlmente a aplicheaon hﬁ:TpH ¥ TPM -+ R tal

Qe

.':::”ﬁﬂ
hp(u,v) hp(_, ¥,
com My (@) = y e He(a) = v. Esta apltcacgo_esté bem definida,
pois se H*(mi) = g, H*(Mé) =y @ H*(d) = ¢, entan temos

hp(u,v) = hp(ﬂi,d)
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Mas observemos que

L =
[N

kdt e

Jo)

ﬁp(ue,ai.

H*(ﬂi~m

(o

e hp At

Segue

-, )

Q,

(por construcaon); portanto

o sejix,

AlEm dista, € facil verificar a partir das condicaﬁs (i),

Giid, Ciii) & (iv)

i

simultaneidade, a transformagao hp

acima que quando restrita a

ailal guer

simultaneicdade

plane de

L . . . 4 .
€ uma forma bilinear simetrica

#

s .
€ uma metrica

S(p)

nao degenerada positiva definida, oun seda, hp
euclidiana. daaim, para qualaguer plano de
coloncamod g(py = hp para todo q- € S(p). Para assSegurarnns que

# . . f ) hing .
metrica seja compativel com a conexao D sobre M, impomos

Dh ? ®. As equaqaes

Fica assim

simtltancidade.

Resta

de campo para k sao portanto

caracterizada a geomelrin

cestabelecer as relagaoes

dos

que
- o

triplanos de
gapacials  egnbtre

i - . . £
pontos pertencentes a planos de simultaneidade distintos, o que e

%eitd

introduzindos—se

£m M um  sistema

te

A .
referencisa

privilegiado V, isto €, um campo vetorial tipo tempo tal que

i)

?D conceito

adiante.

dt (W)

de

i

Ii

R R . - . -,
sistema de referencia sera

definido mais
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i)y DV = é.

As curvas 61 » M (I € Ry tais que o, = V| O SEJa, A% CUFVas

% o
integrais de V, sao geodésicas de M como segue trivialmente de
(ii);

A introdu¢§n do campo V permite-nos estabelecer a nn;ﬁm
de ocorrer no mesmno ldgar o éﬁpa¢o para dois eventos, mesmo que

estes eventos se encontrem em planos de simultaneidade dist intos.

Dizemos que [P & q gcorremn No mesmo lugar do esSpaco auando
Y

. Y ) . .
pertencem 2 mesma linha integral o de V.

7 P ) . ~ ' :
Alem disto, com a introdugac de v pode-se s4tender a

0

~ . - . - _f .
nogao de comprimento a qualauer vetor v € TPM. Ja sabenos qug se

Qp & tipo espago, entzo ”VPHE m‘hp(vp,vp). Se Vo nao & tipo
espago, considerenos o vetor ;p = vp - dtp-(vp)'v'p que @ 'tipn
‘espagg pois 'dtp(;p) = 9. Este vetor € a projecao de v, no
subespa#o' tridimensional tipo espago de TPH' Detinimos o
compr imento de Vi como vaug-m,hp(ap,sp). 0 conjunto dos vetores
yp_ﬁ TPM tais que vaﬂ = ¢ formam um subespago unidimensional de
TPM: estes vetores t&m a forma vy bvp; b € R, e sao chamados

vetores nulos.

- + ..
Finalmente, podemos tambem estender nossa familia de

metricas euclidianas QS(p) = hq ¥ g & S{p) definidas nos planos

. . L ~ . A .
de simgltaneidade para uma unica fungao distancia - aue chanmaremos

¢ - simplesmente “projetando” quaisquer dois pontos p e q  no

. - Land " . ’ .
mEsmao plano. Note e cdi{p, ) nao define LM metyics

quadridimensional. De fato, ¢ é sinauiar, poisg cdip,gq) = 0@

quando p # 4 £ p,q € 0, uma curva integral de V.
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Assim, © espago e o tempo absoluto de Néwton sao

caracterirados pelas seguintes equagoes de campo

. R = @
D(dt) = @
DR = @
hdt,@) = 0, v & € T:M, Y p €M
oV = @

- dt (V) = 1,

2.1.2. SISTEMAS. DE REFERENCIA EM M

Anteﬁ de Fowmulaf A dinﬁmfca clésajﬁa{ PrEecisaremnos
introduzir alguns conceitos que 5er§o_.necessirios inclugive na
Fnrmaliza:go da dingmica relativfﬁtica.

.Inicialménta, definimos uma particula material como sendo
im ﬁar (m,¥), onde m € (@,») - € uma constante chamada a massa da
partfcuta e ¥:1 -+ M & uma curva tiro tempo sobre M. 0 vetor ?ﬁ
‘tangente & curva ¥ € a velocidade da particula & o vetor

L ~r L A 4 . . .
a = Dy, ¥, e a aceleragao da particula. € Ffacil wverificar que

*

dt(a) = @, isto &, a € um vetor tipo espaco.

1

Precisaremos introdusir as nogoes de observador £ sistema

. A o oo LA

de referencia. Para isto, observemos primeiramegnte que a existencia
. . . : e . n .

de dt permite-nos definir uma relacao de equivalencia ¢t  no

conjunto T dos vetores tipo tempo de TpM' De ¥fato, se u € T,

entao dt(u) > @ ou dt(u) ¢ 8 e diremos no Primeiro caso que o
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aponta para o futuro e no segundo caso  que u aponta para o

i

se dt(ui) e dt{u)) tém o mesmo sinal. 0 conjunto auosciente

T/t tem dois elementos que chamaremos o Futiuro e o passado

(o “ ’ .
passado. Dirzemos entao gque u e u2 sao eqlivalentes (modiulo 1)

respect ivamente.

Agora, definimos wm observador em M como ums ©urva tipo

<tempo eI » M tal que o aponta para o futuro para  todo

¥

.~ .

p € o(l). Um sistema de re?er%ncia, POr sua ver, € visto como uma
colecao infinita de observadores, isto &, um sistema de referéncia
| em - U CM & um campo vetoria] tirpo temhn tal que cada uma - de
SUES linhas integﬂais'é um observgdqr. Naote, em particular que cadsa

uma das linhas in#egrais do campo vetorial absolukto ¥ introduzido,
na ﬁecﬁn precedente & um ohéervadok;'ﬂada observador de ¥ & dito
eﬁ repouso absoluto e U- é chamado sistema de repouso absoluto.

Riremos ainda que um sistemna de reFér%ncia ¢t em M é inercial se
e somente se Do = @, : -

: - ' '
Seja <x§) (o= 2,1,2,3Y um sistema de  coordenadas en

HCH tal que ¥ =t e sgja _(5/5kﬂ :_5y} a base natural de T

. ~ D
agsociada a estas fungoes coordenadas. A componente v- = dt(v) do

, )
vetor vV oF Y e chamada componente temporal de v e ay
l - .N
companentes v o= dx (v) (i o= 1,2,3) sa0 chamadas componentes
A . . : M 7
espaciais de Va Dizemos que o sistema de coordenadas 0 e
. . ] ' A )
naturalmente adaptado a um sistema de referencia u s na base
. : . . - e L
natural acima as componentes espaciais'de o sao todas nolas. flem

distao, dizemos que um sistema ‘de coordenadas naturalmente adaptado

. A . . . ’ .
a um sistema de referencia inercial e um sistema de coordenadas

“inercial se neste sistema tivermos



Mo
rup = @
(dt) = (1,0,0,9)

(h) = diag(o,i,1,1) -

. . , . . . .
Um  tal sistema sempre existe comp & facilmente verificado sm vista

de que R(D) = @,

I A . s . .
PROPOSICHD : x© =t & parawelrs afim para geodésicas tips temw;

Seja agora ¥R > M, o+ Yk}, uma  curva tipo tempo

Y ce o ) L
arbitraria. Curvas arbitrarias correspondem = trajetorias de
7 mm'- . : F
particulas com aceleracao nao nula. Recordemos que s5e 7% & 0
A Ll ,
vetor tangente a curva ¥, a aceleragao da curva € a = Dv 7*.

- 3

+ - Ll - ne + . + -
Um sistena de referencia nao mmercial e ¢ dito

. . ' .
euclidiano rigidao se

i) cada uma de suas linhas integrais satigdax
= Y
a D? *®
“%
(=4
ii) se ¥ e 0 a0 duas curvas integrais
. ., ' ~ . A ; P
arbitrarias de e, entao a distancia dip,q) € a meemna
rpara todo p € ¥ g q € o,
- . A . N . .
N Em um sistema de referencia euclidiano rigido e as
! ~ ~ '
componentes rt da conexao em geral nao se anulam e fornecem

vp
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informagan a respeito da aceleragao ¢ da rotagao de e.

2.1.3. DINAMICA CLASSICA
a. FORMALISMO NEWTONIAND NO ESPACDO-TEMPO
No espago~tempo newtoniano cuja estrutura aczbamos de
estabelecer tem lugar o movimento das partfculaﬁ materiais.

' . ’ ) . .
Assume-s2 que este movimento ¢ governado pelas segtintes igig:

i) toda particula sujeita a agao de umw forga f

tem seu movimento descrito pela equagan

mDv_Y% = ¥
. 3
iiY as agaea mﬁtﬂaa'de dois corpos a I b
sat isfazen
fab(t) == "fba(t)’

’ : ’ . )
onde yab € & forga que a exerce sohre b & g a ftorca que

ba

b exerce sobre a.

Na formulagao das leis do movimento introduz-se ainda,
’ . . . . . ’
comd € bem conhecido, uma primeira let do movimento a qual nada
. ) . e . A . .
mais e que uma afirmacao sobre a existencia de sistemnas de

’ A L “o g L. ,
referencia inerciais. Este requisito nao ¢ exigido no formalismo



74

. L LA .
aue  estamos apresentando  pois a existencia de sistemas de

reFeFEncia inerciais, como - afirmamos na éecao precedente, esta
garant ida pela imposicaoc de que R(D) = 0.

Quando =9, dizemns que a pa?tfcula ¢ livre ¢
notoriamente sey movinento ¢ geodésico. F importante observar que 2
propriedade de uma  curva  ser  uma geodésica & uma proprisdade
intrfnseca da curva € nao depende do sistemna de referencia ou do
sistema de coordenadas aocs quaig efa e referidas

Com o que foi exposto ate AgEi, pode~se dizer que a
tearia newfoniana eat complieta. Ou seja, uma ver que conhecemos a
estrutura do espaco ﬁubJétente a0 movimento das partfculas e as
leis que -governém seus 'mnvimentgﬁ, Jé_temua tudo que se PIrecisa
para estabelecer as trajetorias das paftfculaﬁ em qualquer sistema
due queiramps estudar.

Entretantq, sobretudo no que diz respeito aos sistemas
mais complexos, €& claro que o'problema de encantrar as trajetdrias
das  particulas pode camplicar—-se basfahte. Muitas das di?jculdadeﬁ
gue aparecem no tratamento destés sistenas podem ser removidas S&
fizermos uso do formalismo lagrangeano da dinAmica ao inves do
formalismo newtoniano.

0 formalismoe de Lagrange, a. hroaésito, revela—-se
especialmente dtil na investigaqao das leis dg cunservacﬁo e toda
nossa discussao futura devera ser feita com base nelte, de modo que
€ conveniente qile 0 desenvolvamqs formalmente. Para isto, porém,
recessitamos primeiramente restringir as consideraga&g feitas

anterdiormente ao espaco absoluto newtoniano.



b. FORMALISMO NEWTONIANGC NO TRIESPASO

. . A . . ’ .
Seja v um sistema de referencia arbitrario sohre M e
. o A , . _
seja {6, « € R} o grupo a um parametro de difeomorfismos gerado

por v. Defininos uma re1a550 de eauivalencia em M por
o
P~ q(maod v) & 3 a &€ R /o (p) = q;

isto é, dois Emntos sao-equivalentés se estao sobre a mesma 1inha

integral de wv. 0 espago' quoscients MAy = Sv sera chamado

tfiespa;o relativo ao sistema de referfncia  v. |
Seja T P M= 8 a.aplicacao canonica que a cada p & M

: L ‘ - A ' o~
assofia sua classe de equivalencia [pl € SV. A restricao T
' ‘ 5(p)

da apTicagﬁo Tv a cada . plano de simultancidade S(p)Y & um

difeomorfismo, de modo dgque estac bem definidags as aplicagoes

1

Tv : Sv -+ M dadas par
'r‘:’m('rv. )—i,
*H(p)
ande S(p denota o plano de similtaneidade absoluto pelo ponto
P EM tal que t{p) = .
As aplicacoes ETi, a € RY  induzem  uma familia

a - . H hd
{ﬂv, a € R)Y de campos tensoriais 2-covariantes sobre $v por

o o9
F‘.v = (T)"h,

4 ~ .
onde h ¢ como na secao 2.1.1.
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(4% F) o . L F
Nate que Qv e fungao da?erenc:avel de & e temos

dﬁa = (Ta)*
—iy v

£ h-
da B

De fato, por definicao (vamos omitir o subscrito v escrevendo

a ¥
"= R,
4 :
gﬁa = lim R
da Aa+¢ Pala
. a+Aa % e, 3
= ]im {7 Yh o~ (1T ) h .
Aa@ Aa
Entretanto, & facil ver gque as. aplicacoes | Ti satisfazem @

propriedade:

de modo gque

o & % ) . Ao %
dh® = % lim { (6" h - h ,
o Aa—@ Aa .
; o * ¢ . ~ . .2 .
Ja  que (2 e uma aplicagao diferenciavel e linear. O termo
entre colchetes & reconhecidamente a expressao da derivada de Lie

£vh' b que demonstra nossa afirmagao.
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- . . A . 7
Em particular, se o gistema de referencia v & tal qire

£ h= ¢, entao
v

dh® =0

de
. . Ch- . nG
neste sistema, o gue significa 9que efetivamente o tensor
. | ) ’ - -
independe do paranstro a (e “constante™).

Os resultados acima podem na verdade ser estendidog a

. N . .
qualquer compo tensorial sobre M, isto e,

PHGPOSIQﬁO: Se. T é um canmpe tensorial sobre M e se
(?a - é Ry sae os caﬁpns tensoriais arrastados ie
v . : .
. s : [+ -1 e
belas aplicagoes (v )}, entaa
- O, ¥
df, = a2 T
do
- . ' - it} . A
Evidentemente, se EVT = @, o tensar ?v independe do paranetro «.

i9 ’ . - o
0 tensor arrastado ¢ aqui definido como o tensor ?v sobre

g tal que

V
fa A A A A
N LEE B B ] ’ --u}m = F R OB N ,m ,--u}m ’
?v(ui, ur mi’ s) T(ui ur i s)
' %
para todo u, € TSv (i- = i,anu,r), para todo _ MJ €T SV
. _ N
i = 4,.uu,8) & onde 4. = (T%) U, e B, = ¢r) W,
i (VA i J YV J

R R TS




78

¢ importante notar aindé que Nno CASO em que 0 sistema de
re%ergncia v & inércial (Dv = @), suas linhas integrais sao
geoadésicas Fipo tempo ﬁe M. Como t é parﬁmatro afim para as
gemdéaicas tipo tempo, podemos entao parametrizar 0 grupo de
difeomorfismos gerado por v pelo préprio_tempn b oou mais
geralmente por aqualquer dos ndmerms t’ = at + b, com a e b
constantes reaigs ¢ a ¥ @,
Assim, concluimos que uma ver que a derivada de Lie na
'*dirgggo de um sistema de referéncia inercial de um campo  tensorial
arbitrario sobre N s& anule, o campo tensorial arrastado e
independente do tempo. Em particu}ar,é 5&mpre_v&rdade que  se v &

inercial, entao

0 que se pode mostrar levando em conta que Dv = @ & Dh = .
. ) ¢ i _
Cansiderenos - agora oma particula (m,¥}) em M. A& curva

R Sv tal que

’ . 4 . . . i . ~ .
sera chamada trajetoria espacial da part{cula em relagao ao sigtema

A . ' :
de referencia v € o vetor

P (@) = dP(a)

¢l
d (T o ¥)(a)
T
(7, d¥(a)

v e

ut (TV)* V*(d)

i

H]

+ N . ' : i .
sera chamado trivelocidade da particula em relagao ao sistema de

'reFerﬁncia Vo



79

. ~ f
Newton define a aceleragao de uma particula comn o vetor

a = d¥ (o)
: do.

. . F
que pelo que vimnos anteriormente tambem se pode escrever

Além' disto, no formalismo newtoniano o pargmetro & & considerado
cono éendo 0 prépria'tempm, 0 que somente se veri?ica se 0 sistema
de referéncia ' é._inercial. Assim, a tradugao das leis do
movimento estabelecidas anterjormente deverd incluir ainda uma
| primeira lei na 'qual s€ 'estabele;a a existéncia de sistenas de

A . . . . ! . i N .
referencia inerciais, o que aqui nao decorre automat icaments. Temos

entao

- . { N " r

P toda particula livre da acao de forcas mantém o
. . . i . .
sen estado de repouso ou de movimento retilines uniforme

I .. o A .
Piy toda particula sujeita a agao de uma forga ¥

tem seu movimento descrito pela equagao

md¥® = ¥
*

dt

- ey Lad r .
iii) as agoes mutuas entre dois corpos a € b

satisfazem



go

Observamos ainda que a aceleragao newbtoniana nao

toincide, em geral, com o vetor

o>
it

(T )y b, ¥ ,

. - . e 4 o~ .
& ' que chamamos triaceleragao da particula em relacao ac sistema de
~ .
referencia wv.

~ M N
Para estabelecer a relagao entre a e &, notemos qiig a

derivada de Lig Evu de unt campo vetorial o na direcao de  um
campa vetorial v  pode ser escrita
E = Du-D v Tlu,v),
v v u

ande T(u,v) denota a contragan do tensor de torcao com 1 & v.

Agora levando em conta que

(v} W+ v) =D u+Dwv-Du=-0Dy,
n-v 11 " v’ v
ohtemns
Eu=Du-Dv-0D (u + vy = Tlu,v}

v [N . Lvs [TV .

.& portanto, fazendo u = Y e aplicando (T ) ,
* v o%
N .3 (T ) (T ¥ T y
a = a - vix PyV -~ o' % DY*~V( x» T V) g vl Tvo.
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c. DINAMICA LAGRANGEANA

- A v ’ . - -
Um sistema dinamico e uma entidade constituida pOr

iy um par (5,0
e . . (‘ﬂ N = ™
fiy um conjunto | C(m(kl’ (k))' k {1, e, ,ND de

( ]
particulas em S

iti} um conjunto {¥(k)(t); k= 4,..0.,N}Y de campos

vetoriais sobre §

ivy um condunto {mJj J = f,...,m} de campos  de

. N N
i-Fformas sobre o produto 5§ = Sx.?;mbxm,

onde . evidentemente § denota o triespaco relativo a aloum sisteman

) A . _ _ o

de referencia que por enquanto suporemos inercial, de modo que A

. / . . . - . — w . m 4

e a metrica euclidiana deste triespago. As curvas Ty ™7 5
. . ’ .

denotam aqui as trajetorias das particulas ao longo de S (em

~ ‘ AL ' . .
relagao ao sistema de referencia considerado). Cada um dos campos

r r
w & chamado um vinculo.
j _

] . ~ . | A . !
0 espago de configuragoes de um sistema dinamico e

definido como uma variedéde.integral (X,§) do sistema de Pfaff

(o =0, j=1,...,ml.
4
: ‘ : - o ™ '

No  paragrafo (.8 discutimes as condifoegs que os vinculos deven
satisfazer a fim de que exista uma variedade integral do sistema de
. ~ b . ~ .
Pfaff correspondente & nao vamos voltar aquela odiscuSSA0  Bgui.
. N , CA .
Simplesmente vamos  restringir-nos -os estudo dinamicos cujos

sistemas de Pfaff correspondentes sejam completamente integraveis.
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4 . e . . o~ .

Vinculos que dao origem a esta classe de sistemas san  chamados
A ¢ . SN / . A

halonomicos; um vinculo @  sobre ¢ holonomico st € gsomente se

. . e A . ‘
existe uma fungao ¥ 50 o R tal que @ = df. Note também que a
. ~ . . ~ . . ’
dimenzan do gspago de contiguracoss dos sistemas que sstudaremos

£ . s . .
o= AN=m, aue ¢ chamado o namero de graus de liberdade do stetemu,

A curva P /o X detinida por

&  chamada trajetoria do sistena no gspag o o cunFigura;Eeg, onde
N
¢ R > g & dada por
/7 172
(f o= LA 2 S e .
¢ (m (CED T F e
0 vetor ®_(ty € T X, tangente a cwrva P no ponto Pk &

* ¥{t)
chamsdo velocidade generalizada do sistema.
’ . a . . .
A metrica sobre o inciz de maneira natural uma

‘ ) M N ) . : )
metrica ﬁ sobre 5, a gqual arrastamos para a variedade X pela

aplicacas £ o escrevemos

2] Fungﬁo T 0 TR -+ B dada por .

T(w(t),¢*(t),t) m h(w*(t),@*(t))

I E

’ - . I - .
e chamada energia cinetica total do sistemns.
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A cada um dos campos de forgas fk que compoen o sistema

. A . .
dinamico podemos associar um campo de i~Formas mk por

@ = ﬂ(fk,').

. ) F : o
Dizemos entao que o campo fk @ conservativo se existe uma funiao

vk 85 +.m tal que “k nz —dUk. Esta Fungao & chamada BNEraia

potencial do campo F, . A fungao V @ TXsR + R dada por

i Mz

U(?(t),?*(t),t) = U(?k}t),?k*(t);t)

=4

¢ chamada energia potencial total do sistema.

é *uncgo L Tx«R - R dada por

L=T -V
€ chamada lagrangeana do sistema. 0 par (X,L) onde X e a
" ) ne ' . . LA .
var iedade. de configuragoes de um sistems dinamico e L. & a sua

lagrangeana e chamado um sistema lagrangeano. Uma ver conhecidos
. (- . M * L ¢ . + R
estes dois ingredientes , €. possivel encontrar a trajetoria do
. Y S . o
sistema dinanico correspondente no espaco de configuracoes. Para

isto, basta levar em conta o principio de Hamilton que afirma que

 PRINCIPIO DE EBAMILTON: De todas as trajetdrias possiveis pelas
quaic umm sistema pode evoluir de um 'ponfo a outre no

espace de configuracdes, serd realirzada fisicamente
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2 . 4 . .
aquela que wmantem eglacionarie o valor do funocional

tb .
L9 1 = J (L o ¥)dt

ta

{onde @ ¢+ R = T por ¢ = PP )ty ).

' . " £ . . .
A manipulagac matematica deste principin condus as

n~ . . i
equacoes de Euler—Lagrange 4que em um sistema de coordenadas  {x )

sgbre X escreve—se

.d_ ?...;.'.'.‘. — % = @
def 2q' gq'
onde q' = x' 0P & &' = oda'sdt (o= f,...,N).

E possivel wostrar que as equa;ges de Eulegr—-iiagranage se
verifiéam se e somente se as leis de Newton sao vadlidas (& claro,
desde que nos restrinjanos a sistemas cujas forcas sao derivaveis
de.gotenqiaiﬁ e desde gue os v?ﬁcqlos sejan. holondmicos). Daqui por
diante, enfga, vames assumir a validade daé equacaes de Euler-
Lagrange a fim de discubtir as leis de coONsServacap.

Uma lei de conservacao ot uma constante de wmovimento ou

uma Iintegral primeira do novimento & uma Fuﬂggn I:THMxR 5> R tal que

dICPCE), P (£),6) = B,
E *

-, ~
isto e, cujo valor permanece inalterado durante a evolufan do

sigstema.



2.2.4 0 ESPACO-TEMPO RELATIVISTICO

Admife~$e novamente no contexto da teoria da relatividade
aue o espaco-tempo tem uma estrutura de variedade diferenciiavel de
dimenﬁgo 4. Entretanto, espafo e.tempo perdem o carater absaluto
que  possuiam  para  dar  lugar a  um outra ente absoluteo: 0
espaco-tempo. Ou seja, =a teoria da relatividade nasce com a
cohcep;;o de que espazo e tempb' 520 coisas, de certo modo,
'equivaientes e nenhum- deles iaolédamente POssui  uma realidade
-objetiva, sendo somente poss|vel dar  uma caracterizaqﬁn absoluta
(indepéndente do observador) ao ente geometrico chamadno
espaco~tempo. - .

Butera maﬂifjca;ao_que-se introduz, mas que gerve ma iy

para Faciiitar o estudos  dos p}ableméa relativisticos, @ a
geometrizacao do CAmp o gravitécional. Ubéervamae que - pelo  menos
do ponto.dé vista formal - nao & possivel distinguir o problema de
ma partfcula sujeita a a;;o de  um potencial de naturexa.
gravitacional desiocando"se en um . eapacbwtempn cﬂato (sem

curvatura) do problema de uma_paﬁtfcula livre deslacandawﬁé ‘sabre
um espago-témpoe  de curvatura -diferente de  zero (evidentemente
rélacionada com & fTorma do potencial que se tenﬁa). Isto leva a
ideia de que o campo gravitacional (e por extensan a diﬁtrihuicgm
de ﬁatéria € enargia no "universo”) estao asscc{adqa a curvatura da
var iedade espaco~tempo. |
Mas vamos formalizar estas ideias. Introduzimos sobre =
variedade espago-tempo relativistica M um - campo  tensorial

2~covariante, simétricn, nao degenerado - g © TMxTM = R de
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asﬁinatura'wz; chamado campo tensorial métrico ou simplesmente
métrica, com o qual tornamos posslval calcuiar c comprinento de
qualquer vetor do espago tangente TM- da variedade M & que torna
espago ¢ tempo conceitos “equivalentes” sob certo aspecto.

Uma variedade na gqual esteja definida uma metrica de
assinatura -2 & chamada uma variedade lorentziana. A% variedade
lorentzianas que modelan o8 espaco~tempos da teoria da relatividads
especial & geral san orientadas no tempo. Para introduzirmos este
conceito, notemos prineiramenie que a metrica g divide os vetores

) | .
v € TPM, P E M, em bres classes:

i se  g(v,v) ) @, dizemos que v e tipo tempo
i) se g(v,v) ¢ @ ou v = @, dizemos qua v &

tipoc espago

- . £ .
@, dizemos que v e tipo luz.

H

i) se g(v,v)

: ~ e . . 4 . . .
Castas nogors san estendidas de . manesira obvia a campos vetoriais & @

curvas sobrse M.

Agora, seja Tp o conjunto de todos os vetores tipo

. . d . A .
tempo  em TPM" Definimos uma relagao de equivalencia *  &m Tp
como segue. Se u,v € Tp, u =2 v (mod *) s8 € somente 56
. . £ .
glu,v) » ¢. 0O espago quoscisnte TP/1 contem exatamente dois

"elementosi escolhenos um destes elementos como a diregao positiva
do tempo e dizemos entao que | TPM estd orientada no tempo. 0
elemento escolthido de Tp/f & chamado futuro e o outro & chamado
passado.

Notemos ainda «ue o conjunto de todos os elementos tipo

luz em TPM Forma wm cone EP que ¢ chamado cone de luz. 0 cone
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do futuro [passadol £; I E; 1 & o subconjunto de todos os vetores
de £ tais aue  9(v,1) > 6 [ atv,1°) < @ 1, onde 1€ £

L 1 € £; 1 € v € um vetor tipo tempo que aponta para o futuro.
0 conjunto dos vetores tipo tempo en TPM esté localizado dentro
do cone de lux, sendo separado do conjunto dos vetores tipo espago

por este cans.

fohore

velr f-.‘w o2

cetor hipo ewpase

l passado

cane de lyz

(Fig. %)

. . N . . ’ . .
Precisamos exigir gque a metrica g sobre M satisfaga

as equagoes de Einstein
Rpp - & gyuR = Tpv !
5 .

we relaci t de Ricci R, =g RO by

L I s - - e " " TTar o
que relacionam o tensor de Ricci v CH e @ curvatura

(Y] . . .

escalar R £ Rw com © tensor de energia-matéria Tev”

- : ha hY
entendendo~se que a curvatura deve ser calculada em relagao a

’ he . T .
conexao de Levi-Civita associada a métrica g.
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Esta nltima exiggncia significa naturalmenée ale A
distribuicio ﬁe matéria e energia no sistema que se esteja
estudando determina | a  curvatura do egPagaFtempm ﬁssuciadou
Obviamente esta exigancia.é bem mais fraca que %que]a feita no caso
newtoniano e a estrutura efetiva do universe como um todo fica
_ihde?iﬁida visto que nao se dispoe do tensor Tﬂu associado a sie.
Pode-se entretanto fazer algumas hipoteses » respeito deste tensor
e estudar alouns casos limites; negfe trabalho vamos ater-nos a

tres situacoss:
a. 0 ESPACO-TEMPD DE MINKOWSKI

. ~ _ * - , . . E P .. i
Supogrze  aqui Yipe Tpu = G, isto &, que nan existe

;o . . . - 3 ‘ ’
materia ou ensrgia no universo. [ possivel mostrar pars este  caso
- - " . ] i .
que  a variedade espago-tempo associada & chata & que @ mebrica

sobire a variedade tem a Farma

onde T = ding(+4,-4,-4,~1).

b. O ESPACO-TEMPO DE SCHWARZSCHILD

L . ) ‘ ' ., .
Pode~ge admitir tambem que toda a matéria do Wi VeErso
- Fs . . . P
esteja concentrada em um dnico ponto. Neste caso segue dag oquacoes
. .. . . M
de Einstein que para cada ponto de M existe uma carta lToecal {1 )

r
na qual o tensor metrico escreve-se



g9
. -, 2 2 =
g = { £~ K ]dt@dt - [ £~ K ] dr@dr - r“df®d8 - rsen™EdPddw,
r r :
onde K é uma constante.
c. 0O UNIVERSO ENM EXPANSAD
Finalmente, com O intuito de mostrar que em certos
modelos da teoria da relatividade nao admitem uama el de

CoONservacad da energia, vamos incluir ainda a teoria do universo: em

~ " ; B
expansao na qual tem—se o tensor metrico dado por

¢

i i
dr @iy,

BoMgd

g = dt®de ~ R(t)

i=f

onde R(tY €& uma funcio de »° = ¢,

2.2.2 FisIcA DA PARTICULA RELATIVISTICA

Id - . i . I 4
Na fisica relativistica uma particula e novamente um par
’ ‘ . ' \
(m,¥), onde m €. a massa da particula e ¥ oma curve tipo tempo sobre
M. As definigoes de velocidade & aceleracao bem como a de sistems
~ ,\ . " o
de referéncia tamnbém s30 as mesmas da secao 2.4.2.
. - . A
Mo Qe diz respeito aons sistemas de referencia,

s . -
entretanto, e importante notar que como a variedade espaco-tempo




KA

£

nao € em geral chata, nao existirao geralmente sistemas de
A . . ) roo
referencia inerciais sobre €la. De fato, ©0 maximo 4gque se pode
cansgguir  em variedades con curvatura diferente de wero sao
. ‘A . . \ L ’

sistemas de referencia localmente inerciais.

As mesmas  leis enunciadas na  secao 2.1.2  continuam

2o . . . a , .
validas aqui, mas em vista da observagao aCima, o que seria o
correspondente da primeira lei de Newbton constituwiria uma afirmacan
LA . ] ' A . .

cacerca da existencia de sistemas de referencia tocalmente
inerciais.

De wodo a tornar nossa dicussao futura mais uniforme,

& - n P 4 . .
trataremos tambem 03 sistemas relativisticos do ponto de wista do
. o . Fi . ;
formalismo lagrangsano. Advertimos porem que este tratamento devers
. . ) N - ) PN : ¢
restringir-se aos problemas de uama dnica particula (onde ests
. . - ) Cw . - . ' .

formalismo praticamente coincide com o "newtoniann™), pois & ainda
um  problema  em aberto o tratamento de sistemas compostos Por mais
de uma particula.

As equagoes de Euler~Lagrange escrevem-se aqui:

+ . . ’ . . 4 R
onde s € aqui o comprimento de arco medido ao longo da trajetoria
) ) , .
da particula e € chamado tempo proprio.
Quanto a lagrangeana da partfcula, livre relativistica,

ela serd escrita aqui de acordo com Schoemberg (cf. ref. 43) como

Edx,v ) = 4 mag (v ,v ),
. bt 5 H

LW a7
s s L
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onde g denota o tensor métrico da variedade. Esta escolha nao & a
que e costuma fazer usaualmente. Na verdades, os.textos classicos de
teoria da relatividade postulam a lagrangeana da particala 1ivee
como sendo a fang Ao

1
I m (g (v ,v )77,
5 woooRH
[~

L(x,v;) =
-No que diz respeito ao formalismo lagrangeano estag duas eacolhas
conduzem aps wesmos resultados, pois comno  se pﬁde verificar
facilmente, as equacaeg de Euler-lagrange sam idénticas nos dois
casibs. Mais do que isto, pndEMBQ,fnmar para lagrangeana gualauer
-funcﬁo homog%nea do modislo da velocidade que ajnda assim  obtem-se
08 mesnos resultados (dm.pontolde vista lagrangeana, naturalmente).
Entretanto, swrgem diferengas entre as duas escolhas
quando.se PABSA B Formulacﬁo hamiltoniana (que ngo.Foi discutidal.
De fato, wverifica~-se que a hémiltoniana aasuciaﬁa A primeira
iagrangeana & proporcional A massa aa partfgqla,

H(x,px) =

sendo por isso chamada por Schoemberg de hamiltoniana de massa. Mas
se optamos pela segunda  lagrangeana, obtemos uyma hamiltoniana
identicamente nula, de modo que fica sem significado o formalismo

- . . A .
hamiltonianeg da mecanica.
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0 TEOREMA DE NOETHER

Ja dispomos de todos os elementos de due se necessita
para provar o teorema de Noether, o que faremos de dusns maneiras
di?erenfes, Na pringira versao o que se pretende  principalmente &
mostrar que @ muit§ forte = hipétesé Freqﬁentémente admitjda‘de qiLes
a entidade matematica $ubja£ente & nocao de simetria de um sistema
dinamico seja o conceito de grupo. |

Entretantﬁ, & despeitO'.de se estar, de certo mado;
apresentaﬁdm uma ~generalizacﬁo dest g conceitn de simétria de um
éigtéma dinamicm, nao deveré, surgir dal, como se veré} "nenhuym
resultado aésenciaimente novo e'nn paragrafo seguinte rebomaremos a
Hipétese originatl deg gue o conJunta_de trana?ﬁrmacaeﬁ quEe deixa o
sistema lagrangsana invariante forme um grupo a fim de podermos

apresentar uma prova bem mais slegante do teorema usando o conceito

de derivada de lLie.
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3.1. O TEQREMA DE NOETHER EM CARTAS LOcars %

3.1.1. DEMONSTRACAD DO TEOREMA

. . . ¢ . N
Diremos que o sistema Iagrangeano (M,i.) e invariante

par um difsomorfismo @ @ M+ M se
ARG L8 (v )Y = LGa,v ), YGov ) € T M (3.4
. Y] » M M

e estendemos esta definigzo naturalmente para o caso em que se
_tenha um  conjunto F  de difeomorfismnoes de M dizendo que (M,L)
é invariﬁnte sob & agao de F “sé a igualdade acina & satisfeita
Para cada ¢ € F.

Admite-se em gera] aue para qgue se tenha uma lei de con-
servacio para o sistema (M,1) & preciso que exista um conjunto £ de
difeomorfismos de M que tenha estrutura de um GIrupo a8 um par%metro.
Na Qerdaae,.contudm, somente & neééssério qué tal conJuntﬁ tenhas
estrutgra de uma familia a um pargmetro de di%éommr?ismos, conforme

toi definida no capitulo 4. De fato, mostraremos que

T'EORENA 16 fHOETHER): Se o mistema (pf, 1) & invariante sob a
acaoc de uma FURDM o m'{¢¢, o € K3, entas o sistema
lTagrangeans de equacges correspandente a | tem uma

-fntegral primefra,

Yipublicado na Rev. Bras. de Fisica, vol. 16, n. 4, 1986 (cf.

ref. ;4).



PROVE.: (a) Suponhamnos inicialmente que. M= mD, Bejam
' DR 9 R (i = 1,...,n) as fungdes coordenadas usuais do R
S6J R ¥ IR -~ mn, t - ¢(t); uma CUFVYR. Vamos escrever
a' = alveedy, @' =dqlzat e D= Lo TY, isto é, L[ = l(q @
onde "~ q = (a') e a = (a').
S a curva ¥ @ soluggo das equa;gez de  Euler-~Lagrange,
_temoa
g"[?-lt’:i(q’q)] - Q‘—“i(q"” 0. (3.2)
dtiq - 8 q
P . o .
Lomo  estamos supondo gque L e invariante sob ¢ € F, seguz que n
curva @° o ¥ R o R" tanbém serda solugho das equaghes de
Euler—iagrange para cada o € R, De fato, definindo
I R ){I'R—-}I'En
. ’ o
{@,t)y = I'(x,ty = ¢ (¥t
e escrevendo @' = x'or, &' =080'vot e [ = L o TY, ou seja,
[ C(Q,é) com Q= (Q') & Q = (é'), segue da equacao (J.1) que
.o T¢ =L o T¥,
'ou seja,
Ceat, oo emeh, o,8™ = ety ol e At oo a™ (am
e entgo
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oL _ oL 2o’ o ag’
aq' aq? aq' ag¥ aq'
. R
™~ a J a" [N | ,
= 9L 0@ +_§;_,,..__5’0| q« (3.4)
a4 aql ag! Bqlaq(
, A doa k,.ok : "
pois QY = (3Q%/8¢q 3q . Aleéem disto,
o _ ol 2a) oL a¢’
o 06! o' egY ol
ot ag*
3(}"’ aq’_
pPois aé?/ah' = BQJ/aq'. Desta altina SAUACAD. SEYUE Que
d__[?.i: , :d_[é.z-i ] 20’ | oL gm[a_e*’]
de| og' atl 8t | eql  0dd ar| a4
d [ @ god 8l a%d .«
= —[ —= —, —F . .7 9 - (3.5
det 2gY | 2q ag? agaq
Assim, substituindo (3.4) & (2.%) em (3.2), obtemos
G AN (3.6)
dt| ag’ age
que evidentemente SA0 3% equacaes de Euler—-lagrange para =23  CuUrva

44

¢ o ¥,

Agora, de (3.5) concluimos ainda que



i
b

afl¢a,q)

pois o segundo membro daguela equacao independe de o. Azsim,

al aq' a3l aa' |

. = @
aqQ' da 3a' ac
~g usando (3.4) obtemos
o 1t fod i
o fof Jea' ol o foa' ],
. 3t { 94" | oa ag' at| oo
isfo-é,
a 1 ag! al
o faa'al 1 _,
3¢ | Qo an
g portanto ’
i e .
a . L
98 (o, 7% caca,ty,8¢a,£)) = constante.
do BQ' :
Esta equagao deve faler para todo a. Em particular, quando a4 = @,
g% = idM, obtemos
] P 1 iI .
I(g,q) = Q%.(q,q)ﬂmﬂ - "= constante,
aq' LI P

onde @;(q) = (' 0 ¢% 0 YICEY (i = i,.ue.n).

Isto conclui a primeira parte da prova. Devemos em
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r

. F . .
seguida mostrar que o mesmo resultado e obtido quando M € Lma

. . - . N 4 .
variedade diferenciavel arbitraria.

(B)  Seja entao A = CUL¥ .00 € T M) o atlas maximal
de M. Segue que T4 = {(TUJ,TWJ)} é um atias de TM.

ot ]
I . n n
Definimos a aplicagao L : R + R como a representante

de L no atlas TA, quer dizer,

{cijcq,A>) = 1.(q, q) (2.7a)
e também
- o, a, -
L(TWkCT¢ Ca,qid) = L{Td (q,q)}, (3.7b)

onds novamnentes g = ¥{{) e g = d¥/dt, mus agors com ¥ o R o+ M

uana curva sobre a variedade - M.
, . ' o .. a o
Como L & invariante sob a acao da FUPDM F = (47,0 € Ry,
. . ~ i - e et
sera invariante sob a agao da FUPDRD F = (§% a € R}, onde ¢ @T-m"
, &t i

o _ : ; - '
. € a representante de ¢ no atlas &, isto e, ¢ = ?k o ¢ o WJ . be

' . o 1 oL .
fato, como por hlpéteﬁe LCTR " Caq,q))y = L (q,q),  secogue de (3.7 L

#

CcTchq{h)) E(kacT¢¢<q,&ﬁ))

it

Lot o T@d)<q,§>)

= Leerve, o 1% e e 7T (v ca, @,
J T
Entretanto,
¢, o T¢% o (T vy = v o 1% & T Yy

k J k J

o "

= $ - d
ek, o 9”0 wTh
(K

H

TR,
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de modo que

Eﬂw“qﬁ))xﬂtﬂaﬂquj)n | | (3.8)

. v A AL .
como requerido. S5 sscrevermos TWJ(q,q) = (q,q), (3.8) fica

1
nx
g
I}
i
Foan
—4
=]
-
Fu)]
o»
n

Agora, o fato de L ser invariante sob a acgo da FUPDWH

— i : :
Fr={¢ ,0 € R} acarreta como mostramos em (&) que = quantidade
1 -— m.i .
— a .
T¢h,% =25 2y n (3.9)
a?‘[ e _023:@.
e uma constante de movimento, onde A (%) = (' o a% o Ty(ty,

i

o
sendo ¥ a representante de Y no atlas HA. .
Para completar a prova, restaria mostrar que o resultado
obtido independe do atlas usado parza parametrizar a variedade M.

Isto, contudo, segue imediatamente do fato de termos admitido que
¥ . . F
A e 0o abtlas maximal de M e portanto contem todos os atlas

' . .
conpativeis entre si.

3.1.2. A HIPOTESE GRUPAL

Fica claro na demonstragan do teorema que em  nenhom
I + . . . -
monento € necessario exigir gue a FUPDM tenha estrutura de U PO .

Cabe entap perguntar: o que motiva a supoai;go usual de que o
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conjunto | de difeomorfismos «que deixa o sistema lagrangeano
. - ! A
invariante constitua um grupo a um parametro?
4 -
A resposta, que sera esclarecida por um exemplo elementar
L4 ~ I . . . .
€ que nao se& obtem resultados com maior general idade permitindo que

L seja invariante sob a agac de uma FUPDM.

Para que nos CONVENCANOS disto, considerenos a

2

lagrangeana Lo TH® = R dada PO

. 1 a 1 2
(X, x) * 4 mGd™ + 47,
P
I A . . . s )
onde m e um paramnetro real & positivo e x = (x,y) € m_.

. 4 .
Reconhecidamente, . representa a lagrangesana de ama parbicula
livre com dois graus de liberdade. Un conjunto natural de leis de

! vl . . ’ A .
CORseErvarso para este sistema ¢ aguele que estabelece a constancia

do moménto linear na diregao dos eixos coordenados

a2
—

pooo= o= omo oy o= ogonstante

»,
’
&
o
-

31. .
p,. = — = mny = constante.

4 dy

"~ nt M

fatas ieis de CONSEE VAG A0 SRO CONSEQUENT IAs da
. .M . ’ " ) e
invariancia da lagrangeana por translagoes ao longo das diregcoss -
- [4 . - . .
e 9. Mais formalmente, o fato de gque L & invariante sob a agao

. h . .
do grupo a um paramctro de difeamnrfismos

¢,y = (x4 a,y) 5 de = (1,0),




iol

isto &, L(@a(x,g),¢i(§,ﬁ)) w LCOGY)Y, GGy, dmplica aue  a

quahtidade

AL de®
& do

£ N . * Fi
g uma constante de movimento. Analigamente, desde que L. @  tambes

. . i A . .
invar iante sob & agcao do grupo a um parametro de difeomor fismos

¢ﬂ H,H{ = (w,4y + B ggﬁ = (@,1),
dB

segue que a quantidade

QEIQEB = my

9 dB

. ¢ conservada no decorrer do mmvimento'da.pavtfcula“

Mas con DIUSO do te@rema-de Noether podenos estabelecer o
resultadol ainda &ais geral de gue . a proJéqu do vetor momento
Tinaér a0 1bngm de oma direq%a arbitraria no plano é canaténte. e
fato, é Sﬂ?icienfe observar éue a lagrangeana = invariante sob a

aq%a do grupo

& X
(9 ¥ 4+ ad,y + ba) ; a,b constantes. (3.40)

" Dbtemos entao

mxa + myb = constante.



.

ie2

, I i re
ﬁgora, vamos considerar uma familia a2 LLm P&I"l\lﬂ(ﬁ‘ti’ﬂ de

difeomorfismos ao invés de wn grupo. Escrevemos
@7 (,y) = (v F(x),y + gla)),

: ~ ~ i Ly L .
onde + & 9 sao funcoes G arbitrarias. E trivial mostrar que

£ . . - . ~ - 4 e
a lagrangeana € invariante sob "translagoes” na diregao do vetor

L]

gg? o df,dy
do da. dea

e o teorens de Noether forngce-nos a lei de conservacao

"mxdf + mydg = constante.
o da .
. s ) 3 A
Contudo, .para cada o = au (#lxo)-extﬁte um grapo a- udm parametbteo

de difeomorfismos «que reprodux o resultado acima. Na verdade &
suficiente colocar & = dF/da1a 3 Iy = dg/dald f1a equacan
0 ' 0

(3.1¢). Nao obtemos portanto nenhum resultado essencialmente novo

. , al - i
permnitindo que o conjunto (¢ ,a € R benha  uma  estrubtura mais

A . .
geral que a de um grupo a um paranetro de difeomor Fismos.

3.2 0 TEOREMA DE NOETHER E A DERIVADA DE LIE

Vamos apresentar agora uma derivacan bem mais slegante do

teorema de Noether fazendo uso do conceito de derivada de Lie. Para

. . . ’ p) i
isto precisarcmos “retomar a hipotese de que a familia de
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difeomorfismos da variedade que deixa a lagrangeana invariante

constitua um grupo.

3.2.4 SISTEMAS AUTONOMOS

Seja M a variesdade de 'conFiguracgﬂ_de um sistema
. L . ~ . )
dinamico cuja lagrangeana e uma fungao G @ TM =+ W para  a  qual
. . - A a . )
exiate um grupo a um paramebro 6 = (¢ ,a € R} deg diTeomnorfisnos

de TM tal gque
(Lo #%) v ) = LG,v )y ¥ Gov ) € FM, Y a €R
¥ ® P

a L ) ~ . LA :
(note que para ¢ = T, esta eaquagao tradur a  invariancia da

- - L ' a - "~
lagrangeana pela transTormagao _ o M= M), FEsta eaquagan serai
satigsfeita s ¢ somente se

£UL = ULL) = @, . (3.41)
onde EU denota a derivada de l.ie na diregcas do campo vetorial

Ve T(TM), gerador in?initegimal_do arupao G:

o
= T (3 . ' 2.4
U(H’ux) %% (<,uK) (3.1
. a =9
Suponhamos agora  que (U,¥?} geja una carta de M =

sejam



ie4

Ko ox G = (al e W) ()

a5 FungBEE coordenadas de # nesta carta, ondeg a! r" oom
. £ . ’ . ~ i
Gi = 4,...,m) e 2 i-esima fungao coordenada do r"

£ par (TL, T sera uma carta de TM com TU = Lo "

T a aplicagao tangente de ¥. Vamos definir x' TH >R,
-*x ., por _ .
Qj(u Y =g Euij
W ™
para todo x & U,: isto &, x' = a; e ¥on As fung oas ' Ty -+ R
(j = 1,...,20) dadas por -
Xl(x,u )y o= x'(x) _ (3.413a)
" .
X" e,u ) = sy (3.13b)
b ¥ .
onde i varia de 1 até h,_sgo as fungoes coordenadas de TM  na
carta (TU,T¥).
Assim, dado um campo vetorial V € T(TMy, podemoy

A
escreve~la como

= UJ(x,u-)

U(k,u y x (3.1i4)

x
Q1m
>
[
~
=
g

onde (o/0%xY, |

L, mener2nl} & a bass de T(TM) na carta (T, T ).

-Aplicanda vV oa Funcgo coordenada Xl D TU =+ R, vemos que



’ e . ;
€ s supomos que Ve como na equagaoc (3.52), teremos tambem

a4 .
1, | d¢ (x,u ) i
v{x,u )EX ]l = do ® IN_ ]EX |
bad L O }
* 1 . L4 '
= d (X" o ¢ )G,u )
'a*g HS
o=
de modoIAue
1 1 & , e
Vox,u )y = d (X" 0 ¢ 3, ) (3.1%
b EE T X )
o uf)
g consequentemente a equaﬁ%n (3.14) fica
y . [ el @ oau ] ] Q_J]
Otaug? da azo | TX 0,0 )

Mas estamos particularmente intercssados no caso  em  Que
. A . ) .
existe wum grupo a um parametro g = (¥, o € R} de difeonarfismos

de M tal que cada ¢a € 6 seja escrito como N T?d com

0% ¢ g. Neste caso (3.45) fica

viou ) =g (xl e %) G u )
de o
axt % oo, |
do X |

fa =11
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e usando (3.413)

Ul(x.u Y o= dx'(wd(m)) moy o {(1)
K —————
do
la:ua
e
ret i

et
4
~
—
]

di' T ))l
a’"&‘ b4

[r =17}

= d ()G dEx" D)
ik

dit % o
aex

¥

] Evi] = Qi(u )
C T s

. . . i
con i variando de £ a n e v (1) sendo as componentes
v m'ﬂiv quE 9EFa O grupo 9.

S observamos ainda que

a_ | A
i - 1]
ax.l(x,u 3 ax!ly
e
@ que
a_ I 2 |
ned i v !
aX (s, ) 9 |u
%

onde i = 43,eessn, Entao tiramnos

do

(3.id6a)

(Foidh)d

vetnor
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i i

=t w)0 + a '

U(x,ux) v ( )__'_wi v CUK)”Ti

’ O &

3 u
*
de modo que a equagcan (3.41) Ffica
v GOdL Gou) v v u il Goul) = 0. (3.17)
—, ¥ K — ¥

B ay
Finalmente, vamos restringir-nos aos pontos 9 £ M que
estao sobre a curva ¥ @ R o M que € solucio das equacoes de
Euler=-Lagrange, admitindo que uq seja o vebtor tangente A curva no
. I . . .
ponto q = ¥(t), isto e, uq = d¥/dt . Das eguagcoes (3.446) obtemnos

entan

e Y e = di (%Yt )

do Iamg.
[ : . .
;}i{ d¥ (e ] - [_(j.:{_(t)-}rvi.l
dt dt. Yo
= dv' (v,
dt

Portanto (3.17) fica

V@Bl Ca,a) + dv (2L (q,q) = @,
aq' dt  @q'

onde ﬁ = d¥/dt e

4]
oo
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e.
& _ o
a'i Bﬁi \
A 4
Lembrande que ag equacaes_de Euler~Lagrange san escritas
d foL cayay 1 _ 0L ca,@ o
di| 3q 3gq'
.obt€m03 .
i AL ; Feara '
v'(q)gw[ _%iﬁq,q) + (q)—%i(q“q) = @,
dt] &q ut dq
ol seJn, -
== Vl(n:l)“a—l:—"i(q’q) = Q@ : (Z.18)
dt dq :

é FECUPEIranns o resultado da equagao (3.9).

Fica assim eatabelecido quehuma VEZ -qUE se  possan eBxibir
LLt grupo R’ UR parﬁmatro de di?eamorfismms‘ da wvariedade de
con?iguragao gue deixda a Iagrangeana invariante; éntﬁo Exist irs guma
quant idade que nao terd sed valor alterado no decorrer do movimento
€ cuja expkeasﬁo coordenada estd dada pela equagan  (3.13). Além
disto, confarme mostramos no paragrafo anterior & mesmo em vista do

tfato de que a equa:ﬁo (3.44> da gqual partimos ser uma Equa;EO



ies

. ’ ’ o, .
intrinseca, este resultado e independente do sistema de coordenadas

.
e

. . — o — ie —_— : .
usado para  parametrizar a wvariedade s isto c, 4Mma VED
estabelecidas as leis de conservacao em uma carta, o resultado

estende~se a todas as demais cartas compativeis com gla.

3.2.2. SISTEMAS NAOD auTONDMOS

r . . . n
Ate aqui somente consideranos " fungoss lagrangeanas  que
e t M . e -
nao dependem  do paramnctro de inclusao da curva que descriove o
sigtema no espago de configuragoes. Vanns agora SEr um  poucs  mais
gerais @ admitir que a lagrangeanz seja uma fungan L ¢ TH = R quse
., A ' -
depende explicitamente do paramebtreo t.
Suponhamos entao que a lagrangean seja invariante sob a
~ A s a -
agao de um grupo a um paramnetro 607 = ¢, o &€ R} onds  agora o9

o e . . -
¢ sao difeomorfismos de TM x R:

i

LG, u_,t) (3.49)

u

(L e @J)(x,uJ,t)

para todo e € R e para todo (x,u_,t) € TM 3 R,

X
P

Lind » - £ . .
Como  antes, & equagao (3.49) acima sera verificada se e

somente ge

12 . o ~ o . .
CTAs leis de conservagao nag szo, entretanto, independentes do

. A , C . . -
gigstema de referencia utilizado. Veja parégrafo 4.2



i1e@

onde agora U € T(TH x M) & o gerador infinitesimal do grupo G,

= Qﬁa(x,ux,t) . (3.20)

v
(a,ux,t) do

Q=@

Dada uma carta (UJ,¥) de M e uma carta (I,8) de R,

vamos definir a aplicagan

PFY T x I = RED w B

Mok by 2 (P, () ,BLE).
e * N

s

Claramente, o par (T x I,P¥Y) sgra uma carta de T 3 R,
L o ' n e
Adaptandeo definigoss de e dadas na secao J.2.1

¢ definindo alem disto

2P T 9 R

too k) = Cidy o 8)(t) = 8t

podemas definir as funcoes ooty w1 + R = @,...,20) paor
X, u .ty = w1t ' (3.21a)
M -
X'Gou ) = o (3.24b)
n+i | -
X (x,ux,t) = M (ux), (3.24c)
con i = {,...,n. Estas sao fungoes coordenadas de TM ¢ K nm

carta (TU « R,P¥) g um campo vetorial V& T(TM x B)Y pode ser

escr it comao



i1

\j by - a .
Voou, by 5 V0002 '

::;llx,’t)

com {afaxd, d = @,...,2n) sende a base natural de TCTM w0 i)
associada & carta (TU x R,Ppy).
Se V @ como na equagao (3.2¢), obtemos entio QL
o
WiGou Lty = d (xP o a%y G, Lt ) (3.
o = _ x

do
- - y 0: %
Se admitirmos agora que cada ¢ tem a forma

@d(x,u ,E) = (?a(x),w (n ),Ga(td),
A *

¥
Cl

o ’ * A . [a% - P
onde c¢ada ¢ pertence ao grupo a um paramgtro g = {$ ,a € M} de
. . - _ ' Lo
difeomorfismos de M & cada © pertence a0 grupo & = {¢ ,o € R3

de difeomorfismos de R. Com isto, (3.223 ficas

Vot = dxt T oo, % ) ,0% )
dO: IQ:::'.'@

e usando (3.21)

fi

d: "%ty
da

Q..
tJ (J\,ux,t)

I
<
o
. e
-+

Vi Lty = di’ (PTG = v 0
- - da :

n+t

y Ga,u B3 = dy (F_(u )3
* g ¥ X

LH
‘.(: -
~
=
e
)
——
~

. in} i n
ande i = f,vuu,n & v {t} e v (t) 830 as componentes  dos
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campos  veboriais que geram 0% grupos 9 € ¢ respectivamente.

fissim obtemos

= vO(t)2 + v' oo + vl(u o , (3.23)
(x,ux,t) - i ® o
a3 a5 0
t by u
Fac)
onde 8/9:°] = asox°| .
t (i, ,t)
¥
- Finalmente, Vanos eHCrever wE g = ¥Y{ti : o)
", = q = d¥/dt com ¥ @ B s M a curva que descreve o sistemn na

var iedads de con¥igura¢§m. Aplticando (3.23) a lagrangeans no  ponto

(q,ﬁ.t),“obtemoﬁ

vIEBLCa, a,t) + v GOBL (g,a,t) + dv' ()8 (g,a,t) = @
at oq' dt 2q’

e levando #m conta as gquacoes de Euler—-Lagrangs,

d { v'icaar (a,a,t) ] = —vOtrdLCq,a,t). (.24
dt - 8q' at

: L, 7 . .
Agora, o mnemnbro direito de (3.24) ¢ necessariamshte nulo,
. . . L . [ - .
pais partings da hipotese de gque a lagrangeana L e invariante sob
e . A . . .-
A agan de  um agrupo a um paranetro ¢ de difeomorfismos do "eixo
L] . . : I
temporal & pode-se provar dtilizando argumentos analogos  aos
usados nesta segao e na anterior (¢, por simplicidade, considerando
. I, 2 4 ' .
ianicanente que L(x,ux,t) = L(H,ux,ﬁ (t3) Y aque se isto acontece,

entao
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Q&(q,ﬁ,t) = Q.
ot

~ \ . ) LA . ne
Por outro lado, se a lagrangeana nao admite invariancia sob a acao
! . . . .
de um grupo (ou pelo mnenos uma familia) de difeomarfismos do eixo
e . .
temporal, entao temos v (q) = @ e a igualdadse

d [ v'(qerdLcq,q,t) 1 = @
dt 2 q ]

verifica~ae da mesma maneira.
3.2.3 A CONSERVAGAD DA ENERGIA

Para terminar_éate capitulo, resta estabelecer winda uma
integral primgira do wnovimento que nao pode -ser obtida pelos
procedimentos que utilizamos até @gui. Esta lei de’ conservacan,
como sers wvisto nos préximaﬁ_capftulas, esta int imamente ligada 2
lei de cdnseyvacﬁo da energia, coincidindo com a energia total do
siétema £m algun§ casns particulares.

Congsidersmos ent an LLAYA, lagrangeansa . 0 TR =+ R
dependente explicitamente do "tempo’ e seja ¥ R 3 M a curva gue

’ ~r ~r .
e solugao das equacoes de Euler-Lagrange para esta  lagrangeana.

Yamos definir a curva ¥ @ R 2 TR dada por

v(ax) = [ PLa),dP(a),a
. dt
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o

=3 através dela construir a aplicagao L @ R -+ M  tal que

Ceay = L(¥<ary,

Agora, seja € E TR um campo vetorial qualauer <gobhre o

fibrado tangente da reta (que nao npecessariaments “daixe
. . - . Ha Ll ' Fd " .

invariante a fungaco LY. Natwralmente, e t @ I =+ R e @ fungao
coordenada associada  a algum intervalo I da reta & se

d/dt!a = d/dt, o« € I, denota o vetor natural associado a esta

carta, entao para cada o € I podemos escrever

e = £ (o)dg -
& dt

o
Vamos calcular a derivada de Lie de L na direcan ¢do campo
E no poanto . Temnos

£ L03 = e, 0L © ¥3

it

(¥, E 0L,

onde L denota a aplicacﬁa_ derivada da  aplicagao Y. Como

. . N
¥*(E) € T(THM:R), podemos evidentemente escreve-lo comno

V() = vitrana
D' P ia)
r Wleveana |
| 3Qi 4P
- da
' + vUveana_ |, - (3.25)
' 8"
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onde utilizanos a mesma notacao da segcao precedente. Aplicandn este
vetor a cads uma das {fungoes coordenadas de TR, obtemos as

expressors de cada uma de suas componentes:

li

i
¥ (e X
e ryl .
= e X' © ¥1

v' (¥ (o))

m.i e nf.{_
v o(¥la)yy = /_*(Ed)tx i

- n+i .
s EGEX o ¥

w' e gPay )

= E
& dor
= & [ du' (Pean)
da :
= eo)d | g;icW<a)3]
dat da
= s(a)d®q’
=
a?

v (¥ (@)

i

- .
Y*(Ea)l_){ 1

Q .
E‘II‘_'X I

i

EGCCKJ

H]

g(a)y.
Portanto, a expressan (3.25) pode ser escrita como

v, (£, = £(@)a'0_ + eora e+ £¢0d8_
aq’ . 6::1' ; ada
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e ohtemos entao

Y (€ 00T = £(a)a'd + ecada AL+ (AL
0q! aq' da

e uma vez que a curva ¥ satisfaz as GQURCBEﬁ de Euler—Lagrange,

¥ (8 JIL] = scond [ a'dL ] + scardL.
da B;:|1 _ Sa

Notemos agora gque por odtro lado temos

V(€MLY = e Tl & Y1
= e{og (L ® ¥)(x)
do ’

s(ardi..
g

i

Assim, obtemos a identidade

g(andl, = s(a)gw[ %igh i+ E(J?é& ,

da da a8 ;;| ! da
oile também podemns £sCrever
sdd | a'ar - L] = ~e(oron.
do aé' ba
Admitindo entlo que a lagrangeana | & invariante sob a
“eino

Ll A R . .
acap de um  grrupo a um  parametror de difeomorfisnons  do

" . L . . h=1
temporal’, isto e, admitindo que L(H,VV,N (a)) = .0,y _,0) para
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todo (Ce,v_,o) € TM:R & para todo o € W, obtenos que EIWC:E RN

e portanto a ¥ung§o .

hia,q,a) = q'BL (q,q,0) ~ L(q,q,9),

chamada ?uncgm gnergia do sistema, passa a ser uma constante de
movimento, desde que, & claro, () # @ (para todo o € R). Observe
“que diferentemente do que oCOrrel na aecan anterior, aqui ¢ crucial
6 fato de ewxistir ou nao um grupo de difeomorfismos do eixo
tenporal que deixe a lagrangeana invariante e na verdade se ‘este

grupo nao existe, obtemos apenas a ldentidade

dh = -8k .



caPpfTuLD 4

LEIS DE CONSERVACAD NA FIsICa cLASSICA

ne

Mote que tdda nossé discussan no  capitulo -anter}ow
enbasa-s na hipéﬁese de existir wm grupo a um param@tro de
difeomor fismos que deixa o sistena lagrangeano invariante, mas Aa.c
se fornece os neios de en;nntrarl este grupd, ou  Grupos, Caso

Misham.
Nos textos classicos de mecgnica anal{tica isto & feito

de maneira bastante informal observando-se que na eventualidade da

lagrangeana ser independente te algiurma cas coordenadas

generalizadas (Caso em  que se  diz que esta coordenada - q
. # ¢ . ’ . . . . i o

digamas - g cirelicad, 0 que significa que 5L/aq' = @, entao a

equacaa de Euler—Lagrange correspondente fica

d [aL | =e,
dt | 24
0 que indica que a guantidade . p. = aL/ahl, o momento cananicn

. i ‘
conjugado a q , & conservado.

. Nag palavras do teoremsn, o Fato da lagrangeana sey

. i . - . : ’
independente da coordenada q gignifica, em particular, aue ela e
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a3 -

. . ~w . A
invariante sob a agao do grupo a um parametro g = {¢ , o € MY com
o, i n i i n ' .

P (a e, ) m (O, ene,d FE, 00,0 ) de modo gue a quant idade

o
IR T Y TR T
6&k do aak i a%l i

¢ uma constante de movimento.

Observemos entretanto que por este processo  de  procurar
.as. coordenadas ciclicas nao femoa garant ia de estar encontrando
todad o8 grupos de di%eomaffiamoﬁ qite  deixam =& lagrangeana
invariante. D& fako, ia no problema da particuia livre somente se
ohtém por este pProcesso as leis de conservacao das componentss  do
MQmento' linear -da. partfcula g resultam  da .invariancia da
lagrangeana frente a translagoes ao longo dos eixos coordenadas,
nao e obtendo - pelo menda diretanente - as leis de CONSErVAC A0
das compénénteg do momento angular.

Assim, o due sobretudo s@ pretende neste capiltulo e no
geguinte s ¥0Fne&er uma maneira formal de ﬁe encuntrar'a5 leig de
tonsérvac§Q (E sinetrias) que deveras APAFECEr NA avmlucgb -de  um
dado sistema. Faremos isto primeiramente para os sistemas ©lissicos
de[xando para o proximo capituleo o trabalho de generalizar os

B . . i .
resultados obtidos para os sistemns relativisticos,

4.1. LEIS DE CONSERVACAOD E SISTEMAS DE COORDENADAS

Nossa motivacao inicial € portanto responder A pergunta:
conhecida a lagrangeana de um sistema, como encontrar o0s grupos de

difeonegrfismos gque a deixam invariante?




7 . 5 b
A resposta a esta pergunta esta contida na derivacao do
. N f, . . i
tﬂor 2ma de Noether desenvolvida no capitiolo anterior. Nao s btem
dlflculdade em concluir que para encontrar estes grupog bDasta  que

688 resolva a equa¢50 ’
£l = 0, (4.4)

que  MMA  Vex  que L. seja ﬁdnhecida constitui uma  equagan
di?erencial envolvendn as componentes do campo vetorial qus gera o
grupé_de difeomorfismos.

A titulo *ilustrativo, vamos resolver = equaqﬁm ACima &m
alguns casos eapecfficoa’-qu& sao  de espetial interesse. VYVamos
aterwnoé aqii .ab  problems da particula "livre", entendendo por
“livre™ qualquer sistema (ainda queiéujeifn a vinenlos? nao sujeito
& Patenc!ais. Neste caso a lagrangeansm Qo sistema coincide com =&
energia cinética e existe um sistema dE.CGDFdEHadaE <qi> no qual

podeEnos esCrevesr

La, @) = & mh, e (i, =f,...,0), (4.2)
5 J
. < i w
onde hiJ = hiJ(q) & uma matriz e g = dlg © Fy/dt KAQ  As
comFronentes da velocidade (generalizada)  da part fcula (¥
naturalmente ¢ = sua trajetéria) no sistemna de . coordenndzs (q[>

cuja natureza nao especificaremos por enguanto. Temos enbtan

o £ o £
1IJ)q q + imh ( Uq )q + fmh. Jq ( Uq )

n« . [

£ L= im(£

&



e k K N R ,
£ o= YLk, LT o= dh, /O s & = U 3 o= w ASBin,
Mas VhIJ. Ulh|J3 ) IHJ/ o & y 9 U{q i v ASsim
k rinJ liuJ lil‘j
£ = o .. + L. + ..
UL %mv khqu 4] %mh]dv 9 %mh’Jq v
[ [ - =
v ka 'i'sj 8 ik'J a8 ,j'i'k
= imv 2 he.q q¥ 4+ dnh. 8 vig a® + imh, .8 viq g,
o ki = 0d Kk v ok
2 2 2
. i fork 0 a0 kot - . ) )
pois v = (6kv ya 2 (Ov /Joq Yy . trocando k  por i no segundo

membro da direita & j por k no terceiro, obtemos entao

£ L = imvka h,,ﬁlﬁd + fmh ‘3‘vkﬁ!§J + fmh . B‘Vka'ad
v = k' iJ = KkdJ i = ik J
2 2 2
k k k& ' i d
] A a . -
im{ hikajf + thDiv LY khiJ]q <
2 .
Yamos definir . & | vk de modo que
& = J = th } ! LB
' ko k
a w3y, - a |y.
hk.j iV !VJ v II‘JR
e partanteo
tlmin[ 3w 48y + KB h -8 h. -3 h alad,
v = i i J i J ik ik
Assim, (4.1) sera veriticada se e somente se
Bov. +2.v + [ B8 h  «B.h -8.h .1 =o. (4.3)
i"J Ji koid Jik i KJ

Esta & entao a expressac coordenada da equacao (4.1) e & conhecida
L . . . i L
como equacag de Killing. 0O conjunto de componentes (v ) que sao

~ . - . .
solucoes dela formam os vetores de Killing da variedade.
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A fim de chegar a solucan do sistema (4.3), devemos ser
. F . i ’
mats especificos & fornecer a natureza das coordenadas 9 , 0 que @
feito estabelecendo~se a forma da matriz ihijj' Anal isaremos dois

4 29 ]
casos neste paragrafo:

a. COORDENADAS CARTESIANAS

-

A natureza cartesiana das coordenadas fica estabelecida

uma vex que 05 termos diagonais da matriz E“ri sejam constantes,

sendo todos os demais termos nulos. Por sinplicidade, tomaremos
y . . . . 2 ’

hij 2 i para todo i, wom O gue o sistena de coordenadas e, alem

. i i ) -

disto, ortcgonal. Vamos escrever q = neste sistema €

*

Festringir—-nos ao caso €m que i = 3. A equacﬁa de Killing (4.3)

fica entao

dv, +8,v, =0 (i,]i=41,28,3 (4.4)
Jod i J _ .
Para resolver- esta ‘equaggo,' lenmbremns que [ Ar a A

particula livre no espaco éuclidiaﬂo dEVENOS SSPEFAr A CONSEF VA AD
dos mpmentos anagular & linear <(além, & .clavo, da  energia que
trataremos mais adiante), resultado da invari%ncia da lagrangean:
par.rufacges e translagaes o EsPaGo. £ natural entao SILP DY LAMA

solugao da forma

vV, = @ o + ﬂ., (4.5)

+

qiue substituindo em (4.4) pnos leva



W, o = ,
id Ji
ques Nos diz que a mateite ENiJJ deve ser anti-simetrica.
Escrevenos entao
& W [N A -
[ £2 13 [ ¢ 3 2 l
o, = {1} Q A = —d @ A
id i2 23 3 i }’
- =) @ &, )
13 Yog o g ¢
‘de modo gue
bt ’.;
= &, w5 - @ w™
Vi 3 2% By
3 i '
2 i 3 ﬁ?
i oo
P I S N 4 t -
Va 2 { Ay
Mas a8 constantes wi,ﬁi Ci o= 4,2, 520 totaimente

arbitrarias e para cada escolha de seus valores teremos um conjunto
de coﬁpunentea que  Formam um'vetpr de Killing. Entretantu, todos
estes vetores possiveis podem ser escritos em termps de  @apenas
5ei§, 0s quais sao obtidos bbﬁervandnwﬁe e uma  Vern que o0g
pargmetros bi'ﬁi sao independentes padémms mahter apenas um deles

nac nuelo de cada vez. Assim,

(@, #0) v . . = 0 Vegye ® 0% v(i)é = -6 (4.6a)
@, #0) v, = wmgmg Vimys F @ Vi gy = 01 (4.6D)
(@420) v gy, = Wt veg, = et v gl =0 (4.60)
(B #0) v .. = Py Veayo = © Vimz = 0 (4.6d)
BFOY v o= 0 Veero = Po Vieys = @ (4.6}
BaP@) Vigyy = 9 Vigre T 9 Viers = Pa (4-68)




terremos

tem—se

[

cada

Agora, para um destes conjuntos de compoanentes
uma lei de conservagan. Com a lagrangeana dada por (4.2)
i
L = m h,, dx
o ik !
a2 gt

de modo que deven conservar e,

as guant idades

com oS

v

()i

de acordo

i
m o

k

Yeayi

dados por (4.4). Segue entao que

A}

nt

n

m

m o>

m

&

(=9
-

] =
“
-

i
+

X
Farad

N

com o teorema de Hosther,

(4.7a}

(4.70)

(4.7c)

(4.7d)

(4.7e)

(4.74)
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sa0 as constantes de movimento do sistema, A

quali s a4 plressan

essencialmente a conservagcao dos momentos angular € linear no

. . Fs
decorrer do movimento da particula.

b. COORDENADAS ESFERICAS

Vanmios agora investigar o que acontece s& resolvermos

tratar o problema

¢ L . .
da particula livee em coordenadas esféricas ao

. ' " H " H I
inves de cartesianas. Para isto basta aque escrevamos a matriz

Eh..j_ COno

1.}
i @ @ .
- 2
Chi3=1{ .0 o« 0
. . ]
@ ¢  rTsen™§ ]

onde estamos redefinindo as coordenadas PO

qg z P, Temos

m 2
arhge =l
a | o 2a
e T ORFSEN
re33 "
g 2 s mndcosd
f— o =
Sh33 2r senboosd,

- sendo todas as demais derivadas nulas. As equacoes de Killing (4.3)

ficam portanto




@ v, = @ - {4.82a%
i
3 8 v, -2v, = .8bY
Bav ¥ B v, RV, =0 (4.8b)
r‘
-y o
awvi 4 Brvg & Vg 0 (4.8c)
. 58\;2 + rvi = | . (4.8
5?v2.+ 58v3 -~ 2cotaf Vo = Q _ (4.8e)

-2 . -
5?v3 + rsen g vy + senfcosd Vo = @, (4,8%)
ou em termos das componentes “contravariantes’, fazendon vi A
o 2 3 o a0 '
L = V?/!‘" e Y = Va/i" GEN “8, POCfE?!'ﬂOf& EGCIEYE
i - . - - T £
g v o= P (4.8a")
r -
2, 2 i - ‘
T3 T o+ vt = 0 (4.8b7)
" 8 -
Fesenc8 @ vo + d,vt = @ (4.8c”)
IS P _
& 2 : i ) o ’
r Bev + oyt o= @ _ (4.8d7)
& 2 3 2 2 ,
rsen 8 63v + r© a?v = (4.8e”’)
2 2 3 Ry &, 2 2
r“gen©8 8 + reen™@ v .+ rsenfcosd v = @, (4.8+%7)
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Naturalmente o  sistema de equacoes (4.8) ou (4.87) ¢
miito mais dificil de se resolver que o S sistena  de  equagoes
EHPresso pela equa;ﬁo (4.4} i3 que aqili nao € puséfvel @HPrimir as
companentes dos vetores de Killing como fizemos &m  (4.5). Alias,
tampouco parece~nos ntil resolver este sistema explicitamente ¢ ao
inves disto vamos mostrar uma propriedade da equagan de Killing e

Tde suas ﬁolugaeﬁ que indiretamente derivamos na prova do teorema de
Noether dada no paragrafo 3.1. A idéia & que, sendo uma & qUEG 20
intrinseca, = eauagao de” Killing independe do sistemns de
cuordena&as nasado  para parametrizﬁr a variedade. Assim, dspera-se
que o sistema de équagaas {(4.8) esteja relacionado com o sistems
(4.5 pela lei ‘de traﬁgFormacﬁo_das coardengdaa cartesianas para
gsféricas. Vejanos se isto acontece efetivamente.

o comrdenédaa cartesianas, o vetor de Killing ¢ escrito

EJEI‘IE-:‘I‘”.i camente como

<y e -
v(xi,x‘,xﬁ) == (ngg —INQKS + ﬁi)ai +
+ (mixa - MB:;j + 52)52 +
i 2
+(mgx - W +3ﬂ>33

e QUEremos $uas componentss no sistems (5r,5§,3w). Temos

e
if

reenfcos?

reenfgen?

. X
H

l§

reosh

.

ri
e tambem



@r senfcos?  senbsen? cosd ] [ 61 ]
tr 09 # cosBeos?  cosfsen? -—-senf Op - (4.9
senf O ~gen? 5P
FsEn @ el cos @ 63

=t
Assim, as componentes VJ (r,8,%) do vetor de Killing expresso  em

F . .
coordenadas eatTer iCas relacitonam—sg cCcOm SUA%  Componentes em

coordenadas cartesianas de arcordo com

i’ o ‘ . . i
onde EA? 3= LA )J’j e a inversa. da matriz A = EAJ,] e
aparece en {(4.9). Como ﬁwi = ﬁt (é.é ortogonal), concluinogs que
. 1 r N . '
v r,8,%)y = (raenfzen? Gy Foosé Wy F ﬁi)EEHQCGEW +
+ (reoub wy o reend cos? @, t B.Ysenfsen?f +
+ (rgenBcaos? ©, - reenfsen? wi + ﬁa)coaﬂ
27 :
v o(r,8,%) = 1 (rsenfsen? m? - rcos8 o, + ﬂi)CUQSCOS? +
- . r . [ [~
+ 1 (reosf @y - rsenf cos? wa Bp)coagsenW +
= 2
+ 1 trsenfeos? @, ~ resenfsen? G, + BS)toaﬁ
r [ 29
v (r,8,%) = ~(rsenfsen? Wo = rqnéa W, + B,) sen? 4
r send

+ (recosé Mi -~ regndcosf QS + B cos¥f .
' “ v send

A ~
Naturalmente, mantendo um dos paramstros nao nulo de cada

ver, obteremos



-

13¢

§’ 2’ e
= ez sen? = - =
(wi#@) Vi1 Q Vi) @ sen Vi) NicthQCwa (4.1@4?
(W, 4¢) vi, = @ val = _cosP vai = Eufgﬂrosw .(4 10h)
a2 (27 (23 2 (2} 2 ) -
W # 8! = @ 2 s @ 3 . -t (4.450c)
(WP @) vigy = Vigy ® Vigy = g -10c
(B . #0) viz =gaend cos? vg’ =06l cos? vg’ me geAP (4.10d?
i (4) - ) (4) Sttt (42 "ﬁ~ﬁg -
r FOSEn
. LR W 3 ;
(B . #0) v .. =senlsen? 7. =cosfzsen? vo_. = cos? (4.50c}
2 (5) C Yqmy TEEEEERT Vimy T O_LOET
r rousené
(B.#0) vi. . = cos@ B = - send  vi.. = 0 (4.50¢)
3 (&2 ’ (&) “E . (&) SO s
qile cada -um  dos conjuntos de componsntiecs em

Pode~se wverificar

(4.19) satisfar o sistema de equacEEE (4.8°).

Agora, pelo teorema de MNosther, as leis de  conservagad
a0 geradas a partic de
I 4 rd
i ks
I/ = mh d .
{4.) g e (o)
t
Obtemos entao
., 25 w 2 8 -0 t
I(j) =M 9 SENT 4+ N ¢ SENY COEY COE (4.41=2)
, 2 2
I(g) =il dcos?® + mr Psenfcosfsent? (4.04h
’ 2 2 r
I = mrogen ¥ - (4.44c)
3
124) = mreendcost + mrocosfcos? + wrfsencos? (4.11d}
I = mroend sen?® + nr@cosfsen? + mr¥senfcos? (4,44

5
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I(é) = mnrcosd —- mr8send. . (4.116)

4

E #écil ver que estas congstantes SA0 As GKPFQ%%BQG et coordenadas
esfericas das leis de cwnﬁervagau dos momentos angular e linear
dadas em (4.7).

Bhserve que & unica coordenada ciclica Jilg CONMPAarece na
lagrangeana ﬁa partlicula livre expressa em coordenadas caféricas €
a coordenada ¥, de modoe que a nica lei  de conaervacao quLe
abterfamas pel@ inépe:gm da lagrangeana seria (4.14c). Isto mostra,
cémo afirmamos gue 2a idanti?icacﬁo déﬁ coordenadas ciclicas a  £im
de eastabelecsr as leis de cunserva;ﬂo qui deverao aparecsr no

estudo de um sistenms Ffornece resultados bastankte incompletos.
4.2 LEIS DE CONSERUQGED E SISTEMAS DE REFER&NCIA

. . . T .. o PR .

Frogsseguindo na analise dos praoblemas classicos, vanos
agora esclarecer a relacao existente entre leis de conservagan

. ' A . '
siastemas de referencia.

Note que na derivagao do teorema de Noether foi preciso
especificar RN atias do fibrado tangente da wvariedade de
configuracan, o que signitica nae apegnas 8 escolha de um sistema de

u L -
coordenadas sobre ela, mas tambem =a escolha de um sistema de
A ,
referencia.
, . . '
Observemos ainda que a prova fornecida no capitulo
. . £

anterior nos garante - como evidenciado no paragrafo precedente -

‘que as leis de conservagao san independentes dos sistemas de
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coordenatdas escolhidos, mas desde que tenhamos o cuidado de referiy

0% résultadoa ans referenciais naturais associados a  cada carta.
) . _ _ . ‘ )
isto e, nap se tem garantia de gue og resultados independam do
. A , L
sistema de referencia sscolhido.
Para esclarecer isto, wvamos wvoltar ao gxemplo da
A

! 4 R .
particula livre estudado no paragrafn precedente. Por conveni=sncia

notacional, vamos escrever a lagrangeana (4.2) como

- — .._i.._' -
Co= 4om b, u e (4.12)
= b
[~
. L e ’ )
supondo, par simplicidade, quLe {w ) e " algum conjunto dsg
' . L . . . # . ) - .
coordenadas cartestanas & ortogonais, isto e, a matviz LhiiJ &

"constante” e diagenal (digamos, EhiJ] = odiag+L,+1,+5) ).
. R . A .
Consideremos agora am sistema de referencia  que s
desloaue com velocidade v em relacao aguele no gual a lagrangeana,
(4.12) foli escrita & vamos supor  que exista oum  sichtemna  de
caordenadas {x ? cujo referencial natural seja jJustamnente gste.
Mais eepecificamente, VANDS SUPOr qus 0% sSistemas de  coordenadas

e i . ,
() 8 (w3} estejam relacionados por

~ i i i
W= o o= v ot

o Il . . -~ .
E facil wver entao que a lagrangeana i ne Novo

. ’
referencial sera
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. i . - o~
Agora, no caso de v (i = §,2,3) ser constante, a

!

equagﬁo de Killing correspondente a esta lagrangeana sera
oy, + 0. 1. = @,
J J

i * LA . A ~
(63 £ 8/8x7), aue ¢ tormalmente identica & cquazao (4.4) o tem

portanto as éoluqaes dadas em (4.48).
Entretanto, embora tenhamos obtido os mesmos wvetocres de
Killing (istm_ sempre acontece:! o3 vetores de Killing S0
iﬁdependentea do sistema de refer%nc}a), O MEesMo Nap  acontece  no
\

qie diz respeito as leis de conservagaon. bDe fato, as integrais

primeiras do movimento serao geradas a partir de

- ‘i‘i - i ,‘_j - :] 3 i
Leay = mhy 00w vty = mix eI,
cam os u(a}i dados par (4.4). Assim,
'I(i) = Haﬂﬁa - H'EEB ] - m(M?v s g?v3)
B ST t |
Ligy = m ”igﬁa ” KaﬂLi -~ mGv? -3V h
; i d dt
e v )
I(3) = m Kadxi - xiﬂgg - m(x“vi - Hiv“)
! dt dt
3 = \ri —_ i
Teqy = nds - mv
a 2
Ligy = mdx™ - mv
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Evidentemente, estas equacoes estabelecem & Cconservacao

. . I 4 .
do nmomento angular e do momento linear da particula livre confarme

vista por um observador dque se desloca com velocidade constante &m

relagac ap  obhservador
i

»~

FERPOLUSO .

Note que, em particular, se

i
v o= odu Sdt, todas estas constantes se anulam, © mesme acontecendo

.

I ._ L 4
com a lagrangeana. Isto & natural, pois nestas condicoes costarianos

descrevendn o sistema

ponto de vista de um observador que se

. X 4 . . o~ I . N
desloca com a particula e portanto man percebe aenhum movimento.



cariTULD 5

LEIS DE CONSERVACAC NaA FISICA RELATIVISTICA

) . . . . o A
Vamngs, agora investigar as leis de conservagan que tem lu-

. . Fi . . F
gar no contexto das teorias relativisticas. Como & vern, 0% proce-

o

dimentons, os resultados e mesmo as  interpretacoes sao similares
L] rs . ! . . { -

Aaqualas da fisica classica. Como mencionamnos no capitulo 2, vamnos
ater—-nos ao estudo de apenas tres teorias. o espaco-tempo  de  Min- .

kowsk i, o espago~temnpo de Schwarzschild & a teoria do universo en

"
e:;paneam n

S.i. 0 ESPACO-TEMPO DE MINKOWSKI

ot

’ ~ -
No capitulo 2 (zsegao 2.2.2) adotamos para = lagrangeana

da particula livee relativistica a ?unqao

t v
LC,u ) = 1 m g,v(x)uﬁu ‘
2y 2 A.‘

de modo que o8 grupos de difeomorfismos que deixam a lagrangeana

sa0 obtidos de
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. !
isto &,

_ . L Mow o Y gov, ~
% m ngHUJu i+ QMUULg Juy o+ gyuu Yl 1 =9,
[~
que lembrando que
. P
UEQ”‘)] wmoy apgw
e que
' ' T '
- e = uPBPvﬁ,
ande v 830 as compoanentes do vator v o= H*U quUe gera o grupo de
difeomor fismos da variedade, nos leva a
rJF a J a1 M -
% n t v apqpu gpvﬁﬂv gyp“uv J [WT! Q,
O 8E,Ja, gscrevendo v, = g VP
W ow= o op”
gv +08 v + @ ag -~0a ~-8g =0, (5.1)
Mw v - T3V M pU vE MY .

Bheserve que esta ¢ exatamente a3 equacao de Killing que Tornece o

geradores infinitesinais do grupe de isometrias da variedade, cono
. 4
citamos no paragrafo 1.6.
Para o caso do espago-~temnpo de . Minkowski, temos

nguj = Lnyvj = odiagl(+l,-1,~1,~-41%), de  modo  gque o ultimo ftermo do

lado esquerdo se anula & ficamos simplesmente com
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2V, B, = 0. ' G-

. B e o Fl . . . A ) Y
A solucao desta equagae e abtida de manefra identirca a da

equacao (4.4). Supomps que as componentes vp tenham a forma

ane substituindo em (J.2) acarreta que a matriz [ 1 deve Ser

b
gy

’ . . . ’ .
anti-simetrica. Escrevemos portanto

: 1
. @ m4 o .. mé
o 1.1 P4 % ¥s Ta
e i 4 G 0 '
' 3 3 i
‘ «-06 wa | wmi ¢

LN

-
ES
W,
n

wm W™ m W
an

0%
1

. A -
Assim, mantendo apenas um dos parametros ditferente de
zern de cada vez, obteremos o0t dez vetores de Killing para este

"siatema:

Yeig

(e Veoys - 0] (22 (23 © Yo%
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r
-~

Vizre 7 ? Vigyr T 9% Vizyp ® "9a% Veaya = 9
Viare ¥ Y4 Viayy T T94¥ Vigyp = @ Viaya = ©
o o
Vesie T %% Vemyg T 0 Vesyz * U5 Vs T @
Vigre © “’45"‘3 Viary = @ Vigyz = 9 Vesya = '““"6’*@
Virre = Po Veryg =@ Vizye © Verya = 0
Vigro = @ Vears & fy Vigye T Vipyn & 9
Vigre T 9 Vigyy = @ Vigra = Ba Vegry T @
TVesere 70 Viters T @ Viterz © 2. Vesors T Pa
Agora, uma ver que as leis de conﬁervacgo R0 escritas na

for ma

- . MoV s N ,ﬂ [t .-
Iigy ®= W g#ugﬁ Vieay 50 df Viayo (3.4
ds T de :

teremos a&s seguintes integraig prineiras no movimentn  de ums

particula livre no espago-tempo de Minkowsli:

. o) ) el
Iegy =M xdwﬁa_— xﬁgﬁd
(31 ds
I(q) = m| x1g§3 - xagﬁi ]
= ds de |
-I‘-’
I(Q) = oml o dxi - Aidxm
ds ds
. S
I = M K dxi - xidx@
(4) -— —_—
[ a5 ts
I .. = m xzdxo - x@d
(5) —= ==
| ds de |
I(&) = mi RBQE@.-.HQGKS
| ds ds |
1%
I = m iix
(7) e
I(B) = m g;i
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2
1 = moddy
(%) e
=2
I = m ogdx- .
(19) o
Para podermos interpretar melhor o resultado acima,
observemos que
dx' = ody' dt ow g oAy o= oy,
ds dt ds dt ¥
=) 3 ~
onde £ 2 %% & ¥ = ({-yyi R, Segue entao que
5o )
I = (:,:‘“v“"} - :\Sv"w (5. %)
(i) ¥ .
Iiny = mm ﬁx3vi BV _ LSk
F) ?“) -
PRV SUL I B (5. 5 )
3 -
I = m (Hi - vit) : (5.5
(4) o
' b4
a0 ~ -
Powy = m {5 — v™t) _ {(5.5e)
CH 3 o
Y
T S T . (5.54)
-y 7 . _
I,. = m - {(5.%g)
(7) ¥
T = i (5.5h)
- (8) %1'\/ . e aiby )
1 z . o
9y = % Vv . COW %0
" - 3 [
l(i@) = ”:_1 W . (5.5

e il - = ! -
Vemos entao que as equagoes (5.5a) ate (5.%9c) & (5.5k)
’ ' . A e
ate (5.3J) estabelecem, respectivamente, a conservacao dos momentos
- . 4 ’ e . .
angular e linear no movimento da particula, conforme sao definidos

- elatividade gspecial. A equaqﬁm (5.99?) traduz obviamente a lei
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de conssrvagao da energia do sistema e finalmente as gauacoes
S ‘e - - . : ' . o
(F.9d)  ate (3.57) sao claramente a forma finita das transformacoes

oo A r . L
de Lorentsz & nao tem significado Fisico obvio

S.2 0 ESPACO-TEMPO DE SCHWARZSCHILD

Consideremos agora o0 universo de Schwarzschild no qual =&

s .
.metrica tem COﬂ!PQREI'1tES

sendo todus as demais componentes nulas e onde eastamos detininda

o 2 e . .
woo= t, mi =+, ¥ = &, mg z Y., A equagan de Killing (5.43 para

eata metrica desdobra-se em

a
C
e

2
0
v, +2,v ~K v =0
o i i o Y
=
Oyvp + O5v, = @
a . =
Vg t 9y, = O
g
. v, - K i - K Tyt o= 9
174 p[ -
2 "
2
Bivg + Bgvi + 2rvc = @

-

2 3
+ 3.y, + Proen 8y = @



0 sistema

admitindo—se que sua

i4i

3 + d_ v + 2r%senfcosfv = 0,

Ll N F .
de equapoes acima € povamente resolvido

4

Sqlugao tenha a forma dada em (5.3). Obtem-ge

= W
BS o
9
1) - w T - Li1]
w_COsr ™ w, S0
2 i

wcntgg(wicog@ + wesenw) + @a o

- it ’ A
Esta solugao depende unicamente dos quatro parametros o, mj,_wq &
. [~
' 03 & obtemns entao apenas quatro vetores de Killing, mantendo

apenas um destes parametros nao nulo de cada ves!

6 §
Yty T e Vit
o g
Vipgy = @ Vi
o - _ - 1
Vay 5 - Vim
° .4 i
Vigy © Viay

As leis

de

il

(3.4} € s ESCrevem:

1

o 2 . 3
Vigy * Vigy = @

& 2 oty wenP 3 oz -

V(Q) = i..-rt’i‘ﬁ ' V(e) e wmic(;}tg Cos
) e & g el 3 s —d b D g
@ V(G) wgtog: V(E) mRCUtﬁUQLHr
@ e = @ ;3 = 6

Viay © Y4y T Ya

CONSErvar g $a0 geradas novaments a partir de

r - 1
| "R &
e

e [ sen? df + senBcosBcos? d¥f ]

~
m

ds ds
cos? d8 - senfcosfsen? df
ds ds

™
—————
| ]

mrgsenﬂ il

ds
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e

Pode-gse verificar a partir da solugao das equasoes de
. p - ~ )
geodesicas para .o espaco-tempo de Schwarzschild gue nao ha perda de
generalidade em se  admit-ir 8 = m/2 (constante). Fazendo iste,

restam apenag duas leis de conservagao

(G.o6a)

e ek
o
-

p
I = mrd® . (5.6b)

Para podermosa interpretar estas leis de conservacan,

Cnntemos que o comprimento de arco pode ser escribo

' e 2 2
(e} =g (dt i - (el .
0o ey
L goo(dt) j
. : - ‘ ~B et 2 2 e
onde g = i - K/ e (dl)™ = (4 — K/ir) (3™ + (8™ +

an

”

2 2 2 L )
Flgsen 8 (dPyT. Definindo agora

dg = 6o dt,
obtemos
3 -
(ds)™ =g (dt» [ ¢~ [ a1 } 1
a0 l 1 o ]
ds

= (L - vg)g (et
00

it

=] S ]
(L ~ v™)(ds)*
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. ’ - 4 : # . . . L
0 comprimento ds & o tempo proprio medido pelos relogios &m

- P . - : .
Fepousn no canpao e portanto v o= dl/sds & oa velocidade da particula

conforme wvista por um observador eém repouso ne Canpo. A% EqUAGTOES

(5.6) poden entan ser escritas

I - m i - K L/
(1) r
(iwvahi/a
-
I ) m r= df
(4) dg °
(1-v@yi/2

A equagcaon (5.6b7) estabelece a consgrvagao do

mosient o

(5.6a7)

(5.6b7)

anguiar  da

L . s
particula no referencial em repodso no canpo. A equagao (5.4a7 ), no

CAas0  em  que v {4 & na pregsenca de um canpo gravitacional fraco
1./ : ) ’
(Caso eén que gOD = 4 - K/r)y, fica

MmooV - Kom

(i)

pafe
"‘

o~ L 4 . L . ~
e nao ha duvida de gue esta equagan estabelece a conservagao da

energia do sistema.

5.3. A TEORIA DD UNIVERSD EM EXPANSAO

Vamos finalmente analisar ]

. - r .\ "~
componentes da metrica saon

L]
H|

" .
CeRELEY (i om

espag o-tenpo cujas




i44

sendo todas as demais componentes nalas.
Para este sistema as equacoss de Killing (5.1) sao

escritas

a v =
[0 I o ]
2 v, +28 v - 2RRV = @
0D J J OB .
a ﬂ - -
aiVJ + i%i @ (i # j
. &.v, - RRvT = o,

onde i,j = 1,2,32 & R = dR/dt.

A solucao da equacan scims esta dada por

Vo= @
0 - "
o} H 3
v, = RS0 .’ 4 R*A .,
i IJ J
CoOm miJ = MmJi' Segue porftanto que sao conservadas as quant idades
*3 . . i :
. e, J . .
l(i) = mn R aiJkH el 3 . : (H.72)
dg
1 = m RY dyl (5.7b)
Ci+3) — o
: ds
Reconhece-gg faciimente que ay equUAaCoEs acima  estabelecenm
R *
respectivamente a conservacao dos momentos angular e linear

respect ivamnente no decorrer do movimento da particula livre.

A ' e
0s tres modelos de universo que  estudanos Acinn $a0
bastante interessantes. Note que nos restringimos a analisar neles

i L. ’ [
o problema da parbticula livee, . de modo a obbter o numero maxinlio
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{ . e . . .
possivel de leis de conservagao. No espago-tempo de Minkowski
. o~ - 4
obtivemos dex leis de conservagan, o que -~ diga-se de passsgem - &
* r . bl
o numero maximo de  leis  de conservaCao que  se  pode  obter en
gualauer modelo da teoria da relatividade., No espago~tempo de
Schwarzschild, ficamos essencialmente com apenas duas  guantidades
congervadas e  Finalmente na tecria do universo emn expansap este
’ . .
numero subid para seis.
+ N . . F
Mas o que & sobretudo imnportante wverificar e que esta
/ . . A . . W ~
ultinma teoria difere das duas primeiras pelo fato de nao aparecer
aagui uma lei de conservagan da energii.
. ¥ o~
Como vimos no capitnlo 3, o que estabelece a  Consgrvagan
: "~ - . ’ ) - .h . - )
o nad da energia de um sistema 2 a invariancia da lagrangsana por
"translacoes” na “diregao” do tempo, ou seja, no contexto da teoria
R . - ’ - -
da relatividade, a gneraia ¢ conservada se e somente s a variedade
admitir um vetor de Killing na diregac do tempo. A feoria do
) i 7 ) o
Universo  em expansao ¢ claramente um exemplo em gue este velor ao
existe, nao havendo portanto uma l1ei de conservagac da  energia

nesta teoria.




CONCLUSAGO

Na ?fﬁica da partftula classica ﬁgm mitos os exemnplos
que se pods fabricar onde nao se vaerifica a CONSErvagan do momentao
angular on do momento linear od até mesmnd da energia. Entrestanto -
_asﬁumiﬂdﬁ—ﬁe a validadg dmsh postulados da ¥f$ica.c1$$5ica - A
conseévacaw da ensrgia total do .univarsn @ algn  que senpre se
v&ri?iﬁa, poie  sempre . sxiste um vetor de Killiné ¥} "direqzn' 4o
tempo — o proprio campo vetorial ébaolutm V.

Mas quando se passa A feofia da relatividade, come vimos,
GChega-se 2 CONCINGRO sﬁrpreendenté de que certos modelos da  teoria
nao admitem um principio de canﬁervacgo da ensrgia. Quer dizer, na
teoria da relatividade surge a possibilidade de nao ser conservadn
A energia total do universo.

Diante desta constatagaon, abrem—-se dois caminhos. 0u

sinplesmente aceitamos este resultado e abaixamos definitivamente o

status da tei de  conservafao da  energia ao de um siaples
13 + + - + + ~ .

instrumento teorico, sem uma significagao mais profunda (¢ com o
qual nao se pode contar sempre), oy entao  Fformulamos MR 0ova

teoria onde a energia seja conservada.
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DptanﬂQMSQ pelo segundo caminho, possivelmente surgiria
alguma explicacan do porqua da teoria da rélatividade geral prever
a NRO conserva;go da energia. Parece-nos (56 @ que  verdadeiramente
a energia se conserva).que isto se deva ao fato de que quando se
geametriza o campo gravitacional .cha perdidb o seu conteado
ehergético', isto &, a energia de origem gravitacional.

Colocando de outro modo, estamos dixendd que ¢ possivel
- que de fato =a nafureza realize a teoria do universo  em axpansﬁo,
por _exemp]u, mas que de alguma fonte deve estar sendo retirada a
energia com que se sustenta esta expansao,de modo que precisamente
A soma da énerg;a total do universo com a energia total desta

fonte seja 0 que se conserva efetivamente,

.




-
¢3n_

i@.

it.

BIBLIOGRAFTIA

R. Abrakan, J. E. Marsden - Foundations of Hechanics

Benjamin-Cummings, London, 1978

Jo L. Andereon -~ Principles os Relativity Physics

CAcademic Press, New York, 1967

. I_'Arnald — Mathematical MHelthaods of Classical Mechanics
Springer-Verlag, New York, 1978
R. L. Bishop, R. J. Crittenden - Geometry of Nanifolds
Academic Press, New York, 1944

Y. Chogquet-Brukat, C. DeWitt-Morette, M. Dillard-Bleick -
fAnafysis ; Manifoelds and Physics '
Nnrth"Hmllaﬁd, Amsterdam, 1982 .

We R. Davies - Classical Fields, Particles and Theory of
Relativity
Gordon & Breach, New York, 4970
H. Goldstein —- Classical Hechanics

Addison—~Wesley, Massachusetts, 19814

"Ro Hermann — Differential Geowmetry and the Caleulus of Variations

Academic Press, New York, 1948

J. L. Lopes - Lectures on Svyumetlries

Gardon & Breach, New York, 1949 _

C. W. Migner, K. 8. Thorne, J. A. Whesglier - Gravitation

We Ho. Freeman, San Francisco, 1973

R. K. Sachs, H. Wu - General Reliativity for Hathewaticians

Springer-Verlag, New York, 1977




-

47

190

2. Mo E. F. Scanavini - Covérfﬁncfa, Invari8ncia e Principio de
Relatividade .
Tese de Doutoramento, IMECC - UNICAMP, outubro 1984
i3. M. Bchoemberg - Time and llass in Relativitly '
Acta Physica Austriaca '
14. Q. A. G. Souza, W. A. Rodrigues —~ f Comwent on the Procf of
Noether’s Thearew in Swooth Manifolds
Rev. Bras. Fisica, vol. 14, n. 4, 1984
4G9 e~E. Cu 6. Sudarshan, N, Mukunda - Classical [Dynawics: A lodern
Perépectfve ‘
John Wiley & Sons, MNew York, 1974
i&. A. Trautman, F. Pirani, H. Bondi -~ Lectures ot General Relativity
Gordon & Breach, New York, 1944 )
C. von Westenholz ~ Differential Farwms in Mathewatical Physics

. Narth—-Holland, éamsterdam, 1978

- -



