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Resumo

Sao apresentadas solugdes numeéricas do sistema de equagoes diferenciais de Tolman-
Oppenheimer-Volkov para um gés de particulas em transicao de fases, no contexto da
relatividade geral, encontrando a estrutura do espaco-tempo associada com a transi¢ao
de fases. Para isto assumimos que o gas esta formado por particulas autogravitantes,
idénticas, com simetria esférica, e cujo tensor de energia-momentum é do tipo fluido per-
feito. As interacoes internas do gas sao representadas por uma equacao de estado capaz
de descrever uma transicao de fase do tipo géas-liquido. Um gas estacionario deste tipo
poderia representar uma estrela em equilibrio hidrodinamico.

Concluimos que a termodinamica nao perde sentido no contexto da relatividade geral,
apresentando claramente que a transicao de fases acontece s6 numa superficie esférica e
concéntrica no interior da estrela, na qual a curvatura do espaco-tempo reflete, mais uma
vez, 0 mesmo comportamento que a distribuicao interna de matéria na estrela, neste caso,

uma descontinuidade na regiao de coexisténcia de fases.
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Abstract

We present numerical solutions for the differencial equations the Tolman-Oppenheimer-
Voltov for a gas particles in phase transition in the general relativity background, ob-
taining the space-time structure involved in the phase transition. For this purpouse, we
consider the gas as formed by identical self-gravitating particles with spherical simetry
and whose momentum- energy tensor is do like perfect fluid type. The internal interac-
tions of the gas are represented by a state equation that has the property of describing
gas-liquid phases transition. A stacionary gas like this is supposed to represent a star in
hydrodynamic equilibrium. We conclude that there is no conflict of using thermodyna-
mics in general relativity context, showing cleary that the phase transtition happens only
in a spherical shell centered in the star geometrical center, about what the space-time
curvature ilustrates, once more, the same behaviour expect by the distribution of matter

inside the star, in such case, a descontinuity in the region of phase’s coexistence.



Introducao

A histéria de uma particula no nosso universo é muito cativante. Assim também é pensar
que ela traz consigo as informagoes de que precisamos para entender o que aconteceu no
suposto comeco e talvez que ela poderia nos falar o que acontererda no futuro remoto.
Os caminhos que ela percorreu no decorrer de sua vida nao foram aleatorios, eles foram
estabelecidos, a cada instante, pelas restantes particulas no universo, movimentando-se
através de geodésicas que a conduzem inapelavelmente ao encontro de outras particulas,

como se fosse uma reuniao marcada desde o comeco do tempo.

Um namero suficientemente grande de particulas reunidas no espago, como nuvens de
gas, interagem gravitacionalmente, atraindo-se cada vez mais, dando origem ao que se
conhece como colapso gravitacional. O colapso se vé interrompido quando as pressoes
internas equilibram a forca gravitacional, fazendo com que o sistema fique hidrodinami-
camente estavel, pelo menos por algum tempo, assim que houvesse nascido. E aqui onde
vamo-nos deter. A estrela em equilibrio hidrodinamico apresenta regioes, que podem
ser caracterizadas pelas suas diferentes densidades. Assim podemos considerar que para
diferencas suficientemente grandes nas densidades das regioes, estas caracterizam regices
liquidas ou gasosas, por exemplo, um nticleo e uma coroa. Nesta dissertacao, modelaremos
uma estrela como se seus constituintes fossem particulas de um gas real, que sofrem uma
transicao de fase do tipo gas-liquido, distinguindo as regices densas da estrela(o nicleo),
das menos densas(a coroa).

O objetivo fundamental serd estudar o que acontece com a geometria do espaco-tempo
no interior de um sistema de particulas em transicao de fases de matéria, por exemplo,
tipo gas-liquido.

Para isso, o capitulo 1 estard destinado a conhecer as bases da teoria necessaria para

modelar o interior de uma estrela, no contexto da relatividade geral. Faremos uma dedu-



¢ao da equacao de Tolman-Oppenheimer-Volkov(TOV), que representa uma generalizagio
das equacoes de Newton para a hidrodindmica no equilibrio. Assim, sua solu¢ao mostraria
tanto a estrutura interna da estrela quanto a estrutura do espaco-tempo no interior dela.

Dado que a equacao TOV precisa da forma explicita de uma equacao de estado para
ser resolvida, no capitulo 2 revisamos brevemente a teoria dos gases reais, na procura de
uma equacao de estado que modele as fases gasosa, liquida e de coexisténcia liquido-gas.

No capitulo 3, mostramos como funciona o c6digo computacional desenvolvido, expli-
cando os métodos numéricos empregados para solucionar nosso problema. Apresentamos
a solucao numérica do sistema TOV para o caso do gas ideal, a fim de testar o funcio-
namento do cddigo desenvolvido. Finalmente, resolvemos numericamente o sistema TOV
para o caso do gés em transicao de fases.

Finalmente no capitulo 4 apresentamos as conclusoes.



Capitulo 1

Relatividade geral

No presente capitulo, faremos uma breve revisao da teoria necessaria para descrever a
estrutura do espaco-tempo no interior de um sistema de particulas com simetria esférica,
no contexto da relatividade geral, a fim de obter um caminho para desenvolver modelos
estrelares, apresentando a nomenclatura usada nesta dissertacao. Dado que nosso interesse
é analisar a geometria do espaco-tempo para o caso particular onde o sistema de particulas

estd em transicao de fase, comecamos estudando as leis basicas da relatividade geral.

1.1 Equacao de Einstein para o espaco livre

A relacao entre a geometria do espaco-tempo e a distribuicao de energia, desenvolvida por
Einstein e seus colaboradores, que se resume nas equacgoes de campo, teve como ponto
de partida a analise cuidadosa da geometria de um espacgo-tempo na auséncia de matéria.
Daquela analise se obtém a equacgao de Einstein para o espaco livre de matéria e energia

como

Rop =0, (1.1)

onde R,3 ¢ o tensor de Ricci, e que se define como

el ASE AN oM e o

na qual, aparece uma combinagao dos simbolos de Christoffel e suas derivadas(onde usa-

mos a notacao | 3 representando a derivada parcial com respeito a coordenada z° ).



Os simbolos de Christoffel se definem pela equacao

o B 1 e
3y = 59 (gﬁﬁlv + Yeyip — gﬂv\ﬁ) )

onde aparecem o tensor métrico g,s, suas derivadas e a inversa do tensor métrico g®.
Lembremos que a equacao (1.2) é a condigao para que as equagoes do campo admitam a

métrica de Lorentz como solucao particular.

1.2 Tensor de Energia-Momentum

Na secao anterior foram apresentadas as equacgoes de campo para o espaco livre. No caso

de estar em presenca de matéria, a seguinte igualdade empirica é satisfeita:

Tensor que representa Tensor que representa (13)
a geometria do espago a energia contida no espago

Além disso, a equacao do campo satisfaz dois requerimentos limites:

1. E equivalente a equacao de Poisson, no limite de campos fracos.

2. Deve ser equivalente a equacao de campo de Einstein para espacos livres, no limite

da densidade tendendo para zero.

A equacao de campo é do tipo tensorial de segunda ordem.

1.2.1 Tensor para o Campo de Energia

Consideraremos o caso de campos de energia. Tais campos podem ser caracterizados pelo
campo escalar de densidade propria pg (x) e um campo quadrivetorial de fluxo u”. A
ensidade propria ) é medida por um observador movimentando-se junto ao fluxo.
densidade pro 0 did b d tand t fl A
quadrivelocidade de fluxo u”(x) pode ser interpretada como se um elemento de matéria
que ocupa a posicao caracterizada pelo ponto z# do espaco-tempo tem uma equacao de

movimento z#(s) ,tal que

% =u"(x) . (1.4)

Usando tais caracteristicas, podemos construir o tensor de energia-momentum (ou tensor

de matéria) como
T" = po (z) u*(x)u”(x) . (1.5)

4



A fim de obter uma interpretacao fisica para este campo tensorial, usamos as coordenadas

da relatividade restrita, (ct,z,y, 2), e o tensor usual da métrica de Lorentz, dado por
ds* = Pdt — (da* + dy* + dz°) |

de tal forma que a componente 7% do tensor de matéria esta dada por

da® dz° dt]?
T00 — 5 0000 — ol 2V 2, |20 A2 1.6
pou-u Po ds ds € Po ds 7 Po (1.6)
,7—1
onde definimos s, como a longitude de arco da trajetoria e v = [1 — 2—2} ° Segundo

a relatividade restrita, um observador fixo observa que a massa da particula aumenta
com a velocidade, tal que, m = my7y, porém, observa que o volume da particula material

se contrai na direcao da velocidade, tal que, V = Vyy L

Assim, a densidade medida
pelo observador fixo serd p = ~2pg. Portanto, T% representa fisicamente a densidade
medida por um observador fixo com respeito do fluxo, chamada densidade de energia
relativista. As outras componentes sao calculadas da mesma forma; se 7 e j representam
as coordenadas espaciais (1,2,3), entdo, vemos que as componentes mistas(espago e tempo)
do tensor de energia-momentum sao

; da® dx' at| ;1
T = P e o {%} vt = ceypov' = —pvt (1.7)

e para o caso de componentes espago-espago temos que

id dz' d? vl 1
TJ — po%% — POP)/ZF = gp’l) 1)] . (18)

Daqui vemos que o tensor de energia-momentum pode ser escrito como:

1 1 1
1 Z'U;E Z/Uy Z/UZ
1 1,2 1 1
i — | Ve @V @Valy Zlal: (1.9)
-7 Lo, Luyv Loz Lo '
cY c2 Yyt c2 Yy c2Yyvz
1 1 ! 1,2
Uy ZUV S0uy U

Pode-se provar facilmente que as leis da hidrodinamica sao satisfeitas na auséncia de
forcas, e que elas podem ser escritas em forma tensorial simples. Neste caso, elas podem-

se resumir a equacao
=0, (1.10)



que expressa a conservacao de energia e momentum no fluido. Vemos que, se a = 0,

entdo, a equacao( 1.10), nos conduz a equagao da continuidade

110p =
ov _ 0np \vi - —
e se « =i # 0, entdo, a equagao( 1.10) nos conduz a conhecida relagao da derivada

Euleriana para o fluxo de matéria, igual a zero, ou seja,

Til/ I — Til/ |

v

_ oo o
”_02{3t+

1.2.2 Inclusao de forcas

Agora queremos fazer as modificacoes correspondentes, para obter o tensor de energia-
momentum para o caso no qual tanto as forcas internas, quanto as pressoes estejam
presentes no fluido. Especificamente, trataremos com fluidos perfeitos, os quais sao, por
definigao, caracterizados pelo campo de densidade propria po(z), um campo de quadri-
velocidade do fluido u®(x) e um campo escalar de pressao p(z). Vamos provar que, agre-
gando um termo apropriado (S%) ao tensor de energia-momentum para campos de energia
(que agora chamamos de M?), podemos obter o tensor energia-momentum para campos

de forcas T%. Sabemos que M & da forma

M®™ = po () u(z)u’(z) , (1.13)

assim, para encontrar um tensor energia-momentum que inclua o efeito da forca interna,
basta encontrar um tensor apropriado, cuja divergéncia é zero, e as equagoes de movimento
obtidas dele tém que satisfazer a lei de conservacao da energia. Além da anterior, as
relacoes no limite de baixas velocidades tém que ser satisfeitas.

Assumimos que estamos no limite de baixas velocidades, ou seja, velocidades pequenas
comparadas com c , baixas pressoes e a densidade de energia elastica pequena, comparada
com a densidade de energia dada pela matéria. Com todas estas considerac¢does, vemos
que a lei de conservacao da energia pode ser escrita em termos da densidade propria py,
ou seja

opp = —>)

—+V(p0?)

=0. 1.14
o 0 (1.14)



Se consideramos a equacao( 1.12) na presenga de forgas, entdo, segundo a dinamica de

fluidos, temos que

Doy o ol e OP
POE—po[at—i-v-Vv}—f = g (1.15)

Notamos que a equagao( 1.14) é satisfeita pela divergéncia de M%, de fato

1{0 =
M, = - {% + V- (,007)] =0. (1.16)

mas a equacao( 1.15) ndo é obtida pela divergéncia do tensor M, ja que

po Dv®
Mab _ ="
b= 2 Dt

po |Ov* oP
_ o | = , 1.1
02[8t+v V’U:| 8:1:‘1#0 (1.17)

Assim, para compensar esta situacao, definimos o tensor S, tal que

0000
10 01 00
g, = o = L , (1.18)
20z |10 010
0 0 01
e deste modo, vemos que agora é satisfeita a relagao
M?® ,+ 5%, =0, (1.19)
0 que nos motiva assumir que
T = M*" + S* . (1.20)

Entao, explicitamente vemos que o tensor de energia-momentum no limite de baixas

velocidades serd

1 v, %vy ~v, 00 0O

1o, 0 0 0 p |0 100
THY — c T + = , 1.21
Pl 0 0 o | @000 (121)

v, 0 0 0 0001

onde notamos que T nao é um tensor. Para generalizar (1.21), vemos que os tnicos
tensores de segunda ordem que estao associados ao fluido sao g e u*u”. Assim, podemos
escrever o tensor S* como uma combinacao linear de g" e u*u”, de tal forma que

st = L gy + Bg) (1.22)

c2



Explicitamente vemos que

1 1

1
1 2U$ z”Uy sz 1 0 0 0
1 1,2 1 1

P ) SURVy 5 UgUs 0 -1 0

v ks c 2w c ¥y ¢

5 2 A Lo, Lo, 02 Lo B 0 0 -1 (123)
c Yy C2 yvx C2 Yy C2 y©vz
1 1 i1 1,2
U FUV 00, US 0 0 0 -1

A equagao (1.23) se reduz a equagdo (1.21) no limite de baixas velocidades se A = 1 e
B = —1, e portanto podemos pensar que o tensor de Energia-Momentum seria da forma

dada pela equagao (1.20), com o tensor S*” da forma

12 p v v
SH :g[“u — g . (1.24)
Assim, finalmente o Tensor de Energia-Momentum, para fluidos perfeitos, incluindo forcas

internas e pressoes, pode ser escrito como
v v p v v
T = poutu” + ) [ufu” — g"] | (1.25)
que satisfaz a conservacao da energia nos termos que procuramos, e dizer

™ =0.

1%

1.2.3 Equacgoes de campo num espaco nao vazio.

Da igualdade simbolica (1.3), podemos pensar que a equagao do campo gravitacional na
presenca de matéria é da forma
RM = (T | (1.26)

na qual relacionamos o tensor associado a geometria com aquele ligado a matéria. (
é uma constante que temos que determinar. O problema que se apresenta é o fato de
que o tensor de Energia-Momentum tem derivada covariante zero, enquanto o tensor de
Curvatura, nao. Porém a igualdade empirica tem que ser reescrita, tal que, a igualdade
seja entre dois tensores com derivada covariante nula. Notando que o tensor

1
G" = R" ~ g™ R (1.27)

tem derivada covariante nula( conhece-se G*” como tensor de Einstein), entdo podemos

pensar que a equacao de campo em presenca de matéria, serd da forma

1
G = R — g R = (T, (1.28)



e fazendo uma contragao dos indices p e v na equagao (1.28), obtemos a relagao escalar
R=-(T. (1.29)

Usando este resultado, vemos que a equacao de campo fica

RW':<;(IWV-%gHWT> . (1.30)

Para calcular a constante (, analisamos o limite de baixas velocidades para as equacgoes
de campo gravitacional. Vemos que o tensor de energia-momentum pode ser escrito no

limite de baixas velocidades (v < ¢), da seguinte forma

o 0 0 0 o 0 0 0
0000 000
T — T Ty . 1.31
" 0000 Z 000 " (1.31)
0000 0000

onde, podemos notar que, na equagao (1.31), o tensor energia-momentum so6 tem compo-

nentes nulas, exceto para Ty,. Assim, analisando para essa componente, vemos que

1 1
Ry = ¢ (Too - 5900T) = §Cpo ) (1-32)

e por outro lado, calculamos Ry, da equagao (1.2), e obtemos

wore{i} o (i HaHo) s

Para calcular os simbolos de Christoffel, no limite de baixas velocidades, assumimos uma
métrica tipo Lorentz, s6 que agregamos uma pequena pertubagao {¢,,, independente do

tempo, o que equivale a dizer

Guv = Nuw + fd)uu ; (K1

onde, notamos que 7, ¢ a métrica de Lorentz. Agora calculamos os simbolos de Christoffel
que aparecem na equacao (1.33), desprezando todos os termos que sejam poténcias de &

maiores que 1, ou seja Oy (£2) e Oy (£?) , temos que

«
O
0

9



devido ao fato de que a métrica é independente do tempo. Por outro lado, vemos que

_1 o _
{ (?:) } = 19" 905}, 76 {() (do0is) },, = ;V%oo , (1.34)
re%

0? 0? 0?
2 _
onde V* = 520 + 5242 + BERCR

Notemos que os simbolos de Christoffel sao funcoes das derivadas da métrica, porém, como

a métrica de Lorentz tem componentes constantes, entao cada simbolo de Christoffel sera
proporcional ao parametro £. Assim, os termos do tensor de curvatura que sao produtos

de dois simbolos de Christoffel, sio despreziveis. E dizer que a equacio (1.32), pode ser

1
gVZ%O = _§CPO ; (1.35)

e lembrando que a componente gyy da métrica se relaciona com o potencial classico, tal

escrita como

que
2
P =580 (1.36)
entao, vemos que a equacao para o potencial classico é
2 c?
Vip = —5@0 ; (1.37)
a qual é idéntica a equacao de Poisson, so se

B -8k

2 3

¢ (1.38)

C

onde k é a constante de gravitacao de Newton. Finalmente a equagao de campo de

Einstein, na presenca de matéria é dada por

- 1
o —s (TW - —gWT> . (1.39)

c? 2

10



1.3 Equacao de Tolman-Oppenheimer-Volkov

Estudaremos a estrutura estrelar de um sistema de particulas representadas pelo tensor
de energia-momento para fluidos perfeitos. Isto envolve a construcao da forma da métrica
e a utilizacao de todo o aparato mateméatico para, com as leis da relatividade, encontrar
como seria a pressao e a densidade dentro da estrela. O resultado mais importante seré
encontrar uma generalizacao das equacoes de Newton da hidrodinamica em equilibrio,
conhecida como a equagao de Tolman-Oppenheimer-Volkov(TOV). Assumimos que nosso

sistema é estatico e com simetria esférica

p=p(r)  p=pr).
Além do anterior, suponhamos que existe uma relacao local, entre a pressao e a densidade,

ou seja, que exista uma equacao de estado que possa ser escrita na forma

p=p(p) . (1.40)
Em analogia ao problema de Schwarzschild, no tocante ao tratamento de sistemas com

simetria esférica, vemos que a longitude fundamental pode ser escrita da seguinte forma
ds® = exp(v)c2dt* — [exp(\)dr? + r2(df* + sin® 0dp?)] , (1.41)

onde as funcoes v e A, que aparecem em ggg € g11, sao s6 dependentes de r, devido ao fato
de que nosso sistema é independente do tempo e com simetria esférica. Consideramos que
nosso sistema ¢ um fluido perfeito, e deste modo, o tensor energia-momentum esta dado
pela equacao (1.25)

Top = puaus + % (Uats = Gap) - (1.42)
Desde que a matéria esteja em repouso em cada ponto material do fluido, as componentes
do vetor velocidade u® serao (u°,0,0,0). Na trajetoria de cada particula de matéria no

fluido, a relacao entre o tempo-proprio e a coordenada temporal estd dada por

ds® = goo (dwo)? = goo * dt? 1 = guo (u0)2 . (1.43)
Entao, temos que
Uy = Goot'™ = goou” = \/Goo u; =0 . (1.44)
Isto permite escrever o tensor 1,3 da seguinte forma:
go 0 0 0 0 go1 Go2 Yos
0 0 00
Ty = p _ % 910 911 Y12 913 ’ (1.45)
0 000 c 920 921 G22 923
0 000 g3 9gs1 932 9gs3
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e em virtude da equagao (1.40), podemos dizer que

p exp v 0 0 0
0 LexpA 0 0
T4 — e , 1.46
’ 0 0 &2 0 (1.46)
0 0 0 C%TZSmZQ

para um fluido perfeito. Da defini¢do (1.42), podemos calcular o escalar T, de fato T =

T¢,. Entao usando as relacoes u®u, = 1 e g, = 4, vemos que
p

Agora, utilizamos a equacao de campo (1.39), em sua forma covariante

—8rk 1
Rag = 2 <Taﬁ - égaﬁT> s (1.48)

e a equacao (1.2), que define o tensor de Ricci R,g, para encontrar as relages entre as
fungoes geomeétricas A e v e os parametros do fluido P e p.

As componentes nao nulas do tensor T,,3 dao origem as quatro relagoes seguintes:

1 exp v P

Too — =gooT = ( 3—)
00 = 5900 5 P95
1 exp A D

Tu = 5ol === (r = )
11 2911 5 2

1 1 DY 2
Tn =gl =3 (=)
1 1 D .

T33 — 5933T = 5 (p — g) 7"2 sm29

12



Analogamente, calculamos as componentes nao nulas do tensor R,s, segundo |1], que

S30
1 1 1 1
Ry = exp (v — \) |:—§V” + ZXV, ~1 V) — ;1/]
11 1, 1
R :_//__)\// - / __)\/
n=g/ e AV 0T

2
R33 = R22 sin2 0 s

1 1
Roy = exp (=) [1 + 51//7“ — —/\'r} -1

onde a linha como super-indice denota diferenciacao com respeito a r. Substituindo as
quantidades calculadas anteriormente na equacao de Campo de Einstein (1.48), obtemos

o sistema de equacoes diferenciais que temos que resolver

1 1 1 o 1 p 3p
) =2y NV — (V= 2| = F e 1.49
exp ( )[ 5V —1—4 v 4(1/) Tz/] C(2+202) (1.49)

1 1 1 9o 1 p 1p
N [z =N = (V)= 2N = —— == 1.50
xp ( )[2” RS AR } C(z 202) (1.50)

1 1 1 p 1p

N |=+=—0C-\N)| -== - ——= 1.51
e (-3 |5+ 50/ -0 - 5 =¢(§-35) (1.51)
onde ( = —82—2”. Notemos que s6 temos trés equacoes, ja que a equacao que envolve R33 é

claramente proporcional aquela que envolve Ras. Escrevamos as equacoes de uma forma

mais conveniente. Primeiro somamos (1.49) e (1.50) e obtemos

¢ (p + %) = exp (—A) [V/ - X]

: (1.52)

Notemos que se ( é negativo e a densidade e pressao sao maiores ou iguais a zero, implica

que V' + p’ é positivo ou zero s6 para o espaco livre de matéria, isto é p = p = 0. Agora

podemos resolver (1.50) e (1.52) para p e p.
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Para a terceira equagio, eliminamos p e p das equacoes (1.50) e (1.51), e obtemos o

sistema simples de equacoes diferenciais

1N 1
Cp=exp(=A) [ﬁ - ?} ) (1.53)
P 1 1 X
Cg =3~ exp (—=A) {ﬁ + - (1.54)
exp (_)‘) 1 1 2 1 10 1 / / 1 "
—_— = — = - — — =" . 1.
r? r? 4(]/) +4)\V+2T(V+/\) 2" (1.55)

Em analogia com a solugao de Schwarzschild, definimos a fungao m (r), tal que

exp(—\) =1— er(r) , (1.56)

e lembremos que m ¢é definida como a massa geométrica(m = kM /c?) dentro da esfera de

raio r. Derivando a equagao (1.56), obtemos

—%m’ (r) = —% i (1= exp (=\)] = exp (= \) (% - %)\) - TiZ | (1.57)
e comparando (1.57) com a equagao (1.53), obtemos a equagao
m' (r) = i—gﬁp’l“2 (1.58)
Vemos que de (1.54) podemos resolver para v/, numa forma conveniente, a saber
,_om+t dmrpr3 [ct (1.59)
r(r—2m)

Agora relacionamos p’ com /. Diferenciamos (1.54) e usamos (1.55) para eliminar v, e

obtemos 8 2 1 1 1 1 2
TR /o / 1.7 /! /
—al= —ﬁ%—exp(—/\) L—Q/\ +;)\V -V +ﬁy +ﬁ
1
= 5, 0P (=N [N+
Comparando com a equacao (1.52) obtemos a relagao simples entre p’ e v/
p/ —1 / p
=57 (r3) (1.60)
e finalmente
3
(p+ %) (m+ =52 ¢
P =— , (1.61)
r (r—2m)



que corresponde a famosa equagdo de Tolman-Oppenheimer-Volkov (TOV) usada para a
construcio de modelos estrelares. E uma versio relativistica das equacoes de Newton da
hidrodindmica em equilibrio.

Em resumo, para definir um modelo estrelar, com simetria esférica , no contexto da

relatividade geral, temos que resolver o seguinte sistema de equacoes diferenciais;

p=rp(p) (1.62)
m'(r) = i—;rnp?"Q (1.63)
o ) (mr ) @
p=- r (r—2m) (164
exp (—\) =1— er(r) (1.65)
, 2
v = pr (1.66)

As primeiras trés equacoes nos permitem resolver o problema da estrutura interna, ou seja,
conhecer m (r), p(r), e p(r) , e para isto precisamos das condicOes iniciais. As tltimas
duas equacoes dao conta da geometria, permitindo conhecer as componentes do tensor
métrico, a fim de conhecer a curvatura do espago-tempo. Notemos que a equagao (1.62) é
a equacao de estado do sistema de particulas, que vai depender de como sao as interacoes
entre os constituintes do sistema. Em continuacao, vamos procurar uma equacao de
estado para um sistema dado, que nos permita simular transicoes de fase de matéria,
tipo gés-liquido. No capitulo seguinte apresentamos um breve resumo da teoria dos gases

reais.
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Capitulo 2
Gases Reais

No capitulo anterior, foi desenvolvida a teoria necessaria para modelar o interior de um
sistema de particulas, com simetria esférica, no marco da relatividade geral. Obtivemos
um sistema de equagoes diferenciais nao lineares de primeiro ordem (TOV), que dariam
conta de tais modelos. Nao obstante, o sistema de equacgoes precisa de uma equacao de
estado para ser resolvido. Tal equacao de estado tem que ser capaz de modelar transicoes
de fase de matéria, j4 que nosso objetivo é estudar como é a geometria do espago-tempo
durante um evento de transicao de fase de matéria. Um modelo razoavel é assumir que o

sistema se comporta como se fosse um gas real, com as seguintes restrigoes:

O sistema esta constituido por N particulas idénticas com simetria esférica.

Existe um potencial de interacao entre as particulas.

O sistema pode ser considerado como um fluido perfeito.

O sistema sofre uma transicao de fase tipo géas-liquido.

e Campos externos de todo tipo sao despreziveis.

Com tais restri¢coes usaremos a mecanica estatistica para encontrar a equagao de estado

que modela nosso sistema.
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2.1 Equacao de estado para um sistema de particulas
idénticas.
Se consideramos um sistema de particulas idénticas tal que seus constituintes
interagem via um potencial de duas particulas U, podemos calcular aproximadamente
as propriedades termodinamicas do sistema. O Hamiltoniano relativo ao sistema sera

N
n=y
=1

—

P2
5 -+ Z U (177 = 71l), (2.1)

m =
i,k, i<k

. . ~ , . ~ . _ — s
onde o potencial de interagao Uy, so6 depende da distancia | 7; — 77| entre as particulas.

A funcao de particao se define como

N
1 —f3 -
Z(T,V,N):N!h:gN/d?’Npexp{%E P?}/d?’NTexp{—ﬂ E Uik},
i=1

ik, i<k

onde vemos que as integrais de momento nao causam dificuldade e podem ser resolvidas

diretamente, de tal forma que

Z(T,X/,N):W(%Tm)g/dwrexp{—ﬁ > Uk}

ik, i<k

Expressando a exponencial da somatoria como um produto de exponenciais, obtemos a

equacao

Z(T,V,N) = N'LW (%—m)Q/d?’Nr [] exp{-8U}. (2.2)

p ik, i<k

e definindo a integral que falta calcular como

Qn (V,T) = / dNr T[] exp{—BU}. (2.3)

ik, i<k

podemos ver que, se U;z; = 0 , entdo Qy = VY e nosso resultado seria o tipico para

um géas ideal.
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Para calcular Z (pelo menos aproximadamente), no caso no qual Uy, # 0, usaremos
o comportamento tipico dos potenciais de interacao, ou seja, fortemente repulsivo para
pequenas distancias e atrativo para particulas distantes, ou seja, U;, = 0 se r;;. — 00, como

se vé na figura (2.1) Se pensamos num gas com densidade baixa, isto pode significar que

Use

T
al ! T
1
1
I

Figura 2.1: Forma tipica de um potencial de interagao.

as particulas estao muito afastadas umas das outras, tanto que o gis se comporta como se
fosse ideal. O mesmo é valido para sistemas com altas temperaturas, posto que para este
caso podemos pensar que a energia potencial das particulas é pequena comparada com a
energia cinética k7" e porém a interacao entre as particulas e desprezivel, tal como para
o caso do gas ideal. Conseqiientemente tentaremos expandir Z em torno dos casos limites
do gas ideal. Assim, se supomos que Uy, < 1, entdao  exp{—pU;} =~ 1, e a quantidade
fir, definida como
fix = exp{—=pUi} — 1 fir < 1,

¢ um parametro apropriado para fazer a expansao, ja que fiz — 0 se (rj) — oo ou

T — oo . Introduzindo f;; no produto de exponenciais da equagao (2.3)
H (exp{—BUx}t—1) =1+ Z fie + Z fiefim + -,
ik, i<k ik, i<k ik ,lm

e restringindo nossas consideragGes aos primeiros dois termos, temos que a equagao (2.3),

QN(VaT):/dgNT <1+ Z fzk+>

iki<k

fica

Substituindo f;; em forma explicita, temos que:

Qn (V,T) =VN 4 VN2 Z /d?’ri/dgrk (exp{—pUi} — 1)+ .., (2.4)

iki<k

onde o primeiro termo V¥ ¢ idéntico ao resultado de Qu (V, T) para o gas ideal. O termo

seguinte representa a correcao dada pela interacao U;,. Substituindo as coordenadas
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- — — . —
do centro de massas R = (7, + 7°x), e coordenadas relativas 7 = (

[N

integral de (2.4), temos que

N (N —1)

Qu(V,T) = VE 4+ VI ——

/d37" (exp{—=pPUir} — 1) + ....... : (2.5)

vemos que existem pares de particulas com i < k , que dao todas a mesma

N(N-1)
2
contribui¢ao para Z. Entao, a fim de expressar Z(T,V, N) em forma simples, definimos

a quantidade

e}

A(T) = /dgr (exp{—pUp} — 1) = 47T/7”2d’l“ (exp{=pU (r)} = 1)+ ....... , (2.6)

0

e voltando para a equacao (2.2), usando os resultados obtidos até agora e considerando
N(N-1)
2
particao é escrita da seguinte forma

que N > 1, ou seja, ~ %NQ , podemos finalmente dizer que, a funcao de

1 ([ 2emkT
Z(T,V,N)——( Tk

NI h2

Se ordenamos os termos, obtemos a relacao simples:
VN o,
W |:1 + —N A (T) + ....... :| (27)

Z(T,V,N) = o

Finalmente podemos calcular a pressao do sistema, lembrando que

P=- 8_F onde FF=kKI'lnZ
oV )rn

N kT N2A
—p(T.N,V) = —— —kT — 2"
% 1 - N24,

e considerando que A é uma correcao pequena, temos que a equacao de estado é

NET (1_AN)

T (2.8)

PR ——

%
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2.2 Potencial de interacao de Sutherland.

A equacgao (2.6) pode ser calculada para um caso especifico, onde o potencial de intera-
¢ao U(r) seja conhecido. Por exemplo, poderiamos usar o potencial de Lennard-Jones,

comumente usado para simular a interacao entre dois &tomos, e que tem a seguinte forma

oor=u((2)* -2 ().

Este potencial aparece em diversos modelos da dinamica molecular e possui um minimo em
r =ry no qual assume o valor U(rg) = —Uj . Ele é fortemente repulsivo para distancias
pequenas (r < 1) e atrativo a grandes distancias. O problema que aparece é o fato de
que as integrais a serem calculadas sao complicadas. Porém, usaremos uma variante deste

potencial para simplificar a integral (2.6), o chamado potencial de Sutherland dado como:

+00 r<To
U(r) = .
") { —Uy (%0)6 T ZTo }

Na figura seguinte comparamos os potenciais de Lennard-Jones e de Sutherland. Usando

potencial de sutherland
Ui]i

Ty} d

e Lennard-jones

Figura 2.2: Comparagao entre o potencial de interacao de Lennard-Jones e o potencial de
Sutherland.

o potencial de Sutherland e a equagao (2.6), podemos calcular A (T'), tal que

70

A(T) = 47r/7“2 (—1)dr + 47?77“2 (exp (ﬁUO (7;—0)6) - 1) dr, (2.9)

o

e se fUy < 1, entao, vale que
6 6
exp (ﬂUO (%) ) ~ 1+ AU, (%) T (2.10)
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Usando esta aproximacao na equacao (2.9), temos que

o0

4 1"
A(T) ~ —%7“3 4 47TﬂU07“8/ (—) dr, (2.11)
r
ro
e resolvendo a integral, chegamos na equacao
dr
A(T) =~ —gro (1—pUy), (2.12)

que usaremos para determinar a forma final da equacao de estado. De fato, substi-
tuindo (2.12) na equagao (2.8), obtemos

NET N
P=— <1 + QWTSW (1— ﬂUO)) ,

e assim, finalmente, se escrevemos a pressao em termos do volume especifico v = %, Vemos

que a equacao de estado pode ser escrita como

N kT N U
P= 1+2m3—(1—-——=1]). 2.1
v (+ 7rTo3v( kT)) (2.13)

A equagao (2.13) pode ser escrita de uma forma mais conhecida, se reordenamos os termos,

4rd . .
2 dos atomos é pequeno comparado com o volume

e usamos o fato de que o volume —

especifico v. Vemos entao que

_2mrgUy KT (1+ 27?7‘3) kT <1 B 27rr8>—1

32w 3v v 3v

p

é exatamente igual a equacao de estado de van der Waals.

( - %) (v —b) ~ kT (2.14)
v
para os valores de a e b dados pelas seguintes relacoes:

2 2
a= %T(?Uo b= %rg (2.15)

Tais parametros sao caracteristicos de cada sistema. (O parametro a depende da pro-
fundidade Uy do potencial e mede a intensidade da forca de atracao entre particulas. O

parametro b é chamado de covolume.
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2.3 Lei dos estados correspondentes

Foi observado que um sistema de particulas que se comporta como um gas real pode ser
modelado pela equacao de estado de van der Waals. Escrevendo esta equacao em termos
da densidade, obtemos a equacao

ETp 9
_ Can? 2.16
oy (2.16)

Definimos o ponto critico (p., P.,T.), como o estado onde se satisfaz o fato de que, tanto
a primeira, quanto a segunda derivada da pressao sao nulas, ou seja

oP 0*P

a_ c>Tc =0 a o
(pe; Te) o7

T.) = 2.1
Bp (pCa C) 0, (2.17)

o que nos permite, fisicamente, caracterizar o limite de temperaturas para as quais pode
acontecer uma transicao de fase. Isto equivale a dizer que nao existem transicoes de fase
para temperaturas superiores a critica. OO ponto critico é calculado facilmente, e resulta

ser tal que
a 1 8a

P = — = — T = —
“Tomr T3 T 2TkD
ver [2]. Se usamos estas quantidades na propria equagao de estado, a fim de eliminar as

(2.18)

constantes a , b e k, obtemos a famosa lei dos estados correspondentes para gases reais,

_ 8Lip,

P,
3_/)7"

—3p.2 (2.19)

a qual é independente dos parametros caracteristicos de cada gas. Nesta equacao, apare-

cem as chamadas coordenadas reduzidas, P, , T} , p., que sao definidas pelas relacoes
PT‘ —_ pT [ TT = —. (220)

A equacdo (2.19) serd usada para modelar nosso sistema nas fases de gas e de liquido.
Na regiao de coexisténcia gas-liquido, faremos algumas modificagoes que serao explicadas
mais adiante. O interessante de usar esta equacao dos estados correspondentes é o fato
de que ela é valida para todo sistema que tenha um comportamento do tipo de gés real,

ou seja, ela é a equacao de estado geral para os gases reais.
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Se fixamos uma temperatura um pouco menor a critica (TT < 1), entao o grafico
da isoterma terd que manifestar uma transicao de fase do tipo gas-liquido, tal como é

mostrado no exemplo da figura (2.3). O problema que se apresenta é o fato de que tal

Equacdo de estado de Van Der Waals
T=09

25

L

r
)
|

P

Pressao reduzida
o =
wn —_— wn
[ R AR

L

0 —— ‘ —
0 05 1 15 2
Densidade reduzida ~ p,

Figura 2.3: Grafico tipico de uma isortema de van der Waals, para sistemas em transi¢ao de

fase. Neste exemplo a isoterma é T, = 0,9

equacao de estado nao é vélida na regiao de transicao de fase. De fato ela apresenta
inconsisténcias fisicas notorias. Por exemplo, na figura (2.3) vemos que existe uma regiao,
na qual %—P < 0, e portanto temos que reestruturar a equacao de estado na regiao de
coexisténcia gas-liquido. Nao obstante, s6 precisamos lembrar que, segundo os experi-
mentos sobre transi¢oes de fases de matéria, ela acontece para uma determinada pressao
constante. Entao, temos que conhecer o valor da pressao para a qual acontece a transicao
de fase. Na secao seguinte usaremos a construcao de Maxwell para calcular tal pressao

de transicao de fases.

23



2.4 Calculo da pressao de coexisténcia de fases.

Para encontrar o valor da pressao P, na qual acontece a transicao de fases, usamos a

construgao de Maxwell, que é ilustrada na figura (2.4). Consideramos uma transi¢ao de

Fressio

=
ww -

el e
BP e

Densidade

Figura 2.4: Pressao de coexisténcia de fases.

fase gés-liquido, entao na regiao de coexisténcia entre o liquido e o vapor se estabelece
uma pressao de equilibrio F, entre as fases. Tal pressao de equilibrio, pode ser calcu-
lada segundo Maxwell, usando o fato de que as &areas escuras na figura (2.4) tém que
ser iguais. Esta condicao aparece naturalmente se consideramos dois estados, um deles
puramente gasosos(de entropia S; ) e o outro puramente liquidos(de entropia Sy). Entao,
a variacao de energia interna do sistema entre os dois estados é dada pela primeira lei da

termodinamica
03

AU =T (S, — S) —/P(p)dp,
p1
onde P (p) representa uma isoterma de van der Waals. Outro caminho para calcular a

variacao de energia é usar o calor latente de transicao de fases, que para este caso é:

AU = AQ — Py (ps — p1)

onde P, representa a pressao de equilibrio entre as fases.
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Assim, a condicao desejada para calcular Py é

P3

/P (p)dp = Fo (ps — p1), (2.21)

p1

e vemos que as densidades que limitam a regiao de coexisténcia géas-liquido sao p; e ps,
tal como é indicado na figura (2.4). Ou seja, as areas limitadas pelos pontos ABC e CDE,
na figura (2.4) tém que ser iguais. Esta condigao nos proporciona uma equacao com trés
incognitas, a saber py, p3, Py. As outras duas equacoes sao dadas pelo fato de que os
pontos (p1, Py) e (ps, By) pertencem a isoterma. Explicitamente o sistema de equagoes

para resolver esta dado por

3 _
8T, <31n (3 z:;) +P§—P?—p3+p1) = Py (ps — p1) (2.22)
- Ml
8T,
Py= Pl 5,2 (2.23)
3—p
8Trp3 2
P _3 2.24
0 3_ P £3 ( )

O sistema sera resolvido para uma temperatura 7, fixa, usando o método de Newton-
Raphson para sistemas de equacoes nao lineares. Todos os resultados numéricos sao
mostrados no capitulo 3. Uma vez conhecida a regiao de coexisténcia, podemos afirmar
que a equacao de estado valida na regiao de coexisténcia gas-liquido sera da forma P =
Py = constante. Assim, em geral podemos afirmar que a equacao de estado que modela
uma transicao de fase do tipo gas-liquido é caracterizada por uma funcao continua dividida

em trés partes:
1. van der Waals para p < p; regiao do gas;
2. P = Fy para p; < p < ps regiao de coexisténcia gas-liquido;
3. van der Waals para p > p3 regiao do liquido.

Notemos que tal funcao tem derivada descontinua em p = p; e p = p3. Na secao seguinte,
tentaremos resolver tal problema, ja que pela propria definicao do tensor de curvatura, as
componentes da métrica sao de classe C?, ou seja, a equacao de estado também tem que

ser de classe C2.
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2.5 Equacao de estado para um sistema em transicao
de fase gas-liquido

Em continuacio, redefiniremos a equacao de estado, a fim de que ela seja de classe C2.
Para conseguir tal propdésito, usaremos trés equacoes de estado do tipo virial que nos
permitam suavizar as interfaces do gas e do liquido.

Para simplificar a notagdo, no momento de falar das quantidades reduzidas (p,, B, T}),
eliminamos os sub-indices r.

A regiao de coexisténcia gas-liquido serd chamada simplesmente como regiao de coexis-
téncia.

Além do anterior, na secao seguinte usamos a seguinte nomenclatura:

PY) = equacdo de estado de van der Waals (na forma reduzida).

P(GC) = equacio de estado tipo virial (na forma reduzida), valida nas proximidades de
p1, que suavizara o acoplamento entre as regido do gas (G) com aquela de coexisténcia
(C).

P©) = equacao de estado na regido de coexisténcia.

PO = equacio de estado tipo virial (na forma reduzida), valida nas proximidades de

p3, que suavizara o acoplamento entre as regido de coexisténcia e a regiao do liquido (L).

2.5.1 Regiao do gas

A regido de densidades baixas (coroa) é modelada por um sistema que se comporta como
um gas real. Ela é caracterizada pela equacao de estado de Van Der Waals, e pode ser

escrita na forma reduzida, segundo (2.19), como

valida na regiao p < p;, nao obstante, no momento de acoplar esta equagao de estado
de Van Der Waals com a equacdo de estado valida na regido de coexisténcia (P (p) ~
Py), tenhamos observado que a derivada da pressao em p = p; nao é continua. Porém,
definiremos um poliné6mio para conseguir um acoplamento suave entre as regioes de gas e
de coexisténcia, que chamaremos P{¢©). O intervalo de dominio de P(“®) sera a vizinhanca
de py, que sera da forma p; —x < p < p1 + X, onde x assume um valor pequeno, e que serd

introduzido no codigo como valor de entrada. Assim, para um valor dado de y, podemos
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afirmar que a regiao de gas é dominada pela equacao de estado

8T'p 2
— =3
3—0p P

PY) = p<pi—x (2.25)

assim, nosso interesse esta em resolver TOV e analisar o que acontece quando y — 0.

2.5.2 Regiao da interface gas-coexisténcia

(GO) (

No item anterior, definimos o polinémio P p), valido no intervalo p; —x < p < p1+ X,

que chamaremos regiao de interface gas-coexisténcia. Tal polinomio satisfaz as seguintes

condigoes
P (py —x) =PV (p1 = x) (2.26)
d PO dPV)
— = — 2.27
i (pr=x) =~ ; (p1 —X) (2.27)
dQP(GC) dQP(V)
a7 (pr—x) = R (p1—x), (2.28)

as quais sao as condicoes de acoplamento e suavidade da curva de Van Der Waals e o

(GO, no estado para o qual p = p1 — X- Analogamente existem mais trés

polinémio P
condigoes de acoplamento e suavidade no outro extremo do intervalo(p = p; + x), entre o

(GO)

polinémio P e o polinomio valido na regido de coexisténcia P(©) (p). Explicitamente

as condicoes sao

P (p1+x) = P (p1+x) (2.29)
dpteo) dpP©

_ 2.30

” (p1+ Xx) i (p1+x) (2.30)
dZP(GC) dZP(C)

i (p1+x) = 0 (p1+x), (2.31)

onde, temos que notar que P (p) foi definida como uma funcio constante e igual a P,
embora para resolver o sistema de equacoes “TOV”, faremos uma aproximacao apropri-
ada, para assegurar a convergéncia do codigo. Definiremos P(©) (p) como uma reta de
declividade extremamente pequena, mas nao nula. Esta aproximacao sera explicada em
detalhe na secdo seguinte. Agora nos interessa dar a forma explicita de P(®) (p). Nota-
mos que sdo seis as condicoes que definem P (p) | porém basta definir P9 (p) de
grau cinco, ja que seus seis coeficientes serao determinados de maneira tinica, resolvendo

o sistema de seis equacoes lineares dadas pelas condigoes que nos asseguram suavidade

27



no acoplamento. Assim, explicitamente, a equacao de estado vélida na vizinhancga de p;

sera
P (p) = a1 + azp + asp® + asp® + asp® + agp” | (2.32)
valida no intervalo p; — x < p < p1 + X, e como falamos anteriormente, as constan-

tes aq, a9, ..ag serao calculadas mais para frente, impondo as condicoes de suavidade na

vizinhanca de p;.

2.5.3 Regiao de coexisténcia gas-liquido

E a regiao onde acontece a transicao de fase. Segundo o raciocinio anterior, a regiao
de coexisténcia pode ser definida no intervalo p; + x < p < p3 — x (a fim de assegurar
suavidade na vizinhanga de p3). A equacdo de estado vélida em tal regidao é definida de
tal forma que ela é uma reta que passa pelos pontos (p; + x, Po — &) e (ps — x, Po + &),
onde definimos a quantidade & muito pequena (do ordem do erro associado a Pp), e assim
obtemos uma boa aproximacao de uma reta constante. Tal reta, se ilustra (com sua

inclina¢ao muito exagerada) na figura (2.5). Assim, a equagao de estado valida na regido

Py« o
i - (€ 10

(GO

ol Pl =1 Pt

Figura 2.5: Na figura aparecem esquematizados os dominios respectivos das diferentes partes
da equagao de estado; para visualizar melhor as regides de interface, exageramos a inclinagao da

reta na regiao de coexisténcia gas-liquido.

de coexisténcia é

2 +
)2(&) (p) _ ( § )p+Po _ ( P3 T P1 )§ ’ (2.33)
p3 — p1— 2x p3 — p1— 2X
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e notamos que, se & — 0, entao, p©) (p) = Py, ou seja, nossa aproximagao sera fisicamente

correta se £ assume um valor da ordem do erro associado ao valor calculado de F.

2.5.4 Regiao da interface liquido-coexisténcia

Em analogia com a interface gés-coexisténcia, definimos como equacao de estado outro

polinémio de acoplamento, chamado P*¢ da forma
PYC) (p) = by + bop + bsp® + bap® + bsp* + bep”, (2.34)

valida no intervalo p3 — x < p < p3 + X, que denominamos como a regiao da interface
liquido-coexisténcia(ver figura (2.5). As constantes by, bs, ....., bg serdo calculadas exata-
mente, usando as condicoes de acoplamento e suavidade nos pontos onde p = p3 — x e

p = ps + X, ou seja:

PED (py = x) = P9 (ps = x) (2:35)
d};(:m (s —x) = dZ;C) (p3 — x) (2.36)
d%im (ps —x) = deLp(;) (p3 =) (2.37)
PEO) (ps +x) = PV (p3 + x) (2.38)
dpd(:C) (ps +x) = CU;LV) (ps +x) (2.39)
d2§;§C) (ps +x) = d?jzw (ps +x) - (2.40)

Notemos que a regiao do liquido estd caracterizada por uma equacao de estado de Van
Der Waals. As solucoes explicitas dos sistemas de equacoes sao usadas diretamente no
codigo que resolve TOV.

2.5.5 Regiao do liquido

Esta regiao representa o niicleo da estrela, e é caracterizada pelo intervalo p > p3 + x. A

equacao de estado que modela esta regiao ¢ do tipo Van Der Waals, ou seja

8Tp
3—p

PY) = — 3p%
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2.5.6 Forma final da equacao de estado

Finalmente, a equacao de estado valida dentro da estrela é da forma

4
52— 3p° p<pr—X

ay + agp + azp® + asp® + asp* +agp”  p1—x <p < pi+x
P(p):< <p3,if,2X)p+P0_<p363;;pjgx)f prtHx<p<ps—X
by + bap + bsp® + bap® + bsp* +bgp®  ps—x < p<ps+x

\%—3,02 pptx<p<3

A titulo de exemplo, apresentamos o grafico da equacao de estado reduzida e suavizada
para a isoterma 7' = 0.9, onde introduzimos as quantidades xy = 0.05 e £ = 0.0005,

Equac@o de estado para o interior estelar.
( Suavizada )

:
25 g
Q.‘Q
~N 2]
a,
15
Q
i)
(73} 14
2]
(o}
=
Q-‘ 4
05
O
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
Densidade estelar p/p,

Figura 2.6: Exemplo do tipo de equacao de estado que sera utilizada para modelar uma estrela,
cujas componentes sofrem uma transicdo de fase do tipo gas-liquido. Notar que o acoplamento
feito pelos polinémios permite assegurar que, pelo menos, a equagdo de estado é uma funcao de
classe C2. Neste caso, o codigo nos fornece que p; = 0.349882, p3 = 1.62266 e Py = 0.583328.

No grafico (2.6), observamos uma equacao de estado de classe C? que é uma boa
aproximacao para o caso de sistemas em transicao de fases tipo gés-liquido. Assim, o caso
de sistemas em transicao de fases tipo géas-liquido pode ser estudado fazendo y — 0 e
¢ — 0. A motivacao de suavizar a equacao de estado reside no fato de que as componentes
do tensor de curvatura foram definidas sobre uma base que tinha como requerimento

principal que as componentes dos tensores estejam formados por funcoes de classe C2.
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No seguinte capitulo, apresentaremos a colocacao do problema e os resultados obtidos,
isto é, a solugao numérica de TOV para o caso de um sistema em transicao de fases. Além
do anterior, apresentaremos um exemplo que valida o codigo desenvolvido para resolver

TOV.
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Capitulo 3

Geometria de uma transicao de fases.
Resultados.

3.1 Colocacao do problema e procedimento

Queremos estudar a geometria associada a um sistema em transicao de fase da matéria.
Para este fim, usamos a equacao TOV que nos permite conhecer tanto a estrutura interna
de um sistema de particulas (pressio, densidade, massa em func¢ao do raio) estacionario e
com simetria esférica, quanto a geometria do espago-tempo dentro do sistema (ggo € g11)-
Para resolver TOV, precisamos de uma equacao de estado, e entao, usamos a equacao
de estado mostrada na se¢ao (2.5.6), que é capaz de modelar uma transigao de fase tipo
gas-liquido, no limite quando y — 0 e £ — 0.

O modelo pode ser aplicado a uma estrela em transicao de fase, e que satisfaz todos os
requerimentos ditos anteriormente, como simetria esférica, fluido perfeito, sistema estaci-
onario,etc...

Notemos que, resolvendo TOV, encontraremos o que se conhece como uma solucao inte-
rior, neste caso para um sistema em transicao de fase tipo gas-liquido.

Tal solucao interior nos permite conhecer como é a métrica do espaco-tempo. Assim, po-
demos calcular as componentes do tensor de curvatura, que seria a informacao necessaria
para conseguir nosso proposito de analisar a geometria associada com a transicao de fase,
através dos escalares de curvatura (Ricci, Kretschmann).

Dos diversos modelos estrelares, o caso ‘pressao constante’ nos motiva a pensar em solu-

coes dependentes do tempo, j4 que se apresenta uma aparente instabilidade do sistema
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auto-gravitante. Faremos uma discussao a respeito.

3.2 Resumo do Procedimento

e O sistema serd modelado como um sistema de particulas idénticas e com simetria

esférica.

e A métrica é diagonal e independente do tempo. O tensor de energia-momentum
corresponde ao tensor de energia momentum para fluidos perfeitos. O sistema de

particulas é governado pelas equacoes de TOV.

e As pressoes e densidades no interior do sistema satisfazem uma equacao de estado
caracteristica para sistemas em transicao de fase. Aqui aparece o problema da
descontinuidade da derivada da pressao nos pontos de interface, ja que a equacao
TOV seria singular e impossivel de ser resolvida diretamente. Além do anterior, se
apresenta mais um problema conceitual, o fato de que as componentes do tensores
tém que ser de classe C?. O caminho alternativo é usar equacoes de estado do
tipo virial com um dominio pequeno em torno de tais pontos de interfase, a fim de
suavizar e acoplar as diferentes regioes, convertendo nossa equacao de estado numa

funcao de classe C2.

e Aplicamos as equagdes da hidrodinamica relativistica no equilibrio (TOV) para re-
solver o problema, ou seja, calcular a pressao, a massa e a densidade do sistema.
Para isto, desenvolvemos um co6digo computacional para resolver TOV em cada uma
das regioes da estrela. Usamos como base do codigo o algoritmo de Runge-Kutta

de ordem 4.

e Conhecendo a distribuicao de matéria no interior da estrela, somos capazes de cal-
cular as componentes da métrica, segundo as equagoes (1.65) e (1.66) e com esta
informagao, calculamos os invariantes de curvatura (escalar de Ricci e invariante

quadratico de Kretschmann).

e Finalmente analisamos os resultados limites.
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3.3 Validacao do Cédigo.Exemplo do gas ideal.

Como a solucao para os gases ideais é conhecida, entao apresentamos a solucao numé-
rica da equacao TOV para este caso, como uma forma de verificar a validade do cédigo

desenvolvido. A equacao de estado para o gas ideal pode ser escrita como

P = jp, (3.1)

onde # = kT. Lembremos que, neste caso, o sistema de equacoes TOV é da forma

orP c? +47T/~i sp| [, 4+ P
— = m4+ —7 —
or r [r—2m] A P c?
om Arx 9
— = —Kpr
or c? p
P =pp
2
exp(—=A)=1-— m(r)
r
V= — 20/ .
pct +p

Usaremos um sistema de unidades, tal que ¢ = 1. Para simplificar o sistema de equacoes,
fazemos as seguintes mudancas de escala para o raio e a massa geométrica: r = ROE,
m = ROﬁEQ, onde Ry satisfaz a relacio 4mkR2 = 1 . Assim, as primeiras trés equagoes
diferenciais do sistema TOV podem ser resolvidas a fim de conhecer a estrutura interna

de uma estrela formada por um gas ideal, de tal forma que o sistema para resolver fica

B s

dp (fﬂ?wp)p 1-8
AR 1-2FR ( )

dF F
—= =P — 2— s

dR R

e usando a condicao inicial <fi, 005 ]30) = (0,2,0), resolvemos TOV para diferentes valores
de (5.
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Apresentamos os graficos de P (r) e p(r), onde se observa para cada caso um nicleo

Perfil de densidade Perfil de Pressdo
Gas ideal (Gas ideal)
25 2
e ] — B=01 il — B=01
o ] — =03 4 — p=03
S 94 — B= 1 — p=07
g ] B=0.7 Q‘l,j— B
s ]
o ] ]
< i 4
'E 1.5 l
o ] s A
g ] £ 1
g ] 3 ]
g 1 =
o ‘B
5 ] g ]
9 005
[ ] = |
T 05 i
12} 4
=} ] i
) J
a 1 ]
ol b b L T e B B B B B B
0 0,5 1 15 2 25 3 0 0,5 1 15 2 25 3
Raio estelar R, Raio estelar /Ry

Figura 3.1: Graficos da densidade e da pressao do gés ideal, como fung¢des do raio estrelar.

denso de altas pressoes, e que longe do ntcleo, tanto a pressao quanto a densidade decaem
como gaussianas, mostrando o comportamento tipico do interior estrelar. A massa estrelar

aumenta com o raio, segundo a figura ( 3.2), Uma vez conhecida a distribui¢do da matéria

Distribui¢do de massa dentro da estrela

(Gds ideal)
2
— B=01
— p=03
1 — p=07
55
«
Q
5
£
8
9]
o0
<
1]
1]
go,s—
0+ T
0 05 1 15 2 25 3

Raio estelar r/ lio
Figura 3.2: Massa geométrica em fungao do raio da estrela.

no interior da estrela, somos capazes de analisar a geometria do espago-tempo.
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Calculamos os elementos do tensor métrico, e conhecendo as componentes gog € g11,

Componente g, do tensor métrico Componente g, do tensor métrico
(Gas ideal) (Gas ideal)
0
] — B=01
0.6 — B=03
1 — B=07
0,5
S =
o0 o0
0] 9]
g 04 £
9] o
=) g -
g 03] &
£ £
o] o]
o o
02+
01
0 T T e 20 T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
Raio estelar Raio estelar

Figura 3.3: Graficos das componentes ggp e g11 do tensor métrico para o gas ideal, como fungoes

do raio estrelar.

podemos estudar a curvatura do espaco-tempo, através dos invariantes de curvatura. O
escalar Kretschmann se define como K = R™®?R .4, e o escalar de Ricci como R = g™ R,
Usando as componentes nao nulas do tensor de curvatura, podemos calcular que o escalar
de Kretschmann é

~\ 2 ~\ 2 ~\ 2

1 F F F
K = RYIR .. = — 1 — 2= 2 2 2 p—2= 4
bed = 2 (1+8)p 7 +2 | Bp+ 7 +2|p 7 +

=) )

e o escalar de curvatura R, pode ser escrito simplesmente tal que

2
R=—(p—3P) .
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Escalar de Kretschmann K = Raﬁ&PR Escalar de curvatura (Ricci ; R= gaBRag

oBdep L
( Gas ideal ) ( Gas ideal )

25 37

) —p-ol )3 — B=01

X — p=03 ~ — B=03

20 — B=07 NS ] — B=033

] X — B=07
g ] » 1
‘B vE
£ 154 &4
%]57 B
2 ] 8 1
& ] & -1
] [} ]
%10’, B
1 = 9
[ ]
5 < 1
® ] 2 ]
9 5+ 0 34
S ]
] 49

AL B e e I A e
0 05 1 15 2 25 3 0 05 1 L5 2 25 3
Raio estelar r/R, Raio estelar  r/ R,

Figura 3.4: Escalares de curvatura de Ricci e Quadratico de Kretschmann, para uma estrela

formada por um gés ideal.

Lembrando que o caso P = %p define um gas de fotons, podemos ver no gréafico do
escalar de Ricci para este caso (5 = %) que R = 0 para todo o perfil da estrela, o que nos

permite ver que o codigo esta funcionando corretamente.
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3.4 Resolucao da equacao TOV para um sistema em

transicao de fases.

O sistema de equacoes que resolve a estrutura interna da estrela é dado pelas equacoes
(1.62), (1.63), (1.64). Explicitamente, para as regides onde o sistema se comporta como

liquido ou gas, as equacoes TOV sao da forma

or 1 [r—2m] ct T

om Arx 9

o
P = Mp —ap* .
1—0bp

Usando as variaveis reduzidas, fazemos as seguintes mudancas de escala:
r=roqr P=PP. p=pp. T=T,1T. m=mrg

e o sistema de equacoes fica nas variaveis reduzidas:

0P, 1 ATk p
s = — m i PA3P7’ _C2r Pr
o7 F(r—am | Ta b pr’) + }
om 4dm 5
GF @t pT e
:8Trpr_32
T 3_pr r

Das relagbes (2.15) sabemos que P, = £p2 e ento:

0 P. 1 . ATk AP 3c?
e () ]
c ap.

or T (r-2m 3c?
om AT, 9
97 \@2fope | pPr
8T;pr
P, = & —3p% .
3— pr
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Escolhemos um sistema de unidades tal que

ape
C2

=1,

com g tal que
ATk

c2

Assim o sistema de equacoes TOV fica na forma simples:

2 _
ro=1.

0P, 1 P,
- m 3r Pr
o7 ?(?—zm)P”+ ][p'+ |
8?_rp7‘
T.pr
PT:8 P _391%
3— pr

Para conseguir uma separagao de variaveis no denominador da equacao TOV | fazemos a
seguinte mudanca :

m=7r"F
e assim, o sistema fica simplificado

~

9 P, 1 ~ TP,
T _ {FJFT ][Spr—}-Pr]
o (1-27F) 3

~

)

0 F
- r_27
or T °F
8Tr T
P. = P —3p3.
3— pr

Assim, em geral, se usamos a equacao P, = P, (p,), podemos resolver para cada regiao
da estrela um sistema de s6 duas equacoes diferenciais, a saber

1 . 7P P17t
Opr _ _ A[F+Tﬂpm+ﬂﬂgl} (3.2)
o (1-27F) 3 0 pr
o F F
_ ot 3.3
or P T (3.3)

dado que o sistema de equagoes ( 3.2) e ( 3.3) pode ser resolvido em cada regiao da

estrela s6 modificando a forma explicita da pressao. Para maior simplicidade no tocante a
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notacao tiramos o subindice r, mas sempre lembrando que estamos falando de pressoes e
densidades reduzidas, ou seja P, fica simplesmente como P, e p, como p, portanto,temos

finalmente que o sistema para resolver sera

7P P!
ey e Flen
or (1—2rF) Op
a—F—p 25 (3.4)
r ’l“

Este sistema de equagoes é vélido para todas as regides da estrela. De fato, o sistema (3.4)
s6 depende de P(p), que para nosso caso de interesse é conhecida. Usamos o sistema (3.4)
em cada regiao da estrela, e assim, podemos obter uma solucao completa das equacgoes de
TOV. Para analisar a geometria do espaco-tempo calculamos o escalar de curvatura de
Ricci

R=g"Ryp . (3.5)

mas, de acordo com as mudancas de escalas feitas e o sistema de unidades usado, o escalar

de curvatura de Ricci fica 5
R=2p(p—P). (36)
0

o qual é obtido pela contracao do tensor de Ricci que aparece nas equagoes de Einstein.
Porém, a informacao que ele fornece nao ¢ muita. Por esta razao, além do escalar de

Ricci, analisaremos o invariante quadratico de Kretschmann K, definido como
K =R Rops , (3.7)

e para este caso, pode-se calcular diretamente usando a relagao

e ] (e IR GRS I (3 B

Agora definimos as condi¢oes iniciais do problema.
Usamos uma temperatura critica 7', tal que T < 1, assim o sistema esta em transicao de
fase. Usamos T' = 0.9. Para o intervalo de validade dos polinémios, definimos x = 0.005 e
fazemos & = 0.00005, de modo que o resultado mostre a tendéncia do comportamento do
sistema em transicao de fase com uma boa aproximacao. Nas secoes seguintes, apresenta-
mos a solugao numérica do sistema de equacgoes diferenciais TOV, com a condigao inicial
ﬁ, 005 F\O) = (0,2,0) , de modo que estamos estudando um sistema com um ntcleo de
grande densidade central.
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3.4.1 Distribuicao de matéria no interior da estrela em transicao

de fases

Grifico de densidade em func¢ao de raio estrelar. Analisando o grafico de densidade 3.5,

vemos que o resultado obtido

Perfil de densidade
7=0.9

p

._.
W
|

Ampliagdo na vizinhanga de p,
Densidade dentro da estrela

Densidade estelar
L1

=
wn
P R
P

\ 164

0 L L O L L B I I R

0 0,1 0,2 0,3 04 0.5 0,6 0,7 0,8 09 1

Raio estelar r/RO TS o rU;Ro‘ 0605 Tob o

Figura 3.5: Perfil de densidade numa estrela em transi¢ao de fases. No grafico da direita se
apresenta uma ampliacdo do gréifico de densidade na vizinhanga de p;, a fim de enxergar a

suavizacao feita pelo polinémio de acoplamento na fronteira da regiao gasosa.

através da relatividade geral nao contradiz a termodinamica existente em nosso mo-
delo, no sentido de que a transicao de fase aparece nitidamente, logo que se resolve TOV,
ja que se observa uma queda brusca da densidade em r ~ 0.6 Ry. Assim podemos pensar
na regiao densa (r < 0.6Ry) como se fosse um liquido e a regiao menos densa(r > 0.6Ry)
como se fosse um gas. Segundo o grafico (3.5), vemos que a transigao de fases acontece
nas proximidades de » = 0.6 Ry. Notemos que ampliando o grafico de densidade podemos

enxergar que ela é uma curva suave, assim como é mostrado no exemplo apresentado na
figura (3.5).
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Grdfico de Pressao em func¢ao do raio estrelar. Vemos que mesmo que a equacao de

TOV foi resolvida perto do limite y — 0 e & — 0, o grafico de pressao 3.6

Perfil de pressdo no interior da estrela

T=0.9
25
a2
s ] Pressdo no interior da estrela. Ampliagdo
o ]
1 i
)
8 : 0,61 [
= 14
A
] 06| L
0,5
] 059 L
O7\\\\\‘\\\\\‘\\\\\‘\\\\\‘\\\\\‘\\\\\‘\\\\\‘\\\\\‘\\\\\‘\\\\\ 058~ r
0 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8 09 1
Raio estelar r/R L I e A R

0 0,596 0,598 0.6 0,602 0,604 0,606

Figura 3.6: Perfil de pressao numa estrela em transicao de fases e uma ampliagdo na regiao

coexisténcia que mostra uma suavidade local da pressao.

de

apresenta uma continuidade da derivada um tanto forcada pelos polindmios de acopla-

mento, 0 que nos motiva a pensar que no limite se conserva a descontinuidades da derivada

da pressao, o que seria totalmente razoavel no sentido de que originalmente a equacao

de estado é claramente de derivada descontinua. O comportamento da pressao, tanto no

centro da estrela, quanto distante do nticleo, nao manifesta problemas, no sentido de que

as altas e baixas pressoes aparecem nas regioes mais e menos densas, respectivamente.

A

possivel descontinuidades da derivada pode ser explicada pela queda brusca de densidade

nas proximidades de r = 0.6 R.
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Grdfico da massa geométrica. Segundo a equagao (1.63), a variagao

Distribui¢do de matéria na estrela
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Figura 3.7: Distribui¢do de massa numa estrela em transi¢do de fases e uma ampliacdo que

mostra a suavidade da curva de massa.

de massa é proporcional a densidade. Porém, como existe uma queda brusca da densi-
dade, podemos pensar que no limite a derivada da massa seria descontinua, aumentando
rapidamente na regiao do liquido, e menos rapidamente na regiao de gas, tal como se

manifesta na figura 3.7.
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3.4.2 Geometria do espago-tempo no interior da estrela em tran-

sicao de fases

Dado que conhecemos a distribuicao de matéria e a pressao dentro da estrela, usamos as

equagoes (1.65) e (1.66) para calcular as componentes da métrica.

Grdfico de goo. A componente ggy do tensor métrico é calculada apos se conhecer v
como func¢ao do raio da estrela, dado que goy = expr, e v pode ser calculada inte-
grando (1.66), onde a constante de integragao é calculada dando uma condigao de con-
torno, por exemplo, continuidade de v na superficie da estrela, e dizer, se ry é o raio da
estrela entao

goo(rs) =1 — 2miry) , (3.9)
ry
o que significa que go0 tem que ser equivalente com a solucao de Schwarzschild exterior.

Notamos que ggg nao reflete mudancas abruptas na regiao de transicao de fases.

Componente g do tensor métrico

0,5

€00

Componente

0,1
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0 01 02 03 04 05 06 0T 08 09 I
Raio estrelar  ( em unidades de R))

Figura 3.8: Componente ggg do tensor métrico dentro da estrela em transi¢ao de fases.

Para este caso usamos como raio da estrela o valor ry = 1.374R,.
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Grafico de g11.A componente g7 do tensor métrico é calculada apds se conhecer A como
funcao do raio da estrela, dado que g1 = —exp A, e A pode ser calculada diretamente

de (1.65). Vemos que g1 apresenta um comportamento tal que no limite sua derivada
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Figura 3.9: Componente g1 do tensor métrico dentro da estrela em transicao de fases e sua
ampliacao na regiao de coexisténcia para observar a continuidade da derivada de g7 induzida

pelos polinémios de acoplamento.

serd descontinua na regiao de coexisténcia.
Usando os resultados anteriores, estudaremos o invariante de curvatura de Kretschmann.
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O Invariante quadrdtico de Kretschmann. Observa-se do gréafico 3.4.2 que a curvatura

de Kretschmann apresenta uma proporcionalidade direta, com respeito a distribuicao de
Perfil do escalar de Kretschmann
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0 0l 02 03 04 05 06 07 08 09 I
Raio estelar r/ Ro

Figura 3.10: Invariante quadréatico de Kretschmann.

massa dentro da estrela, ou seja, o maximo valor de curvatura se encontra no nicleo
da estrela e para grandes distancias, a curvatura tende para zero, o que significa que a
métrica interna é assintoticamente igual & métrica de Schwarzschild, ou seja, distante da
estrela, o espaco-tempo é chato. Na regiao de transicao, podemos esperar um compor-
tamento andmalo nas proximidades de r = 0.6y, dado que o escalar de Kretschmann
pode ser escrito em termos da densidade, da pressao, e da massa, onde cada uma delas
apresenta, no minimo, mudancas abruptas de declividade na vizinhanca de r = 0.6 Ry. De
fato, o invariante quadratico de Kretschmman apresenta uma queda analoga ao caso da

densidade.
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Nao obstante, se observamos de perto a regiao de transicao, podemos ver que a curva é
bem comportada, segundo o grafico do escalar de Kretschmann ampliado que se apresenta
na figura (3.4.2).

Escalar de Kretschmann

(Zoom)
65
6
Mo
55
5
45
] T T ‘ T T ‘ T T ‘ T T
06 0,6005 0,601 0,6015 0,602

Raio estelar 1/ Ro

Figura 3.11: Invariante quadratico de Kretschmann(ampliado na regiao de transigao de fase).

Mas nao podemos afirmar que aquele comportamento, tenha uma explicacao fisica,
devido ao fato de que poderia ser simplesmente um problema numeérico ou uma contri-
buicao dada pelos polindmios de acoplamento. Porém, precisamos fazer um estudo um
pouco mais elaborado. Fazemos tender y para zero, e analisamos os graficos ampliados
do escalar de Kretschmann, correspondentes para cada x e inclinacao constante, a fim de

esclarecer a natureza do pogo que aparece no escalar de Kretschmann da figura (3.4.2).
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Entao para os casos xy = 0.1, x = 0.05, x = 0.01 e inclinacao constante, tal que £ =

0.00005, vemos que os graficos ampliados do escalar de Kretschmann sao: Notemos que,

Escalar de Kretschmann
(Zoom)
:\
:\ — 1=001

65 —_\
6
v
55 ]
5
4,5—:

0.6 0,601 0,602 0,603 0,604
Raio estelar

Figura 3.12: Invariante de Kretschmann(ampliado).

a informagao que podemos extrair do gréafico da figura (3.4.2) ndo é muito esclarecedora,
dado que a diminuigao do intervalo de dominio dos polinémios (associado ao valor de y),
nao altera de forma consideravel a largura do poco. Poder-se-ia pensar que a curva esté
se deslocando em torno de alguma curva limite. Nao obstante, para ter certeza do que
realmente acontece, temos que fazer uma anéalise ainda mais detalhada do que acontece
na regiao de coexisténcia. A outra alternativa é mudar a inclinacao, de tal forma que
ela tenda para zero, e estudar o caso limite de pressao constante. A fim de entender o
comportamento da curvatura no limite P = constante, estudamos o caso isolado, no qual
a equacao de estado é uma reta qualquer, com uma certa inclinacao, e entao diminuimos
a inclinacao e resolvemos novamente TOV, e assim, sucessivamente, até que possamos

esclarecer o que acontece no limite P = constante.
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3.5 AnAlise de um sistema a pressao constante

Vamos analisar o caso no qual o sistema esteja a pressao constante. Numa primeira im-
pressao, noés poderiamos pensar que um sistema a pressao constante é completamente
instavel em relatividade geral, e que nao poderia ser tratado como um problema estacio-
nario. Assim, ele teria que ser estudado de forma completamente diferente. Nao obstante,
nos esqueceremos por um momento este impedimento conceitual, e analisaremos o caso
pressao constante no contexto das equacoes de TOV. Definimos uma equacao de estado
simples da forma tal que a relagao entre a pressao e a densidade seja uma reta de pendente

[ e que passe pelo ponto-estado (P = 1,p = 1), ou seja

P(p)=pBp+1-p5, (3.10)

a qual serd definida como vélida no intervalo 0.5 < p < 1. Vemos que [ representa
neste caso a inclinacao da reta. Assim, resolveremos TOV para diferentes angulos, cada
vez mais perto do limite 5 — 0, ou seja, cada vez mais perto de P = 1 = constante.
Escolhemos a condicao inicial tal que <}A%, 00, ﬁ0> = (0,1,0) e deteremos a iteracao quando

p = 0.5. Assim, com estas condigbes, temos que

Perfil de Densidade
(Caso P(p) —> constante )
1,1 — peos
| — B=01
— B=0.01
0.9 B=0.001
a
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=
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I

0 0o 02 03 04 05 06 07 08 09
Raio estelar r/ Ro

Figura 3.13: Grafico da densidade em fun¢ao do raio, para um caso no qual a pressao tende ser

constante.
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Do grafico anterior, vemos que a medida que o angulo diminui, a gaussiana que re-
presenta a densidade torna-se cada vez mais parecida com uma funcao tipo degrau que
assume o valor 1 no p = 0 e 0 no resto. Mas, a diferenca é o fato de que o dominio no
raio cai para zero.

Se analisamos o grafico de pressao, vemos que a curva de pressao tende ser constante, tal

Perfil de pressdo na estrela
Caso P —> constante

— p=05

L

P

L

0,95 —

L

0,9
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Pressao estelar

0,85 —
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08 —— —— —— ;
0 0.1 02 03 04
Raio estelar r/ R0

Figura 3.14: Gréafico da pressao do sistema, para um caso no qual tende ser constante.

como deve ser no limite 3 — 0, mas seu dominio também cai para zero, ou seja o caso
P = constante acontece s6 num ponto, que coincide com o ponto inicial (rg = 0, Py = 1).

Este resultado serd muito importante para as deducoes finais.
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Continuando o anélise do caso pressao constante, analisamos agora o grafico do escalar

de curvatura de Kretschmann. Neste grafico, se observa como o escalar de Kretschmann

Perfil do escalar de Kretschamann
Caso P —> constante

— p=05

Escalar de Kretschmann
-
T DT DT P PR PN P P

B

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
Raio estelar r/R )

Figura 3.15: Escalar de Kretschmann.

tem um comportamento muito similar ao da densidade, tendendo também para uma
funcao tipo degrau que assume um valor finito diferente de zero s6 para r = 0. Em
conclusao, se o caso P = constante é tratado em forma estacionaria, em geral nos entrega
como solucao o fato de que P = constante s6 acontece numa superficie da estrela. Porém
a possivel inestabilidade do sistema para quando P = constante nao existe devido ao fato
de que a estrela pode ser tratada como uma folhacao de superficies esféricas isobaricas e

acronais(ver [3|), das quais s6 uma delas admite uma transicao de fase.
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3.5.1 Resultados finais

Nas secoes anteriores, foi resolvida a equacao de TOV para o caso de um sistema em
transicao de fase do tipo gas-liquido, em forma aproximada, dado que utilizamos os po-
linémios de acoplamento. Analisamos os resultados obtidos, e concluimos que no limite,
ol seja, no caso sem aproximacoes, a regiao de coexisténcia de fases estd associada com
uma regiao dentro da estrela. Tal regiao é a superficie de uma esfera de raio fixo, e que
para o caso estudado, onde a temperatura reduzida do sistema assume o valor T'= 0.9, a
superficie na qual acontece a transicao de fase é dada por r ~ 0.6 Ry. Agora, somos capa-
zes de resolver nosso problema sem ajuda de tais polindmios, posto que a secao anterior
nos indicou que a regiao de coexisténcia é s6 uma superficie de raio fixo. Porém podemos
resolver TOV s6 nas regioes puras e logo acoplamos as solugoes naquela superficie da
estrela, onde acontece a transicao de fase. Assim, apresentamos a solucao esperada para
equacoes de TOV, no limite desejado, ou seja, para o caso da estrela em transicao de fase.

A densidade cai abruptamente em r = 0.57129R, ., manifestando a transicao de fase, tal

Perfil de densidgde no interior da estrela.
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Figura 3.16: Perfil de densidade numa estrela em transi¢ao de fases.

como se esperava segundo a andlise da solucao aproximada.
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Perfil de pressdo no interior da estrela.
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Figura 3.17: Perfil de Pressao numa estrela em transi¢ao de fases.

A pressao tem derivada descontinua na superficie de coexisténcia. A diferenca com o
caso aproximado é quase nula.
Se comparamos com o gas ideal, observamos que um gas real s6 difere do gas ideal no
tocante ao comportamento da pressao na superficie de coexisténcia, onde a pressao do

gas real nao é suave.
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Distribui¢do de matéria no interior da estrela.
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Figura 3.18: Distribui¢ao de massa numa estrela em transi¢ao de fases.

Notemos que m(r) representa a massa que existe dentro de uma esfera de radio r. Deste
modo, ela é crescente e s6 apresenta uma ruptura de seu comportamento na superficie
de coexisténcia, onde a densidade sofre uma mudanca brusca, o que justifica o fato da
descontinuidade da derivada da massa.

Dado que conhecemos a distribuicao de matéria dentro da estrela, podemos agora calcular
a geometria dentro da estrela. Para isso, calculamos as componentes do tensor métrico e
os escalares de curvatura (os graficos das componentes no caso exato e no caso aproximado

sdo praticamente iguais).
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Curvatura de Kretschmann
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Figura 3.19: Invariante quadrético de Kretschmann.

O escalar de curvatura de Kretschmann apresenta uma queda em r = 0.5713 R, devido
a transicao de fase. No caso aproximado, os polindémios de acoplamento que suavizavam
a equacao de estado contribuiam com uma suavizagao na regiao de coexisténcia para o
escalar de Kretschmann. E por esta razio que na figura (3.4.2) aparece a queda do escalar
em forma suave. Mas o fato de que a transicao acontece so6 na superficie de coexisténcia

nos indica que a curvatura sofre uma transicao analoga com aquela que sofre a matéria

em nosso sistema, uma espécie de ‘transicao de curvaturat.
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Escalar de Curvatura de Ricci
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Figura 3.20: Escalar de curvatura de Ricci.

Apresentamos o grafico do escalar de curvatura de Ricci, s6 para complementar o fato
de que a curvatura do espaco-tempo e a matéria comportam-se de forma similar, pois
tanto a matéria quanto a curvatura apresentam transicoes. Notemos que, a solu¢ao das
equacoes de TOV foram feitas para uma isoterma, em particular para T = 0.9. Nao
obstante, poderiamos usar qualquer outra isoterma que apresente transicoes de fase, e as

conclusoes seriam as mesmas, pois o comportamento do sistema seria analogo.
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Vimos que para T = 0.9 a transicao de fase se manifestava na estrela em r =
0.57129R,. Obviamente, para outras isotermas a superficies de coexisténcia seriam dife-
rentes. Em continuacao, apresentamos o grafico que relaciona a temperatura do sistema

e a superficie de coexisténcia. Na estrela existe uma regiao onde acontece a transi¢ao

Superficie de transicdo de fase em fungdo da temperatura
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Figura 3.21: Superficie de coexisténcia versus Temperatura.

de fase, que é chamada de superficie de coexisténcia, e ela depende da temperatura do
sistema da maneira como aparece no grafico( 3.5.1). Lembremos que nosso sistema é

estacionario e esta curva nao representa uma evolucao temporal.
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Além do grafico anterior, apresentamos o grafico que da conta da quantidade de ma-

téria dentro da superficie de coexisténcia em funcao da temperatura. Vemos que o niicleo

Massa no interior da Superficie de coexisténcia
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Figura 3.22: Quantidade de matéria no niucleo da estrela.

da estrela pode ser caracterizado pelo interior da superficie de coexisténcia. Notemos que
conhecendo como muda a temperatura no tempo, poderiamos fazer um modelo quasi-
estatico de colapso gravitacional, ji& que estudariamos a evolucao temporal infinitesimal

do nicleo da estrela.
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Capitulo 4

Conclusao

Esta dissertacao foi elaborada com a finalidade de analisar o que acontece num espaco-
tempo que possui matéria em transicao de fase. Considerando as dificuldades inerentes
na proposta em discussao, o trabalho refletiu na necessidade de simplificar o problema,
de tal forma a nao perder generalidade com respeito a nosso objetivo. A fim de atender

ao proposito estabelecido, as consideracoes feitas no trabalho foram:

O sistema esta formado por particulas neutras e idénticas;

O sistema de particulas é auto-gravitante;

O sistema de particulas pode ser considerado um fluido perfeito;

O sistema de particulas tem simetria esférica;

O sistema pode ser considerado estacionario.
e A interacao entre as particulas é tal que podem ocorrer transi¢oes de fase de matéria.

Tendo em vista as consideracoes feitas acima, o modelo estrelar desenvolvido corresponde
ao modelo de Tolman-Oppenheimer-Volkov(TOV), que corresponde & generalizacao re-
lativista das equacoes de Newton para a hidrodindAmica em equilibrio. A equacao TOV
precisou de uma equacao de estado para ser resolvida. Porém, usamos uma equacao de
estado que modele alguma transicao de fase de matéria. Neste caso, temos usado uma
equacao de estado composta basicamente de trés partes: van der Walls para as regioes
liquida e gasosa , e outra P = constante na regiao de coexisténcia(gas-liquido), onde a

constante foi calculada usando a construcao de Maxwell.
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Foi desenvolvido um codigo para resolver TOV, onde foi usado o método de Runge-Kutta
de ordem 4 como base do codigo.

O sistema de equacoes diferenciais de TOV nos permitiu conhecer tanto a estrutura interna
do sistema, quanto a geometria do espago-tempo. Assim nosso objetivo foi alcancado.
Dos resultados obtidos, podemos dizer que a transicao de fase manifestada na equacao de
estado se vé refletida na estrela como uma queda abrupta da densidade num raio determi-
nado, separando a estrela em duas regioes, distinguidas basicamente pela grande diferenca
de densidades entre elas, o que nos faz pensar numa regiao liquida e outra gasosa, tal como
se manifestava na equacao de estado. Ou seja, a Termodinamica e a Relatividade Geral
se apresentam totalmente compativeis.

Se pensamos no fato de que todo sistema estacionario com simetria esférica possui superfi-
cies esféricas concéntricas isobaricas, entao no momento de pensar numa transicao de fase
dentro da estrela, seria l6gico assumir que, para que o sistema fique estavel, a transicao
de fase tem que acontecer s6 numa superficie da estrela, e de fato isso é o que acontece.
No tocante a geometria do espaco-tempo da anélise dos graficos dos escalares de curvatura
notamos que o fato de que a matéria sofra uma transicao de fase implica necessariamente
que a curvatura sofrerd uma anomalia similar. De fato a curvatura apresenta uma queda
abrupta mostrando a mesma tendéncia que a densidade, o que reafirma a ligacao entre

espaco-tempo e matéria.
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