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ResumoSão apresentadas soluções numéri
as do sistema de equações diferen
iais de Tolman-Oppenheimer-Volkov para um gás de partí
ulas em transição de fases, no 
ontexto darelatividade geral, en
ontrando a estrutura do espaço-tempo asso
iada 
om a transiçãode fases. Para isto assumimos que o gás está formado por partí
ulas autogravitantes,idênti
as, 
om simetria esféri
a, e 
ujo tensor de energia-momentum é do tipo �uido per-feito. As interações internas do gás são representadas por uma equação de estado 
apazde des
rever uma transição de fase do tipo gás-líquido. Um gás esta
ionário deste tipopoderia representar uma estrela em equilíbrio hidrodinâmi
o.Con
luímos que a termodinâmi
a não perde sentido no 
ontexto da relatividade geral,apresentando 
laramente que a transição de fases a
onte
e só numa superfí
ie esféri
a e
on
êntri
a no interior da estrela, na qual a 
urvatura do espaço-tempo re�ete, mais umavez, o mesmo 
omportamento que a distribuição interna de matéria na estrela, neste 
aso,uma des
ontinuidade na região de 
oexistên
ia de fases.
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Abstra
tWe present numeri
al solutions for the di�eren
ial equations the Tolman-Oppenheimer-Voltov for a gas parti
les in phase transition in the general relativity ba
kground, ob-taining the spa
e-time stru
ture involved in the phase transition. For this purpouse, we
onsider the gas as formed by identi
al self-gravitating parti
les with spheri
al simetryand whose momentum- energy tensor is do like perfe
t �uid type. The internal intera
-tions of the gas are represented by a state equation that has the property of des
ribinggas-liquid phases transition. A sta
ionary gas like this is supposed to represent a star inhydrodynami
 equilibrium. We 
on
lude that there is no 
on�i
t of using thermodyna-mi
s in general relativity 
ontext, showing 
leary that the phase transtition happens onlyin a spheri
al shell 
entered in the star geometri
al 
enter, about what the spa
e-time
urvature ilustrates, on
e more, the same behaviour expe
t by the distribution of matterinside the star, in su
h 
ase, a des
ontinuity in the region of phase's 
oexisten
e.
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IntroduçãoA história de uma partí
ula no nosso universo é muito 
ativante. Assim também é pensarque ela traz 
onsigo as informações de que pre
isamos para entender o que a
onte
eu nosuposto 
omeço e talvez que ela poderia nos falar o que a
ontererá no futuro remoto.Os 
aminhos que ela per
orreu no de
orrer de sua vida não foram aleatórios, eles foramestabele
idos, a 
ada instante, pelas restantes partí
ulas no universo, movimentando-seatravés de geodési
as que a 
onduzem inapelavelmente ao en
ontro de outras partí
ulas,
omo se fosse uma reunião mar
ada desde o 
omeço do tempo.Um número su�
ientemente grande de partí
ulas reunidas no espaço, 
omo nuvens degás, interagem gravita
ionalmente, atraindo-se 
ada vez mais, dando origem ao que se
onhe
e 
omo 
olapso gravita
ional. O 
olapso se vê interrompido quando as pressõesinternas equilibram a força gravita
ional, fazendo 
om que o sistema �que hidrodinami-
amente estável, pelo menos por algum tempo, assim que houvesse nas
ido. É aqui ondevamo-nos deter. A estrela em equilíbrio hidrodinâmi
o apresenta regiões, que podemser 
ara
terizadas pelas suas diferentes densidades. Assim podemos 
onsiderar que paradiferenças su�
ientemente grandes nas densidades das regiões, estas 
ara
terizam regiõeslíquidas ou gasosas, por exemplo, um nú
leo e uma 
oroa. Nesta dissertação, modelaremosuma estrela 
omo se seus 
onstituintes fossem partí
ulas de um gás real, que sofrem umatransição de fase do tipo gás-líquido, distinguindo as regiões densas da estrela(o nú
leo),das menos densas(a 
oroa).O objetivo fundamental será estudar o que a
onte
e 
om a geometria do espaço-tempono interior de um sistema de partí
ulas em transição de fases de matéria, por exemplo,tipo gás-líquido.Para isso, o 
apítulo 1 estará destinado a 
onhe
er as bases da teoria ne
essária paramodelar o interior de uma estrela, no 
ontexto da relatividade geral. Faremos uma dedu-1



ção da equação de Tolman-Oppenheimer-Volkov(TOV), que representa uma generalizaçãodas equações de Newton para a hidrodinâmi
a no equilíbrio. Assim, sua solução mostrariatanto a estrutura interna da estrela quanto a estrutura do espaço-tempo no interior dela.Dado que a equação TOV pre
isa da forma explí
ita de uma equação de estado paraser resolvida, no 
apítulo 2 revisamos brevemente a teoria dos gases reais, na pro
ura deuma equação de estado que modele as fases gasosa, líquida e de 
oexistên
ia líquido-gás.No 
apítulo 3, mostramos 
omo fun
iona o 
ódigo 
omputa
ional desenvolvido, expli-
ando os métodos numéri
os empregados para solu
ionar nosso problema. Apresentamosa solução numéri
a do sistema TOV para o 
aso do gás ideal, a �m de testar o fun
io-namento do 
ódigo desenvolvido. Finalmente, resolvemos numeri
amente o sistema TOVpara o 
aso do gás em transição de fases.Finalmente no 
apítulo 4 apresentamos as 
on
lusões.

2



Capítulo 1Relatividade geralNo presente 
apítulo, faremos uma breve revisão da teoria ne
essária para des
rever aestrutura do espaço-tempo no interior de um sistema de partí
ulas 
om simetria esféri
a,no 
ontexto da relatividade geral, a �m de obter um 
aminho para desenvolver modelosestrelares, apresentando a nomen
latura usada nesta dissertação. Dado que nosso interesseé analisar a geometria do espaço-tempo para o 
aso parti
ular onde o sistema de partí
ulasestá em transição de fase, 
omeçamos estudando as leis bási
as da relatividade geral.1.1 Equação de Einstein para o espaço livreA relação entre a geometria do espaço-tempo e a distribuição de energia, desenvolvida porEinstein e seus 
olaboradores, que se resume nas equações de 
ampo, teve 
omo pontode partida a análise 
uidadosa da geometria de um espaço-tempo na ausên
ia de matéria.Daquela análise se obtém a equação de Einstein para o espaço livre de matéria e energia
omo
Rαβ = 0 , (1.1)onde Rαβ é o tensor de Ri

i, e que se de�ne 
omo

Rαβ =

{
ξ

αξ

}

|β

−
{

ξ

αβ

}

|ξ

+

{
τ

αξ

}{
ξ

τβ

}
−
{

τ

αβ

}{
ξ

τξ

}
= 0 , (1.2)na qual, apare
e uma 
ombinação dos símbolos de Christo�el e suas derivadas(onde usa-mos a notação | β representando a derivada par
ial 
om respeito à 
oordenada xβ ).3



Os símbolos de Christo�el se de�nem pela equação
{

α

βγ

}
=

1

2
gαξ
(
gξβ|γ + gξγ|β − gβγ|ξ

) ,onde apare
em o tensor métri
o gαβ, suas derivadas e a inversa do tensor métri
o gαβ.Lembremos que a equação (1.2) é a 
ondição para que as equações do 
ampo admitam amétri
a de Lorentz 
omo solução parti
ular.1.2 Tensor de Energia-MomentumNa seção anterior foram apresentadas as equações de 
ampo para o espaço livre. No 
asode estar em presença de matéria, a seguinte igualdade empíri
a é satisfeita:Tensor que representaa geometria do espaço =
Tensor que representaa energia 
ontida no espaço . (1.3)Além disso, a equação do 
ampo satisfaz dois requerimentos limites:1. É equivalente à equação de Poisson, no limite de 
ampos fra
os.2. Deve ser equivalente à equação de 
ampo de Einstein para espaços livres, no limiteda densidade tendendo para zero.A equação de 
ampo é do tipo tensorial de segunda ordem.1.2.1 Tensor para o Campo de EnergiaConsideraremos o 
aso de 
ampos de energia. Tais 
ampos podem ser 
ara
terizados pelo
ampo es
alar de densidade própria ρ0 (x) e um 
ampo quadrivetorial de �uxo uν . Adensidade própria ρ0 (x) é medida por um observador movimentando-se junto ao �uxo. Aquadrivelo
idade de �uxo uν(x) pode ser interpretada 
omo se um elemento de matériaque o
upa a posição 
ara
terizada pelo ponto xµ do espaço-tempo tem uma equação demovimento xµ(s) ,tal que

dxµ

ds
= uµ (x) . (1.4)Usando tais 
ara
terísti
as, podemos 
onstruir o tensor de energia-momentum (ou tensorde matéria) 
omo

T µν = ρ0 (x) uµ(x)uν(x) . (1.5)4



A �m de obter uma interpretação físi
a para este 
ampo tensorial, usamos as 
oordenadasda relatividade restrita, (ct, x, y, z), e o tensor usual da métri
a de Lorentz, dado por
ds2 = c2dt −

(
dx2 + dy2 + dz2

) ,de tal forma que a 
omponente T 00 do tensor de matéria está dada por
T 00 = ρ0u

0u0 = ρ0
dx0

ds

dx0

ds
= c2ρ0

[
dt

ds

]2

= γ2ρ0 , (1.6)onde de�nimos s, 
omo a longitude de ar
o da trajetória e γ =
[
1 − v2

c2

]− 1

2 . Segundoa relatividade restrita, um observador �xo observa que a massa da partí
ula aumenta
om a velo
idade, tal que, m = m0γ, porém, observa que o volume da partí
ula materialse 
ontrai na direção da velo
idade, tal que, V = V0γ
−1. Assim, a densidade medidapelo observador �xo será ρ = γ2ρ0. Portanto, T 00 representa �si
amente a densidademedida por um observador �xo 
om respeito do �uxo, 
hamada densidade de energiarelativista. As outras 
omponentes são 
al
uladas da mesma forma; se i e j representamas 
oordenadas espa
iais (1,2,3), então, vemos que as 
omponentes mistas(espaço e tempo)do tensor de energia-momentum são

T 0i = ρ0
dx0

ds

dxi

ds
= cρ0

[
dt

ds

]
vi = cγρ0v

i =
1

c
ρvi , (1.7)e para o 
aso de 
omponentes espaço-espaço temos que

T ij = ρ0
dxi

ds

dxj

ds
= ρ0γ

2 vivj

c2
=

1

c2
ρvivj . (1.8)Daqui vemos que o tensor de energia-momentum pode ser es
rito 
omo:

T ij = ρ





1 1
c
vx

1
c
vy

1
c
vz

1
c
vx

1
c2

v2
x

1
c2

vxvy
1
c2

vxvz

1
c
vy

1
c2

vyvx
1
c2

v2
y

1
c2

vyvz

1
c
vz

1
c2

vzv
j 1

c2
vzvy

1
c2

v2
z




. (1.9)Pode-se provar fa
ilmente que as leis da hidrodinâmi
a são satisfeitas na ausên
ia deforças, e que elas podem ser es
ritas em forma tensorial simples. Neste 
aso, elas podem-se resumir à equação

T µν

||ν = 0 , (1.10)5



que expressa a 
onservação de energia e momentum no �uido. Vemos que, se α = 0,então, a equação( 1.10), nos 
onduz à equação da 
ontinuidade
T 0ν

||ν = T 0η

|η =
1

c

[
∂ρ

∂t
+
−→∇ · ρ−→v

]
= 0 , (1.11)e se α = i 6= 0, então, a equação( 1.10) nos 
onduz à 
onhe
ida relação da derivadaEuleriana para o �uxo de matéria, igual a zero, ou seja,

T iν
||ν = T iν

|ν =
ρ

c2

[
∂vi

∂t
+ −→v · ∇vi

]
= 0 =⇒ Dvi

Dt
=

∂vi

∂t
+ −→v · ∇vi = 0 . (1.12)1.2.2 In
lusão de forçasAgora queremos fazer as modi�
ações 
orrespondentes, para obter o tensor de energia-momentum para o 
aso no qual tanto as forças internas, quanto as pressões estejampresentes no �uido. Espe
i�
amente, trataremos 
om �uidos perfeitos, os quais são, porde�nição, 
ara
terizados pelo 
ampo de densidade própria ρ0(x), um 
ampo de quadri-velo
idade do �uido ua(x) e um 
ampo es
alar de pressão p(x). Vamos provar que, agre-gando um termo apropriado (Sab) ao tensor de energia-momentum para 
ampos de energia(que agora 
hamamos de Mab), podemos obter o tensor energia-momentum para 
amposde forças T ab. Sabemos que Mab é da forma

Mab = ρ0 (x) ua(x)ub(x) , (1.13)assim, para en
ontrar um tensor energia-momentum que in
lua o efeito da força interna,basta en
ontrar um tensor apropriado, 
uja divergên
ia é zero, e as equações de movimentoobtidas dele têm que satisfazer a lei de 
onservação da energia. Além da anterior, asrelações no limite de baixas velo
idades têm que ser satisfeitas.Assumimos que estamos no limite de baixas velo
idades, ou seja, velo
idades pequenas
omparadas 
om c , baixas pressões e a densidade de energia elásti
a pequena, 
omparada
om a densidade de energia dada pela matéria. Com todas estas 
onsiderações, vemosque a lei de 
onservação da energia pode ser es
rita em termos da densidade própria ρ0,ou seja
∂ρ0

∂t
+
−→∇ · (ρ0

−→v ) = 0 . (1.14)6



Se 
onsideramos a equação( 1.12) na presença de forças, então, segundo a dinâmi
a de�uidos, temos que
ρ0

Dva

Dt
= ρ0

[
∂va

∂t
+ −→v · ∇va

]
= fa = − ∂P

∂xa
. (1.15)Notamos que a equação( 1.14) é satisfeita pela divergên
ia de M0ν , de fato

M0b
|b =

1

c

[
∂ρ0

∂t
+
−→∇ · (ρ0

−→v )

]
= 0 . (1.16)mas a equação( 1.15) não é obtida pela divergên
ia do tensor Mab, já que

Mab
|b =

ρ0

c2

Dva

Dt
=

ρ0

c2

[
∂va

∂t
+ −→v · ∇va

]
= − ∂P

∂xa
6= 0 . (1.17)Assim, para 
ompensar esta situação, de�nimos o tensor Sab, tal que

Sab
|b =

1

c2

∂p

∂xa
=

p

c2





0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



 , (1.18)e deste modo, vemos que agora é satisfeita a relação
M ib

|b + Sib
|b = 0 , (1.19)o que nos motiva assumir que

T µν = Mµν + Sµν . (1.20)Então, expli
itamente vemos que o tensor de energia-momentum no limite de baixasvelo
idades será
T µν = ρ0





1 1
c
vx

1
c
vy

1
c
vz

1
c
vx 0 0 0

1
c
vy 0 0 0

1
c
vz 0 0 0




+

p

c2





0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




, (1.21)onde notamos que T µν não é um tensor. Para generalizar (1.21), vemos que os úni
ostensores de segunda ordem que estão asso
iados ao �uido são gµν e uµuν . Assim, podemoses
rever o tensor Sµν 
omo uma 
ombinação linear de gµν e uµuν , de tal forma que

Sµν =
p

c2
[Auµuν + Bgµν ] . (1.22)7



Expli
itamente vemos que
Sµν =

p

c2




A





1 1
c
vx

1
c
vy

1
c
vz

1
c
vx

1
c2

v2
x

1
c2

vxvy
1
c2

vxvz

1
c
vy

1
c2

vyvx
1
c2

v2
y

1
c2

vyvz

1
c
vz

1
c2

vzv
j 1

c2
vzvy

1
c2

v2
z




+ B





1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1








. (1.23)A equação (1.23) se reduz à equação (1.21) no limite de baixas velo
idades se A = 1 e

B = −1, e portanto podemos pensar que o tensor de Energia-Momentum seria da formadada pela equação (1.20), 
om o tensor Sµν da forma
Sµν =

p

c2
[uµuν − gµν] . (1.24)Assim, �nalmente o Tensor de Energia-Momentum, para �uidos perfeitos, in
luindo forçasinternas e pressões, pode ser es
rito 
omo

T µν = ρ0u
µuν +

p

c2
[uµuν − gµν ] , (1.25)que satisfaz a 
onservação da energia nos termos que pro
uramos, e dizer

T µν

||ν = 0 .1.2.3 Equações de 
ampo num espaço não vazio.Da igualdade simbóli
a (1.3), podemos pensar que a equação do 
ampo gravita
ional napresença de matéria é da forma
Rµν = ζT µν , (1.26)na qual rela
ionamos o tensor asso
iado à geometria 
om aquele ligado à matéria. ζé uma 
onstante que temos que determinar. O problema que se apresenta é o fato deque o tensor de Energia-Momentum tem derivada 
ovariante zero, enquanto o tensor deCurvatura, não. Porém a igualdade empíri
a tem que ser rees
rita, tal que, a igualdadeseja entre dois tensores 
om derivada 
ovariante nula. Notando que o tensor

Gµν = Rµν − 1

2
gµνR (1.27)tem derivada 
ovariante nula( 
onhe
e-se Gµν 
omo tensor de Einstein), então podemospensar que a equação de 
ampo em presença de matéria, será da forma

Gµν = Rµν − 1

2
gµνR = ζT µν , (1.28)8



e fazendo uma 
ontração dos índi
es µ e ν na equação (1.28), obtemos a relação es
alar
R = −ζT . (1.29)Usando este resultado, vemos que a equação de 
ampo �
a

Rµν = ζ

(
T µν − 1

2
gµνT

) . (1.30)Para 
al
ular a 
onstante ζ , analisamos o limite de baixas velo
idades para as equaçõesde 
ampo gravita
ional. Vemos que o tensor de energia-momentum pode ser es
rito nolimite de baixas velo
idades (v ≪ c), da seguinte forma
Tµν =





ρ0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




=⇒ T µ

µ = Tr





ρ0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




= ρ0 , (1.31)onde, podemos notar que, na equação (1.31), o tensor energia-momentum só tem 
ompo-nentes nulas, ex
eto para T00. Assim, analisando para essa 
omponente, vemos que

R00 = ζ

(
T00 −

1

2
g00T

)
=

1

2
ζρ0 , (1.32)e por outro lado, 
al
ulamos R00 da equação (1.2), e obtemos

R00 = R α
0 α 0 =

{
α

0α

}

|0

−
{

α

00

}

|α

+

{
τ

0α

}{
α

0τ

}
−
{

τ

00

}{
α

ατ

} . (1.33)Para 
al
ular os símbolos de Christo�el, no limite de baixas velo
idades, assumimos umamétri
a tipo Lorentz, só que agregamos uma pequena pertubação ξφµν , independente dotempo, o que equivale a dizer
gµν = ηµν + ξφµν , ξ ≪ 1onde, notamos que ηµν é a métri
a de Lorentz. Agora 
al
ulamos os símbolos de Christo�elque apare
em na equação (1.33), desprezando todos os termos que sejam potên
ias de ξmaiores que 1, ou seja O1 (ξ2) e O2 (ξ3) , temos que

{
α

0α

}

|0

= 0,9



devido ao fato de que a métri
a é independente do tempo. Por outro lado, vemos que
{

α

00

}

|α

=
−1

2

{
gαβg00|β

}
|α
≈ −ξ

2

{(
ηαβ
) (

φ00|β

)}
|α

=
−ξ

2
∇2φ00 , (1.34)onde ∇2 ≡ ∂2

∂2x1
+

∂2

∂2x2
+

∂2

∂2x3
.Notemos que os símbolos de Christo�el são funções das derivadas da métri
a, porém, 
omoa métri
a de Lorentz tem 
omponentes 
onstantes, então 
ada símbolo de Christo�el serápropor
ional ao parâmetro ξ. Assim, os termos do tensor de 
urvatura que são produtosde dois símbolos de Christo�el, são desprezíveis. É dizer que a equação (1.32), pode seres
rita 
omo

ξ

2
∇2φ00 = −1

2
ζρ0 , (1.35)e lembrando que a 
omponente g00 da métri
a se rela
iona 
om o poten
ial 
lássi
o, talque

ϕ =
c2

2
ξφ00 , (1.36)então, vemos que a equação para o poten
ial 
lássi
o é

∇2ϕ = −c2

2
ζρ0 , (1.37)a qual é idênti
a à equação de Poisson, só se

ζ =
−8πk

c2
, (1.38)onde k é a 
onstante de gravitação de Newton. Finalmente a equação de 
ampo deEinstein, na presença de matéria é dada por

Rµν =
−8πk

c2

(
T µν − 1

2
gµνT

)
. (1.39)

10



1.3 Equação de Tolman-Oppenheimer-VolkovEstudaremos a estrutura estrelar de um sistema de partí
ulas representadas pelo tensorde energia-momento para �uidos perfeitos. Isto envolve a 
onstrução da forma da métri
ae a utilização de todo o aparato matemáti
o para, 
om as leis da relatividade, en
ontrar
omo seria a pressão e a densidade dentro da estrela. O resultado mais importante seráen
ontrar uma generalização das equações de Newton da hidrodinâmi
a em equilíbrio,
onhe
ida 
omo a equação de Tolman-Oppenheimer-Volkov(TOV). Assumimos que nossosistema é estáti
o e 
om simetria esféri
a
ρ = ρ(r) p = p(r) .Além do anterior, suponhamos que existe uma relação lo
al, entre a pressão e a densidade,ou seja, que exista uma equação de estado que possa ser es
rita na forma

p = p(ρ) . (1.40)Em analogia ao problema de S
hwarzs
hild, no to
ante ao tratamento de sistemas 
omsimetria esféri
a, vemos que a longitude fundamental pode ser es
rita da seguinte forma
ds2 = exp(ν)c2dt2 − [exp(λ)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)] , (1.41)onde as funções ν e λ, que apare
em em g00 e g11, são só dependentes de r, devido ao fatode que nosso sistema é independente do tempo e 
om simetria esféri
a. Consideramos quenosso sistema é um �uido perfeito, e deste modo, o tensor energia-momentum está dadopela equação (1.25)

Tαβ = ρ uαuβ +
p

c2
(uαuβ − gαβ) . (1.42)Desde que a matéria esteja em repouso em 
ada ponto material do �uido, as 
omponentesdo vetor velo
idade uα serão (u0, 0, 0, 0). Na trajetória de 
ada partí
ula de matéria no�uido, a relação entre o tempo-próprio e a 
oordenada temporal está dada por

ds2 = g00 (dx0)
2 = g00 c2 dt2 1 = g00

(
u0
)2 . (1.43)Então, temos que

u0 = g0αuα = g00u
0 =

√
g00 ui = 0 . (1.44)Isto permite es
rever o tensor Tαβ da seguinte forma:

Tαβ = ρ





g00 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




− p

c2





0 g01 g02 g03

g10 g11 g12 g13

g20 g21 g22 g23

g30 g31 g32 g33




, (1.45)11



e em virtude da equação (1.40), podemos dizer que
Tαβ =





ρ exp ν 0 0 0

0 p

c2
exp λ 0 0

0 0 p

c2
r2 0

0 0 0 p

c2
r2 sin2 θ




, (1.46)para um �uido perfeito. Da de�nição (1.42), podemos 
al
ular o es
alar T , de fato T =

T α
α. Então usando as relações uαuα = 1 e gα

α = 4, vemos que
T = ρ − 3

p

c2
. (1.47)Agora, utilizamos a equação de 
ampo (1.39), em sua forma 
ovariante

Rαβ =
−8πk

c2

(
Tαβ − 1

2
gαβT

) , (1.48)e a equação (1.2), que de�ne o tensor de Ri

i Rαβ , para en
ontrar as relações entre asfunções geométri
as λ e ν e os parâmetros do �uido P e ρ.As 
omponentes não nulas do tensor Tαβ dão origem às quatro relações seguintes:
T00 −

1

2
g00T =

exp ν

2

(
ρ + 3

p

c2

)

T11 −
1

2
g11T =

exp λ

2

(
ρ − p

c2

)

T22 −
1

2
g22T =

1

2

(
ρ − p

c2

)
r2

T33 −
1

2
g33T =

1

2

(
ρ − p

c2

)
r2 sin2 θ.

12



Analogamente, 
al
ulamos as 
omponentes não nulas do tensor Rαβ , segundo [1℄, quesão
R00 = exp (ν − λ)

[
−1

2
ν ′′ +

1

4
λ′ν ′ − 1

4
(ν ′)

2 − 1

r
ν ′

]

R11 =
1

2
ν ′′ − 1

4
λ′ν ′ +

1

4
(ν ′)

2 − 1

r
λ′

R22 = exp (−λ)

[
1 +

1

2
ν ′r − 1

2
λ′r

]
− 1

R33 = R22 sin2 θ ,onde a linha 
omo super-índi
e denota diferen
iação 
om respeito a r. Substituindo asquantidades 
al
uladas anteriormente na equação de Campo de Einstein (1.48), obtemoso sistema de equações diferen
iais que temos que resolver
exp (−λ)

[
−1

2
ν ′′ +

1

4
λ′ν ′ − 1

4
(ν ′)

2 − 1

r
ν ′

]
= ζ

(
ρ

2
+

3

2

p

c2

) (1.49)
exp (−λ)

[
1

2
ν ′′ − 1

4
λ′ν ′ +

1

4
(ν ′)

2 − 1

r
λ′

]
= ζ

(
ρ

2
− 1

2

p

c2

) (1.50)
exp (−λ)

[
1

r2
+

1

2r
(ν ′ − λ′)

]
− 1

r2
= ζ

(
ρ

2
− 1

2

p

c2

) , (1.51)onde ζ = −8πκ
c2

. Notemos que só temos três equações, já que a equação que envolve R33 é
laramente propor
ional àquela que envolve R22. Es
revamos as equações de uma formamais 
onveniente. Primeiro somamos (1.49) e (1.50) e obtemos
ζ
(
ρ +

p

c2

)
= exp (−λ)

[
ν ′ + λ′

r

] . (1.52)Notemos que se ζ é negativo e a densidade e pressão são maiores ou iguais a zero, impli
aque ν ′ + µ′ é positivo ou zero só para o espaço livre de matéria, isto é ρ = p = 0. Agorapodemos resolver (1.50) e (1.52) para ρ e p.
13



Para a ter
eira equação, eliminamos ρ e p das equações (1.50) e (1.51), e obtemos osistema simples de equações diferen
iais
ζρ = exp (−λ)

[
1

r2
− λ′

r

]
− 1

r2
(1.53)

ζ
p

c2
=

1

r2
− exp (−λ)

[
1

r2
+

λ′

r

] (1.54)
exp (−λ)

r2
=

1

r2
− 1

4
(ν ′)

2
+

1

4
λ′ν ′ +

1

2r
(ν ′ + λ′) − 1

2
ν ′′ . (1.55)Em analogia 
om a solução de S
hwarzs
hild, de�nimos a função m (r), tal que

exp (−λ) = 1 − 2m (r)

r
, (1.56)e lembremos que m é de�nida 
omo a massa geométri
a(m = κM/c2) dentro da esfera deraio r. Derivando a equação (1.56), obtemos

−2

r
m′ (r) = − 1

r2
[r (1 − exp (−λ))]′ = exp (−λ)

(
1

r2
− 1

r
λ′

)
− 1

r2
, (1.57)e 
omparando (1.57) 
om a equação (1.53), obtemos a equação

m′ (r) =
4π

c2
κρr2 . (1.58)Vemos que de (1.54) podemos resolver para ν ′, numa forma 
onveniente, a saber

ν ′ = 2
m + 4πκpr3/c4

r (r − 2m)
. (1.59)Agora rela
ionamos p′ 
om ν ′. Diferen
iamos (1.54) e usamos (1.55) para eliminar ν ′′, eobtemos

−8πκ

c4
p′ = − 2

r3
+ exp (−λ)

[
1

r2
λ′ +

1

r
λ′ν ′ − 1

r
ν ′′ +

1

r2
ν ′ +

2

r3

]

=
1

2 r
exp (−λ) [λ′ + ν ′] ν ′ .Comparando 
om a equação (1.52) obtemos a relação simples entre p′ e ν ′

p′

c2
=

−1

2
ν ′
(
ρ +

p

c2

) , (1.60)e �nalmente
p′ = −

(
ρ + p

c2

) (
m + 4πκpr3

c4

)
c2

r (r − 2m)
, (1.61)14



que 
orresponde a famosa equação de Tolman-Oppenheimer-Volkov (TOV) usada para a
onstrução de modelos estrelares. É uma versão relativísti
a das equações de Newton dahidrodinâmi
a em equilíbrio.Em resumo, para de�nir um modelo estrelar, 
om simetria esféri
a , no 
ontexto darelatividade geral, temos que resolver o seguinte sistema de equações diferen
iais;
p = p (ρ) (1.62)

m′ (r) =
4π

c2
κρr2 (1.63)

p′ = −
(
ρ + p

c2

) (
m + 4πκpr3

c4

)
c2

r (r − 2m)
(1.64)

exp (−λ) = 1 − 2m (r)

r
(1.65)

ν ′ = − 2p′

ρc2 + p
(1.66)As primeiras três equações nos permitem resolver o problema da estrutura interna, ou seja,
onhe
er m (r), p (r), e ρ (r) , e para isto pre
isamos das 
ondições ini
iais. As últimasduas equações dão 
onta da geometria, permitindo 
onhe
er as 
omponentes do tensormétri
o, a �m de 
onhe
er a 
urvatura do espaço-tempo. Notemos que a equação (1.62) éa equação de estado do sistema de partí
ulas, que vai depender de 
omo são as interaçõesentre os 
onstituintes do sistema. Em 
ontinuação, vamos pro
urar uma equação deestado para um sistema dado, que nos permita simular transições de fase de matéria,tipo gás-líquido. No 
apítulo seguinte apresentamos um breve resumo da teoria dos gasesreais.

15



Capítulo 2Gases ReaisNo 
apítulo anterior, foi desenvolvida a teoria ne
essária para modelar o interior de umsistema de partí
ulas, 
om simetria esféri
a, no mar
o da relatividade geral. Obtivemosum sistema de equações diferen
iais não lineares de primeiro ordem (TOV), que dariam
onta de tais modelos. Não obstante, o sistema de equações pre
isa de uma equação deestado para ser resolvido. Tal equação de estado tem que ser 
apaz de modelar transiçõesde fase de matéria, já que nosso objetivo é estudar 
omo é a geometria do espaço-tempodurante um evento de transição de fase de matéria. Um modelo razoável é assumir que osistema se 
omporta 
omo se fosse um gás real, 
om as seguintes restrições:
• O sistema está 
onstituído por N partí
ulas idênti
as 
om simetria esféri
a.
• Existe um poten
ial de interação entre as partí
ulas.
• O sistema pode ser 
onsiderado 
omo um �uido perfeito.
• O sistema sofre uma transição de fase tipo gás-líquido.
• Campos externos de todo tipo são desprezíveis.Com tais restrições usaremos a me
âni
a estatísti
a para en
ontrar a equação de estadoque modela nosso sistema. 16



2.1 Equação de estado para um sistema de partí
ulasidênti
as.Se 
onsideramos um sistema de partí
ulas idênti
as tal que seus 
onstituintesinteragem via um poten
ial de duas partí
ulas Uik, podemos 
al
ular aproximadamenteas propriedades termodinâmi
as do sistema. O Hamiltoniano relativo ao sistema será
H =

N∑

i=1

−→
P 2

i

2m
+

∑

i,k, i<k

Uik (|−→r i −−→r k|) , (2.1)onde o poten
ial de interação Uik só depende da distân
ia |−→r i −−→r k| entre as partí
ulas.A função de partição se de�ne 
omo
Z (T, V, N) =

1

N !h3N

∫
d3Np exp

{
−β

2m

N∑

i=1

−→
P 2

i

}∫
d3Nr exp

{
−β

∑

i,k, i<k

Uik

}
,onde vemos que as integrais de momento não 
ausam di�
uldade e podem ser resolvidasdiretamente, de tal forma que

Z (T, V, N) =
1

N !h3N

(
2πm

β

) 3N

2
∫

d3Nr exp

{
−β

∑

i,k, i<k

Uik

} .Expressando a exponen
ial da somatória 
omo um produto de exponen
iais, obtemos aequação
Z (T, V, N) =

1

N !h3N

(
2πm

β

) 3N

2

∫
d3Nr

∏

i,k, i<k

exp {−βUik} , (2.2)e de�nindo a integral que falta 
al
ular 
omo
QN (V, T ) =

∫
d3Nr

∏

i,k, i<k

exp {−βUik} , (2.3)podemos ver que, se Uik = 0 , então QN = V N e nosso resultado seria o típi
o paraum gás ideal.
17



Para 
al
ular Z (pelo menos aproximadamente), no 
aso no qual Uik 6= 0, usaremoso 
omportamento típi
o dos poten
iais de interação, ou seja, fortemente repulsivo parapequenas distân
ias e atrativo para partí
ulas distantes, ou seja, Uik = 0 se rik → ∞, 
omose vê na �gura (2.1) Se pensamos num gás 
om densidade baixa, isto pode signi�
ar que
Figura 2.1: Forma típi
a de um poten
ial de interação.as partí
ulas estão muito afastadas umas das outras, tanto que o gás se 
omporta 
omo sefosse ideal. O mesmo é válido para sistemas 
om altas temperaturas, posto que para este
aso podemos pensar que a energia poten
ial das partí
ulas é pequena 
omparada 
om aenergia 
inéti
a kT e porém a interação entre as partí
ulas e desprezível, tal 
omo parao 
aso do gás ideal. Conseqüentemente tentaremos expandir Z em torno dos 
asos limitesdo gás ideal. Assim, se supomos que βUik ≪ 1, então exp {−βUik} ≈ 1, e a quantidade

fik, de�nida 
omo
fik = exp {−βUik} − 1 fik ≪ 1,é um parâmetro apropriado para fazer a expansão, já que fik → 0 se 〈rik〉 → ∞ ou

T → ∞ . Introduzindo fik no produto de exponen
iais da equação (2.3)
∏

i,k, i<k

(exp {−βUik} − 1) = 1 +
∑

i,k, i<k

fik +
∑

i,k,l,m

fikflm + ..,e restringindo nossas 
onsiderações aos primeiros dois termos, temos que a equação (2.3),�
a
QN (V, T ) =

∫
d3Nr

(
1 +

∑

i,k,i<k

fik + ..

) .Substituindo fik em forma explí
ita, temos que:
QN (V, T ) = V N + V N−2

∑

i,k,i<k

∫
d3ri

∫
d3rk (exp {−βUik} − 1) + .. , (2.4)onde o primeiro termo V N é idênti
o ao resultado de QN (V, T ) para o gás ideal. O termoseguinte representa a 
orreção dada pela interação Uik. Substituindo as 
oordenadas18



do 
entro de massas −→
R = 1

2
(−→r i + −→r k) , e 
oordenadas relativas −→r = (−→r i −−→r k) , naintegral de (2.4), temos que

QN (V, T ) = V N + V N−1N (N − 1)

2

∫
d3r (exp {−βUik} − 1) + ......., (2.5)vemos que existem N(N−1)

2
pares de partí
ulas 
om i < k , que dão todas a mesma
ontribuição para Z. Então, a �m de expressar Z(T, V, N) em forma simples, de�nimosa quantidade

A (T ) =

∫
d3r (exp {−βUik} − 1) = 4π

∞∫

0

r2dr (exp {−βU (r)} − 1) + ......., (2.6)e voltando para a equação (2.2), usando os resultados obtidos até agora e 
onsiderandoque N ≫ 1 , ou seja, N(N−1)
2

≈ 1
2
N2 , podemos �nalmente dizer que, a função departição é es
rita da seguinte forma

Z (T, V, N) =
1

N !

(
2πmkT

h2

) 3N

2

[
V N + V N−11

2
N2A (T ) + .......

] .Se ordenamos os termos, obtemos a relação simples:
Z (T, V, N) =

V N

N !λ3N

[
1 +

1

2V
N2A (T ) + .......

] (2.7)Finalmente podemos 
al
ular a pressão do sistema, lembrando que
P = −

(
∂F

∂V

)

T,N

onde F = kT ln Z

=⇒ p (T, N, V ) =
N kT

V
− kT

N2 A
2V 2

1 − N2 A
2V 2e 
onsiderando que A é uma 
orreção pequena, temos que a equação de estado é

p ≈ N kT

V

(
1 − A

2

N

V

) . (2.8)
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2.2 Poten
ial de interação de Sutherland.A equação (2.6) pode ser 
al
ulada para um 
aso espe
í�
o, onde o poten
ial de intera-ção U(r) seja 
onhe
ido. Por exemplo, poderíamos usar o poten
ial de Lennard-Jones,
omumente usado para simular a interação entre dois átomos, e que tem a seguinte forma
U(r) = U0

((r0

r

)12

− 2
(r0

r

)6
)

.Este poten
ial apare
e em diversos modelos da dinâmi
a mole
ular e possui um mínimo em
r = r0 no qual assume o valor U(r0) = −U0 . Ele é fortemente repulsivo para distân
iaspequenas (r ≪ 1) e atrativo a grandes distân
ias. O problema que apare
e é o fato deque as integrais a serem 
al
uladas são 
ompli
adas. Porém, usaremos uma variante destepoten
ial para simpli�
ar a integral (2.6), o 
hamado poten
ial de Sutherland dado 
omo:

U(r) =

{
+∞ r < r0

−U0

(
r0

r

)6
r ≥ r0

} .Na �gura seguinte 
omparamos os poten
iais de Lennard-Jones e de Sutherland. Usando

Figura 2.2: Comparação entre o poten
ial de interação de Lennard-Jones e o poten
ial deSutherland.o poten
ial de Sutherland e a equação (2.6), podemos 
al
ular A (T ), tal que
A (T ) = 4π

r0∫

0

r2 (−1) dr + 4π

∞∫

r0

r2

(
exp

(
βU0

(r0

r

)6
)
− 1

)
dr, (2.9)e se βU0 ≪ 1, então, vale que

exp

(
βU0

(r0

r

)6
)

≈ 1 + βU0

(r0

r

)6

+ .. . (2.10)20



Usando esta aproximação na equação (2.9), temos que
A (T ) ≈ −4π

3
r3 + 4πβU0r

6
0

∞∫

r0

(
1

r

)4

dr, (2.11)e resolvendo a integral, 
hegamos na equação
A (T ) ≈ −4π

3
r3
0 (1 − βU0) , (2.12)que usaremos para determinar a forma �nal da equação de estado. De fato, substi-tuindo (2.12) na equação (2.8), obtemos

p =
N kT

V

(
1 + 2πr3

0

N

3V
(1 − βU0)

)
,e assim, �nalmente, se es
revemos a pressão em termos do volume espe
í�
o v = V

N
, vemosque a equação de estado pode ser es
rita 
omo

P =
N kT

v

(
1 + 2πr3

0

N

3v

(
1 − U0

kT

))
. (2.13)A equação (2.13) pode ser es
rita de uma forma mais 
onhe
ida, se reordenamos os termos,e usamos o fato de que o volume 4πr3

0

3
dos átomos é pequeno 
omparado 
om o volumeespe
í�
o v. Vemos então que

p − 2πr3
0U0

3v2
=

kT

v

(
1 +

2πr3
0

3v

)
≈ kT

v

(
1 − 2πr3

0

3v

)−1

,é exatamente igual à equação de estado de van der Waals.
(
p − a

v2

)
(v − b) ≈ kT (2.14)para os valores de a e b dados pelas seguintes relações:

a =
2π

3
r3
0U0 b =

2π

3
r3
0 (2.15)Tais parâmetros são 
ara
terísti
os de 
ada sistema. O parâmetro a depende da pro-fundidade U0 do poten
ial e mede a intensidade da força de atração entre partí
ulas. Oparâmetro b é 
hamado de 
ovolume. 21



2.3 Lei dos estados 
orrespondentesFoi observado que um sistema de partí
ulas que se 
omporta 
omo um gás real pode sermodelado pela equação de estado de van der Waals. Es
revendo esta equação em termosda densidade, obtemos a equação
P =

kTρ

1 − bρ
− aρ2 . (2.16)De�nimos o ponto 
ríti
o (ρc, Pc, Tc), 
omo o estado onde se satisfaz o fato de que, tantoa primeira, quanto a segunda derivada da pressão são nulas, ou seja

∂P

∂ρ
(ρc, Tc) = 0

∂2P

∂ρ2
(ρc, Tc) = 0 , (2.17)o que nos permite, �si
amente, 
ara
terizar o limite de temperaturas para as quais podea
onte
er uma transição de fase. Isto equivale a dizer que não existem transições de fasepara temperaturas superiores à 
ríti
a. O ponto 
ríti
o é 
al
ulado fa
ilmente, e resultaser tal que

Pc =
a

27b2
ρc =

1

3b
Tc =

8a

27kb
, (2.18)ver [2℄. Se usamos estas quantidades na própria equação de estado, a �m de eliminar as
onstantes a , b e k, obtemos a famosa lei dos estados 
orrespondentes para gases reais,

Pr =
8Trρr

3 − ρr

− 3ρr
2 , (2.19)a qual é independente dos parâmetros 
ara
terísti
os de 
ada gás. Nesta equação, apare-
em as 
hamadas 
oordenadas reduzidas, Pr , Tr , ρr, que são de�nidas pelas relações

Pr =
P

Pc

ρr =
ρ

ρc

Tr =
T

Tc

. (2.20)A equação (2.19) será usada para modelar nosso sistema nas fases de gás e de líquido.Na região de 
oexistên
ia gás-líquido, faremos algumas modi�
ações que serão expli
adasmais adiante. O interessante de usar esta equação dos estados 
orrespondentes é o fatode que ela é válida para todo sistema que tenha um 
omportamento do tipo de gás real,ou seja, ela é a equação de estado geral para os gases reais.
22



Se �xamos uma temperatura um pou
o menor à 
ríti
a (Tr < 1), então o grá�
oda isoterma terá que manifestar uma transição de fase do tipo gás-líquido, tal 
omo émostrado no exemplo da �gura (2.3). O problema que se apresenta é o fato de que tal
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Figura 2.3: Grá�
o típi
o de uma isortema de van der Waals, para sistemas em transição defase. Neste exemplo a isoterma é Tr = 0, 9equação de estado não é válida na região de transição de fase. De fato ela apresentain
onsistên
ias físi
as notórias. Por exemplo, na �gura (2.3) vemos que existe uma região,na qual ∂P
∂ρ

< 0, e portanto temos que reestruturar a equação de estado na região de
oexistên
ia gás-líquido. Não obstante, só pre
isamos lembrar que, segundo os experi-mentos sobre transições de fases de matéria, ela a
onte
e para uma determinada pressão
onstante. Então, temos que 
onhe
er o valor da pressão para a qual a
onte
e a transiçãode fase. Na seção seguinte usaremos a 
onstrução de Maxwell para 
al
ular tal pressãode transição de fases.
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2.4 Cál
ulo da pressão de 
oexistên
ia de fases.Para en
ontrar o valor da pressão P0, na qual a
onte
e a transição de fases, usamos a
onstrução de Maxwell, que é ilustrada na �gura (2.4). Consideramos uma transição de

Figura 2.4: Pressão de 
oexistên
ia de fases.fase gás-líquido, então na região de 
oexistên
ia entre o líquido e o vapor se estabele
euma pressão de equilíbrio P0 entre as fases. Tal pressão de equilíbrio, pode ser 
al
u-lada segundo Maxwell, usando o fato de que as áreas es
uras na �gura (2.4) têm queser iguais. Esta 
ondição apare
e naturalmente se 
onsideramos dois estados, um delespuramente gasosos(de entropia S1 ) e o outro puramente líquidos(de entropia S2). Então,a variação de energia interna do sistema entre os dois estados é dada pela primeira lei datermodinâmi
a
∆U = T (S2 − S1) −

ρ3∫

ρ1

P (ρ) dρ,onde P (ρ) representa uma isoterma de van der Waals. Outro 
aminho para 
al
ular avariação de energia é usar o 
alor latente de transição de fases, que para este 
aso é:
∆U = ∆Q − P0 (ρ3 − ρ1) ,onde P0 representa a pressão de equilíbrio entre as fases.

24



Assim, a 
ondição desejada para 
al
ular P0 é
ρ3∫

ρ1

P (ρ) dρ = P0 (ρ3 − ρ1) , (2.21)e vemos que as densidades que limitam a região de 
oexistên
ia gás-líquido são ρ1 e ρ3,tal 
omo é indi
ado na �gura (2.4). Ou seja, as áreas limitadas pelos pontos ABC e CDE,na �gura (2.4) têm que ser iguais. Esta 
ondição nos propor
iona uma equação 
om trêsin
ógnitas, a saber ρ1, ρ3, P0. As outras duas equações são dadas pelo fato de que ospontos (ρ1, P0) e (ρ3, P0) perten
em à isoterma. Expli
itamente o sistema de equaçõespara resolver está dado por
8Tr

(
3 ln

(
3 − ρ3

3 − ρ1

)
+ ρ3

3 − ρ3
1 − ρ3 + ρ1

)
= P0 (ρ3 − ρ1) (2.22)

P0 =
8Trρ1

3 − ρ1
− 3ρ1

2 (2.23)
P0 =

8Trρ3

3 − ρ3
− 3ρ3

2 (2.24)O sistema será resolvido para uma temperatura Tr �xa, usando o método de Newton-Raphson para sistemas de equações não lineares. Todos os resultados numéri
os sãomostrados no 
apítulo 3. Uma vez 
onhe
ida a região de 
oexistên
ia, podemos a�rmarque a equação de estado válida na região de 
oexistên
ia gás-líquido será da forma P =

P0 = constante. Assim, em geral podemos a�rmar que a equação de estado que modelauma transição de fase do tipo gás-líquido é 
ara
terizada por uma função 
ontínua divididaem três partes:1. van der Waals para ρ < ρ1 região do gás;2. P = P0 para ρ1 < ρ < ρ3 região de 
oexistên
ia gás-líquido;3. van der Waals para ρ > ρ3 região do líquido.Notemos que tal função tem derivada des
ontínua em ρ = ρ1 e ρ = ρ3. Na seção seguinte,tentaremos resolver tal problema, já que pela própria de�nição do tensor de 
urvatura, as
omponentes da métri
a são de 
lasse C2, ou seja, a equação de estado também tem queser de 
lasse C2. 25



2.5 Equação de estado para um sistema em transiçãode fase gás-líquidoEm 
ontinuação, rede�niremos a equação de estado, a �m de que ela seja de 
lasse C2.Para 
onseguir tal propósito, usaremos três equações de estado do tipo virial que nospermitam suavizar as interfa
es do gás e do líquido.Para simpli�
ar a notação, no momento de falar das quantidades reduzidas (ρr, Pr, Tr),eliminamos os sub-índi
es r.A região de 
oexistên
ia gás-líquido será 
hamada simplesmente 
omo região de 
oexis-tên
ia.Além do anterior, na seção seguinte usamos a seguinte nomen
latura:
P (V ) = equação de estado de van der Waals (na forma reduzida).
P (GC) = equação de estado tipo virial (na forma reduzida), válida nas proximidades de
ρ1, que suavizará o a
oplamento entre as região do gás (G) 
om aquela de 
oexistên
ia(C).
P (C) = equação de estado na região de 
oexistên
ia.
P (LC) = equação de estado tipo virial (na forma reduzida), válida nas proximidades de
ρ3, que suavizará o a
oplamento entre as região de 
oexistên
ia e a região do líquido (L).2.5.1 Região do gásA região de densidades baixas (
oroa) é modelada por um sistema que se 
omporta 
omoum gás real. Ela é 
ara
terizada pela equação de estado de Van Der Waals, e pode seres
rita na forma reduzida, segundo (2.19), 
omo

P (V ) =
8Tρ

3 − ρ
− 3ρ2,válida na região ρ < ρ1, não obstante, no momento de a
oplar esta equação de estadode Van Der Waals 
om a equação de estado válida na região de 
oexistên
ia (P (C) (ρ) ≃

P0), tenhamos observado que a derivada da pressão em ρ = ρ1 não é 
ontínua. Porém,de�niremos um polin�mio para 
onseguir um a
oplamento suave entre as regiões de gás ede 
oexistên
ia, que 
hamaremos P (GC). O intervalo de domínio de P (GC) será a vizinhançade ρ1, que será da forma ρ1−χ < ρ < ρ1 +χ, onde χ assume um valor pequeno, e que seráintroduzido no 
ódigo 
omo valor de entrada. Assim, para um valor dado de χ, podemos26



a�rmar que a região de gás é dominada pela equação de estado
P (V ) =

8Tρ

3 − ρ
− 3ρ2 ρ < ρ1 − χ, (2.25)assim, nosso interesse está em resolver TOV e analisar o que a
onte
e quando χ → 0.2.5.2 Região da interfa
e gás-
oexistên
iaNo item anterior, de�nimos o polin�mio P (GC) (ρ), válido no intervalo ρ1−χ < ρ < ρ1 +χ,que 
hamaremos região de interfa
e gás-
oexistên
ia. Tal polin�mio satisfaz as seguintes
ondições

P (GC) (ρ1 − χ) = P (V ) (ρ1 − χ) (2.26)
dP (GC)

dρ
(ρ1 − χ) =

dP (V )

dρ
(ρ1 − χ) (2.27)

d2P (GC)

dρ2
(ρ1 − χ) =

d2P (V )

dρ2
(ρ1 − χ) , (2.28)as quais são as 
ondições de a
oplamento e suavidade da 
urva de Van Der Waals e opolin�mio P (GC), no estado para o qual ρ = ρ1 − χ. Analogamente existem mais três
ondições de a
oplamento e suavidade no outro extremo do intervalo(ρ = ρ1 + χ), entre opolin�mio P (GC) e o polin�mio válido na região de 
oexistên
ia P (C) (ρ). Expli
itamenteas 
ondições são

P (GC) (ρ1 + χ) = P (C) (ρ1 + χ) (2.29)
dP (GC)

dρ
(ρ1 + χ) =

dP (C)

dρ
(ρ1 + χ) (2.30)

d2P (GC)

dρ2
(ρ1 + χ) =

d2P (C)

dρ2
(ρ1 + χ) , (2.31)onde, temos que notar que P (C) (ρ) foi de�nida 
omo uma função 
onstante e igual a P0,embora para resolver o sistema de equações �TOV�, faremos uma aproximação apropri-ada, para assegurar a 
onvergên
ia do 
ódigo. De�niremos P (C) (ρ) 
omo uma reta dede
lividade extremamente pequena, mas não nula. Esta aproximação será expli
ada emdetalhe na seção seguinte. Agora nos interessa dar a forma explí
ita de P (GC) (ρ). Nota-mos que são seis as 
ondições que de�nem P (GC) (ρ) , porém basta de�nir P (GC) (ρ) degrau 
in
o, já que seus seis 
oe�
ientes serão determinados de maneira úni
a, resolvendoo sistema de seis equações lineares dadas pelas 
ondições que nos asseguram suavidade27



no a
oplamento. Assim, expli
itamente, a equação de estado válida na vizinhança de ρ1será
P (GC) (ρ) = a1 + a2ρ + a3ρ

2 + a4ρ
3 + a5ρ

4 + a6ρ
5 , (2.32)válida no intervalo ρ1 − χ < ρ < ρ1 + χ, e 
omo falamos anteriormente, as 
onstan-tes a1, a2, ..a6 serão 
al
uladas mais para frente, impondo as 
ondições de suavidade navizinhança de ρ1.2.5.3 Região de 
oexistên
ia gás-líquidoÉ a região onde a
onte
e a transição de fase. Segundo o ra
io
ínio anterior, a regiãode 
oexistên
ia pode ser de�nida no intervalo ρ1 + χ < ρ < ρ3 − χ (a �m de assegurarsuavidade na vizinhança de ρ3). A equação de estado válida em tal região é de�nida detal forma que ela é uma reta que passa pelos pontos (ρ1 + χ, P0 − ξ) e (ρ3 − χ, P0 + ξ),onde de�nimos a quantidade ξ muito pequena (do ordem do erro asso
iado a P0), e assimobtemos uma boa aproximação de uma reta 
onstante. Tal reta, se ilustra (
om suain
linação muito exagerada) na �gura (2.5). Assim, a equação de estado válida na região

Figura 2.5: Na �gura apare
em esquematizados os domínios respe
tivos das diferentes partesda equação de estado; para visualizar melhor as regi�es de interfa
e, exageramos a in
linação dareta na região de 
oexistên
ia gás-líquido.de 
oexistên
ia é
P (C) (ρ) =

(
2ξ

ρ3 − ρ1 − 2χ

)
ρ + P0 −

(
ρ3 + ρ1

ρ3 − ρ1 − 2χ

)
ξ , (2.33)28



e notamos que, se ξ → 0, então, P (C) (ρ) = P0, ou seja, nossa aproximação será �si
amente
orreta se ξ assume um valor da ordem do erro asso
iado ao valor 
al
ulado de P0.2.5.4 Região da interfa
e líquido-
oexistên
iaEm analogia 
om a interfa
e gás-
oexistên
ia, de�nimos 
omo equação de estado outropolin�mio de a
oplamento, 
hamado P LC da forma
P (LC) (ρ) = b1 + b2ρ + b3ρ

2 + b4ρ
3 + b5ρ

4 + b6ρ
5, (2.34)válida no intervalo ρ3 − χ < ρ < ρ3 + χ, que denominamos 
omo a região da interfa
elíquido-
oexistên
ia(ver �gura (2.5). As 
onstantes b1, b2, ....., b6 serão 
al
uladas exata-mente, usando as 
ondições de a
oplamento e suavidade nos pontos onde ρ = ρ3 − χ e

ρ = ρ3 + χ, ou seja:
P (LC) (ρ3 − χ) = P (C) (ρ3 − χ) (2.35)

dP (LC)

dρ
(ρ3 − χ) =

dP (C)

dρ
(ρ3 − χ) (2.36)

d2P (LC)

dρ2
(ρ3 − χ) =

d2P (C)

dρ2
(ρ3 − χ) (2.37)

P (LC) (ρ3 + χ) = P (V ) (ρ3 + χ) (2.38)
dP (LC)

dρ
(ρ3 + χ) =

dP (V )

dρ
(ρ3 + χ) (2.39)

d2P (LC)

dρ2
(ρ3 + χ) =

d2P (V )

dρ2
(ρ3 + χ) . (2.40)Notemos que a região do líquido está 
ara
terizada por uma equação de estado de VanDer Waals. As soluções explí
itas dos sistemas de equações são usadas diretamente no
ódigo que resolve TOV.2.5.5 Região do líquidoEsta região representa o nú
leo da estrela, e é 
ara
terizada pelo intervalo ρ > ρ3 + χ. Aequação de estado que modela esta região é do tipo Van Der Waals, ou seja

P (V ) =
8Tρ

3 − ρ
− 3ρ2.29



2.5.6 Forma �nal da equação de estadoFinalmente, a equação de estado válida dentro da estrela é da forma
P (ρ) =






8Tρ

3−ρ
− 3ρ2 ρ < ρ1 − χ

a1 + a2ρ + a3ρ
2 + a4ρ

3 + a5ρ
4 + a6ρ

5 ρ1 − χ < ρ < ρ1 + χ(
2ξ

ρ3−ρ1−2χ

)
ρ + P0 −

(
ρ3+ρ1

ρ3−ρ1−2χ

)
ξ ρ1 + χ < ρ < ρ3 − χ

b1 + b2ρ + b3ρ
2 + b4ρ

3 + b5ρ
4 + b6ρ

5 ρ3 − χ < ρ < ρ3 + χ
8Tρ

3−ρ
− 3ρ2 ρ3 + χ < ρ < 3A título de exemplo, apresentamos o grá�
o da equação de estado reduzida e suavizadapara a isoterma T = 0.9, onde introduzimos as quantidades χ = 0.05 e ξ = 0.0005,
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Figura 2.6: Exemplo do tipo de equação de estado que será utilizada para modelar uma estrela,
ujas 
omponentes sofrem uma transição de fase do tipo gás-líquido. Notar que o a
oplamentofeito pelos polin�mios permite assegurar que, pelo menos, a equação de estado é uma função de
lasse C2. Neste 
aso, o 
ódigo nos forne
e que ρ1 = 0.349882, ρ3 = 1.62266 e P0 = 0.583328.No grá�
o (2.6), observamos uma equação de estado de 
lasse C2 que é uma boaaproximação para o 
aso de sistemas em transição de fases tipo gás-líquido. Assim, o 
asode sistemas em transição de fases tipo gás-líquido pode ser estudado fazendo χ → 0 e
ξ → 0. A motivação de suavizar a equação de estado reside no fato de que as 
omponentesdo tensor de 
urvatura foram de�nidas sobre uma base que tinha 
omo requerimentoprin
ipal que as 
omponentes dos tensores estejam formados por funções de 
lasse C2.30



No seguinte 
apítulo, apresentaremos a 
olo
ação do problema e os resultados obtidos,isto é, a solução numéri
a de TOV para o 
aso de um sistema em transição de fases. Alémdo anterior, apresentaremos um exemplo que valida o 
ódigo desenvolvido para resolverTOV.
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Capítulo 3Geometria de uma transição de fases.Resultados.
3.1 Colo
ação do problema e pro
edimentoQueremos estudar a geometria asso
iada a um sistema em transição de fase da matéria.Para este �m, usamos a equação TOV que nos permite 
onhe
er tanto a estrutura internade um sistema de partí
ulas (pressão, densidade, massa em função do raio) esta
ionário e
om simetria esféri
a, quanto a geometria do espaço-tempo dentro do sistema (g00 e g11).Para resolver TOV, pre
isamos de uma equação de estado, e então, usamos a equaçãode estado mostrada na seção (2.5.6), que é 
apaz de modelar uma transição de fase tipogás-líquido, no limite quando χ → 0 e ξ → 0.O modelo pode ser apli
ado a uma estrela em transição de fase, e que satisfaz todos osrequerimentos ditos anteriormente, 
omo simetria esféri
a, �uido perfeito, sistema esta
i-onário,et
...Notemos que, resolvendo TOV, en
ontraremos o que se 
onhe
e 
omo uma solução inte-rior, neste 
aso para um sistema em transição de fase tipo gás-líquido.Tal solução interior nos permite 
onhe
er 
omo é a métri
a do espaço-tempo. Assim, po-demos 
al
ular as 
omponentes do tensor de 
urvatura, que seria a informação ne
essáriapara 
onseguir nosso propósito de analisar a geometria asso
iada 
om a transição de fase,através dos es
alares de 
urvatura (Ri

i, Krets
hmann).Dos diversos modelos estrelares, o 
aso `pressão 
onstante' nos motiva a pensar em solu-ções dependentes do tempo, já que se apresenta uma aparente instabilidade do sistema32



auto-gravitante. Faremos uma dis
ussão a respeito.3.2 Resumo do Pro
edimento
• O sistema será modelado 
omo um sistema de partí
ulas idênti
as e 
om simetriaesféri
a.
• A métri
a é diagonal e independente do tempo. O tensor de energia-momentum
orresponde ao tensor de energia momentum para �uidos perfeitos. O sistema departí
ulas é governado pelas equações de TOV.
• As pressões e densidades no interior do sistema satisfazem uma equação de estado
ara
terísti
a para sistemas em transição de fase. Aqui apare
e o problema dades
ontinuidade da derivada da pressão nos pontos de interfa
e, já que a equaçãoTOV seria singular e impossível de ser resolvida diretamente. Além do anterior, seapresenta mais um problema 
on
eitual, o fato de que as 
omponentes do tensorestêm que ser de 
lasse C2. O 
aminho alternativo é usar equações de estado dotipo virial 
om um domínio pequeno em torno de tais pontos de interfase, a �m desuavizar e a
oplar as diferentes regiões, 
onvertendo nossa equação de estado numafunção de 
lasse C2.
• Apli
amos as equações da hidrodinâmi
a relativísti
a no equilíbrio (TOV) para re-solver o problema, ou seja, 
al
ular a pressão, a massa e a densidade do sistema.Para isto, desenvolvemos um 
ódigo 
omputa
ional para resolver TOV em 
ada umadas regiões da estrela. Usamos 
omo base do 
ódigo o algoritmo de Runge-Kuttade ordem 4.
• Conhe
endo a distribuição de matéria no interior da estrela, somos 
apazes de 
al-
ular as 
omponentes da métri
a, segundo as equações (1.65) e (1.66) e 
om estainformação, 
al
ulamos os invariantes de 
urvatura (es
alar de Ri

i e invariantequadráti
o de Krets
hmann).
• Finalmente analisamos os resultados limites.33



3.3 Validação do Código.Exemplo do gás ideal.Como a solução para os gases ideais é 
onhe
ida, então apresentamos a solução numé-ri
a da equação TOV para este 
aso, 
omo uma forma de veri�
ar a validade do 
ódigodesenvolvido. A equação de estado para o gás ideal pode ser es
rita 
omo
P = βρ, (3.1)onde β = kT . Lembremos que, neste 
aso, o sistema de equações TOV é da forma

∂P

∂r
= − c2

r [r − 2m]

[
m +

4πκ

c4
r3P

] [
ρ +

P

c2

]

∂m

∂r
=

4π

c2
κρr2

P = βρ

exp (−λ) = 1 − 2m (r)

r

ν ′ = − 2p′

ρc2 + p
.Usaremos um sistema de unidades, tal que c2 = 1. Para simpli�
ar o sistema de equações,fazemos as seguintes mudanças de es
ala para o raio e a massa geométri
a: r = R0R̂,

m = R0F̂ R̂2, onde R0 satisfaz a relação 4πκR2
0 = 1 . Assim, as primeiras três equaçõesdiferen
iais do sistema TOV podem ser resolvidas a �m de 
onhe
er a estrutura internade uma estrela formada por um gás ideal, de tal forma que o sistema para resolver �
a

dρ

dR̂
= −

(
F̂ + R̂βρ

)
ρ

1 − 2F̂ R̂

(
1 − β

β

)

dF̂

dR̂
= ρ − 2

F̂

R̂
,e usando a 
ondição ini
ial (R̂, ρ0, F̂0

)
= (0, 2, 0), resolvemos TOV para diferentes valoresde β. 34



Apresentamos os grá�
os de P (r) e ρ (r), onde se observa para 
ada 
aso um nú
leo
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Figura 3.1: Grá�
os da densidade e da pressão do gás ideal, 
omo funções do raio estrelar.denso de altas pressões, e que longe do nú
leo, tanto a pressão quanto a densidade de
aem
omo gaussianas, mostrando o 
omportamento típi
o do interior estrelar. A massa estrelaraumenta 
om o raio, segundo a �gura ( 3.2), Uma vez 
onhe
ida a distribuição da matéria

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

Raio estelar          r / R
0

0

0,5

1

1,5

2

M
a
s
s
a
 g

e
o
m

e
tr

ic
a
  
  
  
  
m

β = 0.1

β = 0.3

β = 0.7

Distribuição de massa dentro da estrela
(Gás ideal)

Figura 3.2: Massa geométri
a em função do raio da estrela.no interior da estrela, somos 
apazes de analisar a geometria do espaço-tempo.
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Cal
ulamos os elementos do tensor métri
o, e 
onhe
endo as 
omponentes g00 e g11,
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Figura 3.3: Grá�
os das 
omponentes g00 e g11 do tensor métri
o para o gás ideal, 
omo funçõesdo raio estrelar.podemos estudar a 
urvatura do espaço-tempo, através dos invariantes de 
urvatura. Oes
alar Krets
hmann se de�ne 
omo K = RabcdRabcd, e o es
alar de Ri

i 
omo R = gabRab.Usando as 
omponentes não nulas do tensor de 
urvatura, podemos 
al
ular que o es
alarde Krets
hmann é
K = RabcdRabcd =

1

R2
0




(

(1 + β) ρ − 2
F̂

R̂

)2

+ 2

(

βρ + 2
F̂

R̂

)2

+ 2

(

ρ − 2
F̂

R̂

)2

+ 4

(
F̂

R̂

)2


 ,e o es
alar de 
urvatura R, pode ser es
rito simplesmente tal que
R =

2

R2
0

(ρ − 3P ) .
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Figura 3.4: Es
alares de 
urvatura de Ri

i e Quadráti
o de Krets
hmann, para uma estrelaformada por um gás ideal.Lembrando que o 
aso P = 1
3
ρ de�ne um gás de fótons, podemos ver no grá�
o does
alar de Ri

i para este 
aso (β = 1

3
) que R = 0 para todo o per�l da estrela, o que nospermite ver que o 
ódigo está fun
ionando 
orretamente.
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3.4 Resolução da equação TOV para um sistema emtransição de fases.O sistema de equações que resolve a estrutura interna da estrela é dado pelas equações(1.62), (1.63), (1.64). Expli
itamente, para as regiões onde o sistema se 
omporta 
omolíquido ou gás, as equações TOV são da forma
∂P

∂r
= − c2

r [r − 2m]

[
m +

4πκ

c4
r3P

] [
ρ +

P

c2

]

∂m

∂r
=

4π

c2
κρr2

P =
kTρ

1 − bρ
− aρ2 .Usando as variáveis reduzidas, fazemos as seguintes mudanças de es
ala:

r = r0r̂ P = PrPc ρ = ρrρc T = TrTc m = m̂r0e o sistema de equações �
a nas variáveis reduzidas:
∂ Pr

∂ r̂
= − 1

r̂ ( r̂ − 2m̂)

[
m̂ +

4πκ

c4
r2
0Pcr̂

3Pr

] [
ρc

Pc

c2ρr + Pr

]

∂ m̂

∂ r̂
=

4π

c2
κr2

0 ρcr̂
2ρr

Pr =
8Trρr

3 − ρr

− 3ρ2
r .Das relações (2.15) sabemos que Pc = a

3
ρ2

c e então:
∂ Pr

∂ r̂
= − 1

r̂ ( r̂ − 2m̂)

[
m̂ +

(
4πκ

c2
r2
0ρc

)
aρc

3c2
r̂3Pr

] [
3c2

aρc

ρr + Pr

]

∂ m̂

∂ r̂
=

(
4π

c2
κr2

0 ρc

)
r̂2ρr

Pr =
8Trρr

3 − ρr

− 3ρ2
r .38



Es
olhemos um sistema de unidades tal que
aρc

c2
= 1 ,
om r0 tal que

4πκ

c2
r2
0 ≡ 1 .Assim o sistema de equações TOV �
a na forma simples:

∂ Pr

∂ r̂
= − 1

r̂ ( r̂ − 2m̂)

[
m̂ +

r̂3Pr

3

]
[3ρr + Pr]

∂ m̂

∂ r̂
= r̂2ρr

Pr =
8Trρr

3 − ρr

− 3ρ2
r .Para 
onseguir uma separação de variáveis no denominador da equação TOV , fazemos aseguinte mudança :

m̂ = r̂2F̂e assim, o sistema �
a simpli�
ado
∂ Pr

∂ r̂
= − 1(

1 − 2 r̂F̂
)
[
F̂ +

r̂Pr

3

]
[3ρr + Pr]

∂ F̂

∂ r̂
= ρr − 2

F̂

r̂

Pr =
8Trρr

3 − ρr

− 3ρ2
r .Assim, em geral, se usamos a equação Pr = Pr (ρr), podemos resolver para 
ada regiãoda estrela um sistema de só duas equações diferen
iais, a saber

∂ ρr

∂ r̂
= − 1(

1 − 2 r̂F̂
)
[
F̂ +

r̂Pr

3

]
[3ρr + Pr]

[
∂ Pr

∂ ρr

]−1 (3.2)
∂ F̂

∂ r̂
= ρr − 2

F̂

r̂
, (3.3)dado que o sistema de equações ( 3.2) e ( 3.3) pode ser resolvido em 
ada região daestrela só modi�
ando a forma explí
ita da pressão. Para maior simpli
idade no to
ante à39



notação tiramos o subíndi
e r, mas sempre lembrando que estamos falando de pressões edensidades reduzidas, ou seja Pr �
a simplesmente 
omo P , e ρr 
omo ρ, portanto,temos�nalmente que o sistema para resolver será
∂ ρ

∂ r̂
= − 1(

1 − 2 r̂F̂
)
[
F̂ +

r̂P

3

]
[3ρ + P ]

[
∂P

∂ρ

]−1

∂ F̂

∂ r̂
= ρ − 2

F̂

r̂
. (3.4)Este sistema de equações é válido para todas as regiões da estrela. De fato, o sistema (3.4)só depende de P (ρ), que para nosso 
aso de interesse é 
onhe
ida. Usamos o sistema (3.4)em 
ada região da estrela, e assim, podemos obter uma solução 
ompleta das equações deTOV. Para analisar a geometria do espaço-tempo 
al
ulamos o es
alar de 
urvatura deRi

i

R = gαβRαβ , (3.5)mas, de a
ordo 
om as mudanças de es
alas feitas e o sistema de unidades usado, o es
alarde 
urvatura de Ri

i �
a
R =

2

R2
0

ρc (ρ − P ) , (3.6)o qual é obtido pela 
ontração do tensor de Ri

i que apare
e nas equações de Einstein.Porém, a informação que ele forne
e não é muita. Por esta razão, além do es
alar deRi

i, analisaremos o invariante quadráti
o de Krets
hmann K, de�nido 
omo
K = RαβγδRαβγδ , (3.7)e para este 
aso, pode-se 
al
ular diretamente usando a relação

K =
1

R2
0




(

ρ +
P (ρ)

3
− 2

F̂

r

)2

+ 2

(

ρ − F̂

r

)2

+ 2

(

P (ρ) +
F̂

r

)2

+ 4

(
F̂

r

)2


 . (3.8)Agora de�nimos as 
ondições ini
iais do problema.Usamos uma temperatura 
ríti
a T , tal que T < 1, assim o sistema está em transição defase. Usamos T = 0.9. Para o intervalo de validade dos polin�mios, de�nimos χ = 0.005 efazemos ξ = 0.00005, de modo que o resultado mostre a tendên
ia do 
omportamento dosistema em transição de fase 
om uma boa aproximação. Nas seções seguintes, apresenta-mos a solução numéri
a do sistema de equações diferen
iais TOV, 
om a 
ondição ini
ial(
R̂, ρ0, F̂0

)
= (0, 2, 0) , de modo que estamos estudando um sistema 
om um nú
leo degrande densidade 
entral. 40



3.4.1 Distribuição de matéria no interior da estrela em transiçãode fasesGrá�
o de densidade em função de raio estrelar. Analisando o grá�
o de densidade 3.5,vemos que o resultado obtido
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Figura 3.5: Per�l de densidade numa estrela em transição de fases. No grá�
o da direita seapresenta uma ampliação do grá�
o de densidade na vizinhança de ρ1, a �m de enxergar asuavização feita pelo polin�mio de a
oplamento na fronteira da região gasosa.através da relatividade geral não 
ontradiz a termodinâmi
a existente em nosso mo-delo, no sentido de que a transição de fase apare
e nitidamente, logo que se resolve TOV,já que se observa uma queda brus
a da densidade em r ≈ 0.6R0. Assim podemos pensarna região densa (r < 0.6R0) 
omo se fosse um líquido e a região menos densa(r > 0.6R0)
omo se fosse um gás. Segundo o grá�
o (3.5), vemos que a transição de fases a
onte
enas proximidades de r = 0.6R0. Notemos que ampliando o grá�
o de densidade podemosenxergar que ela é uma 
urva suave, assim 
omo é mostrado no exemplo apresentado na�gura (3.5). 41



Grá�
o de Pressão em função do raio estrelar. Vemos que mesmo que a equação deTOV foi resolvida perto do limite χ → 0 e ξ → 0, o grá�
o de pressão 3.6
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Figura 3.6: Per�l de pressão numa estrela em transição de fases e uma ampliação na região de
oexistên
ia que mostra uma suavidade lo
al da pressão.apresenta uma 
ontinuidade da derivada um tanto forçada pelos polin�mios de a
opla-mento, o que nos motiva a pensar que no limite se 
onserva a des
ontinuidades da derivadada pressão, o que seria totalmente razoável no sentido de que originalmente a equaçãode estado é 
laramente de derivada des
ontínua. O 
omportamento da pressão, tanto no
entro da estrela, quanto distante do nú
leo, não manifesta problemas, no sentido de queas altas e baixas pressões apare
em nas regiões mais e menos densas, respe
tivamente. Apossível des
ontinuidades da derivada pode ser expli
ada pela queda brus
a de densidadenas proximidades de r = 0.6R0.
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Grá�
o da massa geométri
a. Segundo a equação (1.63), a variação
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Figura 3.7: Distribuição de massa numa estrela em transição de fases e uma ampliação quemostra a suavidade da 
urva de massa.de massa é propor
ional à densidade. Porém, 
omo existe uma queda brus
a da densi-dade, podemos pensar que no limite a derivada da massa seria des
ontínua, aumentandorapidamente na região do líquido, e menos rapidamente na região de gás, tal 
omo semanifesta na �gura 3.7.
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3.4.2 Geometria do espaço-tempo no interior da estrela em tran-sição de fasesDado que 
onhe
emos a distribuição de matéria e a pressão dentro da estrela, usamos asequações (1.65) e (1.66) para 
al
ular as 
omponentes da métri
a.Grá�
o de g00. A 
omponente g00 do tensor métri
o é 
al
ulada após se 
onhe
er ν
omo função do raio da estrela, dado que g00 = exp ν, e ν pode ser 
al
ulada inte-grando (1.66), onde a 
onstante de integração é 
al
ulada dando uma 
ondição de 
on-torno, por exemplo, 
ontinuidade de ν na superfí
ie da estrela, e dizer, se rf é o raio daestrela então
g00(rf) = 1 − 2m(rf)

rf

, (3.9)o que signi�
a que g00 tem que ser equivalente 
om a solução de S
hwarzs
hild exterior.Notamos que g00 não re�ete mudanças abruptas na região de transição de fases.
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Figura 3.8: Componente g00 do tensor métri
o dentro da estrela em transição de fases.Para este 
aso usamos 
omo raio da estrela o valor rf = 1.374R0.44



Grá�
o de g11.A 
omponente g11 do tensor métri
o é 
al
ulada após se 
onhe
er λ 
omofunção do raio da estrela, dado que g11 = − exp λ, e λ pode ser 
al
ulada diretamentede (1.65). Vemos que g11 apresenta um 
omportamento tal que no limite sua derivada

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Raio estelar        r / R
0

-2

-1,8

-1,6

-1,4

-1,2

-1

C
o

m
p

o
n

e
n

te
  

 g
1
1

Componente do tensor métrico  g
11

T = 0.9  

0,6008 0,601 0,6012 0,6014 0,6016

 r /  R
0

-1,776

-1,775

-1,774

-1,773

Compente g
11 

Ampliação na região de coexistência

Figura 3.9: Componente g11 do tensor métri
o dentro da estrela em transição de fases e suaampliação na região de 
oexistên
ia para observar a 
ontinuidade da derivada de g11 induzidapelos polin�mios de a
oplamento.será des
ontínua na região de 
oexistên
ia.Usando os resultados anteriores, estudaremos o invariante de 
urvatura de Krets
hmann.
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O Invariante quadráti
o de Krets
hmann. Observa-se do grá�
o 3.4.2 que a 
urvaturade Krets
hmann apresenta uma propor
ionalidade direta, 
om respeito à distribuição de
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Figura 3.10: Invariante quadráti
o de Krets
hmann..massa dentro da estrela, ou seja, o máximo valor de 
urvatura se en
ontra no nú
leoda estrela e para grandes distân
ias, a 
urvatura tende para zero, o que signi�
a que amétri
a interna é assintoti
amente igual à métri
a de S
hwarzs
hild, ou seja, distante daestrela, o espaço-tempo é 
hato. Na região de transição, podemos esperar um 
ompor-tamento an�malo nas proximidades de r = 0.6R0, dado que o es
alar de Krets
hmannpode ser es
rito em termos da densidade, da pressão, e da massa, onde 
ada uma delasapresenta, no mínimo, mudanças abruptas de de
lividade na vizinhança de r = 0.6R0. Defato, o invariante quadráti
o de Krets
hmman apresenta uma queda análoga ao 
aso dadensidade.
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Não obstante, se observamos de perto a região de transição, podemos ver que a 
urva ébem 
omportada, segundo o grá�
o do es
alar de Krets
hmann ampliado que se apresentana �gura (3.4.2).
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Figura 3.11: Invariante quadráti
o de Krets
hmann(ampliado na região de transição de fase).Mas não podemos a�rmar que aquele 
omportamento, tenha uma expli
ação físi
a,devido ao fato de que poderia ser simplesmente um problema numéri
o ou uma 
ontri-buição dada pelos polin�mios de a
oplamento. Porém, pre
isamos fazer um estudo umpou
o mais elaborado. Fazemos tender χ para zero, e analisamos os grá�
os ampliadosdo es
alar de Krets
hmann, 
orrespondentes para 
ada χ e in
linação 
onstante, a �m dees
lare
er a natureza do poço que apare
e no es
alar de Krets
hmann da �gura (3.4.2).
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Então para os 
asos χ = 0.1 , χ = 0.05 , χ = 0.01 e in
linação 
onstante, tal que ξ =

0.00005, vemos que os grá�
os ampliados do es
alar de Krets
hmann são: Notemos que,
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Figura 3.12: Invariante de Krets
hmann(ampliado).a informação que podemos extrair do grá�
o da �gura (3.4.2) não é muito es
lare
edora,dado que a diminuição do intervalo de domínio dos polin�mios (asso
iado ao valor de χ),não altera de forma 
onsiderável a largura do poço. Poder-se-ia pensar que a 
urva estáse deslo
ando em torno de alguma 
urva limite. Não obstante, para ter 
erteza do querealmente a
onte
e, temos que fazer uma análise ainda mais detalhada do que a
onte
ena região de 
oexistên
ia. A outra alternativa é mudar a in
linação, de tal forma queela tenda para zero, e estudar o 
aso limite de pressão 
onstante. A �m de entender o
omportamento da 
urvatura no limite P = constante, estudamos o 
aso isolado, no quala equação de estado é uma reta qualquer, 
om uma 
erta in
linação, e então diminuímosa in
linação e resolvemos novamente TOV, e assim, su
essivamente, até que possamoses
lare
er o que a
onte
e no limite P = constante.48



3.5 Análise de um sistema a pressão 
onstanteVamos analisar o 
aso no qual o sistema esteja a pressão 
onstante. Numa primeira im-pressão, nós poderíamos pensar que um sistema a pressão 
onstante é 
ompletamenteinstável em relatividade geral, e que não poderia ser tratado 
omo um problema esta
io-nário. Assim, ele teria que ser estudado de forma 
ompletamente diferente. Não obstante,nós esque
eremos por um momento este impedimento 
on
eitual, e analisaremos o 
asopressão 
onstante no 
ontexto das equações de TOV. De�nimos uma equação de estadosimples da forma tal que a relação entre a pressão e a densidade seja uma reta de pendente
β e que passe pelo ponto-estado (P = 1, ρ = 1), ou seja

P (ρ) = βρ + 1 − β, (3.10)a qual será de�nida 
omo válida no intervalo 0.5 < ρ < 1. Vemos que β representaneste 
aso a in
linação da reta. Assim, resolveremos TOV para diferentes ângulos, 
adavez mais perto do limite β → 0, ou seja, 
ada vez mais perto de P = 1 = constante.Es
olhemos a 
ondição ini
ial tal que (R̂, ρ0, F̂0

)
= (0, 1, 0) e deteremos a iteração quando

ρ = 0.5. Assim, 
om estas 
ondições, temos que
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Figura 3.13: Grá�
o da densidade em função do raio, para um 
aso no qual a pressão tende ser
onstante. 49



Do grá�
o anterior, vemos que à medida que o ângulo diminui, a gaussiana que re-presenta a densidade torna-se 
ada vez mais pare
ida 
om uma função tipo degrau queassume o valor 1 no ρ = 0 e 0 no resto. Mas, a diferença é o fato de que o domínio noraio 
ai para zero.Se analisamos o grá�
o de pressão, vemos que a 
urva de pressão tende ser 
onstante, tal
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Figura 3.14: Grá�
o da pressão do sistema, para um 
aso no qual tende ser 
onstante.
omo deve ser no limite β → 0, mas seu domínio também 
ai para zero, ou seja o 
aso
P = constante a
onte
e só num ponto, que 
oin
ide 
om o ponto ini
ial (r0 = 0, P0 = 1).Este resultado será muito importante para as deduções �nais.
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Continuando o análise do 
aso pressão 
onstante, analisamos agora o grá�
o do es
alarde 
urvatura de Krets
hmann. Neste grá�
o, se observa 
omo o es
alar de Krets
hmann
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Figura 3.15: Es
alar de Krets
hmann.tem um 
omportamento muito similar ao da densidade, tendendo também para umafunção tipo degrau que assume um valor �nito diferente de zero só para r = 0. Em
on
lusão, se o 
aso P = constante é tratado em forma esta
ionária, em geral nos entrega
omo solução o fato de que P = constante só a
onte
e numa superfí
ie da estrela. Poréma possível inestabilidade do sistema para quando P = constante não existe devido ao fatode que a estrela pode ser tratada 
omo uma folhação de superfí
ies esféri
as isobári
as ea
ronais(ver [3℄), das quais só uma delas admite uma transição de fase.
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3.5.1 Resultados �naisNas seções anteriores, foi resolvida a equação de TOV para o 
aso de um sistema emtransição de fase do tipo gás-líquido, em forma aproximada, dado que utilizamos os po-lin�mios de a
oplamento. Analisamos os resultados obtidos, e 
on
luímos que no limite,ou seja, no 
aso sem aproximações, a região de 
oexistên
ia de fases está asso
iada 
omuma região dentro da estrela. Tal região é a superfí
ie de uma esfera de raio �xo, e quepara o 
aso estudado, onde a temperatura reduzida do sistema assume o valor T = 0.9, asuperfí
ie na qual a
onte
e a transição de fase é dada por r ≈ 0.6R0. Agora, somos 
apa-zes de resolver nosso problema sem ajuda de tais polin�mios, posto que a seção anteriornos indi
ou que a região de 
oexistên
ia é só uma superfí
ie de raio �xo. Porém podemosresolver TOV só nas regiões puras e logo a
oplamos as soluções naquela superfí
ie daestrela, onde a
onte
e a transição de fase. Assim, apresentamos a solução esperada paraequações de TOV, no limite desejado, ou seja, para o 
aso da estrela em transição de fase.A densidade 
ai abruptamente em r = 0.57129R0 , manifestando a transição de fase, tal
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Figura 3.17: Per�l de Pressão numa estrela em transição de fases.A pressão tem derivada des
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ie de 
oexistên
ia. A diferença 
om o
aso aproximado é quase nula.Se 
omparamos 
om o gás ideal, observamos que um gás real só difere do gás ideal noto
ante ao 
omportamento da pressão na superfí
ie de 
oexistên
ia, onde a pressão dogás real não é suave.
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Figura 3.18: Distribuição de massa numa estrela em transição de fases.Notemos que m(r) representa a massa que existe dentro de uma esfera de radio r. Destemodo, ela é 
res
ente e só apresenta uma ruptura de seu 
omportamento na superfí
iede 
oexistên
ia, onde a densidade sofre uma mudança brus
a, o que justi�
a o fato dades
ontinuidade da derivada da massa.Dado que 
onhe
emos a distribuição de matéria dentro da estrela, podemos agora 
al
ulara geometria dentro da estrela. Para isso, 
al
ulamos as 
omponentes do tensor métri
o eos es
alares de 
urvatura (os grá�
os das 
omponentes no 
aso exato e no 
aso aproximadosão prati
amente iguais).
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Figura 3.19: Invariante quadráti
o de Krets
hmann.O es
alar de 
urvatura de Krets
hmann apresenta uma queda em r = 0.5713R0, devidoà transição de fase. No 
aso aproximado, os polin�mios de a
oplamento que suavizavama equação de estado 
ontribuíam 
om uma suavização na região de 
oexistên
ia para oes
alar de Krets
hmann. É por esta razão que na �gura (3.4.2) apare
e a queda do es
alarem forma suave. Mas o fato de que a transição a
onte
e só na superfí
ie de 
oexistên
ianos indi
a que a 
urvatura sofre uma transição análoga 
om aquela que sofre a matériaem nosso sistema, uma espé
ie de `transição de 
urvatura´.
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Figura 3.20: Es
alar de 
urvatura de Ri

i.Apresentamos o grá�
o do es
alar de 
urvatura de Ri

i, só para 
omplementar o fatode que a 
urvatura do espaço-tempo e a matéria 
omportam-se de forma similar, poistanto a matéria quanto a 
urvatura apresentam transições. Notemos que, a solução dasequações de TOV foram feitas para uma isoterma, em parti
ular para T = 0.9. Nãoobstante, poderíamos usar qualquer outra isoterma que apresente transições de fase, e as
on
lusões seriam as mesmas, pois o 
omportamento do sistema seria análogo.
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Vimos que para T = 0.9 a transição de fase se manifestava na estrela em r =

0.57129R0. Obviamente, para outras isotermas a superfí
ies de 
oexistên
ia seriam dife-rentes. Em 
ontinuação, apresentamos o grá�
o que rela
iona a temperatura do sistemae a superfí
ie de 
oexistên
ia. Na estrela existe uma região onde a
onte
e a transição
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Figura 3.21: Superfí
ie de 
oexistên
ia versus Temperatura.de fase, que é 
hamada de superfí
ie de 
oexistên
ia, e ela depende da temperatura dosistema da maneira 
omo apare
e no grá�
o( 3.5.1). Lembremos que nosso sistema éesta
ionário e esta 
urva não representa uma evolução temporal.
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Além do grá�
o anterior, apresentamos o grá�
o que dá 
onta da quantidade de ma-téria dentro da superfí
ie de 
oexistên
ia em função da temperatura. Vemos que o nú
leo
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Figura 3.22: Quantidade de matéria no nú
leo da estrela.da estrela pode ser 
ara
terizado pelo interior da superfí
ie de 
oexistên
ia. Notemos que
onhe
endo 
omo muda a temperatura no tempo, poderíamos fazer um modelo quasi-estáti
o de 
olapso gravita
ional, já que estudaríamos a evolução temporal in�nitesimaldo nú
leo da estrela.
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Capítulo 4Con
lusãoEsta dissertação foi elaborada 
om a �nalidade de analisar o que a
onte
e num espaço-tempo que possui matéria em transição de fase. Considerando as di�
uldades inerentesna proposta em dis
ussão, o trabalho re�etiu na ne
essidade de simpli�
ar o problema,de tal forma a não perder generalidade 
om respeito a nosso objetivo. A �m de atenderao propósito estabele
ido, as 
onsiderações feitas no trabalho foram:
• O sistema está formado por partí
ulas neutras e idênti
as;
• O sistema de partí
ulas é auto-gravitante;
• O sistema de partí
ulas pode ser 
onsiderado um �uido perfeito;
• O sistema de partí
ulas tem simetria esféri
a;
• O sistema pode ser 
onsiderado esta
ionário.
• A interação entre as partí
ulas é tal que podem o
orrer transições de fase de matéria.Tendo em vista as 
onsiderações feitas a
ima, o modelo estrelar desenvolvido 
orrespondeao modelo de Tolman-Oppenheimer-Volkov(TOV), que 
orresponde à generalização re-lativista das equações de Newton para a hidrodinâmi
a em equilíbrio. A equação TOVpre
isou de uma equação de estado para ser resolvida. Porém, usamos uma equação deestado que modele alguma transição de fase de matéria. Neste 
aso, temos usado umaequação de estado 
omposta basi
amente de três partes: van der Walls para as regiõeslíquida e gasosa , e outra P = constante na região de 
oexistên
ia(gás-líquido), onde a
onstante foi 
al
ulada usando a 
onstrução de Maxwell.59



Foi desenvolvido um 
ódigo para resolver TOV, onde foi usado o método de Runge-Kuttade ordem 4 
omo base do 
ódigo.O sistema de equações diferen
iais de TOV nos permitiu 
onhe
er tanto a estrutura internado sistema, quanto a geometria do espaço-tempo. Assim nosso objetivo foi al
ançado.Dos resultados obtidos, podemos dizer que a transição de fase manifestada na equação deestado se vê re�etida na estrela 
omo uma queda abrupta da densidade num raio determi-nado, separando a estrela em duas regiões, distinguidas basi
amente pela grande diferençade densidades entre elas, o que nos faz pensar numa região líquida e outra gasosa, tal 
omose manifestava na equação de estado. Ou seja, a Termodinâmi
a e a Relatividade Geralse apresentam totalmente 
ompatíveis.Se pensamos no fato de que todo sistema esta
ionário 
om simetria esféri
a possui superfí-
ies esféri
as 
on
êntri
as isobári
as, então no momento de pensar numa transição de fasedentro da estrela, seria lógi
o assumir que, para que o sistema �que estável, a transiçãode fase tem que a
onte
er só numa superfí
ie da estrela, e de fato isso é o que a
onte
e.No to
ante à geometria do espaço-tempo da análise dos grá�
os dos es
alares de 
urvaturanotamos que o fato de que a matéria sofra uma transição de fase impli
a ne
essariamenteque a 
urvatura sofrerá uma anomalia similar. De fato a 
urvatura apresenta uma quedaabrupta mostrando a mesma tendên
ia que a densidade, o que rea�rma a ligação entreespaço-tempo e matéria.
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