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Resumo

Neste trabalho apresentamos a teoria da gravitacdo de Einstein como uma teoria de
campos no sentido de Faraday, isto é, como uma teoria onde o campo gravitacional, como
os demais campos fisicos, reside no espago-tempo chato de Minkowski. A maior motivacio
para a construcao da presente teoria vem do fato de que na Relatividade Geral nio existem
leis de conservagao fidedignas para a energia, momento e momento angular do sistema
formado pelo campo gravitacional e os campos de matéria. Para implementarmos nossa
teoria, desenvolvemos métodos matematicos novos, que chamamos o formalismo do fibrado
de Clifford. Em particular, introduzimos o operador de Dirac fundamental de uma variedade
de Riemann-Cartan-Weyl e os operadores de Dirac associados, que desempenham um papel
muito importante na teoria. Observamos que a introdugio dos operadores de Dirac para
espagos de Riemann-Cartan-Weyl que apresentamos nesta tese é novidade, nio se tendo
conhecimento de que estes operadores tenham sido usados anteriormente na literatura.
Diversos outros operadores, como o comutador e o anti-comutador de Dirac e os operadores
de Ricci e Einstein, que nado tém andlogos na formulagdo da geometria diferencial ¢ la Cartan
também aparecem aqui pela primeira vez. Nossa formulacdo esclarece muitos resultados de
outras tentativas de se formular a teoria da gravitacio no espago-tempo de Minkowski e
sugere diversas generalizaces da teoria de Einstein. Acreditamos que a teoria apresentada
nesta tese esclarece melhor tanto a natureza do campo gravitacional como da estrutura
mateméatica que o descreve.



Abstract

In this work we present a formulation of Einstein’s gravitational theory as a field theory
in the sense of Faraday, i.e., as a theory in which the gravitational field, like the others
physical fields, is defined on the flat Minkowski spacetime. The main motivation for the
construction of this theory comes from the fact that in the General Relativity does not exist
genuine conservation laws for energy, momentum and angular momentum for the system
composed by the gravitational field and the other physical fields. In order to formulate our
theory, we develop new mathematical methods, which we callthe Clifford bundle formalism.
In particular, we introduce the fundamental Dirac operator of a Riemann-Cartan-Weyl
spacetime and the associated Dirac operators, which play an important role in the treory.
We observe that the introduction of the Dirac operators for Riemann-Cartan-Weyl spaces
presented in this thesis is a novelty and for the best of our knowledge we never saw this
operators being used previously in the literature. Several other operators, like the Dirac
commutator and anticommutator, the Ricci and the Einstein operators, which do not have
analogous in the formulation of the differential geometry d la Cartan, also appear here by
the first time. Our formulation clarify many results presented in other attempts to formu-
late the gravitational theory in the Minkowski spacetime and it suggests several possible
generalizations of Einstein’s theory. We believe that the theory presented in this thesis puts
some light on both the physical and mathematical nature of the gravitational field.
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Introducgao

... e ndo estava ainda bem claro para mim,
apenas um jovem estudante, o fato de que
0 acesso ao conhecimento mais profundo
dos principios bdsicos da fisica depende
dos métodos matemdticos mats complezos.

A. Einstein — Notas Autobiogréficas

O objetivo deste trabalho é apresentar uma interpretagao para o formalismo da Teoria
de Relatividade Geral de Einstein (que é uma teoria do campo gravitacional) como uma
teoria de campos nos moldes das demais teoria de campo da fisica, onde os campos sao
interpretados no sentido de Faraday e estdo definidos em um “espago-tempo de fundo,”
fixado a priori. Na nossa formulagio, o espago-tempo de fundo adotado serd o espago-
tempo de Minkowski.

A principal motivagio para a formula¢do de uma nova teoria gravitacional estd no fato
de que na Relatividade Geral ndo existem leis de conservacao fidedignas para o sistema
constituido do campo gravitacional e dos campos de matéria. (Este resultado fundamental
é discutido no Cap. 5) ;

O trabalho est4 dividido em duas partes. Na primeira (capitulos 1 a 3), formulamos os
conceitos matematicos necessarios para o desenvolvimento da teoria.

No Cap. 1, apresentamos uma rapida introdugao aos conceitos fundamentais da teoria
das Algebras de Clifford, mostrando a relagdo com a Algebra Exterior e as Algebras de
Grassmann. Introduzimos também os fibrados de Cartan e de Hodge e mostramos como é
formulada a Geometria Diferencial dos espacos de Riemann-Cartan-Weyl nestes fibrados.
O conceito fundamental de Fibrado de Clifford é introduzido no Cap. 2.

Também no Cap. 1, apresentamos a teoria dos automorfismos simétricos de uma algebra
de Clifford. Os desenvolvimentos apresentados nesta se¢ao sao fundamentais para todas as
nossas discussoes subsequentes.

Nos capitulos 2 e 3, formulamos a teoria dos operadores de Dirac, que agem nas segoes
do fibrado de Clifford. Introduzimos o operador de Dirac fundamental &, associado a co-
nexao de Levi-Civita de uma variedade Riemanniana e que constitui o operador de derivagao
“natural” dentro do fibrado de Clifford da variedade considerada. O operador de Dirac fun-
damental estd associado ao operador de diferenciacao exterior d e a coderivada de Hodge 6
pela relagio @ = d — 6.
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Subsequentemente, generalizamos o operador de Dirac fundamental para um espaco de
Riemann-Cartan-Weyl e mostramos a relacao deste operador de Dirac “generalizado” com o
operador de Dirac fundamental. Os resultados obtidos nos permitem formular a geometria
diferencial de uma variedade de Riemann-Cartan-Weyl no fibrado de Clifford.

Mostramos também que em vista dos resultados estabelecidos na teoria dos automorfis-
mos simétricos desenvolvida no Cap. 1, podemos introduzir ainda uma infinidade de outros
operadores do tipo do operador de Dirac, um para cada forma bilinear simétrica que se
pode definir sobre a variedade. Estes operadores foram denominados de operadores de
Dirac associados e sua introducao é indispensaveis para a formulagio da nossa teoria.

No decorrer da nossa discussao é introduzida uma série de operadores novos, como o
comutador e o anticomutador de Dirac de campos de 1-formas (que sio se¢oes do fibrado
de Clifford) e os operadores de Ricci e Einstein. Ressaltamos que estes operadores nio tém
analogos na formulagdo da geometria diferencial @ la Cartan e além disto sio essenciais
para uma formulagdo concisa da teoria do campo gravitacional no fibrado de Clifford.

A segunda parte do trabalho é dedicada a teoria do campo gravitacional no espaco-
tempo chato de Minkowski. A idéia basica para a nossa formulagio estd contida no Cap. 4,
que trata dos automorfismos simétricos na dlgebra do espago-tempo. Mostramos ali como
é possivel introduzir no espago-tempo de Minkowski uma infinidade de formas bilineares
simétricas a partir da métrica fundamental deste espago-tempo e que podem servir para
representar o campo gravitacional, segundo as idéias apresentadas no Cap. 6.

Mencionamos de passagem que os desenvolvimento mateméaticos do Cap. 4 permitem a
introducao de infinitos produtos de Clifford (cada um deles associado a uma das infinitas
formas bilineares simétricas citadas acima) a partir de uma dada algebra de Clifford fixada.
Esta teoria esclarece alguns resultados recentes encontrados na literatura e, mais impor-
tante, sugere possiveis generalizagGes da teoria gravitacional que desenvolvemos e que serdo
investigadas oportunamente.

No Cap. 5, estudamos as leis de conservagio em espacos de Riemann-Cartan e mostramos
de forma definitiva que leis de conservacido fidedignas da energia, momento e momento
angular s6 ocorrem em espagos que possuam o nimero apropriado de vetores de Killing.
Este resultado mostra que a Teoria de Relatividade Geral que modela o campo gravitacional
gerado por uma dada distribui¢do de massas por uma variedade Lorentziana nio possui,
em geral, as citadas leis de conservacao.

E oportuno enfatizar que nao existe nenhuma evidéncia empirica da violagio dos
principios de conservagio. Como afirma o préprio Einstein,[! o primeiro fato ébvio que
uma teoria fisica deve satisfazer é ndo contradizer os fatos empiricos. E dentro deste espirito
que devem ser avaliados nossos desenvolvimentos. Devemos dizer também que esta questio
merece uma consideragao critica por parte daqueles autores que endossam a interpretacio
geométrica usual da Teoria de Relatividade Geral.

Finalmente, no Cap. 6 apresentamos a formulacdo da teoria gravitacional no espaco-
tempo de Minkowski. Escrevemos explicitamente as equacées de campo em duas formas
distintas, mas equivalentes, no fibrado de Clifford. Mostramos que a teoria desenvolvida
possui uma densidade Lagrangeana de tipo Yang-Mills, que contém um termo de fixacio
de calibre e um termo de auto-interagdo. Mostramos ainda que esta teoria da gravitacio
satisfaz os critérios de ser uma teoria de calibre abeliana, com grupo de calibre T(4), o
grupo das translagoes no IR*. Este resultado concorda com a nossa interpretacao do campo
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gravitacional como deformagdes na “rede césmica” no sentido de Zorawski e Kleinert e
endossa as critica de Pommaret com relagio ao fato do tensor de energia-momento da
matéria no formalismo usual da Relatividade Geral estar associado com rotagbes ao invés
de translagoes.

Assim, ainda neste capitulo, formulamos uma critica as apresentagoes da teoria da gra-
vitagio como uma teoria de calibre do grupo SL(2,0) e estudamos também as formas
possiveis para a Lagrangeana gravitacional para uma teoria de calibre do grupo T(4).

Nas Conclusdes discutimos sucintamente a nossa formulacdo da teoria do campo gravi-
tacional no espago-tempo de Minkowski frente a outras teorias que aparecem na literatura.

A tese contém ainda dois apéndices. No apéndice A discutimos o formalismo Lagrangeano
e as teorias de calibre, usando a teoria das formas diferenciais e alguns conceitos das teorias
de fibrados principais e vetoriais. Esta apresentagao é bastante satisfatéria do ponto de vista
matematico, pois permite, entre outras coisas, introduzir os conceitos de variagao vertical
e horizontal de campos de p-formas e da densidade Lagrangeana de forma rigorosa.

No Apéndice B, usando as técnicas desenvolvidas no Apéndice A realizamos explici-
tamente a variagdo da densidade Lagrangeana de Thirring, que conduz as equacdes de
movimento da nossa teoria.

Finalmente observamos que ao longo deste trabalho estamos usando um sistema de uni-
dades tais que as constantes fundamentais ¢ (velocidade da luz) e G (constante de gravitagao
universal) tém valor 1.



Parte I

Geometria Diferencial no Fibrado de

Clifford



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo vamos recordar rapidamente alguns conceitos mateméaticos que serao ne-
cessarios para o desenvolvimento das idéias deste trabalho.

1. Algebra Exterior e Algebras de Clifford

1.1. Algebra Exterior e Algebras de Grassmann
a. Algebra Exterior

Sejam V' um espago vetorial real de dimensio n (finita), V* o seu espaco dual, T"V
0 espago dos tensores r-contravariantes sobre V (r > 0, T°V = IR, T'V = VeT(V)a
algebra tensorial de V.

Definimos a dlgebra esterior de V como a 4lgebra quociente:

T(V)
g

onde J C T(V') é o ideal bilateral em T(V') gerado pelos elementos da forma « Qv+vQu,
com %,v € V. Os elementos de A(V) serdo chamados multivetores, ou multiformas, se V é
o dual de algum espago vetorial especificado previamente. )

Denotamos por p : T(V) — A(V) a projecdo candnica de T(V) sobre A(V). A multi-
plicagdo em A(V) serd denotada, como usualmente, por A : A(V) — A(V) e chamada de
produto ezterior. Temos:

A(V) =

AANB =p(A® B), (1.1)

quaisquer que sejam A, B € A(V), onde ® : T(V) — T(V') é o produto tensorial usual.
Lembramos que A(V') é uma algebra associativa, com unidade, e de dimensio 2". Além
disto, ela é uma algebra Z-graduada, isto é,

AV = DAY,

r=0
com
AT(VYAA (V) C ATH2(V),
r,s 2 0, onde A"(V) = p(T"V) é o subespago (7)-dimensional dos r-vetores sobre V
(A°(V)=R,A{ V)=V e A"(V) = {0} se r > n).

5
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Se A € A"(V) para algum valor fixo de 7 (r = 0,...,n), entdo dizemos que A is ho-
mogéneo. Para quaisquer multivetores homogéneos A € A"(V) e B € A*(V), temos:

AANB =(=)"B A A. (1.2)

Todo endomorfismo 9 : V — V pode ser estendido de maneira inica a um homomorfismo
Ay A(V) — A(V), satisfazendo:

Aoth = Pop.. (1.3)

A restricdo desta aplicacdo ao subespago A"(V) é denotada A"y : A™(V) — A"(V) e é
chamada de r-ésima poténcia ezterior da aplicacao . Temos:

Ap(ur Ao Aup) = P(u) Al A P(uy), (1.4)

quaisquer que sejam uj,...,u, € V. Em particular, A% = idm qualquer que seja .
Recordamos que o determinante de uma transformacao linear ¢ : V — V pode ser definido
pela relacao:

A'pler A...ANey) = (det Pler AL . Aen, (1.5)

onde (e,) é uma base qualquer de V.

b. Algebras de Grassmann

Consideremos agora um espaco vetorial métrico (V,v), isto é, munimos o espago V de
um tensor métrico ndo-degenerado v € T?V* de assinatura (p,q), p + q = n.
Chamamos de operacdo de abaizamento de indice induzida por ¥ ao isomorfismo 7, :
V — V*, definido pela relacdo:
(reu)(v) = 7(u,v), (1.6)

quaisquer que sejam u,v € V. O isomorfismo inverso de 7, sera denotado por v*: V* — V
e chamado de operacdo de levantamento de indice; temos:

=t (1.7)

Este isomorfismo induz um tensor métrico y~! € T?V sobre o espago dual de V, definido
por:

7 e, 8) = 1(v* 2, 7" B), (1.8)

quaisquer que sejam a,3 € V*. Chamamos y~! de reciproco do tensor métrico y. Pode-se
mostrar que 7~} tem a mesma assinatura que 7.

Chamamos de reciproca de uma transformacdo linear ¢ : V — V a transformacéio linear
Y1 : V* — V*, definida pela relacio:

¢—1°7* =7t°¢- (19)

N3ao ha risco de confusao com a inversa da transformagao v, j4 que esta tdltima é uma
transformacdo de V em V.
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Se (¢,) C V é uma base qualquer de V e (6?) C V* é sua base dual em V™ (6°(e,) = ¢7),
entdo denotamos por (e?) € V e por (8,) € V* as bases de V e V* definidas, respectivamente,
por:

e = 40P = v"%¢,

Y (1.10)
ou = Tx€p = 7uu0 ,

onde 77 = v~ 1(6%,6°) e v = 7(eu,e,). Chamamos estas bases de de bases reciprocas de
(e,) e (7). Note que (6,) é a base dual de (e”).
Podemos usar o tensor métrico v para construir um produto interno ( | ) : A(V)xA(V) —
IR sobre A(V), definindo:
(AIB) = det(x(ui,v;)), (L11)

se A=uyyA...ANu,e B=v1A...Avp, w0 €AYV),e=1,...,r,e
(A|B) =0,

se A € A"(V),B € A*(V), r # s. Este produto é estendido a todos A,B € A(V) por
linearidade. A algebra exterior A(V) munida deste produto interno é chamada de dlgebra
de Grassmann de V e sera denotada por A(V,7).

Se o espago vetorial métrico (V,7) estd munido também de uma orientacdo, isto é, de
um n-vetor volume T € A™(V) tal que:

(rlr) = (=)%, (1.12)

entdo podemos introduzir ainda um isomorfismo natural entre os espagos A"(V) e A*~7(V),
chamado de operador de dualidade de Hodge (ou de operador estrela de Hodge) e denotado
por * : A"(V) — A" "(V). Este operador é definido pela relagao:

ANA+B = (A|B)r, (1.13)

quaisquer que sejam A, B € A"(V'). Obviamente, este operador é estendido naturalmente a
um isomorfismo * : A(V) — A(V) por linearidade. O inverso x™! : A*™"(V) — A"(V) do
operador de dualidade de Hodge é dado por:

+71 = (=) ("sgn 7 %, (1.14)

onde sgn ¥ = ¥/|7| denota o sinal do determinante ¥ = det(7ya.p).

1.2. Algebras de Clifford

A dlgebra de Clifford C(V,v) de um espago vetorial métrico (V,v) é definida como a
&lgebra quociente!
(v)
J(v)
onde J(y) C T(V) é o ideal bilateral de T'(V') gerado pelos elementos da forma u ® v +
v® u — 2y(u,v), com u,v € V C T(V). As algebras de Clifford geradas por formas

CV,y)=

!Para outras maneiras possiveis de se definir as 4dlgebras de Clifford, vide, por exemplo, [2].
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bilineares simétricas também sao denominadas de algebras de Clifford ortogonais, a fim de
se distingui-las das algebras de Clifford simpléticas, que sido aquelas geradas por formas
bilineares anti-simétricas.

A projegao natural de T'(V') sobre a algebra quociente C(V,7) serd denotada por p., :
T(V)— C(V,v). A multiplicagdo em C(V,v) serd denotada simplesmente por justaposi¢io
e chamada de produto de Clifford. Temos:

AB = p,(A® B) (1.15)

quaisquer que sejam A, B € C(V, 7).
Podemos identificar os subespagos IR,V C T(V') com suas imagens em C(V,v). Entdo,
em particular, para quaisquer v,v € V C C(V,7), temos:

uv + vu = 2y(u,v). (1.16)

Note que como o ideal J(y) C T(V) é inomogéneo, de graduagio par, ele induz uma
graduacgao Z na algebra C(V,v), ou seja,

C(V,2y)=Ct(V,m) @ C~(V,v),

com
CTVi1) = p(DTYV)
=0
C-(V,1) = p(@T7V).
r=0

Os elementos de C*(V,v) formam uma subalgebra de C(V,v), chamada de subdlgebra par
de C(V, 7).
Enunciamos agora um teorema fundamental concernente a estrutura das éalgebras de

Clifford reais:[®

| Universalidade de C (V,7)| Se A é uma dlgebra real e associativa com unidade, entio
cada transformacgdo linear ¢ : V — A tal que

(¥(w))* = v(u,u)

para todo u € V, pode ser estendida de maneira iinica a um homomorfismo Cy, : C(V,7) —
A, satisfazendo a relacao:

b =Cyopy (1.17)

Segue deste resultado que se (V,v) e (V',7') sdo dois espagos vetoriais métricos e ¥ :
V — V' é uma transformagéo linear tal que:

7 ($(w), ¥(v)) = 7(u,v) (1.18)

quaisquer que sejam u,v € V, entdo existe um homomorfismo Cy, : C(V,v) — C(V',v")
entre suas algebras de Clifford, satisfazendo:

Cyopy = pyotp. (1.19)
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Além disto, se (V,7v) e (V',7’) sdo espagos metricamente isomorfos,? ento suas 4lgebras de
Clifford também sio isomorfas.

Observamos ainda que duas algebras de Clifford C(V,v) e C(V,7’) com o mesmo espago
vetorial subjacente V' sdo isomorfas se e somente se as formas bilineares que as induzem
tém a mesma assinatura. Portanto, existe essencialmente uma algebra de Clifford para
cada assinatura sobre um espago vetorial V dado. Em particular, denotamos por IR, 4,
P+ q = n, a algebra de Clifford do espago vetorial IR® munido de um tensor métrico de
assinatura (p, q).

Outra consequéncia (indireta) importante da universalidade é que C(V,v) é isomorfa,
como um espago vetorial sobre IR, & édlgebra de Grassmann A(V,7) (denotamos este fato
por A(V,7) C. C(V,7)). Assim, C(V,7) tem dimensdo 2" e dado A € C(V,v) podemos
escrever:

A=) (A), (1.20)

com (A), € A"(V) G C(V,7).

Os elementos de C(V,v) também serdo chamados de multivetores (ou de multiformas,
dependendo de V). Além disto, se A = (A), para algum r fixo, também dizemos que A
€ homogéneo, de grau r. Neste caso, também escrevemos A = 4, € A(V) C, C(V,y). O
produto de Clifford de multivetores homogéneos A,, B, € C(V,7) é dado pela relacio:

m

A By = (A"‘B3>|'r—s| + (ATBS>|r—s|+2 + .+ (ArBs)rys = Z(ATB3>|T—5|+2k’ (1.21)
k=0

onde m = H(r+ s —|r - s|).
Podemos introduzir em C(V,7) os seguintes produtos fundamentais: (cf. Hestenes()

|Produto Interior] <1 C(V,7) x C(V,7) — C(V,7), definido, para multivetores
homogéneos, por:

Ay - Bs = (ArBg)ir—s|, , 0
( Yr—s| se 1,8> (1.22)
A, - B, =0, se r=0 ou s=0.
Para multivetores quaisquer, A, B € C(V,7), temos:
A-B =) (AB),_, (1.23)

T8

| Produto Exterior | A : C(V,7) x C(V,y) — C(V,7), definido, para multivetores ho-
mogéneos, por

Ay ANBs = (A;Bg)rys. (1.24)
Para multivetores quaisquer, A, B € C(V, ), temos:

AANB =Y (AB)4, (1.25)

7,8

2Chamamos de isomorfismo métrico a um isomorfismo entre espagos vetoriais que satisfaca a Eq. (1.18).
O termo isometria sera reservado para designar um isomorfismo métrico de um espago nele mesmo.
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Observamos que o produto exterior é associativo, isto &,
AN(BAC)=(AANB)AC=AANBAC. (1.26)
Para o produto interior temos apenas as identidades:

Ay - (Bs-Ct)=(A; ABy)-Cy for r+35<t, r,s>0

1.27
A, - (Bs-Cy)=(A,-Bs)-C; for r+1t <s. ( )

Podemos introduzir ainda na algebra C(V,v) o automorfismo principal ® : C(V,v) —
C(V,7), o antiautomorfismo principal (reversdo) t C(V,7) — C(V,v) e a conjugacdo
*: C(V,y) — C(V,7), dados, respectivamente por:

(AB)® = A°B°,
(aB) = Bfat, (1.28)
A* — (AT)U,

quaisquer que sejam A, B € C(V,v),com A = Ase A€ R,A°=~-AseAcVe At =4
sceAcRouAeV.

Apresentamos abaixo algumas identidades muito importantes que sio satisfeitas pelas
operagoes introduzidas acima e que sdo validas para quaisquer a,a;,...,a, € V, A, €
A"(V), Bs € A*(V), r,s > 0: (vide [4])

(AE') = (4); = (=) (4),
(AT), = ()] = (=) C-V2(a),
Ar : s - (_)r(s l)Bs ) Ar; T S $
A, ANBs=(=)"B; AN A,
a- A = %(aAT (=) Ara); aAA, = %(aA, + (=) Ara),
A, =a-A, +aNA,; Aja=A,-a+ A ANa (1.29)
a-(ArBs) = (a-A;)Bs+(-)"Ar(a-B,)
= (aAA)B, — (=) A (a A By)

A(A;Bs) = (aAAy)B,~ (=) Ar(a- By)
= (a-A)B, +(-) A(a A B,)

”
a-(ar...a;) = E(—)Hla car(ay...ag—1Gk41 ... Q)

T
a-(ayAN...Na,) = Z(—)k+1a-ak(a1/\.../\ak_l/\ak+1/\.../\ar)

Notamos também que o produto interior de Clifford para multivetores de mesma graduacio
esta relacionado ao produto interior de Grassmann por:

(A,|B,) = Al - B,, (1.30)
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quaisquer que sejam A,,B, € A"V ¢, C(V,7y),r > 0.

Se o espago vetorial métrico (V,v) é ainda orientado, entdo podemos também estender
a operagao de dualidade de Hodge para a édlgebra de Clifford of V, definindo * : C(V,y) —
C(V,v) por:

* A=) *(4),. (1.31)
Este operador satisfaz, para quaisquer A, € A"(V) e B, € A3(V), r,s > 0:

A ANxBy = B;A*A,; r=3

Ay - *B; =B, -%xA,; r+s=n

A ABy = (=)D w(al B, r<s
AT-*Bsz(—)”*(AI/\Bs); r+s<n
*AT:AI-TZAIT; r>1

*T =sgn v; *1=r7

(1.32)

1.3. Automorfismos Simétricos e Produtos de Clifford Ortogonais

Além do produto de Clifford “natural” de C(V,7v), podemos introduzir, nesta mesma
algebra, uma infinidade de outros produtos do tipo do de Clifford, um para cada automor-
fismo simétrico do seu espago vetorial subjacente. No que segue, vamos construir explicita-
mente estes produtos, que desempenhardo um papel muito importante na teoria que vamos
desenvolver subsequentemente.

Antes de tudo, lembramos que existe uma correspondéncia um-a-um entre os endomor-
fismos de (V,7) e as formas bilineares sobre V. De fato, a cada endomorfismo ¢ : V — V
podemos associar uma forma bilinear ¥ : V x V — IR, pela relacio:

Y(u,v) = y(u,9P(v)), _ (1.33)

quaisquer que sejam u,v € V. Seguindo a abordagem de Hestenes ([4], Sec. 3-7) projetamos
a forma bilinear ¥ como um “produto interno” de vetores na lgebra C(V,7), definindo:

wov = V(u,v) =u-YP(v), A (1.34)

quaisquer que sejam u,v € V C, C(V,7). (Esta notacio é conveniente quando estamos
lidando com uma tnica forma bilinear, como é o caso neste trabalho.)

Lembramos ainda que um endomorfismo 9 : V — V é chamado simétrico ou anti-
simétrico conforme a forma bilinear ¥ associada a ele seja, respectivamente, simétrica ou
anti-simétrica. No caso mais geral, podemos escrever ¥ como:

U= “I’-}- + \11—7 (1-35)

3Esta possibilidade de se introduzir produtos de Clifford diferentes na mesma algebra de Clifford ji foi

encontrada por Arcuri.l%! Nossos resultados parecem explicar aqueles obtidos por ela, mas nio vamos nos
deter neste assunto neste trabalho.
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com ¥4(u,v) = %(‘I!(u,v) + ¥(v,u)), quaisquer que sejam u,v € V. Entado, correspon-
dentemente, o endomorfismo % associado a ¥ é escrito como a soma de um endomorfismo
simétrico e de um anti-simétrico, isto é,

b=+, (1.36)

com Y4+,¥_ : V — V representando os endomorfismos associados as formas bilineares ¥,
e ¥_, respectivamente.

Se ¥ = ¥4 é um automorfismo simétrico de (V,v), a forma bilinear ¥ associada a ele
tem todas as propriedades de um tensor métrico sobre V e pode ser usada para definir uma
nova estrutura de algebra de Clifford C(V,¥). Pode-se mostrar facilmente que C(V, ¥) serd
isomorfa a élgebra de Clifford original C(V,7) se e somente se existir um automorfismo
P12 :V - V tal que:

w-(v) = 93 (u) - 92(v), (1.37)

quaisquer que sejam u,v € V. Transformacbes que satisfazem esta relag¢io sio chamadas
de positivas e ¥1/? é usualmente chamada de “raiz quadrada” da aplicacio 1. Pode-se
mostrar facilmente que toda transformacao simétrica positiva possui, no miaximo, 2n raizes
quadradas, sendo todas transformacGes simétricas, mas apenas uma delas positiva.

Se a Eq. (1.37) é satisfeita, podemos reproduzir o produto de Clifford de C(V,¥) na
algebra C(V,7) definindo uma operagio V : C(V,v) x C(V,v) — C(V,~), por:

AV B = Ay 2 (AgM2(A)ApHA(B)) (1.38)

quaisquer que sejam A, B € C(V,v), onde ¢~1/2 & o inverso do automorfismo %'/2 e por
abuso de notagdo estamos escrevendo Ay'/? : C(V,7) D A(V) — A(V) C, C(V,7) para a
aplicagdo definida de acordo com a Eq. (1.3). Note que, em particular, se u,v € V G, C(V,7)
sao vetores, entao temos:

uVov=uov+uAuv.

Além disto, estabelece-se trivialmente que o produto vV : C(V,v) x C(V,vy) — C(V,%)
satisfaz todas as propriedades do produto de Clifford que enunciamos anteriormente. De
fato, denotando por o : C(V,v) x C(V,7) — C(V,7) o “produto interior” induzido por
vV:C(V,y) x C(V,v) = C(V,v), ou seja,

AeB= Y (AVB)_y, (1.39)
r,8>0

obtemos relagoes analogas aquelas dadas na se¢do anterior, com o produto interior usual
“” substituido por este.

Ainda mais, se fazemos uma mudanca na escala de volumes, introduzindo um outro
n-vetor volume 7¢ € A™(V) tal que

b oty = (<), (1.40)

entao podemos introduzir também o analogo do operador de dualidade de Hodge para este
novo produto de Clifford, definindo x: C(V,v) — C(V,~), por:

A, AxB, = (Al o B,)ry, (1.41)
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quaisquer que sejam A, B, € A"(V) C C(V,v), r = 0,...,n. Naturalmente, esta opera¢io
satisfaz relagoes andlogas aquelas dadas pelas Egs. (1.32). Além disto, este operador est4
relacionado ao operador de dualidade de Hodge “natural” da algebra por:

x = A~ V2 4 A2, (1.42)

Vamos agora estabelecer nossos resultados de uma forma mais operacional. Para isto,
lembramos que toda transformagdo linear pode ser expressa como a composta de trans-
formagdes elementares dos tipos R, : V — Ve S5 : V — V, definidas por: ([4], Sec. 3-6)

Ro(u) = —aua™!

(1.43)
Sap(u) = u + (u-a)b,

qualquer que seja u € V, onde a,b € V sao vetores nao-nulos que parametrizam a trans-
formagioe a™! = a/a’ = a/(a-a). Transformacées do tipo R, sio chamadas de reflexdes (ou
de simetrias). Lembramos que toda isometria de (V,v) pode ser escrita como a composta
de, no maximo, n reflexdes. (Teorema de Cartan-Dieudonné.)

|
|
|
: Ra(u)
|

Fig. 1.1. Reflezdo. Cada vetor u € V é levado em sua imagem
especular pelo hiperplano dos vetores ortogonais a a.

A parte anti-simétrica de uma transformagio do tipo S,; serd chamada de tor¢do* e
denotada por S[,;;. Temos:

1 1
Stati(w) = 5 (Sab(w) = Spa(w)) = Ju-(a A b), (1.44)
qualquer que seja u € V. Por sua vez, a parte simétrica de S,;, dada por
1
S(ap)(u) = 3 (Sab(u) + Spa(w)), (1.45)

para todo u € V, serd chamada de cisalhamento no plano a Ab se a-b = 0, ou de dilatagdo
ao longo de a, se a Ab = 0. Obviamente, uma dilatagio ao longo de uma dire¢ao a pode ser

*Nossa nomenclatura difere um pouco da adotada por Hestenes, de onde estes resultados foram extraidos.
O motivo de a termos modificado é que a nomenclatura usada por ele nio corresponde aos termos que sio
empregados normalmente na geometria diferencial e nas teorias de meios continuos. (Ver Sec. 2.2, Cap. 2)



CAPITULO 1. PRELIMINARES 14

Fig. 1.2. (a) Dilatagio. A componente, na diregao de a, de
cada vetor 4 € V' é multiplicada por 1 + £, sendo mantidas suas
componentes nas demais dire¢es. (b) Tor¢do e Cisalhamento.

escrita mais simplesmente como:
a
Sa(u) = u+£(u-a)§, (1.46)

qualquer que seja u € V, onde £ € IR, £ > —1 é um parametro escalar. Note que se £ = 0,
entdo S5, € a identidade de V', qualquer que seja a. Se ¢ # 0, entdo S, é uma contracio
(=1 < £<0) ou uma dilatagdo (£ > 0), na dire¢do de a, por um fator 1 + £.

Toda transformagéao simétrica e positiva pode ser escrita como a composi¢ao de dilatacoes
ao longo de, no maximo, n diregdes ortogonais. Para ver isto é suficiente lembrar que para
qualquer transformagdo simétrica v podemos encontrar uma base ortonormal (ay) de V
para a qual (indices alinhados nio devem ser somados)

w(au) = ’\(u)aua (147)
onde A, € IR é o autovalor de 9 associado ao autovetor a, (u=1,...,n). Em relacio
base (a,), temos:

P(u) =u+ Emyulay +--- + §(nyu"an, (1.48)

para todo u = u®a, € V, onde §(u) = Aw) — 1. Entdo, definindo
a
Su(u) = u+€(u)(u'au)a—§v (149)
m

qualquer que seja u € V, segue que:
Y =Sy 08, (1.50)

Se além de ser simétrica a transformacio ¥ é positiva, entao temos, em particular,
a, - P(a,) = ¥%(a,) - P/%(a,) = Au)@u - @y, onde $1/2 & a raiz quadrada positiva de .
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Entao, como a assinatura de uma forma bilinear é preservada por transformagoGes lineares
(lei de inércia de Sylvester), concluimos que:

_ ¢1/2(au) . ¢1/2(au) > 0.

a,-a,

Aw)

n

Isto significa que, na Eq. (1.49), o parimetro €(u) = Aw) — 1 é maior que —1 e portanto
satisfaz a definicdo de dilatagdo dada pela Eq. (1.46). Note ainda que a raiz quadrada
positiva de 9 é dada por ¢1/2 = 511/20 cev 0 ,11/2, com

a
S (u) = u+((u)(u'au);§i, (1.51)
m

qualquer que seja u € V, onde Cuy =1+ A)-

Com os resultados acima, é trivial dar uma forma operacional ao produto definido
pela Eq. (1.38), embora eventualmente isto exija uma grande quantidade de manipulagio
algébrica.

E interessante notar que a transformagdo dada pela Eq. (1.46) unifica os conceitos de
dilatagdo, contragdo, projecao e reflexdo se permitirmos que o parametro £ assuma qualquer
valor. De fato, para £ = —1, temos:

a

SS(u)= Py(u) = u—(u- a);, (1.52)

isto é, para £ = —1, 5§ = P, é a projecdo no hiperplano ortogonal a a. Evidentemente, esta
transformacdo é singular.

Por outro lado, se £ = —2, entdo 5§ é uma reflexdo em relacio ao hiperplano ortogonal a

a. Para ver isto, basta notar que uma reflexdo simples em relagio ao hiperplano ortogonal
a a também pode ser escrita como:

Ro(u) = -aua™?

= —%[a-(u/\a)-{—a/\(wa)]
= —% [(a-u)a ~a*u+(a- u)a] ,
isto é,
Ry(u)=u—2(a- u)a%, (1.53)

qualquer que seja u € V. Portanto, R, = 572.
Finalmente, é facil verificar que, de modo geral, se £ < ~1, entdo

S¢ = Ry0858 "2 = 52 R,, (1.54)

onde (%2 = |€]. Ou seja, S¢ é a composicio de uma reflexio na dire¢do de a com uma
dilatagdo, na mesma dire¢do, por um fator (2 — 1.

Ressaltamos finalmente que embora tenhamos considerado somente as transformagdes
simétricas positivas nas constru¢des acima, o formalismo pode ser adaptado para incluir
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transformacoes mais gerais. De fato, poderiamos considerar até mesmo transformacoes
nao-simétricas, mas isto requeriria ampliar nossa discussao das algebras de Clifford para
incluir também as algebras de Clifford ndo-ortogonais. Isto estd além dos propédsitos deste
trabalho. Somente apontamos que, em particular, transformagdes anti-simétricas devem
gerar produtos de Clifford simpléticos.F!

2. Fibrados de Cartan e Hodge

Nesta secdo, discutiremos brevemente os processos de diferenciagao nos fibrados de Car-
tan e Hodge e a formulagdo da geometria diferencial nestes fibrados. Vamos seguir basica-
mente a terminologia e a notagio usadas por Choquet-Bruhat.[6]

2.1. Fibrado de Cartan
a. Derivada Exterior

Sejam M uma variedade C*° de dimensdo n, Ty M o espago cotangente de M em um
pontoz € M, T*M o fibrado cotangente de M e F(M) o conjunto das fungdes diferencidveis,
a valores reais, com dominio em alguma vizinhanga de M.

Definimos o fibrado de Cartan sobre o fibrado cotangente de M por:

ANT*M) = | MT;M) = | éAT(T;M)

zeM zeEM r=0

onde A(T; M),z € M, denota a algebra exterior do espago T M. O sub-fibrado A™(T*M) C
A(T* M) definido por:
A(T*M) = | A (T3 M)
z€M
é chamado de fibrado das r-formas (r = 0,...,n).
No fibrado de Cartan, podemos introduzir o operador fundamental d sec(A(T*M)) —
sec(A(T*M)),? chamado de derivada exterior e definido pelas relacdes:

(i) d(A+ B)=dA+dB;

(i) d(AANB)=dAAB+ A° AdB;
(i) df(w) = u(f);

(iv) d? =0,

quaisquer que sejam A, B € sec(A(T*M)), f € F(M) e u € sec(TM).

b. Formas a Valores Vetoriais

Sejam V um espago vetorial real de dimensdo finita m e T, M o espago tangente da
variedade M em um ponto z. Uma r-forma ¥, sobre um ponto z € M, com valores no

®Denotamos por sec(A(T*M)) o espago das segdes do fibrado A(T* M).
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espago vetorial V', é uma aplicagao r-linear totalmente anti-simétrica de T, M em V, isto é,

Ve : TMX...xXT:M - V
(viy..y0r) = Yg(v1,...,0),
quaisquer que sejam vi,...,v € TpzM. O espago vetorial das r-formas a valores em V,
sobre um ponto z € M sera denotado por AL(M,V).

Se (E4), A = 1,...,m é uma base qualquer de V', podemos escrever v, € AL(M,V)
como:

Yr(v1,.. ., 0r) :zbf(vl,...,v,)EA, (1.55)

onde Y2(vy,...,v,) € R. A aplicagio (vy,...,v,) — ¥v3(vy,...,v,) é r-linear e totalmente
anti-simétrica. Portanto, ela define uma r-forma ordinéria (a valores escalares) no ponto z,
isto é, temos:

Yr = 97 @ Eq, (1.56)
onde Y2 € AL (M), A=1,...,m
Um campo de r-formas sobre M, a valores em V é uma aplicagdo z — 1., qua a cada
ponto z € U C M de um aberto U de M associa uma r-forma 9, € AZ(M,V). Temos:

% =94 ® Ey, (1.57)

onde ¢4 € AT(T*M ), A=1,...,m sdo campos de r-formas ordinarios sobre M. Denotamos
por A"(M,V) o espaco dos campos de r-formas a valores em V, isto é,

A(M,V)= | AL(M,V).
zeM

Chamamos de diferencial exterior de um campo de r-formas ¥ = ¥4 Q@ E4 € AT(M V)
ao campo dy € A"*1(M,V), definido pela relagio:

dy = dyp?* ® E4. (1.58)

Demonstra-se facilmente que esta defini¢do ndo depende da escolha de uma base para o
espaco vetorial V.

Suponhamos agora que o espago vetorial V estd4 munido de uma estrutura de algebra de
Lie, definida por uma operagdo [, |: V xV - V.

Definimos o colchete [ , | : A"(M,V) x A*(M,V) — A™*(M,V) de um campo de
r-formas e um campo de s-formas sobre M a valores em V pela relagio:

[6,9] = (¢* AYP) ® [Ea, EB), (1.59)

quaisquer que sejam ¢ € A"(M,V) e ¢ € A*(M,V). E facil verificar que esta defini¢do ndo
depende da base escolhida para V. Esta operacdo satisfaz as seguintes propriedades:

(61 + é2,9] = [¢1,¥] + (2, ¥
(6, 9] = (=)**[¢, ]

(=)"¢, (%, 0] +(—)”[ ¥, 16,911 + (-)*[8,[4,¥]] = 0
¢, ¢] = [d¢, ] + (-)"[4,d¥],

quaisquer que sejam @, $y,¢2 € AT(M,V), ¢ € AS(M,V)e 8 A}(M,V).

(1.60)
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2.2. Fibrado de Hodge

Consideremos agora uma variedade métrica e orientada M = (M,v,7), quer dizer,
munimos M com um campo tensorial métrico ndo-degenerado v € sec(TZ M) de assinatura
(p,q) e com uma n-forma volume 7 € sec(A"T*M). Denotamos por ™ € sec(T§M) o
reciproco do tensor métrico v e por ( | ) : sec(A(T*M)) x sec(A(T*M)) — F(M) o produto
de Grassmann induzido sobre A(T*M) pelo tensor métrico vy~ 1.

Chamamos de fibrado de Hodge da variedade M, ao par:

AM) = (MT"M),(])) -

Além do operador derivada exterior, esta definido no fibrado de Hodge de M o ope-
rador codiferencial de Hodge 6 : sec(A(T*M)) — sec(A(T*M)), dado, para multiformas
homogéneas, por:

§=(=)*"'d« (1.61)

Podemos introduzir ainda o operador A : sec(A(T*M)) — sec(A(T*M)), chamado de
Laplaciano de Hodge, dado por:

A = —(d6 + 8d). (1.62)

Lembramos que a derivada exterior, o codiferencial de Hodge e o Laplaciano de Hodge
satisfazem as relacoOes:

dd=66=0; A= (d-é)*

dA = Ad; 6A = Ab

6% = (=)"Tlxd; *6 = (=) dx

déx = x6d; *db = dd*; *A = Ax

(1.63)

2.3. Geometria Diferencial nos Fibrados de Cartan e Hodge

Vamos supor agora que a variedade métrica e orientada M estd munida de uma conexio
afim arbitraria V. Lembramos que os tensores de torgdo e curvatura de M, associados a
conexao V, sao dados respectivamente por:

T(a,u,v) = a(Vyv — Vyu — [u,v))

1.64
R(w,,u,) = o VuVow — Vo Vyw — Vi y1w), (1.64)
quaisquer que sejam u,v,w € sec(T'M) e a € sec(T*M), onde
(u,v] = uv — vu (1.65)
denota o colchete de Lie dos campos vetoriais u e v.
Dado um referencial mével arbitrario (ey) sobre TM, escrevemos:
€a €3] = ¢’ e
Ve, = Lyge,,
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onde cZﬂ sao os coeficientes de estrutura do referencial (ey) e Lgﬂ sao os coeficientes da
conezdo neste referencial. Entdo, as componentes dos tensores de torcao e curvatura sao
dadas, respectivamente, por:
Po_ P _gp P
Tap = Lag = Lo = cap (1.67)
Rytfap = ea(Lf,) — eg(L8,) + L8, LG, — LG, L, — gLt

Bo~au
Agora, seja (67) o referencial dual de (e,). Entdo temos:

d6r = —%02600’ A 6P

(1.68)

e introduzimos as I-formas da conezdo wj € sec(A(T*M)), as 2-formas de torgdo ©° €

sec(A2(T*M)) e as 2-formas de curvatura Qf € sec(A%(T*M)) associadas a (§°), pelas
relagoes:

wg = Lgaea,

p 1 P po 8
0f = §Taﬁ0 e (1.69)
Q= %Rupaﬁoa NP

Multiplicando as Egs. (1.67) por 26% A 6° e usando as Eqgs. (1.68) e (1.69), obtemos as
FEquagoes de Estrutura de Cartan:

D6 = do° + Wiy A §° = ©F

(1.70)
— 14 _
Dwﬁ = dwﬁ +u.)‘6 /\wg = QZ,

onde D : sec(A(T*M)) — sec(A(T*M)) denota a derivada exterior covariante associada a
conexao V.

Como estamos lidando com uma variedade métrica, € necessario completar as equagoes
de estrutura de Cartan com as equagbes que estabelecem a relacdo entre a conexio e a
métrica. Para isto, seguindo a nomenclatura usual,[” 8 9 escrevemos:

Qapoe = ~VaT80 = —€al780) + 7uaLZﬁ + v8ulto (1.71)

e chamamos de ametricidade o campo tensorial que tem estas componentes.® Correspon-
dentemente, introduzimos as 2-formas de ametricidade, por:

Q° = %Qf’aﬁ]O"‘ N (1.72)

onde Qfaﬁ] = Y""(Qupy — Qpoyu)- Multiplicando a Eq. (1.71) por 8% A 87 e usando a
Eq. (1.70a), obtemos:

_ g8 _
Do, =df, —uPnbs=0,, (1.73)
5Usamos a notagio Vytt = (Veo )b = (V)4 para as componentes da derivada covariante de
um campo tensorial t. Isto nao deve ser confundido com Ve, t8' = es(tL::)), que denota a derivada das

componentes de t na diregio de e,.
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onde (6,) é o referencial reciproco de (6”) e
¢, =0,-Q,. (1.74)

A Eq. (1.73) pode ser usada como o complemento das equagdes de estrutura de Cartan para
o caso de uma variedade métrica.”

Além das 2-formas de tor¢ao, ametricidade e curvatura, introduzimos a I-forma de tor¢do
t € AYT*M), a I-forma de Weyl w, € sec(A(T*M)) e as I-formas de Ricci R, €
sec(A1(T*M)), pelas relagdes:

t=T2 0
w = 70Q ot (1.75)
R, =R, ;0"

onde To’jﬁ, Qoap © R,Pop denotam, respectivamente, os tensores de tor¢do, ametricidade

e curvatura da conexao considerada. Lembramos também que R,, = R,%, é o chamado
tensor de Ricct da variedade.
Derivando as Eqgs. (1.70) e (1.73) obtemos as identidades de Bianchi:
DO’ = dO° +whAOF =Qfnb°
— P B p B _
D, = dQZ—QﬁAwu+wﬂ/\Qu—-0 (1.76)
D®, = d&,—wiATg5=—-Q8Ab;
Um par (y,V), onde v € sec(TZM) é um tensor métrico e V é uma conexio afim
sobre M, sera chamado de estrutura geométrica (ou simplesmente de geometria) sobre M.
Lembramos que uma estrutura geométrica estd completamente caracterizada quando sao

conhecidos seus tensores de tor¢io, ametricidade e curvatura.
Qualquer tripla (M,v,V), onde (y,V) é uma estrutura geométrica sobre M tal que:

Vy=0 e T[V]#0, (1.77)
é chamada de espago de Cartan. Por outro lado, se
T[V]=0 e Vy#0, (1.78)

entdo chamamos a tripla (M, v, V) de espago de Weyl. Finalmente, se a tor¢io e a ametri-
cidade se anulam simultaneamente, isto é, se

T[V]=0 e Vy=0, (1.79)

entdo chamamos (M, v, V) de espago de Riemann e neste caso o par (y,V) é chamado de
estrutura Riemanniana. Além disto, se os tensores de tor¢ao e ametricidade sio ambos
nao-nulos, entdo chamamos (M,~,V) de espago de Riemann-Cartan- Weyl.

"Pelo nosso conhecimento, a Eq. (1.73)—e também a “identidade de Bianchi” que segue dela (Eq. 1.76¢)—
nao é encontrada em nenhuma parte da literatura, embora ela pareca ser a extensio mais natural das equagées
de estrutura de Cartan para o caso de uma variedade métrica.
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Lembramos que para cada tensor métrico definido sobre a variedade M existe uma unica
conexdo nas condi¢ées das Eqgs. (1.79), que é chamada de conezdo de Levi-Civita da métrica
considerada. Com excecdo da derivada covariante associada a conexao de Levi-Civita—que
daqui por diante denotaremos por D—e de seus coeficientes—que denotaremos por I?° P
qualquer outra quantidade relativa a uma estrutura Riemanniana serd denotada com um
circunflexo sobre o seu simbolo usual.

E importante notar que dada uma variedade métrica qualquer, podemos expressar os co-
eficientes de uma conexo genérica V em termos dos coeficientes da conexdo de Levi-Civita
da métrica da variedade. De fato, das Eqgs. (1.67a) e (1.71), obtemos a expressio dos coefi-
cientes de uma conexdo V, com tensores de torcdo e ametricidade dados, respectivamente,

por Tgﬁ e Qoap:

1
Lgﬁ §7pa [60(7[30) + e5(Yoa) = €s(Yap)]
1
- 3 [Vuaho + V6uchs = Vuolag]

1 o
+ 57’) [Qaﬁa + Qﬁaa - Qaaﬁ]

1
5 [7uaT5,, + 'YHung - 7ua’To‘:ﬁ] . (180)

Por outro lado, os coeficientes Fo‘:ﬁ da conexao de Levi-Civita D de v, sdao dados por:

1
FSB = §7p0 [ea(7ﬁ0) + eﬁ(7aa) - 60(701;6)]
1
— 5796 [wacga + Vouho — mcgﬁ] ) (1.81)

de modo que

Lgﬁ = thﬁ + ,‘/pa [Qaﬁa + Qﬁaa - Qoaﬁ]

NN N

[VuaTga + 76uThs — 7uaT:g] . (1.82)



Capitulo 2

O Operador de Dirac

Chamamos de fibrado de Clifford da variedade métrica (e orientada) M = (M,~v,7) ao
fibrado vetorial:

cem) = | c(Iz M,z h,
zeM

onde C(TM,v;') denota a algebra de Clifford do espago vetorial métrico (T} M,y;1).
Pode-se mostrar que:[m]

CHM) = P50 (pg) X Ad Ryp.q,

onde Pso, (p,q) € 0 fibrado principal dos referenciais ortonormais e Ad : Spin,(p, q) —
Aut(R,,), u — Ady, com Ady(z) = uzu~!, Vo € R,,. Note que podemos introduzir
também o sub-fibrado

Cle(M) = | CHTTM, ;)
zeM

onde C*(T2M,v;!) denota a subdlgebra par da 4lgebra de Clifford C(T:M,v;!).

Pode-se definir no fibrado de Clifford um operador diferencial @, chamado aqui de ope-
rador de Dirac fundamental, que esta intimamente relacionado a conexao de Levi-Civita de
M. No que segue, vamos estudar este operador e subsequentemente vamos mostrar que
ele pode ser generalizado a conexdes mais gerais que a de Levi-Civita, ou seja, a conexoes
que definem geometrias de Riemann-Cartan-Weyl. Além disto, usando os resultados da
Sec. 2.1.c, vamos mostrar também que se pode introduzir uma infinidade de outros ope-
radores do tipo do operador de Dirac, um para cada forma bilinear simétrica sobre M.
Estas construgdes nos permitirao formular a geometria dos espagos de Riemann-Cartan-
Weyl no fibrado de Clifford e também generalizar a formulacdo da geometria diferencial
destes espagos para situacOes nas quais se tem mais de uma estrutura geométrica. Alguns
conceitos geométricos novos, como o comutador e o anticomutador de Dirac serdo intro-
duzidos e também apresentaremos uma nova decomposicio de uma conexdo afim genérica,
identificando alguns novos tensores que sio importantes para o entendimento da formulacio
da teoria do campo gravitacional no espago chato e outros tépicos relacionados encontrados
na literatura.

22
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1. O Operador de Dirac Fundamental

1.1. Definicdo; Propriedades Basicas

Dado u € sec(TM) e i € sec(T*M) C sec(C{(M)), considere a aplicagao tensorial
b > GDyp, P € sec(CL(M)). Como DyJ(y7}) C J(771), onde J(y7!) é o ideal usado na
definicao de C€(M), a nogdo de derivada covariante (relacionada a conexao de Levi-Civita)
passa ao fibrado quociente C£(M) e podemos definir o operador de Dirac fundamental (ou
derivada de Dirac fundamental)

d = Tr(ué Dy,).
Se (#*) é um referencial mével sobre T*M, dual de um referencial (e,) sobre T M, temos:
3 =0°De, (2.1)
Para cada A € sec(C{(M)), temos:
dA =0%(De, A) = 0% - (DeyA) + 0% A (Dey, A)

e entao definimos:

a-A 8% - (De, A)
(?/\A = G“A(DeaA),

a fim de termos

d=23 +0A (2.2)

E facil mostrar que os operadores 8- e A satisfazem as seguintes identidades:

IN(AAB)=(8ANA)ANB+ A" A (0 A B)
9-(A-B)=(dAA,)-By+A°-(@-B,); r+1<ss (2.3)
= (=) *0N; *8-= (=)

Além destas identidades, temos o seguinte resultado fundamental:1 11, 12

Proposigao 2.1| O operador de Dirac fundamental @ estd relacionado a derivada ex-
terior d e ao codiferencial de Hodge ¢ por:

d=d-56, (2.4)

isto é, temos AN =d e 8- = —4.
Se f é umafungio, INf = 0°ADe, f = ex(f)8* =df ed-f = 0%-De,f = 0. Para

um campo de 1-formas 6” de um referencial mével sobre T*M, temos dA9? = 0% A De 67 =
——Fo’jﬁﬂ"‘ AP = —(:JE AGP = dee.

Agora, para um campo de r-formas qualquer w = Tl!wal 0% A .. A 8%, obtemos,
usando a Eq. (2.32), d Aw = L(dway.ay NI AL A 4wy, 0, d6 NO2 AL AO% +
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1. O Operador de Dirac Fundamental

1.1. Defini¢do; Propriedades Basicas

Dado u € sec(TM) e 4 € sec(T*M) C sec(C{(M)), considere a aplicagao tensorial
¥+ @Dy, ¥ € sec(C4(M)). Como DyJ(y™) C J(771), onde J(y7!) € o ideal usado na
definicdo de C€(M), a nogao de derivada covariante (relacionada a conexao de Levi-Civita)
passa ao fibrado quociente C£(M) e podemos definir o operador de Dirac fundamental (ou
derivada de Dirac fundamental)

d = Tr(u Dy,).
Se (%) é um referencial mével sobre T* M, dual de um referencial (e,) sobre T M, temos:
3 =0%De,, (2.1)
Para cada A € sec(C{(M)), temos:
QA = 0%(De, A) = 0% - (DeyA) + 6% A (DeyA)

e entao definimos:

d-A 0% - (De, A)
3/\A = 0°‘/\(DeaA),
a fim de termos

d =23 +0A (2.2)
E facil mostrar que os operadores @- e OA satisfazem as seguintes identidades:
IN(AAB)=(8NA)ANB+ A°A (0 A B)

(A, B)=(BAA)-By+A®-(3 B r+1<’s (2.3)
B = (=) *0N; *8-= (=)

Além destas identidades, temos o seguinte resultado fundamental:11% 11, 12

[Proposigz‘io 2.1| O operador de Dirac fundamental @ estd relacionado a derivada ex-
terior d e ao codiferencial de Hodge 6 por:

d=d-5, (2.4)

isto é, temos AN =d e 8- = —6.

[ProvalSe f é uma fungio, dAf = §°ADe, f = ea(f)0% = df e 8-f = 6*-De, f = 0. Para
um campo de 1-formas 6” de um referencial mével sobre T* M, temos 3 A9? = % A De 67 =
—F;’ﬁG“ AP = ——LIJE A 6P = dge.

Agora, para um campo de r-formas qualquer w = }!wal a0 A .. A 89, obtemos,
usando a Eq. (2.32), d Aw = L(dway.ay NI AL AO + Wy, o, d0°T AO2 AL NGO +
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+ (=) way..0an8* AL . .AB* =1 Adf*") = dw. Finalmente, usando as Eqgs. (1.63c) e (2.3c),
obtemos @ - w = —dw. m

Note finalmente que dado um referencial mével coordenado arbitririo (§* = dz*”) sobre
M, temos as seguintes relagoes:

8-0° = A0, = \/—_a (V) )

a * 90- _— Fpa. — "_ ao' \/ ' .
onde 60- = 8/8$a.

1.2. Comutador de Dirac e Anticomutador de Dirac

Dados dois campos de 1-formas «, 3 € sec(T*M) C sec(C4(M)), definimos:

[@.8] = (a-83)8-(8-0)a

{a,8} = (a-3)B+(B:3)a, (2.6)

onde @ denota o operador de Dirac fundamental da variedade. Estas operacdes serio cha-
madas, respectivamente, de comutador de Dirac e de anticomutador de Dirac dos campos
a e 3. Note que temos as identidades:

[.5] = 8-(arB)-[(@-a)AB—an(d-B)]

{@f) = dn(af)~[@ra)-f-a-(3AB). @7

O significado algébrico destas equacdes é claro: elas estabelecem que o comutador e o
anticomutador de Dirac medem o montante pelo qual os operadores 8- = —§ e A = d
violam a regra de Leibniz quando aplicados, respectivamente, ao produto exterior e ao
produto interior de dois campos de 1-formas.

Agora, seja (e,) um referencial mével qualquer sobre TM, () o seu referencial dual
sobre T*M e (f,) o referencial reciproco de (6°). Das Eqgs. (2.6), obtemos, respectivamente:

[[00,,0g]] = Deaoﬁ - Degea
= (I‘zﬂ - Fga)ap

= Cﬁﬁ()m (2.8)
{90,,0/3} = Deaoﬁ + Deﬁea
(Fcfﬁ + Fpa)op
= 1.6, (2.9)
onde I'}; sdo as componentes da conexao de Levi-Civita D de 7, ¢ 830 os coeficientes
de estrutura do referencial (§*) e estamos introduzindo a notagio b7, = Il + T, (O

significado destes coeficientes sera discutido mais adiante.)
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Claramente, a Eq. (2.8) estabelece que o comutador de Dirac é o analogo do colchete
de Lie de campos vetoriais. Estas operaces tém propriedades similares. Em particular,
notamos que o comutador de Dirac satisfaz a identidade de Jacobi:

IIa’[[:B’U]]] + [[ﬂv IIU7 a]]]] + IIUv IIavﬁ]]]] =0,

quaisquer que sejam a, 3,0 € sec(T*M) C C{(M). Portanto, o comutador de Dirac dd ao
fibrado cotangente de M uma estrutura de algebra de Lie.

O significado geométrico do comutador e do anticomutador de Dirac também sao esta-
belecidos facilmente a partir das Egs. (2.8) e (2.9): considere duas linhas integrais £, e {3
dos campos e, € eg respectivamente. Suponha que estas linhas se interseccionam em um
ponto pg € M e considere dois pontos p, € {4 e pg € {3 sobre estas linhas integrais que
estao infinitamente préximos de pg. Transportando paralelamente o “vetor” 8, do ponto pg
até ao ponto pg, ao longo de {3, obtemos o “vetor” 6., dado por:

Bo = 0o — 15,0,

Analogamente, transportando paralelamente o “vetor” 85 do ponto po até ao ponto p,, a0
longo de £, obtemos o “vetor” 6, dado por:

A diferenca 03 + 0, — (6o + 03) = (I'h5 — I5,)0) = [a,05] da a medida da abertura do

“paralelograma” formado por 0, 03, 0, e 3. Por sua vez, a Eq. (2.9) significa que o

Fig. 2.1. Comutador de Dirac.

anticomutador de Dirac mede a taxa de deformagdo do referencial (8,): {0,604} d4 a taxa
de dilatacdo do campo 8, sob deslocamentos ao longo da suas préprias linhas integrais,
enquanto {0, 0s}, a # (3, d4 a taxa de variagdo do dngulo entre 6, e 63, sob deslocamentos
na direcio um do outro.

Estabelecemos agora nosso segundo resultado fundamental:

|Proposi§5.o 2.2l Os coeficientes bgﬁ do anticomutador de Dirac em um referencial

moével (8,) sdo dados por:
bgﬁ = _('{:ep')')ozﬂv (2.10)
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{00’0ﬁ}

Fig. 2.2. Anticomutador de Dirac.

onde £.o denota a derivada de Lie na dire¢do do campo vetorial e’ e (e”) é o referencial
dual de (8,).

Os coeficientes Fapﬁ da conexdo de Levi-Civita de v sdo dados por: (Eq. 1.80)

1
iy = 37 lea(80) + €8(Voa) — €5 (Vap)]
1
- 57 [vuaCEa + YusCoo ~ mczﬁ] : (2.11)

Assim,
b =" [eg(')’aa) + ea(Yop) — €o(Vpa) = YuaCh, — m,cg,,] . (2.12)

Por outro lado, as componentes da derivada de Lie de um campo tensorial arbitrario
é = ¢papf*®0° € sec(T¢M ) na diregdo de um campo vetorial qualquer v = v%e, € sec(T M),
sao dadas por:

£v¢ = ea(bupv”) + ep(Gonv”)
- 7 [ea(¢oﬁ) + eﬂ(¢aa) - ea(d)aﬁ) + ¢,;gcf,‘a + dJQucﬁﬁ} . (2.13)

e no caso em que ¢ =y e v = e? = y*7¢,, obtemos, a Eq. (2.10). u

Em vista do resultado estabelecido pela Eq. (2.10), a tentativa de encontrar (caso exista)
um referencial mével para o qual bgﬁ = 0 é equivalente a resolver, localmente, as equacdes
de Killing para a variedade. Por causa disto, vamos nos referir a estes coeficientes como os
coeficientes de Killing do referencial. Estes coeficientes ndo tém carater tensorial: dados
dois referenciais méveis (ey) e (e4) sobre M, com ey = AS,e,, seus coeficientes de Killing

boge bZI, g estao relacionados por:

’

Vg = AL A%ea( AG) + AY A ep(AL)) + AL A ABB (2.14)

onde A% = (A7').
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Naturalmente, como as solugdes das equagdes de Killing estdo restritas pela estrutura
da métrica, tanto quanto pela topologia da variedade, ndo ser possivel encontrar, no caso
mais geral, nenhum referencial para o qual todos estes coeficientes sejam nulos. (No entanto,
sempre é possivel encontrar um referencial cujos coeficientes de Killing se anulam ao longo
de uma curva escolhida arbitrariamente.)

Note ainda que em vista das Eqs. (2.8) e (2.9) podemos escrever os coeficientes F(fﬁ da
conexao de Levi-Civita de ¥ como:

1
IZp = 5(Bg+ ). (2.15)

1.3. Operadores de Dirac Associados

Em vista dos resultados estabelecidos na Sec. 2.1.c, é claro que além do operador de Dirac
fundamental que acabamos de analisar, podemos ainda introduzir no fibrado de Clifford
C{(M) uma infinidade de outros operadores do tipo do operador de Dirac, um para cada
forma bilinear simétrica sobre a variedade M.

Daqui por diante, convencionamos denotar por g € sec(T¢M) uma forma bilinear nao-
degenerada, induzida por um “campo de transformagdes lineares” simétricas e positivas
g = h? € sec(T} M), fixado arbitrariamente. A forma bilinear reciproca de g serd denotada
por g~! € sec(T9M). Temos:

g7 (e,8) = a-g}(B) = k7 (e) - A7(B), (2.16)

quaisquer que sejam «, 3 € sec(T*M), onde g~ e h™! sao as reciprocas das transformagoes
g e h respectivamente. E importante ressaltar que a forma bilinear g nao deve ser confundida
com o tensor métrico v da variedade.

" Denotamos ainda por V : C4(M) X C4(M) — C{(M) o “produto de Clifford” induzido
em C{(M) pela forma bilinear g=*; por o : C{(M) x C{M) — C{(M) o “produto interior
de Clifford” associado a V e por * : C&(M) — C€(M) o “operador de dualidade de Hodge”
correspondente.

Chamamos de operador de Dirac associado & forma bilinear g € sec(T¢ M) ao operador:
d =8V ="Te(aV Dy).

Com relac¢do a um referencial mével (%) sobre T* M, temos:

4 =0%V De,, (2.17)
onde (e,) é o referencial dual de (6%). Definimos também:
do =0% ¢ De,,

de modo que

=8 + IN=3c + A, (2.18)

pois a parte exterior do operador d coincide com a parte exterior do operador 8.
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Naturalmente, as propriedades do operador d diferem daquelas do operador de Dirac
fundamental 8. E suficiente estabelecer as propriedades do operador @+ , que sio obtidas
da seguinte proposi¢io:

Proposigao 2.3‘ Os operadores do e d- estio relacionados por:

dow=3-0-s-, (2.19)

qualquer que seja w € sec(C£(M)), onde s = —g*° D,g,,0* € sec(T*M) é chamada de
1-forma de dilatagdo da forma bilinear g.

Dado um campo de r-formas qualquer w = Hwa,...a, 0 A... A% € sec(CL(M)),
temos Depw = %(Dpwal_”ar )6*r A ... AG%, com

— — e, — [H
Dpwal...ar = Cp(wal...ar) FpalquQ...ar Fpa,.wal...cxr._lp- (220)

Ent50, 0" 0 Depw = %Dpwal ...a,-ep ° (0(11 A. oar) = Dpwal O (gpa10t12 A. 0017‘ + ot
(=)rtlgrargar A ... A 9%-1), ou ainda,

Jow= ﬁ)—!g’”Dpwaaz...aroaz Ao NGO, (221)
Agora, levando em conta as identidades ¢°° Dywoq,..ar = Dp(9°%Woay...ar) — (Drg°" Woay...ar
9ouDpg?° = —g*’ Dsgs, € lembrando também que g#7 = y°# g7, concluimos que

dow = i1 (DeghWuog..ar 0O AL A G
+ ir—lli!7pa(ga6Dagﬁp)ggwua2...a,00[2 AL NGO,

Entio, escrevendo Woay..ap = &%Waay..cr € Sp = —9°P Dagp,, obtemos a Eq. (2.19). u

2. O Operador de Dirac em Espagos de Riemann-Cartan-Weyl

2.1. Definigdo; Propriedades Basicas

Consideramos agora uma variedade M = (M,~v,7) munida de uma conexio afim ar-
bitraria V. Neste caso, a no¢ao de derivada covariante nao sera passada ao fibrado quociente
CLM).B] A despeito disto, ela continua sendo uma operagio bem definida e em analogia
com o que fizemos na se¢do anterior, podemos associar a ela, agindo nas se¢des do fibrado
C{(M), o operador:

9= TI‘(’l‘Z Vu)

Chamaremos este operador simplesmente de operador de Dirac (ou derivada de Dirac).
Também como antes, dado o referencial mével () movel sobre T* M, temos:

8 =0% Ve, (2.22)

e definimos:
9-A = 0% (Ve,A)
ONA = 0°A(Ve,A),
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qualquer que seja A € sec(C£{(M)), de modo que:
=0 +08n (2.23)
O operador 9A satisfaz, quaisquer que sejam A, B € sec(C{(M)):
OAN(AANB)=(8NA)AB+ A" A (O A B), (2.24)

o que generaliza a Eq. (2.3a). Por sua vez, a Eq. (2.3c) é generalizada de acordo com a
seguinte proposigao:

Proposigao 2£| Sejam Q* as 2-formas de ametricidade associadas a conexdo V em

um referencial mével arbitrario (6°). Entdo temos, para multiformas homogéneas,

(—)’*‘18-* = OAN+QA

(_)r+1*-18/\* —_ 8'—Q-, (225)
onde:
Q = @,
Qr = Q°Ad, (2.26)

et,A=0,-Aej,A=0,AA, qualquer que seja A € sec(C{(M)).

Seja w = Lwa,..a, 0% A ... NG € sec(AT(M)) C sec(C€(M)) um campo de 7-
formas sobre M. Temos que (8, A.. .Ab0p YAxw = ((85,A. . .AOg, )w)T = wg, 5T esegue que
Ve, [(0p, A-..AN8g, ) A+w] = e5(wp, ..., )T. Por outro lado, temos também que Ve, [(85, A...A
05, ) A%w] = 8, A.. . AOp AVe, *w+(Lyg wpp,..0.++ Lgg Wy ..prsp)T = (55, Wop2...0 +
e Qﬁﬁrwm“ﬂr_l )T € portanto obtemos, com alguma manipulagdo algébrica:

Ve, *w = Ve, w4+ Qopy + (0¥ A (6" -w)), (2.27)

de onde as Eqgs. (2.25) sdo facilmente estabelecidas. ’ u

Levando em conta o resultado estabelecido pela proposi¢do acima e a defini¢do do codife-
rencial de Hodge (Eq. 1.61), somos motivados a introduzir no fibrado de Clifford o operador
coderivada de Dirac, dado, para multiformas homogéneas, por:

d=(-)y+1ax (2.28)
Naturalmente, temos: N
8= (-) *18.x + (—)’*_16/\*
e podemos, entdo, definir:

c=(=)Y+1oAx=-80-+ Q-
A= (=) *18-x=8AN+ QA,

QO W

(2.29)

de modo que:
=98 -+0A (2.30)
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As seguintes identidades sao demonstradas trivialmente:

9= (—-)ytls1 I

%8 = (=) T19%; *d = (=)
89+ = *58; +*00 = d0x*

x82 = —9%; x9% = —8%

(2.31)

Além disto, notamos que a coderivada de Dirac nos permite escrever a generalizacio da
Eq. (2.3b) de uma forma bastante elegante. De fato, em decorréncia da Prop. 2.4, temos:

Para quaisquer A, € sec(A"(M)) C sec(C{(M)) e B € sec(A*(M)) C

sec(C4(M)), com r + 1 < s, temos:

8-(A-B,)=(8NA) By + (=) A, -(8-By), (2.32)

Dado um campo de 1-formas « € sec(T*M) C sec(C£{(M)) e um campo de r-
formas w € sec(A"(M)) C sec(C{(M)), temos, da Eq. (2.27), que Ve, *(a-w) = Ve, (a-w+
Qopuv *[0* A (8” - (a-w))]. Por outro lado, temos também que Ve_ *(a-w) = (=)"T1Ve_ (aA
*w) = *[(Ve, @) -w+a-(Ve,w+ Qopva- (6% A(8”-w))], onde usamos a Eq. (2.27) novamente.
Segue que:

Ve, (a-w)=(Ve,a) w+a: (Ve,w)+ Qopard” - w. (2.33)
Entao, lembrando que (a1 A ... Aey)-w=0a3-...  ar -w, with oq,...,a, € sec(T*M),w €
sec(A*(M)),r < s+ 1, e aplicando a Eq. (2.33) sucessivamente nesta expressao, obtemos a
Eq. (2.32). =

Outra consequéncia importante da Prop. 2.4 estabelece a relacio entre os operadores 8
e @. Temos:

Proposigao 2.5l Seja & = O° — Q°, onde ©° e Q” denotam, respectivamente, as
2-formas de tor¢cao e as 2-formas de ametricidade da conexdo V em um referencial mével
arbitrario (6#). Entdo:

9 d - &

2.34
AN = AN - O, (2:34)

onde & = ®° -3, e OAN = O° A1,

[Prova] Se f ¢ uma fungiio, @A f = 6% A Ve, f = ea(f)0* =df e 8- f = % -Ve_ f = 0.

Para o campo de 1-formas 6 de um referencial mével sobre T*M, temos 8 A 67 =
0% A Ve, 0° = —Lf ;0% A 6P = —wh A 6° = dbr — ©°.

Agora, para um campo de r-formas w = %walmaﬁal A...NA8%, obtemos 3 A w
L (dweycr NOTA LAY+ Woy 0, B0 NGO AL NG e (=) w6 0% AL
0or-1 AdB*" ) — L(Way.an O AO2A LA -t (=) g, 0, 0T AL AT AOOT)
dw — H0P A (Wpeg.cn8°2 A AO + -+ (=) g a1 07T AL A1) = dw— OF Adyw,
o que prova a Eq. (2.34a).

> 1
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Finalmente, das Eqgs. (2.25b) e (2.34a), obtemos dN+w = (=) t1x8-w— (- ) +14Q’j w =
IN*w— O Avw = (=) 40w — (=)*! 07 - j w. Portanto, @ - w=34 -w— & 5w, o0
que prova a Eq. (2.34b). n

Das Egs. (2.34) obtemos as expressoes de 8- e de A em termos de d- e de dA:

5. = —a. + Q.

N = IN-BA.
Obviamente, a coderivada de Dirac associada ao operador de Dirac fundamental é dada
por:

(2.35)

d=d + 6.
Observamos finalmente que podemos ainda introduzir um outro operador de Dirac, ob-
tido combinando-se a conexdo afim arbitraria V com a estrutura algébrica induzida pelo

campo de formas bilineares genérico g € sec(T¢M). Com relagio a um referencial mével
(6%) sobre T* M, este operador tem a expressio:

=0V =0%VVe,. (2.36)
Naturalmente, podemos escrever também
d=09- + A (2.37)
onde 5 3
Z; ::a /\ \V{:. (2.38)

Este novo operador de Dirac ja estd completamente caracterizado pelos resultados obtidos
nas se¢des anteriores.

Para ver isto, suponhamos que V é a conexao de Levi-Civita da forma bilinear g, ou seja,
d é o operador de Dirac fundamental da estrutura (M, g, Tg). Ndo hd perda de generalidade
em se fazer esta hipétese, porque se V' é uma conexao de Riemann-Cartan-Weyl genérica
sobre a variedade, entdo, em vista da Prop. 2.5, temos:

o = o -9

I = On-0ON
onde & = 4« V Ve, OA=0"PNi, & =8,035°, ¢, =0,-Q), e 0”e Q) sio as
2-formas de torgdo e “ametricidade” (em relagdo & forma bilinear ¢) da conexao V'.

No caso particular em que V' = D é a conexio de Levi-Civita da métrica v, temos 8’ = §
e segue que:

(2.39)

o =8 4+Qc e  IN=dn (2.40)
onde Qo =Q, 3% Q, = —Dagp,0° A 6°.

Note agora que as Egs. (2.40) e (2.19) nos permitem relacionar os operadores @ e 8.
Obviamente, a parte exterior destes operadores coincidem. Para a parte interior, temos a
relacdo:

Dow=80-w-o-3%Q, o), (2.41)
qualquer que seja w € sec(C£(M)), onde

w = —g*?(D,gqs)8". (2.42)
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2.2. Torgao, Deformacgao, Cisalhamento e Dilatacdo de uma Conexao
a. Operadores de Tor¢do e Deformacio

Em analogia com a introdugao do comutador e do anticomutador de Dirac, vamos definir
as operagoes:
[a’ﬂ] = (a : a)ﬂ - (ﬂ * a)a - [[ahBIl
{x,8} = (a-9)8+(8-8)a~{a,8},

quaisquer que sejam «, € sec(T™* M ). Estas operacdes serao chamadas, respectivamente, de
operagdo de torgdo e de operacdo de deformacgdo da conexao V. Subtraimos o comutador de
Dirac e o anticomutador de Dirac nos membros direitos destas expressoes de modo a termos
objetos que sao independentes da estrutura dos campos sobre os quais sao aplicados.

Se (04) é o reciproco de um referencial mével arbitrrio (6?) sobre T*M, obtemos, da
Eq. (2.43a):

(2.43)

[eavoﬁ] ( af Q[ap])

onde chﬁ sao as componentes do tensor de tor¢do usual (Eq. 1.67). Note desta dltima
equagdo que a operagdo definida pela Eq. (2.43a) nio satisfaz a identidade de Jacobi. De

fato, temos:
[;] [001, [oﬁa 00]] = [Xﬁ:](To‘:p - Qﬁm])(ng - Qﬁig])epv

onde a soma nesta equagao deve ser efetuada sobre todas as permutacdes ciclicas dos indices
a,Beo.
Por sua vez, da Eq. (2.43b), obtemos:

{00,,05} —( af Q(ap )05,
onde Qfaﬁ) = 17 (Qups + @Bac) € escrevemos:
S0 =Llg+ L, — b5, _ (2.44)

Pode-se mostrar facilmente que as quantidades Sgﬁ sao as componentes de um tensor.

Seguindo a terminologia usada nas teorias de meios continuos,’® ! vamos chamé-lo de
tensor de deformagdo da conexdo. Note que podemos escrever:

z 2
Sts =505+ Esp%'ﬁ (2.45)

onde S'Zﬁ é a parte de trago nulo do tensor, que serd chamada de cisalhamento da conexio
¢ 1
8P = 57”"55,, (2.46)
é a parte do trago, que sera chamada de dilatagcdo da conexio.
A interpretacdo geométrica das operagdes de tor¢io e deformagao sio facilmente estabe-

lecidas.
Estabelece-se trivialmente que:

1
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Fig. 2.3. (a) Operagio de Torgio. (b) Operagio de De-
formacgdo.

onde I'h; = 3(b5 5+ ¢f5) s30 as componentes da conexao de Levi-Civita de 7.!

Naturalmente, a Eq. (2.47) pode ser usada para relacionar as derivadas, com relagio
as conexdes D e V de qualquer campo tensorial definido na variedade. Em particular,
lembrando que Daygs = €alVg0) — Yuo Lag — ¥ul s = 0, obtemos a expressao do tensor de
ametricidade de V em termos da tor¢do e da deformacdo. Temos:

1 1
Qaﬁa = _(7uaTc‘:ﬁ + 7ﬁuT:a) + _(7lwsgﬁ + 7ﬁu550)' (248)
2 2

A Eq. (2.48) pode ser invertida para dar a expressdo da deformacao em termos da torcao e
da ametricidade. Obtemos:

SZg = ‘)’P”(Qaﬁa + Qﬁcroz - Qaaﬁ) — 7”‘7(‘)’ﬁuTolja + 701LLT5¢)' (2,49)

E claro das Eqgs. (2.48) e (2.49) que a ametricidade e a deformacdo podem ser usadas
intercambiavelmente na descri¢io da geometria de um espago de Riemann-Cartan-Weyl.
Em particular, note que temos a relagio:

Qaﬁa + Qaaﬁ + Qﬁao = Saﬁa + Saaﬁ + Sﬂaaa (250)

onde So8s = YpoS gﬁ. Portanto, em um espaco de Cartan o tensor de deformacio satisfaz a
relacdo:
Sapo + Soap + Spoa = 0. (2.51)

b. Tensores de Curvatura

A fim de simplificar nossas proximas equagdes, vamos introduzir a notagdo:

1
Apaa = Lgﬁ - Fgﬁ = §(T§ﬁ + Sgﬁ). (2.52)

!Observamos que a possibilidade de decompor os coeficientes da conexio em rotacdo (torgio), cisalha-

mento e dilatagdo jd foi sugerida por Baekler et al.,[g] mas em seu trabalho nao se chega i identificacio de
uma quantidade tensorial associada a estes dois iltimos objetos.
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Da Eq. (2.49) segue que:

1 leg
N = =377 (Va0 + V5Yoa = VoTap)
1
- §7p6(7uaT:ﬁ + YusTse — 7u0T:ﬁ)v (2.53)
onde lembramos que Qags = —Va¥gs. Note a similaridade desta equagdo com a Eq. (2.11),

que dé os coeficientes de uma conexdo Riemanniana. Note também que para Vy = 0, Agﬁ
é o chamado tensor de contor¢do.?

Retornando a Eq. (2.47), obtemos agora a relagio entre o tensor de curvatura R,’gs
associado a conexdo V e o tensor de curvatura Riemanniana I;Zu”aﬁ da métrica . Temos:

~

R0 = Ru”ag + Jp,p[am, (2.54)

onde:
Jfap = DO,A‘;;“ - A"UA‘ZW = VQA%“ A ‘},“ + A‘;EA"’,”. (2.55)

Multiplicando ambos os membros da Eq. (2.54) por 36 A 6°, obtemos:
Q= + 77, (2.56)

onde escrevemos:

Jb = %Ju”[aﬁ]o" N6P. (2.57)
Da Eq. (2.54) obtemos também a relagio entre os tensores de Ricci das conexdes Ve D:
Ruo = Ruo + J oo, _ (2.58)

com

Jua = Dol — DAY, + N, A — TA\SYA A
Vald), = VoI, — AL, + A A, . (2.59)

Observe que como a conexdo V é arbitraria, seu tensor de Ricci ndo sera, em geral, simétrico.
Entdo, como o tensor de Ricci de D é necessariamente simétrico, podemos desmembrar a
Eq. (2.58) em:

Rfua) = Jjuel

(2.60)
R(uoa) = R(ua) + (o)

*As Egs. (2.52) e (2.53) tém aparecido na literatura em dois contextos diferentes. Com Vy =0, elas tém

sido usadas nas formulacdes da teoria dos campos espinoriais em espacos de Riemann-Cartan[ls‘ 16, 17, 18]
e com T[V] = 0, elas tém sido usadas nas formulacées da teoria do campo gravitacional sobre espagos com
geometria fixa.[19, 20, 21, 22, 23]
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¢. Conexoes de Levi-Civita

Agora vamos particularizar os resultados acima para o caso em que a conexdao V é a
conexio de Levi-Civita da forma bilinear g € sec(T¢M), isto &,

T[VI=0 e Vg=0.

Os resultados que obteremos generalizam e esclarecem aqueles encontrados nas formulagoes
da teoria do campo gravitacional sobre espagos com métrica fixa.[19 20 21, 22]

Antes de tudo, note que a conexdo D desempenha, com relagdo ao campo tensorial
g, papel andlogo aquele desempenhado pela conexao V com relacdo ao tensor métrico v.
Assim, teremos equacdes similares relacionando estes dois pares de objetos. Em particular,
a deformacgdo de D com relagdo a g sera igual ao negativo da deformagdo de V com relagio
a v, pois:

Spﬁ—L ﬁ+Lpa cxﬂ— ( ﬁ+Fpa dpﬂ)v

onde bgﬁ =TI’ 5t Fﬂa e daﬂ =L° W hs Lﬁ denotam os coeficientes de Killing do referencial
considerado, com relagdo aos tensores 7 e g respectivamente. Além disto, em vista da
Eq. (2.53), podemos escrever A ; = ZS”ﬁ como:

1 Leg
A’Zxﬁ = —'2_7p (Va'ma + VYoo — a7aﬁ)
1
= §gpa(Dagﬁ0 + Dﬁgaa - agaﬁ)- (2.61)
Introduzimos a notagao:

g
K=4/=. 2.62
- (262)

Entao temos as seguintes relagGes:
1, 1, 1
A‘;w = _'2'7 ﬁVd7aB = 5.‘] ﬁDagaﬁ = ;60'(53)
1 ;
Aw=-—aM¢ﬂ (2.63)
BN = —V (k719%7).

QOutra consequéncia importante da hipétese de que V é uma conexdo de Levi-Civita é
que neste caso seu tensor de Ricci serd simétrico. Em vista das Egs. (2.60), isto implica em
que valem as seguintes condi¢bes equivalentes:

DaA’;ﬁ = DgN,,

(2.64)
Vol = VLY,

2.3. Equagoes de Estrutura

Com os resultados estabelecidos acima, podemos expressar as equagdes de estrutura
da geometria de Riemann-Cartan-Weyl definida pela conexdo V em termos da estrutura
Riemanniana definida pela métrica 4. Para isto, vamos escrever a Eq. (2.47) na forma:

wh = Wh +wp =wh+ 14+ 0p, (2.65)
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comwg—L” 0%, wp = I'ggh®, wp = A 0%, 74 = 1T”ﬂ9a and 0 = 15” 6e.
As equagodes de estrutura para a geometrla de Riemann- Ca.rtan Weyl definida pela co-
nexao V e pela métrica v sdo dadas por:

do® + Wi A ¥ = O
df, —wi NG, =9, (2.66)
dw, + wj A wh = QF

Substituindo a expressdo de w’ dada pela Eq. (2.65) nas Eqgs. (2.66) e levando em conta

a Eq. (2.56) e as equagdes de estrutura para a geometria (Riemanniana) definida pela
métrica v e sua conexao de Levi-Civita, concluimos que:

NG5 =0F
uﬁ Ng= -9, (2.67)
Dwﬁ-}-wg/\wg = J?,

onde D é a derivada covariante exterior associada & conexio de Levi-Civita D de v,
Dwf, = dws, + &f Awh + wh NGB, (2.68)
A terceira das Eqgs. (2.67) também pode ser escrita como:
Duwf, — wh Awf = J?, (2.69)
onde D é a derivada covariante exterior da conexdo V,
Dwf, = dwf, + wh Awf + wh Awb. (2.70)

Agora, as identidades de Bianchi para a geometria de Riemann-Cartan-Weyl sio facil-
mente obtidas derivando-se as equag¢des acima. Obtemos:

DO =I5 N 0P — whnOF
D®, = J[ A5+ wi A &g (2.71)
DJ*, =Qg/\w5—wg/\ﬂﬁ,

ou equivalentemente,
D@’ = J; AGP
D%, = {g A8s A (2.72)
DJZ:QE/\wﬁ—wE/\Qg.



Capitulo 3

O Quadrado do Operador de Dirac

1. Operador de Dirac Fundamental

1.1. D’Alembertiano

Como vimos no capitulo 2, o operador de Dirac fundamental 3 de uma variedade M =
(M,~,7) é dado por: (Eq. 2.4)
d=d-6é. (3.1)

Entdo, o quadrado deste operador, 82 = 88, serd dado por:
3% = (d - 6)(d - 8) = —(d§ + éd) = A, (3.2)

ou seja, 32 é o Laplaciano de Hodge usual da variedade. (Eq. 1.62)
Por outro lado, lembrando também que: (Eq. 2.1)

3 =6°De,, (3.3)

onde (%) é um referencial mével arbitrario sobre a variedade e D é a conexéo de Levi-Civita
da métrica 7, temos:

(6% De, )(0° Deg) = 6%(6° De, Deg + (Dey8°) Dey)
= ‘)’aﬁ(DeaDeﬁ - F(ngep) + 0"‘ A eﬁ(DeaDeﬁ - gﬁDep).

32

Entdo, definindo os operadores:

8- = 7°%(DegDes — I75De,) (3.4)
ANd = 6°AN6°(DeyDeg— Io5De,), '
podemos escrever:
32=08-0+3n0 (3.5)

E importante observar que os operadores @ - @ e @ A @ ndo tém anélogos na formulagao da
geometria diferencial nos fibrados de Cartan e Hodge.
O operador J - § também pode ser escrito como:

1 (¢4
8-0=2 8 [Deapeﬁ + DeyDe, — bgﬁpep] . (3.6)

37
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Aplicando este operador as 1-formas do referencial (%), obtemos:

1 N
(- 3)0* = — 57" My* o56”, (3.7)
onde: )
My o5 = ea(Th,) + ep(Ih,) = T I3, — Tg, Lo, — B3p 1y, (3.8)

A prova de que o objeto que tem estas componentes é um tensor é uma consequéncia da
seguinte proposicao:

Proposicao 3.1J Para qualquer campo de r-formas w € sec(A"M), w = %walu_aﬁ“l A
... A 6%, temos:

1
(@ 0w = maﬂpapﬁwal,,,a,eal A... NGO, (3.9)

onde Dy Dpwy, ..o, S30 as componentes da derivada covariante de w.

Temos que Deﬁw = %Dgwal_._areo‘l A...ANG*, com Dgwe,..a, = (€(Way..ap) —

Fgalwa'ag...ar - = Fga,.wal...ar_w')- Portanto, DeaDegw = %(8Q(Dﬁwa1...ar) -
IS Dawony..ap = =+ — LTia, Dpwo, tp_y0 )0 AL . A B9 e concluimos que:
1
(.DeaDeﬂ — FzﬁDep)w = ﬁDaDgwal.,,arO‘“ Ao NG (310)
Multiplicando esta equacido por 7*? e usando a Eq. (3.4a), obtemos a Eq. (3.9). n

Em vista da Eq. (3.9), vamos chamar o operador d - 8 de D’Alembertiano. Note que o
D’Alembertiano das 1-formas 8 também pode ser escrito como:

[s4 1 [¢3
(8- 8)6" = y°P(D,Dgb*)6* = 57 A(DaDgé* + DgDab4)8”

e portanto, levando em conta a Eq. (3.7), concluimos que:

~

My 0 = —(DaDg(Sg + DﬁDaﬁg), - (3.11)
o que prova nossa afirmagio de que M ,*,5 sio as componentes de um tensor.

1.2. Operador de Ricci

Consideremos agora o operador @ A @ introduzido pela Eq. (3.4a). Também podemos
escrevé-lo como:

1 [
IND = 50 A oﬁ [DeaDeﬂ - DeﬁDea - CZﬁDep] . (312)
Aplicando este operador as 1-formas do referencial (§*), obtemos:
1. A ,
(BAB)6* = =5 Ry ap(6% A 60°)6° = —QL67, (3.13)

onde Rp“ag sao as componentes do tensor de curvatura da conexdo D. Das Eqgs. (1.29f),
temos:

Quge = (4. 97 4 Q% A 67,
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O segundo termo do membro direito desta equagdo é identicamente nulo por causa da
identidade de Bianchi dada pela Eq. (1.76a) para o caso particular de uma conexao simétrica
(0# = 0). Usando as Eqgs. (1.29¢) e (1.29i), podemos escrever o primeiro termo do membro
direito como:

Qs .60

[N

R,*o5(0% A 6P) - 97
= R a8 —78)
= —7 R ab” = - R46P,
onde Rg sao as componentes do tensor de Ricci da variedade. Portanto, temos:
(8 AB)6* = R, (3.14)

onde R* = Rgﬁﬁ sao as 1-formas de Ricci da variedade. Por causa desta relagao, vamos
chamar o operador & A @ de operador de Ricci. A proposigao abaixo mostra que o operador
de Ricci pode ser escrito de maneira puramente algébrica:

Proposigao 3.2| O operador de Ricci @ A 8 satisfaz a relagio:

NI =R Nip + Q0 Niyi,, (3.15)
onde Q%7 = 7409 = 1R 56% N 6.

O Laplaciano de Hodge de um campo de r-formas arbitrario w = %wal,,,aﬁ“l A
... A 8% é dado por (e.g., Choquet-Bruhat®) Aw = 32w = 5(0%W)ay.0, 0% AL A GO,
com:

(82‘4})0:1...01,. 7aﬂDaDﬁwa1...a,-

- Z(—')pRgpwaal wiBlpeOly
p

- 2 Z(—)p-'-quaqaapwpaal ciBip Bg...Oirs (3.16)
P.q
p<g

onde a notagdo & indica que o indice o foi excluido da sequéncia.

O primeiro termo do membro direito desta expressio sdo as componentes do D’Alem-
bertiano de w.

Por outro lado, lembrando que t,w = 05 - w = L(wrap.0n0°2 Ao AT 4 oi 4
(=) wa, . ap_ 00T A ... A G -1), obtemos:

L 1 ,
R ANigw = -5 D (=R woay...ap.cr | 071 AL N O
‘Lp

e também,

- 2 .
o P _ + o
Q2 A Lplow = "'ﬁ E :(_)p quaq apWpoay ...bp...8q...0r % AL NG,
| pae
p<g
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Assim, levando em conta a Eq. (3.5), concluimos que (3 A@)w = R ANgw+ Q%7 N i pigw,
qualquer que seja o campo de r-formas w. =

Observe que aplicando o operador dado pelo segundo termo do membro direito da
Eq. (3.15) as duais das 1-formas 6*, obtemos:

Q7 Niyi, x0F = Q0 AO7- (67 - +6%))
= —Q,5 A (87 N6 ABH)
= #(Q0 - (8° A 67 A G*)),

onde usamos as Egs. (1.32c) e (1.32d). Entao, lembrando a definigao das formas de curvatura
e usando a Eq. (1.29j), concluimos que:

5 .. ~ 14 A
QP9 Nty * 0% = 2% (R* - §R0“) =2*xG*, (3.17)
onde R é a curvatura escalar da variedade e G# sio as 1-formas de Einstein.
A observacio acima nos motiva a introduzir um novo operador, O, ao qual chamaremos

de operador de Einstein, dado por:

O= -+ 105, . (3.18)

DN | =

Naturalmente, temos:
. . 1.
0% = G* = R* - §R0“. (3.19)

Além disto, é facil verificar que também podemos escrever este operador como:
1 S
0= —5(3/\3+R"-]a). (3.20)

2. Operador de Dirac em Espagos de Riemann-Cartan-Weyl
2.1. Espacgos de Cartan
Vamos considerar agora o operador de Dirac dado por:
9 = 6% Ve,, (3.21)
onde V é uma conexao de Cartan, isto é, ela satisfaz:
T[V]#0 e Vy=0.

Lembramos que:
8 =0+ 9OA, (3.22)

com

a- 3.--0.

AN = IAN-0OA (3.23)
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Assim, o quadrado deste operador serd dado por:
8*=8% + £ + 9%, (3.24)
onde 8% = 9-8-, 3*A = BAOA e definimos o operador:
£ =0-0N+ ONOD- (3.25)

Naturalmente, o operador £ generaliza o Laplaciano de Hodge para os espagos de Cartan.
Este operador corresponde ao operador de onda introduzido por Rapoport?4] em sua teoria
geométrica da mecanica quantica estocéstica.

Agora, levando em conta a Eq. (3.21), notamos que também podemos escrever o operador
8? como:

82

(6%Ve, )(0°Ves) = 8%(8°Ve, Ve + (Ve, 07) Vey)
= ’yaﬁ(VeaVeﬁ - LZﬁVep) + 9% A oﬁ(VeaVeﬁ - LgﬁVep),

onde LZB sao os coeficientes da conexdo V. Entdo, definindo os operadores:

8-0 = 7°(Ve,Veg — LypVe,) (3.26)
N = 0°N0°(Ve,Ves — LosVe,), '
podemos escrever:
8’=9-0+0A70 (3.27)

IProposigS.o 3.3| Sejam w’ as I-formas da conexdo V em um referencial movel ar-
bitrario (§*). Entao:

(0-0)0 = —(8-wf —ug wi)0” (3.28)
(BND)* = —(9 AWl —w) Awh)E?,
ou seja,
9% = —(dw* — wywgy )67 (3.29)

Temos 8wk = 0% - Ve, (L5,0°) = 6% (ea(L};,)0° — L#,L740°) = v*F(ea(L,) —
LE,L%5) e wg - wt = (L3,0°) - (L&,8%) = v°*L4,L},. Entio, —(d -wh —wj -wh)8* =
v°P(ea(Lf,) — LA LG, — LosLh,)07 = —37*P(ea(L},) + ep(Lh,) — L&, LG, — L, L3, ~

Boap

b%5L5,)0° = (8 -8)8*. A Eq. (3.28b) é provada de maneira analoga. =

2.2. Operadores de Dirac Associados

Consideremos agora o operador de Dirac “fundamental” 8 = 9v, associado a uma forma
bilinear g € sec(T¢m), induzida por um campo de automorfismos simétricos e positivos
g = h? € sec(Ti M).



CAPITULO 3. O QUADRADO DO OPERADOR DE DIRAC 42

Como na segdo anterior, podemos escrever o quadrado deste operador, 82 = (> v
De_ )(0° v Deg, como:
2 =8-8+8NM9, (3.30)
onde:
. 1
B8 = 3 [Veav.e[j + Veg Ve, — dgﬁvep] (3.31)
5 : 1
IND = 3 [Veaveg — Veg Ve, — ngvep] ) (3.32)

onde V ¢ a conexéo de Levi-Civita da forma bilinear g e @, ; = L7 5+ L, e cop = Log— LG,
sao os coeficientes de Killing e os coeficientes de estrutura do referencial (e,) em relacao a
esta conexao.

Queremos expressar o operador & A & em termos do operador & A d. Temos:

‘ Proposigao 3.4| Seja w € sec(T*M) um campo de 1-formas qualquer sobre M. Entao:

(BN =(BAND)w+ T - i, (3.33)
onde &, = ghw, e J* = v*P J506°.
Seja w = w,07 € sec(T*M) um campo de 1-formas qualquer sobre M. Temos:

(OABW = V,Vaw,(8*A6P)v6°

9% (Vo Vsws — Vg Vaw,8°. (3.34)
Porém, demonstra-se facilmente que:
VaVsws = DaDpwo — JoPap — Aby(Duws — AL w,)
— (A%gDaw, + AL, Dsw,), (3.35)
de modo que
(8 A 8w = g% (DaDpwo )0* — §°° JoP o pwpb* (3.36)

Note agora que temos ¢°?(DyDsw, — DgDaw,) = Dy Dg(g%°w,) — DgDu(g%°ws) —
(Dy D3P’ — D DogP?wy = =g J o, — g“ﬁJ,,"[aﬁ]. Entdo,

(@ A B)w = (DyD3g” wy — D3 Dog® wy )0 + g7 J,56°. (3.37)

Assim, levando em conta que g°°w, = ¥#7g2w,, obtemos a Eq. (3.33). m



Parte 11

Teoria do Campo Gravitacional



Capitulo 4

Automorfismos Simétricos na Algebra do Espago-tempo

Chamamos de espago-tempo de Minkowski & quadrupla IM = (M,v,7, D), onde:!

(i) M é uma variedade diferenciével de dimensio 4, difeomorfa ao IR*;

(ii) v € sec(TZM) é uma forma bilinear simétrica, ndo-degenerada, de assinatura (1,3);?
(iii) T € sec(A*M) é um campo de 4-formas sobre M;

(iv) D é a conexido de Levi-Civita da métrica v, que satisfaz:

T[D]=0
Dy=0 (4.1)
R[D] = o.

O produto natural do fibrado de Clifford C4(IM) do espago-tempo de Minkowski sera
denotado por justaposi¢ao. Além disto, denotamos por - : sec(C{(IM)) X sec(CL(IM)) —
sec(CL(IM)) e A : sec(CL(IM)) x sec(CL(IM)) — sec(CL(IM)) os produtos interior e exterior
correspondentes e por * : sec(C£(IM)) — sec(C{(IM)) o operador de dualidade de Hodge de
CL{(IM).

Dado um referencial moével arbitrario (#?) sobre T*M, p = 0,...,3, as equagodes de
estrutura para o espago-tempo de Minkowski sdo dadas por:

dé? + 2 N0° =0
d, + 5 NG, = (4.2)
dist + & A GE = 0,

onde @? = I'? 0 sdo as 1-formas da conexdo D no referencial (6°).

A partir destas equagdes de estrutura é possivel demonstrar a existéncia de um sistema
de referéncia (y*), definido globalmente sobre M, tal que:

p,a,B8 =0,...,3, isto é, os coeficientes da conexdo D em relagdo a (y*) sdo identicamente
nulos. Sem perda de generalidade, podemos ainda considerar o referencial (y*) como orto-
normal.

!Estritamente falando, o espago-tempo de Minkowski contém ainda um objeto adicional, chamado de
orientagdo temporal e denotado por . Este objeto é definido como uma das classes de equivaléncia de
vetores tipo-tempo, definida pela relagao de equivaléncia u ~ v & y(u,v) > 0.

?Lembramos que muitos autores utilizam a métrica de assinatura (3,1) ao invés de (1,3).

44
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A Eq. (4.3) também pode ser escrita como:

Cp =0 (4.4)
b5 =0,
onde by = by — I be € b0p =T 2 + [4, denotam, respectivamente, os coeficientes de
estrutura e os coeficientes de Killing do referencial (7).

A Eq. (4.4a) significa que (y”) é um referencial coordenado, isto é, existem funcoes
coordenadas z? : M — IR (definidas globalmente sobre M), tais que:

0 = dg?. (4.5)
Naturalmente, se {e,) denota o referencial dual de (y*), temos:

0

g = = .
¢ 9z

(4.6)
Por sua vez, a Eq. (4.4b) significa que os campos vetoriais e”, reciprocos dos campos éq,
sao campos vetoriais de Killing da variedade, isto &,

.Eep’)’ =90. (47)

Portanto, estes campos geram grupos a um parametro de difeomorfismos sob a agdo dos
quais a métrica da variedade é mantida invariante.

No que segue, vamos nos referir a (y*) como o referencial “fundamental” da variedade.
Naturalmente, este referencial nao é idnico, mas sua nao-unicidade nao é relevante para
nossas consideracoes. Todas as afirmagdes que faremos sdo validas qualquer que seja o
referencial fundamental escolhido.

1. Formas Bilineares no Espago-tempo de Minkowski

Seja ¢ : U — sec(THiU)2 z bz; bz : TtM — TrM um campo de transformagdes
lineares qualquer, definido em um aberto U C M. Escrevemos:

$2(12) = P ()% = B (w)da”, (4.8)

onde 72 € TxM sao as 1-formas do referencial fundamental no ponto z € U.
Como vimos no Cap. 1, podemos associar uma forma bilinear &1 ao automorfismo ¢,
pela relagao:

;1 (0, Be) = 15 Mz, $2(B2)) = 0z - $o(B). (4.9)

Obviamente, esta relacio é estendida naturalmente a todo ponto z € U C M, gerando um
campo de formas bilineares sobre o aberto U. As componentes do campo ®~! em relagao a
(v*) sio dadas pelas fungdes ®*° : U — IR, definidas por:

P = 427 4h, (4.10)

3Dado um aberto U C M, denotamos por T}U C TP M o sub-fibrado do fibrado vetorial 77 M definido
por TPU =J__, TZ M-.

z€eU
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Naturalmente, como ¢ é um campo de automorfismos, a forma bilinear ! é ndo-
degenerada.

Vamos denotar, respectivamente, por g € sec(Ty M) e por f € sec(Ty M) as partes
simétrica e anti-simétrica do campo ¢, isto é, escrevemos:

¢=g+1. (4.11)

Denotamos ainda por g=! € sec(T9M) e por F € sec(T7 M) as formas bilineares induzidas
por g e f, respectivamente. As componentes de g~ e de F' em relagdo ao referencial (y*)
sio dadas, pelas funcées g*P, F*# : U — IR, definidas por:

a 1 n Ja
9% = 77785 = 5(v*7¢5 + 17 47)
o3 ao 1 a0 L g o
FoP = 42015 = S(7°7¢5 = 177 65).

No que segue, vamos investigar os tipos de formas bilineares induzidas sobre o aberto
U C M pelos varios tipos de campos de automorfismos que podemos definir sobre este
conjunto.

Lembramos que uma transformacdo linear genérica pode ser escrita como a composta de
transformacdes elementares dos tipos R. e S..., dadas por:

R.(v) = —eve™?

555’('0) =v+ (’U . 6)6/, (412)

qualquer que seja v € sec(T*M), onde ,&’ € sec(T*U) sdo campos de 1-formas que para-
metrizam as transformacgoes. (Vide Cap. 1)

1.1. Reflexoes

Toda isometria de v~! pode ser escrita como a composi¢io de reflexées ao longo de, no
méaximo, quatro diregbes ortogonais. Assim, se ¢ = g é um campo de isometrias, podemos
escrevé-lo como: .

g(v) = (=)™ AvA~l, (4.13)
para todo v € sec(T*U), com
A=¢c1...€m (4.14)

€1y rEm € sec(T*U), Y™ (€as6p) = £bap, a,b=1,....m,m<4e A~ =¢7t .. gL,
E facil verificar também que, inversamente, transformacgdes que podem ser expressas
unicamente como a composigao de reflexdes sdo isometrias de y~!. Mostramos isto para

reflexdes simples; o resultado é generalizado trivialmente.
771 (Re(e), Re(B)) (cae™) - (efe™)

1
= §(eae‘leﬂs_1 +efeleas™t)

= %(eaﬂs‘l + eBac™t)

= Se(aB + o)
= a- ﬁ = 7_1(aa/3)7
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quaisquer que sejam a, § € sec(T*U).

Observamos ainda que se o automorfismo g é uma composicao de reflexoes, entao a
forma bilinear que ele induz é necessariamente simétrica. De fato, temos, para uma reflexao
simples:

oY, f) = a R(B)=—a-(se7?)
= —%(agﬂe"l—i—sﬁs“la)

= —2_1‘5[(0"5)(:5'6)4-(01'5),3/\8 +(B-e)ane+(ane)Bne)
1
T 22

(e-B)e-a)+(e-Beha+(e-a)e AP+ (eAB)eAa)
Entao,
2 4(0,8) =~ [(@-€)(B ) + (@ e)(B A e) = 87 (5,0, (4.15)

Sem perda de generalidade, podemos usar as 1-formas y? para parametrizar o conjunto
de reflexdes que descrevem um dado campo de transformacoes lineares.

Para uma reflexao simples em relagio, digamos, ao eixo temporal 7°, I_Z,yo(a) = Ro(a) =
—v%+°, temos:
B A0y — _a0
Bo(7) == (4.16)
Ro(7%) =77,
com k = 1,2,3. Entao,
971 (7% 7% =7 Ro(7®) = -1 (4.17)
97 (%, 7% = 7* - Ro(v¥) = -1,
sendo as demais componentes nulas. Portanto,
g‘l =—e®e—e1Q€e —ea e —e3R ez, (4.18)

isto é, uma reflexdo simples em relagio ao eixo temporal 4° induz uma forma bilinear de
assinatura (0,4) (negativa definida). A Tabela 4.1 sumariza os tipos de formas bilineares
induzidos por algumas reflexdes tipicas. Note que podemos obter uma forma bilinear de
qualquer assinatura, escolhendo um campo de reflexdes conveniente.

1.2. Dilatagoes

Vamos supor agora que o campo h, induzido no aberto U C M pelo referencial (9°), é
um campo de automorfismos simétricos genérico, ou seja, para cada z € U C M, h, é um
automorfismo simétrico. Os resultados desta se¢do generalizam os obtidos na secao anterior.

Em decorréncia dos resultados estabelecidos na se¢do 1.3 do Cap. 1, todo campo de
transformacdes simétricas pode ser expresso (para um espa¢o quadridimensional) como a
composi¢ao de campos de dilatagoes ao longo de, no maximo, quatro dire¢oes ortogonais.

Evidentemente, um campo de dilatagoes simples ao longo de uma “dire¢ao” ¢ € sec(T*U)
é definido por:

58(v) = v + £(e - v)é, (4.19)
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g g(v) = (-)"AvA™! || g% g¢'' ¢ ¢®B I (pg) | Ryy | +/~ |1/
Ro —70ury° -1 -1 -1 =-1](04)|H(®2)| - |
R, yloyl +1 41 -1 -1{(22) | R4 | - 1
Ror | =7%tuyly0 -1 41 -1 -1y (L3 HE?2)]| + l
Rz | v'v*uy2y! +1 41 41 =1 (3,1) | RM4) | + 1
Roiz | ="' 72uy?y!y° -1 +1 41 1] (22) | RM@) | + |
Rizs | v'v27%0y3y%y! +1 41 +1 41 (40) | H2) | - 1
Rotos | =7°v'7*7%vy3y?y0 | -1 +1 +1 41 (31) | R4) | + |

Tab. 4.1. Formas Bilineares Induzidas por Reflezies.

qualquer que seja v € sec(T*U), onde £ : U — R é uma fungio tal que &(z) > -1 Vz € U.
Por simplicidade vamos supor (sem perda de generalidade) que €2 = +1Vz € U.

Também em decorréncia dos resultados da se¢do 1.3 do Cap. 1, se g é um campo de
transformacdes simétricas e positivas genérico, podemos encontrar um referencial ortonor-

mal (¥°) tal que:
g(¥°) = (1+£°)9, (4.20)
onde £ : U - R, €°(2) > -1Vz € U.
Para um campo de 1-formas qualquer, v = v,9° € sec(T*U), temos:
g(v) = v+ Eu?° + Lot + E2uy0? + 30z0° (4.21)
e verifica-se facilmente que g = §'o--- 0§53, com
SH(v) = v + E#4(D, - v)IH, (4.22)

onde 9, = (9#)71.
Denotando por {a,) o referencial dual de (9”), a forma bilinear g}, induzida por g, é
dada por:

97 =14+ 0®a - (1+&)a ®a — (1 +&)a:®az — (14 £%)az @ as. (4.23)

Naturalmente, definindo
1
by = (1+ €, (4.24)
podemos escrever
gl =bo®bo— b1 ®b; — by ® by — b3 @ b3, (4.25)

ou seja, (b,) é um referencial ortonormal em relagdo & forma bilinear g. Note além disto
que

v(bo,bo) = 1+ €% (b, bx) = =(1 + £5), (4.26)

k=1,2,3,e7(by,b,) =0se p # v. Assim, o referencial (b,) (ou qualquer referencial sobre
TU) sera ortonormal em relagao as formas bilineares g e v simultaneamente se e somente
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se ¥ (z)=0Vz € U, u=0,...,3, isto é, se e somente se g = 7. Evidentemente, este caso
é irrelevante para nossas consideragoes.

Conhecido o campo de transformagdes lineares h, o referencial (9*) introduzido pela
Eq. (4.20) é encontrado pelos processos usuais de diagonalizagdo. Naturalmente, este refe-
rencial pode ter qualquer estrutura (nio é necessariamente coordenado ou harménico). A
dnica restricdo imposta sobre ele é que seja um referencial ortonormal em relacio a métrica
471, Isto significa simplesmente que em cada ponto do aberto U, as 1-formas ¥* estio re-
lacionadas as 1-formas do referencial fundamental (y#) por uma transformagio de Lorentz
prépria e ortécrona. Esta restricdo é expressa pela relagio:25]

# = Ly L7, (4.27)

onde para cada z € U temos L; € Spiny(1,3) = SL(2,&). Observamos de passagem que se
pode escrever L na forma:

> Fr F2 F3
EZ—,: Srtar (4.28)

onde F € sec(A%(T*M)) C sec(C{€y(IM)) é um campo de bivetores.

2. Conexoes no Espago-tempo de Minkowski

2.1. Conexoes de Levi-Civita

Dada uma forma bilinear simétrica ¢ € sec(T?M), definida em um aberto U C M
do espago-tempo de Minkowski, podemos introduzir uma conexdo V neste aberto pelas
relacées:

T[V]=0
V] (4.29)
Vg =0.
Naturalmente, a Eq. (4.29b) é equivalente a:
Vgl =0, (4.30)

onde g~ € sec(T9U) é o reciproco do tensor g.
Os coeficientes Lgﬁ da conexao V em relagao a um referencial (e,) arbitririo sio dados
por:

1
Log = 597 lealgo) + €8(90a) — €5(gap)]
1 Lo
- _2_gp [guacga + 9upCho — guocgg] . (4.31)

Em relacdo ao referencial fundamental (9, ), temos:

1
Lgp = §gpa [aagga + aggm — ggaﬂ]- (4.32)
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Entéo, como os coeficientes de Killing do referencial (9,) séo identicamente nulos, b} ; = 0,
o tensor de deformacio da conexdo V em relagdo a este referencial sio dados por:

Seg = 9" [0agps + 990 — Osgag] - (4.33)

Usando agora a Eq. (2.48), obtemos as componentes do tensor de ametricidade da co-
nexao V em relag¢do a 4. Temos:

1
Va'Yaﬂ = —5 [7ﬁpgpu(aaga,u + aag;w - au,go‘a)]

1
2 [(Yapg”* (0598, + 0pGus — Ougop)] - (4.34)

Suponhamos agora que a forma bilinear g—!

simétricos g : U — T} M, isto é,

é gerada por um campo de automorfismos

9(e, 8) = 77, 8(8)), (4.35)
quaisquer que sejam a, [ € sec(T*U). Entao, correspondentemente, temos:
g(u,v) = 7(u,g(v)), (4.36)
quaisquer que sejam u,v € sec(TU), onde g : U — sec(T{U) é o campo reciproco de 3.

Derivando a Eq. (4.36) em relagdo a conexdo V, na dire¢io de um campo vetorial ar-
bitrario w € sec(T'U), obtemos:

(Vw7)(u, g(v)) + 7(u, (Vwg)(v)) = 0, (4.37)

quaisquer que sejam u,v,w € sec(TU). Segue desta equagio que

VoYap = —7o,pggvagﬁ. (4.38)



Capitulo 5

Leis de Conservagao em Espacos de Riemann-Cartan

1. Leis de “Conservacao” Covariantes

O objetivo deste capitulo é mostrar que uma teoria de campos sobre um espago-tempo
de Riemann-Cartan somente admite leis de conservagdo genuinas se possui vetores de
Killing.[?9] Este resultado, quando particularizado para a teoria da gravitacao de Einstein
mostra claramente que nesta teoria nao existem, em geral, leis de conservag¢ao da energia-
momento e momento angular.

Discutimos também como se pode obter quantidades conservadas quando um espago-
tempo admite vetores de Killing. Finalmente, discutimos brevemente a tentativa de se
obter leis de conservag¢do em espago-tempos Lorentzianos assintoticamente chatos.

1.1. Identidades de Bianchi

Seja M = (M,~,T) uma variedade Lorentziana e seja V uma conexio de Riemann-
Cartan sobre M. No que segue esta estrutura serd chamada de “geometria de fundo” e
estamos interessados na teoria dinamica de certos campos ¢4 neste espago-tempo.

Por simplicidade, suporemos que os campos ¢* sao campos de r-formas, isto é, ¢4 €
sec(A"(T*M)), A =1,...,m, 0 < r < 4. Supomos também que estes campos carregam
uma representagao do grupo Spiny(1,3) ~ SL(2,C), o grupo de recobrimento universal do
grupo de Lorentz homogéneo restrito e ortécrono, £ 1 = S504(L,3).

Sejam (a,) um referencial ortonormal sobre TM, definido em um aberto U C M, (¥°) o
seu referencial dual em 7™M e (4,) o referencial reciproco de (¥?). As 1-formas da conexao
V no referencial (a,) serdo denotadas por wf = — L%, 9".

Uma teoria dindmica para os campos ¢ € sec(A"(T*M)) é obtida com a introducio de
uma densidade Lagrangeana L,,, que é suposta um funcional

L = Lon(9#,wH, ¢4, dp?). (5.1)

Supoe-se que este funcional é invariante por transformacdes de Lorentz locais. Recorda-
mos que sob uma transformacao de Lorentz local, isto é, para L : z — SL(2,{), temos:

P o O = LO* = LMY
Wt o of = LWL 4 LdLTY (5.2)
ot~ ¢ =p(L)e?,

51
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onde p(L) denota a representagdo de L carregada pelos ¢*.

Como vimos no Apéndice A, se¢do 2.1, toda densidade Lagrangeana é invariante sob
difeomorfismos.

A variagdo total da densidade Lagrangeana L,, quando variamos 9#, w®, ¢4 e dg4
independentemente, é dada por:

6tLm = 6,Ln — LeLoy, (5.3)
e temos,
oc oL 6L
— B ZZm i m A, Y&~m
/amm - /(.suv N Gom 4 Bl A G+ 86 A 6¢A) (5.4)
0L, 0Ly, 4. 0L,
/6t£m = /(6“9“’/\ X +6twf,‘/\ Bw,‘,‘ +6t¢ AW) (55)
e
6L, 0L v OLm
*Ta =555 = ar ~ ' (05%) (5:6)
é o funcional de Euler-Lagrange para o campo ¢4.
Os coeficientes de §,9* (ou de §,9*) sdo as 3-formas
oL
o m
* TH = S5 (5.7)
Chamamos T* € sec(A3(T*M)) de I-formas de energia-momento do campo ¢*.
Os coeficientes de §;w# (ou de §,w¥) sdo as 3-formas:
, 0L,
x5, = B (5.8)
Das Egs. (5.3) até (5.8) segue imediatamente que
Lelm = +Ty N £e0* + %84 A Lewl + +T4 A £ed™. (5.9)

As equagdes de movimento para os campos ¢4 sio *E4 = 0 e quando estas equacdes sao
satisfeitas, temos:

/f{ﬁm = / [*Tu A .5519”' + *SZ A .ngff] (5.10)

No que segue ¢ conveniente considerarmos A(T*M) C, C{(M) e assim podermos in-
terpretar todos os campos na Eq. (5.9) como se¢des do fibrado de Clifford. Lembrando
que

L = 1edV* + digd* (5.11)

e escrevendo £* = 7,(€) € sec(T*M), onde 7. denota a operacio de abaixamento de indice
induzida por v, segue que:

Led* = €% - do* +d(€ - I*). (5.12)

Além disto, lembrando a primeira equacio de estrutura de Cartan,

d9* + wh A 9¥ = OF,
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obtemos:

Lt = €08 € (Wl AP) + (€ %)
= £ 04— (£ Wb wE(E )+ d(€" - O¥) (5.13)

Entao usando a defini¢do de derivada exterior covariante,
D(E" - 9%) = d(€" - 9%) + (" - "), (5.14)
vemos que a Eq. (5.13) pode ser escrita como:
Lo = D(E" - 0*) + £ - OF — (£* - wh)o". (5.15)

Precicisaremos agora do resultado enunciado na seguinte proposigao:

lProposigéo 5.1
de SL(2,0).

& -wh € sping(1,3) ~ sl(2,0) onde s1(2,d') denota a algebra de Lie

Recordamos que toda transformagao de Lorentz infinitesimal L}, pode ser escrita
como

L4 =6 +Ay AL << (5.16)

Assim, se E, € @1’31 temos que E, — E, = E, + Ag,EP, com Ag, = nevA,- Entéao, tendo
em vista que ¥(E,, E,) = y(E,, E,) = ), obtemos

Ag, = A, (5.17)
Escrevendo A}, = £ - wy, = §,9% - (L} ,9") = &Ly, = €° Ly, temos

Ay = ngAy = €L, = € Loy, (5.18)

com Lgay = Mo Loy,
Analogamente, A,g = £* L 40 € entao

Aﬁu + Auﬁ = €Q(Lﬁau + Luaﬂ) =0, (5'19)
pois Lgay = —L,ap em base ortonormal. u

Em vista da proposi¢io acima, podemos escrever que a varia¢ao local de ¥# sob uma
transformacdo de Lorentz infinitesimal local é dada por:

§9* = (& - wh)d”. (5.20)

e temos assim o resultado notavel de que um difeomorfismo gerado pelo grupo a um
parametro que determina £ induz uma transformacio de Lorentz local (transformacdo de
calibre) dos 9*.

Substituindo a Eq. (5.20) na Eq. (5.15), obtemos entéo:

£e9% = D(E* - 9%) + £ - OF — 69~ (5.21)
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Calculemos agora £ew#. Temos, por defini¢io, que
Lewy =€ -wf +d(&" - w))
e usando a segunda equacdo de estrutura de Cartan,
dwl +wh Awy = QF,
obtemos:

Lewy = &-(U -wiAwy)+d(E - w))
£ = (£ - wiwy + (£ - wi)wh +d(€ - wh)

Entao, lembrando que para L = 1+ A a Eq. (5.2) implica em que

bw=—dA + Aw — wA,
e tendo em vista que A¥ = £* - w¥ (Eq. 5.20), temos:

Lewlh =& QU — bwh.

Substituindo as Egs. (5.23) e (5.26) na Eq. (5.10) obtemos:

/.Eg[:m - / [¥T, A (€% - OH) + +T}, A D(E" - 9 — 5T, A 69%
*S A (€7 - QL) — St A bwt]
Agora, por definicéo,
/6£m = / [T A 692 4457 A Bt + x84 1 664] = 0,

pois L, foi suposta invariante sob transformacées de Lorentz locais.
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(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

Se *X4 = 0, isto é, se as equacdes de campo para ¢4 sio satisfeitas, podemos usar a

Eq. (5.27) na Eq. (5.28) e obtemos:

/.E&ﬁm = /[*Tu/\(g*-G)“)+*SZ/\(§*-Qﬁ)—D(*TuE*-19“)+(D*Tu)§*-0“]

= [[TAE -0 +asun (e o)+ (DT - 9
onde usamos que
D" - 9#) x T,] = d[(¢" - 9*) % T,)]
e também que

e mT= [ @ oen =0

sob a hipétese usual de que T* se anule na fronteira U de U.
Escrevendo £* = {,9* = £*¥,, obtemos finalmente que:

/fgzm:/ (4T A (9 ©%) + 582 A (B Q) + d+ T, €°
U U

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)
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Como L,, é um campo de 4-formas, temos d(§* - L,,) = £¢Ly, € portanto

/Ufgcmzfljd(g*-ﬁm)zfaug*-cm 0, (5.33)

novamente sob as hipdtese usual de que £,, se anule na fronteira de U.
Assim, sendo £ um campo vetorial arbitrario, a Eq. (5.32) implica em que

D % T + #To A (9% - ©#) + 5% A (9 - Q) = 0. (5.34)

Colocando-se ainda as formas explicitas de §9* (Eq. 5.20) e de dw* (Eq. 5.25) na Eq. (5.28),
temos:

/ (¥ A AL + #5% A (AbwE — WEAS — dAL)] =
_ / (€T A 07 A% + %53 AWl AL — +55 AWZAL +d(+SYAL) - (d+ S)AL]
=/ [%(*Tu/\ﬂ" — #T” A9, — d % S — W A £SY -*sg/\wg] A¥ =0,
Entao, considerando que os coeficientes A% sao arbitrarios, obtemos:
D8k = % (+T, A 0¥ — xTH A 9,). (5.35)

As Egs. (5.34) e (5.35) sdo conhecidas usualmente como leis de conservagdo covariantes,
mas o fato é que elas sdo simplesmente identidades que seguem das hip6teses que utilizamos
de que a teoria é invariante sob difeomorfismos e invariante sob a agio local de Spin,(1,3) ~
SL(2,0).

E necessario enfatizarmos ainda que estas equacoes nao implicam em nenhuma restricao
na forma da a¢do gravitacional se a geometria é dindmica, como ocorre na Relatividade
Geral.

Em vista destes comentdarios, podemos afirmar que estas leis de conservacio covariantes
nao possuem nenhuma utilidade. E natural, entdo, que nos perguntemos em que condigdes
existirao leis de conservagdo genuinas. A resposta a esta questdo sera respondida na préxima
secao.

2. Leis de Conservagao Genuinas

Mostraremos agora que se (M,v,7,V) admite simetrias, entdo as Egs. (5.34) e (5.35)
podem ser usadas para a construgdo de 3-formas fechadas, das quais resulta a existéncia de
leis de conservagdo. Apresentamos este resultado como segue:

Eroposigéo 5.2J Para cada vetor de Killing § € sec(TM) de (M,~,7,V), i.e, para
cada campo vetorial £ € sec(T M) tal que

.Cg’y =0 e .€§T =0, (5.36)

onde T é o tensor de torcao da conexao V, temos:

d[(€ - 0*) T, + (9 - Lew*) « 54] = 0, (5.37)
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onde L¢ = £* - D + Di¢ é a chamada derivada de Lie covariante.

Para demonstrarmos esta proposicao, precisamos de alguns resultados preliminares, que
sao introduzidos no que se segue.

!Proposigéo 5.3| L9t = 69* e Lewl = Swl se e somente se £e7 =0 e £T = 0.

Mostremos primeiramente que se £,9* = §9#, entdo £¢v = 0. Temos:
f{’)’ = ﬂuu(fg’ﬂ“) ® 9 + 7],“,19“ ® (.5519"). (5.38)

Por outro lado, tendo em vista que ¥ (e também T') é invariante sob transformacoes de
Lorentz locais, temos também:

87 = 7w 69" @ 9* + 1, 9" ® 69" = 0. (5.39)

Assim, se §9# = L¢9#, segue que £y = 0.
Inversamente, se £¢7 = 0, temos:

Nuv(£69%) @ 9° + 0 9 ® (£697) = 0
e escrevendo £9* = Agﬂﬁ, segue que (N,gA% + NauAG)YP* ® 9P =0, ou seja,
Aﬂa + Aag =0 (5.40)

e portanto Ag, € spiny(1,3).
A prova de que se 6wl = Lew¥ entdo £,T =0 é trivial. No que segue, demonstramos a
reciproca, isto é, que se £.T = o, entdo sw* = £Lewh. Temos:

fET = f{@“ da, + O*® .Egau.
Entéo, colocando £¢a, = —APag e supondo que £;T = 0, concluimos que
£e0* = A5OP (5.41)

que € uma transformacdo de Lorentz infinitesimal das formas de torcio.
Por outro lado, levando em conta a primeira equagio de estrutura de Cartan, obtemos:

£60% = Led0* 4 (L) AP +wh A (L)
d(ALY") + (£ewl) A +wh A (AL9°)

= dAP A 4 ABAD™ + (L) AD” + ALwh A 9 (5.42)

e também, usando a Eq. (5.41),
£e0F = Agdd® + AGwE A9 (5.43)
Das Eqs. (5.42) e (5.43) concluimos que (£ew#) A 9¥ = AWl A9 — A{ng AP —dAEAYY,

isto é,
Lewl = Mgl — ABwh — dAL. (5.44)
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Portanto, lembrando a Eq. (5.25) obtemos finalmente £¢w# = dwh u

9, - L¢9* é um elemento de spini(1,3) se e somente se £¢y = 0.
A derivada de Lie covariante de 9 é dada por:
Lev* = & - DY* + D(E"-9)
= - (dd* +wy ADY)+d(E - IH) +wl (€T DY)
= L+ (- wp)? - (£ )l +wl(€7 - 9)
= Lt 4+ (€ -wh)Y”
= (AL +E W),
onde colocamos £¢9* = AL¥”. Entao,
Dy, - Led" = AL+ € -wh. (5.45)

Porém, £* - w¥ é um elemento de spiny(1,3) e portanto teremos 9, - L¢9* € spiny(1,3) se
e somente se A% € Spiny(1,3). Mas de acordo com a Prop. 5.2 isto se verifica se e somente
se £¢y =0. n

lProposigEio 5.4| Se £¢y =0 e £:T =0, entao verifica-se a identidade:
D, - Led” )+ £ - Q0 =0 (5.46)

Prova| Usando a defini¢do da derivada exterior covariante e da derivada de Lie covari-
ante, obtemos:

Dy - Le¥”) = d(9y- Le¥”) + wi(Pa - Le?”) — (9, - Led* )},
= d{0u-[£e9" + (€ - wp)?]}
+ {da - [£60" + (€ - wh) Yo
— {0 [£e0% + (€7 wh)PP]NuE,
isto &,
Dy, - Lg¥”) = Lew, —E - (dw +wy Aw))
+ [d(Fy - £e97) + (T - £69%)wy — (Vo - £¢9")w5]. (5.47)
Se £¢7 = 0 temos 9, - ££9¥ € spiny(1,3) e a expressdo entre colchetes no segundo membro
desta equacao € uma transformacao de Lorentz infinitesimal dos w¥. Se, além disto, £,T =
0, entdo £few! = 6w’ e o terceiro termo do membro direito desta equagio é cancelado pelo

primeiro. Entdo, levando em conta a segunda equacio de estrutura de Cartan, obtemos a
Eq. (5.46). u

Estamos agora em condig¢des de provar a Prop. 5.2. Para isto, combinamos os resultados
das Props. 5.3 e 5.4 com as identidades dadas pelas Eqs. (5.34) e (5.35). Temos:
d[(&" - 9#) + T,] D[(€" - v*) » T¥]
D& -I)N+T, + (& -0*)D* T,
= (Le9*) AT, — (£ -O*) AT, + (£ - 9*)D x T},
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isto é,
dl(£" - 9#) « T,) = (Le9*) AT, — xS* A (€% - L) (5.48)

Note porém que se A € sec(A' M), entdo temos 9" A (9, - A) = A. Assim, podemos
escrever a Eq. (5.48) como:

di(§"-9*)x T,y] = —(Vy - Le9*) AT, N9 — *S5, A (€ -Q8). (5.49)

Se £¢v = 0, temos, pelo coroldrio da Prop. 5.3, que £* - Lgd# € um elemento de spiny(1,3).
Neste caso, a Eq. (5.49) fica:

A€ %)+ T, = 5 (0 Lt)(oT, A9 = ¥T” A 3,) — +S% A (67~ )

~(9, - Le9*)D * S — +8% A (£* - Q%) (5.50)

Por outro lado, se £,T = 0, entdo, em vista da Prop. 5.4,
di(£*-9*)+T,] = —D(d, - Led*) A *S, — (9 - Le9*)D x S},
= —D[(J, - LeW*) x 5] = d[(D,, - L) * S, (5.51)
Finalmente, se £,y = 0e £,T =0, temos:
di(& - )« T,) + (9, - Led™) » S, =0. (5.52)

O fato de que simetrias levam 2 existéncia de 3-formas fechadas foi originariamente demons-
trado por Trautman.l3

2.1. Pseudo-potenciais em Relatividade Geral

No que segue (M, g,7,4,V) é um espago-tempo Lorentziano que modela o “campo gravi-
tacional” g na Teoria de Relatividade Geral de Einstein.

Uma teoria de campos ¢4 em interacio com o campo gravitacional g; aqui representado,
como no proximo capitulo, pelos campos 9#, é descrita por uma densidade Lagrangeana

L=Lg+ Ly, (5.53)
onde 1
Lg = 59‘“’ A *(9* A 9Y) (5.54)
é a densidade Lagrangeana de Einstein-Hilbert e
Lm = Lon(9* 08, ¢4, dp™) (5.55)
¢ a densidade Lagrangeana associada & matéria e aos campos presentes (A=1,...,m).

Como seré visto no Cap. 6, o funcional de Euler-Lagrange para a densidade Lagrangeana
de Einstein-Hilbert sdo as correntes de Einstein *G*,

6Lk _OLgp +d(a£E

B
*G = 55, = B9, ddv,,

) = xt* + d x G*, (5.56)
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onde: 1
*x1G7 = @as AX(B% A 97 A 99) (5.57)
1
*x 117 = —~5Wap A [y AX(9 A 9P N 9P) + B AX(9* AP A7), (5.58)

As equacdes de campo para o campo gravitacional resultam, entdo, em:

*GH =dx G+ xth = — xTH, (5.59)
onde
: 6L
bo_
*TH = 59, (5.60)

Os campos xG* sao chamados de superpotenciais do campo gravitacional e os campos
t* sao chamados de I-formas de energia-momento do campo gravitacional. Observe que
podemos escrever

th = tho

mas as fungdes ¢/ nao se transformam como as componentes de um tensor, sob a ac¢do local do
grupo de Lorentz. Por esta razéo, o objeto geométrico cujas componentes no referencial (9#)
sao as fungoes t# é chamado de pseudo-tensor de energia-momento do campo gravitacional.

E importante enfatizar ainda que a decomposi¢io das correntes de Einstein *G* na forma
dada pela Eq. (5.59) ndo é idnica. Na verdade existem infinitas decomposi¢des possiveis.
Para vermos a razdo disto, observemos que

DxG* =dxG* +wh A+G¥ = 0

Entéo, se existe xt* tal que
dxth = —wh ANxGY,

segue que
d(*xG* — t*) = 0 (5.61)

e portanto xt* fica determinada a menos de uma 1-forma fechada. Nat{xralmente,
* GF — xth = — xTH — xth = d x G*. (5.62)

Usualmente se identifica x(T#+t#) com as correntes de energia-momento total do sistema
descrito pela densidade Lagrangeana £ (Eq. 5.53). Em vista das consideracées acima e das
“leis de conservacao” dadas pelas Egs. (5.61 é tentador definir-se o quadrimomento total do
sistema constituido pelo campo gravitacional e pela matéria por:

P,,=—/U*(Tu+tu)=/ud*g“=/au*gu. (5.63)

Isto é o que de fato foi feito originariamente por Einstein. Contudo, como os *G, nio
se transformam como tensores sob a agdo local de Spiny(1,3), surge o problema de se
escolher o calibre de coordenadas, isto ¢, a carta local (z#) naturalmente adaptada a um
dado sistema de referéncia fo € sec(TU).

Porém, cartas locais (z*) e (Z*) tais que z* = f¥(z!,z?%,2%) sdo naturalmente adaptadas
ao mesmos sistema de referéncia fo. Em particular, no caso em que f; é um sistema de
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referéncia no espaco-tempo de Schwarzschild, Denisov e Logunovi®l] mostraram explicita-
mente que os valores das integrais dadas pelas Eqs. (5.63) depende da carta local (z#) ou
(z*) naturalmente adaptada a fo.

Como iltimo comentdrio, desejamos observar que diversos autores (vide, por exemplo,
Wald[32]) introduziram o conceito matematico rigoroso de espaco-tempo Lorentziano assin-
toticamente chato como representantes de sistemas isolados. Estes espago-tempos admitem
vetores de Killing assintéticos e pode-se entdo obter leis de conservagio genuinas nestes
espagos com a introdugdo do conceito de 2-formas de Komar. Estes resultados nao serio
discutidos aqui, pois segundo a filosofia do nosso trabalho o campo gravitacional serd inter-
pretado como um campo no sentido de Faraday, isto é, como um campo fisico definido no
espaco-tempo de Minkowski.



Capitulo 6

Teoria da Gravitacao no Espacgo-tempo de Minkowski

Na Relatividade Geral, todo campo gravitacional que é solugao das equagdes de Einstein
é modelado por um espago-tempo Lorentziano, isto é, uma quadrupla IE = (E,g,7,, V),
onde (E,g,T,) é uma variedade Lorentziana, ou seja, E é uma variedade paracompacta,
conexa, quadridimensional, orientada por 7, e orientada no tempo. O campo tensorial g &
uma métrica Lorentziana de assinatura (1,3) e V é a conexao de Levi-Civita de g.

O par (T.E,g:), = € E, é isomorfo ao espago vetorial de Minkowski IR!®, que ndo
deve ser confundido com o espago-tempo de Minkowski, isto é, com o particular espago-
tempo Lorentziano representado pela quadrupla M = (M,v,7,D), onde v é uma métrica
Lorentziana, D é a conexdo de Levi-Civita de v, que satisfaz Dy = 0, T[D] = 0 e R[D] = 0.

Nosso propésito no que segue é mostrar que a teoria de Einstein admite uma interpretagao
natural como uma teoria de campos, no sentido das demais teorias de campo da fisica.
Nesta interpretagio, o campo gravitacional é descrito como um campo fisico definido no
espaco-tempo de Minkowski (vide, por exemplo, [32-42]). O acoplamento da matéria e
outros campos presentes com o campo gravitacional é descrito por quatro potenciais M ea
densidade Lagrangeana da teoria é de tipo Yang-Mills, com um termo de auto-interagao e
um termo de fixagdo de calibre.

Observamos que se encontra na literatura diversas apresentagdes da teoria do campo gra-
vitacional como uma teoria de campos no espago-tempo de Minkowski. No entanto, existe
uma grande controvérsia entre os diferentes proponentes de tais teorias, devido principal-
mente ao fato das construgdes destas teorias serem baseadas em postulados de natureza ad
hoc. Seguimos aqui uma abordagem diferente da usual, que se tornou possivel devido a
todo o formalismo que desenvolvemos nos capitulos anteriores.

Na nossa formulacio, as equagdes de campo sao derivadas de um principio de agao e a
densidade Lagrangeana do campo gravitacional é de tipo Yang-Mills. Além disto, quando
escrita no espago-tempo de Minkowski, ela é invariante sob a agao do grupo de Poincaré e
tem o grupo das translagdes T(4) como grupo de calibre local. Mostramos que a escolha
da densidade Lagrangeana para o campo gravitacional é bastante restrita dentro do nosso
formalismo.

61
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1. Equacgoes de Einstein

1.1. Espago Livre

Seja IE = (E,V,g,7,) uma variedade Lorentziana orientada de dimensio 4, onde g €
sec(T0 E) denota o seu tensor métrico, V é a conexdo de Levi-Civita de g e T, € sec(A*E)
é a 4-forma volume de E.

Denotamos por C{(IE) o fibrado de Clifford sobre o fibrado cotangente de E, induzido
pela forma bilinear g=! € sec(T9E); por “V” o produto de Clifford natural de CL{(IE); por
“o” o produto interior correspondente e por * : sec(C(IE)) — sec(CL(IE)) o operador de
dualidade de Hodge de C{(IE). Denotamos ainda por @ o operador de Dirac fundamental
de C{(IE).

Naturalmente, as equagdes de estrutura para este espago sao dadas por:

de® +ws N7 =0

df, —w?2ANB,=0 (6.1)
dwf +wh AWl = Q8
onde d = OA é a parte exterior do operador de Dirac fundamental da variedade; (6°)
€ um referencial mével arbitrdrio sobre T*E; wf sio os coeficientes da conexio V neste
referencial e Qf s@o as 2-formas de curvatura da variedade. Note também que temos as
seguintes relacGes:

dger-or — _wgl A aﬁag...ar . wgr A 00!1---011-—15
ay..0r _ ag Basy...ay (23 o1 ...0p1 B (62)
dx0 = —wg' Axf — e —wgt Akl ,
onde 91 = g1 A | A fOor,

As equagdes de Elnstem para o espago livre sdo obtidas da variagdo da seguinte integral
de acao:

SE=/ Lx, . (6.3)

onde U C F é um aberto de E e Lg é a densidade Lagrangeana de Einstein- Hilbert, dada
por: (o fator 1/2 é introduzido por conveniéncia)

1
LE = §RT9, (6.4)

onde R = g**R,, = g**gP”R,p,, é a curvatura escalar da variedade.
Esta densidade Lagrangeana é escrita no fibrado de Clifford como:

1
L = 50p A48 A 0°), (6.5)

onde 45 = ga,§2j 530 as 2-formas de curvatura da variedade. De fato, temos aB N*(0% A
05) = (05 NOP)Y A *Qup = — (0% o (85 o Q ap)] = A(0% o Ry) = xR = Rr, = 2Lp.
As equagdes de campo para a denSIdade Lagrangeana dada pela Eq. (6.5) sio obtidas de

685 = /U 6Lp = 0. (6.6)
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A varia¢do de Lg é calculada como segue:

Proposicao 6.ll Sejam wag = gaow} as 1-formas da conexdo V em um referencial
mével arbitrdrio (6”) sobre T*E. A variagdo da densidade Lagrangeana dada pela Eq. (6.5)
em relacao aos campos de 1-formas 0, e w,g, tomados como varigveis independentes, é dada
por:

6L = gdlBuag A 3(6% 1 0%)] + 580, A Qg A%(8° A 07 767). (6.7)

Vamos demonstrar este resultado para um referencial ortonormal, isto é, to-
mando g*f = 6% ¢ 6% = n*P. Para uma prova mais completa, vide, por exemplo, [28].
Temos 6LE = 6[3Qup A *(8% A 7)), ou seja,

6L5 = %(.sgaﬁ) A %(6% A 0°) + %Qa[, A [6 % (6% A 6°)]. (6.8)

Além disto, segue da Eq. (6.2¢ §Qup = 8dwop+6(wapAwp) = dbwap+8way Awh+Wa, ABWS.
Portanto,
8Qup Ax(0% A 0P) = dbwsg A (8% A 6°)

+ wap Awh AX(6% A 6F)

+ Wop AWl AX(6% A 6P).
Desenvolvendo o primeiro termo do membro direito desta equacio, obtemos déwag A (8% A
0%) = d[6wep A*(0% NOP)]+ Bwag A dx (8% A OP) = d[6wap Ax(8% AGP)] - Bwag A [wa A%(6° A
9°) +w§./\*(0°‘ N67)] = d[bwap Ax(8% NOP)] = Bwe, Awh AX(0% ABP) = wq, A Bwh AX(8% A 8P)
e concluimos que:-

6Qup A (0% A 8°) = d[wap A %(8% A 6°)]. (6.9)

Para obter a variagdo do segundo termo do membro direito da Eq. (6.8) basta levar em
conta que & x (8% A 6%) = 66, A[87 o % (8% A 89)] = 88, A x(8% A 65 A §°9). Entéo,

Qap A6 % (8% A 6P)] = 88, A Qg A (6% A 6° A 6°). (6.10)
Finalmente, substituindo as Egs. (6.9) e (6.10) na Eq. (6.8), obtemos a Eq. (6.7). u

Na expressao de 6 Lg dada pela Eq. (6.7), o primeiro termo é uma diferencial exata e
portanto nao contribui para a variagdo da agdo. Entao, considerando variacdes arbitrarias
dos campos de 1-formas 6, e w,g, teremos §Sg = 0 se e somente se

1
5% Ax(8* A G°P A 6°) =0. (6.11)

Porém, QosAx(0°A0° A7) = —x[Qap © (02 NOPN%)] = —L Rop, +[0" < 8% o (8NP NO7)] =
-2 (R° — 1R6°) = —~2x G°. Portanto, a Eq. (6.11) é equivalente a:

G° = R° - %RO" — 0, (6.12)

que sao as equagoes de Einstein para o espago livre.
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1.2. Densidade Lagrangeana de Thirring

Em um referencial ortonormal, podemos escrever as 1-formas da conexao V como segue:

ﬁ)roposigz’io 6.2| Sejam wyp = go,,,wf3 os coeficientes da conexdao V em um referencial
mével ortonormal arbitrario (9*) sobre T*E. Entao:

Do = _%[196, e diy — g o dVa — (Ve » I » dD,)07), (6.13)

ou ainda,

Top = U ° dVa — Vo o dVp + %06, o g0 (9° A dY,). (6.14)

Da Eq. (6.1b) obtemos Jy ¢ ddg = P o (WG A ¥5) = (Yo © @§)¥s — Tags de

modo que
Wap = —0y © dﬂ)@ + (190, ° wg)ﬂa

e também,

Do =~V o dq + (Vg o @G )V0.

Entdo, levando em conta que, em um referencial ortonormal, wWg, = —Weg € que
Do 0 g 0 dy = Vo o Vg o (@h AD,) = =95 © Wao + Ja ° @, Obtemos a Eq. (6.13).
Agora, o terceiro termo do membro direito da Eq. (6.13) também pode ser escrito 99 A
(B 0 Vg0 d¥y) = =V o [07 A (9p 0 ddo)] + g0 dda = ~Pa o [-Ip(P" A d¥s) + ddg] +
Vg oddy = Vg oddp+ g o dds + Jo o g (97 A d?d,), de onde obtemos a Eq. (6.14). ™

Como consequéncia da Prop. 6.1, a Lagrangeana L também pode ser escrita unicamente
em termos dos campos de 1-formas 9 de um referencial mével ortonormal arbitrario sobre
T*E e dos diferenciais destas 1-formas. De fato, temos:(26: 27 28]

lProposigéo 6.3] Dado um referencial mével ortonormal arbitrario (9*) sobre T*E,
temos: .

1 1
Lg = —d(¥* A xdV,) — 5(119"‘ A xddy + 5619"‘ A *x6%, + i(dﬂ"‘ AGg) A ~k(d19‘6 Adg), (6.15)
ou ainda,

1
Lg = —d(9% Axdda) = 5(d9 A 9P A x(d9s A 9a) + L-ll(dm A 9o) A *(d9P A dg). (6.16)

Levando em conta as equagoes de estrutura Q5 = dwag + @ap A wg, obtemos:
1 YN P a A 98
Lg = -é-dwag/\*(ﬂ AD )+§wa,,/\wﬁ/\*(19 A 97)
1 o 1 o 1 o
= 5d[@ap A *(9 A )] + 5Tas A dx (9% A ) + 5@ap A @ Ax(9% A 9°)

1
- %d[waﬁ N (8% A 99)] = Smag A f AR N D),
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onde usamos a Eq. (6.2b).

Observamos agora que @ag A (9% A 98) = — x [@ag o (9% A 9P)] = #[(wyp o 9P)9> —
(wWap o 92)98] = 2 x [(@ap © 9°)9°]. Por outro lado, segue da Eq. (6.1) que 9* A xdd, =
% Ax(wga A9P) = —%[9% o (wpa ADP)] = —x(wag o 99)9%. Portanto, d{wag Ax(9* AIF)] =
—d(9% A xdd,) e obtemos:

L = —d(9% A xd¥a) — Swas A @ A%(9° A 9P). 6.17
g vl e

Desenvolvendo o segundo termo do membro direito da Eq. (6.17), obtemos:

Tap ATEAX(P AP = 97 AP A x(wap A wT)
= —0° AP o (wap A wT)]
=~ AX[(9° o wag)@? — (9° o @2 )wag)
— % [(9° 0 o)W 0 @) — (97 ° @T)(V” ° @ap)]- (6.18)

Porém, (97 o w2 )(9° o wag) = Wap ° (97 o @2)9°] = wag o [P o (@I AD?)+@*P] = (wapA
98) o (wS AD?)+w@ap - w*P. Entio, Wag ATIAK(IPAIP) = —(IP o wo5) (PP AT ) — (wag A
19ﬂ)A*(wg‘/\19”)+wag/\*w°‘ﬂ, ou ainda, lembrando que d¥* = ~w AP, dx0* = —w§ Ax9?
e que §dy = — x L dxVy = —wup 0 9P,

Wag A @S A*(9° AIP) = —605 A %69 — d¥s A xdD* + wap A %P

Contudo, segue da Eq. (6.14) que @w,p A x@w*? = wa5 A 9% A xd9’ — wag A 9P A xdd9* —
Lwag ANO* NIP AX(dD7 AY,) = 2dTo AxdD™ — 2d9% A9y A%(d3P A9;g) e finalmente obtemos
a Eq. (6.15).

Além disto, notando que d9® A 9% A x(ddg A 9,) = d9% A x[(9P o d¥g) AV + d¥y] =
d9% A %d¥y — (Vg 0 d9%) A x(Pg 0 d9P) = dI* A %dVy — (604 A D) A x(695 A 9P) = d9> A
*d¥, — 69 A %694, obtemos a Eq. (6.16). =

Observe ainda que escrevendo wj = LY 9%, obtemos, da Eq. (6.18):

1
Lg = ——gﬂ“(L” Loy — L3, L0 )T - —d(#“ A %dd,). (6.19)

[Proposigz’io 6.4 | As 1-formas de Einstein G° = R° — —Rﬂ" podem ser escritas como:

*G% =dxG° +*t°, (6.20)
onde:
*x1g7 = —w(,g Ax(9% A 9P A 99) (6.21)
1
*x 110 = — 5 @ap AT A*(9% A 9P A 9P) + P A k(9% A 9P A7) (6.22)

Temos 2xG” = QagAx(D*AIPAI?) = darag A(3XADIPAD7) + oy AT AX(I A
9P A97). Porém, dwag A*(I* AIPAY?) = dwog Ax(IXAIP NI )+ wag Adx (92 ADP AD)] =
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d[wag AX(I* AP A7) — wog A Ax(92 AP AD7) — g Ao A(9X AIP A7) — g A
@w§ A X9 A 98 A 9°). Portanto,
2xG = dlwag A*(9* AP A7)
— @ag A @G AX(I* AP ADP) + P A K(FF A PP AP
Entdo, usando as Eqgs. (6.21) e (6.22), obtemos a Eq. (6.20). u

Segue da proposi¢dao acima que também podemos escrever as equagdes de Einstein na
forma:

dxG7 +*xt7 = xT°, (6.23)

onde T é o tensor de energia-momento da matéria e dos campos presentes.

1.3. Equagdes de Einstein no Fibrado de Clifford
As equagdes de Einstein sdo escritas, em um referencial mével qualquer (87}, como:
1
Ry — 56,‘,‘1{ =TF, (6.24)

onde T¥ sao as componentes do tensor de energia-momento da matéria. Calculando o trago
desta equacgdo, obtemos:

R—¥R=T¢R=—ﬂ

onde T é o traco do tensor de energia-momento. Assim, também podemos escrever as
equagoes de Einstein na forma:

1
Rb =TF - 56{,‘T. (6.25)
Multiplicando os dois membros da Eq. (6.25) por 6, obtemos:
1 .
R¥ =T* - ETG“' (6.26)
onde R* sao as 1-formas de Ricci e T* sdo chamadas de I-formas de energia-momento.

Porém, vimos no Cap. 3 que as 1-formas de Ricci de uma variedade munida de uma
estrutura Riemanniana, satisfazem:

(8 A 36" = R*, (6.27)

onde @ é o operador de Dirac fundamental da variedade. Portanto, podemos escrever as
equagoes de Einstein na forma:

(3A3W“=T“—%TW. (6.28)

Lembrando ainda as relagoes

(6.29)
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podemos escrever as Eqgs. (6.28) alternativamente como:
5oz : - N 1
— (000 +IN(O0*)+ D (ODNO*)=TH - §T0“. (6.30)

Naturalmente, as Egs. (6.28) ou (6.30) sao equivalentes as equagoes de Einstein. Isto é,
estas equacdes sdo satisfeitas se e somente se

*G' =% (R“ - %RO“) = xT#, (6.31)

onde G* sdo as 1-formas de Einstein.

A Eq. (6.30) é uma equacdo de onda para os 6* e sugere que tomemos estes campos de
1-formas como as varidveis bdsicas na representacdo do campo gravitacional. Observe que a
Eq. (6.30) é uma equacgdo intrinseca, escrita para se¢oes do fibrado de Clifford da variedade.
(8*) nao necessita ser um referencial coordenado. Quando #* = & A z# = dz* e no calibre

00 0% = §,0* =0 (8, é o codiferencial de Hodge), a Eq. (6.30) se reduz a

—(8:9)* =T+ - %Tﬂ“. (6.32)

2. Teoria da Gravitagao no Espago-tempo de Minkowski

Na Prop. 6.3 mostramos que a densidade Lagrangeana de Einstein-Hilbert pode ser
escrita unicamente em termos dos campos 9* e de seus diferenciais dd*, onde (9#) é um
referencial moével ortonormal arbitrario sobre a variedade. A menos da parte que é uma
diferencial exata, que é irrelevante para nossas consideracdes, esta densidade Lagrangeana,
é dada por:

£y - _%w A dd, — -;-dwu A(d*D,) + i(dﬂ“ AD) Ax(dDy AD)  (6.33)

Escrita desta forma, a densidade Lagrangeana de Einstein-Hilbert é um funcional dos
campos de 1-formas 9* e de seus diferenciais d9*, e ndo faz referéncia direta a conceitos
geométricos como curvatura, tensor de Ricci, tensor de Einstein, etc. De fato, a tnica
referéncia a objetos de natureza geométrica que aparece na densidade Lagrangeana acima
esta no aparecimento do operador de dualidade de Hodge .

E claro que a partir das equagdes obtidas podemos recuperar as equagdes de Einstein
na sua formulacdo usual. Para isto basta atribuir significado geométrico aos campos de 1-
formas w,g, interpretando-os como as 1-formas da conexao de Levi-Civita sobre a variedade
(métrica) considerada.

Vamos, no entanto, seguir um caminho diferente. Para isto, observamos que o pre-
sen¢a do operador de dualidade de Hodge na densidade Lagrangeana acima (que constitui
o unico vinculo que esta equagdo ainda possui com a eventual geometria Lorentziana de-
terminada por g) é, na verdade, imaterial, pois este operador representa essencialmente o
tensor métrico, ou seja, uma forma bilinear simétrica, mas vimos que em qualquer espaco
métrico é possivel expressar uma forma bilinear simétrica dada em termos do tensor métrico
da variedade.
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Sugerimos, ent3o, interpretar a densidade Lagrangeana dada pela Eq. (6.33) como uma
densidade Lagrangeana definida no espago-tempo de Minkowski. Ou seja, propomos que a
teoria do campo gravitacional seja descrita da seguinte forma:

O universo fisico tem a estrutura do espago-tempo de Minkowski, isto é,
ele é descrito pela quadrupla M = (M,v,7, D), onde M é uma variedade diferencidvel de

dimensio 4, difeomorfa ao R*, ¥ é a métrica de Minkowski, 7., é o elemento de volume de
M e D é a conexao de Levi-Civita de 7, que satisfaz:

Dy=0, T[D]=0, R[D]=0 (6.34)

O campo gravitacional é descrito por quatro potenciais 9% € sec(T"M)

cujo acoplamento com a matéria satisfaz as equagdes de campo resultantes da variagao da
densidade Lagrangeana dada por:

Lo = —%dﬂ“ A*dd, — %d*ﬁ“ Ax(d*9") + %(dﬁ“ AD,) Ax(dB, ADY) = 0% A«T,, (6.35)

onde T, representa o tensor de energia-momento da matéria e dos campos presentes (exceto o
campo gravitacional) e as operagdes de abaixamento e levantamento de indices e a opera¢ao
de dualidade % sdo definidas com relacao & forma bilinear simétrica g definida por:

g= 77;1.1/19# ® 19”7 (636)
onde (7n,,) = diag(+ — ——).

E importante ressaltar de inicio que o tensor g ndo é para ser interpretado como a
métrica da variedade. Além disto, o operador x nao constitui o operador de dualidade de
Hodge da variedade. Estes objetos sdo apenas quantidades em termos das quais a densidade
Lagrangeana dada pela Eq. (6.35) sdo escritas de uma maneira mais conveniente, néo sendo,
na verdade, essenciais & formulacio da teoria. De fato, se ndo quisermos fazer uso destes
objetos para escrever a Lagrangeana da teoria, procedemos como segue.

Recordamos que & forma bilinear g esta associada um campo de automorfismos simétrico
g, definido pela relacdo:

9(u,v) = 7(u,g(v)), (6.37)

quaisquer que sejam u,v € sec(TM). Como por hipétese g tem a mesma assinatura de 7,
entio o campo g é positivo, isto ¢é existe um campo de automorfismos simétricos e positivos
h, tal que:
9(u,v) = y(h(u), h(v)). (6.38)
quaisquer que sejam u,v € sec(TM).
Naturalmente, se g~ denota a reciproca da forma bilinear g, temos

g7 (e, 8) = 17, 8(8)) = 17" (h(a), h(B)), (6.39)

quaisquer que sejam a, 3 € sec(T*M).
Lembramos entdo que o operador % esta relacionado ao operador de dualidade de Hodge
* associado & algebra do espaco-tempo de Minkowski por:

* = Ah * Ah. (6.40)
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Esta relacdo nos permite, entido eliminar toda referéncia a forma bilinear g da densidade
Lagrangeana L e escrevé-la apenas em termos das operagdes usuais da dlgebra do espago-
tempo de Minkowski.

2.1. Equagoes de Campo

Naturalmente, as equagdes de campo que seguem da densidade Lagrangeana L dada
pela Eq. (6.33) sao dadas por:

dxG" + xth = xTH, (6.41)
onde .
x"1G% = 5@as A*(97 A 9P A 97), (6.42)
11 = _%waﬁ A[@Z A R0 AP N 9P) + 2P Ax(0% AP AD7)]  (6.43)
e ainda,
1
Dag = = 5[0a o dds — g o dia — (V » B  d06)97], (6.44)
ou,
Wag = Vg 0 ¥y — g o dilg + %% o 95 0 (07 A ddy). (6.45)
A Eq. (6.41) é ainda equivalente a:
- x - p ~ - 1
~(800)0*+N(D0*)+ D (BANO)=T" - §T0“, (6.46)
ou também,
*GH = % (R“ - %RO“) = %T*. (6.47)

A Eq. (6.41) pode ser escrita apenas em termos das operagbes usuais da algebra do
espago-tempo de Minkowski lembrando-se a Eq. (6.40). Temos: )

d * G3y + *t§y = *Tyy, (6.48)
onde definimos:

*gX,I = Ap*xAp-1G°
*t}’u = Ap*xAp- t? (6.49)
*TX/I = Ap* ApT°

e ainda,

1
Apx Aym1G7 = Zwu A * Ap-r (0 A 6” A 6°) (6.50)

1
~ 39w A [wF A A Aps (6% 1 8” A 6°) +

Ap x Ap-ait?

+ Wi AAR A (84 A 0P N6 (6.51)
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onde os coeficientes @, sao dados pelas Eqs. (6.44 ou (6.45)
Por sua vez, a Eq. (6.46) é escrita em termos das operagdes usuais da algebra do espago-
tempo de Minkowski lembrando o resultado enunciado na Prop. 3.4 (Cap. 3), isto é, temos:

(BAIw = (8 A + g7 Jpow, 9%, (6.52)
onde w = w,¥’, © = g(w) = ghw,9* e Ju, sdo definidos pelas Egs. (2.59). Em particular,
para os campos de 1-formas ¥* que representam os potenciais gravitacionais, temos:

(@AY +JF =T+ - %Tﬁ“, (6.53)

onde definimos

Jh = g J,,9°. (6.54)

2.2. Teoria da Gravitagao como uma Teoria de Calibre Abeliana

Consideremos agora a teoria da gravitag¢io no espago-tempo de Minkowski desenvolvida
na secio anterior. Seja z € A°(M,IR*) uma aplicagdo carta ({(z*) é uma carta) do espago-
tempo de Minkowski e dz € A'(M,IR*) é um referencial ortonormal. Seja ¢ € sec(A™(M))
o campo da matéria.

A densidade Lagrangeana para este campo ¢ estd automaticamente acoplada com dz
devido a necessidade de usarmos o dual de Hodge * na densidade Lagrangeana, que é uma
aplicagdo L,, : (z,dz,$,dd) — Ly (z,dz,P,dd).

Uma translacao em M pode ser descrita por:
T—z+e=(z¥+e*)E,, (6.55)
onde (E,) é uma base de IR* e ¢* sdo constantes. Temos:
6 = 612 = OiransaT = € (6.56)

Suponhamos, como usualmente, que

6¢ =610 = biranad = 0. (6.57)
Entao a invaridncia de £,,, 6£,, = 0, implica em:
oL, (?E 3[,

ou seja, como o segundo e terceiro termos desta equacdo se anulam,

0L
Oz

o que significa que £,, nao depende explicitamente de z.
Se fizermos ¢ = ¢(z) na Eq. (6.55) a simetria § L., = 0 deixa de ser satisfeita, exceto no
caso trivial L, /0z = L, /ddz = 0, pois agora temos:
oL, 0L,

SLm =N +de N2, (6.60)

=0, (6.59)
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De acordo com as idéias padrao das teorias de calibre, devemos introduzir um potencial
de calibre para termos uma Lagrangeana que fique invariante sob transformacoes de calibre
T(4) locais.

Sejam ¢ € AY(M) ® t(4), onde t(4) é a dlgebra de Lie de T(4). Seja £/ a densidade
Lagrangeana desejada, L), : (z,dz, $,dé,c) — L] (z,dz,¢,dd,c). Temos:

oL, oLy, 8£'
!
6L, = bz N —— . + édz Aad +6c A e (6.61)
Entao as Egs. (A.95) e (A.100), implicam em que:
oL, oL,
*1= Oc  Odz (6.62)

e devemos ter D+T = 0 de acordo com a Eq. (A.96), onde T é a corrente de energia-momento
do campo ¢.
Naturalmente,
bc = —bdz = —de. (6.63)

Como T(4) é abeliano, temos de fato que ¢ = —de.

A Eq. (6.63) significa que c corresponde ao potencial de calibre de um grupo abeliano
quadridimensional. No caso, o grupo T(4). Por sua vez, a Eq. (6.61) nos diz que c deve
aparecer em L] na combinagio dz + ¢ = 9. Definindo

Dz =dz+c=9 (6.64)

temos pela Eq. (6.63) que, sob a ac¢do de T(4), §9 = 0.
Por outro lado, identificando t(4) = TM = R* temos X, = E,, e

Dr=dz+che=dz+c*AXz=dz+c (6.65)
e temos também:
br =X,z =¢" —g—z—s“aw ®E,=¢*QE,. (6.66)
B dzn” 7 Oz * '

Note que D¢ = dp + c A ¢ = d¢, pois §¢ = e#X,¢ = 0. Note também que em vista da
Eq. (6.63), podemos transformar ¢ em zero por uma transformagao de calibre local. Entéo,
se dz é um referencial ortonormal (como supusemos), segue que no particular calibre onde
¢ = 0, temos ¥ = dz e segue daique e = dz + ¢ continua sendo ortonormal em vista da
Eq. (6.64). Entao,

L. (dz,¢,dp,c) = Lyn(9 = Dz, ¢, do) (6.67)

para concordar com L, quando ¢ = 0 (acoplamento minimo).
A corrente de energia-momento do campo ¢ fica:

0L,, 0L,
T=-"2=_"" .
=B = Bde (6.68)
ou seja, escrevendo T' = T* @ E,, temos:
oL,
*TH = (6.69)

aos’
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que concorda com a defini¢do de *7'* dada no Cap. 5. Note que esta corrente ndo é conser-
vada, pois em vista da identidade £,,Ln = d(9, - L) segue que:

(9, - dd) AxE() + (=) (9, - $) A d % £(¢) = d* Ty, — (3, - d9°) A xT,, (6.70)

onde X(¢) é o funcional de Euler-Lagrange para o campo ¢. Assim, quando as equagoes de
Euler-Lagrange sdo satisfeitas, segue que

dxT, + ¢4, 9" AT, = 0, (6.71)

onde ¢/, sao as constantes de estrutura da “base” (J*).

Leis de conservagao genuinas para nossa teoria sao obtidas pelos métodos descritos no
capitulo anterior.

Desejamos comentar aqui que a tentativa de se formular a teoria da gravitacio como
uma teoria de calibre do grupo T(4) aparece originariamente em Wallner.[”] Contudo, a
apresentacao de Wallner é nonsequitur, pois ele usa o operador de Hodge associado a métrica
fundamental v e a teoria resultante nao é equivalente a teoria de Einstein.

2.3. Critica da Teoria da Gravitagdo como uma Teoria de Calibre do Grupo
SL(2,0)

Na sec¢do anterior vimos que a teoria da gravita¢ao formulada no espago-tempo de Min-
kowski pode ser entendida como uma teoria de calibre abeliana T(4).

Existem muitas teorias de calibre da gravitacao onde o grupo de calibre é tomado como
sendo o grupo de Lorentz £ L4, ou o seu grupo de recobrimento universal SL(2,d) ou ainda
o grupo de Poincaré P = .{JL ® T(4).

De fato, sob uma transformacdo de Spiny(1,3) = SL(2,0) os campos ¥* se transformam
como:

89 = eB(z)04, (6.72)

onde ¢ € spin4(1,3), para todo £ € M e as teorias de calibre com grupo SL(2,Z) da
gravitagdo consideram as 1-formas da conexdao como os potenciais de calibre. De fato, sob
uma transformagdo local de Spiny(1,3), temos:

W = —dw" — whe® +wieh™ = Det. (6.73)

O problema com estas teorias é que os w¥ nao sao varidveis independentes. De fato, as
Egs. (6.44) ou (6.45) mostram que os w” sao completamente determinados pelos ¥* e dv*
e portanto ndo podem ser usados como campos compensadores no sentido das teorias de
calibre, onde d¢ — D¢ = dd + w A ¢.

Além do mais, tais teorias acabam associando rota¢oes com o tensor de energia-momento,
o qual estd associado com translagdes, o que é incompreensivel e justifica as critica de
Pommaret a estas formulagoes.

Se nos recordamos da Prop. 5.1 do capitulo 5 e particularmente as Egs. (5.20) e (5.25)
temos que a agdo de um difeomorfismo gerado por um grupo a um parametro que induz
um campo §, induz uma transformagao de Lorentz local dos ¥ como na Eq. (6.72) e dos
wk, como na Eq. (6.73). Talvez seja esta a razdo que tenha levado diversos autores (vide,
por exemplo, [47]) & formulagido de teorias de calibre da gravitagdo com grupo SL(2,C).
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2.4. Possiveis Formas da Lagrangeana Gravitacional para a Teoria de Calibre
T(4)

Tendo identificado os 7## como os potenciais gravitacionais, temos agora diversas possibi-
lidades de fabricarmos Lagrangeanas para estes campos que sejam invariantes sob trans-
formacdes de calibre do grupo T(4). Temos:

L1 = a19% Axd,

L = axdd® xdv,

L3 = azd®® A 9, A «(d9” A 9,)
L4 = agdd® AD* Ax(d9, AD,)

A Lagrangeana L, corresponde ao termo cosmolégico que aparece algumas vezes na
formulagao da teoria de Einstein. Naturalmente, £; ndo pode ser tomada como a densidade
Lagrangeana da teoria, pois ndo produz equagdes de movimento.

Por sua vez, a densidade Lagrangeana L2, embora seja de tipo Yang-Mills, também nao
serve, isoladamente, para densidade Lagrangeana da teoria, pois como se pode verificar, ndo
produz o limite newtoniano correto.

No caso de um sistema de simetria esférica, dd* é proporcional a ¥* e a densidade La-
grangeana L3 é identicamente nula. Portanto, £3 também néo é apropriada para descrever,
isoladamente, a densidade Lagrangeana da teoria.

Finalmente, £4 foi usada por Hehll*”l e leva a uma teoria que é indistinguivel da teoria
de Einstein até termos de quinta ordem na aproximacgao pos- newtoniana.8!

Se relembramos a Eq. (6.16), vemos que a densidade Lagrangeana de Einstein difere por
uma diferencial exata da densidade Lagrangeana dada pela soma de L3 e L3, com coeficientes
apropriados. Concluimos, portanto, que nesta formulagdo da teoria da gravitagdo como
uma teoria de calibre com grupo T(4) a forma da densidade Lagrangeana para o campo
gravitacional é bastante restrita.



Conclusoes

Como dissemos no Cap. 6, existem diversas tentativas de se formular a teoria do campo
gravitacional como uma teoria de campo (no sentido das demais teorias de campo da fisica)
no espago-tempo de Minkowski.

Em particular, Weinberg[49] é de opinidao que a interpretacdo geométrica da teoria do
campo gravitacional em termos de um espago-tempo Lorentziano é uma coincidéncia. Neste
trabalho mostramos como esta “coincidéncia” aparece. Isto foi possivel devido aos desenvol-
vimentos matematicos novos que foram apresentados nos capitulos 1 a 4 e principalmente
3 teoria dos automorfismos simétricos das dlgebras de Clifford, que nos permitiu eliminar o
campo g como representante da métrica de um espaco-tempo Lorentziano que modela um
dado campo gravitacional.

Uma das principais criticas & interpreta¢do geométrica da teoria vem do grupo de Lo-
gunov. Em particular, na teoria geométrica nao existem, em geral, leis de conservagao
genuinas para a energia-momento e momento angular. Este ponto é de fato muito im-
portante e necessita uma consideragdo critica pelos autores que endossam a interpretagao
geométrica.

Em seu livro General Relativity for Mathematicians, Sachs e Wul® dizem: It is a shame
to loose the special relativistic total energy conservation in General Relativity. Many of the
attempts to ressurrect it are quite interesting, many are simply garbage. Em nossa teoria
temos uma lei de conservagio de energia e momento genuina para o campo gravitacional
e os campos de matéria, que segue do fato do espaco-tempo de Minkawski ter os vetores
de Killing apropriados. (Vide as discussoes do Cap. 5. O fato dos resultados fundamentais
apresentados neste capitulo—a respeito da nao existéncia de leis de conservacao em espagos
que nio admitem vetores de Killing—nao serem discutidos nos textos é algo lamentavel,
para dizer-se o minimo) '

Em sua teoria da gravitacio (RTG), Logunov fixa o calibre escrevendo D, (,/—gg*”) = 0,
onde /=gg" = /=77** + /7¢*", ¥*" s@o as componentes da métrica de Minkowski e
¢*" sao as componentes do campo gravitacional. A equagdo de fixagdo de calibre é entdo
interpretada como uma das equagdes de campo necessdrias para eliminar os estados de spin
0’ e 1 do tensor ¢*¥. De acordo com Logunov, este calibre torna possivel a RT'G predizer
sem ambiguidade fendmenos gravitacionais como o atraso de eco de radar. Também de
acordo com Logunov, a RTG com as condigOes de calibre escolhida pribe a existéncia de
buracos negros. (Nao discutimos estas afiram¢des neste trabalho.)

Obtivemos aqui as condigbes para a teoria gravitacional de Einstein ser equivalente a
uma teoria de campos no espacgo-tempo de Minkowski sem a fixa¢do de qualquer calibre.

Devemos enfatizar aqui que a arena dos fendmenos fisicos na nossa teoria é o espago-
tempo de Minkowski (M,~v,7., D). O espago-tempo Lorentziano (M,g,7,,V) desta teoria
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gravitacional representa uma geometria efetiva, nao-chata, originada pelo campo. Portanto,
ela deve ter topologia compaivel com a topologia do IR*, sendo non sequitur a afirmacéo de
Grishchuk de que na RTG é possivel a existéncia de universos fechados (isto impoe restrigdes
a “coincidéncia” postulada por Weinberg).

Uma interpretagao muito simples de como as medidas realizadas com réguas ereldgios
padrao em um campo gravitacional causam o aparecimento de uma variedade Lorentziana
nao-chata efetiva é dada por Schwinger.[51]

Deve-se notar também que a densidade Lagrangeana Eg) escrita no espago de Min-
kowski sugere a interpretagdo co campo gravitacional como um campo de calibre e embora
Spiny(1,3) seja um grupo calibre local da teoria, deve-se enfatizar que esta ndo é uma
teoria de calibre do grupo Spiny(1,3). De fato, como mostramos na se¢io 2.2 do Cap. 6,
esta é uma teoria de calibre do grupo das translagoes T(4). Na nossa abordagem isto parece
natural, ji que a métrica efetiva g é gerada por deformacdes (no sentido de Kleinert[52]) na
“rede cosmica” (J9*).

Desejamos enfatizar ainda que o método empregado para a formulagio da teoria de
Einstein no espago-tempo de Minkowski é completamente geral, no sentido de que podemos
implementar a teoria da gravitagdo com os campos ¥* definidos em qualquer variedade
Lorentziana que sirva de “geometria de fundo” para a teoria.

Assim, nossa apresentagio justifica as criticas de Pommaret!53! 3 apresentagao usual da
Relatividade Geral como uma teoria de calibre do grupo de Lorentz (rotagdes)

Gostariamos também de chamar a atengao para o fato de que se pode demonstrar que os
campos de Maxwell e de Dirac podem ser representados como se¢bes do fibrado de Clifford
sobre o espago-tempo de Minkowski (vide, por exemplo, [10, 12, 54, 55])

E interessante que este também é o caso do campo gravitacional. Obviamente, a repre-
sentacdo destes campos como objetos da mesma natureza matemética é a condigio preli-
minar para qualquer tentativa de se construir uma teoria unificada de campos.

E oportuno comentar finalmente que existem diversas aplicacées de algebras de Clif-
ford na teoria da gravitacao,[®® 57 58l mas estas aplicages nao sio equivalentes & que foi
desenvolvida no presente trabalho.
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Apéndice A

Formalismo Lagrangeano e Teorias de Calibre

1. Principio da Agao Estaciondria e as Equagoes de Euler-Lagrange

1.1. Densidades Lagrangeanas

Sejam M = (M,v,7T) uma variedade métrica e orientada de dimensao n e seja V um
espaco vetorial de dimensao m sobre um corpo F. Denotamos por A"(M,V) o fibrado das
r-formas sobre M, a valores em V.

O fibrado dos 1-jatos sobre A(M,V') é o fibrado vetorial J;(M,V) definido por:
Ji(M, V) = {(z,¢(z),dé(x));z € M, ¢ € sec(A"(M,V))}. (A1)

Lembramos que a cada se¢do local ¢ € sec(A(M,V)), podemos associar uma seg¢do local
J1(@) € sec(J1(M,V)).
Vamos chamar de funcional de campos de r-formas a qualquer aplicagio L
JI(AT(M,V)) = AP(M),r<p=1,...,n.
Dada uma sec¢do local ¢ € sec(A™(M,V)), denotamos por L(¢$) € sec(AP(M)) a aplicagao
definida por:
L(#) = Loj1(¢)- ' (A.2)

Chamamos L(¢) de funcional do campo ¢.

Naturalmente, dados dois funcionais £ : ¢ — L(¢) € sec(AP(M)) e H : ¢ — L(¢) €
sec(A9(M)), podemos definir o funcional produto exterior L A H : J1(M,V) — APTI(M)
pela relagdo:

(L AH)(8) = L(¢) AH(¢), (A.3)
qualquer que seja ¢ € sec(A"(M,V)).

No caso particular em que £ : J1(M,V) — A*(M), isto é, L(¢) é um campo de n-formas,
entio chamamos £ de densidade Lagrangeana e correspondentemente, £{¢) é chamado de
densidade Lagrangeana do campo ¢.

1.2. Variagoes
a. Variacdo Vertical
Em todas as teorias de campo, supde-se que ¢ carrega uma particular representagao de

um dado grupo de Lie G, com 4lgebra de Lie G. Temos p : G — p(G), g — p(g), com
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p(g) : sec(A"(M,V)) — sec(A"(M,V)), por
#(z) — #(z) = p(g)(z). (A.4)
Note que ¢ e ¢ sio interpretadas como duas se¢des distintas de AT(M,V). Se escrevemos
#(z) = ¢*(2) ® E4 e ¢(z) = $P(z) ® Ep, temos
¢°(2) = [p(9)12¢*(2)- (A.5)
Seja p uma transformacao infinitesimal, isto &,
p=1+¢"X,, le?] << 1, (A.6)

onde X,, a = 1,...,dim G, sao os geradores da algebra de Lie de G na representagio p.
Por defini¢ao, a variagdo vertical infinitesimal de ¢ é o campo 8,9 € sec(A"(M,V)), dado
por:

6,0=0¢—0¢=(c"X,)o (A.7)

b. Variagdo Horizontal

Seja o, um grupo a um parametro de difeomorfismos de M e seja £ € sec(T M) o campo
vetorial que gera o, isto é,
g _ 402(2)
dr
Definimos a variag¢do horizontal de um campo ¢ € A"(M,V), induzida pelo grupo a um
parametro o, por:

lr—o- (A.8)

846 = lim i’-:-“’r;‘b = L4, (A.9)

T—0
onde £; denota a derivada de Lie na dire¢do do campo vetorial £ e o denota o retrocesso
(pull-back) da aplicagdo o.

Note que os campos ¢ e o}¢ s@ao interpretados novamente como duas se¢des distintas de
A"(M,V). Note também que apesar de termos chamado 8¢ de variacio horizontal, temos
que esta quantidade € um elemento de sec(A7(M,V)), isto é, para cada ¢ € M, 6,¢(z) é
um deslocamento na fibra sobre o ponto z.

Definimos finalmente a variagdo total do campo ¢ por:

0:p=6,0+6r0=6,6— £¢0. (A.10)

c. Derivacao Algébrica

Dado um campo ¢ € sec(A"(M,V)), vamos denotar por §¢ uma variagio genérica de ¢
(seja ela horizontal, vertical, ou total).

Note que esta “operagao de variacdo” comuta com a derivada exterior, isto é, se em
particular £(¢) = d¢, entio,

6L(p) = 6do = déo. (A.11)
E facil verificar também que dados dois funcionais L(¢p) € sec(AP(M)), e H(P) €
sec(AI(M)), a variagdo 6(L A H)(¢) € sec(APY¥(T*M)) é dada por:

6(L AH)(@) = 6L() A H(9) + L(¢) A EH(9). (A.12)
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Definimos a derivada algébrica de um funcional £(¢) € sec(AP(M)) de um campo de
r-formas ¢ como o funcional 0L(¢)/0¢ € sec(AP~"(M)), tal que:

_ 9L(o)
SL(P) =60 A . (A.13)
Dados L(¢) € sec(AP(M)) e H($) € sec(AI(M)), é facil verificar, usando a Eq. (A.12),
que:
9 _0L(9) s OH(S)
55l A (@) = T A0) + (o) n TP, (A14)

1.3. Equagoées de Euler-Lagrange
Seja L(¢) € sec(A"(T*M)) a densidade Lagrangeana de um campo ¢ € sec(A"(M,V)).

Chamamos de integral de a¢do do campo ¢ a integral:

s6)= [ £) (A15)

onde U C M é um aberto da variedade M.

Chama-se de principio da agdo estdciondria a afirmagao de que a variagdo da integral de
acdo acima é nula para varia¢Ges arbitrarias de ¢ que se anulam na fronteira OU do aberto
U C M, isto é,

6/U£(¢) =0, (A.16)
qualquer que seja a variagao de ¢ tal que
6¢|sy = 0. (A.17)

Calculando a variagao de S(¢) para as varidveis de campo ¢ e seus diferenciais d¢
tomados como varidveis independentes, obtemos:

5 [ £o)= [ 6260)

- /U [5¢/\ agff) +6(dg) A (Zﬁgi))]

Jo{oen 2557 aloon (Gagh) | - raena (T2)}

/6¢A [‘% ) _(—yd (‘957(?)] +/Ud[5¢/\ (‘%{g?)]. (A.18)

Lembrando agora o teorema de Stokes:

/wa:/avw’ (A.19)

qualquer que seja w € sec(A""!(T*M)), podemos escrever o iltimo termo da Eq. (A.18)

acima como:
eleon ()] = oo (55a8) a0

65(¢)
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A integral no segundo membro desta equagdo é nula, pois estamos considerando variagoes
de ¢ que se anulam na fronteira de U. Portanto, temos:

§8(8) = /64)/\[0%5:)) (—-)Td(?%j))]. (A.21)

Assim, como estamos considerando variagdes arbitrarias do campo ¢, o principio da acao
estacioniria sera satisfeito se e somente se

+ 5(¢) = aggz;) (=y'd (-‘9%?) = 0. (A.22)

Chamamos X(¢) de funcional de Euler-Lagrange para o campo ¢. Correspondentemente,
as Eqgs. (A.22) sdo chamadas de equagédes de Euler-Lagrange para o campo ¢.

2. Leis de Conservagao Associadas & Invariancia de Calibre Global

|12 Teorema de Noether| Seja £(¢) : M — A™(T*M) a densidade Lagrangeana de um
campo ¢ € sec(A"(M,V)) e suponhamos que L(¢) é invariante sob a ac¢do infinitesimal de
um grupo G, isto é,se ¢ — ¢ + 6¢ e dp — d¢ + 6d¢, entao §L(¢p) = 0. Nestas condigies,

temos:

d+J(¢) =0, (A.23)
onde
*J(¢) =66 A agé;s), (A.24)

é a corrente associada & densidade Lagrangeana L(¢).

Prova| Temos:

9L(9) 9L(¢)
6L(p) =86 N —— o6 + 6dp N —— 94 = =0.
Entao, levando em conta as equagdes de Euler-Lagrange, 9L(¢)/0¢ = (—)"d[0L(¢)/0dd),
obtemos:
oL oL
(=) épAd ( aé?) + d(6¢) A 652) =d (6¢ A 6;(5;’)) =0. u

Dizemos que a corrente J(¢) é fracamente conservada, porque a validade das Egs. (A.23)
estd condicionada a validade das equagbes de Euler-Lagrange para o campo ¢.

Sejam X,, a =1,...,dim G os geradores de G na representagao p e €* constantes infini-
tesimais. Entdo 6¢ = (¢°X,)¢ e as correntes associadas a invaridncia de £(¢) sob a acio
de G sao dadas por:

9L(¢)

*ja(¢)=Xa¢A 8d¢

(A.25)

a=1,...,dimG.
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2.1. Invariancia da Integral de Ag¢do sob Difeomorfismos

Seja L(¢) € sec(AP(M)) um funcional qualquer de um campo ¢ € A(M,V) e seja
c: M — M um difeomorfismo de M.

Dizemos que L(¢) é invariante sob o se e somente se
o*L(p) = L(¢). (A.26)

onde o* : AP(M) — AP(M) denota o retrocesso do difeomorfismo o. Naturalmente, dado
um grupo a um parametro de difeomorfismos o, dizemos que £(¢) é invariante sob o, se
e somente se £(¢) é invariante sob cada difeomorfismos deste grupo.

E possivel demonstrar que o funcional £(¢) ¢é invariante sob a a¢do de um grupo a um
parametro o, se e somente se

LeL(d) =0, (A.27)
onde £ € sec(T'M) denota o gerador infinitesimal do grupo o.

Proposigao| Toda teoria de campos formulada termos de formas diferenciais é tal que
sua acao € invariante sob a agdo de grupos a um parametro de difeomorfismos.

Seja L(¢) € sec(A"(M,V)) a densidade Lagrangeana da teoria. A variacio da
agdo associada é dada por:

6:5(0) = [ £eL(9) (A.28)

Porém, a derivada de Lie de um campo de formas diferenciais é dada por
f& = dig + 'igd (A.29)

onde 7 denota a operagdo de contragio usual. Entdo, como dL(¢) = 0, pois a densidade
Lagrangeana é um campo de n-formas, segue que:

6:5(8) = [ diet(@) = [ iet(8)=0

onde usamos a hipétese de que £(¢) se anula na fronteira U do dominio considerado. ™
E importante ressaltar que mesmo que a densidade Lagrangeana da teoria nao seja

invariante sob a a¢do de um grupo a um parametro de difeomorfismos, a integral de acio
correspondente sera invariante.

3. Teorias de Calibre

Apresentamos aqui um resumo das principais idéias relacionadas com as teorias de cali-
bre, com o objetivo de justificar que a teoria da gravitagdo formulada no Cap. 7 pode ser
interpretada como uma teoria de calibre abeliana com grupo de calibre T(4), o grupo das
translacdes no IR*.
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3.1. Teoria de Maxwell como uma Teoria de Calibre

Seja (IM, D) o espago-tempo de Minkowski, onde M = (M,v,7,) é a variedade de
Minkowski e consideremos os campos A € sec(A1(M)), *j € sec(A3(M)) e F € sec(A?(M)),
dados por:

A = Aude
i o= judzt (A.30)
F = 3F,dz* Adz?, (A.31)

onde (z*) é uma carta local naturalmente adaptada a um sistema de referéncia inercial.
Escrevemos a'inda‘ (]u) = (P, _jl7 —j27 '—j3)7 (Au) = (¢7 A1$A27A3)’

0 E E, Es
—E; 0 -B; B,
-E, By 0 -B
-E; -B, B 0

(F;W) =

onde p, ji, ¢, A;, E; e B; tém o significado usual.
A agao para o campo eletromagnético interagindo com a corrente j é dada por:

U vl 2
1
- /U (_ZFWFW + juA“) dz® A ...dz5. (A.32)
As equagoes de Maxwell, que resultam do principio da agio estacionéria éS.,, = 0, sao:
F=dA, dF =0, éF=-j. (A.33)

Note que se interpretamos A, F' e j como se¢oes do fibrado de Clifford C4(IM), entdo estas
equagoes sao escritas simplesmente como: )

dF = j, (A.34)

onde @ = d — é é o operador de Dirac fundamental do espago-tempo de Minkowski.
Note agora que se x € sec(A°(M)) é um campo escalar qualquer, a transformacio

A A = A+ dy (A.35)

étal que dA’ = dA. Por esta razio dizemos que o campo F estd determinado a menos de uma
transformacdo de calibre. Observamos ainda que S.,, € invariante sob uma transformacao
de calibre apenas no caso em que a corrente j é consevada. De fato,

6Sem=—/ *j/\dA:/d(*j/\dx)—/d*j/\x.
U U U

Porém, o primeiro termo no membro direito desta equagdo é identicamente nulo por causa
do teorema de Stokes e das hipdteses usuais de que *j se anula na fronteira de U/. Entdo
8Sern =0sedxj=0.
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Para estabelecermos uma analogia da teoria de calibre do eletromagnetismo com as
teorias de calibre nao-abelianas que discutiremos na préxima se¢do, vamos introduzir uma
constante de acoplamento g e definir w € sec(A(M,U(1))), Q € sec(A2(M,U(1))) e j, €
sec(A1(M,U(1))) por:

w = —igA, Q = —igF, Juw = —Ej. (A.36)
A densidade Lagrangeana L.,, pode, entao, ser escrita como:
1
Lem = z—gQ A*Q 4+ *jy, Aw (A.37)

e a transformacédo de calibre dada pela Eq. (A.35) fica:

w i efwe A 4 efde™d, (A.38)

onde A = igy. Observe que e® é uma aplicagdo de M em U(1). No que segue, a notacio

sera tal que w e Q) correspondem ao caso eletromagnético se nos restringirmos ao caso em
que o grupo de calibre é o grupo U(1).

3.2. Conexoes em Fibrados Vetoriais
a. Fibrados

Sejam X uma variedade diferencidvel conexa, paracompacta, de dimensao n, £ uma
variedade diferencidvel de dimensdo m + n e # : £ — X uma aplicagdo diferencidvel e
sobrejetora.

Dizemos que £ é uma fibrag¢do sobre X, com proje¢cdo T se para todo y € £ existe uma,
vizinhanga coordenada (U, ®) de £, em torno de y e uma vizinhanga coordenada (U, ) de
X, em torno de z = 7(y) € X, tal que U = 7(U) e o seguinte diagrama é comutativo:

E DU — R'xR™

Tl ! !
X >U — R*

A variedade X é chamada de base da fibracdo e £ é chamada de espaco total. Para cada
z € X, a subvariedade

Fo=1"Yz)={y € &,n(y) = 2}
é chamada de fibra sobre o ponto z.
Uma segdo local de £ sobre um aberto U C X é uma aplicagdo ¢ : U — £, tal que

(rog)(z) =z, (A.39)

qualquer que seja z € U.

Dizemos que uma fibragio (£, 7, X) é um fibrado com fibra tipica F e grupo estrutural
G, se existem uma variedade diferenciavel F', um grupo de Lie G de difeomorfismos de F e
uma cobertura de X por uma familia de abertos {U,; e € J}, tais que:
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(i) 7~ Y(U,) é difeomorfo ao produto Uy X F, isto &, para cada aberto U, existe um
difeomorfismo @,; 7"} (Uy) — Uy X F, tal que

7(y) = m(pa(¥)), (A.40)

para todo y € 7~1(Uy), onde w1 : Uy X F — Uy, por (z, f) — z.
Cada par (U,, ¢o) é chamado uma trivializag¢do local do fibrado. Para cada trivializagao
local (Uy, ¢q«), introduzimos uma aplicagdo @, : 7~(Uy) — F, definida pela relagao:

Pa(y) = (7(y), Pa(¥)), (A.41)

qualquer que seja y € 7~ 1(U,). Para cada z € X, denotamos por @, : Fz — F arestricdo
de $, 3 fibra sobre o ponto z.
(ii) Dadas duas trivializagGes locais (Un, ¥a) € (Up, ) tais que Uy N Up # 8, o difeo-
morfismo @g o @55 : F — F & um elemento do grupo estrutural G, para cada ¢ € Uy N Up.
As aplicages o5 : Uy N Ug — G definidas por

Pap(T) = P8z Pas (A.42)

sao chamadas de fungdes de transigdo e satisfazem a relagao:

Pap(2)Ppy(T) = Pary(2), (A43)

qualquer que seja z € U, N UgNU,.

Uma fibracdo é chamada de fibrado vetorial se ela é um fibrado cuja fibra tipica tem
estrutura de espago vetorial e o grupo estrutural é um subgrupo de GL(m,R), o grupo
geral linear das matrizes m X m com coeficientes reais.

Um fibrado no qual a fibra tipica F' coincide com o grupo estrutural G e no qual G age
sobre F por translagdes & esquerda, é chamado de fibrado principal.

Dizemos que um fibrado vetorial (£, X, 7', F, G) é um fibrado vetorial associado ao fibrado
principal (P,X,r,G) pela representagdo p de G no espago vetorial F, se as fun¢bes de
transicio de £ sdo imagens sob p das fungGes de transicdo correspondentes do fibrado
principal P. Escrevemos £ = P x, F.

b. Conexoes

Vimos na secdo anterior que a acao da eletrodinamica é invariante sob transformagoes
U(1) locais. Vamos estudar agora o caso em que temos um conjunto de campos em interagao
cuja agdo é invariante sob transformagdes de calibre locais, induzidas pela a¢ao de um grupo
de Lie G nao-abeliano (o caso abeliano é diferente do caso geral e é tratado no Cap. 6). O
restante desta secdo tem cariter eminentemente matematico.

Seja E = A"(M,V) o fibrado vetorial das r-formas a valores em V e consideremos o
grupo estrutural G agindo em V por intermédio de uma representacao p. Denotamos,
respectivamente, por A%(E) = I'(E) e AY(E) = I'(T*M ® E) os conjuntos das se¢des dos
fibrados vetoriais £ e T*M ® E.

Chamamos de conezdo linear (ou de derivada covariante) sobre E a uma aplicagdo IR-
linear D : A° — A!, satisfazendo a regra de Leibnitz,

D(f®)=df ® ®+ fD¥®, (A.44)
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quaisquer que sejam f € F(M) e ® € sec(E). Se X(M) denota o espag das se¢des dos
campos vetoriais sobre o M, podemos escrever D : I'(E) x X(M) — I'(E), (®,v) — Dy®
e temos:

Dy(f®) = df(v)® + fDy®, (A.45)

quaisquer que sejam f € F(M), ® € sec(E) e v € X(M).
Consideremos agora uma carta local (z#), definida em um aberto U C M, satisfazendo:

15 (U)=UxV =UxF™, (A.46)

onde F' é o corpo sobre o qual o espag vetorial V' esti definido.

Um referencial para U é um conjunto de se¢des {E4,...,En} C I'(U,E) (onde I'(U, E)
é o conjunto das se¢des de U sobre E). Para cada z € U, o conjunto {dz* ® E4,0 < u <
3,1 < A< m} C I'(U,T*M ® E) é uma base de TyM ® E,. Entao, para toda secdo
¢ :U - T*M ® E, podemos escrever:

o = §'ds* ® Ei, (A.47)
onde § : U — IR sdo funges de classe C°. Portanto, se € sec(I'(U, E)), temos:
D® = (D®), dz* ® E; (A.48)
e se v =v"d, € X(M), 0, = 3/3z*, entdo,
Dy® = v Dj, 8. (A.49)

Portanto, a aplicagdo v — Dy® é F(M)-linear.
Como ® € I'(U, E), temos também & = ®*E;, de modo que

D® = d®' Q E; + ' DE;, (A.50)
e segue que: ‘
® = o $'Dy E - A.51
Dyd =v ER + . Eul- (A.51)
Escrevendo
Dy, E; = TEE, (A.52)
obtemos finalmente
m an itk
vaq) = -5;‘—‘; + (D I'i# Ek. (A53)

As 4?m fungdes I’,’; sao chamadas de coeficientes da conezdo em relagio a carta e ao
referencial escolhidos. Estas fung¢des determinam completamente a conexao D no aberto U.
Reciprocamente, se estas 42m funcdes forem conhecidas, entio a equagio acima determina
uma conexao no fibrado 7=}(U) C E.

Se FiIL = 0 para todos os valores dos indices ¢, k, u, entdo

o®*
Do = v Ey, (A.54)

ou seja, Dy® é a derivada direcional da se¢io ® na dire¢ido do campo v.
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¢. 1-Formas da Conexao

Consideremos uma trivializagao local (U,¢v) do fibrado E, isto é, oy : n~Y(U) —
UxV ~Ux F™, E ficil verificar que

Ei(z) = ¢5'(2,(0,...,1,...,0)) (A.55)
i=1,...,p, é umasecdo de E em U e que {F4,..., E,;,} é um referencial. Podemos, entio,
escrever .

DE; = wf ® E; (A.56)

onde wf = wy é uma matriz cujos elementos sdo 1-formas sobre U. Chamamos wf de
I-formas da conerdo ou de matriz da conerdo para D. Nas teorias de campo os wg sdo
chamados de potenciais de calibre.

Se (W,¢pw) é uma outra trivializacdo local de E, com UNW # 0, podemos construir

um referencial {E7,..., E].}, com
El(z) = ¢y (2,(0,...,1,0,...,0)). (A.57)
Isto nos fornece .
DE! = w? ® E;, (A.58)
13

onde ww = w;’ sao as 1-formas de conexio para W.
Naturalmente, para cada z € U N W, temos:

Ei(z) = pl(2)E;(2), (A.59)
onde p{ : U — W sao as fun¢Ges de transi¢do de E. Temos entao:
DE! = (Dp}E;) = (dp} + plw) ® Ey. (A.60)
Por outro lado, temos também:
DE! =W @ D} = wp* @ E. (A.61)
Comparando as Egs. (A.60) e (A.61) concluimos que: )
dpf + pluf = wipf. (A-62)
Em notagdo matricial esta equagdo é escrita dp + pwy = wwp, ou seja,
ww = pwyp~ ! +dppL. (A.63)

Esta equagdo mostra que a dependéncia de w com o referencial nao é linear, isto é, w n3o
¢ um campo de tensores. Nas teorias de campo, a relagdo dada pela Eq. (A.63) é chamada
de lei de transformacio do campo de calibre.

Consideremos agora E = A"(M,V), o fibrado das r-formas a valores em V', com grupo
estrutural G, agindo em V pela representagio p. Pode-se mostrar que £ = A"(M) @ E.

Podemos estender a defini¢do da conexdo em E para E como segue. Denotamos por
A"(E) = T(A"(M) ® E) e por A™! = I'(A"™*Y(M) ® E). Definimos entio uma conexio
linear em E como uma aplicacéo r-linear D : A” — A™*!  satisfazendo a relagio:

D(®@®¥)=DdR TV +(-)d® DV, (A.64)

quaisquer que sejam ® € sec(A"(M)) e ¥ € sec(A*(M)). Note que esta definicio concorda
com a que foi dada anteriormente.
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d. Curvatura da Conexao

Vamos considerar agora a aplicacio RP : A%(E) — A?%(E) definida por:
RP(®) = D*® = D(D®). (A.65)
Note que esta aplicagio é F(M )-linear, ou seja, se ® € A%(E), temos:
RP(f®) = D(df ® ® + fD®) = fRP(®). (A.66)

Assim, RP é induzida por uma aplicacio entre os fibrados E e A*(R*) ® E. Para entender
o significado desta afirmacdo, consideremos uma trivializagao local (U,py) de E. Como
anteriormente, seja E;(z) = ¢5'(z,(0,...,1,0,...,0)), com DE; = w! ® E;. Entao temos:

RP(E;) = D(w] ® E;) = Q! ® Ej, (A.67)

onde definimos: , _ .
Q= dw! — wl AwE. (A.68)

Assim, RP pode ser escrito localmente como uma matriz m xm, Qu = (Q{ ), cujos elementos
sao campos de 2-formas.

Chamamos RP de curvatura da conexdo D. Em notacio matricial, a Eq. (A.68) se
escreve:

Qu = dwy —wy Awy. (A.69)

Os campos Qy sao chamados de 2-formas de curvatura na trivializagio local (U, py). Nas
teorias de campo, Qu é chamado de campo de calibre associado ao potencial w.
A Eq. (A.69) é conhecida como a segunda equacao de estrutura de Cartan. Diferenciando
esta equagao, obtemos:
dQ, =wy AQu — Qu ANwy (A.70)
ou
DQy =0. ’ (A.71)
Esta equagao é conhecida como identidade de Bianchi.
Se (W,pow) é outra trivializagdo local de E, com U nNn W # @, Efz) =
& (2,(0,...,1,...,0)) e Ei(z) = p}(z)E;(z), obtemos imediatamente que:

Qw = pQup L. (A.72)

Nas teorias de campo, esta equagdo é conhecida como a lei de transformacdo do campo de
calibre.

3.3. Acgao para uma Teoria de Yang-Mills

Para os desenvolvimentos que se seguem, necessitamos ainda do conceito de ac¢do a direita
de G no fibrado principal (P,X,r,G).

Seja {U,} um recobrimento da variedade X, usado para definir a estrutura do fibrado
principal. Definimos primeiramente a aplica¢ao Rg em 7~ !(U,) e mostramos entio que ela
pode ser estendida coerentemente a todo o fibrado principal P.
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Seja p € F;, z € U, e defina g, por:

9o = ‘;oa,z(p) (A'73)

onde @4, € 0 homeomorfismo de F; em G. Por definicao,
(Rgp)o = Pan(Ryga)- (A.74)

Naturalmente, Ry, ﬁgzp = I:’,glgzp, ou seja, {R,,g € G} é um grupo (anti) isomorfo a G, que
age pela direita em 7~1(U,). Note que p e Egp pertencem a mesma fibra e que o grupo
{Ry,9 € G} age transitivamente em cada fibra.

Pode-se demonstrar que se verifica a relacao:

(Egp)a = (Egp)ﬁv (A.75)

se p € T 1(UyNUpg). Como resultado desta relagio temos que a aplicacio }~Zg é independente
da escolha do aberto U, que contém 7(p) e portanto ela estd bem definida sobre toda a
variedade P e podemos escrever

Rgp = (@;}z °oRy 0 Pa )P (A.76)

onde z = 7(p). Algumas vezes usa-se a notacdo simplificada pg ao invés de 1~{gp.
Definimos a nogdo de transformacgdo de calibre ativa em P como sendo um automorfismo
vertical o : P — P, tal quel®

(i) Tea=m (A.77)
(i)  o(Rgp) = Rya(p), (A.78)

quaisquer que sejam p € P e g € G.
Uma tranformacdo de calibre ativa a : P — P define de maneira 6bvia um isomorfismo
vertical ag : &€ — & no fibrado vetorial £ associado ao fibrado principal P como segue.
Considere uma se¢do ¢ € sec(€). Uma transformagdo de calibre ativa a introduz uma
mudanca da conexao w associada a derivada covariante que age em £ e uma mudanca de
¢. Temos:

ww = pwp! 4+ dpp~? (A.79)
¢ ¢ = ag(4) = p(z)d(2), (A.80)

onde p(z) é a representagao de G carregada por ¢. A formulagdo usual das teorias de calibre
ou teorias de Yang-Mills que aparece nos textos de teorias de campos é a seguinte.

Imagina-se o campo da matéria como uma segdo ¢ € sec(A"(M,V)). Supomos que
¢ carrega uma representagao local p(z) do grupo de calibre G, que age ativamente em
AT(M,V) como segue:

p(z) : AT (M, V) — AT(M,V)
¢(z) —— ¢'(z) = p(z)¢(z)
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A variagdo vertical infinitesimal de ¢ é dada, entdo, por:
6.0 =e%(2)X, ¢ (A.81)

Introduz-se um potencial w € sec(A!(M))x G (G é a 4lgebra de Lie de G na representagao
p(z)). Sob uma transformacdo de calibre, w se transforma como:

ww = pwp™t - pdpT! = pwp~! + dpp~ . (A.82)

Define-se a derivada (exterior) covariante das se¢bes de A"(M,V) por D : A"(M,V) —
AT (M,V), com
Do =dop+wAh ¢. (A.83)

Note que:
D(¢N¢)=DoNY—(=)"¢A Dy, (A.84)

quaisquer que sejam ¢ € sec(A"(M,V)) e ¥ € sec(A*(M,V)).
Observe que sob uma transfromagdo de calibre ¢ — ¢' = p¢, temos:

(D¢) =d¢' + W' A¢' = pD¢. (A.85)
Introduz-se o campo de calibre como sendo € sec(A%(M,V)) tal que:
Q=Dw=dwv+wAw. (A.86)

Note que temos:
DQ=dQ+wAQ. (A.87)

Porém, df} = d(dw+wAw) = (dw)Aw+wA(dw) = (Q—wAW)Aw—wWA(R—wAW) = —wAQ,
de modo que
DQ=0. - . (A.88)

Esta equagdo é conhecida como identidade de Bianchi. Em particular, no caso da teo-
ria de Maxwell esta equagdo corresponde & equacio dF = 0. Portanto, D2 = 0 é uma
generalizagdo das equagdes de Maxwell.

A teoria prossegue exigindo-se que a densidade Lagrangeana do campo ¢ seja um inva-
riante de calibre. Vejamos o significado desta afirmacéo.

Vimos nas se¢des 1 e 2 que uma densidade Lagrangeana para o caso de teorias que eram
invariantes sob transformagdes de calibre globais era uma aplicagio L(@): M — AY{M).
Vimos também que quando G é um grupo de calibre global, £ é invariante sob a acao de G
se

L(z, ¢(z),d¢(z)) = L(z, p¢(z), pdg(z)) (A-89)

com p independente de z. Dada uma densidade Lagrangeana £ invariante sob a acao
global de G, podemos obter uma densidade Lagrangeana invariante sob a acao local de GG
postulando que: £: M x A"(M,V) x A"(M,V) — A*(M), por

(z,6(2), Dg(2)) = L'(z,$(z), Dg())
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Por exemplo, seja ¢ € sec(A°(M,€?)), onde €? é o espago vetorial complexo de di-
mensao 2 e suponhamos que o grupo de calibre é o grupo U(1). Entao

L(¢) = (D@)* A %(Dp) — m?¢t A x4, (A.90)
onde ¢ ¥ e, (f1 +id2)T =1 — i e
Do = db — ieAd = do + w. (A.91)

Nas teorias de calibre, supde-se que o campo = Dw é um campo dinamico, cuja
densidade Lagrangeana é dada por:

L(w) = Tr(2 A +Q). (A.92)

Escrevendo Q = Q4 ® E4, obtemos:

QA+Q = (@ Ea) Ax(Q8 @ EB)
= (Q4A+08)®[E,, EB]
€ segue que
L(#) = Tr(Q A Q) = Q4 A xQy, (A.93)

onde Q4 = hspQP e hyp é a métrica de Killing-Cartan.[60)
A acdo para a nossa teoria de campos é dada por:

S6.w) = [ TH@A) + [ Lna,8()Dp(2) = S@) +56).  (A94)

Vamos mostrar agora a existéncia de uma corrente “covariantemente” conservada para a
teoria de calibre dada por esta agdo. Temos:

acm(d>) 1 8(D) A aD(;)

65(4) = / 56 A

Notando agora que § D = Dé, obtemos:

oo 300 P8 -crm (5] [ v 258).

Porém, como 8§S(¢) = 0 por construgio, pois L,,(¢) é invariante de calibre, vemos que
a teoria possui uma corrente que é conservada covariantemente. De fato,

OLm(9)
0D¢

0L ()
0Dé

e quando *X(¢) = 0, isto é, quando o campo ¢ obedece as equagdes de Euler-Lagrange,
temos:

~s6n+5(0)=D (850 22 _ g

T =6A

(A.95)

D+J =0. (A.96)
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Escrevendo J = J'Q E;, w=A"® X; e Xi, X;] = kak, temos D * J = 0 se

dx J* + fEA AT =0 (A.97)

Se consideramos L(¢) = L(z,¢,dp,w), entdo

/ 3E(¢>)) 9L($)
SL(6) = 66 AT (g) +d (6¢ N Gig) +oun 2 (A.98)
que é igual a zero por construcao.
Agora, a derivada algébrica de £,,(¢) com rela¢io a w é dada por:
OLn(¢) _ 0 Lm(d) _ ,  0Lm(9)
S = oW A D) A 9ds =¢A 9dé " (A.99)

Entdo, comparando a Eq. (A.95) com a equacdo que resulta da invariancia de S(¢), usando
a Eq. (A.99) e considerando ainda que éw = —de + ew —we e §¢ = €*X,¢ = ¢, concluimos
que a invaridncia de §(¢) implica:

OLm(9)

*J= Ow

(A.100)



Apéndice B

Variacao da Densidade Lagrangeana de Thirring

Como aplicagdo do formalismo desenvolvido no apéndice A, vamos calcular a variagdo
da acao de Einstein, com a densidade Lagrangeana dada pela Eq. 6.15,

Lg = —d(9% A*ddy) — %dﬂ"‘ A xd¥ + %w“ A %60, + %(cwa A Ya) A *(d9° A D),

onde (¥*) é um referencial mével ortonormal arbitrario sobre a variedade & = (E,V,g, ).
Adotamos aqui a notacio utilizada no Cap. 5.

O primeiro termo da densidade Lagrangeana acima, L:g-) = —d(9* A %xd¥y), é uma dife-
rencial exata e portanto nao contribui para a variagao de Sg. A variagao do segundo termo,
[,g) = —%dﬂ"‘ A *dd,, é calculada como segue. Temos:

AP A xddy = ddy A X(I* A GY). (B.1)
Entao,

I ANExdPy = bdUs AXOM + dUy A S %9 — EIH A xdd,
= 6dO, A*OM + dOg NEVT A (D o x0HY) = 8§97 A (D4 o 94) A xdiq
= EdPo A AP+ §0° A[dOu A (Fy o % 97) — (95 0 ) A %dDa],

onde escrevemos ¥#¥ = 9* A ¥¥. Multiplicando esta equagio por %i(dﬂa)m, = —%gwczu,
obtemos:

d9% A & % d¥s = 6dVs A xd9* + 697 A[dVs A (95 0 *dD*) — (9, 0 d9*) Axd,]. (B.2)

Entao, lembrando que §(d9* A xd¥y) = 6d9* A xdVy + d9* A 6 x df,, concluimos que:
6L = —6d9° A xdd, + %w’ A(By o dO%) A xdBy — ddo A (95 o xdD%)].  (B.3)

Assim, as derivadas algébricas de [,g) em relagdo a d¥” e 97 sio dadas respectivamente
por:

(2)
nga = — % dﬂa (B.4)
oL 1
819?’ = 3 [(F5 o dO*) A xdy — dO* A (D, o xdVy)]. (B.5)
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A variagao do terceiro termo da densidade Lagrangeana de Einstein, £(§’) = —%d * U A
*d * ¥, é calculada de maneira analoga. Temos:
IHPA N wd % Dy = dk Iy A XOHVPA, (B.6)
Entao,

IPAANExd 9y = EdxDo A*xIPA £ d %9y A6 * 9PN — §IHPA A xd x D,
= db xTg A x94P* — 8§97 A (D, 0 9#PP) A xd x D,

e multiplicando esta equagao pelos coeficientes %(d* 9%) uupx, Obtemos:
dx 0 ANExdx 0y = 8dxIy Akd*x 0% — 697 A (Fy o d % %) A xd % V. (B.7)
Desenvolvendo o primeiro termo do membro direito desta expressdo, obtemos:

Sdx 0y Akdx09% = db*x09% Axdxd,
= d[697 A (Fg o xI¥)| A xd *x Dy
= 8§d° A(Fp 0 x ) Axdxy — 89 Ad(Fy o x9%) Akd xV,.

Portanto, lembrando que 8§(dx 9% Axdx¥,) = 6dx 9% Axdx Py + dx9* A§ % d*J,, concluimos
que:

SLY = —6d97 A (9, 0 *9%) Axd KDy (B.8)
+ 69° A [d(ﬂa o % 0%) A wd % g + —;—(ﬁd cdx9*) Axdxda|,  (B.9)

de modo que as derivadas algébricas de ﬁg’) em relagdo a d¥? e 97 sdo dadas respectivamente
por:

oLy o

3d9T —(Fg 0 *9%) A xdx Vy (B.10)
acd 1

619%; d(d o *9%) A xd* Do+ 5(Jo © d*9%) A xd* D (B.11)

Finalmente, a varia¢do do dltimo termo da densidade Lagrangeana de Einstein, ES) =
1(d9™ A 94) A (d9P A dg), é calculada como segue. Temos:

PP A x(dI* A o) = dI* A I A %972, (B.12)
Entao,

9P A % (dO% A D)

i

§d9° A Dy A*PP + 69° A di, A x9HP
597 A A9 A g A (Dy o % DHP)
— 89° A (Dy 0 9#P) A x(dD* A D).
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Multiplicando a equagdo acima por 3;(d¥® A 9g),,,, obtemos:

dP Adg AEx(d9* NDy) =

+

8d97 A 9y A *(d9* A 9y)

897 A d, A *(dD* A Dy)

897 A dI* Ao A [Py o x (d9P A 9g))
897 A [95 o (d9P A 95)] A K(d9™ A Dy).

Assim, como 8[d9P A Fg A *(d9% A 94)] = 8d9° A D, A (dD* A By) + 697 A dd, A *(dF* A
Fa) + d9P A g A 6 x (d9* A 9,), segue que:

6% =

Portanto,

oLy
ddv°
oLty
av°

%&wa A By AK(d9® A D)

%&9” A ddy A x(d9® A 9.)

1

4
1

2697 A [0

2697 A V% A Do A [0 o % (d9° A D))

o o (d9° N 9g)| A #(d0° A 9a). (B.13)

- %190 A %(d9% A 9,) (B.14)

= %dﬂa A *(d9* A dy)

1

— 9 A A (85 0 % (d® A 9s)|

1
4

[Pg o (d9% A 9o)] A *(d9P A 95). (B.15)

Das Egs. (B.4), (B.10) e (B.14), obtemos, desconsiderando a contribuicio da diferencial

exata Cg :

0LE
odde

= —d# Dy — (J, o *190)/\*(1*19&+%19,/\*(d19awa). (B.16)

Analogamente, das Eqgs. (B.5), (B.11) e (B.15), também desconsiderando a contribuicio de

ﬁ(l), obtemos:

0Lg
09

= % [(Jo o dI¥) A xdPy — dI* A (D o * ddy)]

+ d(Js o xI*) Axdx Iy + —;—(0(7 od*x9Y) A *dx Uy

+ %dﬂa A x(d0* A 9, — %dﬁ" Ao A (B 0 *(d9® A 9p))|

_ % [0y o (9% A De)] A #(d9P A 95) (B.17)
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