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RESUMO

Eztuda-se a modelagem de meios materiais em relatividade
geral a partir de meios continues, em priocipic mals simples, come
fiuidos perfeites, ou a partir de teorias de campe, como campos
escalares, modelos sigma ndo lipeares, e de campos supersimétricos.

Inicialmente previsamos o modele de multifiuides perfeitos
para fluides ndo perfeitos, Attavés de uma modificaclio de tal modelo
construimoes meios materials mais pgerais dos obtideos até entdo vis
multiflnidos.

A conexBo entre fluides perfeitos e modelos de campos
escalares ¢ também investigada. Fazemos uma interpretagiio do modelo de
multifinides irrotacionais em termos de tfais campozs. Em  sepuida
analisamos a relagde oposta, 1. e., a construgfio de meios materiais a
par_tir de campos escalares (em geral de modelos ¢). Alguns casos
particulares sfo estudados com certa profundidade

Consideramos ainda, dentro dessa mesma linha de raclocinio,
g abtencio de modelos de fluidos Imperfeltos a partir de campos
supersimétricos, como modelogs ¢ e de Wess—Zumine., Atengio especial é
dedicada a este Gltimeo.

Finalmente, procuramos solucles das eguagdes de Einstein
tende como fontes tensores de energia-momento representando alguns dog
meios encontrados pelos métodos mencionados acima, como fluides de
cordas cosmicas com e sem fluxe de calor. Varias solugBes sio

apresentadas e brevemente discutidas,



ABSTRACT

The modelling of matter in general relativity using simpler
continuous media such as either perfeet fluids, or fiald theories like
scalar  fields, non-linear & models, and supersymmetric fields is
studied.

We start by reviewing the multi-perfect-fluid model of
imperfect fluids. More general continuous media are obtained by means
of a medification of the multi~perfect—fluid model. The connection
refating perfect fluids and scalar fields is also Investigated. The
special case wherein the perfect fluids are irrotational are
interpreted in terms of =scalar fields. In some particular cases the
inverse relation, i. e., the construction of models of matter from
scalar fields (in general from ¢ models), is also studied. Tt is also
mr}sidered, within the same approach, models for nop-perfect fluids
based on supersymmetric fields such as ¢ models and the Wess-Zumino
madel, Spscial attention iz deveted to the second case,

Finally, we study solutions of Einstein squations in which
the sources are the energy-momentum tensors representing some of the
new constructed media, such as fluids of cosmic strings with (or
without) heat flew. Several solutions are exhibited and briefly

discuszed,
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CAPITULD 1

INTRODUCAO

1.1 = Preliminares

Enquanto fluidos perfeitos t&m sido vastamente utilizados no
astude de problemas em relatividade geral (RG} [1,2], fhuidos ndo
perfeitos como fontes do campo gravitasional tém sido menos estudados
devide as spas dificuldades matematicas, muite embora eles sejam de
grande importancis principalmente na descricio de estrelas e outros
abjetos da astrofisica relativistica (ver p.e. [3,4,5]). Em vista
digge, um estude buscande a elaboragic de métoedos para a obtencio de
mudeh.:}s de fluidos imperfeitos, bem como de outros meios materiais, a
pértir de modelos mais simples, nos parcce plenaments justificado.
Este ¢ um dos objetivoz do presente trabalho.

Na tentativa de se considerar modelos mais simples para
fluidos nd@c perfeitos existe uma série de trabalhos baseados no
"modelo de  multifluldos" (ou modelo de Letelier), onde fluidos
imperfeltos, em especial fluidos anisctrdplcos, sdo obtidos
considerande o tensor de energia-momento (TEM) construlde pela soma de
dois ou mais fluidos perfeitos (6,7,8]. Com uma pequsna meodificacio no
modelo proposto por Leteller {6] é possivel obtermos materias mais

gerais apresentande anisotropias e fluxo de calor. Desses modelos



encenteam-se casos particulares correspondentes a fluidos formados por
cordas codsmicas [9,10,11,12], os quais tém sido estudados, a nivel
clédssles, ne contexto da relatividade geral e da cosmologia. Estudos a
egse  regpeito 80 Importantes visto que as cordas codsmicas tém
desempenhado nos dltimos tempos um papel multe Importante, nfo somente
por seus agspectos tebricos, mas também por seus possivels aspectos
observacionais [11,13).

Por outre lade, tém side consideradas muiltas situagiies onde
tensores de energla-momento construides a partir de teorias de campos,
selam estes fundamentals ou nfo, s8o usados como fontes do campo
gravitacional, wcomo nho casc das equagBes de Elnsteln-Maxwell,
Einsteln~-Dirac, Einstein—Yang-Miils, etc... Neste ponto observamos que
existe uma interligacdc entre teorla de campos e teoria de melo
material, oy sefa: o TEM assoclado 2 um determinado campo pode ser
interpretade como o TEM de um melo material {em geral um flulda
bastante complexe), & nota-se gque uma “"boa" teorla de campos produz
uma “"boa" teoriza de mefos materials [14,6). Com Isso, pode-ze levar
essa  interllgacfo as nlvel de podermos utilizar o gue se conhece a
respeito das solugles das equagfies de Einsteln acopladas a campos no
caso dessas equagdes acopladas a fluidos, e vice-versa, Por sxemplo,
fluldos irrotacionais construfdos a partir de campos escalares, em
geral modelos ¢, podem ser associados a multifluidos que por sua vex
sdo uma boa desecriclo de melos materials gerals [15,8). Nesse casg,
algumas propriedades notaveis doz modelos sigma, como a existéneia de
sélitons, por exemplo, s$8c traduzidas em propriedades especiais para
0% meios materiais correspondentes [16].

£ importante lembrar também que as equagdes de Einsteln,



guande acopladas a campos, apresentam uma certa "miopla" no sentido
que elas "veem" somente o TEM de tals campes, o qual & invariante
frente as "simetrias internas" (como o spin, o isospin, etc...] dos
mesmos.  Desse modo, diferentes  campos, apresentandc grupos de
simetrias internas diferentes, podem gerar TEM's que tenham uma mesma
estrutura algébrica (em relagio ao espago-tempo}, as quals, wvia
equagdes de Eingtein, podem produzir campos gravitacionais idénticos.
No ecaso de campos com  spin  semi-inteiro, temos as eguagdes de
Einstein—Dirac  ou Einstein-Weyl, ou  ainda  as equacgies de
Einstein—Rarita-S8chwinger, sendo qgue também & possivel uma descrigio
como meios materials, pelo menos noes dois primeiros casos [17.18].
Isto  sugers que pode-se investigar a possibilidade de fazer um
tratamento andlego com outros modelos de campos, além dos citados
acima, coma, por exemplo, com o moedele supersimétrico de Wess-Zumino
[19] cu medelos ¢ supersimétricos.

Nestas consideragdes os campos nfo s8o tomados como
descrevendo interacfes fisicas fundamentais, mas si0 considerados como
simples  potencials que descrevern a matéria {20]. Por  exemplo,
poder-se-ia  ter, em certas circunstincias, oue combinacles de
compenentes  cpinoriais  de  certos  campos fossem  associadas  aos
potenciais de Debye ou suas pgeneralizacfies, utilizadas correntemente
na descrigde de fluidos. Portante, questSes relacionadas com as
escalas tipicas de aplicabilidade de tais teorias de campos n#o sio
relevantes.

Com base no descr-"itn acima, podemos resumir os objetivos da

tese segundo o plane geral sepuinte:



I- Nosso ohjetive primeirs & fazer uma revisio dos modelos
de multifluides perfeitos para fluidos nd3o perfeites, com vistas a sua
generalizagiic na expectativa de medelarmos materiais mais complexos

dos enconirados até o presente através de tals métodos.

2- Como segundo ponto vem o estude da interpretaclio em
termos de melos materiags dos modelos o e correlatos, sempre olhando
principalmente a possibilidade de cobtermos modelos de matérias gerais,
comeo, por  exemplo, coim a  introduglic de propagagido de calor e
anisetropias. Tals melos materiais podemn ser dtels em astrofisica e
cosmologia  relativisticas [(p. e, na  construglio de modslos  de

estrelas ¢ galdxias),

3- Em terclero lugar vem s revisfo dos casos onde se estuda
¢ tratamente das equagdes de Einstein-Dirac e de Elnstein-Weyl como
meios materiais, visando principalmente a preparagio para o estudo de

modelos de campos supersimétrleos dentro dessa linha de Interpretacio,

4- Um quarte objetive & ¢ tratamento do  modele
supersimétrice de Wess-Zumine, de modelos ¢  supersimétricos e,
finalmente, dos modelos mais simples de supercordas dentro do contexto
acima descrito. No case do modelo de Wess-Zumino, com esse estudo,
torna-se possivel “enxergar" a  nivel classico o significade da

supersimetria,

O trabalhe £ desenvolvido com base em tals objetivos e

dividide em cinco capitulos, com mais dois apéndices.



{i) Mo restante do capitulo I, mais especificamente na secdo
1.2, fazemos um pequeno resumo do tratamento dos melos materiais em
relatividade geral sem aprofundarmos os estudos a respeito da dinfmics

e da termodindmica dos mesmos.

(ii) Iniciamos ¢ capitule II com uma peguena introdugdo e
constderamos, na segiio 2.2, o085 resultados obtides no caso da
interpretagio do TEM constitulde pela soma de dois fluides perfeitos
como o TEM de um fluide oOnico. Mezge caso, obtém-se um fluido
anigsotrépico. Na segio 2.3 mostramos gie, 22 {as Invés de somarmos o
dois TEM's dos dois fluides perfeites) diminuirmos um TEM do outro,
pademos simular a presenga de fluxe de calor e encontramos, além de
fluides anisetrdpicos, fluidos de cordas com fluxo de calor na direco
da corda, e wn fluide de cordas somade com um fluide nmule cuja
radiagéico se propaga ao longo das cordas. Para encerrar o capitule 1I,
tratamos brevements da generalizagic do modelo da soma esou subtragio

entre N fluidos perfeltos.

(iii) Em seguida, no capitulo II, revisamos a conexfo entre
fluidos perfeitos ¢ campos escalares. Tal relaglo aparece evidenciads
nas referéncias [6,14], onde mostra-se que um fluide perfeito,
irrotacional e com pressdo igual & densidade de energia, correspende a
um campo escalar sem massa. A partir disso mostramos, segiio 3.2,
seguindo a mesma linha de raciocinic dos autores de tals trabalhos,
que um fluide perfeito lrretaclenal pode ser associado a um campo
escalar inagsive, onde pressio e densidade de energia ndo sfc mals

iguais. Para concluir, descrevemos também come essa ligagiio pode ser



generallzada para o caso  de multifluides perfeltos, os quais
correspondem a modelos de muitos campos escalares ou a modelos o
particulares.

Depois disso, ainda no capftulo III, tratamos da conexio
inversa a anterior, ou seja, a construgio de modelos materizis =z
partir de campos escalares. No Inicle da segdo 3.3 apresentamos os
resultados obtidos no case, Ja conhecido, de apenas um campo escalar
[9]. Depois tratamos do caso de dois campos escalares, onde mostramos
essencialmente gue os melos materials obtidos no capituls II podem =ser
construldes a partir da soma de dols campos escalares, Obtém-se também
materials mals gerais do que aqueles, uma vez que os campos escalares
podem simular "tens@ies” (pressfes negativas) mals facilmente do que o
modelo  descrito em  tal  caplftulo.  Flnallzande o capftule I,
consideramos o caso dos modelos o interpretados como melos materiais.
Mostramos, em particular, como obter os mesmos fluidos encontrados de
maneira formal no capftulo II, a partir de modeles o com métrica

interna n#o positiva-definida.

(ivl] © capitulo IV & iniclade com o estudo do modelo
supersimétrico de Wess-Zumino (ver também o apéndice A), a fim de
analisarmos a possibilidade de considerar os campos envolvidos como
"campos materials" no sentldo que vimos desenvolvends. Mostramos, na
seclio 4.2, que tal tratamento somente & possivel se flzermos uma
"interpretagdo  cléssica” do modelo, considerande que os campos
(spinorials) assumem wvalores na &lgebra dos nitneros complexos, e hia
mais ha &algebra de Grassmann (comeo occorre no caso da supersimetria

propriamente dita). Depols dessa interpretacio cléssica, segue que a



parte do tensor de energia-momento  simetrizade devida ao campo
spinorial ¢ identicamente nula, de forma que o TEM resultante & a soma
des TEM's de dois campos escalares (j4 analisados no capitulo IY), O
campo spinorial &, assim, um campo fantasma (2},22] 2 menos de
divergéncias totais, ou de novas "Laprangeanas de interaglo” que podem
ser adlvionadas =o modelo (isto ¢ discutido com mals detalhes no
apéndice A). Encerrande tal se¢Bo  descrevemos alguns casos
particulares de divergénelas totais cujo TEM resultante pode ser
interessante guando Interpretade como meio material.

Na seqdo 4.3 fazemos a interpretaglo em termos de melos
materiais para alguns doz TEM's construldes na segdo anterlor.
Mosiramos, em casos particulares, que a dissipaclio de energla na forma
de fluxo de calor tem origem na Interagfc entre o campe spinorial e o
campo escalar. Os resultados obtidos nesees casos sfo semelhantes aos
enconirados nos modelos dos capftulos II e IIL. Melos como fluldes
anisotropleos ¢ fluldes de cordas com fluxe de calor podem  ser
construidos também no caso mals simples onde todos os campos dependem
unicamente da cootdenada tipo tempo t {a qual pode ser tomada como
senda o tempo cosmolégico). Em  geral a andlise felta nesta segfo
mostra que ¢ métode desenvolvido na seqglo 4.2 pode produzir TEM’s com
uma estrutura algébrica bastante rica e que, portanto, podem ser
usgidos para modelar melos materiais ndio triviais,

O estudo do modele de Wess-Zumine facllitou-nos a analise
também de outros modelos supersimétiricos a ele relacionados. Os
modelos ¢ sdo um exemplo (tém a mesma supersimetria N=l, ver p. e
[22] e suas refs.] o qual tratamos na segio 4.4, onde procuramos fazer

uma Interpretagido aniloga ao caso de Wess—Zumino. QO resutade final &



idéntico, ou seja, as equacles de Elnstein usuais somente "conseguem
ver" a parte do TEM oriunda dos campos aescalares, ou de divergénelas
totais  envolvendo interagdes entre o8  campos splnoriais e o8
escalares. Essa 'interpretagfo classica" dos modelos ¢ supersimétricos
mostra, entdo, gque para as equagfes de Einstein tals modelos 580
equivalentes aos modeles o clissicos (a mencs de termos provenlentes
de divergéncials totals que podem conter o¢s5 ‘“"campos splnorials
fantasmas").

De forma completamente equivalente mostra-se sucintamente na
segdic 4.6 que a parte do TEM das supercordas [24] que pode interaglr
com o campo gravitacional (via eqs. de Einstein] corresponde aoc TEM de
cordas cbsmicas (ou cordag de Nambu) usuals, mesmo que formuladas em

espago-tempos com nidmere de dimensbes diferente de guatro,

{v} O capitule ¥V ¢ dedicade ao estudo de algumas solugles
das equagbes de Einstein cujas fontes sfo fluidos de cordas com e sem
dissipacio de calor.

Depols da  introdutéria seglio 5.1, mostramos, na  subsegdo
5.2.1, algumas soluges para um modelo cosmoldgico elmples de um
flulde de cordas. O ceso  estético equivalente & apresentado na
subsecio 5,2.2.

Um fluide Incoerente de cordas com fluxo de calor ao longe
das cordas & estudade nz secic 5.3. Tal problema apresenta simetria
por translagdc na direcBio das cordas. QO caso estdtico & tratade na
subsecdo 5.3.1 onde algumas situagfes particulares sfo discutidas.

0 modelo cosmolépico para um flulde incoerente de cordas com

fluxo de calor (subsegde 5.3.2], com a mesma simetria iniclal do caso



estatico, implica que o fluxo de calor & identlcamente nulo,
levando-nog de veolta a0 exemplo discutido na subseciio 5.2.1.

Para que possa existir fiuxo de calor ao longo das cordas em
modelos  cosmoldgleos & necessirle  eliminarmos a  simetria  por
translago ao longe das mesmas. Por isso na seclo 5.4 tomamos um
fluide ndo hemogéneo de cordas com fluxe de calor as longo das cordas,
onde, p. e., & densidade de energia pode variar as longo da corda.
Mostramos algumas solugies particulares e discutimes sua Interpretagio
e interesse do ponte de vista da cosmologia.

MNe final do capituloe (se¢lo 5.5), verificamos de que maneira
o5 fluides calculados nas segdes 5.2, 5.3 e 5.4 podem ter sido
witiginados & partir dos modeles de muitos fluidos ou de muitos campos

comp o8 descritos nos capitules 1, III e IV.

(vi) Comentérios finais s3o feitos no capitule VI, onde
indicames as contribuigBes que consideramos inéditas, além de algumas

possibllidades de continuaciie do  trabalho  utilizande o5 métodos

desenvolvidos nos capitulos anteriores.

(vii) Completande o trabalho temos ainda os apéndices A e B,
L primeiro é simplesments uma complementacgio do estude dos modelos
supersimétricos feito ne capitulo IV, Ja o apéndice B contém um resumo
a respejto dos campos de spin semi-intelro em relatividade geral. Al
mgsiramoes que spinores de Majorana (de gualquer spin semi-Intelro) sfo
campoes fantasmas em relagBo 2 interacio gravitacional. £ feito um
estude a respeitc dos TEM's dos campos spinoriais de Weyl, Dirac e

Rarita-5chwinger tendo como objetive a sua Interpretagioc em termos de



melos materiais.

1.2 - Melos Continuos em Relatividade Geral

Antes de entrarmos no tratamente dos melos continues,
observemos que para fazermos tal estudo em relatividade geral &
necessario termos definido um espago—tempo pseudo-Rlemanniano 4 {uma
variedade diferencidvel] com métrice g l:'g;w] de agginatura ~2. CQuandg
conveniente nos restringiremes a espago-tempes planos (de Minkowskl) e
adotaremss o simbolo I['.qw] pars a métrica. Sobre tals variedades s#g
definides os conceites de escalares, vetores, tensgores, etc..., que
utilizaremos a seguir, e nos demals capitules, na descrigo dos meios
materials ¢ dos campos.

Em teoriaz relativisticas, fluides e outros meios continuos
shp descritos por um vetor velocldade o {i. & um campo vetorial
quadrivelocidade] e por um tensor simétrico de ordem dois {TW}I,
conhecido ¢ome tensor de energia-momento (TEM) [ov como tensor de
energia-tensfio} do melo.

Qualguer tensor desse tipo pode ser decomposto como segue

T o pupuu * uﬂqiﬂ' + uvqu + % (1.1}

u uy!

onde,

g=T u“uu, {1.2a)
e

10



q“ =T oK , (1.2b]

ve T u
t =1 4w n; (1.2¢)
W ey v
sendo que
Y =8 -y, {1.3a)
" i B
vt =1 (1.3b}
u
De {1.3a) segue que
M
ut o= 0, (1.4a)
U
t W= (1.4b)
pv

MY mede a densidade de energia de

A quantidade p = T”vu
repouso, ou seja, & a densidade de energia como medida por um
observador npurma linha-mundeo tal que seu vetor tangente seja W oe.
em repousc em relaglio ao meio). qﬂ é o vetor fluxo de calor, e tlﬂ’ ()

tensor de tensdes.

O TEM de um fluide viscase & tal que [25,26]

TR TP T
g xh {T.v Tumtu }, {yx = O} {i.5a)
ti-W o Znu*“v - h“v{p ~ g8, (ne0; =0} (1.5b)
onde
=" =1u" : (1.6a)
A it
v _ o DT
& =h"h [U‘-:r;-c + u-c;:r] /2, (1.6b)
oy =0 - h 8s2. (1.6c)
L5 T I

11



Cheserye—se gque

i

-:rwx = 0, | {1.7a)
u —

gt e = O (L.70)

B GHPY = -

y g T 3p-¢e)l. | (1.7¢)

Na interpretagiio do tensor (1.1} como ¢ TEM de um fluldo
viscoso, temos que w8 o vetor de Fluxo do fluido, p a sua pressfio, 1
seu coeflciente de viscosidade dinamica, ¢ viscosldade volumar {bulk),
8 o coeficlente de expanséio, qp & g vetor fluze de calor e ¢ v é 0
tensor de cisalhamento (shear) do fluldo. Nesse caso, se ImpSem as
condlcles 1 = 0 e & = 0, além de outras condleles que garantam &
positividade da energla do fluldo, med!da localmente (ver abalxo).

Na relagho (l.5a), T & a temperatura absoluta do melo
(fluido). Ela & a generalizagio relativlifica da lel de conduglico de
calor {Lel de Fourier) q = - x grad(T).

Conforme falamos acima, especlalmente em conexfio com 0
estude de melos continuos em relatividede geral, postula-se algumas
gondicBes visando garaﬁtir a positividade da densidade de energia p
como definida em (1.2a). Tals condigBes implicam, entre outras, que
qualquer observador deve atribuir uma densidade de energla para um
dado fluldoe a gual seja sempre positiva.

As condicBes de energia mals Impertantes sfo a condigio
fraca de energla, & condicfo dominante de energla e a condiglo forte

de energia (27].
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(i) Condigao Fraca de Energia
Um tensor de energia-momento satisfaz a condigdo fraca de
energia se em cada ponte p do espago-temps ¢ para cada vetor tipo

Lt

tempo 1" vale a seguinte desigualdade

SRR (1.8)
pv
Estz condigdo pode ser interpretada come dizends que, para qualquer

observador, a densidade de energla local nfio é négativa,

(i Cundiq;u Cominante de Enargiz
Dado um vetor tipo tempo u“, diz-se que um TEM satisfaz a
vandicidn dominante de epergia se

T o™’ = 0, {1.9a)

o
‘U” = Twuv é& tlpo tempo ou tipo juz: "u'“‘l.l'“ = Q. (1.9b}

Isto nos diz que a densidade de energia local, para qualguer
cbservador, nic & negativa, enguanto ques o vetor fluxe de energia

local € tipo tempo ou nulo.

(iii) Condigao Forte de Energia
A condiglo forte de energia é satisfeita por um dado tensor
de energia-moments se & desigualdade

[T g pT/E]u”uv > Q (L.10)

w Sy
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for =atisfeita para qualquer vetor tipo tempo ou tipe luz u’, Essa
condigdc garante gque a "densidade Newtoniana de energia" (a densidade

de matéria que, na aproximag®o de campo fraco, aparece no lado direito

da equagdo de Polsson) seja positiva.

Mastraremos a seguir a forma do TEM de alguns meios

continuos particulares.

a) Fluide Perfeito

Um fluide perfeite & aguele com viscosidade nula e sem

dissipaciio de calor: qu =0 & =3 ¢. Portanto, segue de (L1) e

(1.5]) que o tensor de energia-momento de um fluido perfeito é

T;m = puu, - phw = {p+p]u”up - pg,, {1.11)

A fim de escrevermos a forma matricial de (1.11) passamos ao

espago tangente [gﬂy =M, = diag(1,-1,-1,-1}, up, = E;L

M

p GO0 0O 0
0 P 0

{T = {1.11")
Lt 0O O p O
o © o p

A condigiio frace de energia € satisfeita por (1.11) se g = D
g p + p =0, enquante gue a condicio dominante de energia exige p = 0
=

g -p = p = p Por outro lado, a condigBo forte de enerpgla  implica em

p+pz=Dep+dpel,
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b} Flulde Incoersnte [Nuvern de Poeira}

Este fluido & um fluido perfeitoc com pressio nula cujo TEM &

TPW = pu“uv, {1.12}
MNesse caso, a8 linhas de fluldo s8o linhas geodésicas pols &

= 0 {Usamos %' para

»

idendidade de Bianchi {T“p_p = 0) implica em uf
representar & derivada covariante). Vé-se {acilmente que, nesse caso,

as condigbes de energia definidas acima s8¢ satisfelitas se p = Q.

¢) Fluido Anisotréopico

Um meie anpisotrdpico apresenta pressfes (ou  tensdes)
distintas em diferentes diregdes. Por exemplo, um tensor de tensBes
dado per

t =o6X X -ph , X% =-]
v i
quando substitulde em {1.1}, produz o TEM

= + + - - .
T!-W ip p}u#up (o pJXpKv PE,,, (1.13)
© qual representa um fluide com pressdo ¢ na diregfo [espacial) X'u, e
com pressic p no “plano cortogomal a X" para obtermos (1.13)
na ferma matricial vamos super gque uva = 0, além de passarmos ao

f 1
espago tangente (g = % = diagll,~l,~,~1}, v = &, X = & )

v uv i n

Temos, assim
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£ aJ
aJ 0
{iT_} = {1.13")
Wola o p o
0 0 O P

Para um TEM da forma (1.13), a condigBo fraca de energia &
satisfeita se p = 0, p+ =2 0 e p + p = 0, a condiglio dominante exige
alnda ~p 5 ¢ = p e -p 5= p 5 p; enquanto que a condlgle forte &

satlsfeitase p+oz2 0, prpeOep+o+2pe

d) Fluide de Cordas Cosmicas Paralelas

Cordas césmicas (ou cordas de Nambu) s8¢ estruturas
unidimensionals {superficles bidimensionals no espago-tempo
quadridimensional) caraterizadas por uma tensfio A lgual A densidade
linear de energla ao longo das mesmas. Um fluide de cordas paralelas
¢, portanto, um “fluide anisctrépico” com pressfo negativa na diregio

da anisotropla, cujo TEM & da forma [9,10,28]

TW = [p-l-p]l[u“up - X’_LXL_J PR (1.14)
onde, no caso das cordas, devemos ter u#}{“‘ = 0.

Note-se que os vinculos sobre p e p, no caso de {1.14), para
que as condigdes de energia sejam satisfeitas, sfo oz mesmos que para
um fluido anisotrépica, com o = -p. Ou seja, as duas primeiras =0
zatisfeltas se p = O e p+p 20, ea Gltima exige p2 Qe p = 0.

Mo espago tangente, (1.14] tem a forma
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p 0 0
0o -p 0

(T )= . (114}
nd 0o o p O

o

]

]
L=

Substitulnde p = O em (l.14), obtemos o que pode ser chamado

de fluido incoerente de cordas, ou “poeira de cordas paralelas”.

2) "Fluide" de Paredes Cosmicas Paralelas

Um "flulde de paredes cosmicas paralelas" [11]1 & construido
de maneira andloga ac fluide de cerdas. Todavia, no ecaso das paredes,
o fluide apresenta tensdo Igual & densidade de energia em duas

diregdes espaciais. Ou seja, o TEM de um tal fluido é da forma

Tw = [p+p]{u”up - x“xp— Yva.'l = pgw, (1.15)

onde, uu}( \ UMy . X'UY r1.1""1.1 = —XFX = —'r'] Y = 1.
M K “ u (& u
Passando ao espage tangente, iem-se & seguinte forma

matricial para (1.15)

iT 1}
L 0 0 -p

(1.15")

jo ]

Um TEM como (1.15) satisfaz a condigle fraca de energla se p
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=0ep+p =0, enquanto gue a condigdo dominante pede ainda —p = p =
g. Finalmente, para realizar a condigio forte de energia devem valer
as desigpaldades; p + p = 0 e -p + p = 4, Portanto, um {luido
incoerente de paredes cosmicas {(p = 0}, nfo satisfaz a condicBo forte
de energia. Este também ¢ o caso de uma Unica parede césmica, ou de

paredes multiplas, o gue as Taz repulsivas [11].

f) Fluido Anisc}trépicn com Fluxo de Caler ac Longo da Anisotropia

0 TEM de tal fluido pode ser posto na forma

TP»P = I{p+p]u“uu + EGMPJX#KP - Pg, + q““l,"' Bty {L16)

Unma vez que o vetor fluxo de calor ¢ na direcio da

anisotropia, podemos sscrever

a, = BX, B =-q" (.17}
de forma que {1.16} resulta

T [p+p]u u +{::r-pJX X,Pg, . * BIX u +X u ). (1.18)

v TR N A T

A representagfo matriclal de (1.18) no espago tangente fica

18



2 O Q
B a0
T 1= {1,18"}
B 0o 0 p O
o 0 0 p

Um fluido de cordas com fluxo de calor ao longo da corda é

ubtide de (1.16] fazendo-se ¢ = —p (ver o capitule II).

Tlﬂ’ = [p+p](u”uv—}{”xvl - pg”p + BI[X“uvﬂ{vu“}. {1.19)

0 TEM (1.18) satisfaz a condigdc fraca de energia se p &= Q,
2|] =p+oep+p=0, enguanto a condiglic dominante exige p = 8],
além de 2|R| = p + ¢ e p + p = O, para ser satisfeita. A 0itima

condiclio (forte) exige p + p = 0, 2|B| 5 p + ¢ e V(p+re)?-48% + p = 0.

Por outro lado, o TEM (L.i2) nfo satisfaz a nenhuma das
condlgBes  de  energia  enunciadas  acima. Por  causa  disso, meios
continues descritos por TEM's com tal forma nfo tém sido considerados
no contexio da relatividade geral cldssica. Algo similar ocorrew no
caso das paredes césmicas, as quais ndc eram estudadas por viclarem a
condigBo  forte de  energia. Nés, todavia, temos que tomar tals
situacles seriamente, pols elas em geral podem decorrer de modelos de
teorias de campos como modelog o, campos supersimétricos, ete... Por
exemple, um TEM na forma (1.19) (o qual &, conforme jA dissemos, a
forma canénica do TEM de um fluide de cordas com fluxe de calor ao
lenge das cordas! ¢ encontrade no capitule IV, com base no modelo de

Wess-Zumine.

13



CAPITULOD 11

MODELOS DE MULTIFLUIDOS PERFEITOS FARA FLUIDOS

NAO-PERFEITOS

2.1 - Introd uq;u

Mo estudec de fluldos Imperfeites em relatividade geral
cspera~se gue o modele $enha algumas caracteristicas especiafs.
Primeiramente  tal modelo  deve ser  suficlentemente  simples  (como
exige-se em geral para modelos fisicos) a pontc de poder ser resolvido
de Torma exata para alguns cases particulares. Em segunde lugar, & sua
interpretacio fislca deve poder ser feita facllmente estabelscendo sua
relagBc com modelos mals slmples {p. 2 com Tluldos perfeltos, no
rasol. Deve ser possivel, também, a utillzagBe do modele para melbor
entender problemas néo resclvidos em relatividade geral.

Uma tentativa de se considerar modelos simples para fluldes
nio perfeites, que procura preencher as caracteristlcas cltadas aclma,
esld baseada no "modelo de multifluidos" {ou modelo de Lstelier), onde
fluidoz  imperfeitos, em especlal fluldos  anlsotrépilces, s#o  obtides
considerands ¢ tensor de energia momento construlde pela soma de dois

ou mais fluidos perfeitos [6,7,8]. Nos descrevemos tal modelo

resumidamente aa sgecdc 2.2,

Através de uma pequena modificagio noe modsle proposto por
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Letelier, mostramos na segio 2.3 gue & possivel obtermos também casos
de fluides anisctrépicos com f{luxe de calor a partir, por exemplo, de
dois fluidos perfeitos.

Dentre o meios materials assim obtidos pode-se encontrar
rasos particulares correspondentes a  fluidos formados por  cordas
coemicas, as gquais sfo Importantes pele fate de que podem contribuir
para a formagiico de galaxias, servindo, de certa forma, pars explicar a2
origem da estrutura cosmoldgica em modelos de universe em expansio
[29,30]. Fluidos desse tipo também tém sido estudados, a nivel
cléssico, no contexto da relatividade geral e da cosmologia [31,9,10]

Depois de tratarmos <Jdos modelos de materiais construidos a
partir de dois fluideos perfeitos (nas segies 2.2 ¢ 2.3), concluimos o©
capitule 1l considerando brevemente o caso geral onde N fluldes

perfeitos sio usados comao modelos de melos materiais mais gerais

2.2 - Modelog a Partir de Dols Fluidos Perfeitos Componentes

Vamos iniclar estudazndo o modelo de multifiuidos perfeitos
para fluidos mais gerais da referéncia [6]. Em especial pode-se tomar
dois fluidos perfeitos ¢ construir um  tensor de energia-impulse na

seguinte forma

THT-’ =(p + wlu“uv - ngv+ (g + elvﬁvu - qg}w, (2.1)
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u W
uu =v ¥ o=, {2.1a
B i )

onde w, p e Up sdo a densldade, a pressfc e 3 quadrivelocidade do
primeiro {luido perfeito, respectivamente; enquantc que £, ¢ e v# s80
aguelas mesmas quantidades relativas & um segunde fluldo perfeito.

Para entender o significade flisico do tensor de energla e

momenta (TEM] (2.1) basta escrevé-lo na forma do TEM de um fluide

Unico
Ti-w = pU“UP - SMP’ {2.2)
com
p —_—
SI-WU = 0, (2.2a)
vy =, {2.2b)
i)
o> a {2.2c)

pUpUp representa a parte correspondente A energia cindtica
de TEM, p & = densidade de energia (de repouso) e S“u é o tensor de
tensdes, No caso em que p + w > 0 e g + e > 0, o TEM (2.1) pode ser

escrito na forma {diagonalizada)

T;.w = [p+n]UpUp + [cr-nl}(va— “g,uv = ;:rT..er..JP + SHU' {2.3)
onde

p=1fw+e-m+ RV {2.3a)

r=in-w~-g + RV2, {2.3k}

S“p = (¢ - ﬁ}}{“xu- w{gw - UHUVJ. (2.3¢c)

R=[(p+wsaqrel +apragrelo W51 @39
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T =P+ . (2.3¢)

Naz relagtes (2.3), U“ e Xp sfio dados por (Mote-se que UVUF

= =x"x =1;U""xu = 0]

U, = Ihﬂms.t + Bvﬂ]f[R{erHs}] 12, (2.4a)

X, = (-Bu + Av )/ [R(R-r-s] 7%, (2.4b)

A=IR+r - g (2.4c)

B=I[R-r+s"? (2.44)
LN

r=p+ &, (2.4e}

$=q+ & (2.41)

Assim, vemos que o TEM (2.1}, escrito como em (2.3),
corresponde @ um fluido anisotrépico cuja pressSc anisotrdplea £ o
Mote-se que tal fluide tem todas as principais caracteristicas de um
Tluido fisico real, ou seja: o > 0, ¢ > 0; p > &; & além disso o > =.
Assim, (2.1) satisfaz as condiglies de energia descritas no capitule I
iver egs. (L.8) e (1.9)].

Observe-se ainda que o termo uvvv simula uma "interagis"
entre os deis fluidos componentes. Por exemplo, tal "interagie" ¢ nula
quande as duas velocldades sfo paralelas (iguais), Nesse caso uvvv =
1, sendo que o iensor de energiz-momento resultante tem ainda a forma

de um fluido perfeltocom p=w +teeoc =2 =p + q.



2.3 - Modelos com Fluxe de Czlor a Partir do Modelo de Dois Fluidos

Perfeitos Modificado

Ao estudarmes oz modelos de multifluides, conforme descrito
na segio 2.2, percebemos que fluidos mals gerais poderiam ser obtidos
ce a quaptidade s {ou r)] [ver eqé,[2.4e] e (2.4f)] Tosse negativa, o
gue seria equivalente a subtrair o segundo fluido perfeito do primeiro
{e ainda com p, q, ©, e € positivos], ac invés de somar os dois
Fluidos, como fizemos na equacio (2.1).

Yale observar que enquanto a soma de dois fluidos perfeltos
poderia ser pensada como uma "mistura" de dois fluidos diferentes, o
caso da "subtracio” de wm fluide do outro parece ser apenas um modelo
formal para a obtencio de materiais diversos. Todavia, além de
produzir modelos de materiais interessantes, tal situagic representa
perfeitamente bem alguns casos de quelos ¢ nic lineares, conforme
mostraremss no prdximo capitulo, e, portanto, vale a pena ser estudada
pois .esté em perfeito acorde com os objetives do presente trabalho.

Paszamos agora a apresentar resumidamente os resultados
obtidos com a "subtracgio” entre (apenas) deis fluidos perfeitos,

0 TEM injcial do modelo &, entfo

T;m =i{p + w]u”up - pgm, - {[q + EJ?HVP - quv]’ (2.5}
onde ui-t & VH ainda satisfazem a relagio (2.2).

A diferenga fundamental entre (2.1} ¢ {2.5) na interpretacio
do "fluido resultante” é que O TEM (2.1) & sempre diagonalizivel em

termos de uma nova "base" construida a partir de uy eV, enquanto que
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o TEM (2.5) pode nic satisfazer tal condigo.

Dada uma matriz qualquer, a pessibilidade de  s=ua
diagonalizagio estd relacionada {somo € bem sabldo) com a natureza dos
seus  possiveis autovalores. Em nosse caso, o8 deois autovalores de

interesse 550

?LD’I-'— r~-stRWVZ-m, {2.6a)
onde

r=po-oq, (2.56b)

R = [tr-s)- ars((vu )% - 11]"%, (2.6c)

com r ¢ s dados por (2.4e) e (2.41),

Os vetores u e ¥ geram um subespago bidimensional tipo tempo
g [32], desde gque ‘u"'.l @ u“. Tal subespago admite uma base ortonormal
(U, Xh u"‘u‘;Jl = 1, x“x“ = -, U“xu = 0. Entfo, quando (2.5} é
diggonalizével, Uu e X” sfo seus auvtovetores cujos autovalores slo ?Lu
£ .?Ll.. Os autovalores lz ¢ J't.ﬂ estdo mssociados a autovetores de (2.5)
o5 quais geram o subespago bidimensional ¥, complementar de F em 4 e,
periznto, tipe espago. O mais Impertante do trabalho que segue &,
dessa forma, o célculo de Up e xp e & consequente Interpretagiio fislca
doe TEM em suva forma candnica.

Note-se que aqul (no caso da subtracio) o fater R leq.
{2.6c)] pode ser real, nulo ou imagindrio, possibilitando-nos trés
casos distintos na ‘“diaponalizagdo” do TEM (2.5); diferentemente do
caso do TEM (2.1} onde o fator R [eq. (2.3d)] & sempre real e,
pertanto, o TEM (2.1) pode ser posto (sempre] na forma (2.3),

Antes de analizar essas trés situagfes especificamente, wvale



notar que o fato de estarmos “subtrainde" energia do tensor de
energiz-momento simula, de certa forma, a dissipagio de energia
através de fluxc de calor em um f{luido nfo viscoso. Para deixar isso
mais claro consideremos um fluido nfo viscose com fluxe de calor [ver

eq. (L1.1)] cujo TEM é da forma {ver também ref. [33])
luv = Lp+n]UpUu - ﬂ:gw + q[prU+XPU“J. (2.2l

onde U 0P = 1, X X' = -1, XU =0,
& P K
Fara encontrar as possiveis formas candnicas de (2.8)

caloulamos os seus autovalores

hﬂl =p+w Q)2 -w {2.9a)

onde

g = [(o+m*= 4g°]"> {2.9b)

Definamos, neste ponto, a densidade de energla o e a pressio

r do fluldo cujo TEM é dado em (2.8} por

r-s-m » O, (2.10a)

£
HE

p-q > 0. {2.100)

=
1]

Com isso, as relagbes (2.9} resultam

AD,I =Ir-s5QF2 -n (2.11a)

Q = [(r-s)%- 4g®]"% (2.11b}
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Comparande (2.10) e (2.11) com (2.6) teremos que (2.8) e

(2.5] serfio equivalentes se
q,z = r‘s[{vpu”}z - 1L {2.12}

Para que tal comparacfc tenha sentlds, o vetor fluxe de
calor q“ = q}(u, q = \r‘-q“q“ deve pertencer ac subespage invariante

gerado peles vetores velocidade u“ e v“, o gque implica em
= Au + By , A, B € R,
b TR

1]

com a condigio
A%+ zﬂEI{u“v“] + B* = v—rs[livpup}z - 1], (2.13)

onde usamos (2.12).

A relagdo (2,13} fixa um dos parfmetros, por exemplo,

B = -ﬁ[v”u#] + /Ef-rs][tv”up}z - 11, (2.14)

sendo gue ¢ outro (po caso, A) permanesce arbitrario. Isso assegura que
& sempre possivel encontrar um modelo de fluido eom TEM na forma (2.8)
gue seja equivalente {na estrutura algébrica) a (2.5).

0 gque acabamos de ver justifica gque dediquemos um pouco de
tempo & andlise do TEM (2.3), pols tal situagfo simula de modo simples

condigbes analogas que sfo geradas por modelos de teorias de campos,
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conformes veremos nos capitulos III e IV.
Vamos, entdo, analisar cada um dos trés casos mencionados

acima, em referéncia As eguagdes (2.5) e (2.6), separadamente,

I - Primeiro caso: E real

Para termos R real [ver eq.(Z.6c]l a seguinte desigualdade

deve ser satlsfeita
Eu“vnlz < (r + s)%/l4rs) (2.15)

Aqui podemos ter ainda duas situagbes distintas: o cass rbs
€ ¢ caso ris. Contudo, descreveremos somente a situagio s uma vez
que o caso s ¢ andloge ac primeiro.

E fécil ver que como R & real o fluideo resultante terd
exatamente a mesma forma que o obtido no caso do TEM (2.1}, ou seja: 0
TEM resultante da “"diagonalizagfio" de (2.5) & exatamente aquele obtido
quendo tomamos as equagbes (2.3), (2.3a}, (2.3b), (2.3c), (2.34),
{2.3e), [2.4a), (2.4b], [(Z.4c), (2.4d) e substituimes ¢ e g por - e
-g, Ou S por -§5; & com as equagdes (2,4e) e (2.47) permanecendo as
mesmas. Por causa disso nfo escreveremos todas essas Térmulas agui.

A densidade p e a "pressio anisotrépica" ¢ do fluide s8o

dadas por

p=}¥.0=iw—e-p+q+R]/2, {2.16a)

- ;’Ll= ip-q+e-uw+ RV (2.16b}

=
I
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sendo que of autovetores sio o mesmos das relagdes (2.4a-d), com s
substituide por -s.

Todavia, ¢ necessirio observar que, no presente casg, a
densidade p, dada na equagdc (2.16a), nio satisfaz a eguagio ([2.2¢)
para qualguer valor de p, q, w & £ positivos. Para termos pQ, o
scguinte vinculo deve ser satisfeito (com s no cazo de rés teriamos

vinculos analogosg)
w-eg>n>0 (2.17

0 fluide resuvitante no caso aqui considerade & ainda um
fluide anisotrdpico, porém a "pressdc" anisotrépica ¢ agora pode ser
negativa, case em que teriamos na verdade tensBo na diregiio da
anisotropla, Outro fato importante & que teremos sempre o = m,
indicando que a pressfo anisotrdplca & sempre mencor, ou lgual, a
pressdo isotrépica, bem ao contréric do TEM (2.3); fato este o gqual
¢ interessante na construgio de modelos de estrelas.

No case em que ¢ < 0 & conveniente escrever o TEM (2.3) na

Forma

Tpv ={p+ “}Upuv - A+ ﬂ]xﬂxf ng“u. (2.18)
ande

AB-c=(w-£g-p+q=-R)J2>0 {2.19)

g que corresponde, como j& dissemos, s um “fluide” anisotrépico com

1enséo A na diregdo da anisctropia [)(“} & com pressdo isotrépica n no
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"planc ortogonal” & X“.
E interessante observar que o TEM (2.18) pode ainda ser
interpretado come & soma de um fluido de cordas {ver a seguir) com um

fluido incoerente, escrevendo

€% p A= R = [ arslte ) - 0], (2.20)
de Forma que (2.18) resulta
T#V = {A + n][U“UP - J(HKUJ - ngm’ + K'Upuu' (2.21}

Note-se que, no limite ® = O, a equaglc (2.21) repressnta a
zorna de um fluide incoerente de cordas {ou poelra de cordas) & um

'luldo incoerente usual (ou simpesmente nuvem de poeira) [31,9]

II = Sepundn Caso: R = 0
A condiglo R = O implica na seguinte relagio
(w7 =t + °/t4rs), (2.22)

Este case ¢ especial no sentide que, devido 4 relagio
(2.22), fica impossivel “diagonalizar” o TEM (2.3), pois ele tem um
autovetor tipo luz duplo {com dois autovalores iguals). Isto significa
que, nessa situaclo, nfo existe um autovetor tipo tempo do TEM (2.3} o

qual seria tomado comeo a velocidade do fluide resultante. Ou seja,
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nessa situagfo nic podemos constrult a guadrivelocidade Up a partir
daz velocldades dos fluidos iniciais U“ e v”.

Em vista disso, para interpretar tal flulde precisamos
escolher uma base independente das velocidades dos fluldes de partida.
Essa interpretacio pode, sem perda de geoeralidade, ser  felta
S = '-'i'“p- e, além
disse, em vista das equagdo (2.2), podemos sempre tomar uma base tal

tomando-se uma base né espaco tangente, MNesse case g

que os vetores up e vﬁ pertengam ao planc (x?, x'). Nessa base, o TEM

(2.3) {com R = 0] pode ser escritc como

T;.wz {P+ﬁ+“]Uuuu+[E-p-"]xuxvhﬁ[uuxv+xpuv]-ﬂﬂp " {2.23a)
onde

g = ESDD— 511}/2 - T, {2,230}
g=- sz [Sm-l- S”]/Z, (2.23¢c)
U =3a° (2.23d}

TR
X = 81, {2.238)

M u
=Py u - 5V V. {2.23f)

Spv I pv

& equagio (2.22) 4 consequénecia da relagio: Sm=—19m+
SHVZ, a qual nos garante que E = 0. Se impormog 7 > 0, o fato de
termos p + B > O Implica em B ~ p > 0. Entéo, vemos que o TEM (2.23a)
tem densidade p + B, presséo Isotrdplca m, pressdc anisotrépica ¢ = B
- g na direclo XM' e um fluxo de calor 8 na diregio da anisotropia.
Isto & aguele TEM representa um fluide anisotrépice com “fluxo de
calor” na direglo da anisotropia.

Todavia, =z relagie (2.23a) pode s=er re-escrita da seguinte
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maneira
Tuv= g + TIJ{U“UV - K”Xp]l - anu + 'Blp,lu' (2.24])

onde

F=U - X, {2.25]
o gqual representa a soma de um fluido de cordas [10) com um fluide
nulo. Para w = 0, o TEM (2.24) corresponde a soma de um flulde nule &
um fluide incoerente de cordas.
IIl1 - Terceira Case: B imaginario.

Para que R seja imaginaric devemos ter

{uﬂv“]2 s {r + 9)%/(ars). (2.26)

Yamos entfo no que segue escrever, em vez de R, o seguinte

0 =-R = {c‘wsiupvp} 2. r + 5]2] 1/2. {z.27

Messe caso o TEM (2.3] pode ser escrito na segulnte forma

canénica [34]

T!W: Ep+n}[U“Up—K“XVJ - Trgpp + B{U”XV+XHUVL (2.28a)

onde
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{w — £ — w2, {2.28h)

o
[

g = 02 (2.28¢]

U“= Z[f[FQsQ]r uM + ¥(F - 2rQ]s v“], (2.284)
X; Z[-\r‘EP+sz]r u;1 + V(P + 2rQ)s vu]; (2.28e]

com UVUU = -XF}{V =1, UV}{V = 0, e com as seguintes definicfies

P = vartols (g% si- rB)% = Vas?o?s (0% r- 9%, (2.29a)

y -1/4
z = [QQ" + (r - s*1a] | (2.29b)

0 TEM (2.28a) representa um fluido de cordas com densidade p

¢ com Fluxe de calor @ na diregio X“ {a direglo da corda).

2.4 - Modelos Meios Materiais com N fluidos Perfeitos Componentes
Com & finalldade de peneralizar o modele descrito na seglo

2.3, consideremos o seguinte tensor de energla-momento constituido

pela soma de N fluldes perfeltos

N
_ 1,1 AR TS B
Tw _1Z1B {p + p]upup € PE,, {2.30)

onde pi, p. e u:L sd0 a densidade, a pressfo & a velocldade do i-ésimo



fluido, respectivamente, ¢ onde gﬂu;u; = 1, ¥ieMeg =11,
dependendo e estamos somande ou  subtraindo, respectivamente, o
i-&simo fluido perfeito componente.

O conjuate de vetores tipo tempo u;l gera um subespago do
espago—tempo cuja dimensio n depende do nimeros de vetores linearmente
independentes (LI]), & gue poda ser no miximo guatra (lzual & dimensZo
do espago-tempo, case em gue © subespago corvesponde ao priprio
espago-tempe). Seja u:; (a=l, ..., n) uma base do espago gerado pelos

i

1 + n
“p' Entfio, todos os vetores u.u podem ser escritos como combinagio

linear dos n vetores u; cda base, ou seja
=au i=1, ..., M, (2.31)

onde adotamos a usual convenclo de somatéria scbre Indices repetidos,

e tEmos
b1 .
o o=38, para i = 1, .., R (2.32)
a B

seada que para i > h as relages para os -:x; {em fungio dog Al =l o

L3 - f
u@u_‘i_ ) sdo diferentes para cada valor de n, por isso ndo as
esCcraveremos agqul.

Depois da relagdo {2.32], o TEM (2.30] pode ser escrito como

_ a b
w oo Vabu_uuv TIE”L,. (2.33)
onde
y i1 Fyob 1
?{a.b = Vha = [ £ [.0 *F }aa‘xb’ {2'343']

1=1

34



w=) ep. {2.34b)

Modelos de fluidos, comoe o dado em (2.33), tém side estudados em
alguns casos particulares. Além dos easos Ji  citados acima, na
referéncia [7] encontra-se um estudo nos casos da soma [€l=+1. ¥ i) de
trés e de N fluidos perfeitos cujas quadrivelocidades pertencem todas
a um mesme plano (k= 2). O tipos de fluides resultantes nesses casos
8o 05 mesimes encontrados no case da soma de dols fluides perfeitos.

Da mesma forma, os tipos de {luidos obtidos a partir de um
modelo de N fluidos com €l=-l. para algum {ou varios) i, ¢ com n = 2,
$80 05 mesmos gue os obtideos na segBo 2.3.

Os fluides descritos acima podem ser wutilizados para =&
construgdo de modelos cosmoldgicos anisotrdpicos [25] como também para
modelos de estrelas [36,4]. No capftulo 5 faremos algumas aplicagdes,
onde analisaremos mais de perte a Interpretacfc fisica de alpuns

dentre tais modelos materiais.
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capfTUuLo m

A REL&QED ENTRE OS5 MODELOS DE CAMPOS ESCALARES E QS DE

MULTIFLUIDOS

3.1 - Intr‘odquo

Pode-se dizer que o estudo da “construgle” de modelos de
campes escalares a partir de meics materials orlglnou-se no trabalbio
de Tabensky e Taub [14), onde mastrou-se que um fluido perfeito com
equagio de estado do tipo barctrépico [p = p (g} pode ser
interpretado como um modele de um campo escalar. Em especial, para a
equagho p = p, o campo escalar obtide satisfaz a usual equagfio do
campe escalar sem massa.

Tal tratamente foi generalizado por Letelier [16,8) partinde
da situagdc em gue o tensor de energia-momento & constitulde pela soma
de deis fTluldes perfeitos. O resultads dlsse é um modelo com dols
campos escelares interagentes, correspondende a um case particular dos
chamades modeles ¢ nfo lineares. O caso especial onde os doiz campos
obtidos nio interagem pode ser considerado como um modelo de um campo
escalar complexo [16].

Invertendo o tratamente até aqui descrito, podemeos
interpretar os modelos de campos escalares como melos marterips. Este

ponto ja foi discutide trevemente em [14] para © c¢aso de um campo
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escalar sem auto-interagio.

Um campo escalar pode, em principio, constituir um melo
continee maig geral do que um fluide perfeito irrotacional. Isto
porgue o campo escalar inclui o caso de uwm fluide nulo ou de um fluido
anistropico, ambos  irrotacicnais. A interpretagic  como  fluide
anisotrdpice é possivel quando o gradients do campo escalar define um
vetor tipo espago, sendoe que o “fluido" irrotaclonal correspondente
apresenta  pressdo nepativa e duas diregfes, O fluide nulo ocorre
quando o gradiente do campo escalar ¢ um vetor tipo luz.

imediatamente, entfic, podemos pensar em interpretar modelos
mais gerais de campoz escalares, como partindo-se da soma de varios
campos desse tipe ou de modelos o nfo lineares, em termos de meios
materfais [15). Tal procedimento conduz a modelos com propriedades
fisicas e matematicas interessantes, como mostrados nos casos
particulares ja estudados [15,8,7].

Todo esse estudo a respeito de fluidos Irrotaclonais se
Justifica também pelo fato de que em determinadas simetrias de
espago-tempoe & vorticidade ¢ identicamente nula [37]. Além  disso,
modelos construidos a partir de dois ou mais fluidos irrotacionais sfo
interpretados no final c¢omo um flulds Gnico o qual nio & mais
necessariamente irrotacional.

Com base nesses preliminares podemos fazer um resumo do que
& descrito no presente capitulo.

Iniciamos (segiio 3.2} tratando da relagfic fluidos perfeltos
—— campes escalares considerando os casos de um e dols fluides para
cm seguida descrever a respeito da peneralizagfio para o caso de N

fluidos perfeitos componentes.
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Ma segie 3.3 sstudamos a relagdo inversa a antericr,
descrevende inicialmente os tipos de melos materiaiz que um campo
escalar em geral pode representar. Logo apds, tratamos detalbadamente
da interpretac8c do TEM constituido pela soma de dolz campes
escalares, nos casos ainda nfo considerados na literatura,.

0O problema da soma de virios campos escalares & considerado
na secde 3.4 onde tratamos dos modeles ¢ nfo lineares. Com o objetive
de comparar os resultados encontrados a partir de tais modelos com o
que =se obleve no capitule ¥, estudamos também o caso particular (de
modelos ) com dois campos ndo interagentes e com métrica interna nio
positiva-definida .

Finalizande o capitule, apresentames, na segle 3.5, outros
modelos o simples, relacionando-os com o que fol visto nags seqles

anteriores e no capitule IL

3.2 - Construinde Modelos de Campos Esecalares a Partir de Floidos

Perfeitoz

A relagho  entre  fluidos e campos escalares aparece
evidenciada nas referéncias [14,16], onde mostra-se que um fluido
perfeito, irrotacional & com pressﬁo. igual & densidade de energla
corresponde a4 um campo escalar sem massa. E acil mostrar, seguindo a
mesma linha de raclocinio dos autores de tais trabalhos, gque um fluido

perfeito irrotacienal pode ser associado 2 um campo escalar massive da
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seguinte forma: Segja o TEM de um fluido perfeito, com wvelocidade u™,

pressédo p e densidade de energia w.

THV = [p + w]u”up - PR, uu =1 (3.1

A identidade de Bianchi T‘“".v = 0, para (3.1) pode ser

cscrita como:

7] Ler
- i =0, 3.2a
[Ep-l-wluuwu p’”] (3.22)
v v
(ptwlu v + m‘vu =0, {3.2b)
onde h =g -

uu,
Ly Ly [Tt
A hipdtese da irrotacionalidade de fluido se escreve como

¢, D _ -
hp. hp [uﬁ_:p up;n:r] 0. (3.3}

Com isso, podemes escrever

u =4 Ve qu'w, ' (3.4)

il n

onde ¢ & uma fungio escalar arbitraria sujeita ao vinculo ¢ u‘fp'a‘ > 0,
i
Obgerve-se que up_ definide em (3.4) & sclugdo de (3.3) e, além disso,
B
u o=l
M
Substituindo (3,4} em (3.2a) vem

[(p+) (o Ffp'oj Hﬂtp afp’ﬁl - 2p #] n** = 0. (3.5)
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Esta Oltima egquagic & satisfeita identicamente se escolhermos

p+w=Fg u_fp’“‘, (3.8)

p = [Fyp Tfp’“ -~ Gl/z, (3.7

onde F e G sfo fungfies arbitrarias do potencial escalar ¢.
Usando as equagdes acima, o TEM (3.1) pode ser escrito na

forma

T = Fg
]

WG
- ? = 8y, TP 9" - G2 {3.8)

M
o qual pode também ser obtide a partir da seguinte Lagrangeans

¢ = v¥=g (Fp Fcp""- G)/2 = V=g p {(3.9)

A4 equagfo de evolugBo para ¢ € obtida de (3.2b), (3.4},

(3.6) & (3.7}
iy
Fog = -F | i V- B + N (3.10)
s o P »
onde usamos a notagdo F . = §F/8p, G fpa 8G/8¢ e op B (p v}ﬂ". Note-se’
» ] EH

gue podemos tomar F =1 e Glg) = mzqnz + Wipl, de forma que a equagho

(3.10] representa, nesce caso, 3 equagdo para um campo escalap massivo

Na verdade, dade que F = F(p), podemos Fazer atransformagaop — ¢
tal gue ¢ u = qb”/'u' F e, com isso, (3.10) reduz-se & usual eguagzo do

campo escatar ofp = - O /2.
po excaiar o = G o/
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com um potencial de auto—interacio V{g),

e {3.7), vemos que o fluido

Depois das equagdes (3.6)

perfeito em questdo tem a sepguinte equagio de estado

p=w - Glp) {3.11}

Ma referénclas [6] mostrou-se que um TEM constituido pela

soma de dois fluidos perfeitos e irrotacionais, como o caso discutido

no capitulo II,

(3.12)

+

T#i-’ = (p + wlu”up - pg“u {g + slv“‘vp- 98,1

com {irrotacionalidade)

o b _ =
h,u (wh {ul[ump upiwl 0,
o e _ -
hJLI [\r]hp [v]{vﬂp vp:cr] g,
e onde h“p{u} = EPW U huu{v}l = g“p AR corresponde  ao

seguinte modelo de campos escalares:

- - .0 V&
T“v— Fgﬂ’“fpiv+ Hyr ”y!:.v gpp{Fg:Ju‘qu +H¢r,¢¢ G2, (3.13)
. Py Wy 1y
Fogp= [H’g}[r,ﬁr’u‘lﬂ )i F,fpm,a"p ) E,F'w[fplwlﬁ ) G-‘P]/z’ {3.14)
(3.15)

Hoy=[F (o @'*)-H S0 12 o w6 /2,

onde F, H e G séio fungdes arbitrarias dos campos escalares ¢ e y.

O ponto importante o qual queremos salientar aqul & o fato
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de gue as equagdes (3.13), [A14) e (3.15]) representam wm  caso
particular dos chamados modelos o Para ver isso claramente, e de uma
forma um pouco mais geral, vamos retornar ao caso da soma dos N
fluidos perfeitos considerado no  capitule I Mais especificamente,
temos gue as equaghes (2.33) e (2.34) no caso n = 2 e £ = 1, se

reduzem a {var ref. [7])

_ [ ) Lz 2 iy _

T.W =¥,4.5, + %zupuw + arlz'[u.uup + u“up}l ngw. {3.16)
onde

N
¥, =% *H= Zip'+pl]a'm’ a b=12 (3.17)
mb be 2 a b:r ] ] ] .
N 1
7= }: p. (3.18)

0 TEM (3.16) representa a soma de trés {(ou mais) fluldos
perfeltos, e pode ser Interpretade como um TEM dz campos escalares
seguinde o mesmo métode descrito nas referénclas [14,16,6]. Para isto,

basta impor que u; ] u; selam irrotacionals, o que hos possibllita

clefinir

1 F
=¢ o ¢, ,
T e 8 (3.1%a)
uﬁ = “/fw {rl,ﬁ'ﬂ'. (3.195)

cnde @ e W sfo, como antes, Tungdes escalares arbitrdrias. MNesse casg,
a equagdo andlega a (3.2a) obtida pela identidade de Bianchi &

satisfeita se tomarmos
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v, " Fw_ﬁw’“, (3.20)

T, = Y 97, (3.21)

7, = BY Tfp"’, (3.22)
LT W F W

= [Fo 07 « 1 0" + B0 ¢ - 6]/2 .23

comn F, G, E ¢ H sendo fungBes somente de W e ¢, os quals s80 campos
escalares reais.
Com as equagdes (3.18)—(3.23), o TEM (3.18) se escreve
T;.u.’" F{P,j-tq} v+ Hl'u iﬂ +E[fp "& ﬁ:#‘p.v]
' T _
..g“v[F{q;l ¢,T1+H|:¢; T.J_'J’T}+2E[i'p w'T} Gl/2, (3.24)

o qual pode ser derivado da seguinte Lagrangeana
- M Ay & _
= vz [Fly qD.GHHIIt,Er ¢’¢}+2E‘.(fp gﬂr’a_] G] /2, (3.25)

Vamos tomar G = 0 e definir H = F, H.. = H, H_ =H = E,
1 iz 12 21

1 2

¢ = ¢, ¢ = . Podemos entio egcrever (3.25) como

JEE AL Li=uz

que ¢ a Lagrangeana de um modelo sigma ndo linear particular {H,lz =
o B[00 80T > 0 1 [ 0% ] > 0, 1 [ 67T 5 0.

Us casos n = 3 e n = 4 sAp facilmente tratados em analogia
com ¢ ca&so  anterior,  Assim, podemos afirmar que modelos  de
multifluidos, cujos fluidos componentes sdo Irrotacionals,
correspondem sempre a algum modelo sigma particular, sendn que a

interpretagéo fisica de TEM de tais modelos reduz-se as gque fol
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descrito no capitule 11, Ainda mals, podemos também construir modselos
subtraindo algum ({ou alguns] dentre os TEM's dos fluides perfeites
envolvidos, em analogia com a seclo 2.3. (s resultados finais sfo
modelos ¢ nfo lineares com métrica interna nfo positive-definida. Vale
também salientar uma wvez mais gue o fatoc de os fluidos componentes
teren suas quadrivelocidades irrotacionais, ndo implica
necessariamente na irvotacionalidade do fluido resultante e, portanto,

a sua generalidade ndo & perdida.

3.3 - Construindo Modelos Materiais a Partir de Campos Escalares
Consideremos agora o TEM de um campe escalar

T = -g T G2, (3.26)
w - T Bu'? F

com a seguinte equagio de campo
ng + {8G/8p)/2 = (. (3.27)

Na tentativa de tratar ¢ TEM (3.26) como o tensor de energia
& momente de um meio material, devemos considerar separadamente as
trés situacdes distintas: (1) wﬂ‘q?'ﬂ‘ > 0, (I f,pay’u' = 0 e (I

ey
? < .
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[ - No case em ques ¢ fﬁ’a 2 0, podemos definir o campo wvetorial
& P &

irrotacional

u =¢ Fcp’ﬂ. {3.28)

i B

A Interpretagiio de {3.26) flea, entfio, a reclproca do oue
foi tratado na secde 2.1; ou =e¢ja, o TEM de um campo escalar @, com
] G‘qﬂ’o‘ 2 0, correspende a um fluido perfelts irrotacional ecom

densidade de energia @ e pressio p dados por

W= (g G‘fp’g‘ + Glr2, (3.29a)

p=w-0G =l ﬂ‘qf" - Glr2. (3.29b)

Vale observar também que, se ¢ ¢qp'ﬁ < G, o TEM (3.26)

caracterizard um material com densidade de energla w ¢ com uma tensio

isctrépica ¢ = (G - ¢ Ffp’a'}fz. Tem-ge ainda o caso P ﬂy;r’ﬂP = G, o que
. " ]

resulta num TEM correspondents & um Tluido incoerente.

il - Na situacgiio ¢ U‘fﬂ*w = 0, t;t.‘ru é um wvetor nulo e o TEM {3.26) sz

+

SECreve

T =dll+g G2 (3.30)
Ny pr Suy

onde

i ”E m‘,”. (3.31)

mzlﬁlv corresponde simplesmente ao TEM de um fluide nulo



{irrotacional}. O termo Gg#pfz equjvale 20 TEM de um melo material

isotrépico com  tensfo ¢ [= pressio negativa (-p}] = G/2 ipual 2

densidade de energila (p = G/2), Vale lambrar ainda que para g

constante { = 0k (3,30]) loeu mesme (3.26]] implic T = G2,
L I ( )] implica em ww = S

com G constante, que ao ser acoplade 2As eguagdes de Einstein

carresponde ao termo cosmoldgico bem conhecido.

111 - Quande ¢ U‘tp’u‘ ¢ 0, podemos definir um vetor tipo espago

normalizado
X, = uxv’-;p s (3.32)

Nesse caso, o TEM (3.26) pode ser escrito na seguinte forma

T“v = f‘x”xv+ g“p[ﬁG]/Z {3.33}

f= -gn*ohqo’a‘ > 0, (3.34)

Os autovalores de (3.33) sd@o .'al = (G - )2, }"zaf (G +
£1/2, Dessa forma, o TEM (3.33) pode ser escrito como segue [14]

T!_w = pUMUP + G‘X“Xu - p[Ypr+Z,_;Zp]' (3.35)

p=(G+fl2; &=(f-G/2, (3.36}

cnde UH’ X“. ':’H, Z".t formam uma bass ortonormal do espago-tempo, O TEM
(3.35) representa um material com pressfo ¢ na direcio X” e tensdo p

{isotrépical nas direcdes Y” e 2“.
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Antes de passarmos aos Modelos o, consideremos o caso de um
TEM construlde pela soma de dois campes escalares (o qual serda 6til

guando tratarmos do modelo supersimétrico de Wess-Zumino)

Tv=fp'

, N
o AN - U G)/2, (3.37)

it

onde G = Glp,wl Ip e, G = mlz,:a2 + mzyﬁrz + Vipl + Wip) + Ilp,yl

Para esse Gltimo tensor de energia-momento também temos

variag situagdes distintas:

[~ U_qp'cr >0 e 1J_l,ltr'w > 0 — Isto corresponde 3 soma de dois fluildes

perfeitos e |rrotacionais.

- q}ra‘rp‘a > Qe ¢¢'T = § — [ equivalente & soma de um fluido nulo

com um [uido perfelto lrrotacionals, desde que G = Glg).

- ':P.;.u-":p = a-"&'u- =0 — Para G = 0, representa a soma de dols

fluides nulos e irrotacionais.
_ 7 y &
V-9 #20ey @ <o
- & T
v w’F¢ < 0ea iﬂ.'?l'& < 0.
As  situagdes (I), (II) e (III) n3o serfo tratadas em
detalhes aqui. A interpretagiio desses casgs fol felta em [18] e [6],

para o caso geral, partindo nfo dos campos escalares senfic que da soma
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dos tensores de energia-momento dos préoprios fluldos, sendo gque estes
ndo necess{tam ser {rrotacionais.
Vamos estudar a seguir of cazes (1Y) e [V}, oz gquals tém

situagBes diversas &s apresentadas por (1), {II) e (II).

v - w’o.w"’" >0 ey w7 <0 — Aqui, podemos definir

u, =¥ g 'Tfp'c‘ ; X, = 17 ”/\-"--i,!l Fqlr’cp. (3.38)

1

Com isso, o TEM [3.37) se escreve

T”p = 1"1.1;'!'1.11‘JI - sx”xu - Hv[r + 5 - G172, {3.39)

onde

(3.40)
Vamos, 0o que segue, supor
Gz o {3.41)

Oz autovaleres de [3,39) sfio

femr

;‘LG - (G £ R)Z, {3.42a)
Aoy = e+ s - G2, (3.42b)
R = [(rs} - 41*5(:{“11“}2]”2. (3.42c)
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0 fator R dado em (3.42c) & sempre real (R & 0), pois ¢ > 0,
s ¢ 0, = {x“u“}z = 0, Ou seja, o TEM (339} pode sempre ser

diagonalizado. Além  do  mais, seguem  desse fato  as  seguintes

desigualdades
H.D & [r=s+G)s2, {3.43a}
AS (~-r+s+G)/2. {3.43b)

Temos ainda gque os vetores u” e xj.t geram um Ssubespaco
bidimensional tips tempo T [32], com uma diregBo tipe tempo e outra
tipo espage. Sepdo asslm, o autovalor PLD que & sempre positlvo, pode
ser associade ao autovetor tipo tempo [UH}' o qual pertence a ¥. Uma
gutra possibliidade sgeria assoclar 5\1 ap =zutovetor tipe tempo, mas
lsso nfie & Interessante flslcamente pols A " > I&l e ?ul pode  ser
negative, Impllcando em uma densidade de energia negativa {caso fosse
assoclade a U“}. u u nao pode estar associado a ‘x'a ou 14, visto que
leriamos em tal caso um autovetor tipo tempo que nfio pertenceria a ¥,
¢ que & uma contradign, pols H {0 espags pseudo-Riemanniane
quadridimensional com métrica g de assinatura -2) tem apenas uma
diregfio tipo tempo.

Por isso, as_s.c:ciamus };u a U”,enquanto 11 fica associado a um
autovetor tipo espaco X” também pertencente & J. 05 autovalores }kz g8
hﬂ flzam assoclados a autovetores tipo espago que geram o subespago

complementar de ¥ em M.

0 TEM (3.39], entfo, se escreve

T“p = {pﬂ'r:lU”Up + {F-H]X”Xp -, {3.44)

49



COHTE

e =G + R)/Z, {2.452)
Fg=[R - G2, {3.450)
a=Ilr+s -Gk (3.45¢2)

onde U e X slo facllmente calculdvels em fungfio de A, A, u e x ,

M [ LU M
conforme  feito no  capitulo II. Nés ndo  escreversmos  essas
expressdes agui, como também nio o faremoes nos demals casocs a seguir,

QObserve-se que, naturalmente, vale: U“U“ = - }{p}{“ =1e U”){”

0 TEM (3.44) descreve, enquanto ¢ > O e w > O ([, e se R >
Ger > G- s) um fluldo anisotrépico com pressfio & na direglio X“, C
pressdio o ono plano perpendleular a }{“. Mete-se, entratanto, qus tanto
¢ gquanto N podem ser negatives, caracterizando uma  tensfo na
respectiva  direglio do mele materlal descrito por (3.44). E possivel

ainda termos w = € (r = G -s), nesse caso

T.'-W = pU”Up + u'}{pxp, {3.46)

0 que repregenta um fluide anisotrépico com pressfo ¢ na direglio !h{"1 e

pressﬁo.nula nas demals diregfes.

L q.‘i.a‘fp’a <De I,Er’ﬁr,t.r’a‘ ¢ 0 — Pode-se, nesse caso, definir os seguintes

veteres tipo espago

¥

o 97 {:.r“y“" = -1), (3.47a)

TR
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- v 0 o
X, = “!'.uf w*wu; {x”x 1. (3.47h)
Usando [(3.47a), [3.478) £ (3.37) encontramos

T = -r}rpj.'p - 85X X

y Xy~ g“p[r + 8 - G2, {3.48)

cujos autovalores sBic os mesmos das equagies (3.42a} e (3.42b), onde

agora B & dado por
R = [(r=)" + arstxtly %)% (3.49)

No que diz respelte a interpretagBo de (3.48) agbserva-se
trés situagles de Interesse distintas [Note-se que R de (3.49) é real
¢ positivo para qualsquer r, s, x e ¥ nfo nuloesh: os vetores

M #

unitarios y“ e x“ podem pertencer & qualquer um dos seguintes

subespacos de M

V.l - Um subespago unidimensional tipo espago X
V.2 = Um subespago bldimensional tipo tempo 7

¥.3 - Um subespage bidimensicnal tipo espago #.

V.l - Esse primelro caso ocorre se y = x , ou seja se ¢ e ¢ forem
i M g T
propereionais, de mode que o TEM (3.48} resulta equivalente aguele

devido a apenas um campo escalar, o gqual ja ol considerade na secio

anterior.
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V.2 — Essa situaglo ccorres se exXiste uma combinagic linear de }.fp e x”’

do tipo \,r“ = A;,r“ + Bx“, onde A, B € R, tal que ‘l.’# & um vetor tipo
tempe. Isto &, tal que ‘u’p‘u’“ = A% B* 4 EAE{F“}C“} > 0, Desgza forma, o
autovetor tipo tempo de (3.48) pertence ao subespago F, e deve,
portanto, estar associado a ?-.D oy 2\1, ¥isto que Jh.ﬂ e AJ' estéo
associados aos autovetores geradores do subespago complementar de § em
M, o8 quais s#oc ambos tipo espaco.

Além do mals, agora temos r < O e 5 < 0, de forma que os

autovalores ?Lz = ?-.3 a Jt.n serdo sempre positives. Por issp, associlamos

A, 80 autovetor tlpo tempe, sendo que (2.48) assume, entfo, a seguinte

forma
TJ-W = PUPUU + rr}{pxp - “{YpYu + Z“Zv]. {3.50a)
= {pmJUuUu + [o‘—n]}{“xp - TE,, {3.50L)
onde
g = (R + G2, (3.5!a)
o =(R - G2, [3.51h)
n=i{G-r -5)/2, {3.51e}

que representa um fluido com densidade de energia p, pressdo ¢ na

direcio 3{“, e tensfdo isotrdplea w no "plano espacial ortogonal® a XH'

V.3 - Visto que o8 vetores xu e :,rp. geram um subespago tipo espago ¥,
‘0 autovetor tipo tempo pertence ao complementar (F) de ¥ em M. Assim,

o autovalor correspondente a tal autovetor deve ser ?.2 {ou .;’I.a}. o que
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& razodvel pois ele & positivo. Portanto, nesse casg, © TEM (3.48) se

escreaYye
T =pl J g X -0a¥Y ¥ -uvd Z, (3.52)
[Taky [T Mo [TaRY [T
onde
p=o=I(G-r -s)/2, (3.53a)
= {R + 53)/2, [3.53b)
v = {E - GI/2. {3.53c)

O TEM (3.52) pode ser interpretads come um meio material

anisotrapico com tensdo lpual & densidade de energia p na direcio [X”]
e com tensbes principals T, = T, = @ no plano gerado por [Y“, Z”l

ortogonal z ¥ .
——t lj,

TEM's como (3.50), (3.50) e (3.52) representam materials
relativaments complexos, pois enguanto temos pressic em uma dada
diregho espacial, podesmos ter tengfo em uma outra ou nas demais
diregdes, Esses fatos possibilitam a construgio de meodelos de
materiais Interessantes, como o de paredes cdsmicas, os guais sio

estudados em cosmologia {11].

3.4 - Construindo Meics Materialis a Partir de Modelos o

E conhecido também que os modelos ¢, cuja Lagrangeana e cujo
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tenser de energia-momento 3o dados por

£ == [ o0 ]/2, (3.542)
T =¢ o =g (o _oo' )2, (3.54b)
L Y MY, T
onde p. e,
b —
¢ o0, = H (@ },“o{aj}}v (i,j=1, ..., N), (3.55)

e onde HIJ 580 fungles conhecidas dops ::ri, N & o numerc de campos
escalares no multiplete & com & virgula denoctande a derivada parcial
ordindria, podem também ser interpretados como Tluidos materiais [15].

—

Vames considerar o conjunto de vetores "u?':‘ definidos por

I
=

V =g (i ey NI, (3.56)

Desse conjunto de vetorss temos que n (no méximo quatro)
dentre eles sdo linearmente independentes (LI). Para fazer referéncia
a tais vetores vamos usar ao simbolo U; {a =1, ..., n). Temos entfo,
come ne ¢asc dos N fluides perfeitos acima, que todos os vetores '-.n";l

podem ser escritos como combinagdo linear dos n vetores LI U;. ou seja
V =g, 1 =1, ..., N, {3.57)
onde, como anteriormente, -x: = & para I = n, e o8 demais uc; sio
a
fungdes dos A = gﬂv;?_t {para i > n

Depois de (3.57), o TEM (3.54b) pode ser escrito como
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T,= aambuauf; - g#p[gﬂruauabU;U;]/E. (3.58)

De acordo com o que ¥imes acima, wn modelo de campo escalar
{p} pode ter uma interpretagic direta como um flulde perfeito guando
thvermos q}'ﬁrp"}_ » 0. Vameos supor que a tal relagfc vale para og campos
¢ do modelo representado por {3.54), ou pelo menos para aguelss
campos cujas derivadas definem os vetores LI EUE} que formam a base

para o espago gerado pelos vetores v;, ou seja
gﬁ Ve u*ap > 0, (3.59)

Messe  caso, podemes definir  os  seguintes  vetores  tipo-tempo

normalizados
- | Fl;. 2, @
'[uzl}lle = U u/v'g ulus (ndo soma em a) (3.60)
Com isso, o TEM ({3.58) se escreve

T =F {ua]”[ub]v

o B, {3.61)

gm,

onde

ab _ MY 3 a ST b, b o
| ccava:b\/g U#Uu/g UU_LIT (nfic soma em a e b), [3.62a)

P = [gﬂaafaabU;U;]/z. {3.62b)

Observe-ge gque (3.61} tem a mesma forma gue (2.33), portanto

se impormos as condigdes FP = F‘h&. D R ¢ Y g— o o >0leP >0,
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estamoz  parantinde que ¢ medelo ¢ nio linear das equacghes (3.54)
representa um TEM que & equivalente z soma de N fluides perfeitos. Em
termos das quantidades originais de (3.54) tais condighes s8n: P =
Hugj‘IL pﬂ*ifiv >0 e que a "métrica interna” Hl} sefa posltiva-definida.
Meios materiais interessantes podem ser obtidos quando a

métrica HiJ nido for positiva-definida. Para exemplificar, vamos tomar

o caso particular N = 2, HlJ = diagll,-1). Com essas escolhas, (3.61)

se escreve
T =F'lul(e) -F3w)(e) -~g P (3.63)
FITE S BT A bl R (11 I ’
cnde
1 SR e T | 11
F'7 = wu = . 3.6
g WUy =8 7,0, (3.64a)
22 _ MV 2.2 _ NV Z 2
o= gt U“Uv = cr}pcr"p, (3.64%)
= 11 _ 2% = M 1 1 _ FE 2 .
P=(F' - F2 = g% o o u*iua*,p,]/& (3.64¢)

sendo que, por hipdtese, rils g e FE2 0, e onde 0S campos u‘i e U‘z
satisfazem as respectivas eguagles
2

1 1., I = 2uv o _
or = (o) :V—D, oo = (o) v 0. (3.65)

0 TEM (3.63) descreve um modelo idéntico ao da equagdo
(25), desde que F' = p +w ; Fiaoqegp=w=Fi2qg=¢ =

2 -
F 2/2. Seus autovalores sio

PLD = t RA2, (3.66a)
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A= -(F" - F®)sz, (3.66b)

23
cnde
R = [(F'-F*%°- LR USRS} | (3.67a)
u s ), v, = (3.67b)
-~

Uma ez que os vetores uu (=] v“ sfio ambos tipo tempo, eles
geram um subespaco tipe tempo F. Assim, o autovetor tipo tempo de
{3.63}, se existe, deve pertencer g tal sub-espago.

Analisande (3.67) observa-se que R pode assumir também
valores [maglnaries, além de valores reais malores ou iguals a zero,

Estudemos cada um desses casos separadamente.

I - 0 caso em que R & imaginario deve valer a des{gualdade

11,22 2
)

(F+F222 = ap' PPty ' (3.68)

sendo que o TEM (3,63) ndo pode ser diagonalizade, mas pode ser

esorito na forma candnica

T,uv = H{Upuv - }{“XP] + E{prv + XFUV] L

= ‘B{quu + xpuvl + w[Y“YV +2“Zv], {3.69)
ende U, X, Y , Z formam uma base ortonormal e
L T

g =Rz = [4FFPy Fu Y- FE) Y, (3.70a]

1 = (F-F*)/2; (3.70b)
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que cerresponde & um meio com fluxe de caler 8 (e pressio nula} na
diregio espacial Xp e com pressic ® nas demals, mas com densidade de

energla de repouse nula e, portanto, sem interesse do ponte de vista

22 n

fisico. A4 pressfec m & positiva para Fl PR e 6 negativa para F <

F?%. Nenhuma outra interpretagc & possivel, pois mesmo que 123 =
(]

~(F - FRy2 0, o autovetor tipe tempo ndc pode estar associado

seja a Az, seja a ?I.a, o gquais $30 autovalores de [3.63) cujos
autovetores correspondentes nfio pertencem ao subespago tipo tempo 7,

gerado pelos vetores U” & vp.

11 - Yamos no gue segue supor R & O, o que implica na desigualdade

zepuinte
iu“vnf s (FU-FP2ar P, (3.71)
Consideremos separadamente as duas shtuacHes: (1) R > 0 &
{2] R = Q.
I - R » 0

0 dnico autovalor positive que pode ser associado ao
autovetor tipe tempo & lu = RA2, de modo que podemos escrever (3.63)

na forma

Tsw= {pﬂr]U”Up +Ep—ﬂ}}{HKp - ngw

= p[uuuv + x”xpl + rr{‘f”‘fp + znzp}. {3.72)
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onde

R/2, (3.732)

L)
Il

= (F! -~ F?y 2. (3.734)

A
1

Esse TEM representa um fluido com presséio Igual & densidade
de energla (¢ = p) na direglo X“ e com pressiio W nas dlreqgles Y.l-l e

2”, a qual também pode ser negativa ocu nule.

.2 - R =0

Nesse caso, o TEM (3.63) se escreve (em analogia com a segfio

2.3)
Tpp: nm#uv - x”xpl - ng‘m + ﬁlnlp {3.742)
= '[B-HIJUMUU +{B-1:1X#Xu~ "y ﬁEU“Xp + X#Uull, {3.74b)
onde
l=U -X, .
Pl " {3.72a)
x = (F? - Fz, (3,75b)

O wvalor explicito de B somente pode ser calculado quando o

sistema de coordenadas & fixado. Por exemplo, no espago tangente {g v

fm
= n“p} resulta
B=-8 =I(S +8 )2 (3.76a)
U, = az. (3.76b)
X, = 5:;’ (3.76¢)
S 0™ Fnu”uv— Fzzv”vv. {3.76d)
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O TEM (3.74a) & éntﬁo g soma de um fluido nulo com um flujdo
cuja densidade de energia e pressio na diregfo }{“ {a diregdo de
propagacio do fluido nulo) sic nulas € com pressio w ne "planc (tipo
espago)] ortogonal" a J{u. Tal TEM apresenta, portants, uma
interpretagic interessante fisicamente no caso em que T = 0, que
corresponde, entio, a um flhide nule.

Todavia, ele pode ser interpretado também, conforme (3.74b),
comng  um Fluide  anisotrépico com densidade de energia B, a qual &
devida inteiramente ao fluxo de calor na  diregfo Xp. pressio W
{isotrdpical no subespaco ortogonal ao gerade por U“ & Xp £ pressiao
nula na direcio KH-'

Pode-se observar ainda que para construir modelos exatamente
equivalentes aos descritos na segBo 2.3, a partir de modelos o [com
meétrica Interna nfo positiva-definida), faz-se necessirio a introducio
de temos "extras" de masgsa ou de potenciais de interagic. Por exemplo,
no casy do TEM (3.63) issc equivale a adiclonar termos do tipo
mzl[u-l]z. mie?)? e "u'{{rl,arzl em P (que & a Lagrangeana do sistema, a
menos  de Ffatores multiplicativos). Tal procediments modifica os
autovalores (3.66), o que possibilita uma interpretagdo fisica

intereszante também para ¢ caso em que R [eq. (3.67a)] for imaginario.
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3.5 - Comentarics

Ma dltimza seqgfc exemplificamos de forma simples a
interpretacgio de modelos ¢ em termos de melos materlals tomando
um modele linear {campos ndo interagentes) o qual nos fornece o TEM

{3.63} Ou seja, partimos com uma lagrangeana da forma
S O o
£ =vog oo Sy /2 (3.77)

Tal escolha foi feita especificamente para comparar os
resultadas obtidos a partls dal com o que discutimos no capltule II
{no casc da subtragioc dos TEM’s de dois fluide perfeitos). Em outras
palavras, tomamos o models deserito pelas eguagdes (2.5) e supomps que
up e v“ sejam Irrotaclonals, obtendo, dessa forma, o TEM (3.63), o que
& eguivalente a substituir H —— -H em (3.24) e depois tomar F=l,
=1, E=G=0.

Todavia, resultados analegos séo obtidos a partlr de modelos

¢ mais interessantes. Como exemple, tomemes o madelo ¢ com simetria

2,1} [38]

¢ = V=g [18"¢)e8 ] /2, (3.78a)

_ 2 2 2 _
For = {u*ll + I{crzl [-:ra} = 1, (3.78b)

onda

A<B = H.IBI + A.EEZ - ﬁaBa.

Definindo uma nova parametrizagio
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@ = 0‘2/[6‘1+~a‘3]; P o= l/[a‘lel, {3.79)

podemos escrever a Lagrangeana [3,78] como

= ©» _ia¥ z
£ = v-g (8 p)8 p -(&WE V] /20, (3.80)

A partir de (3.80) obtemos o seguinte  tengsor de

energia—momento

2 i PV 2z
Ty~ (8,008,918, 18 9] /i™-e, [(870)8 0-16 )0 v /"

(3.81)

Para completar, supomos {&um}ﬂuga >0, {Bulﬁr}ﬂpw > 0 e
definimos

a, = 6,0/ &0, v = 8N WI8 M.

(3.82)
A equaglo (3.8l) se escreve, entfo
TIW= ru“uu - svuvv - gwlr - 5)/2, {3.83)
onde
v 2 v 2
r= {2 fp}ﬁpipflﬁ i g = (4 %.!ilﬁvl.!iflﬂ . {3.84)

2%

Ou geja, em relacio a [3.63] muda-ge somente a definiclo de Ft e F

de onde conclui-se que os materiais obtlidos a partir de (3.83) sffo do
mesmo  tipe dos

discutidos na seclo 3.4, embora as Tungdes como
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pressdo, densidade de energia e o3 proplos  audtovetores  sejam
diferentes,

(s casos em que Eﬂvw]é}vﬁn {0 elou {Bvl,ﬂr]avl,ﬂr < 0 podem também
ser estudados facilmente em comparagio com os casos das segles
precedentes.

Finalmente, outros modelos o podem ser considerades. Em
conexdo com o modeles discutidos na segiio 3.3 construides pela soma de
dois campos escalares, por exemplo, tem-se o modelo o com simetria

tH3) definido por

£ = V=g [(8°-8 2] /2, (3.852)
B 2 2 2 _
Forr = [crI] + [@2} + [crg] =1, {3.85h)
cOImn
A«B =

AB +AB +AB.
1 z2 33
Se definimos
P = 0*1/{1+~crs]; o= u‘zftlwﬂ}. {3.86)
a Lagrangeana (3.85a) se escreve
v B . Z
£ = v-g (870 p 8 W18 W];/2H, (3.87)

onde

z
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0 tensor de energia-momento produczide por (3.87) &

2z v v 2
T = [{a“qo}apw{a“mavw]ﬂi 2, [(879)8 g+ )8 ] /2H",
¢ qual, do ponte de vista de sua interpretaglc como melos materials,

simula sHuagBes andlogas as da scma de dols campos escalares

estudadas na segldo 3.3.
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CAPITULO IV

MODELOS SUPERSIMETRICOS COMO FONTES DO CAMPO GRAVITACIONAL

4.1 - Introducao

A nogio de meio contlnuo em geral engloba ndc somente os
tmeios materiais ordindrios mas também inclul o conceite de campos,
sejam  eles escalares, vetorials, etc... Ao fazer a  hipitese da
continuldade [3%] consldera-se gque ¢ material em questic preencha
“inteiramente” um dado volume do espago. Desse ponto de vista, um
campe & um exempls perfeito de meic continue, enguanto que um fluido
real & uma aproximagic. Em vista disse, nfo £ nada surpreendente o
fato que, de acordo com o que vimos nos capitulos precedentes, um
campo escalar serve pars descrever varios tipos de melos materiais,
come um flulde perfeito, fluldo nule ou um flulde anisotrépico (ver
secdo 1.2).

Ficou evidenclade que no case <dos modelos de campos
escalares, tratando o melo continue resultante como um meioc material,
varias propriedades interessantes dos campos sdp  {raduzldas em
propriedades andlopas do meio material correspondente, o que nos
indica o grau de relevancia de tal Interpretacio,

Dentro  dessa  mesma  sbordagem, pergunta-se sgbre a

possibilidade de fazer © mesme tratamento com  outraes modelos de

B3



teorias de campos.

Um exemplo clissico ¢ o campo de DHrac, a respeite do qual
existe uma série de trabalhos estudando seu acoplamento as equagies de
Einstein., Na maloria dog  casos, o% resultades poderiam  ser
interpretados como referentes a um melic material apropriado, ao invés
de pensarmos em termos do campo, analogaments ao tratamento feito em
relagke  acs campos  escalares no  capltule IIE. Em  especial, na
referéncia [18] estudou-se o comportamento dos neutrinos massives como
am Tlelde perfeite. [Fazemos um resumg a respeite do campoe de Dirag,
como também dos campos de Weyl e de Rarita-Schwinger, no apéndice B].

Aumentando o grau de sofisticacdo do models de teoriaz de
campes  temos, por exemplo, os modeles supersimétricos, sendo que
podemos  investigar se & possivel uma  interpretagfio come meios
materials desses campos quando ¢ TEM produzide por eles & acoplado &s
equagiies de Elnstein da relatividade geral.

_ﬂ.ssim, dentro  do  esplritc  dos capitulos precedentes,
procuraremos  anallsar agqul & possibllidade de  construlrmos  melos
materias a partir de modelos de campos supersimétricos simples,

[niclaremos o nosso estudo pele models de Wess-Zumino e, em
seguida trataremos dos modelos o supersimétiricos e de um caso simples
de supercordas. Faremos toda essa anallse usando a formulaglo dos
modelog no espago-tempo de Minkowski {g”v = ‘nwL A peneralizagfo para
variedades pseundo-Riemannianas nfo planas ¢ Imediata, sendo tratada no

final do capitulo.
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4,2 - O Modelo Supersimetrico de Wess—Zumino: Uma Interpretaqgn

Classica

Supersimetria &, por definigfio, uma simetria entre bésons e
férmions. Um medelo tedrico de campe supersimétrice consiste de um
conjunto de campes e wma Lagrangeana para os mesmos, a qual exibe uma
tal simetria. O comportamenpto din&dmlico dag particulas é descrito pelas
equagdes dJde campoe obtidas pele métode usual do principic de minima
agag.

Transformagies supersimétricas sfdo geradas por operadores
quanticos Q, os quals mudam estados fermidnicos em estados bosdnicos,
¢ vice-versa, [Mferentes modelos de supersimetr{a dependem de guantos
geradores  estflo presentes, na forma de cargas conservadas, 0o
modelo. Os Q's 53¢ operadores spinorials, de modo que num espago-tempo
de quatre dimensdes o nimerc total deles deve ser um multiple de
quatre,

Uma teoria com "supersimetria minima" deve ser invariante
30b as transformagdes geradas por um Unico operador spinorial de
apenas  quatre componentes: Qu fa = 1, ..., 4., E a chamada
supersimetria =1, na qual surge um campo sem carga de spin 1/2
(fotino] gue € sua prépria anti-particula {um neutrine de Majorana).

Case haja uma ‘"supersimetria malor" deve haver varlos geradores

spinoriais Q' (f 1, .... N] com quatro compeonentes cada um Q' =
{Q;}, a = I, ..., 4. S3c as supersimetrias N-estendidzs, as quals dio
origem a N fotinos. No decorrer deste capitule veremos alguns exemplos

de supersimetria N=l.

A algebra da sopersimetria & conhecida como Adlgebra de
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"super-Poincard": uma algebra de Lie Ez graduada cujo conjunts de
geradores & formade pelos geradores da  algebra de Poincaré usual
juntamente com o conjunte de cargas spincriais Q). Para detalhes a esse
respelte o leitor deve recorrer & literatura padrio no assunto (ver
o2 [41,42,43,44) € suas referéncias).

Meste ponto passamos, entlio, a tratar daquele que é talvez o
m.udelo mais simples de superzimetria, o modelo de Wesz=Zumine [19,40].
O nosso  estudo basela~se na formulagdeo da  supersimetria no
superespage  usando o conceite de  supercampos  [41,42,44].  Alguns
detalhes a esse respeito sfo considerados no apéndice A,

0 ponto de partida do modelo supersimétrico de Wess-Zumino £

a seguinte densidade Lagrangsana [19,40,41}

#°= Eia”m{a“m - m A%+ {a”m{a“.&] - m2B% + Wid - mvl/2
- mgala® + B%) - g(Tva + iTy°¥B) - A% B9 (4.1)

onde A = AT e B = BT sio dois campos de spin=0, um escalar e outro

. C
pseudo—-escalar respectivamente; ¥ = ¢

(C = conjugagio de carga) & um
campo de Majorana de spin 1/2. Tais campes pertencem 4 representacgio
da 4algebra “"Super-Poincaré" correspondente ao multipleto de massa no
nula (m% ) e de "momento angular total" =0, Todos os campos tem a
mesma massa ¢ interagem através da mesmia constante de acoplamento g.
Na equacio (4.1) definimoes gt z% 1 8= f“é‘lj: gr5= iﬁrﬂwirzra. 'a'” sendo
[
as matrizes de Dirac e ¥ = ???n {usaremos a mesma notagdo & mesmas
convengdes da referéncia [41]). Obyiamente, a guantidade #° dada pela

equagdo (4.1]1 & uma densidade escalar, pois estid sendn definida sobre

o espago de Minkowski {ou, na wverdade, scbre o espace tangente 2
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variedade pseudo-Riemanniana: g;_w= diag(1,-1,-1,-1}].

Nés trataremos aqui do caso chamade "on-shell® no qual a
representacie  da  supersimetria & feita através de campos que
satisfazem As suas respectivas equagdes de campo (de Euler-Lagrange).

bo presente caso esgas equagfes sio

(0 + m™4 = -glF + mABA® + B + 2gA(a% B, (4.2)
0+ mIB = -gliTy®v + 2mAB + 2e8(a% B, (4.3)
{i8 - mW = 2g(A + I¥°B)Y, (4.4)
TUT + mi= - 2gT(A + ty°B). (4.5)

A Lagrangeana {4.1) & Invariate frente 2as seguintes

transformagdes [supersimatricas)

8A = e¥(x), (4.6a)
8B = -igy W(x), (4.6D)
8% = -(18 + miA -y B)e, (4.6¢)
8% = —E(4 -iy°BNEE - m). (4.6d)

E imediato verificar que (4.1) representza um modelo de
supersimetria N=1, visto que sua invarianga frente as tranformagbes

(4.8) implica na conservagdo do vetor corrente spinorial

k¥ = (A -ig"BUEE - miyMe - iglA - o B %My, (4.7}

A partir da corrente spinoria! (4.7) definem-se as cargas

spinoriais Q por
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0= Infx K, (4.8)

Mostra-se facilmente que os opperadores definidos em {4.B)
satisfazem & dlgebra da supersimetria N=1, demonstrando que o modelo
de Wess—Zumine € um caso particuiar de tal supersimetria. Tal fato &
consequéncia de que no modele (4.1) existe apenas UM campe spinorial,
de maneira que pode-se construir somente um operador spinerial Q: COIm

a=1 ., 4 eis=1].

Estamos  interessados  especialmente no tensor de energia
monmente [TEM) Tornecide pelo modelo [4.1) para verificar como o mesmo
pode ser acoplade 4s equagdes de Einstein. No caso “en-shell" o TEM,

simetrizado, calculado a partir de (4.1) &

TH-VE {BHA}BPA + [apBMPB + 1[‘1"?“31,11' —[EUT}?’”"I’ + ’If';rvﬂp’l' "EEF*FJEVQI]/’B
- M6 TA e 1o BIETB m*B” -2mgAWsB%)- g7A% B V2,

(4.9]

Tomermos por um momento somente a contribuigio as TEM (4.9)

devido ao spinor de Majorana ¥
Tw{w} = i[??ﬂav@ -{apwwp? * *irarua“xl- -(apwlrpi-l/s. (4.10)

Far questdes de simplicidade, escrevamos (4.10) usando a
representacio de Weyl para os spinores (ver p. e. [41]). Em tal
representacio, (4.10) passa a ser escrito em termos das matrizes de

Pauli {::r]. i=1,2,3: e = identidads) & dos spinores de duas
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compeonentes ¢ e x definidos escrevende ¥ como o seguinte “vetor

coluna”

=4

_ w.ﬁ. — A - - .
Vo= sy P = [fp 'fpj;]? h = 1,2: A= 1, 2- {4;11]
W

Substituindo (4,11) em [4.10] vem

Tpvliqn,xJ = i[¢ B0 ¥ 298X -{apw]a-yw —{avxlcr“i;]js
+ifp o0+ ae 8% - (8909 ~(0 1o x]/8  (4.12)

Além do mais, para spincres de Majorana temos: ’1—'=‘I—'c, onde ¥*

= CT' com € sendo a matriz de conjugagio de carga e "t" indicando =

operagio de transposicdo. Dessa {dentldade & de (4.11) segue gue
¥ = ¢ (para spinores de Majoranal. (4.13)

Depois de (4.12) podemos escrever (4.12) como segue

Tlex) = i[e 0,80 + ¢v 2.0 - (80l ¢ (8 9l 9] /8

+ iy Epﬂpfp + anpq'p - {a”EJEP:p -{8 H:plwvﬂ /8 [4.14)

0O préximo passe € verificar se e como (4.14) pode ser
acoplada 4s equaglies de Einstein da relatividade geral. Antes disso,
observemos que, para & realizagie da supersimetria, as componentes do
campe spinorial devem ser mimeros de Grassmann. Isto &, as componentes
de ¢, {fp‘!‘}, devern anticomutar entre si e com todas as componentes de

todos o spineres envolvidos no problema, Além de mais, cada um dos
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campos de (4.1) sf8o considerados, dentre da supersimetria, como
"operadores de campo” no formallsme da sepunda  quantizago. .Senda
assim, as gquantidades definidas em (4.10), (4.12) ou (4.14) n#oc tém um
sentido fisico direto. A maneira usual de dar um sentido fisico a TEMs
como o definldo acima consiste em tomar o8 seus respectives "valores
esperades” & entfio fazer o estudo desejado.

Tedavia, © nosse objetivo nfo & esse, mas sim aquele de
interpretar cada campe come sendo um "potencial de matéria®, o que nio
pode szer feito com campos como definidos em segunda quantizacfo, Uma
alternativa gue pode ser adotada € a de s5e considerar todos os
spinores  envolyidos no TEM como tendo as  caracteristicas a eles
atribuidas no formalismo da "primeira quantizagfio” [ou seja, todas as
componentes de todos os spinores comutam entre sil. Nesse caso, cada
componente do TEM [como por exemplo aguéle definido na equagdo (4.9)]
resulta ser um numers (fungfin dis coordénadas) ao qual pode ser
atribulde um significado fisico direto. Cu sgjz, o TEM (4.9) assim
interpretade pode servir come fonte para as equagfes de FEinstein,
Vamos entio chamar a uma tal situagho de interpretagieo classica do
modelo. [Note-se que estas consideraclies s3c uma extensfo para os
campos supersimétricos das idéias apresentadas na referéncla [151.

A Tlm de anglisarmos o TEM (4.9) classicamente, notemos que
para zpinores de duas componentes comutantes verificam-se as segulntes

identidades [41,42]

P G‘”x = xtf‘p-‘.o. [4.15a)
P c*pﬂvfp = Eﬁvqula‘pq::. (4.15b)
5w = 0. {4.15¢)
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Depois das relagdes (4.15a—~<) vemos gque o TEM da equagio
(4.10} se anula, embora & corrente @v”‘lf =p a‘#E + X Eprp néo seja nula.
Isso ndo ocorre para spinores anti-comutantss, onde vale: ¢ E”x =
-xﬂ*pﬁ e, portanto, a corrente ﬁg”ir ¢ identicamente nula, embora o TEM
{4.14) nfo ¢ seja. Dal conclui-se que o campe spinorial de Majorana de
spin 1’2 é um campo Tantasma {21,22,45), onde a corrente ¥x'¢ nic &
identicamente nula, enquanto T’W["P} = O [ver também apéndice R},
i.e., sua presenga ndoc contribui parca a.TE.M e, portanto, nic interage
diretamente com o campo gravitacional.

Levando-se¢ em conta esses resultados o TEM (4.9) resulta,

entdg

Tw_{aumapﬁ. +[BpB]EvB :qw[{atma A +ESTE}IB B -ViA B2,
{4.16)
ocnde

V(A,B) = m7A% + m7B® + 2mgA(a%BY) + gAA%EDY, (4.17)

Com iss0, notamos ques tal TEM representa a soma dos tensoies
de energia-momentc de deis campos, um pseudo-sscalar e um escalar, e
que portanto ndo apresenta nada Jde novo além do gue ja descrevemos nos
capitules Il e II. Mais ecpecificaments, a interpretagio de (4.16)
como o TEM de meios materiais resulta idéntica ao caso da somz de dols
campes escalares tratado na secfis 3.3, Entretanto, esse nio delxa de
ser um resultade Iimportante, pois mostra que, gquande interpretado
classicamente, o medelo supersimétrico de Wess-Zuminoe produz um TEM de

tal forma que as contribuwigdes da componente spinerial do supercampo
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se¢ anulam, de modo que somente as componentes escalar e pseudo-escalar
podem 2gir como fontes do campo gravitacional.

Apesar disse, sempre podemos adicionar uma divergéncila total
qualquer 4 Lagrangeana (4.1} sem modificar, como & bem sabido, a
dindmica do modele de teoria de campe, mas podendo modificar de forma
ndo trivial o modelo de meio continuo obtide a partir do primeiro. Cu
seja, modificando o TEM e a equagio de estade do fluide correspondente
(461

Mas, além disso, podemos nos perguntar gque tipo de interacio
itre o8 rés campos compenentes pede ser adicienada & Lagrangeana de
Wess-Zumine de forma a obtermos alguma contribuicBo da components
spinorial  as TEM  (interpretadoe  elassicamente), a gual seja
interessante do ponto de wvista de sua interpretaciio como um  melo
material. As interagles mais simples que podem contribuir sfoc da

Formsz

uﬁ?ua“m - ivﬁiﬂuﬂllwpﬁ', (4.18a)

“H((3 A) - E?EIBHB}]w”}z\Iﬁ. stc... (4.18b)

Antes de prosseguirmos, € necessirio observar gque termos
como (4.18a) e (4.18b) modificam a dindmica dos campos envolvidos.
Alem disso, dado que estamos partinde de campos supersimétricos para
construir, per exemple, modelos de fluidos devemos responder
inlcialmente a gquestdo formulada acima para sabermos a forma das
"Lagrangeanas de interagio" que podem ser adicionadas a original [dada
por [4.1)] sem guebrar a (super] simetria do modele de Wess-Zuminol.

A resposta a esta indagacBo ¢ encontrada depois de uma
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quantidade razoével de Algebra, apds estudarmos a formulagio da
supersimetria no superespage (ver apéndice Al  encontra-se que =&
gensralizacio mais simples do modelo de Wess-Zumino corresponde a um
modele supersimétr*ico cuia dingmica dos campos & bastante diferente
do modelo original [cf. equagdes [(Al7) & (AlB)]. Em particular, as
Lagrangeanas obtidas adicionande (4.12a) ou (4.18b) a2 [4.1) ndo sie
supersimétricas [nf#o sd3o invariantes frente as transformacgdes (4.6)].
Em vista disso, e como também trataremos dos modelos ¢ separadamente
mais adiante, nés preferimos considerar =agqul apenas termos que
modifiquem o menos poszivel o modele de Wess-Zumino original.

Sendo assim, vames tomar primelramente o caso em gue
adicionamos & Lagrangeana (4.1) um termc contendo somente uma

divergéncia total do tipo
£ = 0 &, (4.19)

onde « € uma constante (em geral dimensional) e o depende somente dos
campos A, B e ¥,

Um terme como (4.19) contribui para o TEM de acordo com a
relagdo seguints

D —

T}w = :xlia.uﬂu + apﬂ“}, (4,20}
sendo que, dependendo da forma da densidade ot , €858 contribuigfo pode
ser bastante complexa.

Vamos considerar agqul um case particular. Seja & na

zepuinte forma
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ot = cnﬁta—fs}“w% {nio soma em n), (4.21)

onde n = 0, 1, 2, 3, ..., & ¢ s80 constantes,

A nova Lagrangeana serd [com £° dada pela eq. (4.1))

=54 ncnﬁ[[ﬁ-rﬁﬂln'1[6“.&-755“3117” ¥ o+ cn{&pﬁ]m-wsﬂlnr”‘l‘

+ cjm-arﬁmna Hfar“w. (4.22)

Podemos entde calcular o tensor de  energia-momento
correspondente a Lagrangeana (4.22), Lembremos, porém, que, dentro da
interpretaciio classica por nés deflnida mafs acima, temos ¥y ph¥ = 0,
Além do mals, pelas eguagdes de campo (4.4} e (4.5) resulta ﬂp[ﬁ?‘p'lfl B

(Bpﬁ}?“’l-' + ﬁauiz’“'ﬂ = 0, Dessa forma, o TEM final & [ver também eq.
(4,12)]

- n~1
T~ (8084 + (8 B8 B + ¢ nAT LB AN + (8 AN 1/2
n T T
ve gl vt 12 - g (8 ABTA + (6 B)87B
- V(4,B)] /2, (4.23})

| & Py 4 {4.24)

n-1

+ 2¢ nlTL8_AJA
n T

sendo que, por exemplo, para n=0, o TEM (4.23) resulta

T,= (8,AI8A + (8 BIB B+ Bla L+ 82 172

T (3
- g”v{{ﬁ,calﬂ A+ {arma B - V(A B2 (4.25)

Chserve-se que o “"campo fantasmaz" ¥ agora aparece no TEM

{4.23) [ou em {4.25)] contribuindo com energia e momento que servirio
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como fontes do campo gravitacional., Tal contribulcio ndo sendo
identicamente nula deixa uma "ambiguidade” no que define-se como campo
fantasma [21,22,45].

Seguinde o principle de procurar novas Lagrangeanas
supersimétricas  gque  difiram  "minlmamente” da Lagrangeana de
Wess-Zuming original, observamos o seguinte: Se faremos B = 0 no
"termo  de  Interagfc" {4.18a) obtemos & seguinte “Lagrangeana de
interagio”

4

g = o@[ﬁpmw“ﬂn {4.26)

Visto que #' nfo tem a forma de uma divergéncia total, as
equaglies de campe (4.4) e (4.53] resultam levemente modificadas [as

relagbes (4.2] e (4.3), para A € B respectivamente, permanecem

inalteradas)
(L8 - m}¥ = 2g(A + Ly B - Zma'“[fjpﬂw, (4.27a)
T + mi= - 2gF(A + 13°B) + 2078 A (4.27b)

A Lagrangeana obtida pela soma de (4.1] =& (4.26) &
invariante frente #&s transformacfes supersimétricas (4.6}, Isto vale,
levando em conta as eguagbes de campo (4.2}, (4.3], (4,27a) e (4.27b}
{easo “"on-sheil"].

Com essa nova Lagrangeana, Isto &, com a relaglio (4.1) mais

a (4.26], obtemos o seguinte tensor de energia momento

T#L": {BHMBUA. +I{BHBJHPB - a[{a“mzv * {avﬂ]lplfz



T T
- gﬁv[{ﬂtﬁlﬂ A +{3TBIB B - V(A,B))/2, (4.28)

onde o TEM [(4.28) ja estd escrito dentro da nossa Interpretacdo
classica.

VYale observar ainda que, chegamos ac mesmo TEM ([4.28) se
adicicnamos A Lagrangeana inicial o termo (4.18a) no lugar de (4.26),
mesmn com (4.18a) nfc preservando a [super) simetria do modelo. Isto
ocorre porgue, como j& dissemos, as contribuigBes devidas a termos
contendo poténcias impares de 3‘5 {come W75¢} 2g¢ apulam guando passamos
de spinores (de Majoranalantl-comutantes a spinores comutantes
{interpretacio clésslca). Por ouirp lade, para spinores de Majorana
anti-comutantes temos '@f“‘lf = {mas ﬁr“ﬂ* ¥ 0 segundo nossa
interpretagio classica), © que de certa forma Justifica o fato de que
a express3o do lade direlte de (4.26) nio modifique a simetria de

{4.1] quandc ambas sic adicionadas.

Conforme Ja falamos acima, existe uma pequena dificuldade em
dar uma interpretagio cldssleca de  mele  contlhue [dentro  da
relatividade geral] a um modelo supersimétrico, em vista do fato que o
TEM obtido a partic dele nfio pode ser acoplado dlretamente 3s equacles
de Einstein.

A alternativa por nos adotada & 2 de tomarmos o modelo
formal e "re-interpretarmos” os campos passando do formalisme da
segunda quantizagio ao da primelra quantizaglio. E clare, entlio, que a
supersimetria & perdida; mas, alnda assim obtemos modeles de fluides
"inspirados” em modelos de campos supersimétricos, os quais sdo

iteressantes do ponto de vista das aplicagdes,
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Pode-se ainda argumentar gque nde tem sentide procurar por
uma interpretagio cléssica de um campe spinorial de spin 172, com
carga nula e massa nac nula (spinor de Majoranal}, uma wvez ques tal
campo [(ou particelal parece ndo existir na natureza, Nesse objetivo,
entretanto, & a construcds de modelos materials a partir de modelos de
campos em geral, de forma gque a nossa meta principal € obtermos um
modelo material gque pode ser usado para descrever um  determinado
sistema fizico, embora o modelo de campo Inicial seja apenas formal

como o spinor de Majorana.

4.3 - Meios Materiais a Partir da "Interpretaqgn Classica" do Modele

Super'sitnétr-icn de Wess-Zumino

A seguir, tomaremos um caso particular dos TEM's obtidos na
segio  anterior e procuraremos dar  uma  interpretaclo  dele como
“fuidos", de forma andlopa ao gque fizemos ne capfulo III com os
modelos o

Por questdées de simplicidade, escolhemos o TEM deflnido em
(4.28]. Em relagio ao estudo da estrutura algébrica de tal tensor,

percebemos imediatamente as seguintes situagfes distintas
1 —t(a Ao 8 me'e> o
H [N
1 —-{3uﬁ}ﬂ”ﬁ > 0, tauﬁna”ﬂ <0

m - {apma”a <0, tapa}a“ﬁ > o
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v - {a“ma“a <0, {aMBJa“B < 0.

Para enxergarmos que tipo de fluldos podem szer obtidog a
partir de {4.28) vamos considerar separadamente cada uma dessas quatro

sitnagdes.

- (3 ald%a > 0, (8 B)&"B > 0.
K 1]

Estamos assuminde a prlori que tanto (3 AaPA como {a”ma” 5

s quantidades positivas. Dessa forma, definimes os vetores u. e ¥

amboes tipe tempo, por

u = (8% tauaw“a , (4.29a)
v {a"’mx\f:a”ma“a . (4.29b)

Com essas definlgles o TEM {4.28) toma a segulnte forma

TI-W= r‘u“uu + sv”vu + oy r qulv + uplp]/Z

- EHU[P + 5 = V{A,B)]/2, (4.30)
onde r = (8 AJBMA e s = (8 _B)¥B.
(4] M
Um tal tenser pode ser facilmente diagonalizade e
interpretade  como  descrevendo melos materials cuja  complexidade

depende principalmente de . Para realizar isso observemos que o vetor

nulo ¥ = ﬁ'ar“‘l' pode ser decemposto na forma
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™ = e = atuts XM, (4,21

COIN

:”u;ta"mv/ﬁaumaf‘a; :-:'"‘uM = o x"‘xM = -1, (432

a

Aszslm, podemos escrever

Tm, = Er+zq}upuv A [uuxvmpxpl - Wg o (4,33}

onde definimos

r= [6“.&}6“&, (4.34a)
s = tapa]a*’“ﬂ, (4,34b)
W = [{aﬂma“a + {a“ma“s - V(A,B)/2 =

= [r+s - V(ABIl/2 (4.34¢)
g = aﬁq”wtauﬁ}/z. (4.34d)

Aqui observamos gque, suponde ﬂpB = 0 g, portanto, v“ = 0,
segue de [4.33] que o TEM resultante representa um flulde nfo viscoso
com fluxo de calor. Este caso pode ser importante para as aplicagdes,
por ser um modelo bastante simples & que tem aplicagles em astrofisica
relativistica, como por exemplo na descrigio do colapso gravitacicnal
de uma estrela [ver refs. [4,5,356]).

Por cutre lade, no case geral podemos escrever a equagdc

secular na forma

det (TYV - a5 V) =0,
SR w’
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o que resttta ha seglinte equacio de autovalores

efa’ - &’lr ¢ s + 20) + alle + 2apsli-(ay %] + 4°

-2s(x"v u"v )} +qzs[{u”v“}z—{xvvp}2—l] = 0, (4.35)

onde &« = W + A.

Da equagiic (4.35] temos um autovalor ?.1= - W, mals trés
autovaleres acerca dos guals ndo pedemos tirar muitas conclus@es antes
de conhecermos explicitamente os coeficientes de tal equacio. Por

isso, vamos considerar a seguir alguns casos particulares importantes.

(i} De [(4.35) vemos que, s¢ q & ﬁf“’lf{ﬁ“ﬂ} = 0, o TEM
resultante representa a soma de dols Tluldos perfeitos Irrotacionais

j& bem estudado na llteratura [6,7,8,16] (ver também o capitulo II),

(i[}) Uma segunda situaglo Interessante ocorre quando os

vetores u” e v“ s80 paralelos, ou seja guande ut v” = ] =g

consequentemente, v“xH = 0. Nessa caso {u.'-l = vpl o problema se reduz

aquele de um fluldeo ndo viscosa com fluxo de caler eftado mais acima,

sendo que a equaglo de autovalores resulta
mz[mz -wlr + 5+ 2q) + qz] = 0. {4.36)

Esta uftima relagio nos fornece doig autovalores iguais }4.1 =

A, = - W, e outros dois (A s ¢, - W) dados por

= bA

€, = [r+s+2g 2 e+ s+ 24)%- 442‘]/2. (4.37a)
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A, = [2a+Vedir + s ¢ 297 4¢7] /2. (4.37b)

Dai observamos que & _  podem ser reais, se I:;l~J-|:1+|r,;:+s:+2:£:ir]2 =
4{;2; ou complexos se II1:1-|-L:1-:-m+e+2‘.+:1,]|2 = 442 (o que & possivel somente se
¢ € 0] . Mo caso em gue os dois autovalores sfo reals teremos sempre

Fi ol
r -

Yamos supor também que V = V(A,B) > 0O (observe-se que
podemos tomar g = ), entdc teremos sempre A=A D0 Assim podemos
associar ?L+ a um autovetor tipe tempo, e A a um autoveter tipo

gspago. Dessa forma o TEM (4.33) pode ser escrito como

T“p = [pm]U“Uv + [G“'T[}X“XP - Mg {4.38)

onde U UM = ~x xM =1, ¢
“ i

p = [2qsV+(r+s +2q)%-4g%12, (4.39a)

¢ = [-2g - V + Virsess2q)2-44212, (4.39b)

T=W=1(r+s-VI/2 {4.39¢)
U=Au +Bx, {4.39d)
T TR T

X=Au +Bx, (4.3%¢}
po e T

onde definimos

A =t f a':%2 - g7, (4.40a)

B = -q/fa:f - 4%, {4.405)

A = NG - &5 (4.40¢c)
B = -q/Vg° - m?, {4,40d)



com &, dados por (4.37a).

A relagio (4.38) pode ser interpretada como o TEM de um
fluide {anisotrépico] com densidade p, pressio isotrépica w, & com
pressdo anisoirdpica ¢ Vale observar que para determinados valores de
rn s ¢ ¢ V podemos ter ¢ ¢ 0, representande uma tensfo do melo

material na direcdo da anisotropia; ou alnda que o = O para g = [r+s-V

* \/|[r+s-v]2+{r+s}z—~\fz1]f2.

A sitvagHc em gque os autovalores das equacBes (4.37z~b) sdo
complexos resulta similar agusla descrita no capitule II (oo caso de
autovalores complexoes). Ou seja, obteremos wn "fluido” com densidade
. tensde anisotrdpica ¢ = p, pressdo lsotrdpleca w e um fluxo de calor

@+ (na diregfo da anisotropial dados respectivamente por

p = ¢ =[2q + Vim,A,B1/2, {4.41a)
#=W=I[r+s - VimAUBI2Z (4.41b)
p= {\/'gra:,rﬁ2 -{r+s4 zq']i]fz. (4.41c)

sendo que ¢ TEM (£.33) toma a seguinte forma canénica

THP = {pﬂr]{U”Uv—X”Xp] - rrg”p + p[quv+prv}' (4.42]
Conferme menclenamos anteriormente, um TEM como {(4.42) ndo
satisfaz a condigdo fraca de energia, mas pode ser interpretado como
descrevendo um fluide de cordas com fluxo de calor nz diregic da
corda.
0 caso de um TEM dessa forma acoplado s eguagBes de

Einstein serd tratado no capitulo V.



Para o caso em que (r + 5 + 24]2- 442 = 0, o TEM (4.33)

reduz-se a seguinte forma

T].r.v = EP+H][U}IUV-XuXP] - ﬁg”v + lulp
= [p+g+1‘r}UHUp-l-Eu-p—n}XHXv—ngpvm[UpX;UP}C”]. {4.43)

com [ver também as equagfes (2.23)]

p=c =l2q + ¥(m,A,B))/2, {4.44a)
me= W=1[r+s~ VimaB2 (4.44b)
L= blU +X ) {4.44¢)
M (S

o= b (4.44d)

E importante salientar que as formas (4.28) e (4.39) somente
80 possiveis =e g ¢ 0. Por outro lade, tais cascs somente tém
interesse fisice se p = 2g + V > 0i—— ¥V > -2q, ¢ que eglimina a
possibilidade de construir tais modelos a partic de campos ndc
masssivos e sem interagfio, gque resultaria na situagio mais simples de

ser tratads.

De forma andloga ao que vimos em (I) podemos estudar a

situace (II):

no— Lapma*‘ﬁ 5 0, {aus}a"‘s < 0.

Messe caso definimos
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1

u’ {a”a}/ﬂapﬁ}a“"ﬁ. (4.45a)
Y = ta"aw-{agaja"s, (4.45b)

ot
i

com uft u“L = -J.r’f"':,r;1 = 1, de mode gque o TEM (4.28) toma a forma

T =1[r+ Eq}upuv + svgvv + q[uva + uvx“] - Wg {4.46)

1Y L’

onde r, % q e W sic definidos por (4.34) [Note-se que agora s < Ol

A equacio de autovalores resultante € {com & = 2 - W)

efe® - &¥(c + s + 2q) + ilr + 2q,]sll+{u“3rplzl +q

o v 2o M2 P2
+2gs(x _va‘l[u jrv]} +q sl {u v.u] (x vv} 1] = 0, (4.47)

a qual & a exemploe de (4.35), uma equagio algébrica de grau trés
(visto que uma solugdio é &£ = 0, ou A = ~W). Para reduzir (4.47) a um
polindmic de grau dois em & toma-se o caso particular Fl-t = x” [xuyp =

-1), o gue implica em yvuu = 0 e conduz & seguinte eguagdo para &

{cz[a:z -&lr +s+2g) + (r + 2g)s + qz] = 0. {4,48)
De (4.42) obtemos os autovalores ?l.z = ?LB ==-We
A, =[2qeve Yir - 9%+ 2q (¢ - s]'],fzi (4.49)

Analisando  {4.49)  vemps facilamente gque a  estrptura
algébrica do TEM (4.46) € a mesma que a do TEM (4.33). Sendo assim,

ambos podem descrever os mesmos tipos de materiais conforme mostrados
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em {4.38), (4.42] ¢ (4.43].

As situagdes 1L {auma“a < 0, {auma“a >0 e IV: {a”a}a“a
<0, {BHB]'EIP B < 0 tém uma estrutura zalgébrica um pouce maior do que os
casas I e II constderades até aqul, mas podem também ser tratados sem

maiores dificuldades.

&0 compararmos s resultados desta segiic com o que Tof
encontrado nos capltulos II e III, observamos gque ¢ "fluxe de calor”
surge aqui de uma maneira mais natural do que nagueles modelos. No
casc especifico de (4.33) tal vetor de fFluxe de calor qxu tem arigem
na interagiic entre o campo splnorial ¥ & © campo escalar A, enguanto
que, por exemplo, nos modelos da seglio 2.3 o fluxo de calor aparece
como consequéncla da "extraglc” de energla e momentos do TEM de um
Fluide perfeito.

Contudo, a mals [mportante caracteristica do modelo desta
secdo om relagBo acs modelos anterlores € que o fluxo de calor sxiste
mesmo ne case em gue todes oz campos sejam fungBes de uma inica
coordenada, Isto impllca que, poer exemplo, em (4.29) tenhamos u = v”.
Tal fate nio ccorre no caso do TEM (2.5), por exemplo, onde o Tluxo
de calor desaparece sze up_ = !.r“, coma pode ser visto facllmente através
da equagdo (2.11). Uma tal qualidade pode simplificar em muito os
calcules no momento em gque construirmos um modelo explicito (ver a
secdo 5.5).

Antes de passarmos a estudar algumas solugdes das equagBes
de Einstein tende como fonte alpuns dos materiais encontrados até
aqui, wvale a pena analisar a inferpretagic classica de meodeles ¢

sypersimétricos dos quais o models de Wezs-Zuming & um ecaso particular
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{pelo menos no case de campas ndo massivos). Isto é tratadoe brevements

na proxima segdo.

4.4 - Mocdelos Sigma Supersimetricos Nao Lineares.

Um meodels ¢ supersimétrico & construldo em analogia com
modelos nfo supersimétricos. A densidade Legrangeana de um medelo o

nio supersimétrico & nio linear ¢ dada por
£ = h(e8 16" F, (4.50)

onde ¢] = ¢i{x} {i =1, ..., NI denonta uma série de N campos escalares
complexas, a” £ a derivada parcial ordindariz (lembrando gque estamos
trabalhando num espago-tempo planc), a barra representa conjugacho
compiexa e a matriz hi] & hermitiana e positiva-definida (i.e. tal
hljt‘;lEJ sefa positivel. Ao considerarmos qf.ri & EJ coma  coordenadas
locais em uma varledade complexa estamos atribuinde a hl] o cardter de
métrica definida sobre uma tal varledade [47,48]. Para obtermos a
versfo supersimétrica da Lagrangeana (4.50) substitui-se £ por (ver

apéndice A) 123,47,48)
£ = Id‘a K(¢', 8, {4.51)
onde & {i=l, 2, ..., N) sio supercampos quirais [of. equagdes (ASal,
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[ASb), (Aga) e (ABL)] & K & uma fungdc escalar real.

Para encontrar a Lagrangeana (4.51) explicltamente ¢

necessario expandir 3' em componentes [of. equaciio [AGa)]

o'(x,8,8) = Allx) +£{Eﬁ'uﬁjﬂuﬁ1[x} _6%B%0AN %) W Z eyt

+87F (%) mmztapa‘{x:w“m/f z, (4.52)

Expandinde a fungdv K em componentes [levando em

consideragio [4.52)] e integrando em @ e B, obtém-se

o 1, p=e] | p, = 1 pi=—) e NI I
£ = H:[o A y's a”.p’- a”.,{ur”rp 172] + R]”ﬁ[w‘ﬁ W' )74

-t[(8H ;80 Yy MW A" - (oM /8K e e K] /2, (4.53)

ande

T1 = rau saakaTh _ g™ an saak ez
R]“ﬁ!l R]”E{A,M = (8 HU/BP; dA'} - H {ﬂHln/ﬁA Hﬂ'Hmj/BA]

s80 as componentes do tensor de curvatura, ¢ HI] = a“Kfaa‘aE’.

A Lagrangeana (4.53}) pode ser escrita na forma

F i i) | = = =] =t=].. 1 %
.SE“—HI][BMA S A & D“r,l'xj-D”q.'.r 5 )/2] -lekihﬂjﬁ )y )4,

(4.54)
oncle
i 1 1.k

o = 4§ a8 A, 4,55
uq[r “alﬂ + e 1 { a)
= = _ i — 1, ok
o = D =g M=-a AW, 4.5%b
WP = a8 Td, A 14.550)
Ll X [Tt —k

o = HBHG/BAL, To=C) = H EHII/BA : {4.55¢)
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R--==Rs »=-R

- _arm L
il Tud = Hm]arlk/aﬁ. (4.554d)

—= B
Dk Ok

Qs campos escalares Al parametrizam uma variedade Kihleriana
M |,Er] sfo  bispineres gque pertencem ao librado  tangente
(complexificads) sobre M.

0 TEM obtido de (4.54), levando—se em conta as equagdes de

campo, &

_ e Thon alq T O I S
T, Hlle,a'a e 88 B2 + ity'e D #-D o /4

" w’crvnpr,'u’— Dp;fr'a-j’}m - gwara‘at?-r’/z]. (4.56)

Tal TEM pode ser escrito em termos dos guadrispinores de

bo jorana. Definindo

l,{l!
v | A —— ¥ whha,
P)

pode-se escrever (4.56) na forma

A A
_o.r o=l i L E T = = 3
T = i[ ¥ D¢ + 5 D ¥) - (B, Py «(D, T 0] /4

_ 1, =} b, =) 1,T—
+ Hlj [aua EJUA + Evﬁ El‘uﬁ guvﬂ_rﬁ. a ﬁj] ;"2, (4.57)
ongde
A -]
Hi] = {Hjj + Hﬁ]/E + {Hi] - HJI]/Z (4.58)

A partir de (4.57) e (4.58) observa-se que para o casc de
spinores comutantes [i.e., no caso semi-—cldssico onde wﬁ, Eﬂ £ C} a

parte do TEM relativa acs campos f[ermidnicos resulta identicamente
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avla, Ou seja, 0s campos spinoriais comportam-se como fantasmas (of.
ne ¢ase do modelo de Wess-Zumino). Sendo assim, a equacis [4.57)

reduz-se ao TEM dos modeleg sigma ndo supersimétricos

- 1, =] 1a T 1. T—
T~ e Ao K + o ala X - g 8 A &l /2. (4.59)

0O estudo generalizado do TEM (4.59) & similar ao que [izemos
com 05 modelos sigma reals no capltulo III. De fato., note-se que

podemos definie

Al wa Wz, A =47 =8 (4.60a)
o=, =B, (4.60b)
T (Hl] + Hﬁ]'fz. {4.60c)
Ty = Yy & T uHﬂ - Hp)M2, {4.60d)
Substitvinde (4.60a — d) em (4.59) obtemos

- 1 J _ 1.7 ]
T.w— Vu[ap" 8% g“vﬂ_c-pﬂ P /2], (4.61)

que ¢ exatamente o TEM para um modelo ¢ [of. eq. (3.54)].

A equacdo [(4.61) resume a nossa "interpretacdio cldssica” dos
modelos & supersimétrices. Isso implica que somente a parte do TEM
devida aos campos escalares (efou pseudo-escalares) serve como fonte
do ecampo gravitacional (a menos de contribuigfes ohildas a partir da
adigdo de divergéncias totals & Lagrangeana inicial, como no modelo

supersimétrico de Wess-Zumino descrito acima).
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45 -~ A Formulaq;u no Espago-Tempa Curvo

A fim de podermos acoplar os modelos de campos descritos
acima as equaglies de Einstein, necessitamos formular tals modelos
sabre uma variedade pseudo-Riemanniana.

Para [sso & necessdrio substituir a derivada parcial 8 pels

derivada covariante V (definida de maneira que 'i"p'arv= 0) [49,50,51,52],
Vy =85y -TI° 3 +Ay -3 A =0
P'? = ¥ ;.IL??G' 'pr ¥ = L

cuja agho sobre qualquer escalar (A), sobre gualguer vetor (V) e sobre

qualquer spinor (¥) é dada por

onde l‘iv sfo oz simbolos de Christeffel usuzais e h“ s#o definidos

pelos comutadores

=, 8 . F”vvojfﬁ

e onde :ru s8o a5 matrizes de Dirac para o espaco-tempo curvo, as quals

sao fungies das cordenadas e satisfazem
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Mote-se que no tratamento usual dos spinores na relatividade
geral as matrizes arp sao constantes JA que a formulagdo & feita no
espaco tangente com a ajuda de tetradas [24,51,521.

‘F” ¢ na verdade a derivada extericor covariante "em relaglo"
a x“, a gqual tem a mesma agdoc que a derivada covariante uwsual guande
age sobre tensores (que nfo contém indices spinoriais). Assim, podemos
usar o mesmo simbole para indicar as duas derivadas.

& unidade pseudo-escalar 'ara passa a ser definida por

B L v p -
v EEWWW Yoy A4 -g ],

onde = detig ] e € é o tensor de Levi-Civita, Note-ze que
E Em, WPpT q
podemos defini B = qrEB, cnde H ¢ um escalar & B pseudo-escalar.
Assim, podemos escrever as equaghes utilizande B ou B, conforme for

mais conveniente,

4.6 - Comentarios

No presente capftule mostramos come pode ser feita uma
interpretagiio do modele supersimétrico de Wess-Zumine come melo
material, e gue tipo de materiais podem ser contruides a partir de tal
modeloe de campos. Generalizande o moedelo de Wess-Zumino temos os

modelos  sigma  supersimétricos, o quais, quando Interpretados
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"classicamente", reduzem—se  basicamente aos modelos ¢ nfic
supersimétrices.

Alndz  dentro desse contexto, podemos imediatamente nos
perguntar ¢ qQue acontece com o modelos de supercordas quande tratados
de acordo cotn o escopo do nosso trabalho. Vamos ver resumidamente a
seguir o que pode ser obtide nesse caso,

A acgdo para modelos de supercordas corresponde de algum modo
o modelos supersimétricos simples. Por exemple, segunde o procedimento
de Ramon, MNeveu e Schwarz [24, 53] a agfo para cordas fermidnicas € (a

chamada "world sheet formulation)
Haa M, 2
¥ = aIdE‘d‘E[E Xrax - iptytatT ], (4.62)
a N a

ande a = (v, ¢) = (D, 1) &€ um Indice na folha (world sheet); pu & um
fndice (vetorial) num espaco-tempo de dez dimensdes: =0, 1, ..., 9
v° sdo as matrizes de Dirac em duas dimensfes, A parte dependente de
xH= xMer) e a agdo das cordas usuals efif dez dlmens®és, enguanto que
a outra parte é a agdo para spinores de Majorana "bidimensionais™: ¢
= T“Ea‘.ﬂi A agBo {4.62]) corresponde na verdade 4 agdo para o modelo
mais slmples de supersimetria em duas dimensdes.

O tensor de energia-momento é dado por

- [ o D | = & = &
T al8 X, 8%, - T 770 ¥ +¥ %0 ¥ 1 + 118 F % +0 T 2% ]].

(4.63)

Dessa relagiio vemos faclmente que se tomamos as componentes

dos spinores de Majorana como nlmeros 11!3 € L, entlio a2 parte do TEM
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{4.63) que depende de 'If” resulta jdenticamente nula (come no caso dos
spinses de Dirac ¢ de Rarita-Schwinger que satisfazem a condigio de
Majorana, conforme discutido no apéndics B). Assim concluimos gque, com
nogsa interpretaglo classica, a parte nfo nula do TEM descrevendo um
dade modele de supercordas & exatamente, e somente, & parte
correspondente ao modelo de cordas cléssico. Obvilaments, pode-se
considerar novos termos na aglo {4.62) gue ndo guebrem a simetria do
modelo, em especial divergéncias totals, tzl como Tizemos pare o caso
do modelo supersimétrico de Wess-Zumino, Essas divergincias nio
modiTicam a dinfmica dos campos, mas modificam ¢ TEM, o que pode ser
interessante do ponto de vista das cordas cdsmicas (desde que, nesse

case, restringirmeos o modelo a espago-tempos guadridimensionais).
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CAPITULD ¥

SOLUGOES EXATAS DAS EQUﬁCﬁES DE EINSTEIN ACOFPLADAS A

FLUIDOS DE CORDAS COM FLUXO DE CALOR

5.1 ~ Introdur;gu

o capitulo I fizemos um breve resumo acerca do estudo dos meios
continuos em relatividade geral. Meamo assim, antes de tratarmoz das
aplicaces propriamente ditas, vames relembrar o mais importante a
agge respeito,

Qualquer tensor de segunda ordem simétrico {Tp,v] pode ser

posto na seguinte forma [25,26)

Tw= {p+p-t;eluuuv —(p-—-‘gﬁlgw + zww + [uuqvqu”], (5.1)

ande

H = ] H = W v = H v =
gu =1 u0q 0] rrwu 0; gp ::r*w Q. (5.2)

A0 interpretarmos o tensor (5.1) como o tensor de

energia-momente de um fluldo viscoso temos: T

¢ o vetor de fluxo
(valocidade) do fluide, m seu coeficiente de viscogidade dindmieca, ¢
viscosidade volumar (bulk viscosify), 8 a expansio, q” & o vetor fluxo

de calar e crw & o tensor de shear do fluldo, Wesse caso implem-se as
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condiges w =2 0 e £ = O [zlém de outras cendiglies gque garantam a
positividade da energia do Tluide, medida localmente).
O fluxo de calor q“’ e (5.1] estd relacionado com a

temperatura do fluido peia sespuinte relaglo (25,261

B MV T
O =T - Tu ut), ix = Q) (5.3)

K= g“p - uyY, (5.4}

sendo que a expansdo, ¢ o shear sio dados por

e = uF
8=hre, =y (5.5)
My VT
87 = hh  fu v u /2, (5.6)
¢ =8 =-h 8/3 (5.7)
Lo oy MY

Vamos entfo, a titule de aplicagio, procurar solugies exatas
das equagfes de Finstein tomando o seguinte tensor de energiz-momento,

obtido nes capitulos anteriores

Tm«*: [p-m][uuuv-zpzv] + q{upzumyzp] - wg”v. {5.8)

onde u”un= - 2 zp = I3 up'zp = 0. Tal TEM representa um fluido de

cordas paralelas com fluxe de calor ac longo das cordas,
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5.2 = Fluides de Cordas Paralelas

Nos capitules precedentes descrevemos algumas tmanelras de se
construir formalmente tipoz especlals de meios materlals. Dentre eles
destacamos ¢ fluido de cordas, cujo TEM & da ferma [of. eq. (2.21)]

{5.9]

T = [p+'|'ﬂ[l.1”up-2 zu] - ng

My i Ty

Vamoes agora estudar algung casos simples onde fluldos de
cordas sdo usados como fontes do campo gravitacional [(acoplados as
equacles de Elnsteln). Iniciarsmos com o caso de um modele cosmoldgico
g, eém seguida, trataremos de um casoc estatico.

Devido & simetria do TEM é razodvel tomarmos como ponto de

partida wna métrica com simetria cilindrica [54]
ds® = Adt? - Bdz® - Car® - Dride?, (5.10)

onde, para 0§ casos qgue estamos interessades, A, B, € e D serdo

fungdes somente de t, ou somente de r.
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5.2.1 - Models Cosmologico

MNa. métrica (5.10) supomos que as fungbes A, B, € e D sejam
fungfes soments do tempo t, o que corresponde a um espago-tempo tipo
Hianchi !. Vamos também escrevé-la na forma

ds? = nle®dt® - e 2dz%) - rie¥dr? + e'{'przdﬂzl, (5.11)

cnde a = afth, h = hir), £ = fit), ¢ = pt)

Definimos
u = 8% he?; z = &V heel. (5,12}
) B
Com isso, da equaglo (5.9) obtemos
p 0 ©
v 0 g 0
iT ¥ = . {5.13)
K 0 0 -m 0
0 L
As eguagdes de Einstein
R#v - gwR/z = -chw, (5.14)

eoln THP fornecido por (5.13) na métrica (5.11), resultam no seguinte

gistema de equagdes diferenciais ordindrias
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p/T = O, (5.15a)

hE/hE + £2/28% - £ 0 = 0, (5.15b)
a -af +ah/h +afAA +hi/h% -hf/hf - B /b =2ke®hr, (5.15¢)
£ 7 - af/f = 2ke hp; {5.15d)

onde f = df/dt, etc..., e onde Ja levamos em conta & equacdo (5.15a)
ao escrevermos (5. 15b--d).

Observemos desde logo que, em virtude de (5.15a), a métrica
(3,11} resulta com simetria plana [55], para qualquer sclugs do
sistema (5.15],

Além do sistema (5.1%), a identidade de Bianchi fornece a

seguinte equagho

p o+ pf/F + mf/f = O {5.16)

0  sistema (5.13] apresenta guatro equagfies para seis
incognitas: a, f, h, ¢, p, m Todavia, ¢ produto me P pode ser feito
igual a unidade através de uma transformacfio de coordenadas adequada,
Agszitm, f{icames com um grau de liberdade, o qual pode ser eliminade,
por exemplo, tomando-se uma “equacdo de estade” do tipo m = w(p).

Para m = gp, cem ¥ constante, o sgistema (5.15) pode ser

resolvido facilmente, sendo que uma solucfo &

kp = (125}’ /1%, (5.17a)
kn = pll-27)e’ /i, (5.17b)
h = t_?a . [5.1?@]

100



P = 2% (5.17d)
=0 & =1/h=1t", (5.17¢)
o = 1/(1sy), (5.178)

Depeois de (5.17c), (517d) e (5.47e) a métrica (3.11) e os

autovetores [5.12) fe ezcrevem

ds® = dt® - t 27%z% - «™Far? + rlae?), (S.17h)

o3 1 o .
n = 8% z = § 7% (5.171)
TR i w"

Vale observar, em relagio 4 métrica (5.17h), que enquanto h&
eipansio nas diregles ortogonais as cordas, ocorre contragiio na
diregio das mesmas,

A solugdo (5.17) tem uma singularidade essencial em t = 0,
desde que ¥ = [/2. As condiclies de ensrgia apresentadas no capituleo I
580 satisfeitas se =} < ¢y = V2, Para 9y = 0, regultar . = 0, x = 1, h
=1L, =1t p= L/fctz; que corresponde a um caso particular do que
aparsce na referéncia [28], e representa um modelo cosmoldgico
preenchide por uma posita de cordas. Quando y = 1/2 obitém-se: w = p =
0, h = t2% ¢ = t*% Por outro lade, se ¥ > 172 as condigBes de
energia ndc sfo satisfeitas. Na verdade, ¥y > 1/2 impleca em p < 0,
além de ¢ < 0,

Outras solugbes podem ser encontradas para & presente
situagio. Vamosg, contude, degerever novos exemplos de Tluidos de

cordas.
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5.2.2 - Models Estatico

A sltuaglo estdtica & obtida supondo que as {funcdes h, a, f

¢ p, dependam somente de r. Qu seja, o ponto de partida & a métrica
ds* = hie®dt? - e 2dz?) - re¥dr® « e Pridg?, (5.19}

com a = alr), h = hir), £ = flrl, ¢ = @lr).
Com u".t 2 z"1 definidos como em (5.12]) ¢ tensor de
gnergia~momento (5.9) toma a forma (513). Asslm, as equagBes de

Einstein fornecem

~a'%/25% ¢ Wohr + 0820 4 WPBE - BB = O, (5.20a)
a'g'- a'/r -a'h'/h -2 = 0, (5.205)
k/h + W' /he - o'h'/h = 2xePrm, (5.20¢)

—q:n'2 +3' e rp'! 4'h'/h ' T =R /R =20 Zhr

AT + PR - e = 2Py (5.204d)

onde ' =2 df/dr, ate...

A identidade de Bianchi se reduz a
i+ ph*/h + wh'/h = 0. (5.21)
Temos, come no caso anterior, um sistema com quatro equacdes

e com seis fungbes a determipar, Um desses graus de liberdade

representa, na verdades, = invarianga das egquacdes frente a
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transformagbes gerais de coordenadas. Ou seja, analogamente ac que
fizemos na segio 5.2.1 com o produto eah, podemos fixar ¢ produto
"e?t" jgual & unidade através da transformacio de coordenada r — T
adequada. Contudo, ficamos ainda com uma incdgnita a mals que o nimero
de equagBes. Além do mais, no presente caso a escolha de uma equaciio
de estado do tipe "barotrdpice”™ m = mnlpl, como feitc na seclio
anterlor, ndo parece ser conveniente para encontrarmos solugfes exatas
fisicamente aceltaveis para o problems. Por exemplo, tomando m = yp e
a = constante, o sistema (5.20) produz p € O e w < 0 para qualquer r,
quando § < Z {enquantc que para a nio constante ¢ sistema resultante
somente pode ser resolvido numericamente). Por Isso, vamos tratar

inigialinente do fluido incoerente de cordas

a = 0. [(5.22)

Substituldo (5.22} em {5.21} segue que

It = constante, (5.23)

Levande (5.23) em {5.20a8} resulta

a = consiante, {5.24)

e, com lssm, (5.20b) e (5.20¢) resultam identidades, enquanto que

(5.20d} reduz-se =
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T BTl L Sy e L S L S R

(5.25)

Na equagfo (5.25) podemos eliminar ¢ farzende ePt = 1, o gue

produz

' + 20'Tr = ko, (5. 26]

onde f & uma fungdo arbitréaria de r. Sendo que a métrica (5.19)

reduz-se, nesse caso, a simples expressio [56]
ds® = dt® - dz° - dr” + fride’. (5.27)

Em vista do malor nimero de fungBes desconhecidas do que de
equagdes, € possivel encontrar muitas solugles exatas para o sitema
(5.20). Vamos mostrar aqui apenas mais uma dentre elas: a solu¢do que

fornece a métrica conformemente plana (a =0, g = 0, £ = h)

ds® = nldt® - dzf - dr? - rZde?), (5.282)
h = 1/ir+ az}z, {5.28b)
e = (ga® - 41"2}/&. {5.28¢c)
n = (Br2 ~ 4al)/x; (5.284)

com & sendo uma constante arbltréria.

Em relagio a essa soluclo, vale observar que a densidade de

energia p se antla em r = r‘u= v 2 & p & menat que 2ero, para o> I‘ﬂ.
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For issoc, a solugdo (5.28) somente tem interesse fisico para r ¢ Iy
Além do mais, se exigirmos que m £ p, devemos nos restringir A regifo
r = a. Por outro lado, a "pressfio” m & negativa para r ¢ a/v 2, &
nula para r = a/¥ 2 , e & positiva para r > a/v 2 . Este fato pode ser
interpretado  da  sepuinte maneira: o espago-tenpo em  Questfio &
preenchido por um "sélide anisotrépico” na reglfo 0 = r ( a/A¥ 27 e por
um fluido de cordas entre a/v 2 = r s a.

A seguir passamos a descrever alpuns exemplos de fluidos de

cordas com fluxo de calor.

5.3 - Feixe de Cordas Parzlelazs com Fluxo de Calor ao Longo das

Cordas

Seja o problema de caleular a métrica no interler de um
Feixe (fluido incoerenta] de cordas paralelas ¢ com um fluxe de ealer
(q) na dlrecie das mesmas. ¢ tensor de energia-momento para um tal

fluido é dado por (5.8) com m = 0, ou seja

Tp,u'= p[u”up - z“zu] + q{u“zp + uuz“], (5.29)

onde zM ¢ a direcdo das cordas. O problema tem simetria axial, visto
que as cquantidades flsicas envolvidas independem da coordenada "na

direcio”" de 2, Assim, podemos tomar como ponto de partida umas métrica
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na forma

ds® = Adt +Bldt)dz)-dz (h B2 A—ale¥dr+e Pride®), (5,30}

onde A, B, h, & & g sdo fungdes de t e r somente.

3 termo cruzado B(dt](dz) & necessiric devide a assimetria
do problema. Istoe &, invertende ¢ sentide da evoluglico do tempo t, o
fluxe de calor deve mudar de sinal. A unica forma de representar essa
assimetria por inversdo temporal, no casa em que as fungdes de (5.30)
dependerem somente de r, & através de um termo cruzado daquele tipo.

TR

Os weteres v e 0 podem ser tomados na forma

[

= hR3", 5.31
u, " {5.31a)
Ho_ gH M
W = & /hR + §.BR/N, (8.31b)

a )

= BRS - & /R, .

2, ML (5.31c)
2! = R&%; {5.31d}

onde
R = v A/(h*-B%). (5.32)
Com isso, o tensor de energia-momento [(5.29) resulta
T # a 7T
LH 03
0 o o
T } = : {5.33)
W' do o o o
T:m 0 0 Taa
onde
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o T PA+ 29 ShRZ, (5.34a)

T,, = T, = FB - gh, (5.34b)

~p/RE, (5.34c)

It

It

T
33

Comparande o TEM (5.29) com a ferma geral (5.1}, e levando
am conta (5.3), obtém-se a seguinte relagfio entre o Tluxo de calor qz“

g ¢ gradiante de temperatura

i}
B Ve T
qz qR&_ = xh IIT’P Tu, U ) (5.35)

5.3.1 - Caso Estatico

Vamos particiarizar a discussfio tomando o caso estatico,
onde as funcdes envelvidas na métrica (5.30) dependem somente de r,

Entdo, (5.33] produz

aTs6r + T[a'/2 - BAw/h - B/BI/(W-BY)] = o, (5.36a)
Jgr/8e = @, {5.36b)
-anTfaz}ﬁ/Ehz-BzJ = & (5.36¢)

onde ' [ndica derivacdo (ordindria) em relagio a r.

A equacdo (5.36a) pode ser integrada fornecendo

T = Vih®-B*)/A fit,2)/h, {5.37}
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onde I{t,z] & uma fungdce arbitréria de t e 2 somente, pois a egquagho
(5.360) implica que T e, consequentemente, § sio independentes de &,

Levando (5.37) em (% 36c) obtém-se

g =-x(8f/8z)/h, {5.38)

o gue implica, a principio, que o fluxo de caler & originade por um
gradiente de temperatura na diregc z (ac longo da cords, ou das
cordas],

FPor outro lade, da simetria do problema segue que 8q/8z = Q,
o que implica, depois de (5.38), em 8% /82% = 0. Oy seja, (visto que

tambem /88 = 0 e /8r = Q) rt,z) & dada por

fit,z) = g{t]{"cﬂz n clfl + Fit), (5.39)

¢, € c sdo constantes, enquanto gi{t) e F(t) sfc fungfies arbitrarias

de t.

Substituinde (5.39) em ({5.3B) obtemos a sepuinte relagio
para o fluxe de calor g

q = xcug{t]/h. (5.40)

No raso estatico que estamos considerando resulta

4 = xk/h, (5.41)
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com ¥ constante.
0 sistema de equagBies obtido a partir das eguacBes de

Einstein com & métriea (5.30) e o TEM dado por (5.33) e (5.34) &

2kePap = -2h'/rh —w /e +3pt/r bl /he +h'e"/h e Yorel

L I I L) Ly {5.42a)
oxe®uq/B = -B/Br +B'h’/Bh +B'¢'/B - B''/B +4h'/hr

+2h'e’ /eh ~2h'y' /h, (5.42b)

h'/r —h'e'+ h'= O, (5.42¢)
2BB'a’ k% - BYa )i m? —anshe - (B)2RE - 2h'ershe
—Za'h’/h +2h° @ /h Ha')? = 0, (5.42d)
Bz’ -B'/B)2/h? +h¥-a'W/h -a'/r +a'y -at )BT
2B /Br -(B")%/B® -2B"'/B +2B'h'/Bh +2B'a'/B +2B'p'/B

+a'/T =3a'h’/h —a’ey’ +ia’ ]Iz +2'* = 0. (5.42e)

Juntaments com a seguinte relagdc, obtida a partir da {dentidade de

Bianchi: T = 0

ph' = g[Ba’ + [-2Bht’ +(h* +BYB' I/(h*-B%)], (5.43a)
ou

oh'/b = g(Ba’~B')/h + T LNI(h+B)/(h-B)I], (5.43b)

onde definimos 2™ = A.
& exemple do que ocorreu na seglio 5.2, temos agui também um
nametra maior de incégnitas do que equacfies. As funcles a detsrminar

580/, 4. A, B, h, & e p, num total de sete incOgnitas; enquanto gque
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temos somente cinco equagfes Independentes (5.42a—e). A  equacio
(5,43} garante a integrabilidade do sistema (5.42Z), mas nio é
independente dele. Assim, ficamos com dois graus de liberdade os quais
serdo removidos através de relagSes "extras" entre as fungdes a
determinar, gque podemos juntar ao sistema (5.42).

Por exemplo, podsmos fixar o =1 e ¢ = 0, encontrandos o

seguinte sistema de squaches

kg = -h'/th, (5.4da)
2xq/B = -B'/Br +B'h’/Bh -B"’/B AW /hr (5.44b)
BT + b= 0, (5. 44c)
-8%(a’ -B'/BY/4” -4h'/hr -2a'h/h Ha)l = 0, (5.444)

h%-a'h'/h -a’/r —a"* /B% +4h'/hr -2B/Br -(B')/B°

-2B"'/B +2B'W /Bh +2B’a'/B +a'/T -a'h'/h +a''= O (S.44e)
sendo que a relagdo {5.43) nfoc muda por nfoc depender explicitamente de
& e ¢. Obtemos entdo um sistema com clnco eguacles e com igual nimero
de funciies a determinar, conforme o desejade.

A equagio (5.44c)] pode ser integrada, fornecendo
h = cuLN[r/rﬂ], ¢, e r, sdo constantes, {5.45)

o gue, quando substituldo em (5.44a), nos fornece a densidade p

Kp = I‘_zﬂ_N{I“qu‘}. {5.46)
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As fungles A e B s#io determinadas pelas equagBes (5,44d) e
(5.44e). No entanto, devido a nfo linearidade de tais equacdes, isso
em geral somente pode ser feito numericamente. Portanto, a escolha o
=1 e ¢ = 0 nic & interessante dentro de nosso objetivo de determinar
solugfes Fechadas para o sisterna {5.42).

Note-se ainda que existe uma singularidade essencial em r =
My {dado que va = 2xp & p & singular em r = r'u]. e p > 0 somente na
regifo r < Ty

Essag dificuldades nos levam a procurar outras solugdes
Fixando outros vinculos entre as incdgnitas a fim de remover os graus
de liberdade do sistema. Além disge, viste gue a nfo linearidade do
sistema de eguagles diferenciais estd associada principalmente as
fungles A, B e h, & natural agregar as condigfes extras sobre elas a
fim de simplificar o slstema resultdnte. Ocorre, porém, que as
hipoteses mais simples envolvendo tais funcBes nfio produzem resultados
interessantes do ponto de vista figico. Por exemplo, uma condigiio que

gimplifica grandemente as equacles, em especial (5.37d) e (5.37e), é sz

hip&tese

a' = B'/B,

Contudo, tal relagfe implica em g = 0, como pode ser visto
substituinde 2' = B'YB em (5.42d) e (5.42¢) ¢ levando o resultado

disse 4 equagiio (5.42b),
De um modo geral pode-se fixar duas dentre as fungdes p, g,

A, B, h, o« ¢ ¢ de uma forma completamente arbitraria, para entio
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resolver o sistema  resultante, que em geral pode ser feito apenas
numericaments, MNés, contudo, estamos interessados em encontrar algumas
soluglies exatas para o problema. Por isso, vamos apenas transcrever
aqui uma das possiveis solucgbes para o sistema (5.42), sem descrever
o5 detalhes de como fol obtida.

Uma solugdo de [5.42) &

ds’= BA(rtat®-r Ydz0)+2B8%dt dz —Bor dri-ride’sB, (5.47a)
B -3, 12
p=rcB /e (5.47b)
8 = c B/, (5.47c)
szrz
B =Bl = Bue ; {5.47b)

onde ED' cn, l::1 e k sao constantes reais arbitririas.

Como vimes, as solugfes exatas do sistema de equagdes
gerados pelo presente modelo que podem ser encontradas, em geral nido
tem interesse fislco. Em vista disso, deixamos de lado esse problema
para ser aiacado no future {através da busca de solugfies numeéricas).

Seria iInteressante procurar modelos cosmolégicos com a
métrica na forma (5.20) e com o TEM dddo por (5.29)., Tratamos disso

brevemente a seguir,

5.3.2 - Modelo Cosmologico

Tomemos uma métrica como (5.30) e supomos gue todas as
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fungdes A, B, h, & ¢ ¢ dependam scmente do tempo cosmolégico t. Em tal

situagiic, podemos sempre tomar A = 1, de modo que podemos escrever

ds® = dr® +B(dt)dz) —(h*-BH)dz® -ale¥dri+e ¥ride®), {5.48)

ohde B, h, &« & ¢ sfo funces de t somente.

i

Com i530, 0% vetores w0 e z“ de TEM (5.8) sdoc os mesmos que

em [5.31), porém com A = 1. As componentes nfo nulas do TEM sfo

T, =0 +24 Bh/(h%-B%). (5.49a)

T, = T,, = PB - ah, (5.49b)
- . 2_" 2

T,, = -pth®-B), (5.49¢)

As equacglies de Einstein obtidas a partir da métrica (5.48)

acopladas ao TEM (5.49) produzem ¢ slstema

p =0, (5.50a)
q =0, (5.50)
2ha/he, +6/u” ~26 re = 0, (5.50¢)
B(Bh/h -Ba/a - B -B%/BI/h® +ah/he + B/h = 0, (5.50d)
-BBas/ha + (1-8%/0%a’s40” + ah/hg = Kpi {5.508)

onde o ponto sobre as funghes indica derivagfo em relagio 3 coordenada

t.
Vemos entdo que a simetria do problema implica que o fluxo

de calor na direqﬁé das cordas sejz nulo, @ = 0. Por outro lado, uma
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vez que ¢ e 4 sdo determinados respectivamente por (5.50a) e (95.50b),
o zgistema resultente apresenta trés equagbes independentes para gquatro
fungfes desconhecidas., Porém, devido ao fato de fermos g = 0,
espera-se Que o espago-tempo resultante segja simétrico per inversdo
temporal. Isto significa que a métrica {5.48) deve ger invariante

frente a substituigio t —— —t, o que somente pode ser verdade se

Portante, o problema $e reduz a um caso particular do gque fol
conziderado na subsegdc 5.2.1.

Para possibilitar a existéncia de fluxe de caler na direclo
das cordas em um modslo cosmoldgico de cordas cosmicas & necessario,
em vista do descrito acima, tomar uma métrica com simetria menor do
que [5.48), tal como fazer as fungies A, B, h, & e ¢ dependentes das
coordenadas t e .r, N&s, contudeo, nEo trataremos disso neste momento.
Vamos gim estudar a seguir uma nova situagfo, um pouco mals simples, a

partir de um fluide nZo homogénes de cordas com fluxe de calor,

5.4 - Felxe Nag Homageneo de Cordas com Fluxe de Calor ao Longe das

Cordas

Consideremos agora o problema de um TEM como (5.8)] numa
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métrica do tipo

ds® = ew{dtz-dle - ﬂllewdjfz + e_‘pdzzi, {5.51)

onde w = wit,x); o = alt,xh ¢ = plt,x).

Definindo
u = 3e? (5.52a)
TR
1 2
& . .
xp ”e {5.52b)
g TEM (5 8) se escraeve
o o0
y g p 0 0
{T "} = . (5.53)
M 9] 0 -n )
8] 0 0 -p

4 diferenga fundamental entre a presente situgBs ¢ o casp da
secio 6.2 ¢ que em (5.51} ndoc existe simetria na diregfo das cordas,
e forma que densidade de energla (2 tensfo) e o Tluxo de calor podem
variar ao longo das mesmas, o que nfo & possivel em sltuagdes cotmo ss
descritas naquela segdo [cf. eq. (5.30)1.

¢ TEM (5.53) l[levando em conta (5,51) e (5.52]] gquando

comparado com (5.1) implica em

_ w2
g = x{Tw + Tije : (5.54)
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Portante, depois de (5.54], pode-se pensar que ¢ fluxo de calor de
(5.8] & devidn ao gradiente de temperatura zo longo da corda (a corda
se  comporta, 0esse  caso come  um  material  condutor de  calorl,
Dbgerve~ge, porém, que & possivel termos y = 0 em (5.54). Entfo, o
fluxo de calor pode ser pensado, por exemplo, como devido a um feixe
de luz (fétons] que se propaga na diregio da cords.

As equages de Einstein, com uma métrica na forma (5.51)
mais o TEM (5.53), impllcam ne seguinte sistemz de eguagdes

diferenciais.

- = Eicncpem. (5.55a)
ap, - ap - vap, = (ap) - lap) =0 (5.55b)
zm[octt+mm}+u2[fpf+;pi]—2a{mtwt+mxwx}—u.:va: =0, (5.55¢)
zmtx-octmxngutfpx-m(mtmxmxwt] = —zmzqe“', (5.55d)
255{utt—cnxxHr.cz[fpf-tpi.'I+24x?‘[wu+taxx]—~mf+c¢:=-4mznew+ {5.55¢e)

A ldentidade de Bianchl, por sua veg, fornece

I
2

wp, +opEfWe - oG — Qe < XGW (5.56a}

It
=

odp + pa w ML+ aq d g+ oge {5.56b)
Mas equagdes (5.55] e (5.56) usameos a notagdo & = o/ Bty «
Z
= Ju/8%: & = 8 af8t8x; etc...
tx
As equandes (5.56) garantem a integrabilidade do siztema de
equaghes (5.35). Por outro lado, depois de um pouco de &lgebra,

verifica-ee que [5.55¢) e (5.55e) constituem identidades quanda
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tommamos as equagdes (5.56] como parte do sistema, juntamente oo
[5.553a), [5.55b) a [5.33d}).

Com (sso, obiemos um sistema de clnco equagdes independentes
para seis fung@es desconhecldas (&, w, w9, g g, mw. Tal grau de
liberdade &, no case de fluides em geral, removide pestulando uma
eguagio de estado do tlpe p = plp}. No case do modelo acima, esse
procediments nos delxa com duss (ou trés) possibllidades: @ = =ipl ou
q = glp} [ou ainda g = gln)). Todavia, nosso objetive inicial & o de
encantrarmas alguma sclucla fechada para termos lndicagles de como se
comportam  as solugfies do  sistema (5.56)—(5.57). Para esse fim, o
postulado de equagles de estadeo nio é Indicado, polz geralmente conduz
a sistemas oujas solugles somente podem ser obtidas numericamente.

Com a finalidade de encontrarmos  solugdes  exatas,

cansideremos o sistema Tormado pelas equagles

g, -@p -ap tap = {wpt}t - Ew}xlx = 0, {5.57a)
@, e = 2mx‘pew, {5.57b)
Emtxnmtccxmzqatfpx—a[mtmxmxwt] = —Exuzqew, {5.57¢)
ap, PO+ ME - xg - Ge - 0Qw = 0, {5.57d)
ap * pE_+ W& kG + R+ aquw = 0. (5.57e)

Por simplicidade, vamecs elimlnar o grau de liberdade do

sistema com a seguinte hlpdtese

mpew = constante = k, (5.58)
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o que implica em

wp o ap +upw = 0, {3.5%a)

wp+ap +oapw =0 {5.59b)

Com a =scolha (5.58), & solugio de [(5.57h] & da forma

alt,x) = T(t-x) + gltx) + kit®—x%1r2, (5.60)

onde f e g sfo fungdes arblirdrias dos argumentos. f + g corresponde &
solugdo homogénea de (5.57b) [tal que [f‘+g}u - |:f‘+g:|“K = 0],
A partlr de (5.6]) podemos tratar alguns cascs partlcwlares

onde fixamos § & g.

[ - Seja

o = alxh (5.81)

Observe-se gue para uma hoa Interpretagio geométrico-fisica
da metrica {5.51), devemos impor «(x) > O para ¥ x € R. Esse vinculo,
todavia, € I[ncompativel com a equaglo [(5.57b), pols como kee® > 0 e
dade também que alx) > & em um certo dominlo, tal equaglo implica que
3 Xy € R | a[xﬂ] = (3, & que afx) assume valores negativos para todo x
¥ X, low x < X o dependandn da situagfio). Para ver issp em um caso
particular, consideremos o sistema (5.56) com as escolhas (5.98) e

(3.61)

118



ap - I{wpxlx = 0, {5.62a)

-e = 2k, (5.62b)
wp P ot = -2eoqe”, {(5.62¢c)
ap, + - g - Qo - agw =0, {5.62d)
6p_* G+ oaqe = f. (5.62e)

A equacdn [5.62a) fornece
alx) = -kx~ + cX * o, (5.63)

onde ¢, € sfo constantes. De (5.63) conclui-zs2 que « e, depois de

(5.58], também & densidade de energia p soments s8o positivas no

. _ 2 g0y 2 )
dominio co/z.k -R/2 X < cD/Z.k + R/Z, onde B = \/[cﬂ} ‘,.i"'4k 4-’.‘:1‘,.."".?{+ Tal
situacio ¢ pouco Interessante, por i$$C passaremos a analisar outros
Casos.

[I - Seja, entdo, a seguinte escolha

(5.64)

Substituinds {5.64) no  sistemsa de  equacdes  (5.55),

encontramos
2" Zq:nt/t ~9_ =0, {5.65a)
kt'pe” = 1, {5.65b)
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oo /2 -0 = ~2cige”, {5.65¢)

1
L

ap, + po, * M oG~ QE - HQW (5.65d)

i
o

ap + px t MR+ g+ qE + o [5.65e)]

Atz equagdes  [5.69), mals (5.59] e (5.60), podem ser

integradas. Para isso, observemos que a solugBo de (5.65a) & da forma

w = plt,x] = [Flt-x] + Glt+x)]t, (5.668a)

ande F e G s#io fungles arbltrarias deos seus respectivos argumentos. As

demais fungdes séo dadas por

2

o = kt", (5.66L)
& = ePH(x): T = z:t.x1=J't{:pf + @ha dt, (5.66¢)
g = e_sztzH{xJ. {5.66d)
-5
qg=ce [{Hx/H + Ex}/t - :ptw“fz]kaEx]'. {5.66)
W %
n = tlge IIX/ZE - ‘tpy.-'"E - o (5.66f)

onde H & uma Pungfo arbltrdria que depende apenas de x,

Dhserve-se que como Fit-x) e Glt+x), além de H(x), s#o
funciies arbltrarias, temos alnda uma variedade maito grande de
diferentes solugBes, mesmo tendo fixado a funcio a« a priorl. A seguir
escrevemos algums cases particulares de (5.66], a partir da escolha

da Tunclo ¢,
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a} ¢ = constante. (5.67a)

Messe caso, temos

2

o o= ktT, (5.67b)
e = Hix} » 0, (5.67¢)
g = lﬂ;tzH[x], (5.67d)
q = Hx/rctI-lz, (5.67a)
wo= (Hx/H]x/ZKH; (5,67

sendd que a métrica (5,51} pode ser escrita na forma
ds® = hiX}t?- dx® - t%dy® + 429, (5.68)

onde X = Imﬂdx —> hi{X) = dX/dx, Y = ky ¢ Z = Kkz.

Com relagfoc a soluglo (5.67) vale observar que se H =
constante , o fluxo de calor g e a pressio do fluide de cordas m sfo
nulos. Por outro lado, se Hx # 0, ® sera constante no tempo, enguanto
q decresce mals lentamente do que 8 densldade de energla p, de forma
que para t —— w, a densidade g e o fluxe de calor g (pars um dado x =
xﬁ]l se anulam, mas nfo . Ou seja, para um tempo muite grande o TEM em
2 cvolul para agquele de um melo com densidade de energia nula, mas
com pressdc nfio nula em apenas duas direcdes”. Em vista disso, a
situagfo fisicamente interessante desta solugdo particular parece ser
somente o caso H = constante, onde novamente o fluxe de calor
desaparece e a soluglio resultante € eguivalente aguela mostrada ne

segdo 5.2.1 [ef. eqs. (517 com ¥ = 0, & = 2],
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bl o = ax + &/t {a e b constantesh

ondle

Dessa escolha obtemos

2

w o= Kkt
e” = ezHlx}.
p = e'zjxtzl-l{x]l.
-z
g = e [absat + H /H] /ktH,
w = e [(e" + BN/ ¢ (H /W) ] f2kH;
x [}
Z = (a’t® - b t7Ws,

{5.69a)

(5.69b)
(5.69¢)
(5.69d)
{5.69¢)

(5,691}

(5.69g)

& onde H & uma fungdo arbitriria de x. A métrica (5.51) fica, entdo

dsz=ezH{x]{d’c2—dx2}-t2{e

fax+bst) df +e~[ax+bft} a3,

{5.70)

Essa solugdo admite um caso particular interessante quando H

= constante. Fica ainda o inconveniente (fisico) de que a densidade de

energia decresce mais rapidamente com ¢ tempo do gque a pressioc .

Porém agora p e g decasm com ¢ tempo da mesma {orma, sendo que se zb >

0 o fluxo de calor é positive {no sentido de x cgrescente), equanto que

se ab ¢ 0 o mesmo serd negativo (no sentido de x decrescente). Para a

= 0 o fluxe de calor ge anula e vale # = Epsz. o que & equivalente &

soluglo (5.17) com y = 8/b°.

A situagdo H n3o constante tem =as mesmas caracteristicas

discutidas a respeito da solugio (5.67) aclma,
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ol = a + bxst fa e b constantes). (5.71a)

Com ¢ dado por (5.7la), encontra—se

Z

& = Kkt {5.71b)

e? = t"e THix), (5.71c)

o= ezﬂct{z”][-l[x}l, (5.71d)

q = ez"[r:-m:2 + H_/H] Sty (5.7le)
= 2.2, .2

T =e fr{2.+x P B Y R [Hx/H]x]farctrH: (5.71f)

onde H ¢ alnda uma fungfo arbitrédria de x (independente da antericr).

No presente caso a funglo £ & dada por

T o= rxos2th r o= bis4. (5. 712)

A metrica [5.51), por sua ver, pode zer escrita como segue

ds%=e T Hx)(dt2-dx?) - t2(eP* Tay? 4o DX tyrY), (5.72)

Na situagdc representada pela soluglo (5.71), para H
censtante, a pressdo m o oapresenta o mesmo comportamento assintético
para grandes walores de t que a densidade de energia g, Por outro
lade, o fluxo de calor g decresce mais rapidamente do que p e 1 com o
tempo, mas tem um comportamento mals sutil em fungfio de % Para x
positivo, o fluxo de calor ¢ no sentide de X crescente, e aumenta em

valor abselutc a medida que x também auments; g & nulo em x = Q0 e &

123



negativo (i, &, no sentide de x decrescente] para X negative,

aumentando em valor absolute enquanto ¥ se torna mais negativo.

5.5 - Comentarios

Was segfes anterigres procuramos  solugdes exatas das
equagdes  de Einstein parsa  algumas formas especificas de fluidos
representando  alguns dos TEM's que encontrames nos capitulos
precedentes. Fol neosse intengio dar énfase principalmente ao estude do
fluido de cordss com fluxo de calor na diregdc das cordas, visto que
tal problema nfo havia até entio sido considerado.

Esse tipo de fluido aparece primeiramente no capitule II
(of. equagBes {2.28) & (2.29)] ¢, subsequentemente, na secio 4.3.

Observe-se que em ambos 0F cages ¢ Impossivel obtermos um
fluido de cordas sem fluxo de calor, pols em (2.28) B nioc pode ser
nule, & também em (4.42) se p for nulo o TEM ndo mals assume aquela
forma (com p = 0), e sim a apresentada em (4.43). Por isso, para
obtermos um fluide de cordas sem fluxo de caler dentre de nesso
formalismo, necessitamos recorrer ao artificle usado na segio 2.3, Ou
seja, tomames os TEM's de dois fluidos perfeitos adequados e
subtraimos um do outro, de tal maneira gue o TEM pessa ser escrito

como sm (2.21}
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T“v = (A + H}EUFUV - xva} - n:g-w + KU”UV. (5.73)

Dai, subtraimos o TEM de um fluido incoerente Tg.w = mu,uuv

CoOm o = K & u‘u = U“. 0 resultado serd, entdo

Tpv = (A + n}[U“UU - X“Xp] - ng“p. (5.74)

B necessario, assim, um modele com tras fluldos para se
chegar a forma desejada para o fluido resultante.

0 mesmo resultade pode ser obtido, usando ¢ mesmo tipo de
raciocinic, a partir das relages (4.38) no caso em que ¢ ¢ O [cf, eq,
(4.36b]].

Vejamos, entdo, de que forma um models como o estudade na
secdo 5.2.1 pode ser obtido a partir do método formal deserito acima.
Na verdade, estamos interessados ne problema inverso, ou seja dade o
"fluide de cordas resultante” queremos meostrar que o mesmo representa
a combinacfo de dois fluidos perfeitos com um fluido incoerente.

Temos Uu' Zp.’ p e w conhecidos [ef. p. e (5.17)]. A fim de
determinarmos o8 fluidos companentes devemos calcular w, g, p, u, £,

Lt
o, vu e Kk (a velocidade do fluide incoerente & Up}, tais que

T}w = (A + 'lrrJIIUMULI - X”Xv] - g,
= [w+p}unuv - {e+q}v”vp - {p—q}gw - K.UPUD. (5.75}
Da estrutura  algébrice d= T segue que o subespago

ne
bidimensional tipo tempo gerado por Up, e X,u estd definido, o que
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determina oz velores u.u e v” como pertencentes a tal subespaga. Com

ISSD, EB5CTravelllos

u =AU +BYX, (5.76a)
M LT o M
v =AU +BX., (3,76}
i 17 1l

u

Ao substitvirmos essas equagles, Junte com of vinculos upu

Hoo I, am (5,76) encontra-se um s[stema de sels equagfies para as

M

nove incognitas w, @, & ¢, K, 'ﬂ"o’ Eu' Al, Eii Podemaos resolver tal

sistema a menos de trés "parimetros” que, por conveniéncia, escolhemos

w, g eplour s e pl. Os pardmetros determinados em f{ungio destes

sdn, ontio
g =p-n (5.77a}
K=T=-5=2Xx-2n, (5. 770)
A = Vir-s-A-a){r-A-w)/¥Vr{r-s-2A-21), (5.77c)
B,= VO {s+Ara) Vrir=s-2a-2a], (5.77d)
A= Yir-s-A-n)(s+a+n] Vs(r-s-2A-2n], (5.77e)
B = V{asn)l{r-A~x] Vslr-s-2A-2x7; (5.77f)

D= parametrosz ©, £, e p permanecem arbitrdrios. Contudo,
essa  arbitrariedade pode ser restringida se exigirmos que os fluldos
componentes tenham as caracteristicas usuais. Entfo os vinculos w = 0,
ez ke, 0D=pr+wed=g+eleaindapzog, prwzg+elo

que pode ser feito com a liberdade desses trés parémetros.
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Mo casc de fluidos de cordas com fluxo de calor, como
aqueles estudades nas segfes 5.3 e 5.4, temos que calcular os dois
fluidos perfeitos componentes, de acordoc com o moedelo estudade na
seqio 2.3, tais que
Ep+n}EU“Up - U“Uv] + E{UF}EVH.IPXFI - g

T =
[1L5 JITE

= [pmluuuv - [q+e]v”vp - {p—q]g“v. (5.78)

Mo presente caso, Up 8 Xp também deflinem um subespago tipo
tempo invariante, de Torma que u;.: a v“ ficam determinados por relagbes
andlogas a (5.76a)] e (5.76b], respectivamente. Ao substituirmos tais
aguagdes em [5.78,) encontramos um sistema de sels equagdes para os
oite parametros indepsndentes w, p, E, 9, ﬁu' ED' Al e B:l' Tomando
como parametros livres @ e p, resulta que £, q, ‘E"a’ Eo‘ Al [ Bl flcam
determinados em fungio de p, n, B, @ e p. Podemeos, conforme discutido
acime, fixar outros vinculos entre w, £, p e ¢ fazendo uso desses dois
parametros livres,

MNa analise acima, utilizamos como componentes deis ou mais
tluides perfeitos, no espiritc de modelo estudado no capitulo IL
Maturalmente, podemos Ir mais adiante e impor que tais fluldos
componentes sejam Irrotacicnais calculande os campos escalares que
definem as suas velocidades., Por outro lade, poder-se-ia também tomar
comsa base ¢ modelo descrito na segio 4.3. Em tal caso, determinar-
se-iam o5 campos A, B e ¥, os guajs definem os dois fluides

irrotacionais e a corrente ,1,3,#1;, que interage com o fluide definido

pelo campoe A, Por questfies de tempo e espago esses cdloulos ndo serfo
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apresentados aqui, Nos
anteriormente, existe
agqueles mostrados na
modetos da secio 2.3

escolha de um dentre

limitamos a afirmar gque, conforme demonstramos
8 possibilidade de decomper os TEM's como
seqio 5.4, por exemplo, em termos tanto dos
como dos modelos deseritos no capitule IV. A

taiz modelos a ser adotado & uma questfio de

conveniéncia, dependendo das caracteristicas fisicas e matematicas do

problema especifico em estuds,
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CAPITU:O VI

COMENTARIOS FINAIS

6.1 - Contribuigoes Ineditas

0 objetive desta segfo ¢ destacar os estudos e resultades
originais apresentados nos capitulos precedentes.

Le acordo com nosso conhecimento é original ne capitule II o
madele  apresentado na segio 2.3, bem como & sua  generalizagdo
discutida na segfo 2.4

No capitule I, ¢ nova .a& parte final da secio 3.2,
especialmente a partir da equacdo {3.20), onde mostramos que um modelo
de N fluides perfeitos (com velocidade n8c co-planares) podem ser
equivalentes & um modelo sigma npic  linear particular. Qutros
resultados inéditos aparecem na secfioc 3.3 obtidos pela andlise dos
rasos particulares (ivl e (v) da soma de dois campos escalares [cf.
eq. {3.37}]. O sstudo do caso particular da interpretagio dos modelos
sigma eomo melos materials descrito na segio 3.4 também & original.

Todes oz resultades correspondentes  a  “interpretagso
clédssica" dos modelos de campos supersimétricos Idiscutidns no capitulo

IV sio ipéditos. Isso inclui = maior parte da segic 4.2, toda a segio

4.2 (acerca do modelo de Wess-Zumino) além do tratamente a respeito
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doz modelas ¢ e de supercerdas conslderados nas seqles. 4.4 e 4.6,
respectivoamente.

Acreditamos ainda que de todas as solugBes apresentadas no
vapitulo ¥, somente o caso da eq. (5.27) ndo & {nédito. Além do mais,
fluidos de cordag com fluxo de calor ndc haviam sido tratados

anteriormante na literatura.

6.2 -~ Sobre a Continuacao do Trabalho

De acordc com ¢ que vimeos nos capitulos II, III e IV, &
possivel consiruir modelos de fluidos (anisotrépicos) com fluxe de
calor, bem como modelos de fluidos de cordas com ou sem fluxo de
calor, entre outros, a partir de fluidos perfeitos e de campos
escalares (em geral de modelos ¢); ou ainda a partir de modelos de
Ccampos supersimétricos,

Mo capitule ¥V estudames alguns fluldos dos tipos mencionados
acima, mas nio tratamos dos cdleulos explicitos dos fluides ou campos
componentes. Em vista disso, temos véries aprofundamentos que podem
ser feitos com base nos estudos realizados até agui. Por exemplo,
pode—se tratar da construgic de modelos de materiais, como Tluidos
anisotropicos, fluidos de cordas, etc.., a partic (i) de modelos
concretos de campos escalares e/ou modelos o, :e {ii} da Interpretacgic

classica de modelo supersimétrico de Wess-Zumina, E  interessante
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também a obiengio de modelos cosmoldgicos a partir de tais modelos
de campos.

Conforme dizsemos mais acima, o trabalho desenvolvide nos
fornece um método formal bastante Otil na censtrugfio de modelozs de
eéstrelaz e de outros objetos de interesse astrofisico, além de modeles
r cosmoldgicos. Com base negse {ormalisme pode-se examinar a evoluglo
de modelos cosmeldgicos de texturas com simetria (N} [57] e de outros
modelos ¢, como também, em principie, analisar o colapso gravitacional
de estruturas desse tipo.

Qutro estudo interessante, gue pode =er felto a partir dos
resultades do  presente trabalho, consziste na andlise da  possfyel
relagdo entre os modelos de fluidos de cordas césmicas com fluxo de
calor e os modelos de fluides de cordas supercondutoras [58]. Em
particular, investigar-se-ia a obtengBic de modelos destas a partlr da
interpretacio de modelos de teorias de campos como meios materials.

Por fim, as aplicagdes desse formalismo, como em  geral,
reduzem-se & procura de solugfes de sistemas de equagBes diferenciais
parciais nfe lineares. Nz maicria das wvezes & jmpossivel encontrar
solugbes exatas para tais sistemas, o gque nos deixa com a alternativa
de tratarmos o5 modelos em gquestdo (p. e. estrelas, galdxias, modeios
cosmoldgicos, ete..., construidos A  partir de modelos de campos)
através dos métodes numéricos j& utilizados na area da relatividade

numérica [59],
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ﬁPl::NDICE A

0 FORMALISMO DO SUPERESPACO £ OS5 SUPERCAMPOS: O MODELO DE

WESS-ZUMING

A fim de sermocs capazes de construir modeles supersimétricos nos
gquais a supersimetria ¢ prontaments  verificada, como noe caso da
invarianga de Lorentz ne eletromagnetisme, precisamos do Tormallsmo
dos supercampos introduzide por A. Salam e J. Strathdee [44]. Para
obtermos  tal formalisme faz-se necessdrio estender © espago-tempo
quadridimensional usual para o chamade superaspaco,

For questdes de sitplicidade, adotaremos no que segue, como base
para a formulagio da supersimetria no superespago, uma variedade
espago-temporal plana (de Minkowski). A generalizagdo para variedades
pseudo-Riemannianas & Imediata,

Elementos de superespago sfo as supercoordenadas (xM » B3RS
0,L,23 e a = 1,2,3,4), onde xp' sio as quatro coordenadas espago—
temporais uwsuais e €, 580 gquatro ndmercs de Grassman anticomutantes e

1]

independentas de x©, satisfazende a condigio de Majorana {ecze, onde

1‘70 e C é a matriz de conjugagio de cargal. Assim, o

ez GET, g = &
superespago resultante possui oito dimensdes.

Um supercampo ¢ em geral ¢ uma Tungdo (operador) definido no
superespago. Sua expansiio em série de poténeias de £ (= {E.‘n” & finita

[ea shn nimeros de Grassmann anticomutantes: I{Ee:ln=0. para n > 2, Ea‘“e

= 0, Eyfy®e)® =(ze)”].
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blx,e) = Alx) + eplx) + zeF(x) + ey )G(x) + [Eﬁ“ﬁrsell?p[x}

+ [gelex(x) + (ec)lcelDix), (Al)

onde Alx), Flx), D{x], Gix), V“I{x], #x) e klx) sfic chamados de campos
compenentes, e onde temos que: Alx), Flx}, Dix] sfc campos escalares
cotmplexes; G(x) & um campo complexc pseudo-escalar; l-’p[xl £ um campo
vetorial (de Lorentz); ¢ix) e x(x) s%c guadrispinores.

Apesar da expansfio {Al) ser apareptemente simples, temos que
algumas caracteristicas dos supercampos (como a quiralidade) sio mais
Facilmente descritas se  utilizarmes s Tormulagiic de Weyl para os
spinores, em termos das matrizes de Paull, ao invés da formulagfo em
lermes das matrizes de Dirac como em {Al), Na formulagic de Weyl
gscreve-ge, por exemplo, ¢ B (8%, EAL A =1 2:4=1 % Com essas
novas supercoardenadas [x“, Eh, Ei}‘ a expansho em sérle de poténelas

de 8" e Eh de um supercampo geral ¢ dada por [41,42})

#(x,0,8) = ((x) + 8plx) + B Xx) + 8°mlx) + Bonix) + {Ezlﬂlﬂfx] +

+ (8208 A(x) + Eﬁu‘“ﬂ]‘v’ul{xl + (B%)e?)dix), (A2)

ohde o5 campos componentes tém as seguintes caracteristicas: flx),
mix), ni{x) sfo campos escalares ou pseudo-escalares complexos; dlx) &
um campo escalar real; ‘ui’ulix:l & um campo vetorial de Lorentz; @(x) e
pix) s#o spinores de Weyl "left-handed"; @(x} e plx)} sfic spinores de
Weyl "right-handed" (ver a seguir).

As leis de transformaglo para os supercampos sio [44,41,42,

43}
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§.flx) = oglx) + & xixl,
_ ey o
&, (x)= 2a (%) + (& Jxlahapf'[xl + "J”Exll,

8 7. (%)= 20 mix) - [ao-“]ﬂ{iapf{x] - v, ),

siﬁ A

samix) = & Ax) - E{E)‘pfp{xlﬁa‘“&/&

3(x) = axlx) + i[cm‘“ﬁprp{xﬂfz,

asvptx}n :wui{x] * w{x]cr“E + iaplmplix} - xlxjal,
R (x)= 2,dx) + imiﬁpv“{x] 72 - E(a.cr“lﬁﬂum[xi.
S0, (x)= 2 dix) - te 8 “V“{xl /2 ¥ E{Uﬁﬁ}ﬁﬁunix}.

_ . - My o
3.dx) = T.[Bpl.!l[xh:l‘“o: » o a“:uxn/z. (A3)

Note-ge que Esd{xl ¢ uma derivada tota] (divergéncia total), fato
gue sugere ser posslvel tomarmos & componente dix] de um determinade
supercampe como sends a densi/dade Lagrangeana para um dado modelo
supersimétrico associado a tal supercampo.

Para a construgiic de Lagrangeanas supersimétricas devemos
primeiramente calcular explicitamente os ditos supercampos, Uma classe
Impertante  de tais supercampos {para & teoria  de particulas
elementares) sfo os chamados campos chirals ou supercampos escalares.
Esses campos tém uma chiralidade definida, o que na linguagem do

superespago consiste nas condigdes de vinculo

Eicp{x,a,ﬁ} =0, fAda)
0 ¢(x,0,8) = O; {A4b)
oryde
D, = - asze* - 6% .5,
i BA L
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D = asag’ + M8 (AS)
AR M

definem a ‘“derivagiio covariante" no superespago. O supercampo que
satisfaz [Ada) ¢ chamade right-handed, enquanto que ele é left-handed
se gatisfaz a eguagin [Adh],

Os supercampos quirais teft-handed e right-handed, os quais podem

ger ¢onstruldos facllmente [4l}, s3io dadeos respectivamente por

o{x,8,8} = Alx) + ttaa“ﬁlauam - 0%8%0Alx) + Vv 2 eylx)
+ 8%F(x) - 1 eztapﬁtxna“ai/f zZ, (A6a)
8" (%,0,8) = Klx) - ea"3)0 Alx) - 0%6°0Rix) + V2 B )

+ BoFix) + tﬁz[w”a”ﬁ[x]]/f_‘z A {A6b)

onde 0§ campos componetes Alx), ¢(x) e F(x) tém as caracteristicas
definidas em (A2). O supercampo definldo em (A6b) & na verdade o
hermitiane conjugado daquele definido em (As%a); p. e, Alx) & o
complexo conjugado de Alx).

Uma outra caracteristica importante é que predutos de supercampos
chirais sdo ainda supercampos chirals, ou seja, se -Iri e -l*j satisfazam

(Ada)], entlo
Dﬁwlq}j] = [Dil@!ﬁ'l + 'ﬁ!{Di@J} = {,
pois ﬁi {assim como Dk.‘l & um operador linear. Logo 'I'I*I'J (e ¢1¢'j¢k. 8

etc ...) & também um supercampo chiral ieft-handed.

Uma vez definidos esses campos, podemos construlr Lagrangeanas
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supersimétricas a partir deles. Porém, para isse precisamos produtos
do tipo ¢T¢j {a Lagrangeana precisa ser hermitiznal). Vamoes apenas
@screver a compenents de 8°8° (a gual & candidata 3 Lagrangeanal do
praduta I#.llrﬁtl.

n

! = n H . - ~ -
0 o ™ 8, A Al + iy ()M 760 Egiﬂll[x]o*#;&l[x}]/z

+ F"ll:x]Fi[x] + divergéncias totais. [AT]

A agfo supersimétrica e renormallizdve! mals geral ¢ dada por (ver

(41,42,43,441)

A = Jd“xd“ﬁ g,
onde
ot =2
£ = @E@l + [}‘hli:'II + muit-ifbjfz * gnkﬁﬂidijfﬁkfﬂle +*
N gL 2
+ [hlsﬁ’ + mljtb‘ﬁbjfz + gidkfbleqﬁk/:i]ﬁ : (AB)

onde soma-se sobre todos os Indices repetidos e i, j, &k = 1, 2, ...,
N; sendo N o nimero de supercampos chirais, A intepral jd*ﬂ = Idzﬂdzﬁ
sobre ¥ & apenas um "projetor” que projeta £ sobre Ezﬁz, ol seja, toma
somente & componente "d{x]" de £ [of. equagio [A2)].

A agdo resultante &
4
4 = Jd X2, (A9)

opde

£ = E“E[xla“ﬁ[x} + i[iﬂlﬂxlopﬁﬂ"ﬁi(xl-aﬁsﬁlix}oﬁﬁjix]1/2
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- q.':'[:{]q.'l (x}/2 - m E{xlﬁj{xlfz - gijulﬂl[xlﬁj[x]ﬁk[xi

-g”kl.!llthﬂ [x}ﬁ {x] + [mI Altx} + gUkﬁl{xJAJ[xJ]F‘ktx]
+[m kh [(x} + g! kﬁlix}ﬁjlxllfk{xl + Fi[xJF‘l[x} + }'LlFl{x]
+ Xifi(x}. {AlD)

Esta & a Torma "off-shell” da aclo, & qual envolve os campos

auxiliares Fiix}. Taiz campos podem ser eliminades com a2 ajuda das

cguagdes de movimento, fornecende a forma “"on-shell da  agHo.

Considere-se para isso as equagBes de Euler-Lagrange

3L/6F - 9, [8£/8(8 F))] = 0 mm=w> 8£/6F, = O,

Assim, obtemos

Fi{x] = - A - ” { ] - g”kAJ{xJﬁ (=),

Fi{x] ?Li - mth{x] gUk J[:-:]'ﬂ %),

{AlL)

1
|

Substituindo (All) em (AlQ) obtemos

L= 3, A, [x]ﬂ'u.ﬁ. (x} + il (x)oMa atxn-a .,Hx}:r”ﬁ (x]l/2 +

-m, w I[x]u'} (=] - mul,&t{x]llﬁ (=) - g”kiﬂlix]#l {x]ﬁs (x] -

-g”kq,l'.i‘{x]#-lj{xmk{x] - "v'{ﬁ.i,ﬁ.]], {AL2)

onde

vm,A} = th}F:xl = h!a + ::Lmjatx} + 'r{mJMx} +

* A g A (XA {x) + EJ A I[x]lh (x) + m”mmﬁjl{xm (x) +

T

+ mjgmAJ[xm {x]ﬂ. (x] + m”gmﬁnj{xlh {x]h (%] +
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+ gi]kgl[nﬁjEX}ﬂk{X}A][X}ﬁnEx}' {A13)
{ caso mais simples, em que temos somente um supercampo chiral @,

é conhecide como o meodelo de Wess-Zumine [19,40], onde

£ = a“mxya“mx] s i[wtx]a*“aug_ﬁ{x]-ayl#{xltnﬁtxﬂfz - mp{xlplx) -
- mPPIx) - gEx)PxIAX) - gixIFIE(x) - VIAR), (Al4}

VIAA} & FOOF(X) = A% amlAA)] + AgIAGAXMAXIAR)] +
+ mPAIATK) + mglAGIADOE(R) + K(0AGIAK)] +

+ gAAIANA), (A1S5)

Para obtermos (Ald) = [AlS) a partir de (Al2) e (Al3) tomamos
m, = ms=nm, JLLEJL:i, g”kEg=E.

Se substituirmos A{x)—— [A(x) + BIX)AY 2 ¢ g— ¥V 2 g nas
equagBes (Al4) e (ALS), e notando que :mtxnoﬂapatx} - &”l,ﬁr{xlaj'l@[x}]fz
= ﬁgr“‘auﬂlf [onde ¢ = Ew‘“.ﬁﬁlt]. encontra-se que (Al4} se reduz a
equagio (4.1) do capltulo IV, a qual & exatamente a Lagrangeana de
Wess=Zumino,

Meosso objetive &, em conexfie com o discutido na seqlio 4.2,
generalizar o modelo de Wesz-Zumino adicionande termos supersimétricos
[contende os campos A, A, i, & ¥ {ou A, B e ¥}, os guais déem zlguma
contribvigdc ao TEM que nio seja  identicamente nula {quando
substituimos spinores anticomutantes por spinores comutantes).

Para construlr termos  manifestamente  supersimétricos devemos

utilizar os supercampos chirais. Por sua vez, o supercampo ¢, definido

por A, ¥ e F, define uma representacdio irredutive! da dlgebra
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"super-Poincars”. Entfio & impossivel construir um segunde supercampo

¢2, a2 partir dos mesmos A, ¥ e F, que ndo seja igual ao dado pelas

equagles [AGa) e [(A6W), Dessa Forma, nossa Onica possibilidade & a de
tomarmos na Lagrangeana novos termes [(além dos j4 considerados na
construcao da Lagrangeana (414])) contende combinagles do supercampo &
[eg. (A&a]l e seu hermitanc conjugade [eg. {A6L)].

Cepois de um pouco de investigagio, vemos gque os termos
interessantes sdo o5 que envelvem produtos de @ com derivadas de A, e
vice-versa, Tais contribuigfes somente decorrem de produtos do tipo
'[*I-'T‘bffr...}l{'i*ﬂkfb...}. Assim, vamos tomar a Lagrangeana (AB), ocancelar
os |ladices como aclma e, por simplicidade, fazer m = A = g = 0. Entio,
adicionemos [4 Lagrangeana da forma (AS)] um terme do tipo ¢+¢*+I' +
¢r1'¢¢. QOu seja, consideremos a seguinte Lagrangeana

=o' +xio’ete + 000tz (AL&)

com # dado por [Aéa), ¢ onde k & uma constante dimenslonal.

Tomando jd"'xd“e.ﬂ = 4, com £ dado por (Al6) encontramos

# = ['x]1t + cavB)lle R + itpol'a § - & yatr2 + T

+ kligel§ia A - 8 F) - wF - Flz]. (A7)
As equagBes de Fuler-lLagrange para F e F fornecem
2[1 + w(A+A)IF — wyinp = O,

2[1 + {A+A)F - kY ¥ = 0.
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Substituindo essas equagdes em (Al7) resulta

_ T8 - . . - -
4 = Id x[l1 + KiatK)liB KoM + L{-,ana*‘a”w - a”w“mle

+ ot T8 A - 8 K2 - k*F Al asB)]]. (A18)

Mote-se que a parte da aglo {Al7} que ndo contém kK & exatamente a
acgho de Wess-Zumince na forma "on-shell" (Al4), com m = 0 e g = Q.
Obseve-se, no entanto, que a din&mica dos campos obtida a partis da
acho completa (AL7) & muito mais complexa daquela dos campos do modelo
de  Wess-Zumino origlnal, Tal Lagrangeana &, ua verdades, um caso
especial dos chamados modelos ¢ supersimétricos nlo linerares (ver p
e (23]

Tals modelos ¢ s8co deseritos pela seguinte Lagrangeana (ver a

segio 4.4)

¥ = oA beMg g b e
Yo= Hla Md R wy a‘“Ei“u'JJ ﬂplﬂO‘“H'JJVZ] " R”H{.,;.J.j.;, )/

55
+f [taﬁljfaﬁ.“ Hw’cr”ﬁjauﬁ“ - {aHII/aIkliw’cr“FauI“}] /2, (Al9)
- R e I N e
onde R .. ® Ry <(AK) = (3°H /0A'6K) - H™"(8H-/8A")6H /6K,

280 as componentes do tensor de curvatura.

Agora, se cazncelarmos todos o [ndices de {AlB), podamos sscravar

Ho = H o= 1+ k(ask)y, — 'Y = Bl [aeiaeAn”, EIHI-J-/aﬂk =

A A = K, aHljfaE“ = 8H/8A =k, R s R = = k2/[l+x(A+R)].

Jikl

Com esses resuitados, vemos que a equagio [AlB) se escreve
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.-ae:f H[apﬂa“ﬁ + iEgiJo'“EJ“ﬁ - aﬂw”ﬁ]zz] + RUG Pyn) /8
¥ t[[aﬁxaaltw“ﬁaﬂﬁ. - mwaﬁ'ﬂw‘”ﬁapﬁ:}a
_ T B oo oo e . = -
=lr(aeRII[8 A R+ 1yat's -5 uot)r2] + intyokte A-0 K12

- KPE B+ AR)] T e, {A20)

que € exatamente a Lagrangeana [Al8) por nds construida através de
oULPas argumentos.

Parece entdc que generalizagdes supersimetricas do moedele de
Wess-Zumine, por mais simples que sejam, podem ser obtidas a partir de
modelos ¢ supersiméiricos, £ importante observar, ainda, que "termos
de interagfo”, como os das eguagdes (4.18a)] e (4.18b) [secBo 4.2] do
capitule IV, nfo sdc supersimétricos Isoladamente. Isto pode ser visto
notando, por exemplo, que o ifermo [KEWFEEEFA—BFE} da Lagrangeana
(Al8) corresponde exatamente ac da equagio (4.18a), pois temos que

imaﬂw“ﬁ[&uﬁ-auﬁl =y 2 Kﬁrﬁar“"wﬂpﬁ, e que TyMv = 0. Assim,
v 2 ﬁ{aua - w"’a”mq“w = imﬂu‘”ﬁw“&-apﬁl, (A21)

onde flzemos, como antes, as substituicfes A —— [A + (Bl 2 e ¥ &
I{!.Efn,ﬁﬁ]tl, Observa-se entdio que (Al¥) contém o termo procurado
({A21)), mas ndg como Onico termo adiclonal & Lagrangeana de
Wess-Zumine. Isto, portanto, responde & questfio feita no capitulo IV,
acerca de que tipe de termos, como o da equagdio (AZ1), poderiam ser
adicionados & Lagrangeana de Wess~Zumino sem quebrar a (super)

simetria do modelo.
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APENDICE B

SOBRE A INTERPRETAGAO DOS CAMPOS DE DIRAC, WEYL E DE

RARITA-ECHWINGEERE COMGC MEIOE MATERIAIS

Vamos resumir acgui o tratamentc dos campos spinorials dentro do
formalismo das tetradas. Em especial, trataremos dos campos de Dirac,
de Weyl & de Rarita-Schwinger no chamado formalismo de Newman e
Penrose [60]. Para isso, escreveremos suas equagldes de campo e o3
lensores de energia momente (TEM) a eles associados (sobre um
espaco-tempoe pseudo-Riemannlans} dentro de tal formallsmo, com vistas
a dar uma interpretagio de tals campos, ow dos TEM's por eles
produzidos, como TEM's de meios continuos. J4 sdo conhecidos varios
trabalhos para o case do campo de Dirac [12), em especial para
neutrinos  {18,21,22,33,36,45,61,62,63,64,65], em relatividade geral,
aos resultades dos quaiz pode ser dada uma tal interpretacio como
meios materiais. Isto fol felto, por exemplo, por Wills [18] para o
cast de peutringes massives. Trataremos sucintamente do estudo gersl do
TEM de cada um desses campos, observando os véarios tipos de materials
gque podem ser obtldes a partir deles.

Maturalmente, assumilremos que todos o5 campos  splnorials
delinidos no que segue sejam comutantes, Ou sefa, todas as componentes

de todos os campos spinorials envolvidos devem comutar entre si.
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1 - O Campo de Dirac

A Bcgio para o campo de Dirac em um espage-tempo curve € dada por

d = ajdx‘;v’—g £, {B1)
sendo a uma constante e onde

£ = @Lw“v“ - v, (B2)

_ | S oo ‘s . M

COm g B ~:te~ttg"l b, # = %y (¥ & o hermitiano conjugade de ¥) e " =80
as matrizes de Dirac generallzadas, as quals satisfazem a seguinte
algebra (de Clifford)

T ¥ ALY =28 . (B3]

Noe caso de um espago plano [g“vﬂ diag(l,-1,-1,-1}], as matrizes
3“ sdo as conhecldas matrizes de Dirac (constantes). Para o caso geral
elas devem ser funcies das coordenadas.

Para estudarmos o campo de Dirac vameos utilizar a representacio

de Weyl. Nesse caso, a Lagrangeana (B2) se escreve
? = jyel'y “ﬁ + iw“‘?uﬁ - mgp - my @ (B4)

Dessa forma, a aglo (Bl produz o seguinte TEM para ¢ campo de

Dirac
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T u = La[l,inzr ¢ :,a 7 W * :pﬂ‘“?v@ - vpnp{i‘vfp +1,l.'u:rv'ﬂ'“r,{'r- v“a.zur &
+ mcrv‘i'“.:p- ‘F”wvm ]. {B5)

sendo que a equagio de Dirac se escreve

icr"‘v“a - my =0, icr“v“aﬂ - mp =0. (86)

De acorde com o formalismo de Newman e Penrecse [60] vamos

introduzir a base {e, &) do espage dos spinores, tal que

o= - o =1y 3= - 3, = (87)
A A i
Cefinlmos entdco a seguinte tetrada
“=cu~“3=a’:ﬁdn5ﬁ; “m&:ﬂfnwﬁﬂ-’;hzé;
m* = ao*T = a-f:ﬁc“ ) (B8}
de onde, depois de (B7) valem as seguintes identidades
1“1 =m”m=ﬁﬁp'=n“n =1”m =l“ﬁ=nﬁ”-n#m=ﬂ,
T TR i) H TN u
M = -mmt = (B9)
M i)

QBS: Por questbes de simplicidade, usaremos aqui matrizes ot que
8o, na verdade, as matrizes o definidas no apéndice A divididas pelo
fator v 2,

Assumindo que os spinores 1.'.'-!'ﬂt g ¢ nao sfdo proporcionals podemos

144



sESCrrever
¢ = p a” o= F (B10)

onde p e f sdo fungdes escalares complexas.
Com essas deflnigles podemos escrever as equaghes de Dirac na

f'orma

t{Dp} = tp-e)p + mF,

(&p) = {T-RIp,

iaf) = ty~p)f - mp,

(3f) = (a~m)f; (BL1)

sendo que o TEM (B5]) se escreve

Tw= [m“zv + Eﬂlmmm - zm“lmw

. e — -
Emump + E R, sztpnv! +2F m oo * Gnunp]. {B12)

+2C0 n _ +2dm m
(W v

onde

=
mF
-]
=]
=
=]
~
L]

2{alplap) - plap) + pply-7l,

v
B = -Twn“n"’ = tal-p(3p) + (Br-xlpp - Fful,

C = Twi“nv = la[fflu-p) + pplp-p) - 2milpf + p Tl

E = T"“”ﬁpﬁu = 2talFra - ppeol,

F = -TWL“E" = tal-f(& F) + FrtA-2n+ Ppxl,

G = TWI“EP = 20a[F(DF) - F(DF) + Frie-ell,

H = T“vm“n“?"’ = talpplp-p) + Friu-pll; (Bl3a)
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onde K, W, £, B A, & & M, B, ¥, ¥, T Sho 05 spin coefficients [6&0]

- Mg f - (3 = ol
e (D5} = 9, £ (8 m'u‘ifuf. @)= m Vi (o) = n“v“f.

Para facllitar a analise Jdo TEM (Bl2), podemos usar a tetrada I.“,
n“, M e y”. com x* = (m* + WA Z : y” =-tim" - WA 2" Com fsso,

a relaclio (B12} se escreve

T =4alt +0ann +2C n
uv v TR IRy

+ 2v 2 ﬁe{B}mew +2v 2 .‘.Fm;EB]lmym +2v 2 R&{F]”mxw +

+ [‘Re[EHG]xﬂxv + [G—iRe[E]lypjfp +*

+ 2 2 EmlIF}nmnw + 2%e(Elx ¥ (B14]

TRl
pide p.e. RelE) e Fm{E) 530 a parte real e a parte Imaginaria da
fungio complexa E, respectivamente,

Para completar, vamos lembrar que, tomando um boost adeguado

sobre a tetrada nula H“, m“, H“. !

. pode-se fazer os complexos
escalares p e F lguals, de forma que pp = ff. Usande esse fato, as

equagles (Blia) se escrevem

A = 'I'an“nv = Ztalplap) - plap) + pply-¥)],

R = -Twn“nv = tal-p(Ep) + (2T-e~uipp |,

C s wa,“n"" = lalpplu-g+p-p) - 2milpp + p B),

E = T‘Wﬁpﬁp = 2talpp(a - #,

F = -Twl"tn_iv = tal-p(8 p) + pplB-2u+il],

G = Twr,”a" = 2ialp(Dp) - p(Dp) + pple-F),

H = T“pm"‘ﬁm“" = talpplp-pu-ul. (BI3b)
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Z - QO Campo de Weyl

O campo spinorial de Weyl nada mais & do que o campo de Dirac sem
masga, Uy seja, depois das equacdes (B&), vemos que o campo de Weyl &

definido por dois spinores l.{r’!t e f,{JA que satisfazem as equacles

w"‘v“a = D, 'y ¢ = 0. (B15)

i

Tais equagles, quande escritas no formalismo de Newman-Penrose

descrito acima para o ¢ampo de Diras, resultam na forma

(Dp) = (p-elp
(&p) = (t-8)p,
(AF} = (y~p)f,
Bf) = (a-m)f; (B16)

enquanto que o TEM para tal campo é escrito como em {BI2), sumente que

neste casae os coeficientes s8o dados por

1)

A= T l’,n“tnt” 2talplap) — plap) + pply-7)l,

L

E = —T“vn“nv = {a[-pl&p) + (2T-a)pp - FFul,
C = Tt = @lFfre + pple-p)

£ = Tpvﬁpﬁu = 2talffr - pprl,

F = —Twa“ﬁ" = tal-f(3 71 + Fr{E-2n0+ por),
G = wa“z" = 2talf(DF) - FIDS) + Frie—el,
H= T mPm" = talpple-p) + Friu-nll. (B17)

[
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Mote-se, entio, que o sstudo a respeito da interpretagio do TEM
associade ao campo de Weyl geral & praticamente idéntico ao case do
campo de DHrae, Contuds, o TEM do campo de Weyl tem trago nule, devido
45 suas equaghes de campe. Temos, porém, casos cspeciais como o dos
peutrings  sem  massa, o8 quals s8o  descritos  por  spinores  que
satizfazem as equagdes da Weyl [BIS] e que, além disso, preenchem a
condigio q:-“ = i:.b"", Casos como esses sHo bastante mals simples do que a
situagdo geral, sendo gue as equacdes derivadas acima nfo se aplicam a
eles devide ao fato dos campos gpA = q.':ﬁ' Serem pmpcciuﬁais. A seguir

vemos como ifratar esses casos particulares.

3 - Campos Nulos: Espinores de Majorana, Neutrinos, ete...

Asﬁo

Vamos tratar agora do caso em que 05 spinores :-.t-rﬁ g iy
proporcionais, Tals campos s8c "campos nuleg”, por satisfazerem a
identidade $¥ = ¢ + ¢ ¢ = 0 & por fernecerem um TEM que corresponde a
um fluide nulo. Nesse caso, podemos tomar um dos spinores da base (por

exemplo, 5") e '"alinha-lo" com os campos spinoriais, de forma que

podemos escrever

(B18)

Depoiz disso, a equagio de Dirac resiita
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Dp = lg - £lp,

Df = {p - €lf,

ildp) = ilt - Blp - m7F,

i&f) = it - BIf - mp. {B19)

O tensor de energia-momento, por sua vez, toma a mesmz [orma

(Bl2], onde agora os coeficientes sfo dados por

A= T“pn“nv = 2la(plap) ~ plapl+ FAF) ~ Flart + (Ff-pplix-v)l,

B = -Twn“ﬁ” = 1alF(5£) - p(Ep) + (2T-a)pp - THOL

C = Twa“n" = H =talff - pplle-p),

E = T‘“"?ﬁpﬁp = 21alFf - pplo,

F = -Twz“ﬁ" = {alpp - Ffk,

G = Twl""t"’ = 0,

H = Twm“E” = lalpp - Ffip-ph (B20)

thy seja, escrevendo o TEM na forma de (Blg)l,

Tw= [Mutp + Cnunp + ZCLt“nw + [?Ze[E}HC}xva + [C~ME]]}'”3FU

2y z"ﬁe{m:mxw + 27 2. Sm{BJIm}rw+ 2EmtE}x: {B21)

“.}"m s

ou ainda, se usarmos o fato [ver mals acima) que podemos tomar

pp= ff, temos

A = Twn“n" = Zialplap) - plaBH FIAT) - FIAF),
B = -Twn”ﬁ"’ = talF(3F) - p(3pl,
C= Tw:”n" = H =(a{Ff - pplp-p) = 0,
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E = T“’"’ﬁ”ﬁv = zialff - pple = 0,

F=-T t*a" = talpp - Ffik = 0,

Lo
cs=s T MY =0,
[Ieh
H = Twm“ﬁ" = talpp - FFHp-p) = O; {B20b)

sendo que o TEM fica, entfio, na forma
T [mp:.v + Z\f’TfRe{E]lmxw + 2V 2 ‘EmEBHmyW]. (B21b)

Nesse case particular, em que os dois spinores bidimensionais ¢ e
w sd0 proporcionals, a corrente spinorial ?;rutbf = (pp + ?ﬂl“ & um
vetor nulo, enquanto que o TEM tem trago nule. Satisfazends esta
situagBo existem dois cases de particular interesse; ) o caso dos
neutrines (spinores que satisfazem as equagfes de Weyl: g:r'a‘ = ii,b'a‘“}
Ff = ip) e il] 0 caso dos spincres de Majorana Efpﬁ= I,EJA ==my [ = pl.
Para este ltimo cass o tensor de  energla-moments  (B2lb) &
identicamente naule, ocome s= observa facilmente fazendo F=p nas
esquacdes (B20b), Note-se que este mesmo resultado foi por nés obtide
a0 interpretarmos clagsicamente o TEM do medelo supersimétrico de

Wess-Zumino (cf. capitule 4.

4 - @ Campo de Rarita~-Schwinger
A Lagrangeana de Rarita-Schwinger & [66,67]
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T T 14 s v T
2=, - me - @G0 e Ll ¥y [iq“v” + my, ¥
{B22)

Tal Lagrangeana, a qual fol proposta para descrever campos

spinoriais de spin 372, produz as seguintes equacdes para o campo g

[t:_r“‘ﬁ' - mly” = a,
H
v —
¥ ’Pp - Gr
v 0. (B23)

vo=
v

Essas equagfes, na representacla de Weyl, ze escrevem

m"‘v“;}” - g’ = 0, w“va" - mp’ = O
-V, U= _
F Iﬁv = {, g, = a,
v, _ V=
vy, =0, v, = 0. (B24)

O tensor de energia momento assoclado & Lagrangeana de Rarita-

Schwinger (B22), levando-se em conta (B23), & dado por

_ T . - T - T _ -— T
T:.w {a ﬁtqrpvvw ?Uﬁ_rzr”'-}' + wa;Pv”q: vpurt-xv@ ] (825)

Ou, em termos da reprssentaciio de Weyl

_ T = T = T . T = T =
Tw- ta[y “‘uvv"[’r v u*ulﬂ_r + u‘p?vq;_c quu o P, ¥ u‘v?“lﬁT

T = T o = T =
'i"“w cY. TP a‘v"?wpt - "E”go ﬂ'ﬁqp%-]. {B26)

Da mesma forma oue nos casos precedentes, podemos introduzir a
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tetrada U'.'u. m“’, Ep', a"). Sendo que peodemes ainda definir
vy = p_o’; ot = F (B27)

Com essas delinigdes, o TEM (B26) toma a forma {Bl2), ocnde os

coelicientes agora sfo definidos per

- MoV - Ty T T= =
A= TI»-'«U” ft 2£a[p1_[ﬂp V- p I[ﬁp_ri +p pT[ar ¥l

B = -T A = ial-p (3p") + @7-2)pTm_ - SF vk

_ g Tz . = T— =y T a—
Cs Twi n’ = talf ' F (u-ut + p'p lp-p) - 2milp f + p _J'),
E = T‘U‘UE“EP = 2tal7_f'a - B_p'o),
L p=v _ . T= = T5 (m - T=
F = Twi m’ = tal-f"18 £ )+ £F _(B-2r)+ p_pk},

G = Twa“x"’ - zta[ftm?r] - "f”T{DfTJ + fT?T{e-EH.
B M= _ b=, = Vo =
H = 'I‘“vm m = talp pv{p pl + F _f'p{p. ull. {B28)}

Az equagdes de campo (B24), por sum vez, s3c escritas na forme

seguinte

iDp,,) = tlp-elp, + ﬁfv.
{Epu‘l = {ruﬁlpu,

i{ﬂfv] = i{ar-mfv - mp

'[Efv] = {a-n)f ; {B29)
va" =0 {ou 1v';5" = 0),
np"f"‘” =0 {ou nufu =0},
v —
np =0 (ou np = 0,
— et o .
mvf =0 {ou mv_:" = O {B30)
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p — —
p [pmv +om - tlv - Knv] = 0,

Ll —_—
r [J&mv + pm - vlp - TIFIVI =0,

I
e

v 1 —
v,p o+ p [a:scmU + Bmv -yl enp]

1
o

‘i‘va + fv[acmp +Bm - gl - en ] (B31)

Da mesma forma gque para spinores de spin 172, podemos tratar o
caso  em  que o5 varies spinores w_‘t ] ap:, para cada T, sSd0
proporcionais. O resultados s#o anglogos aos obtidos na seglo 3
acima. Ou seja, temos as seguintes equagdes, andlogas & (B19), (B20) e

(B21)

Dpv =i{p - e}pp.

pf’ = (p - eif’,

Hap¥} = itz - )p¥ - mF,

I

HasF) = it - BIFY - mp': (B31)

TI_W= [Alulv + Cnunv + 2C1L wo * [ﬂe[EhC}x”xu + {C—Rell’:‘.}]y”yv

+ 2v¥ 2 'Re(BN W 2y '2“3mtaumyw+ 2Fm{E)x m-"'m]; {B32)

=
[1H

T“vn“nu = EEE[EV{ﬂpvl - p"mﬁuh fp{ﬂ'fpl - ?p{ﬂfu] +
P V= .
+ [f fv -F pv]Ear-ar]],

B = T o'W = alf76s ) - PBp,) + 2T-adp'p, - T,

L]
i

MV oo Y e
THPI n’ = H =ialf fv p pv]{ﬂ P

[¥1
]

V— — i A
T m m, = Zia[fvf PP ler,
L B=b _ . = ¥ = e
F = Tuvl m La{pvp fvf I8,

MY = g,

()
11}

T
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H= T m'm’ = ialp p” - ?vf"’}tp—ﬁ}. (B33)

Em especial, para spinores de Rarita-5chwinger que satisfazem a
condigio de Majorana, o TEM resulta identicamente nulo, como no caso
dos spinores de Majorana-Dirac deserito acima, Isto € visto facilmente
das equagdes (B32) e (B33), pois para spinores de Majorana—Rarita-
Schwinger temos p = f. Esse resutado vale para spinores de qualquer
ordem, desde que considerados classicamente ([.e. para  splnores
comutantes).

Com relagdo aos neutrines de spin 3/2 ndc massivos, os resultados
sic andloges aos obtides na segfia 3 para neutrinos de spln 172 sem
massa.

Fara concluir, devemos observar que a equaglio de Rarlta-Schwinger
tem problemas quande tomamos como base um espago-tempo Riemanniano
gualguer, sendo que tais equagdes somente sfio compativels com espagos
do tipo Rieel flat [68). Sendo assim, essas equacdes somente tém
gsentido para “splhores fantasmas" como o3 de  Majorana-Rarita-
schwinger descritos acima, ou entfio quando formuladas em um espago-
tempo plang, ou em uma geometria mals geral como a de Riemann-Cartan,
onde a nogio de torsdio ¢ introduzida e faz possivel a compatibilidade
das equagles. Uma teoria assim descrita pode ser entendida come a

origem da tegria de supergravidade.
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S - Interpretacac como Meios Materiais

Para podermos tratar da diagonalizagdo de TEMs como (Bl2), vamos

introduzir um nove conjunto de vetores {u“, x“. _V“, M ), definides por

W= e vz

2= ok - v

M= mf s Wz

W o=—tim® - RNV T (B34)

Observe-se que, depois dessas deflnicBes, temos

1]
z =xy =32 =y =0 {B35)

H
=
=

Cu ssda, o conjunts de vetores definido em (B34) constitui uma
base ortonormal parsa © espage em consideragdo.
Mesza base, ¢ TEM resulia na forma

T = u“quA+G+2C}/2 LT meREEF+B] * umyw?m.[Bi-F] +

N g
- u{pzwm-ﬁlfz + xHxPEHﬂRe{EH + xm}fw?m[E} + xmzwﬂeEE-F]
+ y“yp[H ~ Rel(E)] + ¥ mszm[B-F] + zqu{Gm-zc}/Z. (RI6}

MNa dirgonalizacdo de (B36), obtemos a seguinte eguaclo de

autovalores

m4+am3+.3cc2+a‘m+a=0, {B37)
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onde

a = 2(H-Cl,

g = (H-C)® - 2HC - AG + 4 Re(FB) - |E|%,

y = 2[(H-CH2Re(BF)-HC] - AlHG+|F|) + C|E|® + |B{*G - 2Re(BEF)],
5 = 2[Re(BF%) - Re(B°EG) + (BHG) - Re(AEF) + |F|"AH - [BF|] +

- |D?[(C%AG) + H(-AG +C°) + 4Re(BCEF) - 4Re(BCHF).

(B38)

Como vemos, a andlise acerca dos possiveis autovalores a partir

das relagBes (B37) e (B38) & |Dbastante complicada, devido &
complexidade dos seus coeficientes dados em termos das componentes do
TEM na base considerada. Vale cbservar, entretanto, gqus uma vez dadc o
campo spinorial, seja ele de Dirac, Weyl ou Rarita-Schwinger, pode-se
calcular explicitamente A, B, C, E, F, G ¢ H e entlio proceder a dita
diagenalizacio do TEM, encontrando assim o tipo de fluido que ele pode
representar. A principio, o TEM de um campo spinorial pode representar
fluidos Dbastante complexos, uma vez que temos alguns graus de
likerdade f{ver p. e [17,18,61,62]) os quais permitem Impor certas

condicBes sobre esses campos, obtendo assim o fluido desejado.

(i) Como primeiro exemplo de cascs particulares interessantes
podemos citar o dos neutrinos de spln 1/2 (ou 3/2) sem massa
{bispincres @ e ¢ proporcionais, mas n¥o iguals). Em tais situacles a

equagic de autovalores se reduz a
w = 0. {B39)
A equagiic (B39) & consequéncia das relagBes (B20b) [ou (B33)),
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visto que pp = FFf {ou Evpp = ?vfp] e, portanto, =omente os
coelicientes A & B sfo diferentes de =zero. Nessa situacio, o tensor de

energla-momento toma a forma [ver equaglio (B21h]]

M“Lv + 2B mew + 2B lmmw =

Mp!u + 2v 2 ':ReIIBmeW +2v'2 Emmhmy

T
His

" (B40)
As equagdes (B3%) e (B40) caracterizam um fluido nuloe (todos os
autovalores sfo nules), no caso, um fluido de radlagio de neutrinos ou

{esquecende o fato que o TEM ¢ devido a campos spinorias) um flulde de

radiagdco de fdtons,

{ii) Fluido com fluxo de calor: O TEM de um fluido com fluxo de

calor pode ser escrite [definindo-se wma tetrada adequada I[I.“, np, KM s

}fp'}] como segue [33)

Tuv = {(p+2)/2 + qHHEV + [(p+w)/2 - q]n“nv + {w—pllmnw

- pIx“xv + ,‘-"u.‘r"p]- (B41)

Fetornande & equacic (B3Z), vemos que, Impondo condigfes
adequadas aocs campos spinoriais, pode-se reduzi-la & forma (B4l}. De
forma gue podemos construlr (entre outros) fluldes com fluxo de calor

a partir de campos spinorizis adequados.
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& ~ Comentarios

A segpunda parte da tese € o estudo feite sobre o modelo
suparsimetrice de Wess—Zumino e sua interpreiagio como meio material
(Capitule 4], MNeste apéndice mostrames como isso pode ser felto para
gpineres de Dirac, Weyl e Rarita-Schwinger, e que tipo de materiais
pedem ser construidos a partir de tals campos. Com esse estude, ficou
mais clara a razfo perque o campoe spinorial de Majorana nfo confribuj
para o TEM do models de Wess-Zumine segundo & nossa interpretacio
classiea.

Vimos que a interpretagdo dos campos spinoriais de Dirag, Weyl, e
Farita-Schwinger como meics materials nfo ¢ Imediata, mas pode-se

construir modelos  interessantes  destes, a partir de Cas0s
particulares" daqueles. Ressalva feita ac campo de Rarita-Schwinger
cujo TEM, devide 4 inconsisténcia das equagBes num espago-tempos curvo,
ndo serve como fonte do campo gravitacional, mas ainda serve para

reprasentar fluides e&m espaco—tempos planos, ou em geometrias de

Einstein-Cartan.
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